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RESOLUTION NUMERIQUE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Analyse Numérique
Tronc Commun
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o Pendule de masse m, suspendu en O et de longueur ¢
o 0(t) : position relative a une position d’équilibre (angle)

'POLY
= =

CH"
CLERMONT-FERRAND

A2 N G4
2




Exemple 1 : Pendule pesant sans amortissement

o Pendule de masse m, suspendu en O et de longueur ¢

@ O(t) : position relative a une position d’équilibre (angle)
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Exemple 1 : Pendule pesant sans amortissement

o Pendule de masse m, suspendu en O et de longueur ¢

@ O(t) : position relative a une position d’équilibre (angle)

Energie totale du systéme :

1
E= 5 me2(0")? + mgt (1 — cos )
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Mouvement du pendule gouverné par la loi fondamentale de la dynamique
E'(t)=0
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Donc

Mouvement du pendule gouverné par la loi fondamentale de la dynamique
E'(t)=0

E'(t) = m£?0'0" + mgl0'sin = 0.
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Mouvement du pendule gouverné par la loi fondamentale de la dynamique

E'(t)=0

Donc
E'(t) = m£?0'0" + mgl0'sin = 0.

D’ou I'équation différentielle d'ordre 2 :

0'(t) = ~Fsinf(), £>0,

0(0) = 6y, 6'(0) =0 (par exemple)
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Si on consideére des déplacements petits du pendule, on peut écrire
sin (t) =~ 0(t)
D’ou I'équation différentielle linéaire :

0" (t) = —%0@)
0(0) = 6o,
La solution de cette équation est donnée par

0'(0)=0

0(t) = 6o cos”%t.
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0(t) est solution du probléme différentiel :
0" (t) = —w?sin 0(t)
0(0) = 6o,
0'(0)=0 par exemple

2_ &

ol w

Posons : x(t) = 6(t), y(t) = ¢'(t) et y(t) = (;Eg)

On a alors

v = (549)

' POLYTECH"
CLERMONT-FERRAND

=} = = E 9DaAe




0(t) est solution du probléme différentiel :

0" (t) = —w?sin 0(t)
0(0) = 6o,
0'(0)=0 par exemple

2_ &

ol w

Posons : x(t) = 0(t), y(t) = 0'(t) et y(t) = (;Eg)
On a alors

- () - ()
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Pendule pesant non amorti : transformation

O(t) est solution du probleme différentiel :
0" (t) = —w?sin 0(t)
0(0) = 6o,
0'(0) =0 par exemple

2_ &

ol w

Posons : x(t) = 0(t), y(t) = 0'(t) et y(t) = GEZD

On a alors

0= (48) = (#48) = (o)
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Pendule pesant non amorti : transformation

O(t) est solution du probleme différentiel :
0" (t) = —w?sin 0(t)
0(0) = 6o,
0'(0) =0 par exemple

2_ &

ol w

Posons : x(t) = 0(t), y(t) = 0'(t) et y(t) = GEZD

On a alors

/0= (515) = (#0) = (Fiao) = (Aieo)
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0'(t)

y(t) = (H(t)) est solution du probléme différentiel :

{Y'(t) = f(y(2), 1)

¥(0) = yo

avec

()0 = (Lorlinim)

et

0= (%).

[m]

équations différentielles
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o Les équations différentielles apparaissent naturellement dans différents domaines
des sciences et des sciences sociales. Elles décrivent I'évolution de phénomeénes
dépendant du temps.
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Formalisme général

o Les équations différentielles apparaissent naturellement dans différents domaines
des sciences et des sciences sociales. Elles décrivent |'évolution de phénomeénes
dépendant du temps.

o Une équation différentielle d'ordre 1 est de la forme :

y'(t) = f(y(t), 1)

otr f: RY x [0, T] — R est continue.
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Formalisme général

o Les équations différentielles apparaissent naturellement dans différents domaines
des sciences et des sciences sociales. Elles décrivent |'évolution de phénomeénes
dépendant du temps.

o Une équation différentielle d'ordre 1 est de la forme :

y'(t) = f(y(t), 1)

otr f: RY x [0, T] — R est continue.
o Le probléme avec condition initiale

{Y'(f) =f(y(t), t)
y(0) = yo € R,

est appelé probleme de Cauchy.
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Exemple 2 : Modele malthusien de croissance de population

P(t) : Nombre d'individus appartenant a une population donnée a I'instant t.

Qu'est-ce qui entraine des variations de la population P(t)?
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Exemple 2 : Modele malthusien de croissance de population

P(t) : Nombre d'individus appartenant a une population donnée a I'instant t.
Qu'est-ce qui entraine des variations de la population P(t)?

o Les naissances
— « : taux de natalité

— Nombre de naissances a l'instant t : aP(t)
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Exemple 2 : Modele malthusien de croissance de population

P(t) : Nombre d'individus appartenant a une population donnée a I'instant t.
Qu'est-ce qui entraine des variations de la population P(t)?

o Les naissances
— « : taux de natalité

— Nombre de naissances a l'instant t : aP(t)

o Les déces
— [ : taux de mortalité
— Nombre de déceés a l'instant t : SP(t)
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P(t) est définie comme solution du probleme différentiel :

P'(t) = aP(t) — BP(t) = (a — B)P(t)
P(0) = Py (population a I'instant initial)

' POLYTECH"
CLERMONT-FERRAND

=} = = E 9DaAe



P(t) est définie comme solution du probleme différentiel :

P'(t) = aP(t) — BP(t) = (a — B)P(t)
P(0) = Py (population a I'instant initial)

Solution :

P(t) = Pyexp((ce — B)t) J
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Ajout d’un terme de compétition entre les individus
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Ajout d’un terme de compétition entre les individus
P'(t) = aP(t) — bP(t)?
P(0) = Py

.POLY
«0O0r «4F»r <«

CH"
CLERMONT-FERRAND

A2 N G4
10



Solution :

Ajout d’un terme de compétition entre les individus
P'(t) = aP(t) — bP(t)?
P(0) = Py
= équation différentielle non linéaire

P(t) o aPo
"~ bPy+ (a— bPp)e—3t’
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Comparaison des 2 modeles de population
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Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

On consideére le probléeme aux valeurs initiales :
{y’(t) =f(y(t), 1)

y(0) = yo € R?

()
ot f: (y,t) € RY x [0, T] — f(y, t) € RI. On suppose que :
o f est continue sur RY x /

o f est lipschitzienne en y : il existe L > 0 telle que

Vtel[0,T], Vyi,y2 € Vpa(yo) |
ol Vpa (yo) est un voisinage de yo.

[F(y1, £) — fy2, )] < Lly1 — y2l|-
Alors, le probléme (*) possede une solution unique.
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On se restreint désormais a une équation différentielle (d = 1).
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On se restreint désormais a une équation différentielle (d = 1).
On subdivise I'intervalle [0, T] en N sous-intervalles |t,, ty+1], avec n =0,1,...,N—1
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On se restreint désormais a une équation différentielle (d = 1).
On subdivise I'intervalle [0, T] en N sous-intervalles |t,, ty+1], avec n =0,1,...,N—1
On choisit, pour simplifier, une subdivision uniforme : t, = nh.
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On se restreint désormais a une équation différentielle (d = 1).
On subdivise I'intervalle [0, T] en N sous-intervalles |t,, ty+1], avec n =0,1,...,N—1
On choisit, pour simplifier, une subdivision uniforme : t, = nh.
On appelle h pas de temps

.
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Approximation numérique

On se restreint désormais a une équation différentielle (d = 1).

On subdivise l'intervalle [0, T] en N sous-intervalles ]ty, thy1], avec n =0,1,... ,N—1

On choisit, pour simplifier, une subdivision uniforme : t, = nh.
On appelle h pas de temps

On veut construire une méthode numérique permettant de définir des approximations
yn de y(tn) (Schémas numériques).
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Lien avec I'intégration numérique

En intégrant I'équation différentielle y/(t) = f(y(t), t) entre t = t, et t = t,11, on
obtient

Vo) =yt = [ Ft2), 0

th
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Lien avec l'intégration numérique

En intégrant I'équation différentielle y/(t) = f(y(t), t) entre t = t, et t = t,11, on
obtient

Vo) =yt = [ Ft2), 0

th

On peut approcher cette intégrale par la méthode des rectangles a gauche

¥(tnt1) — y(tn) = hf(y(tn), tn)

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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Lien avec l'intégration numérique

En intégrant I'équation différentielle y/(t) = f(y(t), t) entre t = t, et t = t,11, on
obtient

Vo) =yt = [ Ft2), 0

th

On peut approcher cette intégrale par la méthode des rectangles a gauche

Y(tni1) = y(tn) = hf(y(tn), tn)
On peut ainsi définir le schéma

Yns1 =Yn+h f(}/ny tn)

Analyse Numérique — R. TouzaNt

[m]

POLY
=
Equations différentielles

1o

CH’
CLERMONT-FERRAND




On veut approcher la dérivée y’(t) en t = t,. On peut utiliser pour cela une méthode
de dérivation numérique :
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tht1
y/(t,,) ~ y( n+

) — y(tn)

On veut approcher la dérivée y’(t) en t = t,. On peut utiliser pour cela une méthode
de dérivation numérique :
18 méthode :

h

«O
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On veut approcher la dérivée y’(t) en t = t,. On peut utiliser pour cela une méthode
de dérivation numérique :
18 méthode :

y'(tn) ~
D’ou le schéma d'Euler progressif :

y(tnt1) — y(tn)

h

Yn+1

Yn
= f(yn, t
h (yna ’7)
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e eeeeeLLLSS—S———————TT
2¢me méthode :
t —y(t
Y (tnsa) ~ y( n+1)h y(tn)
D’ou le schéma d'Euler rétrograde :

Yn+1 —

h I = f(.Vn+17 tn+1)

n=0,1,...N—1
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On appelle Erreur de troncature |'expression :
n_ }/(tn+1) - Y(tn)
ep = I —

= fy(tn); tn)-
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On appelle Erreur de troncature |'expression :
n_ }/(tn+1) - Y(tn)
ep = —""FTF
h
On a par la formule de Taylor :

= fy(tn); tn)-

Y(tns1) = y(ta) + hy'(ta) + O(h?)

= y(tn) + hf(y(tn), tn) + O(H?)
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On appelle Erreur de troncature |'expression :

y(tn+1) — y(tn)

;A = fy(tn); tn)-

ep =

On a par la formule de Taylor :

Y(tos1) = y(tn) + hy'(ta) + O(K?)
= y(tn) + hf(y(tn), ta) + O(hz)

er = O(h) J

On dit que le schéma d’Euler progressif est consistant.

Donc
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Soit e, = y(tn) — yn (Erreur a l'instant t = tj).

.POLY
O» «F»r <«

CH"
CLERMONT-FERRAND
< =

A2 N G4
18




Soit e, = y(tn) — yn (Erreur a l'instant t = tj).
On a

y(tat1) — y(ta) — hf(y(tn), ta) = hej

Yot1 — Yn — hf(yn, tn) =0
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Soit e, = y(tn) — yn (Erreur a l'instant t = tj).
On a

y(tn+l) - }/(fn) —h f(y(t")v t") = hEZ
En soustrayant, on obtient

Yot1 — Yn — hf(yn, tn) =0

ent1 = en + h (f(y(tn), ta) — F(¥n, tn)) + hef
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Soit e, = y(tn) — yn (Erreur a l'instant t = tj).
On a

y(tni1) = y(tn) — hf(y(tn), tn) = hep
Yot1 — Yn — hf(yn, tn) =0

En soustrayant, on obtient

ent1 = en + h (f(y(tn), ta) — F(¥n, tn)) + hef

Donc

|en+1| < |en| +h |f(}’(tn)7 tn) - f()’na tn)l + h|52|
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Soit e, = y(tn) — yn (Erreur a l'instant t = tj).
On a

y(tni1) = y(tn) — hf(y(tn), tn) = hep
Yn+1 — Yn — hf(}’m tn) =0
En soustrayant, on obtient

ent+1 = €n + h (f‘-(‘y(l‘.'n)7 tn) - f(yn, tn)) + th

Donc

len+1] < lenl + h |F(y(tn), tn) = f(yn, ta)| + hlef|
< len| + hL |y(tn) — ya| + Ch?
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Soit e, = y(tn) — yn (Erreur a l'instant t = tj).
On a

y(tni1) = y(tn) — hf(y(tn), tn) = hep
Yn+1 — Yn — hf(}’m tn) =0
En soustrayant, on obtient

ent+1 = €n + h (f‘-(‘y(l‘.'n)7 tn) - f(yn, tn)) + th

Donc
|en+1| < |en| +h |f(}’(tn)7 tn) - f()’na tn)l +h |52|

< len| + AL |y (tn) — yn| + Ch?
= (1+ hL)|en| + CH?
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On montre alors que

|en| < C(|eO| + h) .
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On montre alors que

len| < C(leo| + h) = Ch

indépendante de h telle que

ly(tn) — ynl < Ch

On suppose que la solution y(t) est de classe C2. Alors, il existe une constante C
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On montre alors que

len| < C(leo| + h) = Ch

indépendante de h telle que

ly(tn) — ynl < Ch

On suppose que la solution y(t) est de classe C2. Alors, il existe une constante C

On dit que ce schéma est d'ordre 1.

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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Il sécrit :
il =
LI — v, trra)

n:O,l,.,.,N_l
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Il sécrit :
1=
—.Yn+ h I = f(}’n+17 tn+1)

n=0,1,...,N—1
Notons que ce schéma est implicite :
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Il sécrit :
1=
—}’n+ h I = f(}’n+17 tn+1)

n=0,1,...,N—1
équation algébrique non-linéaire : g(x) = 0 ou

Notons que ce schéma est implicite : Etant donné y,, on calcule Yn+1 en résolvant une
g(x) = x = yn — hf(x; tat1).
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Le schéma d’Euler rétrograde

Il sécrit :

Yn+1 — Yn

h :f(}/n+lytn+1) n=0,1,....,N—1

Notons que ce schéma est implicite : Etant donné y,, on calcule y,.1 en résolvant une
équation algébrique non-linéaire : g(x) = 0 ol

g(x) = x — yn — hf(x, tay1).

Sous les mémes hypothéses que pour le schéma d'Euler progressif, on montre que ce
schéma est d’ordre 1.
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Il sécrit :
- 1
Lhyn 2 (F(Yn> tn) + F(¥nt1, tns1))
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Il sécrit :
= 1
Lhyn =5 (f(y'h tn) + f(Ynt1, tn+1))

n=0,1,
Evaluons I'erreur de troncature de ce schéma

o Y(tni1) —y(ta)
' h

5 (f(}/(tn)a t") + f(}/(tn+l)» tn+1))
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Il sécrit :

Yn+l — Yn

1
h 2 (F(yn» tn) + F(ynt1, tn+1)) =01 000, =1

Evaluons I'erreur de troncature de ce schéma :

n.__ y(tn+1) _y(tn)
TR

1
= 5 (FO(t0), ) + F(¥(tn12), t012)
La formule de Taylor donne :

h h h h? h
y(tni1) =y (ta+ 3) + 2y (tn + 5) + " (ta + ) + O(h)

h, h h, R h
y(tn) = y(ta + 5) - Ey'(tn + 5) + Ey”(tn + 5) +O(h)
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Le schéma de Crank-Nicolson

Il sécrit :

Yn+1 — Yn

1
h =3 (F(¥n, tn) + £ (¥n+1, tat1)) n=0,1,...,N-1
Evaluons I'erreur de troncature de ce schéma
t — t, 1
o= Xt 200 Ty 0) ) 4 (i) t000)
La formule de Taylor donne :

(toy1) = y(t -‘rﬁ)-'rﬁ (¢ -‘rﬁ)-‘rlf "(ta+ <) + O(%)
Y\th+1 y(tn 5 2)’ n 8 vy (tn 5
hy, h h, H h
y(tn) =y(ta+ 5) = 5y (tn+ 5) + 5y (ta + 5) + O(h)
En soustrayant, on obtient

Y(tas1) — y(ta) = hy'(ta + ﬁ) +O(h)

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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Donc

y(tat1) = y(tn) _
h

s g) +0(h)
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Donc b
tnr1) — v(tn
y( +1)h y( ) :y,(tn'f‘ 5) +O(h2)

De méme

S FO ), 1) + £ (tnea)s t0e) = F((tn 2,0+ 2 ) +O(R),
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Donc

Y(tn+1)h_ Y(tn) _ y,(tn + g) + O(h2)

De méme

%(f(y(tn), tn) + F(y(tnt1), tni1)) = f(y(t" + g)’ tn+ g) +O().

o= O(R) J

Ainsi
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Donc

M e g) +O(R)

De méme

%(f(y(tn), tn) + F(y(tnt1), tnr1)) = f(y(tn + g), to + ﬁ) + O(h?).

2
"= O(h?) J

On montre alors que le schéma de Crank-Nicolson est d'ordre 2 :

Ainsi

ly(tn) — yal < ChH? J
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Supposons la fonction f dérivable. On a par la formule de Taylor :
y(tot1) = y(ta + h)
ol &n € [tn, try1]

h? 1
= y(tn) + hy'(tn) + ?y”(t,,) +o+ —,hk}’(k)(fn) +

_r
(k+1)

! hk+1y(k+1) (gn)
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Supposons la fonction f dérivable. On a par la formule de Taylor :
y(tot1) = y(ta + h)

h? 1
= y(tn) + hy'(tn) + ?y”(t,,) +o+ Ehk}’(k)(fn) + !hk+1y(k+1)(§n)

1
(k+1)
ou ﬁn (S [tn, tn+1]

Doncsi h<1:

h? 1
y(tns1) = y(ta) + hy'(ta) + -y (t0) -+ L Wy O (80).
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Méthodes basées sur la formule de Taylor

Supposons la fonction f dérivable. On a par la formule de Taylor :

y(tot1) = y(ta + h)

h? 1 1

= n h ’ . oo -\ hk (k) . hk+1 (k+1) :
y(t) + hy'(tn) + " () -+ S hy (t)+7(k+1)1 (&n)

ou gn S [tn, tn+1]
Doncsi h<1:
1

klhky(k)(t,,).

h2
y(tns1) = y(ta) + hy'(tn) + ?)’N(tn) ot

Pour k =1:
y(tat1) = y(tn) + hy'(tn) = y(tn) + hf(y(tn), tn)
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Pour k = 2 :

| 2
y(ta1) 2 y(tn) + hy'(tn) + %yl/(tn) () 4 Ay (tn). ) %y”(t")
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Pour k =2

2 2
Y(tmi2) 2 y(t0) by (82) + 25" (82) = y(80) + W (y(tn), ) + 7" (t2)

Pour évaluer y/(t,), on dérive I'équation différentielle :
of of
y'(t) = - (v(t), ) + = (v(1), 1) y' (1)
ot dy

= T+ (0,0 Fy(). 1)
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Pour k =2

h? h?
y(tr1) % y(ta) + hy'(t) + =y (tn) = y(tn) + b (y(tn), t) + =y (tn)
Pour évaluer y/(t,), on dérive I'équation différentielle :
B of of )
t) = —(y(t),t) + — (y(t), t) y'(t
Y/(0) = S0+ S0 0 ()
of of
= — t), t — t),t)f t), t
SEO00 4 500, F (1)1

D’ou le schéma :

h? Of of
Yoi1 = v+ hf(mstn) + 5 (G Oms t0) - 5 Oms ) £ )

On montre que ce schéma est d'ordre 2
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Vnt1 = Yn + hf(yn, tn)
h

Yn+1 = Yn + 5 (f(}’na tn) + f(}';n+17 tn+1))
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Int1 = yn + hf(}’m tn)
h

Yn+1 = Yn + 5 (f(}’na tn) + f(}';n+17 tn+1))

Cette méthode est aussi appelée Schéma de Heun.
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h
Yn,1 = Yn + Ef(}’n, tn)
h h
Yn2 = Yo+ Sf(yn1 tn+ 5)
h
Yn3 = Yn+ hf(yn2,tn+ E)

1 1 h 1 h 1
Ynt1=yn+h (g f(yns tn) + gf(}’n,la th + 5) o EF(Yn,za th + 5) + gf(}’n,37 tn+1))
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h
Yn,1 = Yn + Ef(}’m tn)
h h
Yn2 = Yo+ Sf(yn1 tn+ 5)
h
Yn3 = Yn+ hf(yn2,tn+ 5)

1 1 h 1 h 1
Ynt1=yn+h (g f(yns tn) + gf(}’n,la th + 5) o EF(Yn,za th + 5) + gf(}’n,37 tn+1))

On montre que cette méthode est d'ordre 4.
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y'(t) = f(y(t),y'(t),t) 0<t<T
y(0)=a
y'(0)=b
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y"(t) = f(y(t),y'(t), 1)
y(0) =a
y'(0)=»b

0<t<T
1% approche :

schéma

Ynt+1 — 2Yn + Yn—1

On approche les dérivées premiére et seconde par des quotients différentiels. On a le
h2

_ Yn+1 — Yn—1
- f(yn7 2h )

)
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2¢ approche :

On se rameéne a un systéme différentiel du premier ordre.
Soit la nouvelle inconnue z(t) = y/(t).
On obtient :

2'(t) = f(y(t), z(t), t), 0<t<T
y'(t) = z(t), 0<t<T
y(0) =a
z(0)=b
O o Aa L
o = = =
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