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Soit la fonction
f(x) = cos(mx) \/X2_+1
QUe vaut

l=/02f(x)dx i
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Soit la fonction

f(x) = cos(mx) V/x2 + 1

Que vaut

I:/02f(x)dx ?
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Motivation : Calcul approché d’intégrales

Soit la fonction

f(x) = cos(mx) Vx% + 1 J

Que vaut

25

15

I:(/OQf(x)dx ?
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_Méthodes des trapezes B

Approximation par une fonction affine par morceaux
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Comparaison des méthodes (20 subdivisions)_

Rectangles a gauche Rectangles a droite
25 2.
15 15
o o
155 05 15 2 15 05 15 2
1=0. 019664765868385 1=0. 143271563618364
Rectangles au point milieu Trapezes
1
-0.! —0.!
) 0.5 15 2 5 0.5 15 2
1=0. 080343177070866 1=0. 081468164743374
o
o =) = = = wac



Comparaison des méthodes (100 subdivisions)

Rectangles a gauche Rectangles a droite
25 2.5
15 15
1=0.068388241234746 1=0.093109600784742
Rectangles au point milieu Trapezes

N .

0.5 1 1.5 2 (4] 0.5 1 15 2

1=0.080704188569061 1=0.080748921009744
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On considere I'intégrale

I:‘/abf(x)dx
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On considere I'intégrale
b
I=/ f(x) dx
a

Soit la subdivision

as<x<x1<...<xp<b
et soit p € P, tel que p(x;) = f(x;).
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Intégration numérique et interpolation de Lagrange

On considere I'intégrale

I:/abf(x)dx

Soit la subdivision

as<x<x1<...<xp<b
et soit p € P, tel que p(x;) = f(x;).
Donc

p(x) = > F(xi)Li(x), x € [a, b]
i=0

(x —=x0) .- (x = xi—1) (x = Xi+1) - - . (x — xn)

Likx) = (xi —x0) - (xi = xi—1) (xi — Xi41) .. (xi — x,,)'

POLYTECH"
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On a

b n b °
/ p(x) dx = Z f(X,')/ L,'(X) dx = Z f(Xi)Wi
a i=0 a i=0

Le calcul des w; est particulierement aisé puisqu'il s'agit d’'intégrales de polynémes
On peut ainsi < approcher > I'intégrale fab f(x) dx par

b n
o= 3" wir(a)
2 =0
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On a b n b n
/ P(X) dX = Z f(X,)/ L,'(X) CIX = Z f(Xi)Wi
a i=0 a i=0

Le calcul des w; est particulierement aisé puisqu'il s'agit d'intégrales de polyndmes.
On peut ainsi < approcher > I'intégrale fab f(x) dx par

b n
o= 3" wir(a)
a i=0
En général, une méthode d'intégration numérique s'écrit :

b n
/ f(x) dx = I(f) 1:ZWif(Xi)
a i=0

avec

(xi)—g Points d'intégration numérique

(wi)g Poids de la formule d'intégration numérique.
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Dans I'exemple du polynéme d'interpolation de Lagrange, si f € P,, on a

b
I(F) =/a F(x) dx.
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Dans I'exemple du polyndme d'interpolation de Lagrange, si f € P,, on a

b
I1(f) :/ f(x) dx.

On s'intéresse donc aux formules d'intégration numérique exactes pour des polynémes.

Soit f : [a, b] — R. On s'intéresse a l'intégrale
B
f(x) dx ot a<a<pf<b

@
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Théoreme général

On suppose que f est de classe C"t1 et que la formule d’intégration numérique :
m
I(f) =

(B—0a)d_ wif(a+0i(8 - )

i=1
est exacte pour des polynémes de degré n, i.e

B
)= [ et dx
Alors

V g €Pp.
)/ f(x) x—/f)(

<1+Z\w,|9 )/ FmD) ()] dc

0<6; <1

Analyse Numérique — R. TouzaNt

’ POLYTE
o (w1 =
Intégration numérique

CH’
CLERMONT-FERRAND




La majoration

/f(x ax— 1(f)] < B

montre que |'erreur peut étre minimisée

<1+Z\W,|9)

[

)
@ Soit en augmentant n (Degré du polynéme pour lequel la formule est exacte)

|70 ()] dx
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La majoration

/ Fx)dx — 1(F)] < L= (1+Z\w,|e)/ D) ()] dx

montre que |'erreur peut étre minimisée,
@ Soit en augmentant n (Degré du polynéme pour lequel la formule est exacte)

e Soit en rendant 8 — « petit
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La majoration

/ Fx)dx — 1(F)] < L= (1+Z\w,|9)/ D) ()] dx

montre que |'erreur peut étre minimisée,
@ Soit en augmentant n (Degré du polynéme pour lequel la formule est exacte)
e Soit en rendant 8 — « petit

o Soit les deux
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ogrpfz(q(x"“ = %):

On considere une subdivision
a=xp<x1<...<xx—1<Xxx=bh,
h =
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On considere une subdivision
a=xp<x1<...<xx—1<Xxx=bh,
h =
0<i<k—1
On a

max  (xj+1 — X;)-

/ab f(x)dx =

SIS
Z / f(x) dx
i=0 V%

2%
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On définit la formule d’intégration numérique

« 0
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On définit la formule d’intégration numérique
Xi+1
[ 00 e G = ) 7(s)
X

o
Pour les rectangles a gauche, on a s5; = x;

c

si € [xi, xiq1]
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On définit la formule d’intégration numérique
Xi+1
[ 00 e G = ) 7(s)
X

ou
Pour les rectangles a gauche, on a s; = x;
Donc, dans la majoration

] / F(x) dx — I(f)] <

si € [xi, Xit1]

< B

(1+Z|w,|6 )/

[F( 1) ()] dx
«@

a=xj, B=xi41, n=0, s;=x;, 01 =0,w; =1
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Formules des rectangles

On définit la formule d’intégration numérique

/ | " i s s 5

si € [xi, xit1]
Donc, dans la majoration

)/ F(x) dx — I(f)] <

Pour les rectangles a gauche, on a s; = x;

(5 (1+Z\w,|9 )/ | (x)] dx

a=xj, B=xiy1, n=0, s;=x;, 01 =0,w; =1
On en déduit

’/ f(x)dx — (xi+1 — xi) F(xi)| < (Xit1 — x7) / [/ (x)| dx

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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k—

b 1
[ e = s =5 )

i=

Ainsi, en notant h = max;(x;+1 — x;), on a la majoration d’erreur

k=1 Xi41
<] [T ) e G =) )
i=1 i
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Ainsi, en notant h = max;(x;+1 — x;), on a la majoration d’erreur

b k—1
‘ /; f(x)dx — ;(Xi+1 —x;) f(x;)

k=1 Xi+1
<3 ‘ /X F(x) dx — (xis1 — xi) F(xi)
i=1 i

k—1 .
Xit1
<3 Gea—x) [ 1700 dx
i=1 Xi

' POLYTEC
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Ainsi, en notant h = max;(x;+1 — x;), on a la majoration d’erreur

b k—1
‘ /; f(x)dx — ;(Xi-;-l —x;) f(x;)

k=1 Xi+1
<3 ‘ /X F(x) dx — (xis1 — xi) F(xi)
i=1 i

k=1 Xi+1
<D (xip1 — i) / |£7(x)| dx
i=1 Xi
b
< h/ |f'(x)| dx
a

' POLYTEC
[m] = =
Intégration numérique

H
CLERMONT-FERRAND

A2 N G4



Ainsi, en notant h = max;(x;+1 — x;), on a la majoration d’erreur
b

k—1
/ f(x)dx—Z(x,_H x;) F(xi)

<

‘ / f(x) dx — (xi41 — %) ()

(01 — 1) / 1F(x)] dx

7h/a |f'(x)| dx

HM»\

On dit alors que la méthode est d’ordre 1
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Ainsi, en notant h = max;(x;+1 — x;), on a la majoration d’erreur

| / T Fx) o kgf(x,-ﬂ =) F(x)| < kgj | / F(x) dx — (xi41 — x1) F(x1)

k=1 Xi+1
<D (xip1 — i) / |£7(x)| dx
i=1 Xi
b
Sh/ |f'(x)| dx
a

On dit alors que la méthode est d’ordre 1

Pour la méthode des rectangles a droite, on a

o = Xj, B:XI'+]_, n:O, 01:17 W1:1
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On en déduit

<o

o POLYTECH
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On en déduit

La méthode est donc aussi d’ordre 1.

P AFr <
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On en déduit
Xit+1
| [ oy = (= ) )
Xi

La méthode est donc aussi d’ordre 1.

Xj+1 0

< Afsast = 53) / I ()] dx
X
Méthode du point milieu

On prend s;

%(x; + xi+1). Donc

atels
/ f(x) dx = (xit1 — ;) f(
i

Xi + Xjt1

2)'
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On en déduit
Xij+1
| / ) — (sm — 50) 165)
Xi

Xi+1 0
< (s —55) / |F(x)] dx
Xi
La méthode est donc aussi d'ordre 1.

Méthode du point milieu

On prend s;

%(x; + xi+1). Donc

i+1
/ f(x) dx = (xit1 — ;) f(
i

Xi + Xjt1

2 )
Cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 1.
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Donc on a

o = Xj, /3=Xi+17 n=1, s

OPOLY
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Donc on a
Xi + Xit1
o = Xj, B=Xl'+17 n=17 Si=
D’ou la majoration d’erreur :

‘/X f(x)dx—(x,+1—x,)f(x'+x'+1)‘ —(x,+1—x,)2/ £ (x)| dx
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Donc on a

o = Xj, /3=Xi+17 n=1 Si =
D’ou la majoration d’erreur

Xi + Xj+1

Ainsi

1
2 =5
‘/ f(x)dx—(x,+1—x,)f(

Xj + Xit1
2

3 b
)| < > i —x,-)2/ |F(x)] dx
a
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Elle s'écrit :
Xi41 . ) |
./ + f(x) dx ~ % (F(xi) + F(xit1))
B

oPoLY
Or <P <
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Elle s’écrit :
Xi 41 5 — 5o
/ 7 e T2 (1) + Fxi40)
Xi

Elle est donc exacte pour les polyndmes de degré 1. Donc

a=xj, f=x41, n=1,00=0,0=1, wg =wp = -

2
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Elle s'écrit :

Xi+1 5 — 57
/ ") e ZEEZI (7() + £(x111)
X;

i

Elle est donc exacte pour les polyndmes de degré 1. Donc

1
a=xj, f=x41, n=1,00=0,0=1, wg =wp = -

2
Ainsi

B = Xit1 — Xi f f < 3 h2 b £ d

|/ (e a5 P2 (1) + Gisn))| < 5 17761 ax
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Formule des trapézes

Elle s’écrit

Xi+1 .
/ f(x) dx ~ Xl
X

i

(F(xi) + f(xit1))

Elle est donc exacte pour les polyndmes de degré 1. Donc

Ainsi

a=xj, f=x1, n=1,00=0, 0 =1, wi =w

/ f(x) dx —

Xl+l

X (F(x) + FOr0)) | < ,,,z/ |7 ()] dx

Cette méthode est donc du méme ordre que la méthode des rectangles au milieu

Analyse Numérique — R. TouzaNt
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On utilise une moyenne pondérée entre la formule des trapezes et le formule des
rectangles aux milieu :
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On utilise une moyenne pondérée entre la formule des trapezes et le formule des
rectangles aux milieu :

Xi+1 1 1 Xi + Xit1
/x,- F() dx = 2 (41— ) (E(f(x,-) + (1)) + 2f(T+))
1 X + Xiq1
= 5(X;+1 — X,') (f(X,') + 4f(%

= I(f)

) + f(Xi+1))

' POLYTECH"
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Formule de Simpson

On utilise une moyenne pondérée entre la formule des trapezes et le formule des
rectangles aux milieu :

i

/Xml F(x) dx ~ %(x,-+1 —x) (%(f(x,-) F (i) + 2f<%))
1

= 6(Xi+1 - X;) (f(Xi) + 4f(%) + f(Xi+1))

I()

Cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 3. Ainsi

1 1 4 1
=3,01=0,6=—, 63=1, ==, =, ==
n 1 2= 5,03 wi 5 wo 5 w3 5

POLYTECH’
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Formule de Simpson

On utilise une moyenne pondérée entre la formule des trapezes et le formule des
rectangles aux milieu :

i

/Xml F(x) dx ~ %(x,-+1 —x) (%(f(x,-) F (i) + 2f<%))
1

= 6(Xi+1 - X;) (f(Xi) + 4f(%) + f(Xi+1))

I()

Cette formule est exacte pour les polyndmes de degré 3. Ainsi

1 1 4 1
=3,01=0,6=—, 63=1, ==, =, ==
n 1 2= 5,03 wi 5 wo 5 w3 5

D’ou la majoration d’erreur

/ab F(x) dx — I(f)’ < % ht /ab 1) ()] dx

- POLYTECH"
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