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Ces notes constituent I'essentiel du cours dispensé a 1'Ecole Polytech Clermont-Ferrand en
premiére année. Le cours est enseigné en Tronc Commun; il est donc destiné aux éléves de
tous les départements. Il a pour but de faire connaissance avec les notions élémentaires de
I’Analyse Numérique dans le but de former des utilisateurs “avertis” des méthodes d’ap-
proximation numérique dans les sciences de I'ingénieur.

Ce cours suppose la connaissance de notions élémentaires de 1’algebre linéaire sur les ma-
trices et les vecteurs ainsi que les notions simples de 'analyse et de I'algebre linéaire : ma-
trices et vecteurs, fonctions, dérivées, formule de Taylor, ...

Ces notes de cours ne contiennent que peu d’exemples ou de figures. Plusieurs exemples et
figures seront présentés lors du cours magistral.
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1

Méthodes directes de résolution des systemes linéaires

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels inversible et soit b un n—vecteur (b €
R™). On cherche un vecteur x € R™ tel que

Ax =b.

On suppose que la matrice A, de coefficients (a;;) est inversible, i.e., qu’il existe une matrice
notée A~1, dite matrice inverse de A, telle que

AA L =A71A=1T, I : Matrice identité.
De plus, on sait que la matrice A est inversible si et seulement la seule solution du systéme
Ar =0Oestx = 0.
1.1 Méthode d’élimination de Gauss

Nous allons illustrer cette méthode sur un exemple particulier. Soit le systéme linéaire :

2%1 + 4:]]2 + 6(E3 = 2, (11)
3x14+ 8xy+ 1323 = 5, (12)
2x14+ 929+ 1823 = 11. (13)

On cherche a éliminer successivement les inconnues z1, x2, x3. En divisant 1’'équation (1.1)
par 2, on obtient :
1+ 2x9 4+ 33 =1 (14)

En multipliant (1.4) par 3 (resp. 2) et en retranchant le résultat de (1.2)) (resp. (1.3)) on obtient
successivement :

2.132—|— 4]}3 = 2, (15)
dxy+ 1223 = 9. (1.6)
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On a ainsi, lors de cette premiére étape, éliminé la variable z;. Continuons ainsi; nous obte-
nons :
2x3 = 4; soit xz = 2.

Pour calculer x5, on a l’équation x9 + 223 = 1; ce qui nous donne x5 = —3. La valeur de 24
peut étre calculée dans (I.4). Ainsi

$1:1—2$2—31‘3:1.

Nous disons alors que la résolution se fait par remontée. Les différentes étapes de transfor-
mation du systéme linéaire précédent peuvent étre illustrées comme suit :

T 2 4 6 T 2

AD Lzl =1 3 8 13 = 5]="
T3 2 918 T3 11
T 1 2 3 Iy 1

AP Lzl =1 0 2 4 = 2]=?®
I3 0 5 12 I3 9
T 1 23 Iy 1

A® Lyl =1 0 12 | = 1]=®
T3 0 02/ \z3 4

Cette procédure peut étre étendue au cas général (n quelconque). La méthode de Gauss peut
ainsi étre résumée en trois étapes :

(i) Elimination successive des inconnues; ce qui équivaut a trouver une matrice inversible
M telle que la matrice M A soit triangulaire supérieure;
(ii) calcul simultané du vecteur Mb;
(iii) résolution du systéme linéaire M Az = Mb.
Détaillons I'élimination de Gauss dans le cas d'une n x n—-matrice inversible quelconque :
On note tout d’abord a%) := a5 les coefficients de A.

(1)

17 pas : Le coefficient a!!) est appelé pivot au premier pas. On suppose a'’ # 0 et on pose
p 11 ppele p p p ppP 11 p

pM =1/ agll). On obtient au premier pas le systéme linéaire transformé :

2
1 ag) a%) . a?n) 1 bé;
0 ag) ag? . aéi) T2 by
. 2. . 2. 21 -
0 0221,2 ‘1517)1,7%1 a"ELll,n :
0 agé .. .. an%n Ty bgf)

avec
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ag) :p(l)a%), ji=1,...,n,

by = pi,

f i M S
b§€2) _ b;(cl) . ai.ll)b?), ey

On obtient ainsi apres la premiere étape le systeme A2z = b(?). Dans ce systéme, I'inconnue
x1 a été éliminée. Ainsi, a la k¢ étape nous aurons une matrice A®) de la forme :

X X X X ... X
0 X oo X vt
0 0 x

AW =10 0 x ... .. i |« ke ligne
0... 0 x
0...0 x ...... X

L’algorithme d’élimination s’écrit :

Pour k=2 a n faire

Pour 1 =k a n faire

o (k=1), (k=1) |
5= a’i,k'—l/ak-—l,k—lv

Pour j=£k a n faire

az(-;-c) = agffl) — S % ag:l]),
fin j;
bgk) = bgk_l) — 5% bgck_)l;
fin 1
fin k.

Nous pouvons faire les remarques suivantes :

1. Pour que la méthode de Gauss ait un sens, il faut que les pivots successifs a,gz,) ne soient

pas nuls. Autrement, on adopte une stratégie de pivotage, i.e., on peut échanger des lignes
de la matrice.

2. Du point de vue programmation, un examen minutieux de la méthode montre que le

.- (k) A A (k=1
coefficient a;;” peut occuper le méme espace mémoire que a,;

raisonnable de stocker en mémoire les différents coefficients az(- J k=12, étapes de

I’élimination.

)11 ne serait donc pas
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1.2 Factorisation LU d’une matrice

Supposons que tous les pivots sont non nuls. L'élimination de Gauss permet de construire
une suite de matrices
AN = A A® = @ AD) AG) = EG A@) A1) = p(0) g(n=1)

oti les matrices E*) sont triangulaires inférieures. Dans 1’exemple du systeme (1.1)—(1.3), on
a

-2 0 0 1 00
E@=|-32 1 0|, g®=|0 3 0
-1 0 1 0-5 1

Ainsi

A _ g -1 p@) 40
Donc, lamatrice L = (E™ ... E®))~! est triangulaire inférieure. On dit alors qu’on a effectué
une factorisation (ou décomposition) LU. Le systeme linéaire Az = b peut s’écrire LUz = b.
En notant y = Uz, on se ramene a la résolution du systeme linéaire a matrice triangulaire
inférieure Ly = b (résolution par descente). La solution = est obtenue en résolvant le systeme
linéaire & matrice triangulaire supérieure Uz = y (résolution par remontée).

Définition 1.2.1 Pour tout k = 1,2, ...,n, la matrice
ai; a1 ... a1k
a21 a22 ... a2k
Ay =

ak1 a2 ... gk
est appelée sous—matrice principale de A d’ordre k.

Théoreme 1.2.1 Soit A une n x n—matrice telle que les sous—matrices principales soient inversibles.
Alors, il existe une matrice triangulaire inférieure L = (I;;) avec l;; = 1, 1 < i < n et une matrice
triangulaire supérieure U telles que

A=LU.

De plus, une telle factorisation est unique.

Démonstration. Le résultat du théoréme équivaut a dire que I'élimination de Gauss est pos-
sible.
Clairement, le premier pivot est a1; qui est supposé non nul puisque A; est inversible. Cal-
culons encore le deuxiéme pivot :
o) = o)~ oyeld
- ai2

= Qg2 —a21—
a11
1

= *(azzan - a12&21)
ai1

1
— det AQ.
ai1
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Puisque A; est inversible on a ag) # 0.
: m @ (k=1) (k)
Supposons les pivots ay;’, as, , - .., a;_; ,_; tous non nuls et montrons que a;;’ est non nul.

Ona

a1l a12 ... a1k
a21 a22 ... Ak

detAk. = det
A1 g2 ... Ak
1 a%) agi)
oD e | 0

L
0 afﬂ) a,gk,)

3 3

1 ag2) agk)

Il
o
S
H\_/
e
DR
a
[¢°]
o

L3
Oa,(cz) c

1 2 k
N

Puisque det Ay, # 0, 0on a a,(clz) #0. O

Comptons le nombre d’opérations pour I'élimination de Gauss.
Nous ne nous intéressons qu’aux opérations effectuées sur la matrice. Une étape k de
I'élimination s’écrit :
1/,
pi=1/ Ak s
Pour i =k,...,n faire

§ = az(.],z) * P;

Pour j=k,...,n faire
(k+1) . _ (k) (k).
a;; =y =Sk ay) s
fin j;
fin 3.

On a donc

— 1 division;

- n — k + 1 multiplications;

- (n—k +1)? additions et (n — k + 1)? multiplications.

En supposant que tous les types d’opérations consomment le méme temps de calcul, on
déduit qu’on a en tout 2(n — k + 1)2 + n — k + 2 opérations élémentaires. On somme pour
k=1,...,n—1enrappelant les formules :
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ik m+1 Zk2 m+1)(2m+1).

k=1 6

On obtient ainsi un ordre de O(n?/3) opérations élémentaires.

1.3 Matrices symétriques définies positives : factorisation de Cholesky

Rappelons qu'une matrice carrée symétrique A est dite symétrique définie positive si on a
z"Az >0  pour tout x # 0.

On montre ainsi que si A est symétrique définie positive alors les sous-matrices principales
ont toutes des déterminants positifs.
Nous donnons maintenant une nouvelle caractérisation de ces matrices.

Théoreme 1.3.1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A soit symétrique et
définie positive est qu’il existe une matrice L inversible triangulaire inférieure telle que

A=LL".
Si les éléments diagonaux l;; de L sont choisis strictement positifs, la décomposition est unique.

Démonstration.
i~ Condition suffisante : Soit L inversible, triangulaire inférieure. La matrice A = LL” est
symétrique. De plus, on a pour toutz € R, x # 0:

2P Ar = 2T LL 2 = (L7 2)" (L7 x) > 0

ii— Condition nécessaire : Puisque A est symétrique et définie positive, tous les déterminants
0 = det Ay, sont positifs. On peut donc écrire (de fagon unique) A = LU ot L est triangulaire
inférieure avec l;; = 1 et U est triangulaire supérieure. D’autre part, on a

O<6¢=a§11)a52)...a(-lj) 1<i<n.

(23

()

On en déduit que uj; = aj;

V.- Ona

> 0,1 < j < n. Soit la matrice diagonale D de coefficients

A= (LD)(D™'U).
Posons B = LD, C = D~'U. La matrice B est triangulaire inférieure et on a b; = \/uy;,
1 < ¢ < n. De méme, la matrice C est triangulaire supérieure et on a ¢;; = w;/\/Uii = /Uii,
1 <i < n.Montrons que B=CT.Ona
A=A"=BC=C"B",

ou encore que (C~1)TB = BTC~1.
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La matrice (C~1)T B (resp. BT C 1) est triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure) ;
donc les deux matrices (C~1)7 B et BTC~! sont diagonales. D’autre part, les éléments dia-
gonaux de BTC~! sont égauxa 1.Onadonc (C~')'B=BTC~'=1.D'ou CT = B.

Dans cette construction, les coefficients de la matrice D ont été choisis positifs. Montrons que
c’est la seule factorisation possédant cette propriété. Soient B; et By deux matrices triangu-
laires inférieures avec (Bi);; > 0, (B2)i; > 0 et BiBT = ByBI = A. Soient D; et D, les
matrices diagonales d’éléments respectifs (D1);; = (B1)i; et (D2)i; = (B2)ii- On pose

Ly =B\D;{', Ly = ByD;', Uy = D1B], Uy = D;BY.
Ona Ay = LUy = LoUs, (L1)s; = (L2)i; = 1. La décomposition LU étant unique, on obtient
BD;' = ByD;', DiB = DyB].
L'égalité des éléments diagonaux des matrices D1 Bf et Do B implique
(B)i = (B2)i; l1<i<n.
Donc Dy = D car (B1);; = (B2)i > 0.D'ou By = By, O
Ecrivons maintenant ’algorithme de Cholesky. On a en utilisant le fait que L est triangulaire

inférieure :
min(%,5)

n
Q5 = Zlikljk = Z likljk 1 S i,j S n.
k=1 k=1

Comme A est symétrique, il suffit d’écrire cette relation pour 1 < i < j < n par exemple. On

7 i—1
2 _ g2 2 : :
aii:zlik:lii+zlikv i=1,...,mn
k=1 k=1

i—1

E 2
Qi5 — lik'

k=1

De méme, pour1 <7 <j<n:

% i—1
ai; = Z Ligljr = Zlikljk + Lisljs.
k=1 k=1
D’out
1 i—1
bi=1- <%‘ - me) :
k=1
Ces deux relations ont un sens d’apres le théoréme précédent. De plus, la condition I;; > 0

permet de choisir la valeur positive de la racine.
Notons que le calcul des éléments de L se fait de la maniere suivante :
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I = Vaii,
ai2 9
log = ) lag = \/ag2 — 121,
11

i.e., ligne par ligne. L'algorithme informatique est le suivant :

Pour ¢ =1,...,n faire

§5:=0;

Pour k=1,...,7—1 faire
s::5+afk

fin k;

(27 ::m;

Pour j=1i+1,...,n faire
§5:=0;
Pour k=1,...,i—1 faire

§ 1= S+ Gk * Qjk;
fin k;
aji = (aji — )/ a@i;
fin j;

fins.

Comptons le nombre d’opérations. Pour chaque ligne i on a :

(i—1) (additions + multiplications),
+1 addition,
+1 extraction de racine carrée,

+ (n —14)(i — 1) (additions + multiplications),
+(n—1) (additions + divisions).

Sommons pour ¢ = 1, ..., n, nous obtenons le terme dominant :

n 3
Z(m —i*4i—n)= (sz + O(n2)> (additions + multiplications).
i=1

Soit, au total O(n3/6) opérations élémentaires. Il est donc recommandé d’utiliser la méthode
de Cholesky si la matrice est symétrique définie positive.
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Méthodes itératives de résolution des systemes linéaires

Les méthodes directes sont tres cotiteuses en termes de nombre d’opérations, donc de temps
de calcul lorsque la taille du systeme linéaire est assez élevée. En effet, nous avons vu que
la résolution d’un systéme d’ordre n requiert O(n?®) opérations. On peut alors avoir recours
a des méthodes o1 la solution est obtenue par itérations successives et ot chaque itération
consiste a résoudre un systéme linéaire moins cotiteux.

On peut décrire de maniere générique une classe de méthodes itératives de la maniere sui-
vante : Considérons le systéme linéaire

Az =10
ou A est une n X n—matrice inversible, et soit une décomposition de A sous la forme
A=M-N

olt M est une matrice inversible, facile a inverser. En se donnant un vecteur z° € R”, on
construit une suite de vecteurs (z(*)) par les itérations

Mz*+) = No® 4 k=0,1,.... 2.1)
Notons que si cette méthode converge vers un vecteur x € R™ alors on a nécessairement
Mz =Nz +b, doncAr=nb.

On dit alors que la méthode itérative est consistante.

2.1 Convergence des méthodes itératives

Soit x € R™; on définit la norme :
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On dira alors que la méthode itérative (2.1) converge s'il existe un vecteur « € R tel que

lim [|z® —z|| =0
k—o00

pour tout choix de vecteur initial () € R™.

Définition 2.1.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle rayon spectral de A (on note
p(A)) la plus grande valeur propre en module, i.e.

p(A) :== max {|\;|; \; valeur proprede A, 1 <1i <n}.
On a alors le théoreme fondamental suivant :
Théoréme 2.1.1 La méthode itérative converge si et seulement si
p(M™'N) < 1.

Démonstration. Soit x la solution du systéme linéaire Az = b. On en déduit Mz = Nz + b.
Donc
Mz —z) = N(@z® — z).

Soite®) = z(®) — 2. Ona
(2 —z) = M7IN (2% —z) = ... = (M'N)* (2 —z),

Oou encore
e®) = Bk o4 B=M"IN.

Considérons la décomposition de Jordan de la matrice B :
B=PAP.

On en déduit B¥ = PA*P~! ou A est une matrice diagonale par blocs, chaque bloc A; étant
de la forme

A1 0
A=

1

0 A

On montre alors que si |A\;| < 1 alors A¥ — 0sik — oco. On en déduit que A*, et donc B*
tendent vers la matrice 0.
La propriété inverse se montre facilement. O
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2.2 Quelques méthodes itératives

Ecrivons A sous la forme

A=L+D+U
ol
(0771 SlZ:] Qij Sl’L>j Qij Sll<]
di; = . : lij = . ; Uy = . .
0 sinon 0 sinon 0 sinon

On suppose en outre que la matrice diagonale D est inversible, i.e. a;; # 0 pour 1 < i < n.

2.2.1 Méthode de Jacobi
Cette méthode s’écrit
Dz* ) = (L+U)2® +b, k=0,1,...

ou encore

xEkH) = ;(bi—Zaijxgk)> 1<i<n, k=0,1,...
" J#i
EO) donné 1<i<n.
En d’autres termes, nous avons choisi
M=D, N=—(L+VU).

Chaque itération consiste donc a résoudre un systéme linéaire diagonal.

x

2.2.2 Méthodes de Gauss-Seidel et de relaxation

La présentation de la méthode de Jacobi montre que, pour calculer les itérés x§k+1), les va-
leurs x§k+1), 1 < j < i sont disponibles. On peut donc modifier cette méthode en écrivant :

xl(-kﬂ) = a%_i (bi — Zaijxg-kﬂ) — Z aijx§-k)> 1<j<n, k=0,1,...
j<i G>i
IEO) donné 1<i<n.
Cette méthode peut encore étre écrite sous la forme :
(D + L) z®* ) = —y 2 4 p, k=0,1,....

La méthode de relaxation consiste a écrire

1 1-—
<D+L)x(k+1): (wD—U>a:(k)+b, k=0,1,...
w w

oll w > 0 est un réel donné. Nous avons ainsi le choix
1 1-
M=-D+L, N=-—YDp_u.
w w
Pour w = 1, nous retrouvons la méthode de Gauss Seidel. Pour w < 1 on appelle cette
méthode méthode de sous—relaxation et pour w > 1 méthode de sur-relaxation.
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2.3 Matrices symétriques définies positives

Nous allons maintenant examiner la convergence de ces méthodes itératives dans le cas
d’une matrice symétrique définie positive.

Théoréme 2.3.1 Soit A une matrice symétrique définie positive et soit A = M — N une décomposition
de A oil M est inversible. On suppose que la matrice M + N est symétrique définie positive. Alors,
la méthode itérative Max*+1) = Nz(*) 4+ b converge.

On peut déduire de ce résultat le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1 Si A est symétrique définie positive, la méthode de relaxation avec 0 < w < 2
converge.

Démonstration. Pour la méthode de relaxation, on a

M=1p+r, N=1"%p_u
w w

Comme A est symétrique, ona L = U La diagonale de M est celle de D. On en déduit que
M est inversible puisque les éléments d;; sont positifs. Soit

1 1— 9_
M4 N==-D+ILT+-—Yp_T-2"%p
w w w

Cette matrice diagonale est définie positive si et seulement si 0 < w < 2. O

Corollaire 2.3.2 Soit A une matrice symétrique définie positive telle que 2D — A soit définie positive.
Alors, la méthode de Jacobi converge.

Démonstration. Ona MT + N=2D — A. O

2.4 Matrices a diagonale dominante

Une autre catégorie de matrices pour lesquelles 1'utilisation des méthodes de décomposition
est intéressante est celle des matrices a diagonale dominante.
On dit qu'une matrice A est a diagonale dominante si on a

Z‘aij|§|aii| Vi=1,...,n.
JFi
On dit qu’elle est a diagonale strictement dominante si I'inégalité ci-dessus est stricte.

Théoréeme 2.4.1 Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ; alors A est inversible.
De plus, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.
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Démonstration.
— Montrons d’abord que A est inversible : Soit 2 € R™ avec « # 0 et Az = 0. Soit i tel que
|z;| > |x;] pourtout j=1,...,n.Ona

Qi Xy = — E QijTj.

J#i
Donc
aiillesl = | D asgag] < 3 g sl < ol D g -
j#i J#i J#i

Ceci est impossible puisque = # 0. La matrice A est donc inversible.
— Montrons maintenant la convergence : Posons B = M~ N et soit A une valeur propre et x
vecteur propre de B, i.e.

Bx =Xz, z#0.

Puisque I'on s’intéresse a la plus grande valeur propre en module, on suppose A # 0. On a
ainsi )

Pour la méthode de Jacobi, cela devient

1 1
D+71/+7‘/ — U.

Notons C' = D + 1 L + 1 U. Supposons, par contradiction, que [A| > 1, on a dans ce cas
1
leiil = laiil > lai| > WZI%I = eyl
j#i i j#i
On en déduit que C est a diagonale strictement dominante, donc inversible. Donc « = 0.

Ceci est une contradiction avec le fait que x est vecteur propre.
— Pour la méthode de Gauss-Seidel, on pose

1
C:D+L—|—XU.

Ici encore, par contradiction, si [A| > 1, on déduit
|cis| = |aiil

> Jagg

J#i
1

> lay| + o > lay]
j<i i>i

= leijl-
J#i

On obtient ainsi une contradiction. O
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2.5 Remarques et conclusions

L'utilisation des méthodes itératives est généralement plus avantageuse lorsque celles-ci
convergent. Les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation ne convergent le plus
souvent que dans les cas que nous avons décrits dans ce chapitre. Il existe des méthodes
itératives beaucoup plus élaborées et qui convergent dans des cas plus généraux que ceux
décrits ici. Dans le cas de matrices creuses, i.e., les matrices contenant un nombre significa-
tif de coefficients nuls, ces méthodes sont beaucoup plus économiques puisqu’il n’est pas
nécessaire de stocker en mémoire les coefficients nuls ni d’effectuer les opérations les utili-
sant.

La méthode de Gauss-Seidel converge généralement plus vite et plus souvent que la méthode
de Jacobi. La méthode de relaxation nécessite la connaissance d"une valeur optimale du pa-
rametre de relaxation w.

La convergence des méthodes itératives se teste généralement en utilisant un parametre de
tolérance e. On arréte ainsi les calculs des que 'erreur relative est assez petite :

) — o9

< €.
@] ‘

Une autre alternative est de tester le résidu :

| Az — b < e.
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Interpolation et approximation de fonctions

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a I'approximation de fonctions soit par interpola-
tion soit par moindres carrés.

3.1 Interpolation de Lagrange
Considérons un ensemble de points dans le plan

(xOuyO)7 (55171/1), sy (aj]myk?)a e

Ces points peuvent constituer par exemple des résultats de mesures, des données d’ex-
périences ou des résultats de calculs numériques. On cherche a déterminer une fonction
“simple” passant par ces points. On parle d’interpolation. La connaissance d'une telle fonc-
tion permettrait non seulement de donner une approximation des valeurs en dehors de ces
points mais aussi par exemple de calculer facilement la dérivée ou une intégrale. L'exemple
le plus simple de fonction que 1’on pourrait déterminer est celui d’un polyndme. En effet, un
polyndéme est une fonction facile a évaluer et indéfiniment dérivable.

On se donne donc une collection de n + 1 points

($0»y0)7 (35171/1)» ) (xna yn)

de R?, d’abscisses distincts deux a deux. On cherche un polynéme de degré inférieur ou égal
an:
p(x) = ag + a1z + asr® + ...+ apaz"

vérifiant les relations
(i) = yi 0<i<n

Notons que ceci équivaut a rechercher les n + 1 coefficients (a;) du polynéme p.

Remarque 3.1.1 Ce probleme peut s’écrire sous la forme d'un systéeme linéaire :

n
> wlaj=y;  0<j<n
7=0
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11 suffirait donc de résoudre ce systeme pour trouver les coefficients du polynéme p. Cette procédure
peut se révéler cependant cofiteuse et poser quelques problemes numériques que nous n’aborderons
pas ici.

3.1.1 Base de Lagrange

On définit, pour tout i = 0, 1,. .., n, le polynéme dit de Lagrange :

) — (x—mo) (x—21) ... (x—x4-1) (T — Ti31) ... (T —xy) _ T —
Ll() (l’i—a?())(xi—l'l)...(.%‘i—.’ﬂi,l)(a?i—.’lfprl)...(,’L‘i—.’L‘n> j;éi.’L‘i—.’L‘j'

Clairement L; est un polyndéme de degré n vérifiant

Les polynémes L; sont linéairement indépendants. En effet, si by, b1, .. ., b, sont (n + 1) réels
tels que

Z bjL;i(z)=0 pour tout z € R,
=0

nous en déduisons pour = = z;,

n

Jj=0

On a donc b; = 0 pour tout ¢ = 0,...,n. Notons par P,, I'espace des polyndémes de degré
inférieur ou égal a n. Nous avons ainsi montré que la famille (L;)}_, forme une base de
I'espace P, appelée Base de Lagrange.

Considérons maintenant le polynéme de IP,,,

p(z) =Y yiLj(x) zeR
j=0

Ce polynoéme vérifie les relations p(x;) = y;, ¢ = 0,...,n. Nous avons donc montré qu'il
existe un polynéme de degré inférieur ou égal a n vérifiant p(x;) = y;. Montrons qu’un tel
polyndéme est unique. Supposons qu’il existe un autre polynéme ¢ de P,, vérifiant le méme
type d’identité. Le polynéme r(x) = p(x)—q(z) est donc un polyndéme de P, vérifiant r(z;) =
0 pour i = 0,...,n. Puisque les polynémes L; sont linéairement indépendants, on trouve
r=0.Doup=yq.

3.1.2 Erreur d’interpolation

On veut maintenant évaluer I'erreur entre une fonction donnée f et le polynéme de Lagrange
interpolant f. Supposons que la fonction f est de classe C™*!, i.e. (n + 1) fois continiiment
dérivable. Soit x # x; et soit 7, le polyndme
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() = (x —xo) (x —21) ... (x — xp).
On définit le polynéme g € P,,41 par

f(z) = p(z)

(@) Tn(t).

q(t) = p(t) +

Ona g(z;) = p(x;) = f(z;) pour tout i = 0, ..., n. De plus
q(x) = p(x) + f(z) — p(x) = f(z).

La fonction ¢ est donc le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points z, o, . .., Zp.
Soit F' = f — q. Cette fonction admet aux points z; un zéro de multiplicité > 1 et de méme au
point z. Le nombre de zéros de F’, multiplicités comprises, est donc > n + 2. Par le théoreme
de Rolle, F’ s’annule entre deux zéros. Donc F’ a au moins n + 1 zéros. On en déduit par
récurrence que I (n+1) 3 au moins un zéro, noté &.. Donc

0= F(n+1)(§$) _ f("H)(fm) _ q(”“)(fz).

Le polynéme q est de degré n + 1. Son terme de plus haut degré est

1@) = p) s

()
D'ou
¢ = w (n+1)!

On en déduit ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit f une fonction de classe C" et soit p le polyndme d’interpolation de Lagrange

de f, aux points xg,x1, . .., x, (polyndme de degré inférieur ou égal a n). Alors on a I'inégalité
M,
|f(z) —p(2)] < e ++11)! |Tn(x)|  pour tout x € R,
]

Myi1 := sup | f0FD (),
z€R

() = (x — o) (x — 1) ... (x — 2p)-

3.1.3 Calcul du polynéme de Lagrange

En fait, le calcul des polynomes de Lagrange s’avere assez cotiteux. En particulier, sil’on veut
augmenter le degré du polyndéme d’interpolation, tout le calcul est a refaire. Pour remédier
a cela, nous allons présenter 'algorithme des différences divisées de Newton.

Notons par p;, le polynéme d’interpolation de Lagrange aux points xg, 21, ..., z) (de degré
k)ypour0 <k <n.Ona
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po(z) = f(zo).
Pour k > 1, on a pr, — px—1 € Py, et de plus
pr(x;) — pr—1(z;) =0 i=0,....k—1.
On en déduit que ce polynéme est de la forme :
pi(x) — pr—1(z) = flro, o1, .., 2p)(x — 20) (@ — 21) ... (T — TR—1),
ot f[zo, 1, ..., x;] est le coefficient de 2* dans py.(z). On en déduit alors par récurrence :
n
pn(x) = f(m0) + Z flrosz1, .. ze)(x — o) (x — 21) ... (& — Tp—1).
k=1

Lemme 3.1.1 Pour k > 1,0na

L1, T — J|®0,T1,. ., Tp—
f[])o,ﬂl‘l,...,xk]: f[ 1, ) k] f[ 0,11, S Th—1 7
T — Xo

Démonstration. Soit k > 1 et soit pp_1 € Py_; le polynome d’interpolation de f aux points
x1,...,Tk. Le coefficient du terme z*~! dans ce polynoéme est f[x1,...,zx]. En outre, le po-
lynéme g, € P, défini par

g (@) = (x — zo)pr—1(z) — (x — zk)pk-l(l’)’
T — X

coincide avec f aux points zy, ..., zx. Donc g, = pi, et on obtient le résultat désiré en identi-
fiant les coefficients de 2* dans les deux membres.

On peut ainsi schématiser 1'algorithme dit de Newton :

flzo]

f[3507581]
fle] flxo, w1, 2]

flxy, z2] flxo, x1, 22,23
f[$2] f[$1,$275€3]

flxa, z3]

flzs]

L’intérét principal de cet algorithme est qu’il ne nécessite pas de recalculer tous les coeffi-
cients du polynéme de Lagrange lorsqu’on ajoute un point d’interpolation.
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3.2 Approximation au sens des moindres carrés

On se donne m points distincts z1, . . . , x,, de R et m valeurs numériques associées y, . . ., Y.
Au lieu de chercher une fonction qui soit égale a y; en x;, on veut construire une courbe qui
passe aussi prés que possible des valeurs y;.

L’exemple typique d’utilisation de ce type d’approximation est celui d'un modele mathéma-
tique dépendant d'un certain nombre de parametres que 'on souhaite ajuster a des mesures
par une fonction

¢ =) ajuw; (3.1)
j=1

oll a; sont les parametres a déterminer.

Soit (w;)?_; un ensemble de n fonctions réelles linéairement indépendantes définies sur un
intervalle contenant les points 2;. On cherche une fonction U de la forme telle que les
égalités soient approchées au < mieux >. Par exemple, on cherche une fonction U qui rend
minimum le nombre

Z (Z a;w;(x;) — yi>2 lorsque (a;)}_; € R™.

On peut également écrire ceci sous la forme

Trouver a = (a;) € R" tel que :

Z (Z&ng‘(xi) - yz) = aien]l{n ‘ (Zajwj(xi) - yl) ,
=1 j=1 =1 j=1
Notons
m n 2
B(a) =Y (D ajwj(@s) —u:) = l1Ba—y|?,
=1 j=1
ol || - || est la norme euclidienne sur R™, B est la matrice de coefficients b;; = w;(x;) et y est

le vecteur de coefficients y;.

Théoreme 3.2.1 Soit B une m x n—matrice avec m > n et y € R™. Une condition nécessaire et
suffisante pour que a € R™ réalise le minimum de la fonction E(a) est que

B'Ba = BTy.
Ce systeme admet toujours au moins une solution. Si rang(A) = n, la solution est unique.

Démonstration.
(i) Soit a € R™ tel que B'Ba = BTy et soit a € R". Notons par (-, -) le produit scalaire dans

R™, ie.
(a,b) = Z a;b;.
j=1
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Ona
E(@+a)=(B(@a+a)—y,Bla+a)—y)
= (Ba, Ba) + (Ba, Ba) + 2(Ba, Ba) — 2(Ba,y) — 2(Ba,y) + (v, y)
= (B'Ba,a) + (B"Ba,a) + 2(B'Ba,a) — 2(B"y,a) — 2(BTy,a) + (y,%)
= —(B"y,a) + (B"Ba,a) + (y,v)
> (y,y) — (B'y,a).
Or
E(a) = (Ba -y, Ba—y)
= (Ba, Ba) — 2(y, Ba) + (y,y)
= (y,y) — 2(BTy,a) + (B" Ba,a)
= (y,y) — (BTy, ).
D'ott

E(a+a) > E(a) pour tout a € R™.
(ii) Soit @ € R™ tel que
E(a) < E(a) pour tout a € R™.

Le vecteur qui minimise £ annule le gradient de E. On a pour toutk =1,...,m:
i 2
E(a) =Y ((Ba): — )
i=1
m n 2
= (Z bijaj - yz)
=1  j=1
Donc, pour toutk =1,...,m:
8E n n m
an 2 ;;bijbik% - 2; biryi

=2(B'Ba — BTy);.

D’ot1 le résultat.

(iii) Le second membre BTy est orthogonal au noyau de la matrice B'B. 1l existe donc tou-
jours une solution. Si rang(B) = n, la matrice B'B est inversible et la solution est donc
unique. 0O

Ainsi, le probléme de minimisation se rameéne a la résolution du systeme linéaire
B'Ba = BTy.
On dit alors que u est solution du systeme surdéterminé Ba = y au sens des moindres carrés.

Remarque 3.2.1 Prenons le cas oit la fonction w est un polynéme de degré < n — 1. Ainsi, w;(z) =
2971, 1 < j < n. Il est clair alors que la matrice A est de rang n et on a donc unicité du polynome
d’approximation.
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Dérivation numérique

4.1 Introduction

Soit f une fonction de classe C* sur R. La dérivée de f en un point = € R est définie par

o) i £~ @)

h—0 h

On se propose de trouver des méthodes numériques pour approcher cette dérivée, le calcul
effectif de la dérivée pouvant étre soit impossible (dérivées intervenant dans des équations
différentielles par exemple), soit trop onéreux.

L’idée la plus immédiate est de calculer le quotient différentiel ci-dessus avec une valeur de

h “assez petite”, i.e., on pose
x+h)— f(z

4.2 Erreur d’arrondi

Soit ¢ la précision relative de la machine (ex. : 7 chiffres significatifs = ¢ = 10~7). L'erreur
absolue sur 'évaluation d’une fonction f en un point x est de 1'ordre de §|f(z)|. Si h est
donné exactement, ainsi que x et = + h, on obtient une borne supérieure de l'erreur sur le
numérateur donnée par

Ol f(z + h)[ + 6| f(x)] ~ 26| f ().

Ainsi 'erreur absolue sur le quotient différentiel sera donnée par

~ o5 (®)
Ea ~ 26‘}1

En reprenant I’exemple précédent (§ = 1073), on a
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4

e Pour h = 0,1; E,=2x 10*3091 =0,98 ~ 1.

e Pour h = 0,01; E,=2x10"3 19 ~ 10
o ‘o 0,01~

L’expression de E, montre clairement que pour que l'erreur soit petite, il faut que ¢ soit
petite — cela va de soi — et que |h| soit “grand”.

4.3 Erreur de troncature

Supposons f de classe C2. L'erreur introduite en remplagant la dérivée par le quotient
différentiel peut étre évaluée en utilisant la formule de Taylor. On écrit

_ h? ~
fla+h) = f@) + f@)h+ (@)=, oule—z| <[h].
A F@t W) = 1)
z+h)—f(z .
Py = FEELZ I pria)
L'erreur de troncature pour des petites valeurs de |h| est définie par
h ~
g =)

On en déduit qu'il faut que |h| soit suffisamment petit pour que E; soit petit et qu’il ne faut
pas qu'il soit trop petit pour que E, ne soit pas trop grand !!!

Théoréme 4.3.1 La quantité

_os| L@ AL e~
E_25‘ Wl T 2|f (@)]
est minimale pour
f(z)
h|=24/6 .
=28 i
Démonstration. On pose
f@ 8 =y _ @
=260 4 2 ==
g(@) = 265504 27 @) = & 4 bs
ou
_ _ 1 1"~
a=2f(z), b=lf" (@)l
On en déduit
JE) =0 —= tbhes5= \/g
5
Ainsi

f(z)

=2/ |75 |

a
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Exemple : On prend f(z) = 2% et § = 1073. On en déduit

f(2) =2, h=+/20f(x)=V26|z|.
Siz=7,0nah=10/6~03. O
Le quotient différentiel

Py = LD I

est appelé différence décentrée a droite. De maniére analogue, la formule de différence décentrée
a gauche est donnée par :

fx)— flx—h

A G L)

On peut prendre une différence centrée autour de z, i.e.

RPN (LS (2]

Dans ce cas, I’erreur d’arrondi reste la méme. Par contre, on modifie 1’erreur de troncature.

Théoréme 4.3.2 Si f est de classe C® et de dérivées bornées jusqu’a I'ordre 3, on a pour tout € R :

_ _ 2
flx+h) - flz—h) gh—sup|f’”(y)|.

fl(a) - - 3 sup

Démonstration. On se restreint au cas h > 0. On a par la formule de Taylor :

2 3
Flo+B) = F@) +hf@) + @)+ ), ob € [t

/ ho h? " N
fle=h) = f2) = hf'(2) + 5 f (@) = = f"(),  ouné€lz—h,a].
Donc N N 2
f/(l')— f($+ )Q_hf(x‘i' ) :_F(fm(§>+fm<n))'

D’oui le résultat. O

On s’intéresse maintenant a la dérivée seconde. On utilise pour cela la formule :

flla+ )= f'@-15)

f(x) ~ -
(e =t) g~ fla=i)
h h L
f(l“*‘h)—?f(x)—&-f(x—h).

h2
On montre alors par les mémes méthodes le résultat suivant :

Théoréme 4.3.3 On suppose que f est de classe C* et de dérivées bornées jusqu’a I'ordre 4. Alors on
a pour tout x € R, la majoration :
flx+h) —2f(x) + f(z — 1)

h2
" _ < (4) ]
() 2 <15 i&%‘f ()]
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Intégration numérique

5.1 Généralités

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, nous nous intéressons au calcul de l'intégrale

/a ’ fa)de.

Soita <z < x1 < ... <z, < b(n+1)points distincts pris dans l'intervalle [a, b] et soit p un
polynéme de degré inférieur ou égal a n, l'interpolant de Lagrange de f aux points (z;)% .
On a donc

)= f@)L(e), @€ o]
1=0

ou
(x—mo)...(x —zi—1) (x —xig1) ... (T — )

Lilz) = (@i — @0) .. (T — Ti—1) (T — Ti1) .. (Ti — Tn)

Notons .
w; :z/ L;(z)dx.

Le calcul des w; est particulierement aisé puisqu’il s’agit d'intégrales de polyndémes. On peut
ainsi « approcher > l'intégrale ff f(x)dx par

b n
/ p(z)de = szf(ffz)
a i=0

De facon générale, si (z;)]_ est une suite de (n + 1) points de I'intervalle [a, b] appelés points
d’intégration numérique et si (w;)?_, est une suite de nombres réels appelés poids de la formule
d’intégration numérique, nous dirons que l'expression

I(f) = szf(%)
i=0

est une formule d'intégration numérique pour f sur l'intervalle [a, b].
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Remarque 5.1.1 Si f est un polynome de degré n, alors

:/abf(m)dm

Nous nous intéresserons donc aux formules d’intégration numérique qui sont exactes pour des po-
lynomes.

Nous allons maintenant donner un théoréme général de majoration de l’erreur. Pour cela,
nous considérerons l'intégrale d'une fonction f : [a,b] — R, sur l'intervalle [«, 3]. Nous
notons les points d’intégration numérique :

zi=a+60;(8-a) 1<i<m,

Théoreme 5.1.1 On suppose que f € C"a, b] et soient o, 3 € [a, b] tels que a < o < < b. On
suppose que la formule d’intégration numérique :

(f)=0B-a) Zwif(a‘f' 0:(8 — a))
i=1
est exacte pour des polynomes de degré n, i.e.

B
I(g) = / g(x)dx  pour tout g polyndme de degré n.

Alors, on a I'inégalité :

x)dzfl(f)’_(ﬁ_an+1(1+2|w1|9" / £ (2)] da.

Démonstration. Ecrivons la formule de Taylor avec reste intégral pour z € [a, 3] :

") (o , z
@ =3 e a+ L [y i

N 7.
=0

Si

x

) (r—a)' et r(x):= %/ (x — y)nf(n+1)(y) dy,

[e3

—~
.
=

Il
P
& OM:
~

ona f(z) = g(x) +

’/jf(z)da: ‘/ o) de — I )‘+

Puisque g € P,,, on a ff g(z) dz = I(g) et donc

). Comme l'application f — I(f) estlinéaire ona:

/j r(z) da — I(r)].
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‘/jf(x)dx— ‘/ x)dr —1 )‘
‘/ () do| +11(r)

L[ ety e

< (B-a ““/ P ) dy + 10

n:

IN

I /\

Pour évaluer I(f) on est conduit a majorer
1 [otbi(f-a) (nt 1)
r(a+6:i(8 —a))l < — o = 0:(8 — )" [/ (y)| dy
p

0! p
3= [ 1)y,

IN

Ainsi

10D = (8- ) S wirta+ 0,5 - )|

— n+1 m 8
S%(Z\ww)/ 1F" V()| dy. O
’ =1 «@

5.2 Méthodes d’intégration numérique par morceaux

Au lieu d’augmenter le nombre de points d’intégration numérique pour augmenter la
précision, nous allons construire une subdivision de l'intervalle [a, ] :

a=x9<x1<...<xTp_1 < TR =D,

en posant h = maxo<;<k—1(zi41 — x;) et utiliser une méthode d’ordre « peu élevé » sur
chaque intervalle [z;, z;11]. La précision de la méthode d’intégration numérique ainsi construite
peut étre déterminée en fonction de h.

Nous allons donner maintenant quelques exemples de formules d’intégration numérique
composées.

5.2.1 Formules des rectangles

On choisit s; € [z;, z;11] et on remplace f sur [z;, z;+1] par le polyndme de degré 0 : po(z) =
f(s;). On a alors

/a:7:+1 f(x) dr =~ (141 — l‘z)f(sl>

i
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et donc
b k—1
[ H@ydem S i -2 f(s).
a i=0
On peut ainsi choisir
S =x; formule des rectangles a gauche,
Sq = Tjy1 : formule des rectangles a droite,
Ti + X4 . 1
8; = ZTZH : formule du point milieu.

Théoreme 5.2.1 On suppose f € C'la,b] et on note

k—1
Li(f) = ) _(wip1 — i) f(2i),

1=0

k—1
() =Y (@igr — ) f (i),

=0

G, T+ ;
) = Yo =) (F572),

Alorsona:
‘/bf(fc)dw—li(f)‘ < h/b|f’(8)|d8’
‘/wﬁﬁm_@ﬁﬂf%/ﬂf@d&

Deplus, si f € C?[a,b], ona

\[fﬂmdx—mvﬂsgmxfu%@d&

Démonstration.
(i) Examinons d’abord le cas de ;.. Notons par g, la fonction définie par

gn(@l) = f(z:) 0<i<Fk,
In|[zi,ziia] = Const. 0<i<k-1

On a clairement ,
1(H = [ o) da.

On écrit
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/abf(x) dx —Ifll(f)’ = /ab(f(x) — gn(x)) dx‘

[ P
s> ARUCETIEIEE

k—1

[ @ - sl

i=0 v %

Posons o = z;, B = x;y1 et In(f) = (B — ) f(a). On a

/wi+1 gn(@) dx = In(f)

qui est exact pour des polyndmes de degré 0. Appliquons le théoréme avecm = 1,
wy = 1,07 = 0 etn = 0. Nous obtenons

Tit1

\JCTH1<f<x>gh<x>>dx!fz<xi1%+l)]g e

Tit1
Sh/ (@) da.

D’ot1 le résultat.

(i) Pour I?, on prend g (x; ) = f(z;), 0 < i < k. On peut alors appliquer le théoréme
aveca=x;, B =x11, In(f) =(B—a)f(B),m=1,wy =1,0, =1etn=0.

(iii) Pour I, on prend

{%@ﬂ=f@& 0<i<k,

Gh|[z:,2:.,] €St un polynome de degré 1 0<i<k-1
On a alors ,
85 = [ ante)ds.

On peut donc utiliser le théoréme aveca=x;, b=z, m=1,w = 1,0, =
On obtient

IA

[ @ - anw)as]

i

3 [Ti+
(541 — x3)% ¥ 5/ If" (x)| dz

i

IN

S121f )] da.
Dot le résultat. O

5.2.2 Formule des trapezes

Sur [z;, x;4+1] on remplace f par le polyndme de degré 1 qui interpole f aux points x; et ;1.
Donc :
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[ t@den [ pe)de = T ) + i)

k3 i

On en déduit s
b — . — .
| H@ydom 30 I @) + flain).
a =0

Théoréme 5.2.2 On suppose que f € C?[a, b] et on note
k-1

Iu(f) = Y- T () + f (@)
=0

Alorsona

b b
/ fla)do — ()| < 202 / ) de

Démonstration. On prend la méme fonction g5, que pour la formule du point milieu. Ainsi,
ona

/le gn(@) dz = W(f(xz) + f(®i41))-

Cette formule est exacte pour des polyndémes de degré 1. On applique alors le théoreme
avecm =2, o =1;, B = xiy1, W = wy = 3,0, = 0,0, = 1 et n = 1. On obtient

/ " (@) — gn()) da

i

3 o [T L
< §(I¢+1 — ;) |f"(x)| dz

3 Ti+1
o [ 1@

i

IN

Dot le résultat. O

5.2.3 Formule de Simpson

Cette formule est obtenue en faisant une moyenne pondérée de la formule des trapézes avec
celle des rectangles.

/abf(x)dx ~ ;2 (f@«“>+2f<x+1> oy (x+2x+1)> @t - 2).

Si la subdivision (z;)¥_, est uniforme, i.e., x;+1 — x; = h pour touti = 0,1,...,k—lonala

formule :

b k—1 ] i k—1
[ f@ydon g (fm) 14y (+2+) 123 f(m) +f<xk>> ,
a 1=0 =1

qui est connue sous le nom de la formule de Simpson.
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Théoreme 5.2.3 On suppose que f € C*[a, b] et on note

k—1

In(f) = ;; (W +2f (%)) (Tit1 — @i)-

Alors

b b
[ t@yde = 1| < bt [ 119 da.

Démonstration. On utilise la méme technique que pour les théoremes et en notant
que sur [z;, z;11] cette formule est exacte pour les polyndmes de degré < 3. O
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Résolution d’équations algébriques non-linéaires

6.1 Généralités

Soit f : R™ — R™ une application. On s’intéresse a la résolution de 1’équation algébrique

f(z)=0. (6.1)

L’équation (b.1) est en fait un systéme d’équations algébriques non-linéaires. Pour résoudre
le systeme (6.1), on a généralement recours a des méthodes itératives. On se donne donc
une premiere approximation #(°) d’une solution de I’équation (6.I) et on construit une suite
d’itérés 2 (). 2(®) . qui converge vers un z € R" vérifiant f(z) = 0.

Désignons par || - || la norme euclidienne sur R", i.e.

1

2| == (fo)? z € R™.

i=1
Définition 6.1.1 Supposons la méthode itérative convergente, i.e., qu'il existe T € R™ tel que

lim [z® —z| = o0.
k—o00

On dira que la méthode itérative est d’ordre p (p > 1) s’il existe une constante C, indépendante
de k, tell que

Iz =« < Clz - 2P
(i) Sip =1, on parle de convergence linéaire. Dans ce cas, on a convergence si C' < 1.

p
(ii) Sip =1, C = Cy, limy_, C, = 0, on parle de convergence super-linéaire.
(iii) Sip = 2, on parle de convergence quadratique.

p
Notons que si une méthode itérative a une convergence quadratique alors cette conver-
gence est super-linéaire et si une méthode a une convergence super-linéaire alors elle est

nécessairement linéaire.
Une autre notion est nécessaire pour caractériser la convergence d"une méthode itérative.
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Définition 6.1.2

(i) On dit que la convergence est globale si pour tout choix de z(°) € R", on a

lim |z® —z| = 0. (6.2)
k—o0

(ii) On dit que la convergence est locale s'il existe R > 0 tel que pour tout choix de (°) € R avec

|2 —Z|| < R, ona (6.2).

Nous examinons maintenant quelques méthodes itératives.

6.2 Points fixes

Soit f : R™ — R" et soit T tel que f(Z) = 0. On veut transformer ce probléme en recherche
de 7 tel que g(Z) = 7. Pour cela, on peut par exemple choisir

g9(x) = f(z) —x,

ou
gx)=z—M(®) A#O.

Définition 6.2.1 On dit que T est un point fixe de g si on a g(T) = T.

Cette formulation permet de construire la méthode itérative suivante :

@ e R donné,
(6.3)

e D = g(zF),  k=0,1,...
Supposons la fonction g continue. Alors si

lim ||z —Z|| =0,
k—o0

on obtient ¢(7) = 7. D’ou1 f(Z) = 0.
Donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour la convergence de cette
méthode :

Théoréme 6.2.1 Soit A C R™ — R™ oit A est un ensemble fermé de R™. On suppose que :
1. Pourtout x € A,ona g(x) € A,

2. La fonction g est strictement contractante, i.e. il existe une constante 0 < C' < 1 telle que

lg(x) =gl < Cllz =yl pourtous x,y € A.

Alors la fonction g admet un point fixe unique. De plus, la méthode itérative (6.3) converge.
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Démonstration. Montrons d’abord 1'unicité : On suppose pour cela I'existence de deux points
fixes x et y. On a

[z =yl = llg(=) = gl < Cllz = yl.
Ceci est impossible car C' < 1. D’ot1 I'unicité du point fixe.
Considérons maintenant la suite de points (2(*)) construite par la méthode itérative (6.3), i.c.
telle que z(*+1) = g(z*). On a
2 — 2@ = [lg(z ™)) — gD
< Cfla® - 2
— C¥Jatt) — 2]

Puisque C' < 1, on obtient
lim [|z*+D — )| = 0.
k—o0

Ceci implique
lim |jz® — 2@ =o0.
k,£— o0

Ainsi (z(*) est une suite de Cauchy de R™. Elle converge donc vers un Z € R™. On a donc, par
continuité de g, g(Z) = 7. Nous avons ainsi montré 'existence du point fixe et la convergence
de la méthode itérative (6.3) vers z. O

6.3 Cas d’une équation non-linéaire

On s’intéresse maintenant au cas d'une seule équation (n = 1), i.e. ot f : R — R.

6.3.1 Méthode de la bisection ou dichotomie

Supposons disposer de deux approximations a et b d'une solution  de I'équation f(x) = 0.
Supposons, en outre, que f(a) f(b) < 0, i.e. f change de signe entre a et b et posons z(?) =
(a +b)/2. L'algorithme est le suivant :
Pourk =0,1,2,...

si f(z®) =0,stop (7 =2")

si f(a) f(z®) <0, b:=az®

sinon a:=z®

2D = (a4 b)/2

Fin k

On appelle cet algorithme méthode de la bisection ou dichotomie.

Théoréme 6.3.1 Soit a,b € R tels que f(a) f(b) < 0. Alors la méthode de la bisection converge. De
plus, la convergence est linéaire.



36 6. Résolution de systémes algébriques non-linéaires
6.3.2 Méthode Regula Falsi ou “fausse position”

Au lieu de prendre le milieu de l'intervalle [a,b] comme dans la méthode de bisection, on
définit un point ¢ par la relation

b—c a—c
D’ou
_ @b = f®)a
f(a) = f(b)
Théoreme 6.3.2 On suppose la fonction f de classe C* et que T est une racine simple de f (i.e.

f(&) =0et f'(z) # 0). Alors, la convergence de la méthode est locale et super-linéaire. Si la racine
z est double (f(z) = /(&) = 0), la convergence est seulement linéaire.

6.3.3 Méthode de Newton

On suppose que la fonction f : R — R est deux fois dérivable et qu’il au moins un point z
tel que f(z) = 0. La méthode de Newton est définie par les itérations :

k) f(x(k))
7@’

En d’autres termes, pour k donné, 2(*) est I'abscisse du point d’intersection de la tangente
au point (z*), f(z(*®)) avec I'axe Oz.

L) —

k=0,1,...

Théoreme 6.3.3 On suppose que x(°) est choisi < assez proche > de & et que f'(x) # 0 pour x dans
un voisinage de . Alors la méthode de Newton converge. De plus, la convergence est quadratique.

Le théoreme précédent montre que la convergence de la méthode de Newton est locale.

Remarque 6.3.1 Il est possible d’obtenir une variante de cette méthode en considérant I'approxima-
tion de la dérivée par un quotient différentiel. On définit ainsi

L f@®) — fa*D)

!
! - x(k) — (k1)

On obtient la méthode itérative :

)

f(z®) B
xwﬂ>zw>f@w»%}&w4»(ﬂmxwlg

appelée méthode de la corde. On peut alors montrer qu'il s’agit de la méthode Regula Falsi.
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6.4 Cas d’un systéme d’équations

On considére maintenant d'un systeme de n équations algébriques. Considérons donc la cas
d’une fonction f : R” — R”. On se limitera ici a la description de la méthode de Newton.
Celle-ci peut se généraliser de la maniere suivante :
L'équation algébrique f(z) = 0 peut s’écrire sous la forme :

fl(xlv" '71'77.) =0,

fQ('Ilv s 71"%) = 07

fo(z1,. ., 2) = 0.
On écrit la méthode de Newton pour une fonction f; : R” — R:
§£<x<k>> 528 = — (2 ®),
gD = g0 4 5y (R) kE=0,1,...

La méthode fait ainsi intervenir la matrice Vf(x) définie par

(Vf ()

On peut donc écrire la méthode de Newton pour chercher le zéro d’une fonction f sous la
forme suivante :
2@ ¢ R” donné,

(Vf(z®)) 62 = —f(a*),

gD = g 0) o 5z ®),

On doit donc résoudre, a chaque itération £, un systéme linéaire faisant intervenir une ma-
trice dépendant de l'itération k.

Théoréme 6.4.1 Soit f : R™ — R" et soit T € R™ tel que
J(@) =0,

On suppose que la matrice Vf () est inversible. Alors, il existe un réel v > 0 tel que si ||z — 2O || < r
alors la méthode de Newton converge vers T. De plus, on a

|z —z®| <Clz—2® V)2 Vik>o.

Remarque 6.4.1 Cet algorithme peut se révéler assez cofiteux. Pour cela, on peut utiliser la méthode
de Newton modifiée oi la matrice Vf (x*)) est remplacée par la matrice Vf (x(%)). Dans ce cas, la
convergence est seulement linéaire.
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Schémas numériques pour les équations différentielles

7.1 Introduction

On se donne une fonction continue
f:R™x[0,T] - R™

et on cherche une fonction y : t € [0, 7] ~ y(t) € R™ de classe C* telle que

{ y'(t) = fy(t),t) pour tout ¢ €]0, 7], 7.1)

y(to) = g,
ou (g,t9) € R x [0,T] est donné. Dans les applications, la variable ¢ désigne souvent le temps
et le probléme ci-dessus décrit 1’évolution d’un systéme (physique, mécanique, ...) au cours
du temps. Nous adopterons ainsi le choix ¢y = 0.

On dit que I'équation (7.1) est du premier ordre parce qu’elle fait intervenir la premiére dérivée
de la fonction inconnue. Notons qu’en fait I'équation (7.1) est un systéme différentiel qui peut

s’écrire sous la forme :
yll(t) = fl(yl (t)a ce aym(t)v t)a
yIQ(ﬁ) f2(y1(t)7aym(t)7t)7

(7.2)

Y () = i (1(1), -, ym (1), 1)

Ci-dessus, f; désigne une fonction f; : R™ x [0,7] — R.
Théoreme 7.1.1 On suppose qu’il existe une constante L telle que

|f(y,t) — fz,t)] < L)y — x| pour tout x,y € R™, pour tout t > 0.
Alors, le probleme admet une solution unique.

Dans le théoréme précédent, | - | désigne une norme sur R™.
Exemple. Considérons I'exemple du systeme différentiel linéaire :
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y'(t) = A(t) y(t) 0<t<T,
y(to) = 9,

ol A est une matrice carrée d’ordre m dépendant contintiment de ¢, et g € R"™. Clairement la
fonction f est donnée par f(y,t) = Ay. On montre ainsi aisément que cette fonction vérifie
I'hypothese du théoreme[7.1.1]

Remarque 7.1.1 Pour résoudre le probleme (7.1)), on peut écrire

y(t) =g+ / fly(s),s)ds  t€)o,T]

et ramener le probleme de I'approximation numérique a un probleme d’intégration numérique.

Dans tout ce qui suit, on suppose que f satisfait les hypothéeses du théoréme De plus,
on considérera le cas d'une seule équation différentielle (m = 1).
Une méthode numérique consiste a choisir des points

O=to<ti <to<---<tp<...

dans l'intervalle [0, T] et & se donner un schéma numérique permettant de calculer des va-
leurs y,, € R qui sont des approximations des vecteurs y(¢,), n =1,2,. ..
Pour simplifier la présentation, on se donne une subdivision uniforme de l'intervalle [0, 7] :

T
t, =nhouh= N pour toutn =0,1,..., V.

7.2 Méthodes d’Euler

Pour approcher la dérivée y/(t) en t = ¢,,, nous posons

’ Yn+1 — Yn Yn+1 — Yn
Y (tn) = = ;
( n) tn+1 - tn h
ou
Yn — Yn—1
y/(tn) ~ n h n .

On est ainsi conduit aux deux schémas suivants :
- Schéma d’Euler progressif (forward) :

It 20y t), =01, N1,

¥’ =g
- Schéma d’Euler rétrograde (backward) :

Yn+1 — Yn
h

Yy =9

= fWn+1rtng1), n=0,1,...,N—1,
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Notons que le premier schéma est explicite, i.e., il permet d’obtenir directement y,, ;1 a partir
de y,,. Le deuxiéme schéma est dit implicite ; il se ramene a la résolution d"un probléme non-
linéaire pour chaque n. Ceci nécessitera de choisir une méthode numérique pour résoudre
une équation algébrique non-linéaire pour chaque n.

Définition 7.2.1 On dit que les schémas d’Euler progressif et rétrograde sont des schémas a un pas
puisqu’ils ne font intervenir les solutions approchées qu’aux points t,, et t,, 1. De plus, on appelle h
le pas de temps.

7.2.1 Le schéma d’Euler progressif

Nous allons introduire une nouvelle notion : la consistance. Nous voulons mesurer avec
quelle précision la solution exacte vérifie le schéma numérique. Nous appellerons erreur de
troncature en t = t,, la quantité

ep =

On dira qu'un schéma est consistant si

lim max |ep| =0.
h—0 0<n<T/h

Dans ce qui suit, on notera par e,, 'erreur en t = ¢, i.e. e, := y(t,) — yn.
Lemme 7.2.1 On a l'inégalité
lent1| < (14 Lh)len| + [eg|h.
Démonstration. On a
Y(tnt1) = y(tn) + hf(y(tn), tn) + €ph,
Ynt1 = Yn + hf (Yn, tn)-

D’oti par soustraction :

€nt1 = €p + €Zh +h (f(y(tnatn) - f(ynvtn))

Donc
lent1] < len] + [ehlh + Lhly(tn) —ynl- O

Lemme 7.2.2 On suppose que la solution y est de classe C* (ou que f est de classe C* en la premiere
variable), alors on a

h
lerl < 5 sup ly" (t)].
0<t<T
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Démonstration. La formule de Taylor donne :
h2
Y(tnt1) = y(tn) +hy'(tn) + o Yy (tn +5),
ou s € [0,h]. D’out
n / h 1/ h 11
5h:y(tn)+§y (tn+5)*f(y(tn)vtn):§y (tn +5). U

Lemme 7.2.3 Soient 0,, et o, deux suites de réels positifs vérifiant
Ont1 < (14 Lh)0,, + oy, 0<n<N-1.

Alorson a

n—1
0, < ey + Z e(”_j_l)Lhozj 0<n<N-1. (7.3)
§=0

Démonstration. On va montrer ce résultat par récurrence. Supposons que la relation (7.3) soit
vraie pour n < k. Pour n = 1, on a par hypothese :

61 < (1+ Lh)by + .
Puisque 1 4z < e” pour tout x € R, on a
f < "0 + ao,
qui est bien I'inégalité voulue pour n = 1.

Supposons que
n—1

0, < er"g, + Z e(”*jfl)Lhaj 0<n<k,
§=0

et montrons cette inégalité pour n = k + 1. On a par hypothese :

9k+1 S (1 + Lh)&k + oy
s e

< ey + ay
k-1
el [ ey 4+ e mim G oy,
=0
k-1
= elktDLRgy + N " ekl 4y
=0
k .
= e(FHDLhg, 4 Z elk=)Lhq . O
=0

Les lemmes précédents permettent d’obtenir le résultat suivant :
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Théoreme 7.2.1 On suppose que la solution y(t) est de classe C2. Alors, il existe une constante C
indépendante de h telle que

ly(tn) —yn] <Ch n=1,...,N.
Démonstration. Par les lemmes et on obtient
lens1] < (14 5)[en| + Ch* sup |y (¢)].
0<t<T

Par ailleurs, en utilisant le lemme avec 0, = |en|, an = Ch? supg < |y"(t)| et 3 = Lh,
et en notant que 6y =0,

n—1
len| < Ch? Ze(”_j_l)Lh sup |y"(t)]
= 0<t<T
<C'h sup ly" ().
0<t<T

Ceci acheve la démonstration. O

On dit que la méthode d’Euler progressive est d’ordre 1. En effet, nous avons montré que
cette méthode est convergente puisque

li tn) — yn| = 0.
hg%ogrg;g%/h\y(n) Yn|

7.2.2 Schéma d’Euler rétrograde
Rappelons que ce schéma s’écrit :

w:f(yrH»hthrl) 0<n<N-1,

Yo =9,

ol y, est une approximation de y(¢,). Nous obtenons donc un probléeme non-linéaire a
résoudre pour chaque n. On peut alors montrer que ce schéma est aussi d’ordre 1.

7.2.3 Schéma de Crank-Nicolson

Ce schéma est donné par :

1— 1
W = i(f(ynat’n)+f(yn+17tn+1))7 OS”SN_1>
Yo =9,
Ici aussi, on a a résoudre un probleme non-linéaire pour chaquen =0,..., N — 1.

On montre alors (Voir exercices) que ce schéma, dit de Crank-Nicolson est d’ordre 2, i.e.,

tn) — yn| < ChH?,
Ogglgg/th(n) Ynl| <

si la fonction y est de classe C3.
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7.3 Autres schémas numériques

Nous présentons maintenant quelques schémas numériques d’ordre supérieur.

7.3.1 Méthodes basées sur la formule de Taylor
Supposons la fonction f assez réguliére, on peut écrire :

y(tn+1) = y(tn + h)

/ h2 i ].
= y(tn) +hy' (tn) + =y (tn) + -+ =

5 k!hkyad(tn)AF

hk+1y(k+l) (57 )

1/

(k+1)!
ou &, € [tn,tnt1]. On peut donc écrire pour h suffisamment petit :

h? 1

hEy®) (¢,).
5 Y (tn)

Y(tni1) = y(tn) + hy'(tn) +

Pour k = 1, on retrouve le schéma d’Euler progressif car y'(¢,) = f(yn,tn)-

Pour k = 2, on obtient
2

h
y(tn—i-l) ~ y(tn) + hy/(tn) + ?y”(tn)'
Onay'(ty) = f(y(tn),ts). Pour évaluer y”(¢,,), on dérive 'équation différentielle :

() = T 0,0+ L (0, 0 ()

Puisque y'(t,,) est approché par f(y,, t,), on peut écrire :

of of
1 ~ Y ~J
Yy (tn) ~ ot (ynatn) + Ay (ynatn)f(yna tn)-
D’ot1 le schéma :
h? (of of
st = 0 t) 4 (G ) + St net)) . 74)

Théoréme 7.3.1 On suppose que la fonction f est de classe C3 (en y et en t). Alors, le schéma (7.4)
vérifie :
tn) — yn| < Ch2.
| Jnax [y(tn) — ynl| <

On appelle alors ce schéma : schéma de Taylor d’ordre 2.
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7.3.2 Méthodes de Runge-Kutta

Il s’agit de schémas numériques de résolution d’équations différentielles o1 chaque pas de
temps est décomposé en sous pas. A titre d’exemple, nous donnons ici deux schémas. Le
premier est un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 2, appelé aussi schéma de Heun. Il est
donné par :

Un+1 = Yn + hf(ymtn)a

h -
Yn+1 = Yn + §(f(ynatn) + f(yn-i-lvtn-i-l))'

Le second schéma est la méthode de Runge-Kutta classique (dite RK4) s’écrit :

h
yn,l = Yn + §f(yn7tn)7

h h
n,2 — Yn a n atn o)
Yn2 = Yo+ 5 fnastn + 3)
h
Yn,3 = Yn + hf(yn,Qat71 + §)a
h h h
Yn+1 = Yn + g (f(ynatn) + Qf(ynylatn + 5) + Qf(yn,%tn + 5) + f(yn,?ntn+1))'

On montre que cette méthode est d’ordre 4.

7.4 Systemes différentiels d’ordre 1

On s’intéresse maintenant au cas des systemes différentiels, i.e., otim > 1. Le schéma d’Euler
s’écrit naturellement :

Z/;L—H:y?+hfi(y?a---ayerat7L) 1<e<m, 0<n<N-1,
v =g; 1<i<m.

La résolution est donc explicite. De méme le schéma d’Euler rétrograde s’écrit :

Yt =yl hf Ty ) 1<i<m,0<n<N-1,
Yy = gi 1<i<m.

Ici le schéma est implicite. En effet, on résout, pour chaque n, un systeme d’équations
algébriques non-linéaires.
7.5 Equations différentielles d’ordre 2

Considérons, dans le cas m = 1, '’équation différentielle du second ordre suivante :
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y'(t) = f(y(t),y'(t),t), 0<t<T,
y(0) = a,
y'(0) =b.

Pour résoudre numériquement ce probléeme, deux approches sont possibles :
1. On approche les dérivées premiére et seconde par des quotients différentiels.

2. On se ramene a un systeme différentiel du premier ordre. Pour cela, introduisons la nou-
velle inconnue z(t) = y/(t). Notre équation différentielle devient :

Z/(t): (() (t)vt)’ 0<t<T,
y'(t) = 2(t), 0<t<T,
y(0) = a,
2(0) = b.

On a ainsi transformé une équation différentielle du second ordre en un systéme de deux
équations différentielles du premier ordre.



Références

1. ]J. Baranger. Analyse numérique. Hermann, 1991.

2. P.G. Ciarlet. Introduction a I'analyse numérique matricielle et a I'optimisation. Masson, 1982.
3. M. Crouzeix et A. Mignot. Analyse numérique des équations différentielles. Masson, 1984.
4

. J. Rappaz et M. Picasso. Introduction a I'analyse numérique. Presses Polytechniques et Universitaires
Romandes, 1998.

5. B. Lucquin et O. Pironneau. Introduction au Calcul scientifique. Dunod, 1996.

6. P.Lascaux et R. Théodor. Analyse numérique matricielle appliquée i I'art de I'ingénieur, Tome 1 : Méthodes
directes. Dunod, 2000.

7. P.Lascaux et R. Théodor. Analyse numérique matricielle appliquée a I'art de I'ingénieur, Tome 2 : Méthodes
itératives. Dunod, 2000.

8. L. Sainsaulieu. Calcul scientifiqgue. Dunod, 2000.



	Méthodes directes de résolution des systèmes linéaires
	Méthode d'élimination de Gauss
	Factorisation LU d'une matrice
	Matrices symétriques définies positives : factorisation de Cholesky

	Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires
	Convergence des méthodes itératives
	Quelques méthodes itératives
	Méthode de Jacobi
	Méthodes de Gauss–Seidel et de relaxation

	Matrices symétriques définies positives
	Matrices à diagonale dominante
	Remarques et conclusions

	Interpolation et approximation de fonctions
	Interpolation de Lagrange
	Base de Lagrange
	Erreur d'interpolation
	Calcul du polynôme de Lagrange

	Approximation au sens des moindres carrés

	Dérivation numérique
	Introduction
	Erreur d'arrondi
	Erreur de troncature

	Intégration numérique
	Généralités
	Méthodes d'intégration numérique par morceaux
	Formules des rectangles
	Formule des trapèzes
	Formule de Simpson


	Résolution d'équations algébriques non-linéaires
	Généralités
	Points fixes
	Cas d'une équation non-linéaire
	Méthode de la bisection ou dichotomie
	Méthode Regula Falsi ou ``fausse position"
	Méthode de Newton

	Cas d'un système d'équations

	Schémas numériques pour les équations différentielles
	Introduction
	Méthodes d'Euler
	Le schéma d'Euler progressif
	Schéma d'Euler rétrograde
	Schéma de Crank-Nicolson

	Autres schémas numériques
	Méthodes basées sur la formule de Taylor
	Méthodes de Runge-Kutta

	Systèmes différentiels d'ordre 1
	Équations différentielles d'ordre 2

	Références

