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i

Ces notes constituent l’essentiel du cours dispensé à l’École Polytech Clermont-Ferrand en
première année. Le cours est enseigné en Tronc Commun ; il est donc destiné aux élèves de
tous les départements. Il a pour but de faire connaissance avec les notions élémentaires de
l’Analyse Numérique dans le but de former des utilisateurs “avertis” des méthodes d’ap-
proximation numérique dans les sciences de l’ingénieur.
Ce cours suppose la connaissance de notions élémentaires de l’algèbre linéaire sur les ma-
trices et les vecteurs ainsi que les notions simples de l’analyse et de l’algèbre linéaire : ma-
trices et vecteurs, fonctions, dérivées, formule de Taylor, . . .
Ces notes de cours ne contiennent que peu d’exemples ou de figures. Plusieurs exemples et
figures seront présentés lors du cours magistral.
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2.2.1 Méthode de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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7.2.3 Schéma de Crank-Nicolson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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7.5 Équations différentielles d’ordre 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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1

Méthodes directes de résolution des systèmes linéaires

Soit A une matrice carrée d’ordre n à coefficients réels inversible et soit b un n–vecteur (b ∈
Rn). On cherche un vecteur x ∈ Rn tel que

Ax = b.

On suppose que la matrice A, de coefficients (aij) est inversible, i.e., qu’il existe une matrice
notée A−1, dite matrice inverse de A, telle que

AA−1 = A−1A = I, I : Matrice identité.

De plus, on sait que la matrice A est inversible si et seulement la seule solution du système
Ax = 0 est x = 0.

1.1 Méthode d’élimination de Gauss

Nous allons illustrer cette méthode sur un exemple particulier. Soit le système linéaire :

2x1 + 4x2 + 6x3 = 2, (1.1)
3x1 + 8x2 + 13x3 = 5, (1.2)
2x1 + 9x2 + 18x3 = 11. (1.3)

On cherche à éliminer successivement les inconnues x1, x2, x3. En divisant l’équation (1.1)
par 2, on obtient :

x1 + 2x2 + 3x3 = 1 (1.4)

En multipliant (1.4) par 3 (resp. 2) et en retranchant le résultat de (1.2) (resp. (1.3)) on obtient
successivement :

2x2 + 4x3 = 2, (1.5)
5x2 + 12x3 = 9. (1.6)
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On a ainsi, lors de cette première étape, éliminé la variable x1. Continuons ainsi ; nous obte-
nons :

2x3 = 4; soit x3 = 2.

Pour calculer x2, on a l’équation x2 + 2x3 = 1 ; ce qui nous donne x2 = −3. La valeur de x1
peut être calculée dans (1.4). Ainsi

x1 = 1− 2x2 − 3x3 = 1.

Nous disons alors que la résolution se fait par remontée. Les différentes étapes de transfor-
mation du système linéaire précédent peuvent être illustrées comme suit :

A(1)

x1x2
x3

 =

 2 4 6
3 8 13
2 9 18

x1x2
x3

 =

 2
5

11

 = b(1)

A(2)

x1x2
x3

 =

 1 2 3
0 2 4
0 5 12

x1x2
x3

 =

 1
2
9

 = b(2)

A(3)

x1x2
x3

 =

 1 2 3
0 1 2
0 0 2

x1x2
x3

 =

 1
1
4

 = b(3)

Cette procédure peut être étendue au cas général (n quelconque). La méthode de Gauss peut
ainsi être résumée en trois étapes :

(i) Élimination successive des inconnues ; ce qui équivaut à trouver une matrice inversible
M telle que la matrice MA soit triangulaire supérieure ;

(ii) calcul simultané du vecteur Mb ;

(iii) résolution du système linéaire MAx = Mb.

Détaillons l’élimination de Gauss dans le cas d’une n× n–matrice inversible quelconque :
On note tout d’abord a(1)ij := aij les coefficients de A.

1er pas : Le coefficient a(1)11 est appelé pivot au premier pas. On suppose a(1)11 6= 0 et on pose
p(1) := 1/a

(1)
11 . On obtient au premier pas le système linéaire transformé :

1 a
(2)
12 a

(2)
13 . . . a

(2)
1n

0 a
(2)
22 a

(2)
23 . . . a

(2)
2n

...
...

. . .
...

...
0 a

(2)
n−1,2 . . . a

(2)
n−1,n−1 a

(2)
n−1,n

0 a
(2)
n,2 . . . . . . a

(2)
n,n





x1
x2
...
...
xn

 =



b
(2)
1

b
(2)
2
...
...
b
(2)
n


avec
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a
(2)
1j = p(1)a

(1)
1j , j = 1, . . . , n,

b
(2)
1 = p(1)b

(1)
1 ,

a
(2)
kj = a

(1)
kj − a

(1)
k1 a

(2)
1j , j = 2, . . . , n,

b
(2)
k = b

(1)
k − a

(1)
k1 b

(2)
1 ,

}
k = 2, . . . , n.

On obtient ainsi après la première étape le systèmeA(2)x = b(2). Dans ce système, l’inconnue
x1 a été éliminée. Ainsi, à la ke étape nous aurons une matrice A(k) de la forme :

A(k) =



× × × × . . . . . . ×

0 × . . . × . . . . . .
...

0 0 × . . . . . .
...

0 . . . 0 × . . . . . .
...

... . . .
...

...
. . . . . .

...

0 . . . 0 ×
. . .

...
0 . . . 0 × . . . . . . ×


← ke ligne

L’algorithme d’élimination s’écrit :

Pour k = 2 à n faire

Pour i = k à n faire

s := a
(k−1)
i,k−1 /a

(k−1)
k−1,k−1;

Pour j = k à n faire

a
(k)
ij := a

(k−1)
ij − s ∗ a(k−1)k−1,j ;

fin j;

b
(k)
i := b

(k−1)
i − s ∗ b(k)k−1;

fin i;

fin k.

Nous pouvons faire les remarques suivantes :

1. Pour que la méthode de Gauss ait un sens, il faut que les pivots successifs a(k)kk ne soient
pas nuls. Autrement, on adopte une stratégie de pivotage, i.e., on peut échanger des lignes
de la matrice.

2. Du point de vue programmation, un examen minutieux de la méthode montre que le
coefficient a(k)ij peut occuper le même espace mémoire que a(k−1)ij . Il ne serait donc pas

raisonnable de stocker en mémoire les différents coefficients a(k)ij , k = 1, 2, . . . étapes de
l’élimination.
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1.2 Factorisation LU d’une matrice

Supposons que tous les pivots sont non nuls. L’élimination de Gauss permet de construire
une suite de matrices

A(1) = A, A(2) = E(2)A(1), A(3) = E(3)A(2), . . . , A(n) = E(n)A(n−1),

où les matrices E(k) sont triangulaires inférieures. Dans l’exemple du système (1.1)–(1.3), on
a

E(2) =

−
1
2 0 0

− 3
2 1 0

−1 0 1

 , E(3) =

1 0 0

0 1
2 0

0 − 5
2 1

 .

Ainsi
A(n) = E(n)E(n−1) . . . E(2)A(1).

Donc, la matriceL = (E(n) . . . E(2))−1 est triangulaire inférieure. On dit alors qu’on a effectué
une factorisation (ou décomposition) LU . Le système linéaire Ax = b peut s’écrire LUx = b.
En notant y = Ux, on se ramène à la résolution du système linéaire à matrice triangulaire
inférieure Ly = b (résolution par descente). La solution x est obtenue en résolvant le système
linéaire à matrice triangulaire supérieure Ux = y (résolution par remontée).

Définition 1.2.1 Pour tout k = 1, 2, . . . , n, la matrice

∆k =


a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k

...
. . .

...
ak1 ak2 . . . akk


est appelée sous–matrice principale de A d’ordre k.

Théorème 1.2.1 Soit A une n×n–matrice telle que les sous–matrices principales soient inversibles.
Alors, il existe une matrice triangulaire inférieure L = (lij) avec lii = 1, 1 ≤ i ≤ n et une matrice
triangulaire supérieure U telles que

A = LU.

De plus, une telle factorisation est unique.

Démonstration. Le résultat du théorème équivaut à dire que l’élimination de Gauss est pos-
sible.
Clairement, le premier pivot est a11 qui est supposé non nul puisque ∆1 est inversible. Cal-
culons encore le deuxième pivot :

a
(2)
22 = a

(1)
22 − a

(1)
21 a

(2)
12

= a22 − a21
a12
a11

=
1

a11
(a22a11 − a12a21)

=
1

a11
det∆2.
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Puisque ∆2 est inversible on a a(2)22 6= 0.
Supposons les pivots a(1)11 , a

(2)
22 , . . . , a

(k−1)
k−1,k−1 tous non nuls et montrons que a(k)kk est non nul.

On a

det∆k = det


a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k

...
. . .

...
ak1 ak2 . . . akk



= a
(1)
11 det


1 a

(2)
12 . . . a

(2)
1k

0 a
(2)
22 . . . a

(2)
2k

...
. . .

...
0 a

(2)
k2 . . . a

(2)
kk



= a
(1)
11 a

(2)
22 det


1 a

(3)
12 . . . a

(3)
1k

0 a
(3)
22 . . . a

(3)
2k

...
. . .

...
0 a

(3)
k2 . . . a

(3)
kk


= . . . = a

(1)
11 a

(2)
22 . . . a

(k)
kk .

Puisque det∆k 6= 0, on a a(k)kk 6= 0. ut

Comptons le nombre d’opérations pour l’élimination de Gauss.
Nous ne nous intéressons qu’aux opérations effectuées sur la matrice. Une étape k de
l’élimination s’écrit :

p := 1/a
(k)
kk ;

Pour i = k, . . . , n faire

s := a
(k)
ik ∗ p;

Pour j = k, . . . , n faire

a
(k+1)
ij := a

(k)
ij − s ∗ a

(k)
kj ;

fin j;

fin i.

On a donc
– 1 division ;
– n− k + 1 multiplications ;
– (n− k + 1)2 additions et (n− k + 1)2 multiplications.
En supposant que tous les types d’opérations consomment le même temps de calcul, on
déduit qu’on a en tout 2(n − k + 1)2 + n − k + 2 opérations élémentaires. On somme pour
k = 1, . . . , n− 1 en rappelant les formules :
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m∑
k=1

k =
m(m+ 1)

2
,

m∑
k=1

k2 =
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
.

On obtient ainsi un ordre de O(n3/3) opérations élémentaires.

1.3 Matrices symétriques définies positives : factorisation de Cholesky

Rappelons qu’une matrice carrée symétrique A est dite symétrique définie positive si on a

xTAx > 0 pour tout x 6= 0.

On montre ainsi que si A est symétrique définie positive alors les sous-matrices principales
ont toutes des déterminants positifs.
Nous donnons maintenant une nouvelle caractérisation de ces matrices.

Théorème 1.3.1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A soit symétrique et
définie positive est qu’il existe une matrice L inversible triangulaire inférieure telle que

A = LLT .

Si les éléments diagonaux lii de L sont choisis strictement positifs, la décomposition est unique.

Démonstration.
i– Condition suffisante : Soit L inversible, triangulaire inférieure. La matrice A = LLT est
symétrique. De plus, on a pour tout x ∈ Rn, x 6= 0 :

xTAx = xTLLTx = (LTx)T (LTx) > 0.

ii– Condition nécessaire : Puisque A est symétrique et définie positive, tous les déterminants
δk = det∆k sont positifs. On peut donc écrire (de façon unique)A = LU oùL est triangulaire
inférieure avec lii = 1 et U est triangulaire supérieure. D’autre part, on a

0 < δi = a
(1)
11 a

(2)
22 . . . a

(i)
ii 1 ≤ i ≤ n.

On en déduit que ujj = a
(j)
jj > 0, 1 ≤ j ≤ n. Soit la matrice diagonale D de coefficients

dii =
√
uii. On a

A = (LD)(D−1U).

Posons B = LD, C = D−1U . La matrice B est triangulaire inférieure et on a bii =
√
uii,

1 ≤ i ≤ n. De même, la matrice C est triangulaire supérieure et on a cii = uii/
√
uii =

√
uii,

1 ≤ i ≤ n. Montrons que B = CT . On a

A = AT = BC = CTBT ,

ou encore que (C−1)TB = BTC−1.
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La matrice (C−1)TB (resp.BTC−1) est triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure) ;
donc les deux matrices (C−1)TB et BTC−1 sont diagonales. D’autre part, les éléments dia-
gonaux de BTC−1 sont égaux à 1. On a donc (C−1)TB = BTC−1 = I . D’où CT = B.
Dans cette construction, les coefficients de la matriceD ont été choisis positifs. Montrons que
c’est la seule factorisation possédant cette propriété. Soient B1 et B2 deux matrices triangu-
laires inférieures avec (B1)ii > 0, (B2)ii > 0 et B1B

T
1 = B2B

T
2 = A. Soient D1 et D2 les

matrices diagonales d’éléments respectifs (D1)ii = (B1)ii et (D2)ii = (B2)ii. On pose

L1 = B1D
−1
1 , L2 = B2D

−1
2 , U1 = D1B

T
1 , U2 = D2B

T
2 .

On a A1 = L1U1 = L2U2, (L1)ii = (L2)ii = 1. La décomposition LU étant unique, on obtient

B1D
−1
1 = B2D

−1
2 , D1B

T
1 = D2B

T
2 .

L’égalité des éléments diagonaux des matrices D1B
T
1 et D2B

T
2 implique

(B1)2ii = (B2)2ii 1 ≤ i ≤ n.

Donc D1 = D2 car (B1)ii = (B2)ii > 0. D’où B1 = B2. ut

Écrivons maintenant l’algorithme de Cholesky. On a en utilisant le fait que L est triangulaire
inférieure :

aij =

n∑
k=1

likljk =

min(i,j)∑
k=1

likljk 1 ≤ i, j ≤ n.

Comme A est symétrique, il suffit d’écrire cette relation pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n par exemple. On
a :

aii =

i∑
k=1

l2ik = l2ii +

i−1∑
k=1

l2ik, i = 1, . . . , n;

d’où

lii = ±

√√√√aii −
i−1∑
k=1

l2ik.

De même, pour 1 ≤ i < j ≤ n :

aij =
i∑

k=1

likljk =
i−1∑
k=1

likljk + liilji.

D’où

lji =
1

lii

(
aij −

i−1∑
k=1

likljk

)
.

Ces deux relations ont un sens d’après le théorème précédent. De plus, la condition lii > 0
permet de choisir la valeur positive de la racine.
Notons que le calcul des éléments de L se fait de la manière suivante :
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l11 =
√
a11,

l21 =
a12
l11

, l22 =
√
a22 − l221,

. . .

i.e., ligne par ligne. L’algorithme informatique est le suivant :

Pour i = 1, . . . , n faire

s := 0;

Pour k = 1, . . . , i− 1 faire

s := s+ a2ik

fin k;

aii :=
√
aii − s;

Pour j = i+ 1, . . . , n faire

s := 0;

Pour k = 1, . . . , i− 1 faire

s := s+ aik ∗ ajk;

fin k;

aji := (aji − s)/aii;
fin j;

fini.

Comptons le nombre d’opérations. Pour chaque ligne i on a :

(i− 1) (additions + multiplications),

+ 1 addition,
+ 1 extraction de racine carrée,
+ (n− i)(i− 1) (additions + multiplications),

+ (n− i) (additions + divisions).

Sommons pour i = 1, . . . , n, nous obtenons le terme dominant :

n∑
i=1

(ni− i2 + i− n) =

(
n3

6
+O(n2)

)
(additions + multiplications).

Soit, au total O(n3/6) opérations élémentaires. Il est donc recommandé d’utiliser la méthode
de Cholesky si la matrice est symétrique définie positive.



2

Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires

Les méthodes directes sont très coûteuses en termes de nombre d’opérations, donc de temps
de calcul lorsque la taille du système linéaire est assez élevée. En effet, nous avons vu que
la résolution d’un système d’ordre n requiert O(n3) opérations. On peut alors avoir recours
à des méthodes où la solution est obtenue par itérations successives et où chaque itération
consiste à résoudre un système linéaire moins coûteux.
On peut décrire de manière générique une classe de méthodes itératives de la manière sui-
vante : Considérons le système linéaire

Ax = b

où A est une n× n–matrice inversible, et soit une décomposition de A sous la forme

A = M −N

où M est une matrice inversible, facile à inverser. En se donnant un vecteur x0 ∈ Rn, on
construit une suite de vecteurs (x(k)) par les itérations

Mx(k+1) = Nx(k) + b, k = 0, 1, . . . . (2.1)

Notons que si cette méthode converge vers un vecteur x ∈ Rn alors on a nécessairement

Mx = Nx+ b, donc Ax = b.

On dit alors que la méthode itérative est consistante.

2.1 Convergence des méthodes itératives

Soit x ∈ Rn ; on définit la norme :

‖x‖ :=
( n∑
i=1

x2i

) 1
2

.
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On dira alors que la méthode itérative (2.1) converge s’il existe un vecteur x ∈ Rn tel que

lim
k→∞

‖x(k) − x‖ = 0

pour tout choix de vecteur initial x(0) ∈ Rn.

Définition 2.1.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle rayon spectral de A (on note
ρ(A)) la plus grande valeur propre en module, i.e.

ρ(A) := max {|λi|; λi valeur propre de A, 1 ≤ i ≤ n}.

On a alors le théorème fondamental suivant :

Théorème 2.1.1 La méthode itérative (2.1) converge si et seulement si

ρ(M−1N) < 1.

Démonstration. Soit x la solution du système linéaire Ax = b. On en déduit Mx = Nx + b.
Donc

M(x(k+1) − x) = N(x(k) − x).

Soit e(k) = x(k) − x. On a

(x(k) − x) = M−1N (x(k−1) − x) = . . . = (M−1N)k (x(0) − x),

ou encore
e(k) = Bk e(0) où B = M−1N.

Considérons la décomposition de Jordan de la matrice B :

B = PΛP−1.

On en déduit Bk = PΛkP−1 où Λ est une matrice diagonale par blocs, chaque bloc Λi étant
de la forme

Λi =


λi 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λi


On montre alors que si |λi| < 1 alors Λki → 0 si k → ∞. On en déduit que Λk, et donc Bk

tendent vers la matrice 0.
La propriété inverse se montre facilement. ut
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2.2 Quelques méthodes itératives

Écrivons A sous la forme
A = L+D + U

où

dij =

{
aii si i = j

0 sinon
, lij =

{
aij si i > j

0 sinon
, uij =

{
aij si i < j

0 sinon
.

On suppose en outre que la matrice diagonale D est inversible, i.e. aii 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ n.

2.2.1 Méthode de Jacobi

Cette méthode s’écrit

Dx(k+1) := −(L+ U)x(k) + b, k = 0, 1, . . .

ou encore 
x
(k+1)
i :=

1

aii

(
bi −

∑
j 6=i

aijx
(k)
j

)
1 ≤ i ≤ n, k = 0, 1, . . .

x
(0)
i donné 1 ≤ i ≤ n.

En d’autres termes, nous avons choisi

M = D, N = −(L+ U).

Chaque itération consiste donc à résoudre un système linéaire diagonal.

2.2.2 Méthodes de Gauss–Seidel et de relaxation

La présentation de la méthode de Jacobi montre que, pour calculer les itérés x(k+1)
i , les va-

leurs x(k+1)
j , 1 ≤ j < i sont disponibles. On peut donc modifier cette méthode en écrivant :
x
(k+1)
i :=

1

aii

(
bi −

∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

)
1 ≤ j ≤ n, k = 0, 1, . . .

x
(0)
i donné 1 ≤ i ≤ n.

Cette méthode peut encore être écrite sous la forme :

(D + L)x(k+1) = −U x(k) + b, k = 0, 1, . . . .

La méthode de relaxation consiste à écrire(
1

ω
D + L

)
x(k+1) =

(
1− ω
ω

D − U
)
x(k) + b, k = 0, 1, . . .

où ω > 0 est un réel donné. Nous avons ainsi le choix

M =
1

ω
D + L, N =

1− ω
ω

D − U.

Pour ω = 1, nous retrouvons la méthode de Gauss Seidel. Pour ω < 1 on appelle cette
méthode méthode de sous–relaxation et pour ω > 1 méthode de sur–relaxation.
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2.3 Matrices symétriques définies positives

Nous allons maintenant examiner la convergence de ces méthodes itératives dans le cas
d’une matrice symétrique définie positive.

Théorème 2.3.1 SoitA une matrice symétrique définie positive et soitA = M−N une décomposition
de A où M est inversible. On suppose que la matrice MT +N est symétrique définie positive. Alors,
la méthode itérative Mx(k+1) = Nx(k) + b converge.

On peut déduire de ce résultat le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1 Si A est symétrique définie positive, la méthode de relaxation avec 0 < ω < 2
converge.

Démonstration. Pour la méthode de relaxation, on a

M =
1

ω
D + L, N =

1− ω
ω

D − U.

Comme A est symétrique, on a L = UT . La diagonale de M est celle de D. On en déduit que
M est inversible puisque les éléments dii sont positifs. Soit

MT +N =
1

ω
D + LT +

1− ω
ω

D − LT =
2− ω
ω

D.

Cette matrice diagonale est définie positive si et seulement si 0 < ω < 2. ut

Corollaire 2.3.2 SoitA une matrice symétrique définie positive telle que 2D−A soit définie positive.
Alors, la méthode de Jacobi converge.

Démonstration. On a MT +N = 2D −A. ut

2.4 Matrices à diagonale dominante

Une autre catégorie de matrices pour lesquelles l’utilisation des méthodes de décomposition
est intéressante est celle des matrices à diagonale dominante.
On dit qu’une matrice A est à diagonale dominante si on a∑

j 6=i

|aij | ≤ |aii| ∀ i = 1, . . . , n.

On dit qu’elle est à diagonale strictement dominante si l’inégalité ci-dessus est stricte.

Théorème 2.4.1 Soit A une matrice à diagonale strictement dominante ; alors A est inversible.
De plus, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.
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Démonstration.
– Montrons d’abord que A est inversible : Soit x ∈ Rn avec x 6= 0 et Ax = 0. Soit i tel que
|xi| ≥ |xj | pour tout j = 1, . . . , n. On a

aiixi = −
∑
j 6=i

aijxj .

Donc
|aii||xi| =

∣∣∑
j 6=i

aijxj
∣∣ ≤∑

j 6=i

|aij | |xj | ≤ |xi|
∑
j 6=i

|aij |.

Ceci est impossible puisque x 6= 0. La matrice A est donc inversible.
– Montrons maintenant la convergence : Posons B = M−1N et soit λ une valeur propre et x
vecteur propre de B, i.e.

Bx = λx, x 6= 0.

Puisque l’on s’intéresse à la plus grande valeur propre en module, on suppose λ 6= 0. On a
ainsi (

M − 1

λ
N

)
x = 0.

Pour la méthode de Jacobi, cela devient(
D +

1

λ
L+

1

λ
U

)
x = 0.

Notons C = D + 1
λ L+ 1

λ U . Supposons, par contradiction, que |λ| ≥ 1, on a dans ce cas

|cii| = |aii| >
∑
j 6=i

|aij | ≥
1

|λ|
∑
j 6=i

|aij | =
∑
j 6=i

|cij |.

On en déduit que C est à diagonale strictement dominante, donc inversible. Donc x = 0.
Ceci est une contradiction avec le fait que x est vecteur propre.
– Pour la méthode de Gauss-Seidel, on pose

C = D + L+
1

λ
U.

Ici encore, par contradiction, si |λ| ≥ 1, on déduit

|cii| = |aii|

>
∑
j 6=i

|aij |

≥
∑
j<i

|aij |+
1

|λ|
∑
j>i

|aij |

=
∑
j 6=i

|cij |.

On obtient ainsi une contradiction. ut
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2.5 Remarques et conclusions

L’utilisation des méthodes itératives est généralement plus avantageuse lorsque celles-ci
convergent. Les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation ne convergent le plus
souvent que dans les cas que nous avons décrits dans ce chapitre. Il existe des méthodes
itératives beaucoup plus élaborées et qui convergent dans des cas plus généraux que ceux
décrits ici. Dans le cas de matrices creuses, i.e., les matrices contenant un nombre significa-
tif de coefficients nuls, ces méthodes sont beaucoup plus économiques puisqu’il n’est pas
nécessaire de stocker en mémoire les coefficients nuls ni d’effectuer les opérations les utili-
sant.
La méthode de Gauss-Seidel converge généralement plus vite et plus souvent que la méthode
de Jacobi. La méthode de relaxation nécessite la connaissance d’une valeur optimale du pa-
ramètre de relaxation ω.
La convergence des méthodes itératives se teste généralement en utilisant un paramètre de
tolérance ε. On arrête ainsi les calculs dès que l’erreur relative est assez petite :

‖x(k+1) − x(k)‖
‖x(k)‖

< ε.

Une autre alternative est de tester le résidu :

‖Ax(k+1) − b‖ < ε.
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Interpolation et approximation de fonctions

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, à l’approximation de fonctions soit par interpola-
tion soit par moindres carrés.

3.1 Interpolation de Lagrange

Considérons un ensemble de points dans le plan

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xk, yk), . . .

Ces points peuvent constituer par exemple des résultats de mesures, des données d’ex-
périences ou des résultats de calculs numériques. On cherche à déterminer une fonction
“simple” passant par ces points. On parle d’interpolation. La connaissance d’une telle fonc-
tion permettrait non seulement de donner une approximation des valeurs en dehors de ces
points mais aussi par exemple de calculer facilement la dérivée ou une intégrale. L’exemple
le plus simple de fonction que l’on pourrait déterminer est celui d’un polynôme. En effet, un
polynôme est une fonction facile à évaluer et indéfiniment dérivable.
On se donne donc une collection de n+ 1 points

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn)

de R2, d’abscisses distincts deux à deux. On cherche un polynôme de degré inférieur ou égal
à n :

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

vérifiant les relations
p(xi) = yi 0 ≤ i ≤ n.

Notons que ceci équivaut à rechercher les n+ 1 coefficients (ai) du polynôme p.

Remarque 3.1.1 Ce problème peut s’écrire sous la forme d’un système linéaire :

n∑
j=0

xjiaj = yi 0 ≤ j ≤ n.
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Il suffirait donc de résoudre ce système pour trouver les coefficients du polynôme p. Cette procédure
peut se révéler cependant coûteuse et poser quelques problèmes numériques que nous n’aborderons
pas ici.

3.1.1 Base de Lagrange

On définit, pour tout i = 0, 1, . . . , n, le polynôme dit de Lagrange :

Li(x) =
(x− x0) (x− x1) . . . (x− xi−1) (x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) (xi − x1) . . . (xi − xi−1) (xi − xi+1) . . . (xi − xn)
=
∏
j 6=i

x− xj
xi − xj

.

Clairement Li est un polynôme de degré n vérifiant

Li(xi) = 1 et Li(xj) = 0 si i 6= j.

Les polynômes Li sont linéairement indépendants. En effet, si b0, b1, . . . , bn sont (n+ 1) réels
tels que

n∑
j=0

bjLj(x) = 0 pour tout x ∈ R,

nous en déduisons pour x = xi,

0 =

n∑
j=0

bjLj(xi) = bi.

On a donc bi = 0 pour tout i = 0, . . . , n. Notons par Pn l’espace des polynômes de degré
inférieur ou égal à n. Nous avons ainsi montré que la famille (Li)

n
i=0 forme une base de

l’espace Pn, appelée Base de Lagrange.
Considérons maintenant le polynôme de Pn,

p(x) =

n∑
j=0

yjLj(x) x ∈ R.

Ce polynôme vérifie les relations p(xi) = yi, i = 0, . . . , n. Nous avons donc montré qu’il
existe un polynôme de degré inférieur ou égal à n vérifiant p(xi) = yi. Montrons qu’un tel
polynôme est unique. Supposons qu’il existe un autre polynôme q de Pn vérifiant le même
type d’identité. Le polynôme r(x) = p(x)−q(x) est donc un polynôme de Pn vérifiant r(xi) =
0 pour i = 0, . . . , n. Puisque les polynômes Lj sont linéairement indépendants, on trouve
r = 0. D’où p = q.

3.1.2 Erreur d’interpolation

On veut maintenant évaluer l’erreur entre une fonction donnée f et le polynôme de Lagrange
interpolant f . Supposons que la fonction f est de classe Cn+1, i.e. (n + 1) fois continûment
dérivable. Soit x 6= xi et soit πn le polynôme
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πn(x) = (x− x0) (x− x1) . . . (x− xn).

On définit le polynôme q ∈ Pn+1 par

q(t) = p(t) +
f(x)− p(x)

πn(x)
πn(t).

On a q(xi) = p(xi) = f(xi) pour tout i = 0, . . . , n. De plus

q(x) = p(x) + f(x)− p(x) = f(x).

La fonction q est donc le polynôme d’interpolation de Lagrange de f aux points x, x0, . . . , xn.
Soit F = f − q. Cette fonction admet aux points xi un zéro de multiplicité≥ 1 et de même au
point x. Le nombre de zéros de F , multiplicités comprises, est donc ≥ n+ 2. Par le théorème
de Rolle, F ′ s’annule entre deux zéros. Donc F ′ a au moins n + 1 zéros. On en déduit par
récurrence que F (n+1) a au moins un zéro, noté ξx. Donc

0 = F (n+1)(ξx) = f (n+1)(ξx)− q(n+1)(ξx).

Le polynôme q est de degré n+ 1. Son terme de plus haut degré est

f(x)− p(x)

πn(x)
tn+1.

D’où

q(n+1)(t) =
f(x)− p(x)

πn(x)
(n+ 1)!

On en déduit ainsi le théorème suivant :

Théorème 3.1.1 Soit f une fonction de classeCn+1 et soit p le polynôme d’interpolation de Lagrange
de f , aux points x0, x1, . . . , xn (polynôme de degré inférieur ou égal à n). Alors on a l’inégalité

|f(x)− p(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|πn(x)| pour tout x ∈ R,

où

Mn+1 := sup
x∈R
|f (n+1)(x)|,

πn(x) = (x− x0) (x− x1) . . . (x− xn).

3.1.3 Calcul du polynôme de Lagrange

En fait, le calcul des polynômes de Lagrange s’avère assez coûteux. En particulier, si l’on veut
augmenter le degré du polynôme d’interpolation, tout le calcul est à refaire. Pour remédier
à cela, nous allons présenter l’algorithme des différences divisées de Newton.
Notons par pk le polynôme d’interpolation de Lagrange aux points x0, x1, . . . , xk (de degré
k) pour 0 ≤ k ≤ n. On a
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p0(x) = f(x0).

Pour k ≥ 1, on a pk − pk−1 ∈ Pk et de plus

pk(xi)− pk−1(xi) = 0 i = 0, . . . , k − 1.

On en déduit que ce polynôme est de la forme :

pk(x)− pk−1(x) = f [x0, x1, . . . , xk](x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1),

où f [x0, x1, . . . , xk] est le coefficient de xk dans pk(x). On en déduit alors par récurrence :

pn(x) = f(x0) +

n∑
k=1

f [x0, x1, . . . , xk](x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1).

Lemme 3.1.1 Pour k ≥ 1, on a

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0
,

et f [xi] = f(xi).

Démonstration. Soit k ≥ 1 et soit p̃k−1 ∈ Pk−1 le polynôme d’interpolation de f aux points
x1, . . . , xk. Le coefficient du terme xk−1 dans ce polynôme est f [x1, . . . , xk]. En outre, le po-
lynôme qk ∈ Pk défini par

qk(x) =
(x− x0)p̃k−1(x)− (x− xk)pk−1(x)

xk − x0
,

coı̈ncide avec f aux points x0, . . . , xk. Donc qk = pk et on obtient le résultat désiré en identi-
fiant les coefficients de xk dans les deux membres.

On peut ainsi schématiser l’algorithme dit de Newton :

f [x0]
f [x0, x1]

f [x1] f [x0, x1, x2]
f [x1, x2] f [x0, x1, x2, x3]

f [x2] f [x1, x2, x3]
f [x2, x3] · ·

f [x3] · · ·
· · · ·

L’intérêt principal de cet algorithme est qu’il ne nécessite pas de recalculer tous les coeffi-
cients du polynôme de Lagrange lorsqu’on ajoute un point d’interpolation.
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3.2 Approximation au sens des moindres carrés

On se donnem points distincts x1, . . . , xm de R etm valeurs numériques associées y1, . . . , ym.
Au lieu de chercher une fonction qui soit égale à yi en xi, on veut construire une courbe qui
passe aussi près que possible des valeurs yi.
L’exemple typique d’utilisation de ce type d’approximation est celui d’un modèle mathéma-
tique dépendant d’un certain nombre de paramètres que l’on souhaite ajuster à des mesures
par une fonction

φ =

n∑
j=1

ajwj (3.1)

où ai sont les paramètres à déterminer.
Soit (wj)

n
j=1 un ensemble de n fonctions réelles linéairement indépendantes définies sur un

intervalle contenant les points xi. On cherche une fonction U de la forme (3.1) telle que les
égalités soient approchées au � mieux �. Par exemple, on cherche une fonction U qui rend
minimum le nombre

m∑
i=1

( n∑
j=1

ajwj(xi)− yi
)2

lorsque (aj)
n
j=1 ∈ Rn.

On peut également écrire ceci sous la forme
Trouver ā = (āi) ∈ Rn tel que :
m∑
i=1

( n∑
j=1

ājwj(xi)− yi
)2

= inf
a∈Rn

m∑
i=1

( n∑
j=1

ajwj(xi)− yi
)2
,

Notons

E(a) =

m∑
i=1

( n∑
j=1

ajwj(xi)− yi
)2

= ‖Ba− y‖2,

où ‖ · ‖ est la norme euclidienne sur Rm, B est la matrice de coefficients bij = wj(xi) et y est
le vecteur de coefficients yi.

Théorème 3.2.1 Soit B une m × n–matrice avec m > n et y ∈ Rm. Une condition nécessaire et
suffisante pour que ā ∈ Rn réalise le minimum de la fonction E(a) est que

BTB ā = BTy.

Ce système admet toujours au moins une solution. Si rang(A) = n, la solution est unique.

Démonstration.
(i) Soit ā ∈ Rn tel que BTBā = BTy et soit a ∈ Rn. Notons par (·, ·) le produit scalaire dans
Rn, i.e.

(a, b) =

n∑
j=1

ajbj .
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On a

E(ā+ a) = (B(ā+ a)− y,B(ā+ a)− y)

= (Bā,Bā) + (Ba,Ba) + 2(Bā,Ba)− 2(Bā, y)− 2(Ba, y) + (y, y)

= (BTBā, ā) + (BTBa, a) + 2(BTBā, a)− 2(BTy, ā)− 2(BTy, a) + (y, y)

= −(BTy, ā) + (BTBa, a) + (y, y)

≥ (y, y)− (BTy, ā).

Or

E(a) = (Ba− y,Ba− y)

= (Ba,Ba)− 2(y,Ba) + (y, y)

= (y, y)− 2(BTy, a) + (BTBa, a)

= (y, y)− (BTy, a).

D’où
E(ā+ a) ≥ E(ā) pour tout a ∈ Rn.

(ii) Soit ā ∈ Rn tel que
E(ā) ≤ E(a) pour tout a ∈ Rn.

Le vecteur qui minimise E annule le gradient de E. On a pour tout k = 1, . . . ,m :

E(a) =

m∑
i=1

(
(Ba)i − yi

)2
=

m∑
i=1

( n∑
j=1

bijaj − yi
)2
.

Donc, pour tout k = 1, . . . ,m :

∂E

∂ak
= 2

n∑
i=1

n∑
j=1

bijbikaj − 2

m∑
i=1

bikyi

= 2 (BTBa−BTy)k.

D’où le résultat.
(iii) Le second membre BTy est orthogonal au noyau de la matrice BTB. Il existe donc tou-
jours une solution. Si rang(B) = n, la matrice BTB est inversible et la solution est donc
unique. ut
Ainsi, le problème de minimisation se ramène à la résolution du système linéaire

BTBa = BTy.

On dit alors que u est solution du système surdéterminé Ba = y au sens des moindres carrés.

Remarque 3.2.1 Prenons le cas où la fonction w est un polynôme de degré ≤ n− 1. Ainsi, wj(x) =
xj−1, 1 ≤ j ≤ n. Il est clair alors que la matrice A est de rang n et on a donc unicité du polynôme
d’approximation.
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Dérivation numérique

4.1 Introduction

Soit f une fonction de classe C1 sur R. La dérivée de f en un point x ∈ R est définie par

f ′(x) := lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

On se propose de trouver des méthodes numériques pour approcher cette dérivée, le calcul
effectif de la dérivée pouvant être soit impossible (dérivées intervenant dans des équations
différentielles par exemple), soit trop onéreux.
L’idée la plus immédiate est de calculer le quotient différentiel ci-dessus avec une valeur de
h “assez petite”, i.e., on pose

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
.

4.2 Erreur d’arrondi

Soit δ la précision relative de la machine (ex. : 7 chiffres significatifs =⇒ δ = 10−7). L’erreur
absolue sur l’évaluation d’une fonction f en un point x est de l’ordre de δ|f(x)|. Si h est
donné exactement, ainsi que x et x + h, on obtient une borne supérieure de l’erreur sur le
numérateur donnée par

δ|f(x+ h)|+ δ|f(x)| ≈ 2δ|f(x)|.

Ainsi l’erreur absolue sur le quotient différentiel sera donnée par

Ea ≈ 2δ

∣∣∣∣f(x)

h

∣∣∣∣ .
En reprenant l’exemple précédent (δ = 10−3), on a
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• Pour h = 0,1; Ea = 2× 10−3
49

0,1
= 0,98 ≈ 1.

• Pour h = 0,01; Ea = 2× 10−3
49

0,01
≈ 10.

L’expression de Ea montre clairement que pour que l’erreur soit petite, il faut que δ soit
petite — cela va de soi — et que |h| soit “grand”.

4.3 Erreur de troncature

Supposons f de classe C2. L’erreur introduite en remplaçant la dérivée par le quotient
différentiel peut être évaluée en utilisant la formule de Taylor. On écrit

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(x̃)
h2

2
, où |x− x̃| < |h|.

Ainsi

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− f ′′(x̃)

h

2
.

L’erreur de troncature pour des petites valeurs de |h| est définie par

Et =
|h|
2
|f ′′(x̃)|.

On en déduit qu’il faut que |h| soit suffisamment petit pour que Et soit petit et qu’il ne faut
pas qu’il soit trop petit pour que Ea ne soit pas trop grand ! ! !

Théorème 4.3.1 La quantité

E = 2δ

∣∣∣∣f(x)

h

∣∣∣∣+
|h|
2
|f ′′(x̃)|

est minimale pour

|h| = 2

√
δ

∣∣∣∣ f(x)

f ′′(x̃)

∣∣∣∣.
Démonstration. On pose

g(x) := 2δ
|f(x)|
s

+
s

2
|f ′′(x̃)| = a

s
+ bs

où
a = 2δf(x), b =

1

2
|f ′′(x̃)|.

On en déduit

g′(s) = 0⇐⇒ − a

s2
+ b⇐⇒ s =

√
a

b
.

Ainsi

|h| = 2

√
δ

∣∣∣∣ f(x)

f ′′(x̃)

∣∣∣∣. ut
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Exemple : On prend f(x) = x2 et δ = 10−3. On en déduit

f ′′(x) = 2, h =
√

2δf(x) =
√

2δ |x|.

Si x = 7, on a h = 10
√
δ ≈ 0,3. ut

Le quotient différentiel

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
est appelé différence décentrée à droite. De manière analogue, la formule de différence décentrée
à gauche est donnée par :

f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)

h
On peut prendre une différence centrée autour de x, i.e.

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h
.

Dans ce cas, l’erreur d’arrondi reste la même. Par contre, on modifie l’erreur de troncature.

Théorème 4.3.2 Si f est de classe C3 et de dérivées bornées jusqu’à l’ordre 3, on a pour tout x ∈ R :∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ h)− f(x− h)

2h

∣∣∣∣ ≤ h2

3
sup
y∈R
|f ′′′(y)|.

Démonstration. On se restreint au cas h > 0. On a par la formule de Taylor :

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

6
f ′′′(ξ), où ξ ∈ [x, x+ h],

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h

2
f ′′(x)− h3

6
f ′′′(η), où η ∈ [x− h, x].

Donc

f ′(x)− f(x+ h)− f(x+ h)

2h
= −h

2

6
(f ′′′(ξ) + f ′′′(η)) .

D’où le résultat. ut
On s’intéresse maintenant à la dérivée seconde. On utilise pour cela la formule :

f ′′(x) ≈
f ′(x+ h

2 )− f ′(x− h
2 )

h

≈ 1

h

(
f(x+ h)− f(x)

h
− f(x)− f(x− h)

h

)
=
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
.

On montre alors par les mêmes méthodes le résultat suivant :

Théorème 4.3.3 On suppose que f est de classe C4 et de dérivées bornées jusqu’à l’ordre 4. Alors on
a pour tout x ∈ R, la majoration :∣∣∣∣f ′′(x)− f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2

∣∣∣∣ ≤ h2

12
sup
x∈R
|f (4)(x)|.
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Intégration numérique

5.1 Généralités

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue, nous nous intéressons au calcul de l’intégrale∫ b

a

f(x) dx.

Soit a ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ b (n+ 1) points distincts pris dans l’intervalle [a, b] et soit p un
polynôme de degré inférieur ou égal à n, l’interpolant de Lagrange de f aux points (xi)

n
i=0.

On a donc

p(x) =

n∑
i=0

f(xi)Li(x), x ∈ [a, b]

où

Li(x) :=
(x− x0) . . . (x− xi−1) (x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1) (xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Notons

wi :=

∫ b

a

Li(x) dx.

Le calcul des wi est particulièrement aisé puisqu’il s’agit d’intégrales de polynômes. On peut
ainsi � approcher � l’intégrale

∫ b
a
f(x) dx par∫ b

a

p(x) dx =
n∑
i=0

wif(xi).

De façon générale, si (xi)
n
i=0 est une suite de (n+ 1) points de l’intervalle [a, b] appelés points

d’intégration numérique et si (wi)
n
i=0 est une suite de nombres réels appelés poids de la formule

d’intégration numérique, nous dirons que l’expression

I(f) :=

n∑
i=0

wif(xi)

est une formule d’intégration numérique pour f sur l’intervalle [a, b].
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Remarque 5.1.1 Si f est un polynôme de degré n, alors

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx.

Nous nous intéresserons donc aux formules d’intégration numérique qui sont exactes pour des po-
lynômes.

Nous allons maintenant donner un théorème général de majoration de l’erreur. Pour cela,
nous considérerons l’intégrale d’une fonction f : [a, b] → R, sur l’intervalle [α, β]. Nous
notons les points d’intégration numérique :

xi = α+ θi(β − α) 1 ≤ i ≤ m,

où 0 ≤ θi ≤ 1.

Théorème 5.1.1 On suppose que f ∈ Cn+1[a, b] et soient α, β ∈ [a, b] tels que a ≤ α < β ≤ b. On
suppose que la formule d’intégration numérique :

I(f) = (β − α)

m∑
i=1

wif(α+ θi(β − α))

est exacte pour des polynômes de degré n, i.e.

I(g) =

∫ β

α

g(x) dx pour tout g polynôme de degré n.

Alors, on a l’inégalité :∣∣∣ ∫ β

α

f(x) dx− I(f)
∣∣∣ ≤ (β − α)n+1

n !

(
1 +

m∑
i=1

|wi|θni
)∫ β

α

|f (n+1)(x)| dx.

Démonstration. Écrivons la formule de Taylor avec reste intégral pour x ∈ [α, β] :

f(x) =

n∑
i=0

f (i)(α)

i !
(x− α)i +

1

n !

∫ x

α

(x− y)nf (n+1)(y) dy.

Si

g(x) :=

n∑
i=0

f (i)(α)

i !
(x− α)i et r(x) :=

1

n !

∫ x

α

(x− y)nf (n+1)(y) dy,

on a f(x) = g(x) + r(x). Comme l’application f 7→ I(f) est linéaire on a :∣∣∣ ∫ β

α

f(x) dx− I(f)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ β

α

g(x) dx− I(g)
∣∣∣+
∣∣∣ ∫ β

α

r(x) dx− I(r)
∣∣∣.

Puisque g ∈ Pn, on a
∫ β
α
g(x) dx = I(g) et donc
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α

f(x) dx− I(f)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ β

α

r(x) dx− I(r)
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫ β

α

r(x) dx
∣∣∣+ |I(r)|

≤ 1

n !

∫ β

α

∫ x

α

|x− y|n|f (n+1)(y)| dy + |I(r)|

≤ 1

n !
(β − α)n+1

∫ β

α

|f (n+1)(y)| dy + |I(r)|.

Pour évaluer I(f) on est conduit à majorer

|r(α+ θi(β − α))| ≤ 1

n !

∫ α+θi(β−α)

α

|α− θi(β − α)|n|f (n+1)(y)| dy

≤ θni
n !

(β − α)n
∫ β

α

|f (n+1)(y)| dy.

Ainsi

|I(r)| =
∣∣∣(β − α)

m∑
i=1

wi r(α+ θi(β − α))
∣∣∣

≤ (β − α)n+1

n !

( m∑
i=1

|wi|θni
)∫ β

α

|f (n+1)(y)| dy. ut

5.2 Méthodes d’intégration numérique par morceaux

Au lieu d’augmenter le nombre de points d’intégration numérique pour augmenter la
précision, nous allons construire une subdivision de l’intervalle [a, b] :

a = x0 < x1 < . . . < xk−1 < xk = b,

en posant h = max0≤i≤k−1(xi+1 − xi) et utiliser une méthode d’ordre � peu élevé � sur
chaque intervalle [xi, xi+1]. La précision de la méthode d’intégration numérique ainsi construite
peut être déterminée en fonction de h.
Nous allons donner maintenant quelques exemples de formules d’intégration numérique
composées.

5.2.1 Formules des rectangles

On choisit si ∈ [xi, xi+1] et on remplace f sur [xi, xi+1] par le polynôme de degré 0 : p0(x) =
f(si). On a alors ∫ xi+1

xi

f(x) dx ≈ (xi+1 − xi)f(si)



28 5 Intégration numérique

et donc ∫ b

a

f(x) dx ≈
k−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f(si).

On peut ainsi choisir

si = xi : formule des rectangles à gauche,
si = xi+1 : formule des rectangles à droite,

si =
xi + xi+1

2
: formule du point milieu.

Théorème 5.2.1 On suppose f ∈ C1[a, b] et on note

I1h(f) =

k−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f(xi),

I2h(f) =

k−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f(xi+1),

I0h(f) =

k−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f
(xi + xi+1

2

)
.

Alors on a : ∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx− I1h(f)
∣∣∣ ≤ h∫ b

a

|f ′(s)| ds,∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx− I2h(f)
∣∣∣ ≤ 2h

∫ b

a

|f ′(s)| ds.

De plus, si f ∈ C2[a, b], on a∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx− I0h(f)
∣∣∣ ≤ 3

2
h2
∫ b

a

|f ′′(s)| ds.

Démonstration.
(i) Examinons d’abord le cas de I1h. Notons par gh la fonction définie par{

gh(x+i ) = f(xi) 0 ≤ i ≤ k,
gh|[xi,xi+1] = Const. 0 ≤ i ≤ k − 1.

On a clairement

I1h(f) =

∫ b

a

gh(x) dx.

On écrit
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a

f(x) dx− I1h(f)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ b

a

(f(x)− gh(x)) dx
∣∣∣

=
∣∣∣ k−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(f(x)− gh(x)) dx
∣∣∣

≤
k−1∑
i=0

∣∣∣ ∫ xi+1

xi

(f(x)− gh(x)) dx
∣∣∣.

Posons α = xi, β = xi+1 et Ih(f) = (β − α)f(α). On a∫ xi+1

xi

gh(x) dx = Ih(f)

qui est exact pour des polynômes de degré 0. Appliquons le théorème 5.1.1 avec m = 1,
w1 = 1, θ1 = 0 et n = 0. Nous obtenons∣∣∣ ∫ xi+1

xi

(f(x)− gh(x)) dx
∣∣∣ ≤ (xi − xi+1)

∫ xi+1

xi

|f ′(x)| dx

≤ h
∫ xi+1

xi

|f ′(x)| dx.

D’où le résultat.
(ii) Pour I2h, on prend gh(x−i ) = f(xi), 0 ≤ i ≤ k. On peut alors appliquer le théorème 5.1.1
avec α = xi, β = xi+1, Ih(f) = (β − α)f(β), m = 1, w1 = 1, θ1 = 1 et n = 0.
(iii) Pour I0h, on prend{

gh(x−i ) = f(xi), 0 ≤ i ≤ k,
gh|[xi,xi+1] est un polynôme de degré 1 0 ≤ i ≤ k − 1.

On a alors

I0h(f) =

∫ b

a

gh(x) dx.

On peut donc utiliser le théorème 5.1.1 avec a = xi, b = xi+1, m = 1, w1 = 1
2 , θ1 = 1

2 et n = 1.
On obtient ∣∣∣ ∫ xi+1

xi

(f(x)− gh(x)) dx
∣∣∣ ≤ (xi+1 − xi)2 ×

3

2

∫ xi+1

xi

|f ′′(x)| dx

≤ 3

2
h2|f ′′(x)| dx.

D’où le résultat. ut

5.2.2 Formule des trapèzes

Sur [xi, xi+1] on remplace f par le polynôme de degré 1 qui interpole f aux points xi et xi+1.
Donc :
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xi

f(x) dx ≈
∫ xi+1

xi

p1(x) dx =
xi+1 − xi

2
(f(xi) + f(xi+1)).

On en déduit ∫ b

a

f(x) dx ≈
k−1∑
i=0

xi+1 − xi
2

(f(xi) + f(xi+1)).

Théorème 5.2.2 On suppose que f ∈ C2[a, b] et on note

Ih(f) =

k−1∑
i=0

xi+1 − xi
2

(f(xi) + f(xi+1)).

Alors on a ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− Ih(f)

∣∣∣∣∣ ≤ 3

2
h2
∫ b

a

|f ′′(x)| dx.

Démonstration. On prend la même fonction gh que pour la formule du point milieu. Ainsi,
on a ∫ xi+1

xi

gh(x) dx =
xi+1 − xi

2
(f(xi) + f(xi+1)).

Cette formule est exacte pour des polynômes de degré 1. On applique alors le théorème 5.1.1
avec m = 2, α = xi, β = xi+1, w1 = w2 = 1

2 , θ1 = 0, θ2 = 1 et n = 1. On obtient∣∣∣∣∫ xi+1

xi

(f(x)− gh(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ 3

2
(xi+1 − xi)2

∫ xi+1

xi

|f ′′(x)| dx

≤ 3

2
h2
∫ xi+1

xi

|f ′′(x)| dx.

D’où le résultat. ut

5.2.3 Formule de Simpson

Cette formule est obtenue en faisant une moyenne pondérée de la formule des trapèzes avec
celle des rectangles.∫ b

a

f(x) dx ≈ 1

3

k−1∑
i=0

(
f(xi) + f(xi+1)

2
+ 2f

(
xi + xi+1

2

))
(xi+1 − xi).

Si la subdivision (xi)
k
i=0 est uniforme, i.e., xi+1 − xi = h pour tout i = 0, 1, . . . , k − 1 on a la

formule : ∫ b

a

f(x) dx ≈ h

6

(
f(x0) + 4

k−1∑
i=0

f

(
xi + xi+1

2

)
+ 2

k−1∑
i=1

f(xi) + f(xk)

)
,

qui est connue sous le nom de la formule de Simpson.
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Théorème 5.2.3 On suppose que f ∈ C4[a, b] et on note

Ih(f) =
1

3

k−1∑
i=0

(
f(xi) + f(xi+1)

2
+ 2f

(
xi + xi+1

2

))
(xi+1 − xi).

Alors ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− Ih(f)

∣∣∣∣∣ ≤ 5

24
h4
∫ b

a

|f (4)(x)| dx.

Démonstration. On utilise la même technique que pour les théorèmes 5.2.1 et 5.2.2 en notant
que sur [xi, xi+1] cette formule est exacte pour les polynômes de degré ≤ 3. ut
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Résolution d’équations algébriques non-linéaires

6.1 Généralités

Soit f : Rn → Rn une application. On s’intéresse à la résolution de l’équation algébrique

f(x) = 0. (6.1)

L’équation (6.1) est en fait un système d’équations algébriques non-linéaires. Pour résoudre
le système (6.1), on a généralement recours à des méthodes itératives. On se donne donc
une première approximation x(0) d’une solution de l’équation (6.1) et on construit une suite
d’itérés x(1), x(2), . . . , x(k), . . . qui converge vers un x̄ ∈ Rn vérifiant f(x̄) = 0.
Désignons par ‖ · ‖ la norme euclidienne sur Rn, i.e.

‖x‖ :=
( n∑
i=1

x2i

) 1
2

, x ∈ Rn.

Définition 6.1.1 Supposons la méthode itérative convergente, i.e., qu’il existe x̄ ∈ Rn tel que

lim
k→∞

‖x(k) − x̄‖ = 0.

On dira que la méthode itérative est d’ordre p (p ≥ 1) s’il existe une constante C, indépendante
de k, tell que

‖x̄− x(k+1)‖ ≤ C ‖x̄− x(k)‖p

(i) Si p = 1, on parle de convergence linéaire. Dans ce cas, on a convergence si C < 1.

(ii) Si p = 1, C = Ck, limk→∞ Ck = 0, on parle de convergence super-linéaire.

(iii) Si p = 2, on parle de convergence quadratique.

Notons que si une méthode itérative a une convergence quadratique alors cette conver-
gence est super-linéaire et si une méthode a une convergence super-linéaire alors elle est
nécessairement linéaire.
Une autre notion est nécessaire pour caractériser la convergence d’une méthode itérative.
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Définition 6.1.2

(i) On dit que la convergence est globale si pour tout choix de x(0) ∈ Rn, on a

lim
k→∞

‖x(k) − x̄‖ = 0. (6.2)

(ii) On dit que la convergence est locale s’il existe R > 0 tel que pour tout choix de x(0) ∈ Rn avec
‖x(0) − x̄‖ < R, on a (6.2).

Nous examinons maintenant quelques méthodes itératives.

6.2 Points fixes

Soit f : Rn → Rn et soit x tel que f(x) = 0. On veut transformer ce problème en recherche
de x tel que g(x) = x. Pour cela, on peut par exemple choisir

g(x) = f(x)− x,

ou
g(x) = x− λf(x) λ 6= 0.

Définition 6.2.1 On dit que x est un point fixe de g si on a g(x) = x.

Cette formulation permet de construire la méthode itérative suivante :{
x(0) ∈ Rn donné,

x(k+1) = g(xk), k = 0, 1, . . .
(6.3)

Supposons la fonction g continue. Alors si

lim
k→∞

‖x− x‖ = 0,

on obtient g(x) = x. D’où f(x) = 0.
Donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour la convergence de cette
méthode :

Théorème 6.2.1 Soit A ⊂ Rn → Rn où A est un ensemble fermé de Rn. On suppose que :

1. Pour tout x ∈ A, on a g(x) ∈ A,

2. La fonction g est strictement contractante, i.e. il existe une constante 0 ≤ C < 1 telle que

‖g(x)− g(y)‖ ≤ C ‖x− y‖ pour tous x, y ∈ A.

Alors la fonction g admet un point fixe unique. De plus, la méthode itérative (6.3) converge.
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Démonstration. Montrons d’abord l’unicité : On suppose pour cela l’existence de deux points
fixes x et y. On a

‖x− y‖ = ‖g(x)− g(y)‖ ≤ C ‖x− y‖.

Ceci est impossible car C < 1. D’où l’unicité du point fixe.
Considérons maintenant la suite de points (x(k)) construite par la méthode itérative (6.3), i.e.
telle que x(k+1) = g(xk). On a

‖x(k+1) − x(k)‖ = ‖g(x(k))− g(x(k−1))‖
≤ C ‖x(k) − x(k−1)‖
= Ck‖x(1) − x(0)‖

Puisque C < 1, on obtient
lim
k→∞

‖x(k+1) − x(k)‖ = 0.

Ceci implique
lim

k,`→∞
‖x(k) − x(`)‖ = 0.

Ainsi (x(k) est une suite de Cauchy de Rn. Elle converge donc vers un x ∈ Rn. On a donc, par
continuité de g, g(x) = x. Nous avons ainsi montré l’existence du point fixe et la convergence
de la méthode itérative (6.3) vers x. ut

6.3 Cas d’une équation non-linéaire

On s’intéresse maintenant au cas d’une seule équation (n = 1), i.e. où f : R→ R.

6.3.1 Méthode de la bisection ou dichotomie

Supposons disposer de deux approximations a et b d’une solution x̄ de l’équation f(x) = 0.
Supposons, en outre, que f(a) f(b) < 0, i.e. f change de signe entre a et b et posons x(0) =
(a+ b)/2. L’algorithme est le suivant :

Pour k = 0, 1, 2, . . .

si f(x(k)) = 0, stop (x̄ = x(k))

si f(a) f(x(k)) < 0, b := x(k)

sinon a := x(k)

x(k+1) := (a+ b)/2

Fin k

On appelle cet algorithme méthode de la bisection ou dichotomie.

Théorème 6.3.1 Soit a, b ∈ R tels que f(a) f(b) < 0. Alors la méthode de la bisection converge. De
plus, la convergence est linéaire.
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6.3.2 Méthode Regula Falsi ou “fausse position”

Au lieu de prendre le milieu de l’intervalle [a, b] comme dans la méthode de bisection, on
définit un point c par la relation

f(b)

b− c
=

f(a)

a− c
.

D’où

c =
f(a)b− f(b)a

f(a)− f(b)
.

Théorème 6.3.2 On suppose la fonction f de classe C2 et que x̄ est une racine simple de f (i.e.
f(x̄) = 0 et f ′(x̄) 6= 0). Alors, la convergence de la méthode est locale et super-linéaire. Si la racine
x̄ est double (f(x̄) = f ′(x̄) = 0), la convergence est seulement linéaire.

6.3.3 Méthode de Newton

On suppose que la fonction f : R → R est deux fois dérivable et qu’il au moins un point x
tel que f(x) = 0. La méthode de Newton est définie par les itérations :

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f ′(x(k))
, k = 0, 1, . . .

En d’autres termes, pour k donné, x(k) est l’abscisse du point d’intersection de la tangente
au point (x(k), f(x(k))) avec l’axe Ox.

Théorème 6.3.3 On suppose que x(0) est choisi � assez proche � de x̄ et que f ′(x) 6= 0 pour x dans
un voisinage de x̄. Alors la méthode de Newton converge. De plus, la convergence est quadratique.

Le théorème précédent montre que la convergence de la méthode de Newton est locale.

Remarque 6.3.1 Il est possible d’obtenir une variante de cette méthode en considérant l’approxima-
tion de la dérivée par un quotient différentiel. On définit ainsi

f ′(x) ≈ f(x(k))− f(x(k−1))

x(k) − x(k−1)
.

On obtient la méthode itérative :

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f(x(k))− f(x(k−1))
(x(k) − x(k−1)),

appelée méthode de la corde. On peut alors montrer qu’il s’agit de la méthode Regula Falsi.
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6.4 Cas d’un système d’équations

On considère maintenant d’un système de n équations algébriques. Considérons donc la cas
d’une fonction f : Rn → Rn. On se limitera ici à la description de la méthode de Newton.
Celle-ci peut se généraliser de la manière suivante :
L’équation algébrique f(x) = 0 peut s’écrire sous la forme :

f1(x1, . . . , xn) = 0,

f2(x1, . . . , xn) = 0,

...
fn(x1, . . . , xn) = 0.

On écrit la méthode de Newton pour une fonction fi : Rn → R :

∂fi
∂xj

(x(k)) δx(k) = −fi(x(k)),

x(k+1) = x(k) + δx(k), k = 0, 1, . . .

La méthode fait ainsi intervenir la matrice∇f(x) définie par

(∇f(x))ij =
∂fi
∂xj

(x) 1 ≤ i, j ≤ n.

On peut donc écrire la méthode de Newton pour chercher le zéro d’une fonction f sous la
forme suivante : 

x(0) ∈ Rn donné,

(∇f(x(k))) δx(k) = −f(x(k)),

x(k+1) := x(k) + δx(k).

On doit donc résoudre, à chaque itération k, un système linéaire faisant intervenir une ma-
trice dépendant de l’itération k.

Théorème 6.4.1 Soit f : Rn → Rn et soit x̄ ∈ Rn tel que

f(x̄) = 0.

On suppose que la matrice∇f(x̄) est inversible. Alors, il existe un réel r > 0 tel que si ‖x̄−x(0)‖ < r
alors la méthode de Newton converge vers x̄. De plus, on a

‖x̄− x(k)‖ ≤ C ‖x̄− x(k−1)‖2 ∀ k > 0.

Remarque 6.4.1 Cet algorithme peut se révéler assez coûteux. Pour cela, on peut utiliser la méthode
de Newton modifiée où la matrice ∇f(x(k)) est remplacée par la matrice ∇f(x(0)). Dans ce cas, la
convergence est seulement linéaire.
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Schémas numériques pour les équations différentielles

7.1 Introduction

On se donne une fonction continue

f : Rm × [0, T ]→ Rm

et on cherche une fonction y : t ∈ [0, T ] 7→ y(t) ∈ Rm de classe C1 telle que{
y′(t) = f(y(t), t) pour tout t ∈]0, T ],

y(t0) = g,
(7.1)

où (g, t0) ∈ R× [0, T ] est donné. Dans les applications, la variable t désigne souvent le temps
et le problème ci-dessus décrit l’évolution d’un système (physique, mécanique, . . .) au cours
du temps. Nous adopterons ainsi le choix t0 = 0.
On dit que l’équation (7.1) est du premier ordre parce qu’elle fait intervenir la première dérivée
de la fonction inconnue. Notons qu’en fait l’équation (7.1) est un système différentiel qui peut
s’écrire sous la forme :

y′1(t) = f1(y1(t), . . . , ym(t), t),

y′2(t) = f2(y1(t), . . . , ym(t), t),

. . . ,

y′m(t) = fm(y1(t), . . . , ym(t), t).

(7.2)

Ci-dessus, fi désigne une fonction fi : Rm × [0, T ]→ R.

Théorème 7.1.1 On suppose qu’il existe une constante L telle que

|f(y, t)− f(x, t)| ≤ L |y − x| pour tout x, y ∈ Rm, pour tout t > 0.

Alors, le problème (7.1) admet une solution unique.

Dans le théorème précédent, | · | désigne une norme sur Rm.
Exemple. Considérons l’exemple du système différentiel linéaire :
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y′(t) = A(t) y(t) 0 < t ≤ T,
y(t0) = g,

où A est une matrice carrée d’ordre m dépendant continûment de t, et g ∈ Rm. Clairement la
fonction f est donnée par f(y, t) = Ay. On montre ainsi aisément que cette fonction vérifie
l’hypothèse du théorème 7.1.1.

Remarque 7.1.1 Pour résoudre le problème (7.1), on peut écrire

y(t) = g +

∫ t

0

f(y(s), s) ds t ∈]0, T ]

et ramener le problème de l’approximation numérique à un problème d’intégration numérique.

Dans tout ce qui suit, on suppose que f satisfait les hypothèses du théorème 7.1.1. De plus,
on considérera le cas d’une seule équation différentielle (m = 1).
Une méthode numérique consiste à choisir des points

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn < . . .

dans l’intervalle [0, T ] et à se donner un schéma numérique permettant de calculer des va-
leurs yn ∈ R qui sont des approximations des vecteurs y(tn), n = 1, 2, . . .
Pour simplifier la présentation, on se donne une subdivision uniforme de l’intervalle [0, T ] :

tn = nh où h =
T

N
pour tout n = 0, 1, . . . , N.

7.2 Méthodes d’Euler

Pour approcher la dérivée y′(t) en t = tn, nous posons

y′(tn) ≈ yn+1 − yn
tn+1 − tn

=
yn+1 − yn

h
,

ou
y′(tn) ≈ yn − yn−1

h
.

On est ainsi conduit aux deux schémas suivants :
- Schéma d’Euler progressif (forward) :

yn+1 − yn
h

= f(yn, tn), n = 0, 1, . . . , N − 1,

y0 = g.

- Schéma d’Euler rétrograde (backward) :
yn+1 − yn

h
= f(yn+1, tn+1), n = 0, 1, . . . , N − 1,

y0 = g.
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Notons que le premier schéma est explicite, i.e., il permet d’obtenir directement yn+1 à partir
de yn. Le deuxième schéma est dit implicite ; il se ramène à la résolution d’un problème non-
linéaire pour chaque n. Ceci nécessitera de choisir une méthode numérique pour résoudre
une équation algébrique non-linéaire pour chaque n.

Définition 7.2.1 On dit que les schémas d’Euler progressif et rétrograde sont des schémas à un pas
puisqu’ils ne font intervenir les solutions approchées qu’aux points tn et tn+1. De plus, on appelle h
le pas de temps.

7.2.1 Le schéma d’Euler progressif

Nous allons introduire une nouvelle notion : la consistance. Nous voulons mesurer avec
quelle précision la solution exacte vérifie le schéma numérique. Nous appellerons erreur de
troncature en t = tn la quantité

εnh =
y(tn+1)− y(tn)

h
− f(y(tn), tn).

On dira qu’un schéma est consistant si

lim
h→0

max
0≤n≤T/h

|εnh| = 0.

Dans ce qui suit, on notera par en l’erreur en t = tn, i.e. en := y(tn)− yn.

Lemme 7.2.1 On a l’inégalité

|en+1| ≤ (1 + Lh)|en|+ |εnh|h.

Démonstration. On a

y(tn+1) = y(tn) + hf(y(tn), tn) + εnhh,

yn+1 = yn + hf(yn, tn).

D’où par soustraction :

en+1 = en + εnhh+ h (f(y(tn, tn)− f(yn, tn)).

Donc
|en+1| ≤ |en|+ |εnh|h+ Lh |y(tn)− yn|. ut

Lemme 7.2.2 On suppose que la solution y est de classe C2 (ou que f est de classe C1 en la première
variable), alors on a

|εnh| ≤
h

2
sup

0≤t≤T
|y′′(t)|.
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Démonstration. La formule de Taylor donne :

y(tn+1) = y(tn) + h y′(tn) +
h2

2
y′′(tn + s),

où s ∈ [0, h]. D’où

εnh = y′(tn) +
h

2
y′′(tn + s)− f(y(tn), tn) =

h

2
y′′(tn + s). ut

Lemme 7.2.3 Soient θn et αn deux suites de réels positifs vérifiant

θn+1 ≤ (1 + Lh)θn + αn 0 ≤ n ≤ N − 1.

Alors on a

θn ≤ eLnhθ0 +

n−1∑
j=0

e(n−j−1)Lhαj 0 ≤ n ≤ N − 1. (7.3)

Démonstration. On va montrer ce résultat par récurrence. Supposons que la relation (7.3) soit
vraie pour n ≤ k. Pour n = 1, on a par hypothèse :

θ1 ≤ (1 + Lh)θ0 + α0.

Puisque 1 + x ≤ ex pour tout x ∈ R, on a

θ1 ≤ eLhθ0 + α0,

qui est bien l’inégalité voulue pour n = 1.
Supposons que

θn ≤ eLnhθ0 +

n−1∑
j=0

e(n−j−1)Lhαj 0 ≤ n ≤ k,

et montrons cette inégalité pour n = k + 1. On a par hypothèse :

θk+1 ≤ (1 + Lh)θk + αk

≤ eLhθk + αk

≤ eLh
eLkhθ0 +

k−1∑
j=0

e(k−j−1)Lhαj

+ αk

= e(k+1)Lhθ0 +

k−1∑
j=0

e(k−j)Lhαj + αk

= e(k+1)Lhθ0 +

k∑
j=0

e(k−j)Lhαj . ut

Les lemmes précédents permettent d’obtenir le résultat suivant :
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Théorème 7.2.1 On suppose que la solution y(t) est de classe C2. Alors, il existe une constante C
indépendante de h telle que

|y(tn)− yn| ≤ Ch n = 1, . . . , N.

Démonstration. Par les lemmes 7.2.1 et 7.2.2, on obtient

|en+1| ≤ (1 + β) |en|+ Ch2 sup
0<t≤T

|y′′(t)|.

Par ailleurs, en utilisant le lemme 7.2.3 avec θn = |en|, αn = Ch2 sup0<t≤T |y′′(t)| et β = Lh,
et en notant que θ0 = 0,

|en| ≤ Ch2
n−1∑
j=1

e(n−j−1)Lh sup
0≤t≤T

|y′′(t)|

≤ C ′h sup
0≤t≤T

|y′′(t)|.

Ceci achève la démonstration. ut

On dit que la méthode d’Euler progressive est d’ordre 1. En effet, nous avons montré que
cette méthode est convergente puisque

lim
h→0

max
0≤n≤T/h

|y(tn)− yn| = 0.

7.2.2 Schéma d’Euler rétrograde

Rappelons que ce schéma s’écrit :
yn+1 − yn

h
= f(yn+1, tn+1) 0 ≤ n ≤ N − 1,

y0 = g,

où yn est une approximation de y(tn). Nous obtenons donc un problème non-linéaire à
résoudre pour chaque n. On peut alors montrer que ce schéma est aussi d’ordre 1.

7.2.3 Schéma de Crank-Nicolson

Ce schéma est donné par :
yn+1 − yn

h
=

1

2
(f(yn, tn) + f(yn+1, tn+1)), 0 ≤ n ≤ N − 1,

y0 = g,

Ici aussi, on a à résoudre un problème non-linéaire pour chaque n = 0, . . . , N − 1.
On montre alors (Voir exercices) que ce schéma, dit de Crank-Nicolson est d’ordre 2, i.e.,

max
0≤n≤T/h

|y(tn)− yn| ≤ Ch2,

si la fonction y est de classe C3.
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7.3 Autres schémas numériques

Nous présentons maintenant quelques schémas numériques d’ordre supérieur.

7.3.1 Méthodes basées sur la formule de Taylor

Supposons la fonction f assez régulière, on peut écrire :

y(tn+1) = y(tn + h)

= y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + · · ·+ 1

k!
hky(k)(tn) +

1

(k + 1)!
hk+1y(k+1)(ξn),

où ξn ∈ [tn, tn+1]. On peut donc écrire pour h suffisamment petit :

y(tn+1) ≈ y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + · · ·+ 1

k!
hky(k)(tn).

Pour k = 1, on retrouve le schéma d’Euler progressif car y′(tn) = f(yn, tn).
Pour k = 2, on obtient

y(tn+1) ≈ y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn).

On a y′(tn) = f(y(tn), tn). Pour évaluer y′′(tn), on dérive l’équation différentielle :

y′′(t) =
∂f

∂t
(y(t), t) +

∂f

∂y
(y(t), t)y′(t).

Puisque y′(tn) est approché par f(yn, tn), on peut écrire :

y′′(tn) ≈ ∂f

∂t
(yn, tn) +

∂f

∂y
(yn, tn)f(yn, tn).

D’où le schéma :

yn+1 = yn + hf(yn, tn) +
h2

2

(
∂f

∂t
(yn, tn) +

∂f

∂y
(yn, tn)f(yn, tn)

)
. (7.4)

Théorème 7.3.1 On suppose que la fonction f est de classe C3 (en y et en t). Alors, le schéma (7.4)
vérifie :

max
1≤n≤T/h

|y(tn)− yn| ≤ Ch2.

On appelle alors ce schéma : schéma de Taylor d’ordre 2.



7.5 Équations différentielles d’ordre 2 45

7.3.2 Méthodes de Runge-Kutta

Il s’agit de schémas numériques de résolution d’équations différentielles où chaque pas de
temps est décomposé en sous pas. À titre d’exemple, nous donnons ici deux schémas. Le
premier est un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 2, appelé aussi schéma de Heun. Il est
donné par :

ỹn+1 = yn + hf(yn, tn),

yn+1 = yn +
h

2

(
f(yn, tn) + f(ỹn+1, tn+1)

)
.

Le second schéma est la méthode de Runge-Kutta classique (dite RK4) s’écrit :

yn,1 = yn +
h

2
f(yn, tn),

yn,2 = yn +
h

2
f(yn,1, tn +

h

2
),

yn,3 = yn + hf(yn,2, tn +
h

2
),

yn+1 = yn +
h

6

(
f(yn, tn) + 2f(yn,1, tn +

h

2
) + 2f(yn,2, tn +

h

2
) + f(yn,3, tn+1)

)
.

On montre que cette méthode est d’ordre 4.

7.4 Systèmes différentiels d’ordre 1

On s’intéresse maintenant au cas des systèmes différentiels, i.e., oùm > 1. Le schéma d’Euler
s’écrit naturellement :{

yn+1
i = yni + hfi(y

n
1 , . . . , ym, tn) 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ n ≤ N − 1,

y0i = gi 1 ≤ i ≤ m.

La résolution est donc explicite. De même le schéma d’Euler rétrograde s’écrit :{
yn+1
i = yni + hfi(y

n+1
1 , . . . , yn+1

m , tn+1) 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ n ≤ N − 1,

y0i = gi 1 ≤ i ≤ m.

Ici le schéma est implicite. En effet, on résout, pour chaque n, un système d’équations
algébriques non-linéaires.

7.5 Équations différentielles d’ordre 2

Considérons, dans le cas m = 1, l’équation différentielle du second ordre suivante :
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y′′(t) = f(y(t), y′(t), t), 0 < t ≤ T,
y(0) = a,

y′(0) = b.

Pour résoudre numériquement ce problème, deux approches sont possibles :

1. On approche les dérivées première et seconde par des quotients différentiels.

2. On se ramène à un système différentiel du premier ordre. Pour cela, introduisons la nou-
velle inconnue z(t) = y′(t). Notre équation différentielle devient :

z′(t) = f(y(t), z(t), t), 0 < t ≤ T,
y′(t) = z(t), 0 < t ≤ T,
y(0) = a,

z(0) = b.

On a ainsi transformé une équation différentielle du second ordre en un système de deux
équations différentielles du premier ordre.
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4. J. Rappaz et M. Picasso. Introduction à l’analyse numérique. Presses Polytechniques et Universitaires
Romandes, 1998.

5. B. Lucquin et O. Pironneau. Introduction au Calcul scientifique. Dunod, 1996.
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