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I Espaces affines, sous-espaces affines

A Espaces affines

Définition A.1. Un espace affine (sur R) est un triplet (X, X, ®) oil :

o X est un ensemble non vide

° ()_f, +, ) est un R-espace vectoriel

o @ est une application de X x X dans X vérifiant les axiomes :
(A1) pourtousx € X,{ € X, ij € X, ona ®(f,®(7f,x)) = ®({ +17,x);
(A2) pour tous x, y € X, il existe un et un seul { € X tel que y = ®(, x).

Définition A.2. Les éléments de X sont appelés les points de l'espace affine, les éléments de X sont appelés les vecteurs
de U'espace affine, X est dit direction de (X, X, ®).

Remarque A.3. Si y = ®(,x), I'axiome (A2) dit qu’il n’existe pas d’autre vecteur 7 tel que y = ®(7, x). Le
vecteur { est déterminé par (x,v), et on le note x7.

Remarque A.4. Soit { € X. L'application ®(,-) : X — X correspond a une translation (celle de vecteur 7). On
note donc ®(Z,-) = tz.
L'axiome (A1) est alors équivalent a :

Vg S X,Vﬂ € X, tZOtﬁ = tz+ﬁ,

et ’axiome (A2) est équivalent a

Vx,y € X, 7 € X tel que y = tz(x).

Exemples A.5. (a) Soit X un R-espace vectoriel. On prend X = X et ®(Z,x) = x + { pour tous x,{ € X.
(b) On pose:
e X ={(x,1);x € R}; notons que X C R? nest pas un sous-espace vectoriel de R?.
e X = {(a,0);a € R}, qui est un sous-espace vectoriel de R2.
e &:Xx X=X, ((a0),(x,1)) — (x+a,1) est la restriction de I’addition usuelle de R?.
Notons qu’on peut aussi écrire, par exemple, X = {(3,1) + («,0) | « € R}.
(c) On pose:
e X={(x,y) eREx+y=1}.
e X ={(n,B) € R%La+ B =0} qui est un sous-espace vectoriel de R?.
e &:Xx X=X, ((&,B),(x,y)) — (x+a,y+ p) estlarestriction de I'addition usuelle de R?.
Notons que 1’on peut aussi écrire, par exemple, X = {(1/2,1/2) + (&, —«) | « € R}.
(d) Onpose:
e X ={(xy,1) € R3x,y € R} (géométriquement il s’agit d’un plan horizontal).
e X ={(a,B,0);a B € R} quiest un sous-espace vectoriel de R? (plan vectoriel horizontal).
e &: X x X — X estla restriction de I'addition usuelle de R®.
Notons que 1'on peut écrire, par exemple, X = {(1,1,1) + («,8,0) | «, B € R}.
(e) Les exemples ci-dessus sont tous de la méme forme :

e on se donne un IR-espace vectoriel F, ify € F, X un sous-espace vectoriel de F;



e on considere X = {ii + iip;ii € X}, et ® est la restriction 2 X x X de I'addition des vecteurs de F :
(7, iy + if) = ilp+ i + T.

Un cas particulier est celui oti ilp = 0. Dans ce cas, X = )_f, i.e. tout espace vectoriel est muni d"une structure

d’espace affine. Ainsi R, R? et R" (pour tout n € IN*) sont des R-espaces affines (ce résultat est celui donné

par 'exemple (a)).

Convention : Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on notera a présent X un espace affine (X, X, ®). De plus,
au lieu de noter ®(, x) on notera x 4 . On a donc en particulier y = x + x_y> pour tous x,y € X.

Attention, il ne faut pas confondre ce symbole + avec la loi additive sur X. Notons aussi que l'on ne peut
pas ajouter des points de X.

Proposition A.6. (régles de calcul) Soit (X, X, ®) un espace affine.
(i) Pourtousx,y,z € X,ona x_y> + y? =x (Relation de Chasles).

(ii) Pour toutx € X, on a X% = 0. Donc x = x + 0. Plus précisément, pour tous x, ¥y € X, on a x_y> =0siet
seulement si x = y.

(iif) Pour tous x,y € X, x_>y = —ﬁ.
(iv) Pourtousx,y,z t € X, x_y> = E? si et seulement si ;t> = ]/7 .
(v) Pourtousx,y,z € X, Jc_y> = z_y> — ZA.

(vi) Soit xg € X fixé. On définit @y, : X — X par y 3@. Cette application est une bijection de X dans X
et sa bijection réciproque est ®(-, xp).

Démonstration. (i) Onax + (x + y2) = (x + xy) + yZ par l'axiome (A1). D'ot x + (X + y2) = y + % = z.
Par I’axiome (A2), on a alors x_y> +yz = xz.
(if) D’apres la relation de Chasles, on a X%+ x4 = x%. Donc x¥ = 0, et x = x + 0.
Si@zﬁ,onay:x+@:x+6:x.
Enﬁn,six:y,onax_y> = x% =0.
(iii) x_y>+y7 :Jﬁv:f)‘.Doncx_y> = —ﬁ.
(iv) Ona x_y> =i + %4 + z_>y D’ou Jc_]>/ + y? =t + 2. Do le résultat.
v) z_y>fz_>x:z_y>+ﬁ:x_y>.

(vi) Ona pour touty € X,
D (-, x0) © O, (y) = (-, x0) (X0¥)) = X0+ X0 =y

Soit ii € X. On sait qu'il existe y € X tel que y = xg + ii. Alors

Oy 0 (-, X0) (i) = Oy (%0 + ) = Oxy(y) = Xy = . O

Sous-espaces affines

Définition B.1. Soit (X, X, ®) un espace affine et soit Y une partie non vide de X. On dit que Y est un sous-espace
affine de (X, X, ®) s'il existe un sous-espace vectoriel Y de X tel que le triplet (Y, Y, |y, ) soit un espace affine. Le

sous-espace Y est alors appelé direction de Y.

Propriété B.2. Soit (X, X, ®) un espace affine. Soient xy € X et E un sous-espace vectoriel de X. Alors Y :=
xo+E:= {xo+1i | i €E} estun sous-espace affine de (X, X, ®) de direction Y = E.

Démonstration. Montrons que (Y, E, CID‘ ExY) est un espace affine :

o Y #£ T (xg€Y).
e l'application CID‘ £y est bien a valeurs dans Y.

e "axiome (A1) est vérifié car X est un espace affine.



e Vérifions 1’axiome (A2) : soient yg € Y ety € Y. Par définition, il existe IZl: € Eetd € E tels que yp = x + il et
y = xo + 0. Comme X est un espace affine, il existe un et un seul @ € X tel que y = yo + @. Il faut montrer
que W € E
Oronaaussiy = yo — il + 7. Donc @ = & — if € E. Donc pour tous yg € Y, y € Y, il existe un et un seul
W € E tel que yg = y + @ : 'axiome (A2) est vérifié. O

Proposition B.3. Soit (X, X, ®) un espace affine

(i) Soit Y une partie non vide de X. S'il existe yo € Y tel que {7 | ye Y} soit un sous-espace vectoriel
de X, alors Y est un sous-espace affine de (X, X, ®) de direction Y = {ijof;y € Y}.

(ii) Soit Y un sous-espace affine de (X, X, ®). Alors pour tout y; € Y, on a

Y={ny|yeY}, et Y=y +7.

Démonstration. (i) Montrons que Y = yo+ {0y | y € Y}. Linclusion yo + {ijof | v € Y} C Y est évidente
puisque yo + Yoy = y € Y. Soity € Y. Alors y = yo + yolj, donc Y C y0+{ﬁ | ye Y}

D’apres la propriété précédente, puisqu 7 | ¥ € Y} est un sous-espace vectoriel de X, Y est un
sous-espace affine de X. Sa direction est {ﬁ/ | ye Y}
(ii) Soity; € Y. Montrons que Y = (i | y e Y} :

e Montrons que 5% - {ﬂ lyeY):siT e 7 posons y := y; + 7. Alors y € Y puisque Y est un
sous-espace affine. Donc 7 = 17 € {ﬂ | ye Y}

o Montlgns que {iny | ye Y} C Y - soit iy € {y17 | y € Y} avecy € Y. Alors il existe un unique
W e Y tel quey =1vy; + W (puisque Y est un sous-espace affine de X), et donc ﬁ W e Y.

Finalement, on peut montrer comme au début de la proposition que Y = y; + {m lyeY}=y1+ 7
O

Remarque B.4. Tout sous-espace affine est de la forme Y = xp + Y, o1 Y est un sous-espace vectoriel de X et

ot xg est un point de X.Si Y = {0}, on obtient une partie réduite a un point. Donc pour tout x € X, le singleton
{x} est un sous-espace affine de X.

Remarque B.5. On peut avoir une partie Z de X pour laquelle {zl_zz) | z1 € Z,zp € Z} est un sous-espace
vectoriel de X sans que Z soit un sous-espace affine de X. On peut considérer 'exemple X = X = R et
Z =[0,+c0[.Ona{zz5 | z1 € Z,zp € Z} = R. Si Z était un sous-espace affine de X, sa direction serait X,
donc R, et on aurait Z = z; + X = X.

Exemple B.6. Soit X = {(x,y,1) | x,y € R} C R®et X = R On définit® : X x X — X par ((t,5), (x,y,1)) —
(x +t,y+s5,1). On vérifie que (X, X, @) est bien un espace affine.

Soit Y = {(x,x,1) | x € R} C X.On lui associe Y = {(t,t) | t € R}. Alors Y = (0,0,1) + Y par exemple,
avec Y sous-espace vectoriel de X et (0,0,1) € Y, donc Y est une sous-espace affine de X.

Remarque B.7. SiY; et Y, sont deux sous-espaces affines de X tels que Y7 C Y», alors Y: C Yo
La réciproque est fausse. On peut avoir 171 - }72 et Y1 NY,; = @. Par exemple, c’est le cas si X = X = R?,
Yi=Y,={(x0) | xeR},Y;={(x,1) | xeR}, Yo ={(x,2) | x € R}.

Proposition B.8. Soit (A;);c; une famille de sous-espaces affines d’un espace affine X. Alors NjcA; est soit
vide, soit un sous-espace affine de X de direction Njc1A;.

Démonstration. Supposons que Nie1A; # . Soit a € N;crA;. Alors, pour tout x € N;crA;, ona at € A pour
touti € [, i.e. at € ﬂlgA D’ou NjeA; C a—l—ﬁlE[A

Pour linclusion réciproque, supposons que y € a + N;c;A;. Alors a]/ € NierA;, donc a]/ € A pour tout
i € I.Comme a € A; pour tout i, on a donc y € A; pour tout i, et donc y € NjcA;.

Donc NjcfA; =a+ ﬁleIA

Enfin, on sait que N;c A; est un sous-espace vectoriel de X. On conclut par la propriété B.2. O



Remarque B.9. La réunion de deux sous-espaces affines n’est pas en général un sous-espace affine.

Définition B.10. Soit Y une partie non vide d’un espace affine X. On appelle sous-espace affine engendré par ), et
'on note aff()), le plus petit sous-espace affine de X contenant ). C’est l'intersection de tous les sous-espaces affines de
X contenant ).

Définition B.11. Si la direction X d'un espace affine (X, X, ®) est de dimension finie, on dit que I'espace affine
(X, X, D) est de dimension finie, et I'on pose dim X := dim X.

Définition B.12. (i) Un point est un espace affine de dimension 0.
(ii) Une droite affine est un espace affine de dimension 1.
(ii7) Un plan affine est un espace affine de dimension 2.

(iv) Soit X un espace affine de dimension finie n. Un hyperplan affine est un sous-espace affine de X de dimension
n—1

Définition B.13. Soit X un espace affine. On dit que :
(i) les points ay, . ..,a, de X sont alignés s'ils appartiennent tous a une méme droite affine de X.
(ii) les points ay, . ..,a, de X sont coplanaires s’ils appartiennent tous a un méme plan affine de X.

(iii) les droites A, . .., Ay de X sont concourantes si elles ont un unique point commun, i.e. Ay N...N Ay est un point.
Dans le cas de deux droites (soit n = 2), on dit parfois sécantes.

Proposition B.14. (1) Par deux points distincts a et b de X passe une droite affine et une seule. C'est le
sous-espace affine engendré par les deux points. Notation : (ab).

(2) Par trois points non alignés a, b et ¢ d'un espace affine passe un plan et un seul. C’est le sous-espace
affine engendré par les trois points. Notation : (abc).

(3) Par deux droites concourantes passe un plan et un seul.
Par deux droites sans point commun ayant la méme direction passe un plan et un seul.

(4) Une droite qui a deux points dans un plan est contenue toute entiere dans ce plan.

Parallélisme

Définition C.1. Soient A et B deux sous-espaces affines d'un espace affine X de directions A et B. On dit que :
(i) A est parallele a B si A = B. Notation : A//B.
(ii) A est faiblement paralléle i B si A C B. Notation : A </B.

Remarque C.2. Si A est un sous-espace affine de X, alors A est parallele a A, et A est faiblement parallele a X.

Théoreme C.3. Soit X un espace affine.
(i) Deux sous-espaces affines paralleles sont disjoints ou égaux.
(ii) SiA </Balors ACBouANB=a.
(iif) Ona A </B si et seulement si A est parallele a un sous-espace affine de B.

(iv) Soit A unsous-espace affine de X et b un point de X. Alors il existe un unique sous-espace affine passant
par b et parallele a A.

Démonstration. (i) Soient A et B deux sous-espace affines paralleles. Alors A = B. Supposons que AN B # @,
etsoitp € ANB.AlorsB=p+B=p+A=A.



(i) Soient A et B deux sous-espace affines avec A faiblement parallele a B. Alors A C B. Supposons que

ANB # @, etsoitp € ANB. Alors A = p+AQ p+B=B.

(iti) ® Supposons que A </B.Onadonc A C B.Soitb € B. Alors b+ A est un sous-espace affine de B = b+ B,
et il est paralléle a A.

e Réciproquement, supposons que A soit parallele & un sous-espace affine de B. Alors il existe b € B tel
que b + A soit un sous-espace affine de B. La direction de ce sous-espace est donc contenue dans celle
de B, i.e. A C E, etdonc A </B.

(iv) Soit B un sous-espace affine de X passant par b et parallele a A. Alors la direction de B est A, et comme

b€ BonaB = b+ A. On en déduit 'unicité. De plus, comme b + A est un sous-espace affine de X
passant par b et parallele a A, on a bien I’existence. O

Remarque C.4. On a retrouvé 1'axiome des paralleles : par un point donné passe une droite et une seule
parallele a une droite donnée.

Remarque C.5. Les réciproques de (i) et (ii) sont fausses.

Exemple C.6. X = X = R* et ® est I'addition usuelle.
On pose :

e Ay ={(x,0,1,0) | x € R}, droite de direction Ay = {(x,0,0,0) | x € R}.
e Ay ={(x,4,2,5) | x € R}, droite de direction A, = A).
e A;={(0,4,2,1) | y € R}, droite de direction Ay = {(0,4,0,0) | y € R}.

Les droites A; et A sont paralleles et disjointes. On a A} N Az = & et Ag et Az ne sont pas paralleles.
On pose :

e P, ={(x,4,1,0) | x,y € R} plan de direction P, = {(x,1,0,0) | x,y € R}.
e P, ={(x,y,2,5) | x,y € R} plan de direction P, = P}.
e P;=1{(x,1,2,3) | x,z € R} plan de direction P; = {(x,0,2,0) | x,z € R}.

On a 51 - ﬁl, donc A est faiblement parallele a P;. On a aussi 53 - 131, donc Aj est faiblement paralléle a P;.
Enfin, A3 N P; = & et Az n’est pas faiblement parallele a Ps.

Position relative de deux sous-espaces affines (dimension finie)

Lemme D.1. (Rappel) Soit X un IR-espace vectoriel, et soient A et B deux sous-espaces vectoriels de X de
dimension finie. On a alors 'égalité

dim(A N B) + dim(A + B) = dim(A) + dim(B).

Démonstration. C’est du cours d’algebre linéaire. O

Lemme D.2. Soient A et B deux sous-espaces affines de X, de directions respectives A et B. Soient a € A,
b € B. Alors AN B # & si et seulement si % € A+B.

Démonstration. Supposons que ANB # &.Soitc € ANB.Ona at € Aet E:) e B. Donc ¢ + c? = ? € A+B.

Réciproquement, supposons que ab € A+ B. 1l existe donc i#; € A et i, € B tels que ab = il + ify.
Or ify e_geta € A, donc il existe c € A tel que iy = ac. D’ou il = E—ﬁ = ¢b.Orb € B, donc
c=b+bceb+B=B.Doncce ANB. O

Théoreme D.3. Soient A et B deux sous-espaces affines de X, de directions respectives A et B.
(i) SiA+B=2X, alors ANB # @.
(ii) Si A® B =X, alors AN B estun point.




Démonstration. (i) est un corollaire immédiat du lemme précédent.

(ii) On sait que AN B # @. De plus, A N B est un espace affine de direction A N B = 0 (proposition B.8). Donc
AN B est un point. O

Remarque D.4. Le théoreme donne des conditions suffisantes pour dire que AN B # o, mais ce ne sont
pas des conditions nécessaires. En effet, si A est un sous-espace affine strict de X, on a A+A=A =+ X et

AN A # @. De méme, on peut avoir A N B réduit a un point sans avoir A @ B = X. Il suffit de considérer par
exemple A = {(x,0,0) | x € R}, B={(0,1,0) | y € R} et X = R>.

Exemples D.5.

(a) Intersection de deux droites d'un plan.
Soit X un plan affine, et soient D7 et D, deux droites de X. On a donc dim(D;) = dim(D;) =1.Orona:

dim(D; N Dy) + dim(D; 4 Dy) = dim(D;) 4 dim(D,) = 2.

Comme dim(D; N D,) < dim(D1), on n’a que deux possibilités :

° dim(f)l N Dz) = 0, et donc dim(f)l + f)z) = 2. Alors X = Dy @ D,. D’apres le théoreme, D1 N D, est
réduit a un point.

° dim(ﬁl N f)z) =1,ie. D; N D, = Dy = D,. Les deux droites D; et D, sont paralleles.

Donc deux droites d'un plan affine sont soit paralleles (égales ou disjointes) soit concourantes.

(b) Intersection de deux plans d"un espace de dimension 3.

On montre de la méme maniere (exercice) que deux plans d’un espace affine :
e soit se coupent en une droite.
e soit sont paralleles.

(c) Intersection d'un plan et d'une droite en dimension 3 :

Soient E un espace affine de dimension 3, P un plan de E et D une droite de E. On a dim(D N P) + dim (D +

P) = 3. On a deux cas possibles puisque (DN P) C D

e dim(DNP) = 0. Alors dim(D 4 P) = 3, et E = D @ P. Donc D N P est réduit a un point d’apres le
théoreme.

e dim(DNP) = 1. Alors DNP = D, donc D C P: D est faiblement parallele 2 P. On a alors deux
sous-cas : soit DN P = &, s0it DN P # etalors D C P.

Théoreme D.6. Soient A et B deux sous-espaces affines de X de dimensions finies et aff(A U B) le sous-
espace affine qu’ils engendrent. On a alors deux possibilités :

(i) Si AN B = @, alors dim(aff(A U B)) = dim(A + B) + 1.
(ii) Si ANB # @, alors dim(aff(A U B)) = dim(A + B).

Démonstration. On pose C = aff(A U B). Montrons d’abord que A+BCC:eneffet, AC Cdonc A C C, de
méme B C Cetdonc A + B C C.
(i) On suppose que ANB = @. Soienta € A, b € B. D’apres le lemme, on a 11? ¢ A+ B. De plus,a,b € C,
donca?pe C,donc A+ B # C.Onadonc A + B - C.
D’autre part, a + (]R% + A + B) contient A et B, donc doit contenir C = aff(A U B) (puisque c’est le plus
petit espace affine contenant A U B).
Donc
dim(4 + B) < dim(C) < dim(Rab + A + B) = dim(& + B) + 1.
D’ot dim € = dim (A + B) + 1.
(ii) On suppose que ANB # @.Soitd € AN B. Alors d + A + B est un sous-espace affine qui contient A et B.
Donc C C d+ A + B. D’autre part, A+BCC,doncd+A+B C C.Dou 'égalité aff(AUB) = d + A+B,
et dim(aff(A U B)) = dim(A + B). O

Remarque D.7. On a montré que dans le cas (i), aff(AUB) = a + ]Ra? +A+Bouac Aeth € Betdansle
cas (i), aff(AUB) =d + A+ Boud € ANB.



Géométrie analytique affine

Définition E.1. Soit X un espace affine de dimension n. Un repere cartésien de X est la donnée d’un point w € X,
U'origine du repere, et d'une base de X : (w | &,...,&).

Pour un point x de X, il existe un unique n-uplet (x1,...,xy) tel que x = w + Y11 x;€;. Ces nombres sont appelés
coordonnées cartésiennes de x dans le repere (w | €1,...,€).

Remarque E.2. Soit x € X. Alors les coordonnées de x dans le repére (w | €,...,&,) sont les coordonnées du
vecteur w¥ dans la base {€1,...,6,} de X.

Remarque E.3. Soient x et y des pomts de X, avec x=w+Yx€ ety = w4+ Y y€i. On sait que xy est
l'unique vecteur tel que y = x + x]/ Notons x]/ Y. 1 ;€. Onadonc

n n n n
WEY vl =w+ Y @G+ Y ag=w+ Y (x+ )
i=1 i=1 i=1 i=1
L’'unicité des coordonnées cartésennes de y impose que y = x; + a;, et donc
— n
Xy = Z —x;)e

E.1 Equations d’hyperplans affines

Proposition E.4. Soit (w | €,...,&,) un repere cartésien de 1'espace affine X.

(i) Etant donnés (n + 1) scalaires ag, a1,..., 4, € R tels que ay,...,a, soient non tous nuls, 'ensemble
des points de X dont les coordonnées cartésiennes vérifient la relation )" ; a;x; = &g est un hyperplan
affine.

(ii) Etant donné un hyperplan H de X, il existe (n + 1) scalaires ag, a1, ..., 0, € R, avec (ay,...,a,) #0 €
R", tels que H soit 'ensemble des points de X dont les coordonnées cartésiennes (x1, ..., x,) vérifient
la relation Y} ; a;x; = ag. De plus, cette équation est unique a une multiplication par un scalaire pres.

Démonstration. (i) Soit A={x e X | x =w+ Y {x;6iet Y/ a;x; = ap}.

e A # @ :comme les ay,...,a, ne sont pas tous nuls, il existe a; # 0, et ainsi w + %ZE}( € A, et donc
A#a.

e Soit a € A. Montrons que {ﬁ ceX|xe A} est un hyperplan vectoriel de X : soit ¢ I'application
linéaire de X dans R définie par ¢(¢;) = a;. Alors ¢ et une forme linéaire non nulle, donc il suffit de
montrer que {%c) eX|xe A} =Kerg:

o Six e A alors x = w+ Y} | x;€;; notons a = w + Y ; a;;. Ona:

p(ax) = ?(i(xi —a;)¢;) = i(xi —a;)a; =0

=

Il
-

puisque a, x € A. D’out at e Ker(¢), et donc Ker(¢p) D {at e X | xe A}.
o Inversement, si i € Ker(¢), soit x = a +ii. On écritii =} ; u;€;, d’ott

x=w+oh+i

n
= w+ ) (u; +a;)e;
i=1

Montrons que x € A :
i (u; + a;) Zau —i—szal

(P( i) + o
:0(0

Il
—_



(cara € Aetii € Ker(¢)). Donc x € Aetdoncii € {a¥ | x € A}.

On en déduit donc que A est un sous-espace affine de direction Ker(¢). Comme Ker ¢ est un hyper-
plan vectoriel, A est un hyperplan affine.

(ii) Soit H un hyperplan affine de X.
e H estun hyperplan vectoriel de X donc il existe une forme linéaire non nulle sur X telle que H = Ker g.
Posons &; = ¢(;) pouri = 1,...,n. Les a; ne sont pas tous nuls. Ainsi H = {ii = Y wiE | Y au; =0}

e Fixonsa = w + Y} ; a;¢; € H. Posons ag = Y/ ; a;a; et montrons que

n n
H:{XEX | x:w—l—inEietszixi:oco}:

i=1 i=1

o Six € H,alorsx =w + ) ; x;¢;,etona:
n
x:a+ﬁ:a+2(xi—ai)€,-.
i=1

Comme a% € H,ona Y (xi —aj)a; =0, c'est-a-dire Y/ ; x;a; = ap.
o Réciproquement, soit x € X tel que ' ; x;a; = xp. Ona at = Y (xi—a;)éiet qo(ﬁ) =Y —
Y. aia; = 0. Donc at c Hetxc H, d’ot1 le résultat :

n n
H={xe X | x:w—l—iné}et Zaixi:ao}
i=1 i=1

e Montrons enfin 1'unicité de I’équation a un scalaire pres : soit } ;' ; B;x; = Bp une autre équation de H.
Alors Y, Bix; = 0 est une autre équation de H et H = Ker(y) ott ¢ est la forme linéaire définie par
P(€;) = B;. D’apres le cours d’algebre linéaire, puisque Ker(¢) = Ker(y) et que ¢ et i sont deux formes
linéaires (non nulles), il existe A € R* tel que = Ap. D'ott B; = Aw;, i =1,...,n.Soit (xq,...,x,) un
élément de H.Ona Y ; Aa;x; = Bo et Y11 a;x; = ap. D’ot1 Bo = Aag. O

Remarque E.5. (a) Cette proposition donne I'équation cartésienne d'un hyperplan affine.

(b) Si H est 'hyperplan affine d’équation Y, a;x; = &g, sa direction H est I'hyperplan vectoriel d’équation
Z?:l nixX; = 0.

(c) On obtient les équations d’un sous-espace affine par intersection d’hyperplans.

L’équation d'un hyperplan peut-étre obtenue a 1’aide de la proposition suivante.

Proposition E.6. Soit X un espace affine rapporté au repere cartésien (w | €,...,8,), et prenons n + 1
points Py, ..., P, de X. Notons (Pij)lgign les coordonnées de Pp;. Alors Py, ..., P, appartiennent a un méme
hyperplan si et seulement si le déterminant suivant est nul :

pio - Pin

: : D=0
Pno - Pnn
1 ... 1

Démonstration. e Siles n 4 1 points Py, ..., P, appartiennent & un méme hyperplan, d’apres la proposition
précédente, il existe ay, ..., a, tels que ay,-- -, a, soient non tous nuls et Y/ ; a;pij = g pour tout j =

0,...,n. En notant ¥, = t(pl-o, .o, Pin) € Rt pouri =1,...,n, les n + 1 égalités précédentes s’écrivent

1
2?21 w0 = ag € R"*1,
1
1
Alors les éléments ¥y, ..., 7,, : sont liés, donc leur déterminant est nul. D’ou1 le résultat.
1



e Si le déterminant de 1’énoncé est nul, avec les notations précédentes, il existe ay, ..., non tous nuls tels

1
que Zln:l w7 — ag =0.
1
On a (a1,...,ay) # (0,...,0), sinon ap = 0 et alors tous les &; sont nuls. De plus 1'égalité vectorielle
1
Yio a0 = ag [ | conduit aux (n + 1) égalités )./, a;p;; = ag pour j = 0,...,n. D'apres la proposi-
1
tion précédente, les points P, ..., P, appartiennent a méme un hyperplan. O

E.2 Equations cartésiennes des droites d’un plan affine

—

Soit P un plan affine muni d’un repere cartésien (O | 7,7). Une droite d’un plan affine est un hyperplan,
on peut donc utiliser les résultats de la partie précédente.

Propriétés E.7. (i) Soit A une droite de P. Alors A a une équation de la forme ax + by + ¢ = 0, avec (a,b) #
(0,0). Sa direction A a alors pour équation ax + by = 0. On appelle vecteur directeur de A un élément non
nul de A. Par exemple, le vecteur de coordonnées (—b, a) est un vecteur directeur de la droite A.

(i) Soient P(p1,p2), Q(q1,492), R(r1,12) trois points de P. Alors P, Q et R sont alignés si et seulement si

P1 91 n
p2 g2 12 |=0
1 1 1

(iii) Une équation de la droite passant par My(xo,yo) de vecteur directeur i = a7+ BJ est donnée par

X—Xxp «
Y=y P

— .
En effet, M est sur la droite si et seulement si MyM est colinéaire a ii.

(iv) Une équation de la droite passant par My(x, o) et par M (x1,y1) est donnée par

X—X9 X1 — X
Y=Y Y1—Yo

(il suffit d’appliquer (iii) avec # = MyM), ou par

X X1 X
Yo Y1 Y
1 1 1

(en écrivant que My, M; et M, sont alignés).

(v) Parallélisme : soit A; une droite de P d’équation a1x 4 b1y 4 c; = 0, et soit A une droite de P d’équation

ap b

axx + boy 4 ¢ = 0. Ces deux droites sont paralleles si et seulement si 0 by |= 0. (I suffit d’ecrire que

leurs vecteurs directeurs sont liés).
(vi) Ecriture paramétrique d'une droite D de P : D = pg+Ril = {po+Ail | A € R},oupyg € D et

ﬁeﬁ\{ﬁ}.

Exemple E.8. Soient M;(1,2), M(2,0) deux points de IR?. Alors le point M(x,y) € (M;M,) si et seulement si
x—1 1

y—2 2|~ 0, soit 2x + y = 4. Donc I’équation de la droite (M1 M;) est2x +y —4 = 0.

on a

E.3 Equations cartésiennes des plans et des droites en dimension 3

Soit X un espace affine de dimension 3 muni d'un repeére cartésien (O | 7,7, k). Un plan affine de X est un
hyperplan, on peut donc utiliser les résultats de la partie E.1.

10



Plans affines

Propriétés E.9. (i) Soit P un plan de X. Alors P a une équation de la forme ax + by + cz +d = 0. Sa direction
P a pour équation ax + by + cz = 0.

(i) Soient Py(xo,Yo,20), P1(x1,Y1,21), Pa(x2,Y2,22) et P3(x3,y3,23) quatre points de X. Ils sont coplanaires si
et seulement si
Xp X1 X2 X3
Yo 1 Y2 Y3 |_
20 21 22 Z3
1 1 1 1

(iii) Soit Mp(xo,Yo,20) un point de X et soient 7 = a7+ B + vk et @ = a/T+ B'7+ +'k deux vecteurs non
colinéaires. Alors le plan P passant par M et parallele au plan vectoriel R7 + R7’ a pour équation :
x—xy a o
y=yw B P |=0
z—zp v 7
(iv) Représentation paramétrique : P = py + Rii + R, ot {ii, 7} est une famille libre de 7.
(v) Parallélisme : Soient Py, P, deux plans d’équations a1x + b1y + c1z +dy = 0 et apx + boy + coz +dp = 0.

Alors :
ay az
e P; et P, sont paralleles si et seulement si les vecteurs | by | et | by | sontliés. En effet, les plans
C1 Co
vectoriels d’équations a1x + b1y 4 c1z = 0 et axx 4 byy + c2z = 0 sont les mémes si et seulement si les
ai as
équations sont liées, i.e. si et seulement si les vecteurs [ b; | et [ by | sontliés.
C1 Co

e Si P et P, ne sont pas paralléles, alors on a vu que P; N Py = A est une droite.

Exemple E.10. Les trois points Mj(1,0,0), M(0,1,0) et M3(0,0,1) de R® déterminent un plan. Le point
M(x,y,z) appartient a ce plan si et seulement si :

1 0 0 «x
010y70
0 0 1 z ’
1111

soit encore, en soustrayant a la quatrieme ligne la somme des trois autres,

1 00 X

01 0 y . -
00 1 2 =l-x-y-z=0
000 1-x—y—z

Donc 'équation du plan (MjMyM3z) estx +y+z—1=0.

Droites affines

Propriétés E.11. (i) Représentation paramétrique d'une droite D de X : D = py + Rif, ot pg € D etii €

D\ {0}.

(i) Intersection de deux plans : les droites de X sont les ensembles de points de la forme {M(x,y,z) € X |
mx+biy+ciz+dy =0=ax+by+coz+dy} avec (ag, by, c1) et (ap, by, ¢2) linéairement indépendants,
i.e. ce sont les intersections de deux plans non paralleéles.

Démonstration. e Soit A une droite de X. Soient My € A et il € A\ {0}. D’apres le théoréme de la base
incomplete, il existe deux vecteurs iy et il tels que {iiy, iy, il } soit libre. On pose P; = My + Rii; + Ri,
Py = My + Riiy + Rii. Ce sont deux plans contenant A, et ils admettent chacun une équation a;x + b;y +
ciz+d; =0,i=1,2. Comme i/ € 731 etii ¢ 732, les plans P; et P, ne sont pas paralleles (ce qui équivaut &
dire que (a1, b1, c1) et (az, b, c) € R3 sont linéairement indépendants). Comme de plus X est de dimension
3, P1 N P, est une droite, nécessairement égale a A.

11



e On suppose maintenant que I'on a (a1, by, c1,d1) € R* et (as, by, c3,d5) € R* tels que (a1, by, c1) et (az, by, co)
soient linéairement indépendants. On considére les ensembles P; = {M(x,y,z) € X | ayx + by +c1z+
di =0} et Py = {M(x,y,z) € X | apx +byy + cpz+dy = 0} et A = P; N P,. On veut montrer que A est
une droite. On sait déja que P; et P, sont des plans. Les vecteurs (a1, by, ¢1) et (a, by, c2) étant linéairement
indépendants, les plans P; et P, ne sont pas paralleles. Comme X est de dimension 3, on sait que l'intersec-
tion de P; et P, est une droite. O

E.4 Changement de repeére cartésien

Soit E un espace affine de dimension n, R = (w | &,...,&,) un repere cartésien de E. Un second repeére
cartésien R’ = (w' | &1,...,€,) étant donné, nous allons déterminer les relations entre les coordonnées d’un
méme point dans R et R'. Soit x € E. Nous notons :

e X la matrice colonne des coordonnées de x dans R.

e X’ la matrice colonne des coordonnées de x dans R'.

e b la matrice colonne des coordonnées de w’ dans R.

e P la matrice de passage de la base {éy,...,€,} alabase {€1,...,&,} (matrice des coordonnées des vecteurs
€; dans la base {é1,...,¢,}).

— — —
La relation w'x = @% — ww' montre que la matrice colonne X; des coordonnées de w’x dans la base {¢;} est
X1 = X — b. D’autre part, la formule de changement de base dans un espace vectoriel réel permet d’écrire
X; = PX'. D’ott la relation :
X =b+PX'.
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II Barycentre, calcul barycentrique

A Barycentre, propriétés

La notion de barycentre est une notion essentielle en géométrie affine, c’est ce que nous allons voir dans ce
chapitre.
Dans tout ce chapitre, X désignera un espace affine.

Définition A.1. On appelle point pondéré un couple (A, A) formé d'un point A de X et d'un réel A. Le réel A est
appelé le poids du point pondéré.

Proposition A.2. Soit {(A;, A;);i=1,2,...,n} une famille de n points pondérés de X telle que }_' ; A; # 0.

. . . n — = . 1 T —
Alors il existe un unique point G de X tel que } }__ ; A;GA; = 0. Ce pointest G = O + YA ZAiOAi, pour
i=1"" j=1

un point O quelconque de X.

de G, indépendant du choix de O.

—
Si G’ est un autre point vérifiant ' ; A;G

= —
Démonstration. Soit O € X. L'égalité Y /' ; A;GA; = 0 équivaut a (3}, /\i)(ﬁ =Y.' 1 AiOA;, d’ou l'existence
- — — -
Ai =0, alors 2;1:1 AiG/Ai = ?:1 )\iG/Ai d’ot 21(1:1 )\iG/G/ =0

!/

O

—
et donc GG’ = 0.

—
Définition A.3. Le point G vérifiant Y\ ; A;GA; = 0 est appelé barycentre de la famille { (A;, A;);i € {1,...,n}}.
Lorsque tous les coefficients A; sont égaux entre eux, on dit que G est le centre de gravité ou encore I'isobarycentre
dela famille {(A;,A);i=1,...,n}.

Propriété A.4. Le barycentre d’une famille de points pondérés est inchangé si tous les poids sont multipliés

par un coefficient non nul.

—
Aj

= —
Démonstration. C’est clair puisque si A # 0, Y./ ; AA;GA; = 0 équivauta } ! ; A;GA; = 0. O

Remarque A.5. On pourra donc toujours supposer que }' 1 A; = 1 (si 1j'; A; # 0), quitte & diviser tous les
poids par leur somme.

B Théoréeme d’associativité

Théoréeme B.1. (Théoréme d’associativité)

() Soit {(A;, A;);i=1,...,n} une famille de points pondérés de X telle que S = Y/’ ; A; # 0. Soit (Ix)ack
une partition de {1,...,n} telle que Sy = Y ;c1, A; # 0, pour tout & € K. Notons G le barycentre de la
famille {(A;, A;);i € {1,...,n}} et Gy celuide {(A;, A);i € Iy}

Alors G est le barycentre de la famille { (G, Sy ); & € K}.

(ii) Réciproquement, soit G le barycentre d’une famille de points pondérés {(Gy, Sa); & € K} . Supposons
que pour tout & € K, G, soit le barycentre d’une famille de points pondérés {(A;, A;);i € I} avec
Yicr, Ai = Sa et les ensembles I, disjoints.

Alors G est le barycentre de {(A;, A;);i € Uyekxln}-

13



Démonstration. On a l'égalité :

—
5¢GGa = Y Sui
aeK aeK i=1

=l

i

_ Y AGA = Y AG

Liel, i€Ugex

On en déduit que le premier terme est le vecteur nul si et seulement si le dernier est le vecteur nul, c’est-a-dire
que G est le barycentre de { (G, Sy ); & € K} si et seulement si G est le barycentre de { (A, A;);i € Uyexla}. O

Exemple B.2. Soit G le barycentre de (A4,2), (B,1) et (C,1). Soit I le barycentre de (B, 1) et (C,1). Alors IB +

¢ = 0, donc I est le milieu de (B, C). Le théoreme d’associativité dit que G est le barycentre de (A4,2) et (I,2),
c’est-a-dire le milieu de (A4, I).

Barycentre et sous-espaces affines

Proposition C.1. (Caractérisation des sous-espaces affines). Une partie non vide A de 'espace affine X est
un sous-espace affine si et seulement si le barycentre de toute famille finie de points pondérés de A est dans
A.

Démonstration. e On suppose que A est un sous-espace affine. Soit {(A;, A;);i =1,...,n} une famille finie de
points pondérés de A et notons S = } ' ; A; # 0. Soit G le barycentre de la famille {(A;, A;);i=1,...,n}.
Montrons que G € A.

Soit O € A. Puisque O etles A;, i = 1,...,n, sont des points de A, ona Y} ; AiO—Az € A, et donc G =
0+ 1y, LOA; € A.

e On suppose que le barycentre de toute famille finie de points pondérés de A est dans A. Soienta € A et

E = {a¥ | x € A}. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de X.
Soientil,7 € Eeta, p € R. 1l existe x, y € Atels que if = ¥ et = ayj. On a alors ail + p7 = aax + pay = a2,
otz € X. Mais a2 = aax + Bay + (1 —a — B)ad. Donc z est le barycentre de (x,a), (v, B), (a,(1 —a — B))
(notons que la somme des poids est non nulle). Donc z € A et aii 4 p7 = aZ € E. Donc E est un sous-espace
vectoriel de X et A est un sous-espace affine de X. O

Corollaire C.2. Le sous-espace affine engendré par une partie non vide A de X est 'ensemble des bary-
centres des familles finies de points pondérés de A.

Démonstration. Notons B I'ensemble des barycentres des familles finies de points pondérés de A.

e D’apres la proposition C.1, tous les barycentres de points pondérés de aff(A), et donc en particulier de A,
sont dans aff(A). Donc B C aff(A).

e Ona A C B. Montrons que B est un sous-espace affine de X. On aura alors A C B avec B sous-espace affine
de X, et donc aff(A) C B, d’ou I'égalité.

Soit donca € A C B, et montrons que E := {zﬁ | x € B} est un sous-espace vectoriel de X.
Soient if et 7 dans E et soient &, € R. Alors il existe x € B ety € B tels que if = at et 7 = a_y>. De plus, il
existe z € X tel que T ,87 = 2.1l faut montrer que z est dans B. Or

a2 = aat + Bay = aax + pay + (1 — « — p)ad,

et la somme des coefficients dans ce dernier terme est 1, donc z est le barycentre de (x, ), (y,B) et (a,1 —
a — ). Comme x et i sont des barycentres de points de A et que 2 € A, d’apres le théoréme d’associativité,
z est le barycentre d’une famille de points pondérés de A, donc z est dans B, et donc aii + 7 € E. O
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D Calcul barycentrique, coordonnées barycentriques

Dans la suite, grace a la remarque A.5, on considérera une famille de points pondérés {(A;, A;);i =1,...,n}
avec deux cas seulement: ) ;' ; A; =0ou) ;A; = 1.

Remarque D.1. Si {(A;,A;);i=1,...,n} est une famille de points pondérés tels que Y/ ; A; = 0, alors le
vecteur ) ' ; /\im ne dépend pas de M. En effet, pour tout autre point M’, Y ; Aim -y )\il\ﬂ: =
(L MMM = .

Donc a une famille {(A;, A;);i =1,...,n}, on fera correspondre :
e un vecteur, égala ! ; Aim pour un point quelconque M, si} ' ;A; =0;
e un point, le barycentre de la famille (A;, A;), si Y. A; # 0.

Définition D.2. Soit X un espace affine de dimension n. Un repere barycentrique de X est la donnée de (n + 1) points
ap,ay, - .., ay tels que apai, . .., apay forment une base de X.

— —
On dit que p + 1 points by, by, . . ., by sont affinement indépendants si les vecteurs boby, . . ., boby sont linéairement
indépendants.

Exemple D.3. Un repere barcyentrique d’une droite est la donnée de deux points distincts. Un repére bary-
centrique d’un plan est la donnée de trois points non alignés.

Remarque D4. Si (w | €,...,6,) est un repere cartésien de X, alors {w,w +€,...,w + é,} est un repere
barycentrique de X.

Remarque D.5. Si {ag,ay,...,a,} est un repeére barycentrique de X alors (a9 | apai,...,apa,) est un repere
cartésien de X.

Soit {ag,...,a,} un repeére barycentrique de X et x € X. On note (x;);—1__, les coordonnées de x dans
le repere cartésien (ag | apai,...,apa,). Alors Tk = Y xim. Donc xaj) — Y x;xag + Y x;xd; = 0, et
1-xr, xi)% +Yh x;xd; = 0. Donc x est le barycentre de

{(aOI 1-— Z?:] xi); (al/xl)/ ceey (a}’l/ xt’l)}'
L’écriture de x comme barycentre de 4y, ...,a, est unique. En effet, si ak = Yio Naod; = Yio ‘ui{ﬁ

(avec Y g Ai = Yl opti = 1), ona ¥ 4(A; — ui)aod; = 0. Or {Lﬁ),. .. ,m} est libre, donc A; — y; = 0 pour
i=1,...,netdonc Ay = pg. D’olr:

Définition-Proposition D.6. Soit X un espace affine et soit {ag, ..., a,} un repere barycentrique de X. Soit
x € X. Il existe un unique (xo, ..., x,) € R"*! tel que :

(i) Z?:o x; =1
(ii) @k = Yo x;d0d;.

Xo, - - ., Xn sont les coordonnées barycentriques de x dans le repeére barycentrique {ay, ..., a,}.

Proposition D.7. Soit X un espace affine de dimension n et soit {ay, ..., a,} un repére barycentrique de X.
Alors :

(i) Etant donnés (1 + 1) nombres réels By, ..., B non tous égaux, I'ensemble des points de X dont les

coordonnées barycentriques (xo, ..., x,) vérifient la relation }_7"_, B;x; = 0 est un hyperplan affine.

(ii) Etant donné un hyperplan affine Y de X, il existe (# 4+ 1) nombres réels By, ..., B, non tous égaux
tels que Y soit ’ensemble des points x € X dont les coordonnées barycentriques (xo, . .., X,) vérifient

YitoBixi = 0.

Démonstration. Puisque {ay,...,a,} est un repere barycentrique de X, (ap | aoai,...,apa,) est un repere

cartésien de X. Le point x a pour coordonnées (xy,...,x,) dans le repere {ao,...,a,} si et seulement si x
a pour coordonnées cartésiennes (x1,...,x,) dans le repeére cartésien (ag | apaq,...,a0a,) (rappelons que
n
! o xi=1).
i=0 "1
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(i) Ona

n n n n n
Y xiBi=Y_xifi+xo0Po=)_ xiPi+ (1 -y xi) Bo =) xi(Bi — o) + Bo-
i=0 i=1 i=1 i=1 i=1
Donc Y!' yxifi = 0 si et seulement si /' ; x;(B; — Po) = —Po, et ceci est 'équation cartésienne d'un

hyperplan affine (notons que les 8; — Bo pour 1 < i < 7 ne sont pas tous nuls ici).

(if) Réciproquement, soit Y un hyperplan affine de X. On sait qu’il existe a1, ..., &, non tous nuls et & tels
que Y = {xeX | a0k = Y1 xaod; et YL ax; = ag}. Soit x € Y : puisque aok = YL, xjaod;, les
coordonnées barycentriques de x sont (xo,...,x,) avec xg =1 — Y/’ ; x;, etdonc Y1 ; a;x; = &g équivaut

aYy!l ax; = ag)ix; soit encore Y.I 4 (a; — &g)x; — agxg = 0. En posant Bg = —ag, fi = a; — ap,
i=1,...,n,onaalors Y = {x € X | apk = YL}y xiaod; et Y Bix; = 0}, en remarquant au passage que
les B; ne sont pas tous égaux (sinonona a; —ayg = —agetdonca; =0pouri=1,...,n). O

Définition D.8. La relation )} , Bix; = 0 est I'équation barycentrique de I'hyperplan affine.

Proposition D.9. Soit X un espace affine de dimension n et soit {ay, ...,a,} un repére barycentrique de X.
Soient p;, j = 0, ...,n, une famille de n + 1 points de X. Notons (4;j)o<i<n les coordonnées barycentriques de
p; (on note les lignes et les colonnes a partir de 0). Alors les p; sont dans un méme hyperplan si et seulement
si

qoo 4qo1 --- qon
0 911 --- 1
‘1. ’1‘ q‘n _o
qno qn1  --- Ynn

Démonstration. Ce résultat provient du résultat analogue avec les coordonnées cartésiennes. En effet, dans le
repere cartésien (ag | aoai,...,aoan), le point p; a pour coordonnées cartésiennes (p;j)i<i<n avec pjj = qij.
Donc les p; sont dans un méme hyperplan si et seulement si

qi0 911 --- qin
: : l=o.
qn0 qgn1  --- Ynn
11 .01
Comme } /", q;; = 1, ceci équivaut a la condition de I’énoncé. O
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IIT Applications affines et exemples
d’applications affines

Dans ce chapitre, nous allons étudier les applications affines (qui préservent la structure d’espace affine),
et voir quelques grandes familles d’applications affines.

A Applications affines

A.1 Définitions et propriétés

Définition A.1. Soient X et Y deux espaces affines et soit f une application de X dans Y. On dit que f est affine s’il
existe a € X tel que I'application

= <l
!

—
—

=

fati

soit linéaire.

Propriété A.2. Soit f une application affine de 1'espace affine X dans l’espace affine Y. Alors pour tout point
b € X, l'application ii — f(b)f(b + i) est linéaire et indépendante du point b.

Démonstration. Soit b € X. D’apres la définition d"une application affine, il existe a € X tel que 'application

I
= falil) = f(a)f(a+i

soit linéaire. On a alors

P ——
fO)f(o+i) = f(b)f(a)+f(a)f(b+ )
= —F(@)f(®) + f(a)f(a+ ab + i)
ab) +

= —f(@)f(a+ ﬂ )f(a+ab+ )
= —Fi(ab) + fi(ab +
= - fa(7 )+ fala 7 (puisque f; est linéaire)
= fa(it),
d’ot1 le résultat. 0

Définition A.3. Soit f une application affine de I'espace affine X dans I'espace affine Y. Soit a € X. Alors I'application
linéaire qui a it € X associe f(a)f(a + if) est appelée application linéaire associée a f (elle ne dépend pas de a d’apres
la propriété A.2) et elle est notée f On l'appelle également partie linéaire de f.

Remarque A.4. Pour touta € X, pour tout it € X, ona f(a+ i) = f(a) + f(i).

Remarque A.5. Pour tousa, b € X, f(a)f(b; = f(%

Propriétés A.6. (i) Soient X, Y, Z trois espaces affines, et f : X = Y, g: Y — Z deux applications affines.
Alors g o f estaffineet go f = o f.
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(if) Une application affine est injective (respectivement surjective) si et seulement si son application linéaire
associée est injective (respectivement surjective).
(iif) Siune application affine f est bijective, 'application réciproque est affine et f~ - f 1
(iv) L'image d'un sous-espace A de l'espace affine X par une application affine f est un sous-espace affine de
directionm = f(A).
(v) L'image réciproque d’un sous-espace affine B par une application affine f est soit vide, soit un sous-espace
affine de direction f~1(B).

(vi) Deux applications affines coincident si et seulement si elles ont méme application linéaire associée et
coincident en un point.

(vii) Le rapport de deux vecteurs colinéaires est conservé par une application affine : c’est un invariant affine.
Démonstration. (TD) O

Remarque A.7. Si X est un espace affine, on note GA(X) I'ensemble des bijections affines bijectives de X dans
lui-méme. Si F(X, X) est I'ensemble de toutes les applications bijectives de X dans X, les propriétés (i), (iii)
et le fait que idx soit affine montrent que GA(X) est un sous-groupe de F (X, X) pour la composition des
applications affines. On l'appelle le groupe des transformations affines de X.

A.2 Ecriture matricielle des applications affines

Soient E, F deux espaces affines de dimensions respectives n et p, munis de reperes cartésiens R =
(w]é,....en)etR = (¢ | &,...,&).Soit f : E — F une application affine. Notons :
e M la matrice de f dans les bases {, ...,,} et {21,...,%}.
e X la matrice colonne des coordonnées d'un point x € E dans le repere R.
e Y la matrice colonne des coordonnées du point f(x) € F dans le repere R'.
e T la matrice colonne des coordonnées de f(w ( ) dans le repere R'.
On a alors f(x) )+ flw ) fw 7{) D’ot, en prenant les coordonnées dans le repere R/,

I’écriture matr1c1elle
Y =T+ MX.

A.3 Barycentre et applications affines

Proposition A.8. (Caractérisation des applications affines). Soient X, Y deux espaces affines et f une ap-
plication de X dans Y. Alors f est affine si et seulement si pour tout couple (x,A), (y, 1) de points pondérés
de X, I'image du barycentre de (x,A), (y, u) est le barycentre de (f(x),A) et (f(y), ).

Démonstration. e On suppose f affine. Soient (x,A), (y, #) deux points pondérés de X avec A + y = 1. Soit g
le barycentre de (x,A) et (y, ). Si w € X, alors @§ = Aw¥ + iy, done f(w g; = f(@%) = Af(wk) +
uf(@§) = Af(@)f(x) + uf (@)f (y). Donc f(g) estle barycentre de (f(x), 1) et <f<y>,m-

e On suppose maintenant que I'image par f du barycentre de tout couple de points pondérés est le barycentre

des images. Soit x € X, on étudie 'application & + f(x)f(x + i) de X dans Y. On la note f;.

© Soita € R.Ona fy(if) m Soity € X tel que xy = il, et soit ¢ le barycentre de (x,1 — &) et
(v, )'g_x+(1—06)37¥+xy—x+zxu D’ou
fla) = FOSG
(1= a)f(x)f(x) +af (x)f(v)

« (x)f(x+1?[;

= afy(il)
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o Soient if, 7 € X. Soity € X tel que x_>y = ii et soit z € X tel que X2 = . Soit g le milieu de y et z (i.e.
l'isobarycentre). Alors par hypothese, f(g) est le milieu de f(y) et f(z). Donc on a

FOFGE = 5 (FOFE+FEFE)

= S (F@FGr D+ +o)
= 2+ 3fe(@)

Mais on a x§ = %x_])/ + %ﬁ = 3 (il + ¥) donc f (x)f(g) = fx (% (i + 77)) = I fx (if + 7) d’aprés le calcul
précédent. Dot fy (i + 7) = fx (i) + fx (7).
Ainsi fy est linéaire et f est affine. O

Remarque A.9. On voit facilement (par récurrence) que si {(A;, A;);i=1,...,n} est une famille de points
pondérés de X etsi f : X — Y une application affine, alors I'image du barycentre de {(A;, A;);i =1,...,n} par
f estle barycentre de {(f(A;),A;);i =1,...,n}. On dit que les applications affines conservent le barycentre.

Homothéties, translations et dilatations

Définition B.1. Une dilatation est une application affine dont la partie linéaire est aid; avec « € R\ {0} . Le réel a
est appelé rapport de la dilatation.
On remarque en particulier qu’une dilatation est toujours bijective.

B.1 Les translations

Définition B.2. Soit X un espace affine et soit 7 € X. La translation de vecteur 7 est l'application de X dans X qui a
x € X associe t3(x) = x + T.

Propriété B.3. Une translation est une application affine, dont la partie linéaire est I'identité. C’est donc une
dilatation de rapport 1.

Démonstration. Soienta € X et € X. L'application

i tza)tz(a+i) = (a+0)((a+)+7) =i

est I'identité de X, qui est bien linéaire. O

Propriété B.4. Soit X un espace affine. Soit f une application affine de X dans X telle que f =idg. Alors f est
une translation.

Démonstration. Soita € X. Posons 7 = W .On aalors pour x € X:
f(x) = fla+ k) = f(a) + F(@R) = fla) + 7% = a+af(a) + 7% = x+af(a) = x+ 7

avecﬁzaf(a;. O

Exemple B.5. On considere IR?, muni de sa structure naturelle d’espace affine. Alors l'application
ta-1):R* — R?
(vy) = (+Ly-1)
est la translation de vecteur (1, —1).
Propriétés B.6. (i) La composée de translations est une translation : t; o t; = t;;, 5.
(ii) La composition de translations est commutative : f; otz =tz o t;.

(iii) Une translation est inversible et son inverse est une translation, puisque sa partie linéaire est id; . On
peut remarquer que t;l =t_z.
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B.2 Les homothéties

Définition B.7. Soient X un espace affine, w € X et « € R\ {0}. L'homothétie de centre w, de rapport a est
Uapplication de X dans X qui a x € X associe h o (X) = w + awX.

Propriété B.8. Une homothétie (de centre w et) de rapport & est une application affine, dont I’application
linéaire associée est « id ;. C’est donc une dilatation de rapport a.

Démonstration. Soit if € X. Alors

O

Propriété B.9. Soit f une application affine de X dans X, telle que f = aidg, avec & # 1. Alors f est une

homothétie de centre w = a + ﬁa f(a) et de rapport &, ot1 a est un point quelconque de X.

Démonstration. Soit a € X, et h 'homothétie de rapport &, de centre w := a + ;2—af(a ). Montrons que f = h.
On sait que I = widg = £, donc il suffit de montrer que f et i coincident en un point. Or f(w) = f(a +
L af(@) = fla) + f(ll—aaf(aﬁ) = fla) + 2oaf(a) = a+af(@)+ Laf(@) = at taf(a) = w =
h(w). O

Remarque B.10. On déduit des propriétés B.4 et B.9 que toute dilatation est soit une translation, soit une
homothétie.

Propriété B.11. Soit X un espace affine. Soient ke, 4, Py, deux homothéties de centres respectifs wq et wy et
de rapports respectifs & et ap. On a:

oy (1—ap) —
T—aqan wiwy,

(i) siajan # 1, alors M, u;y © B, a, €st une homothétie de rapport ajay et de centre w = wy +

(i) siwaqap =1, alors he, 4, © He, e, est une translation de vecteur (4 — 1)w;w3.

, — o - :
Démonstration. On a he,a; © hwyay = hewyay © Mg, = @1021dg.

(i) D’apres la propriété B.11, si aqap # 1, alors N, a; © hewya, est une homothétie. Pour en déterminer le
centre, il suffit de trouver son point fixe : f, 4, © My, (W) = w, Le.

w = hy(wy + apwrdd)

= hi(w2) + axa1Wr@ car by = ayidy

= w1 + KWW + X1&WHWw

= w1 +a1(1 — ap)wwWs + a1 @

N — 1) — 1 o1
donc (1 — aap)wiw = aq (1 — ap)wiws et ainsi w1 = “{Salzi)wlwz, d’ot1 le résultat.

(i) Siajay =1, alors hy, 4, © hw,a, st une translation de vecteur

w2 (hwhal © hwzrtxz (wZ)j = wzhwllﬂél (C’JZ

= w(wr +wwiws)

wy (wy + wrw + aywws)
(a1 —Nwiwy O

Remarque B.12. (i) Dans le cas ajay # 1, le centre de la composée est aligné avec les centres wy et w».

(ii) Dans le cas a1ap = 1, le vecteur de la translation est colinéaire a wqw.

Propriété B.13. Soient 7 € X, w e Xeta € R* aveca # 1. Alors hy, 4 0 t7 et tz o hy, o sont des homothéties, de

rapport &, de centres respectifs w; = w + 2 et wy = w + ﬁz’i Par ailleurs, hq © tz =tz 0 he -
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. . . —_— > - . - — .
Démonstration. Puisque hypq oty = hyqa 0ty = aldX = tzohya = tzohy,u, ces deux applications sont des
homothéties de rapport « (« 7# 1). Précisons leurs centres respectifs.

Onahw,,lot‘g(x):cu—i—ocw(x—i—z_f;—cu—i—ocﬁx—l—oa";'e’cifﬂohcwé =w+ j—i—v
Si wq est le point fixe de h o 0 tz, alors ww] = awwi + av et a}a)l 7.

11—«
Si w; est le point fixe de t; 0 hy 4, alors ww) = aww; + ¥ et wwy = 7 1a 0.

Enfin, on a f,5 0 hey (X) = @ + 2@k + a7 = hey g 0 t5(x) pour tout x € X. O

Corollaire B.14. L'ensemble constitué des translations et des homothéties d'un espace affine X, muni de
la composition des applications, est un sous-groupe du groupe affine GA(X). Il est appelé groupe des ho-
mothéties-translations ou groupe des dilatations de X, et noté D(X).

De plus, les ensembles H,, (X) constitué des homothéties de centre w fixé et 7 (X) constitué des translations
de X sont des sous-groupes commutatifs de D(X).

Démonstration. Elle découle des propriétés (B.6) et (B.11). O

Propriété B.15. Une dilatation transforme une droite affine en une droite affine qui lui est parallele.
En effet, une dilatation f est une application affine bijective, donc I'image d’une droite A est une droite A’.

De plus, la direction de A’ est A = f(A) = (a 1d5()(/_$) = A, donc A’ est parallele a A.

Propriété B.16. Soit X un espace affine.

(i) Une homothétie / est déterminée par la donnée de deux couples distincts de points homologues (c’est-a-
dire (x,y) et (x,y') avec ¥’ = h(x) ety = h(y)).

(ii) Soient x, y, x’, y' quatre points de X avec x # y et x # x’. Pour qu'il existe une homothetle h de X telle
que h(x) = x" et h(y) = v/, il faut et il suffit qu’il existe & € R, & # 0 et 1, tel que x Yy = axy.

Démonstration. (i) Soit h une homothétie (de rapport «) telle que h(x) = x/, h(y) = y'. Soit h; une seconde
homothétie (de rapport a7), telle que /1y (x) = x/, hy(y) = v/. On a axy = h(x)) = h(x )h(y; =x y
hl(x)hl(y; = 71(?}/) = oclx_f/. Donc & = a1 et I = hy. Comme h(x) = hy(x),onah = hy.

—

—
(ii) D’apres (i), si une telle homothétie existe, elle est unique et de rapport « tel que x'y’ = h(x)h(y; = axy.
De plus, a # 1 car sinon h = idx et x’ = h(x) = x. La condition est donc bien nécessaire.

—
On suppose maintenant I'existence de « € R, o # 0 et 1, tel que x'y’ = owc_y>._5>oit h I’'homothétie telle que
h= widg eth(x) = x’.Onaalors: h(y) = h(x+ X)) = h(x)+aX) =x' +x'y =y O

Avant de passer aux projections et aux symétries, il est commode d’introduire la notion de mesure algébrique.

Définition B.17. Soit D une droite affine et soit if € D, il ;é 0 (if est un vecteur directeur de D) Etant donnés deux
points x et y de D, la mesure algébrique de X7 xy relativement a il est I'unique scalaire A tel que xy = Aii. On le note Xy

(ou XG").
Y : - ro p o - o
Propriété B.18. Soit X un espace affine et x, y, x’, ' quatre points de X avec x # y, tels que x'y" = Axy. Soit i

= 77
un vecteur directeur de la droite vectorielle D = (xy). Alors % est indépendant de i/ et vaut A.

Démonstration. On a x'y'ii = x'y )ny Axyil, donc X'y’ = Axy. O
Remarque B.19. Soient x et y deux points distincts de 1’espace affine X et 1 une homothétie de X de rapport

’ N ’ P 2 h(x)h
a. D’apres ce que 1'on a vu plus haut, h(x)h(y; estliéa xy, eta = %y(y)
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C Projections et symétries

C.1 Les projections

Proposition C.1. Soit X un espace affine, soit E un sous-espace affine de X et soit F un supplémentaire de E
dans X. Soit x € X. Alors EN (x 4 F) est un singleton.

Démonstration. C'est une conséquence du théoreme D.3 du chapitre I, car E @ (x + F ) = Ee F = X donc
E N (x + F) est un singleton. O

Définition C.2. Soient X un espace affine, E un sous-espace de X et F un supplémentaire de E dans X. La projection
sur E, parallelement a E, est I'application 7t qui @ x € X associe I'unique élément de E N (x + F).

Remarque C.3. Si x € E, alors 71(x) = x car x € EN (x + F).

Proposition C.4. (i) Les projections sont des applications affines idempotentes dont la partie linéaire est
la projection vectorielle correspondante.

(if) Toute application affine idempotente est une projection. Plus précisément, c’est la projection sur son
image parallélement au noyau de sa partie linéaire.

Démonstration. (i) Nous voulons montrer que @ — 71(x)7t(x + ) est linéaire. Calculons donc (x4 ).
Tout d’abord, remarquons que si 77 est la projection sur E parallelement a F (donc E @ F = X), pour 7 € F
etx € X,onax+F = (x + )+ F, donc 7t(x) = 7t(x + ).

Parailleurs, siil € E etx € X, alors 71(x) + il € E,etcomme 77(x) € x+F,onam(x)+ii € (x+ii+F)NE,
donc 7t(x + i) = 7(x) + il

Dans le cas général, soit @ € X, @ =i+7 avecii € E, 7 € FE. Alors (x + @) = 7m(x) + i, et donc
mt(x)m(x + @) = ii. Clest-a-dire que l'application @ — 7(x)7(x 4 @) est égale a la projection vectorielle
sur E parallelement a F. Notons p cette application. Alors 77 est affine et 77 = p.

Montrons enfin que 7t est idempotente. Comme 7(x) € EN (x + F), m(x) € (m(x) + F) N E, donc
mi(7e(x)) = 7(x).

(if) Soit f une application affine de X dans X telle que f o f = f. On a donc f o
F = Ker(f). On sait que E est un sous-espace affine de X de direction E = f{(
MontronsqueE@F X :soitii € ENE. Alorsu—f(z?)etf( it) = 0. D’our it ( =
0. Donc i = 0. Parallleurs,51w e X, @ = f(@)+d— f(@).Or f(@— f(@)) = f(@) — fof(@) =0.
Donc@ € E+F. Ainsi X = E® F.

Maintenant, si x € X, alors f(x) € E (par définition de E) et f(x) € x + F car f(xf(xj) = f(x)f of(xj =
f(x)f(x) = 0, donc m € Ker f = F. Donc f(x) € EN (x + F) qui est un singleton, et donc f(x) =
EN (x + F). f est donc bien la projection sur E parallelement a F.

O

Théoréme C.5. Application : Théoréme de Thales : Soient H, H', H” trois hyperplans paralleles et distincts
d’un espace affine X et D1, D, deux droites de X dont aucune n’est faiblement parallele a H. On suppose

que H coupe D; au point A;, H' coupe D; en A}, H” coupe D; en A”, pouri =1,2. On a alors i rvie
1 241y

Démonstration. Soit 7t la projection sur D; parallelement a H (= H' = H"). On a de fagon évidente 77(A;) = Ay,
m(A}) = A}, m(A]) = Af). D’apres la propriété (vii) des applications affines (conservation des rapports de
Y -

A A} AyAL°

vecteurs colinéaires),
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Ce théoreme n’a pas de réciproque. Cependant, il possede la réciproque partielle suivante.

Théoréme C.6. (Réciproque partielle du théoréme de Thales) : Soient A, A/, A” trois droites distinctes d’'un
plan affine X. Soit D; et D, deux droites de X telles que AND; = A;, AN D; = Al et AN D; = A7, pour
i = 1,2. On suppose que :
(i) AetA’sont paralleles.
. AAT AAT
(i) A Al AAy°
Alors A" est parallele a A et A'.

Démonstration. Par A’l’, on fait passer une droite A” parallele a A et A’ (A = A” 4 A) Cette droite coupe D

A AT -

AIA’ 225\2/ ,d’o ﬁzi/ = 1:‘2?, et ainsi B A// Donc A” A
! 2 244 24,

(car AY, A € AYNA"). O

en BY, et d’apres le théoréme de Thales, on a

Dans le plan, on a le corollaire suivant du théoreme de Thales :

Corollaire C.7. Soient X un plan affine, D; et D, deux droites de X concourantes en un point O, et soient
A et A’ deux droites paralleles de X. On suppose que D; coupe A en A; et A’ en A} pour i = 1,2. Alors
OA] _ 04, _ AlA]

OA, 04, A4y

Démonstration. La premiére égalité est donnée par le théoreme de Thales (avec A” la droite parallele a A passant
par O).

Soit maintenant 4 ’homothétie de centre O et de rapport 8—23 = g:ﬁé. Alors h(0) = O, h(A;) = O+
%Om =0+ OAi — A/ De méme, h(Ay) = A}. Donc Af AL = h(Ay)h(A) = (A1 Ay) = OA& LA1 Az, d'ot
le résultat. O

C.2 Affinités, symétries

Définition C.8. Soit X un espace affine, E un sous-espace affine de X, F un supplémentaire de E dans X et a € R.

= —
L’affinité de base E, de direction F et de rapport a est l'application f de X dans X définie par x — 7t(x) 4+ am(x)x,
oil 77 est la projection sur E parallelement i F.

Définition C.9. Soit X un espace affine, E un sous-espace affine de X et F un supplémentaire de E dans X. La symétrie
par rapport & E parallelement a F est I'affinité de base E, de direction F et de rapport —

Propriété C.10. Une affinité f est une application affine et ]? = (1 — )7t + aidg (avec les notations de la
définition).

Démonstration. Soit f I'affinité de base E, de direction F et de rapport a. Pour i € X,

flx+i) = n(x+i)+

D’ou f(x)f(x + i) = (1 — «)7 (i) + aii. Donc f est affine, de partie linéaire f = (1 — a)7 + idg. O

Remarque C.11. (i) Sia =1, f =idx.
(ii) Sia =0, f = .
(iii) SiE = X, f = idx.
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(iv) SLE = {w}, f = hy -

Corollaire C.12. Une symétrie o est une application affine et ¢ = 277 — id ;.

Avec les notations des définitions, pour @ € X, W = ii + Javecii € E,7 € F,onad(®) =il —U: 0 estla
symétrie vectorielle suivant F par rapport a E.

Proposition C.13. Pour qu'une application affine de X soit une symétrie, il faut et il suffit qu’elle soit invo-
lutive. Dans ce cas il s’agit de la symétrie o par rapport a I'ensemble de ses points fixes parallelement au
noyau de ¢ +idy.

Démonstration. e Soit o une symétrie. Ona & = 27 —idg, donc o & = (277 —idy) o (277 —idy) = 47t o 7 —
27t — 27t +1idg = id. Donc o o ¢ est une translation. Comme ¢(x) = x pour tout x € E,ona ¢ oo = idx.

e Réciproquement, soit f une application affine involutive de X. Pour montrer que f est une symétrie, considérons
g: X —>—X>définie par g(x) = x—i—%m. Ona f(x) = x+xf(x) = x—i—ZW = g(x)—Hm =
g(x) — g(x)x, donc il suffit de montrer que g est une projection.

Tout d’abord, g est affine :

=
+
=
=
=
+
=

|G i0)x + xf () + £ () fx + )|
(—ii+xf () + (i)

NI—= N~ N =

=x+iu+

N = =L

|
oQ
—
\aF
_|_
N —
=L
_|_
\h‘l
A~
=
~

Donc g est affine et § = %(f—i— idg).
Montrons maintenant que g est idempotente :

gog(x) = g(x + 3xf(x)) = 8(x) + 78IS/ ())

Or g(x)f(x) = g(x)x + xf(x) = —3xf(x) + xf(x) = 1xf(x) et f(x)g(f(x)) = f(x) [f(x) + 1) (x)| =

() f(x) = %m, donc la somme est 0 et donc g o g(x) = g(x).

Donc g est une projection.

Puisque f(x) = x + W =x+ 2@ =gq(x) + m =g(x)— m, f est la symétrie associée a g.
Précisons sa base et sa direction. Sa base est g(X) et sa direction Ker(g). Donc F = Ker(g) = Ker(f + idg) =
{a‘ e X | fln) = —ﬁ}.

Enfin, montrons que ¢(X) = {x € X | f(x) =x}.Ona f(g(x)) = g(x) + Zg(x)gog(x; = g(x) d’apres ce
qui précede. Donc g(X) C {x € X | f(x) = x}. Pour l'autre inclusion, soit x € X tel que f(x) = x. Alors
2xg(x) = 0 donc x = g(x) € g(X), donc g(X) D {x € X | f(x) = x}.

Donc f est la symétrie par rapport a ’ensemble de ses points fixes {x € X | f(x) = x}, parallelement &
{ﬁ e X | fin) = —ﬁ}. O
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IV Théoremes classiques de géométrie

affine

Dans ce chapitre, nous présentons les grands théoremes de géométrie affine : les théoremes de Thales,

Ménélaiis, Céva, Pappus et Desargues. Le théoréeme de Thales a déja été démontré, nous nous contenterons de
I"énoncer.

A Le théoréme de Thales

Théoréme A.1. Soient H, H', H" trois hyperplans paralleles et distincts d’un espace affine X et D; et D, deux
droites de X dont aucune n’est faiblement parallele a H. Les hyperplans H, H’, H” coupent respectivement
AL AT 77
Djen A;, Al, A/ pouri=1,2.Onaalors Ldy _ Lty
AlAL T AA

Ce théoreme admet une réciproque partielle :

Théoreme A.2. Soient A, A, A” trois droites distinctes d’un plan affine X. Soient Dy, D, deux droites de X
telles que D; VA = A;, DiNA = A}, D;nNA" = AY, pour i = 1,2. On suppose que

(i) AetA’sont paralleles.
(i) 2147 — A2Ag
MAL T AAL

Alors A" est parallele a A et A'.

B Le théoréeme de Ménélaiis

Théoreme B.1. Soit ABC un triangle non aplati d’un plan affine X. Soient P € (BC),

(C
trois points, distincts des sommets A, B, C. Alors P, Q, R sont alignés si et seulement si

(C R € (AB)
Q:
QA

=1.

22
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Démonstration. On verra une démonstration utilisant les barycentres en TD. Il existe de nombreuses autres
démonstrations. Celle que nous présentons ici utilise les homothéties.

Soit i1 ’homothétie de centre P telle que h1(B) = C, soit hy 1'homothétie de centre Q telle que 1 (C) = A
et soit i3 'homothétie de centre R telle que h3(A) = B. Alors h3 o hy o hy est soit une homothétie soit une

translation. Or h3 o hp o hi(B) = B, donc h3 o hy o hy est soit une homothétie, soit I'identité
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e Supposons P, Q, R alignés. Alors si h3 o hy o hy est une homothétie, son centre est sur la droite aff {P, Q, R}.
Ceci est impossible car B n’appartient pas a cette droite (le triangle n’est pas aplati). Donc h3 o hp o by =
pC RB

idx. Mais Iy est de rapport k; = =, hfsi dirapport ky = % et h3 est de rapport k3 = =. Puisque
hz o hy o hy = idy, on a k1kyks = 1, donc %%% =1
6ci i PBQCRA _ _ s _ -1
e Réciproquement, si PCOARE = 1, alors kikzks = 1 donc h3 o hp o hy = idx, et h3 o hy = h; *. Donc le centre

2

de hy 1 qui est P, est align

)

avec les centres de h; et h3 qui sont Q et R. O

Le théoreme de Céva

Théoréme C.1. Soit ABC un triangle non aplati d’un plan affine X. Soient P € (BC), Q € (CA), R € (AB)

trois points distincts des sommets A, B, C. Alors les droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes ou paralleles
- PBQCRA _ _

si et seulement PCOARE = 1.

Démonstration. Nous démontrerons ce théoréme en TD en utilisant les barycentres. Nous le voyons ici comme
corollaire du théoreme de Ménélatis :

e Sens direct.
o Supposons (AP), (BQ), (CR) paralleles.

B
"apré 5018 os, QC _ BC o4 RA _ CP PBQCRA _ PBBCCP _ _
D’apres le théoréme de Thales,@ T @.DoncﬁQ—Aﬁ =pscppcg — L

o Supposons (AP), (BQ), (CR) concourantes en un point I.

e
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Si on applique le théoréme de Ménélaiis au triangle ABP et aux points alignés R, I, C, on obtient % % ;i
1. Si on applique le théoréeme de Ménélaiis au triangle APC et aux points alignés Q, I, B, on obtien
QCIABP _ PBQCRA _ _
AP BC — L. En multipliant ces deux identités on obtient = OARE = 1.
e Réciproquement, on suppose que %%% =-1
o Premier cas : (AP) et (BQ) sont concourantes en un point I.
!
Vérifions que (CI) n’est pas parallele a (IiB ) : si elles étaient paralleles, on aurait % = ‘?g et % = %
grace au théoréme de Thales, et donc llj C 8 = = —1. En utilisant 'hypothese, on aurait donc % =1ldou

A = B, ce qui est une contradiction.

AB) et (CI) sont donc concourantes, en C’. On applique le théoréme de Céva dans le sens que I'c l on a déja
ppliq q ]

_ PBQCCA _ _ _
démontré, avec P = P, Q = Q et R = C'. Alors 52 GACE = 1. On en déduit que C,B = ﬁ grace a
_ CB+BA _ C'A _ RA _ RB+BA _ BA r_
'hypothese. On a donc 1+ 24 = 5 — 8 "R - R®E — Ltgpeton obtient donc C' = R

Donc les droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes.
o Deuxieme cas : (AP) et (BQ) sont paralleles.
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Menons par C la parallele A a (AP). Elle coupe (AB) en C’ (en effet, si (AB) et A étaient paralleles,
alors (AP) et (AB) seraient paralleles, ainsi que (AB) et (BQ), donc A, B, P, Q seraient alignés, et comme
P € (BC) on aurait A, B et C alignés). Grace au sens du théoreme de Céva que nous avons démontré, on

ient LEQCCA _ _ ~
obtient ;= GAcs = 1. On conclut comme dans le premier cas. O

Le théoreme de Pappus

Théoréme D.1. Soient A, A’ deux droites distinctes d’un plan affine X. Soient A, B,C € Aet A/, B/, C' € A’
des points distincts n’appartenant pas a A N A’. On suppose que(AB’)//(A’B) et (BC")//(B'C). Alors on a
(AC")//(A'C).

Démonstration.

e On suppose que A et A’ sont concourantes en O. Soit i; 'homothétie de centre O qui envoie A sur B et h,
I’homothétie de centre O qui envoie B sur C. On a hy o hi(A) = C. Mais hy et hy ont méme centre, donc

- PR N / OB An’ OA At A
hy o hy = hy o hy. En utilisant le théoréme de Thalés, ona h(B') = O + O:AOB =0+ 55 OB'=0+4+0A" =
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A’. De méme, hy(C') = B’. Ainsi hy o h1(C') = hy o hp(C’) = hy(B') = A’, d’ou (A'C) = hy o hp((C'A)) et
donc (AC")//(A'C).

e On suppose que A et A’ sont paralleles. Soit #1 la translation de vecteur 1@ . Soit ¢; la translation de vecteur
BC. Remarquons que grace aux hypotheses, (A, B, i’,% B’) est un parallélogramme, donc ﬁ = B'A’, et que

(B,C,B’,C’) est un parallélogramme, donc BC = C'B'. On a donc thotj(A) = t(B) = Cettryot(C') =
t10t(C") = t1(B") = A’. Donc (AC") // (A'C). O

Le théoréme de Desargues

Théoréme E.1. Soient ABC et A'B'C’ deux triangles distincts non aplatis d’un plan affine X, tels que
(AB)//(A'B’), (BC)//(B'C’) et (CA)//(C'A’). Alors les droites (AA’), (BB') et (CC’) sont paralleles ou
concourantes.

Démonstration. Deux des points A, B, C au moins sont distincts des points correspondants A’, B', C’ (sinon,
avec les hypotheses de parallélisme de ’énoncé, les triangles seraient égaux). Par exemple A # A’ et B # B'.

e Si(AA’) = (BB'), il est clair que les droites (AA’), (BB') et (CC’) sont paralleles ou concourantes (puisqu’il
n’y en a que deux, dans un plan). Supposons donc que (AA’) # (BB').

e On suppose que (AA’) et (BB') sont concourantes ; notons O leur point d’intersection.

l

e

T o
Ona A # Bet A # A’;de plus, A'B’ € vect {A’B’} = vect {z@} (puisque (A’B’) et (AB) sont paralleles),

— —

dﬁgC A’E’): aﬁ, aveca € R,a 20,0 # 1 (sia = 0,alors A’ = B/, etsia = 1, alors A'B’ = zﬁ donc
AA’" = BB’,donc (AA’) // (BB’) ce qui contredit le fait que ces droites sont concourantes). On sait donc qu'’il
existe une homothétie 1 qui envoie A sur A’ et B sur B’. Son centre est sur (AA’) et sur (BB'), c’est donc O.

L'image h((AC)) est une droite qui est parallele & (AC) (puisque  est une homothétie) et qui passe par
h(A) = A’, donc h((AC)) = (A'C’). De méme, h((BC)) = (B'C’). Donc h(C) € (A'C')n (B'C’), donc
h(C) = C’ (car A’, B/, C' ne sont pas alignés). Ainsi (CC’) passe par O (on peut d’ailleurs avoir la situation
C=C =0

e On suppose que (AA’) et (BB) sont paralleles.
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d’autre part, (A, B, B/, A’) est un parallélogramme et t(ﬂ): BiilA’ = B+ BB’ = B’. Donc t((AC)) =
(A'C’) et t((BC)) = (B'C’). Donc t(C) = C' et ainsi CC' = AA’, donc (AA’), (BB') et (CC’) sont pa-
ralleles. O
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V  Convexité

A Définitions, propriétés
Définition A.1. Soit X un espace affine et soient x, y deux points de X. Le segment d’extrémités x et y, noté [x,y|,
est I'ensemble des barycentres de (x,A), (y,1 —A) avec 0 < A < 1.

Remarque A.2. [x,y] est aussi 'ensemble des barycentres de (x,A) et (y, u) avec A > 0etyu >0
En effet, il est clair que si z € [x,y], c’est bien un barycentre de (x,A) et (y, 4) avecA > 0etp=1—-A > 0.
0

Réciproquement, si g est le barycentre de (x,A) et (y,u) avec A > 0 et u > 0, alors g est le barycentre de
(x, A)‘Tu> etde (y, ﬁ) . De plus, si on pose & = /\)\Ty' ona0<a<letl —a= Aﬁﬂ =1—a,doncg € [x,y].

Exemple A3. Sia, b € R, alors [a,b] = {x € R | a < x < b}.

Définition A.4. Une partie C d’un espace affine X est dite convexe (ou est un convexe) lorsque pour tout couple
(x,y) e CxC,onalx,y] CC.

Exemple A.5. Un segment, une droite, un plan, un disque, les polygones “usuels” (carré, parallélogramme,
trapeze, triangle, pentagone régulier,...), les polyedres réguliers (tétraédre, cube, dodécaédre...) sont des exemples
de convexes.

Proposition A.6. Une partie C de X est convexe si et seulement si elle contient le barycentre de toute famille
finie de points de C pondérés par des coefficients positifs.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante : si x,y € C, alors [x, y] est I'ensemble des barycentres
de x et y pondérés par des poids positifs, donc [x,y] C C. Donc il nous reste a démontrer la condition
nécessaire. Nous supposons donc C convexe. Nous allons montrer que le barycentre d’une famille finie de
points de C affectés de poids positifs est dans C par récurrence sur le nombre de points de la famille. L'hy-
potheése de récurrence est :

(H,) : les barycentres des familles d’au plus n points de C pondérés par des coefficients positifs sont dans
C.

(Hy) est vraie puisque C est convexe. Supposons (H;,) vraie. Soit (X;)1<i<,+1 une famille de (1 + 1) points
de C et soit (A;)1<i<n+1 une famille de (1 + 1) coefficients positifs avec ' ; A; = 1. Soit g le barycentre des
{(x;,A;);i=1,...,n+1}.Tous les A; ne sont pas nuls (puisque leur somme n’est pas nulle), donc par exemple
Ant1 # 0.SiAy4q = 1, alors ¢ = x4 est dans C. Sinon, ona Y/ ; A; # 0, donc on peut considérer le bary-
centre y de {(x;,A;);i =1,...,n}. Alors, par associativité, g est le barycentre de (v, }_;' ; A;) et de (x,41, A1)
L'hypothese (H,) dit que y € C. On a aussi x,,11 € C. Les poids associés sont positifs, donc grace a (Hy) on a
gecC. O

Propriété A.7. Soit X un espace affine. Soit (C;);c; une famille de convexes de X. Alors N;c;C; est un convexe
de X.

Démonstration. Si Njc;C; # @, soient x, y € NjeC;. Alors pour touti € I, ona x, y € C; et puisque C; est
convexe, [x,y] C C;. Donc [x,y] C N;c;C;. On en déduit que N;e;C; est un convexe de X O

B Enveloppe convexe - Théorémes de Carathéodory et de Helly

Définition B.1. Soit A une partie d'un espace affine réel X. On appelle enveloppe convexe de A, notée E(A), le plus
petit convexe qui contienne A.
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Propriété B.2. L'enveloppe convexe £(A) existe toujours : c’est I'intersection de tous les convexes contenant
A.

Proposition B.3. L'enveloppe convexe d'une partie A de X est I'ensemble des barycentres de toutes les
familles finies de points de A pondérés par des coefficients positifs.

Démonstration. On note B(A) I'ensemble des barycentres de toutes les familles finies de points de A pondérés
par des coefficients positifs. D’apres la proposition A.6, B(E(A)) = £(A). Donc comme A C E£(A), on a
B(A) C B(E(A)) = E(A). Par ailleurs A C B(A) par définition.

Montrons, pour conclure, que B(A) est convexe. Soient x, y € B(A). Fixons w € X. Par définition, @% =
Y Ai@, oux; € A, A =>20et) ! A =1Tet @ =Y, yiaﬁi, ouy; € A, pj > 0et) ! pu; =1 (on peut
prendre le méme n, quitte & rajouter des zéros). Soit z € [x,y], montrons que z € B(A). Il existe A € [0,1]
tel que Wt = Mok + (1-MNwy = Y AMwx; + X1 (1 — /\)yim. Alors z est le barycentre des 2n points
(x5, AAi)1<i<n et (i, (1 — A)pi)1<i<n. Comme AA; > 0, (1 — A)p; > 0 pour tout i, onaz € B(A). Donc B(A) est
convexe, et A C B(A) donne £(A) C B(A). O

Exemple B.4. L'enveloppe convexe de A = {x,y} est le segment [x, y]. L'enveloppe convexe de A = {x,y,z}
ou x, Y,z sont trois points non alignés est le triangle (x,y, z). Etc.

Nous pouvons étre plus précis lorsque nous décrivons l'enveloppe convexe :

Théoreme B.5. (Théoreme de Carathéodory). Soit X un espace affine de dimension n. Alors 1’enveloppe
convexe de A est ’ensemble des barycentres des familles finies de (1 + 1) points au plus de A pondérés par
des coefficients positifs.

Démonstration. Soit x € E(A). Fixons w € X. Alors d’apres la proposition B.3, x est le barycentre de k points
de A pondérés par des coefficients positifs, soit Wk = hwx; + - - - + tywxg avec t; > 0 pour toutiet Y5, t; = 1.
Supposons k > n + 1.

Le systeme de vecteurs {m, ., JTx,)(} est lié. Il existe donc Ay, ..., Ax € R, non tous nuls, tels que

%
Apxixp + -+ Mxpxp = 0.

Posons p1 = Ay + -+ + A et y; = —A; pour 2 < i < k. Les pj sont de somme nulle et non tous nuls. Alors
iy i@ = Tl uixt + Ty pixixi = 0 - T, Lo = 0.
Nlexiste j € {1,...,k} tel que p; > 0. Posons :

£
A—min{};|yi>0} etv; =t; — Ay; (1<i<gk)
i

Sipu;i > 0,ona % > Adouv; > 0, etsipy; < 0il est clair que v; > 0. Donc vy,...,vx € Ry. De plus

Z’»‘: v, = Zk: ti—A Z’»‘: ; = 1 —0 = 1. D’autre part, par définition de A, il existe un indice g tel que v, = 0,
i=1 i=1 i=1 1 part, p gtelque vy
etona:

k k k
wt =Y twx, =Y vy + A Y pwx; = Y viwx,.
i=1 i=1 i=1

i7#q
Ainsi on a écrit x comme barycentre de k — 1 points de A pondérés par des coefficients positifs.
En itérant ce processus k — n — 1 fois, on peut écrire x comme barycentre de n + 1 points. O

Théoréme B.6. (Théoréeme de Helly) Soit X un espace affine réel de dimension n. Soit (C;)o<i<p 1 une
famille de convexes de X telle que toute intersection de (1 + 1) de ces parties soit non vide. Alors C =

1
NI Ci # 2.

Démonstration. Par hypothese, pour tout i avec 0 < i < n + 1, il existe a; € ﬁ;’iol j 7,él.Cj. Les n + 1 vecteurs

apai, ..., Apa,+1 sont liés puisque dim X = n, donc il existe A4, ..., A;41 non tous nuls tels que Z?jll Aicﬁ =0.
Posons Ag = — Y A;. On a alors Y Aiaod; = 0 avec (Ag, A1, ..., Ayga) # (0,...,0) et YA = 0. Ces
conditions impliquent que les ensembles

I={i|0<i<n+letA; >0}et]={i| 0<i<n+1letA; <0} sontnon vides.

32



Onposea = Y1 A; > 0et B = YA = —a < 0. Soit ¢ le barycentre des points (a;, %) ol i parcourt I et
soit 1 le barycentre des points (a;, %) ou j parcourt J.
~ —> —
Ona0 = Y7 Magd; = aagg + ﬁcﬂ = (a+ ﬁ)ﬂ +ahg = ahg, donch = g.
Soitj € J].Comme IN] = &, pourtouti € [,onaa; € C]- par définition de 4;. Donc C]- étant convexe, g € C]-
pour tout j € J.
De méme, pour i € I, comme I N] = &, pour tout j € J ona a; € C;. Dong, C; étant convexe, h € C; pour

touti € I.
Donc g = h € Cy pour toutk € {0,...,n+1}. O
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