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CHAPITRE 0

Rappels de base sur les anneaux

On rappelle un certain nombre de définitions et propriétés de base sur les anneaux. Pour plus de
détails, on renvoie au cours de L3 ou aux références données sur les cours en ligne.

Définition. Un anneau est un groupe abélien (A, +) muni d’une deuxieme loi interne, la multiplication
ou le produit - : A x A — A, tel que :

4 le produit est associatif : V(a,b,c) € A3, (ab)c = a(bc);

+ le produit est distributif par rapport a l'addition : ¥(a,b,c) € A3, a(b+c) = ab+acet (a+b)c =
ac + be.

Si de plus le produit posséde un élément neutre 1, on dit que I'anneau A est unitaire et 1 est appelé élément
unité de A. Il vérifie la = a = al pour tout a € A.

Enfin, si le produit est commutatif, c’est-a-dire que ab = ba pour tout (a,b) € A2, on dit que I'anneau A
est commutatif.

Pour mémoire, un groupe abélien est un ensemble non vide A muni d'une loi interne + : A x A — A
qui est associative (V(a,b,c) € A3, (a+b) +c = a+ (b+ c)), posséde un élément neutre noté 0 (Va € A,
a+0=a=0+a), est telle que tout élément a € A posséde un inverse —a appelé opposé (Va € A, Ib € A
tg.a+b=0=>b+a; b= —a)et qui est commutative (¥(a,b) € A2, a+b=">b+a).

Dans tout ce cours, anneau signifie anneau commutatif unitaire, sauf mention expresse du
contraire.

Définition. Un corps est un anneau (commutatif unitaire) tel que tout élément non nul posséde un inverse :
Va € A\ {0}, 3b € A tel que ab = 1.

Définition. Un sous-anneau B d’un anneau A est une partie non vide B de A qui, munie des opérations
de A, est un anneau.
On peut vérifier que B est un sous-anneau de A si, et seulement si,

+ (B # 2);

+VY(ab) e B2, onaa—be B(oua+b e Bet —a € B)—d’oit Best un sous-groupe (abélien) de A ;
+1¢€B;

4 V(a,b) € B,onaab € B.

Définition. Un morphisme d’anneaux d’un anneau A vers un anneau B est une application f : A — B
vérifiant, pour tout (a,b) € A2,

+ fla+b) = f(a) + f(b),
+ f(ab) = f(a)f (b) et
+f1)=1.




On peut vérifier que si un morphisme d’anneaux f est bijectif, alors I'application réciproque f 1 est aussi
un morphisme d’anneaux. On dit alors que f est un isomorphisme d’anneaux.

Définition. Soit A un anneau.

4+ Un élément a € A est dit inversible s'il posséde un inverse, noté a~1, pour le produit. On note A*
I'ensemble des éléments inversibles de A.

4 Un élément a € A est un diviseur de zéro sia # 05s’il existe b € A avec b # 0 tel que ab = 0.
4 Un anneau A est dit intégre si A # 0 et s'il ne contient pas de diviseur de zéro.

Un anneau intégre n’est pas nul.
Un corps est en particulier un anneau integre.

Définition. Soit A un anneau. Un idéal de A est un sous-groupe abélien I de A qui vérifie
Vae A, Vxel,onaax € 1.

Une partie I de A est un idéal de A si, et seulement si,
*[+£9;
+V(x,y) €>, x+y€clet
+V(a,x)e AxIax €l

Propriétés. ¢ Unidéal I de A est égal a A si, et seulementsi, 1 € I.

4+ Unidéal I de A est égal a A si, et seulement s’il contient un élément inversible de A.
4 Une intersection d’idéaux est un idéal.

4+ Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

4 Si I est un idéal de B, alors f~1(I) est un idéal de A. En particulier, Ker f = f~1({0}) est un
idéal de A.

<> Si f est surjectif et si ] est unidéal de A, alors f(]) est un idéal de B.

4> Si C est un sous-anneau de A, alors f(C) est un sous-anneau de B. En particulier, Im f = f(A)
est un sous-anneau de B.

% Si D est un sous-anneau de B, alors f~!(D) est un sous-anneau de A.

Définition-Proposition. Soit A un anneau et soit X une partie de A. L'idéal engendré par X est le plus
petit idéal contenant X. Celui-ci existe et il est égal a l'intersection de tous les idéaux contenant X.

Théoréme. Soit A un anneau et soit [ un idéal de A. On définit une relation d’équivalence ~ sur A2
en posant
a~b < a-bel

L’ensemble quotient A/ ~ est alors un anneau pour les lois

a-+b;

ab

a+

a

S|
I

ou a désigne la classe d’équivalence de a dans A/ ~ (celle-ci est parfois notée a + I). Cet anneau est
appelé anneau quotient de A par I etnoté A/I.

L'application 71: A — A/I définie par 7r(a) = 7@ est un morphisme d’anneaux surjectif, appelé
projection canonique.



Théoreme (Théoréeme de passage au quotient). Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Soit [ un
idéal de A et soit | un idéal de B tel que f(I) C J. On note t4: A — A/I et mg: B — B/I les
projections canoniques. ~ B

Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A/I — B/] telque foms = mpo f (ona
donc £(7) = £(a).

Schématiquement, on a

Ij | T
A/l >B/].
/ = /]

Réciproquement, si un tel f existe, alors f(I) C J.

Démonstration. 4 Supposons que f existe. Soit b € f(I). Alors il existe a € I tel que b = f(a). On a alors
nig(b) = mtp(f(a)) = f(ma(a)) = f(0) =0donc b € Ker tg = J. Donc f(I) C |

4 Réciproquement, supposons que f(I) C J. On doit avoirj(nA(a)) = 7ntg(f(a)) pour tout a € A. Soit
x € A/l llexiste a € A tel que 7t4(a) = x. Posons donc f(x) = mp(f(a)).
Il faut vérifier que f est bien définie, c’est-a-dire que si on choisit un autre représentant a’ de x dans
A,onabien rtg(f(a’)) = mp(f(a)). Puisque a et a’ sont deux représentants de x dans A, onaa’ —a €
Kertg = I, donc f(a' —a) € Jetdonc tp(f(a’ —a)) = 0. Or g et f sont des morphismes d’anneaux
donc t(f(a’)) — 7tg(f(a)) = 0. On a donc bien défini une application f.
De plus, f est un morphisme d’anneaux. Soit (x,y) € (A/I)? et soit (a,b) € A? tel que x = 7w4(a) et
y = mtg(b). Alors
¢ flx+y) =f(mala+b)) =
¢ flxy) = f(ra(ab)) = p(f(ab)
¢ f(1) = f(ma(1)) = (f( ) =
Enfin, la condition f o 7t mg o f nous a imposé la définition de f, donc un tel morphisme d’anneaux
est unique. v

g (fa+b)) = mp(f(a)) + mp(f(b)) = f(x) + f(y);
) p(f(a))7s(f(b)) = f(x)f(y);

Remarque. Dans le cas particulier ot | = 0, la condition ”f(I) C J” devient "I C Ker f”. Ainsi, si
f : A — B est un morphisme d’anneaux et si I est un idéal de A tel que I C Ker f, alors f induit un
unique morphisme d’anneaux f : A/I — Btel que f = f o 7t4 (c’est-a-dire que f(a) = f(a)).

Théoreme (Premier théoreme d’isomorphisme). Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Le mor-
phisme f induit un isomorphisme d’anneaux

f: A/Kerf — Imf.

Théoreme (Deuxiéme théoreme d’isomorphisme). Soit A un anneau, soit B un sous-anneau de A
et soit I un idéal de A. Alors I'ensemble B+ I = {b+ x; (b,x) € B x I} est un sous-anneau de A,
I'ensemble B N I est un idéal de B et on a un isomorphisme d’anneaux

(B+1)/I1~B/(BNI).

Théoréme (Troisieme théoréme d’isomorphisme). Soit A un anneau. Soit I un idéal de A. Notons
m : A — A/I la projection canonique. Soit | un idéal de A contenant I (I C J). Alors on a un
isomorphisme d’anneaux

(A/D)/r(]) = A/]
ce que 'on peut également écrire (A/I)/(J/I) = A/].



Définition. Soit A un anneau. Soient I et | deux idéaux de A. On note I] 'idéal engendré par les produits
xy avec (x,y) € I x ] et I + ] l'idéal engendré par I U J. On a donc

k=1

1] = {Zxkyk; neN, (x,y) eIx]}

I—I—]:{Zakxk;nell\l, kaIU],akeA}:{x—i—y; (x,y) e I xJ}.
k=1

Théoreme (Théoreme Chinois). Soit A un anneau. Soient I et | deux idéaux de A tels que I + ] = A.
Alors

@ IJ=In]J;
(b) les anneaux A/I] et A/I x A/] sont isomorphes.

Démonstration. (a) Il est clair que I] C I N ] (sans hypothese sur les idéaux I et J).
Réciproquement, soit x € I N J. Puisque I + ] = Ailexistea € [etb € Jtelsquel =a+b.Ona
alors x = ax + bx etax € I] puisque (a,x) € I x J etbx € I] puisque (b,x) € ] x I. Donc x € I].
OnabienINJ=1].

(b) Notons 7t;: A — Ietrj: A — A/] les projections canoniques (morphismes d’anneaux) et considé-
rons ¢ : A — A/I x A/] définie par ¢(x) = (7r7(x), r7(x)). C’est un morphisme d’anneaux.
N est clair que Kerp = INJ = 1J.
Démontrons que ¢ est surjective. Soit (7,Z) € A/I x A/], et soit (x,y) € A? tel que ¥ = m1;(y) et
Z = mj(z). On cherche x € A tel que ¢(x) = (¥,z).
Comme dans la premiere partie, il existe a € [ etb € ] tels que 1 = a + b. Posons x = yb + za. Alors
mi(x) = mi(yb) = mi(y —ya) = mily) = § et m(x) = my(za) = 7y(z —2zb) = 7y(z) = Z dlone

o(x) = (¥,2).
Finalement, d’apres le premier théoréme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme ¢ : A/I] —
A/Ix A/] (donné par ¢(x) = (rt7(x), 7(x))). v

Corollaire. Soit A un anneau principal. Soient m et n deux éléments de A premiers entre eux. Alors
les anneaux A/(m) x A/(n) et A/(mn) sont isomorphes.

Remarque. L'isomorphisme est donné par ¢ (%) = (71, (x), 7w (x)) o 7ty : A — A/ (m) et 1 0 A —
A/(n) sont les projections canoniques. Pour exprimer $ !, on applique la propriété de Bézout, qui
donne (u,v) € A? tel que mu + nv = 1. Alors ¢ (7t (y), 7Ta(2)) = zmu + yno.

Ceci permet, dans le cas ott A = Z, de résoudre des systemes de congruences du type

{x =a (mod m)
y=b (mod n)

avec m et n deux entiers premiers entre eux.



CHAPITRE 1

Rappels et compléments sur les anneaux

I IDEAUX PREMIERS ET MAXIMAUX.

Dans tout ce cours, anneau signifie anneau commutatif unitaire, sauf mention expresse du contraire.

Définition 1. Soient A un anneau et I un idéal de A.

(1) L'idéal 1 est dit premier s’il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tous a,b € A,
abel=—=acloubel

(2) L’idéal I est dit maximal s'il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tout idéal | de A,
ICJ]CA=]=1Iou]=A.

On peut caractériser la primalité ou la maximalité de 1'idéal I d"un anneau A a I’aide de I'anneau
quotient A/1.

Proposition 2. Soient A un anneau et [ un idéal de A.
(1) L'idéal I est premier si et seulement sil’anneau A/ I est integre.

(2) Lidéal I est maximal si et seulement si I’anneau A/ est un corps.

Démonstration. Exercice (L3). v

Remarque. 4 1l est clair d’apres la proposition 2 que tout idéal maximal est premier.

4 Par contre, il est facile de démontrer que {0} est un idéal premier et non maximal de 'anneau Z.
(En effet, Z/{0} = Z est intégre mais n’est pas un corps).

Proposition 3. Soient A un anneau, I un idéal de A et : A —> A/I la projection canonique. On
note I4,; I'ensemble de tous les idéaux de A/I et J4 ; 'ensemble de tous les idéaux de A contenant
I. Alors :

(1) les applications

B
Jar — Iap et Iiy —— Jai
K — n(K) L — L)

sont des bijections réciproques 1'une de l'autre. Elles établissent donc une correspondance bijec-
tive entre idéaux de A/I et idéaux de A contenant I.

(2) la correspondance bijective ci-dessus induit des correspondances bijectives entre idéaux premiers
(resp. maximaux) de A/I et idéaux premiers (resp. maximaux) de A contenant I.



Démonstration. (1) Puisque 7 est un morphisme d’anneaux, 77! (L) est un idéal de A pour tout idéal L
de A/I. De plus, 0 est dans L donc I = 7~ 1({0}) c =~ 1(L).
Puisque 7t est un morphisme d’anneaux surjectif, 77(K) est un idéal de A/I pour tout idéal K de A.
Onawop =idy,, car mo (L) = L pour tout idéal L de A/I.
Il reste a vérifier que foa = idy,, pour tout idéal K de A contenant I. Soit K un tel idéal. On a
toujours 771 (7t(K)) D K. Soit maintenant x € 77~ !(7(K)). Alors 7(x) € 7(K) donc il existe a € K
tel que 77(x) = 7t(a). Mais alors x —a € I C K donc x € K. On a donc bien 7~ !(7(K)) = K.

(2) Le troisieme théoreme d’isomorphisme précise que pour tout idéal K de A contenant I, on a un
isomorphisme d’anneaux
A/K = (A/I)/m(K).

Ainsi, d’apres la proposition 2, pour tout idéal K de A contenant I, K est premier (resp. maximal)
dans A si et seulement si 77(K) est premier (resp. maximal) dans A/I.

Il est clair par définition que I'anneau nul ne contient pas d’idéaux premiers (et donc pas d’idéaux
maximaux). La premiere question légitime est alors la suivante : étant donné un anneau non nul A,
existe-t-il toujours des idéaux premiers, des idéaux maximaux, dans A? La réponse est donnée par
le théoreme de Krull.

II ENSEMBLES ORDONNES ET LEMME DE ZORN

Ce lemme est utilisé pour faire certaines démonstrations ot une récurrence est impossible (si 1’en-
semble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent a ’axiome du choix (indépendant des
autres axiomes, Cohen 1963). Vous le verrez également dans le cours de topologie.

Axiome du choix. Un produit d’une famille non vide d’ensembles non vides est non vide.
Autrement dit, si (A;);e; est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut choisir
simultanément x; € A; pour touti € I.

Nous nous contenterons d’énoncer le lemme de Zorn, et admettrons qu’il est équivalent a ’axiome
du choix.

I1.1. Lemme de Zorn

Définition 4. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire <, réflexive, antisymétrique et
transitive, c’est-a-dire telle que :

*+VxeE x<x;
*VxycEsixyety<xalorsx=y;
*Vx,yzcEsix<yety<zalorsx < z.

On dit alors que l'ensemble (E, <) est un ensemble ordonné.

Remarque. 1l est clair que, si F est un sous-ensemble de 1’ensemble E et si < est un ordre sur E, alors
< induit un ordre sur F.

Définition 5. Si (E, X) est un ensemble ordonné et si, pour tous x,y € E,ona x < youy < x, on dit que
< est un ordre total ou que (E, <) est un ensemble totalement ordonné. Dans le cas contraire, un dit
que < est un ordre partiel ou que (E, <) est un ensemble partiellement ordonné.

Définition 6. Soit (E, <) un ensemble ordonné.
4 Un élément maximal de (E, <) est un élément x € E tel que, pour tout y € E, si x < y, alors x = y.

+ Soit F un sous-ensemble de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour tout x € F,
X < m.

4 On dit que (E, }) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que (F, <) soit
totalement ordonné admet un majorant dans E.




Remarque. Soient A un anneau et £ I'ensemble de tous les idéaux de A distincts de A. L'inclusion
définit une relation d’ordre (partiel) sur £ et on note (£, C) ’ensemble ordonné ainsi obtenu. Alors,
I est un idéal maximal de A si et seulement si I est un élément maximal de (€, C).

Théoréeme 7 (Lemme de Zorn). Soit (E, <) un ensemble ordonné, inductif et non vide. Alors il existe
un élément maximal dans E.

Démonstration. (admis) v

I1.2. Applications

Théoréme 8. Soit K un corps. Tout espace vectoriel non nul sur K a une base.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel sur K. Soit S I’ensemble des parties libres de E muni de 1’ordre
fourni par l'inclusion. Comme E # {0}, ona S # @.

S muni de cet ordre est inductif : soit (S;);c; une partie totalement ordonnée de S. Alors U;¢;S; est libre.
En effet, soit }jc; Ajx; = 0 une relation de dépendance avec | une partie finie de I, x; € Sj et A; € K.
Puisque ] est fini et (S;);c; est totalement ordonné, on peut choisir iy € ] tel que S; C S;, pour tout j € .
Alors x; € S;; pour tout j € J. Or §;; est libre, donc A; = 0 pour tout j € J.

D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie libre maximale dans S, notons-la B. Il reste a démontrer
que B est un systéme générateur : sinon, il existe y € E tel que y ¢ vect{ B}, donc {y} U B est libre, ce
qui contredit la maximalité de B.

Théoréeme 9 (Théoreme de Krull). Soit A un anneau unitaire. Alors tout idéal de A distinct de A est
contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Soit I un idéal de A distinct de A. Soit S ’ensemble des idéaux de A qui contiennent |
et qui sont distincts de A, ordonné par l'inclusion. Puisque I € S, cet ensemble est non vide. De plus, S
muni de cet ordre est inductif : soit (I;);c; une famille totalement ordonnée d’idéaux qui contiennent I et
qui sont distincts de A. Alors Ujc;I; est encore un idéal distinct de A et contenant I. En effet, 1 & Uje/;
donc Ujejl; # A. Il est clair que I C Ujel;. De plus, si x et y sont dans Ui, il existe jo tel que x
et y soient dans [;; (puisque la famille des I; est totalement ordonnée). Alors x +y € I;; C Ujejl; et
ax € Ijy C Ujerlj pour touta € A, donc c’est bien un idéal.

D’apres le lemme de Zorn, S contient un élément maximal. C’est un idéal maximal de A contenant

L v

Remarque. Vous verrez également le théoréme de Hahn-Banach qui se démontre a 1’aide du lemme
de Zorn.

IIT CORPS DES FRACTIONS D'UN ANNEAU INTEGRE

Soit A un anneau intégre. Notons S = A \ {0}.
On veut construire un corps K contenant A comme sous-anneau (d’ot la nécessité d’avoir un an-
neau integre) et qui soit minimal pour cette propriété. La construction est la méme que celle de Q a

. . . a
partir de Z : on va considérer un ensemble de quotients de la forme S avec (a,8) € A%ets #0,etle

munir d’une structure d’anneau (qui se trouvera étre un corps).
On définit une relation d’équivalence sur A x S par

(a,8) ~ (d',s') < as' —a's =0.

C’est bien une relation d’équivalence :

4 (a,s) ~ (a,s) car as — sa = 0.

4+ Si(a,s) ~ (a,s'),alors as’ —a’s = 0, donc a’s — as’ = 0 et donc (a’,s") ~ (a,s).

+Si(a,s) ~ (a,s)et(a,s") ~ (a",s"), alorsas’ —a's = 0 eta’s” —a"’s’ = 0. Donc as’s” —a'ss” +

a's"s —a"’s's = 0 et donc as” — a’’s = 0. Donc (a,s) ~ (a”,s").



a .
On forme le quotient A x S/ ~, dont les éléments sont notés 5 On note ce quotient Frac(A).

Définition-Proposition 10. Frac(A) est un corps (commutatif), dit corps des fractions de A, pour les
opérations suivantes :

! ! !
a a as' +as
¢+ -+ o /
s s ss
aa"  ad
ss’  ss!’
7 gz 1 71 O
L'unité est 1 et I'élément nul est T
a @ . a !
Démonstration. Les opérations sont bien définies : si — = ;= S—,l, on doit vérifier que
S1 S 1
!/ ! ! ! !/ !
ais, +a;s as' +a’'s aa a
L s ol , (IIL.1) et que = =1 (IIL.2)
515 ss ss 518
1-1 1
Par hypothese, on a a15s —asy = 0 et ajs’ — a’s] = 0. On a donc 0 = (a15 — as;)s’ s1 + (a}s' —a's ’1)
ss’(/s’lall + s}u’l) — 5151 (as’ +sa’), ce qui démontre (II1.1), et 0 = (a15 — asy)ajs’ + (als —a's )a51 =

a1alss’ — aa'sis’, ce qui démontre (II1.2).
1 1rceq

Il reste a vérifier que A est bien un anneau, commutatif et unitaire, et que tout élément non nul est
inversible (exercice). v

Remarque. L'application ¢ : A — Frac(A) définie par ¢(a) = % est un morphisme d’anneaux injec-

tif. Ainsi A peut étre identifié & un sous-anneau de Frac(A).

Proposition 11. Soit A un anneau integre et soit ¢ : A — Frac(A) le morphisme d’anneaux ci-
dessus. Pour tout anneau B et pour tout morphisme d’anneaux f : A — B tel que pour touts € S,

f(s) est inversible dans B (autrement dit, f(S) C B*), il existe un unique morphisme d’anneaux
¢ : Frac(A) — Btelquego ¢ = f.

Démonstration. Commengons par démontrer 1'unicité. Supposons que g existe. Alors on doit avoir f(a) =

a as a s a a o Vs s a
8(g(a)) = g(I) = g(g) = g(g)g(I) = g(g)g(fp(SD = 8<g)f(5)r d’out I'unicité pourg(g)-
Maintenant, posons g(g) = (f(s)) " *f(a). Alors

!/

4 ¢ est bien défini : si g = Z— alors as’ —a’s = 0, d’ou f(a')f(s) — f(a)f(s') = 0. En multipliant par
f(s)71f(s") 7", on obtient f(s) " f(a) = f(s") " f(a).
4 g est un morphisme. En effet, on a
og(24 %) =g( ) = flad + ) () = F@FESO) ) T+ @SOS E) T =
FfE) 4 s =g(2) + (5

s s/

4

o5(22) = 8(%) = fan)f) T = @A) = fafs) @)fE) T =
«(9)s(%)
¢g(]) = rmsat -1
+g09=f:go9(@) =g(7) = F(1)f(a) = f(a). %

Remarque. Le morphisme g est nécessairement injectif.



Conséquence 12 (“Minimalité” du corps des fractions). Soit K un corps contenant A comme sous-
anneau. Alors Frac(A) est (s’identifie a) un sous-corps de K.

Autrement dit, Frac(A) est le plus petit corps contenant A.

Pour vérifier cela, il suffit d’appliquer la proposition avec f I'inclusion de A dans K.

Exemple. Si A = Z on obtient Frac(A) = Q.

Exemple. Soit K un corps. Le corps des fractions de ’anneau de polyndémes K[X] est le corps des
fractions rationnelles K(X).

IV RAPPELS D’ ARITHMETIQUE.

Dans cette partie, on étudie et rappelle des propriétés arithmétiques des anneaux, c’est-a-dire des
propriétés des anneaux liées a la divisibilité.

Dans toute cette partie, sauf mention expresse du contraire, A désigne un anneau (commutatif,
unitaire) integre (et donc non nul). On note alors A* le groupe des éléments inversibles de A.

Définition 13. Soient a,b € A.
(1) On dit que a divise b, et on note a|b, s'il existe un élément c de A tel que b = ac.

(2) On dit que a et b sont associés si a|b et bla. On note a ~ b.

Remarque. Soient a,b € A. Les points suivants sont clairs :
(1) a divise b si et seulement si (b) C (a);
(2) a et b sont associés si et seulement si (a) = (b);

(3) a et b sont associés si et seulement s’il existe u € A* tel que a = ub.

Définition 14. Soit p un élément de A.
<+ On dit que p est irréductible s'il satisfait aux conditions suivantes :
G pg A~
(ii) p =abaveca,b € A entraine que a ou b est un élément inversible.

+ On dit que p est premier s'il n’est pas nul et si I'idéal engendré (p) est premier.

Remarque. (1) Le produit d’un élément irréductible par un élément inversible est un élément irré-
ductible.

(2) L’élément 0 n’est pas irréductible car 0 = 0.0. Ainsi, un corps n’a pas d’éléments irréductibles.

(3) Soit p un élément de A; p est irréductible si et seulement si :
G p&A”;
(ii) p # 0 et les seuls diviseurs de p sont les éléments inversibles de A et les éléments de A

associés a p.

(4) Soit p € A un élément non nul. Alors p est premier si et seulement s’il n’est pas inversible et si
pour tout (a,b) € A2, plab = (p|a ou p|b).

(5) Soit p € A; si p est premier, alors p est irréductible.

Définition 15. Soient I un ensemble non vide et (a;);c; une famille d’éléments de A.
(1) On dit que a € A est un diviseur (resp. multiple) commun de (a;)ic; si, pour tout i € I, a|a; (resp.
aila).

(2) On suppose que les a;, i € 1, ne sont pas tous nuls. On dit que d € A est un plus grand commun
diviseur (en abrégé pgcd) de (a;)ic; si ¢’est un divieur commun de (a;);e; et si tout diviseur commun de
(a;)ic divise d.




(3) On suppose que tous les a;, i € I, sont non nuls. On dit que m € A est un plus petit commun multiple
(en abrégé ppcm) de (a;)ic; si c’est un multiple commun de (a;);c; qui divise tout multiple commun de
(@i)icr-

(4) On dit que les a;, i € I sont premiers entre eux si 1 est un pged de (a;)c;.

Remarque. Soit I un ensemble non vide et A = (4;);c; une famille d’éléments de A. On suppose que
les a;, i € I, ne sont pas tous nuls (resp. sont tous non nuls). On démontre facilement que sia € A
est un pged (resp. ppcm) de A, un élément b est un pged (resp. ppcm) de A si et seulement s'il est
associé a a.

On notera donc d ~ pged(a;,i € I) (resp. m ~ ppcem(a;, i € I)) sid (resp. m) est un pged (resp.
ppcm) de (a;)ie;-

Remarque. Soita € A\ {0}; a et 0 sont premiers entre eux si et seulement si a est un élément inver-
sible de A.

Proposition 16. Soit (a,b) € A%, ab # 0. Soit d un pgcd de a et b et soit m un ppcm de a et b. Alors ab
et dm sont associés.

Démonstration. Puisque a et b divisent ab, leur ppcm m divise ab. Posons ab = me pour un e € A. Pour
conclure, il suffit de démontrer que e est associé a d.

Posons a =da’, b = db’, et m = aa” = bb”.

Onaab = me = aa”e donc b = a”¢ et donc e divise b. De méme, ¢ divise a, donc e divise d qui est un
pged de a et b.

Puisque d divise a et b, il divise ab, posons ab = dx. On a alors dx = ab = da’b = dab’ donc x = ab’ = a’b
et donc a et b divisent tous deux x, donc m divise x. Posons x = my. On a alors me = ab = dx = dmy
donc e = dy est un multiple de d.

On en déduit finalement que d est associé a e et donc que ab = me est associé a md. v

Proposition 17. Soit a un élément irréductible de A et b un élément de A. Alors, a et b sont premiers
entre eux si et seulement si a ne divise pas b.

Démonstration. Sia divise b, alors a est un diviseur commun a a et b qui n’est pas inversible, donc a et b
ne sont pas premiers entre eux.

Sia et b ne sont pas premiers entre eux, ils admettent un diviseur commun x qui n’est pas inversible. Or
x divise a qui est irréductible donc x est associé a a. Comme x divise b, on en déduit que a divise b. v

V ANNEAUX FACTORIELS

V.1. Anneaux factoriels.

Définition 18. (1) On dit que A satisfait la condition (E) si tout élément non nul et non inversible a € A
admet une décomposition en produit d’éléments irréductibles, c’est-a-dire qu'il existe r € IN* et des
éléments irréductibles py,. .., pr telsque a = p1 ... p;.

(2) On dit que A satisfait la condition (U) si pour tout élément non nul et non inversible de A, une décom-
position en produit d’'éléments irréductibles (si elle existe) est essentiellement unique, c’est-a-dire que, si
a=pi...pr=q1...qs0itr,s € N et p1,...,pr, q1,...,qs sont des éléments irréductibles de A, alors
r =set il existe o € &, tel que, pour 1 < i <r, p;et 9o (i) soient associés.

(3) On dit que A est factoriel s'il est intégre et s’il satisfait aux conditions (E) et (U).

Exemple. Tout corps est un anneau factoriel.

On va donner une définition équivalente d’un anneau factoriel, dans laquelle on a vraiment unicité
de la décomposition. Pour cela on introduit la définition suivante.
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Définition 19. Soit A un anneau. Une partie P de A est un systéeme de représentants des irréductibles
de A si c’est un systéme de représentants des classes d’équivalence des éléments irréductibles de A pour la
relation ~ (association), autrement dit,

4 tout élément de P est irréductible;

4 sia € A est irréductible alors il existe p € P tel quea ~ p;

+ deux éléments distincts de P ne sont pas associés.

Exemple. L'anneau Z est factoriel (les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs
opposés). Si A = Z, on peut prendre I'ensemble des nombres premiers (positifs) pour P, ou bien
I'ensemble des opposés de nombres premiers.

Définition-Proposition 20. Un anneau A est factoriel si, et seulement s’il est intégre et si tout élément non
nul a € A se décompose de maniére unique sous la forme a = ua [ Tpep pr () avec u, € A%, vp(a) € N
pour tout p € P et les v, (a) sont nuls sauf pour un nombre finide p € P.

Pour p € P, l'entier vy (a) est appelé valuation p-adique de a.

Démonstration. C’est clair. v

Propriétés 21. Soit A un anneau factoriel et soient 4 et b deux éléments non nuls de A. Alors
(1) pour tout p € P on a v,(ab) = vy(a) + v,(b).
(2) a divise b si, et seulement si, v,(a) < v,(b) pour tout p € P.

(3) a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, v,(a)v,(b) = 0 pour tout p € P.

Démonstration. (1) Onaab = uauy [Ipep por(@+opb) — [Tpep p» (@) Par unicité de la décomposition
on en déduit que u,, = uguy et vy(ab) = vy(a) + vy(b) pour tout p € P.
(2) (<) Sivp(a) < vy(b) pour tout i, alors b = au, ' uy, [Tpep p?r()=2p(@) donc a divise b. [Les hypotheses
sur A ne servent pas ici.]
(=) Sib = ac, alors pour tout p € P ona vy(b) = vp(a) +vp(c) = vp(a).

(3) (=) S'il existe p tel que vy(a)vy(b) # 0, alors p divise a et b donc a et b ne sont pas premiers entre
eux. [Les hypothéses sur A ne servent pas ici.]

(<) Supposons que I'on ait, pour tout p € P, vy(a)v,(b) = 0. Soit d un diviseur commun de a et b.
Ona donc 0 < vy(d) < min(vy(a),v,(b)) = 0 pour tout p € P donc v,(d) = 0 pour tout p € P
etdoncd € A*. v

Dans un anneau integre quelconque, les pged et ppcm n’existent pas toujours. Cependant, dans un
anneau factoriel, c’est le cas.

Proposition 22. Supposons A factoriel. Si ay, ..., a, (r € IN*) sont des éléments non nuls de A, alors
ils admettent un pgcd et un ppcm.

Démonstration. Posons a; = ug, [1,cp pPr (@) pour tout i.

Pour tout p € P, posons 5, = min{v,(a;);i € [1;7]} et considérons d = [],ep p* (notons que c’est
bien le produit d’un nombre fini d’éléments distincts de 1).

4 Il est clair que d est un diviseur de chacun des a; (pour tout p € P ona v,(d) = 6, < vp(a;)).

4 Soit x € A un diviseur commun des g;. Puisque x divise tous les a; on a vy(x) <
min{v,(a;);i € [1;7]} = 8, = vp(d) pour tout p € P, donc x divise d.

L’élément d est donc bien un pged des a4;.

Pour le ppcm on fait un raisonnement similaire.
Pour tout p € P, posons y, = max{v,(a;);i € [1;7]} et considérons m = [Tyep p.
4 Il est clair que m est un multiple de tous les a;.
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4 Soit y € A un multiple commun des a;. Puisque a; divise y pour tout i, on a v,(y) >
max{v,(a;);i € [1;r]} = pup = vp(m) pour tout p € P, donc m divise y.
L’élément m est donc bien un ppcm de a et b. v

Lemme 23. Soit A un anneau factoriel, soit {a;;i € I} une famille finie d’éléments non tous nuls de
Aetsoitb e A, b #0.

(1) Soit d un pged des a;. Alors bd est un pged des ba;, i € 1.

(2) Si d est un pged des a; alors pour tout i € I il existe a; € A tel que les a/, i € I, soient premiers
entre eux et a; = da’ pour touti € I.

Démonstration. (1) Soit ¢ un pged des ba;. 11 est clair que bd est un diviseur commun des ba; donc bd
divise c. Réciproquement, puisque b|ba; pour tout i € I, on en déduit que b|c donc ¢ = bc’ avec
¢’ € A.Puisque ¢ = bc’|ba; pour tout i € I, on a ¢’|a; pour tout i et donc ¢’|d. Finalement, ¢ = bc’
divise bd. Donc bd ~ c est un pged des ba;.

Remarquons qu’on n’utilise pas ici le fait que A est factoriel, mais seulement le fait que les a;, i € I, et les ba;,
i € I, admettent des pged. Mais on peut aussi utiliser les décompositions en produits de facteurs irréductibles
pour démontrer ce résultat, on utilise alors vraiment le fait que A est factoriel.

(2) Puisque d est un diviseur commun des a;, il existe a; tel que a; = da} pour tout i € I. D’apres ce
qui précede, si d’ est un pged des a’, alors dc est un pged des a; donc il est associé a d et donc c est
inversible. v

Théoreme 24. Soit A un anneau integre satisfaisant la condition (E). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) A est factoriel
(b) A satisfait la condition (U).

() Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A tel que a # 0, si a et b sont premiers entre eux et si a|bc,
alors a|c (condition de Gauss).

(d) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A, si a est irréductible et divise bc, alors a divise b ou a
divise ¢ (condition d’Euclide).

(e) Pour p dans A, p est premier si et seulement si p est irréductible (condition de primalité).

Démonstration. (a)<(b) par définition d"un anneau factoriel.
(b)=(c) Soient a et b premiers entre eux divisant bc.

4+ Sib =0, puisque a et b sont premiers entre eux on en déduit que a est inversible (voir remarque
page 10) donc a divise c.

4 Sic =0, alors a divise c.

4 Supposons donc que 4, b et ¢ ne sont pas nuls. Puisque A est factoriel, on peut décomposer 4, b et
¢ de maniére unique sous la forme a = u, [T,cp p?r (@, b = u, [Tyep p?r () et e = u, [Tpep porl©),
Alors, puisque a et b sont premiers entre eux, on a v,(a)v,(b) = 0 pour tout p € P. Puisque a
divise bc ona vy (a) < vp(b) 4 vp(c) pour tout p € P. On en déduit facilement que v,(a) < vp(c)
pour tout p € P et donc que a divise c.

(0)=(d) Soit a un élément irréductible divisant bc. Si a ne divise pas b, alors d’apres la proposition 17 a

et b sont premiers entre eux, donc d’apres la condition de Gauss a divise c.

(d)=(e) C’est clair.
(e)=(b) Soita € A et supposons que a = p1...pm = g1 ...q9, avec m < n. On raisonne par récurrence

sur .

4+Sim=1o0naa=p; =4gi...qs. Donc g1 | p1, p1 est irréductible et g; ¢ A*, donc q; = up;
avecu € A*.Doncuqy...qs € A* etdoncn = 1.

4 Supposons que le résultat soit vrai jusqu’au rang m — 1 et démontrons-le au rang m. On a
p1(p2---Pm) = q1-..qn. Puisque p; est irréductible, p; est premier d’apres (d), et il divise
q1-..qn, donc il existe i tel que py | q; : ona q; = uyp; avec uy € A. Puisque g; est irréduc-
tible, u; € A*.

Onadonc pi(pz.-.pm) = urp1(qu---gi-1qis1---4n), dONC pa .. pyy = trq1 - - Gi1is1 - - - Gn €t
par hypothese de récurrence onam —1 = n — 1, donc m = n, et il existe u] € A” pour tout
j =2,...,metune bijection T : {2,...,m} — {1,...,m} \ {i} tels que p; = ]qT(]) pour tout
j=2,...,m.Onconcluten deflmssanta € 6, par (7(1) =ieto(j) = 7(j) pourj =2,. v
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V.2. Exemples d’anneaux factoriels.

Dans cette partie, on étudie les anneaux principaux et les anneaux euclidiens. Ce sont des exemples
d’anneaux factoriels.

On commence par I'étude des anneaux principaux. On rappelle qu'un anneau A est dit principal
sil est integre et si tout idéal de A est principal, c’est-a-dire que pour tout idéal I de A, il existea € A
tel que I = (a).

Lemme 25. Soit A un anneau principal et soit [} C I, C ... C I, C ... C A une suite croissante
d’idéaux de A. Alors cette suite stationne, c’est-a-dire qu’il existe N € IN* tel que pour toutn > N
on ait I,, = Iy.

Démonstration. Posons I = UyeN+1,;. Alors I est un idéal de A (exercice), donc comme A est principal il
existe a € A tel que I = (a). Alors a € U,en+I,, donc il existe N € IN* tel que a € Iy. Par conséquent,
(a) C Iy C I = (a), donc I = Iy. De plus, pour toutn > N,ona Iy C I, C I = IydoncI, = Iy. v

Proposition 26. Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps. Soita € A. Alors a est irréductible
si et seulement si (a) est maximal.

En particulier, un anneau principal satisfait la condition de primalité. De plus, les idéaux pre-
miers non nuls d'un anneau principal sont maximaux.

Démonstration. On sait déja que I'on a les implications suivantes :

. . . 9 L .
(a) maximal = (a) premier (d:ef> a premier P2 airréductible

11 suffit donc de démontrer que si a est irréductible alors (a) est maximal.

Supposons donc a irréductible. Soit I un idéal de A tel que (a) C I C A. Puisque A est principal, il
existe b € A tel que I = (b). Donc b | a et comme a est irréductible et que b n’est pas associé a a (puisque
(a) # (b)), b est inversible et donc I = (b) = A. Donc (a) est maximal.

Le reste est clair. v

Remarque. Soit A un anneau intégre et soit 2 € A un élément non nul. On a les implications sui-
vantes :

A principal
(a) maximal === (a) premier
A

A principal

a irréductible <=4 premier

A FACTORIEL

Théoreme 27. Si A est principal, alors il est factoriel.

Démonstration. On sait déja que A est integre.

Si A est un corps, il est factoriel (voir p. 10). Supposons donc que A n’est pas un corps.

D’apres la proposition 26, la condition de primalité est satisfaite par A. Il suffit donc d’apres le théoreme
24 de démontrer que tout élément non nul et non inversible de A est un produit d’éléments irréductibles.
Soit S I’ensemble des idéaux (a) engendrés par les éléments 2 non nuls, non inversibles et n’admettant
pas de factorisation en produit d’éléments irréductibles. Supposons par 1’absurde que S # @.
Démontrons que S admet un élément maximal. Si ce nest pas le cas, soit (a1) € S. Alors (a;) n’est pas

maximal dans S donc il existe (a2) € S tel que (a1) & (a2). De méme, (a2) n’est pas maximal donc il
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existe (a3) € S tel que (a2) & (a3). En procédant ainsi, on construit une suite strictement croissante

d’idéaux dans A, contredisant ainsi le lemme 25.

Donc S admet un élément maximal, notons-le (). En particulier, comme (ag) € S, I'élément ag n’est
pas irréductible, donc on peut écrire ag = bc avec b et c non nuls et non inversibles. On a alors (ag) & (b)
et (ap) S (c) donc par maximalité de (ag) dans S, ona (b) & Set (c) ¢ S. Par définition de S il existe
donc des éléments irréductibles py,...,pretqq,...,qs telsque b = p1---p, etc = g1 - - - gs. Mais alors
ag = p1--- Prd1- - - gs ce qui contredit le fait que (ap) € S.

Finalement, S = & et donc la propriété (E) est bien vérifiée. v

Remarque. On suppose A principal.
(1) Si A est un corps, son unique idéal premier est {0}.

(2) Si A n’est pas un corps, ses idéaux premiers sont {0} (qui n’est pas maximal) et les idéaux (p) ot
p est irréductible (et un tel idéal est maximal d’apres la proposition 26).

Le théoréme 27 montre que toute famille finie d’éléments non tous nuls d’un anneau principal
admet un pgcd et un ppem (voir proposition 22); on peut les caractériser au moyen d’idéaux.

Proposition 28. Supposons A principal et soient ay,...,a, (r € IN*) des éléments de A.

4+ Siles ay, ..., a, ne sont pas tous nuls, alors un élément de A est un pged de {ay, ..., a,} si et seule-
ment s’il engendre l'idéal a1 A + - - - + a,A.

4+ Silesay, ..., a, sont tous non nuls, alors un élément de A est un ppecm de {ay, ..., a,} si et seulement
s’il engendre I'idéal a;A N ---Na, A.

Démonstration. 4 Soit d un pged de {ay,...,a,}. Alors pour toutiona (a;) C (d), donc (ay,...,a,) =
(a1) + -+ (an) C (d).

Puisque A est principal, il existe b € A tel que (ay,...,a,) = (b). Pour tout i, on a (a;) C (b) donc b
divise a; pour tout i et donc b divise d qui est un pged des a;. Par conséquent, (d) C (b) et finalement
(a1,...,a,) = (b) = (d).

Réciproquement, sid € A est tel que (d) = (ay,...,4a,), alors d est un diviseur commun des a;, et pour
tout autre diviseur commun b des a;, on a (d) = (ay,...,a,) C (b) donc b divise d et donc d est un
pged des a;.

4 Soit m un ppem de {4y, ..., a,}. Alors pour touti on a (m) C (a;), donc (m) C (a;) N --- N (an).
Puisque A est principal, il existe b € A tel que (a1) N ---N (an,) = (b). Pour tout i, on a (b) C (a;
donc a; divise b pour tout i et donc m, qui est un ppcm des 4;, divise b. Par conséquent, (b) C (m) et
finalement (a1) N --- N (a,) = (b) = (m).

Réciproquement, si m € A est tel que (m) = (a3) N---N (a,), alors m est un multiple commun des
a;, et pour tout autre multiple commun c des a;, ona (m) = (a;) N--- N (a;) D (c) donc m divise c et
donc m est un ppcm des a;. v

Corollaire 29 (Propriété de Bézout). Supposons A principal et soient ay, ..., a, (r € IN*) des éléments
non tous nuls de A. Alors, les éléments ay, ..., a4, sont premiers entre eux si et seulement s’il existe
X1,...,% € Atelsqueayx; + - - +a,x, = 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 28. v

On passe maintenant au cas des anneaux euclidiens. Ce sont des exemples d’anneaux principaux.

Définition 30. L'anneau A est dit euclidien s'il est integre et s'il existe une applicationv : A\ {0} — N
vérifiant : pour tout couple (a,b) d’éléments de A tel que b # 0, il existe un couple (q,r) d’éléments de A tel
que a = bq + r et ou bien r = 0, ou bien v(r) < v(b).

L’application v s’appelle un stathme euclidien.
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Remarque. Dans la littérature, un tel v s’appelle parfois un pré-stathme euclidien, et il faut ajouter la
condition que pour tout (a,b) € A% avec ab # 0, on a v(a) < v(ab) pour avoir un stathme eucli-
dien. Mais on peut démontrer que si un pré-stathme existe, il existe aussi un stathme, donc les deux
définitions d’anneau euclidien sont équivalentes.

Théoréme 31. Si A est euclidien, il est principal.

Démonstration. cf. cours de L3.

Soit I un idéal de A. Si I = {0}, il est principal. Sinon, 'ensemble I \ {0} est non vide et par suite
I’ensemble {v(a), a € I\ {0}} est une partie non vide de IN qui admet donc un plus petit élément m.
Soit alors a € I\ {0} tel que v(a) = m. Pour tout b € I, il existe q,7 € A tels que b = ag +r et ou
bien r = 0, ou bien v(r) < v(a). Si I'on suppose que r # 0, alors r est un élément non nul de I tel
que v(r) < v(a). Ceci contredit la définition de a et par suite, on doit avoir r = 0. On a démontré que
I =(a). v

Exemple. L'anneau Z est euclidien (considérer 1'application v : Z \ {0} — IN définie par v(n) =
|n))-

Si K est un corps, I’anneau K[X] est euclidien (considérer 'application v: K[X] \ {0} — IN définie
par v(P) = deg P).

Corollaire 32. Soit A un anneau commutatif unitaire quelconque (ie. non nécessairement integre).
L'anneau A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Démonstration. D’apres le théoreme 31 et ’'exemple ci-dessus, si A est un corps, alors A[X] est principal.
Réciproquement, supposons que A[X] est principal. Alors A est intégre car c’est un sous-anneau de
A[X] qui est principal donc integre.

L'application ¢ : A[X]| — A définie par ¢(P) = P(0) est un morphisme d’anneaux surjectif et de
noyau (X), donc d’apres le premier théoreme d’isomorphisme on a A[X]/(X) = A. Or A est integre,
donc A[X]/(X) est integre, donc (X) est un idéal premier et non nul, donc maximal puisque A[X] est
principal, et donc A = A[X]/(X) est un corps.
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CHAPITRE 2

Anneaux de polynémes

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau (commutatif unitaire).

I ANNEAUX DE POLYNOMES EN PLUSIEURS INDETERMINEES

Vous avez défini en L3 I'anneau de polyndémes A[X] en une indéterminée. Pour mémoire, il s’agit
de I'ensemble des suites (4, ),en finies d’éléments de A, muni de 1’addition composante & compo-
sante et du produit défini par (a,) - (by) = (cx) avec ¢, = Y §_o akby—k. Onnote (a,)neN = Zﬁzo a Xk
ot d > max{k;a, # 0} et max{k;ay # 0} = deg (ZZ:O aka) est le degré du polynome Y7_, a; X~.

On définit alors récursivement les anneaux de polyndmes en plusieurs indéterminées.

Définition 1. Soit n € IN un entier avec n > 1. L'anneau de polyndmes en n indéterminées X1, ..., X,
noté A[Xy, ..., Xn|, est défini récursivement par

A[X1,. . .,Xn] = A[X1,. . .,Xn_l][Xn].

Remarque. On a une inclusion naturelle A — A[X] qui a un élément a € A associe le polyndme
a. C’est un morphisme d’anneaux. Il découle de la définition qu’il existe des morphismes injectifs
d’anneaux naturels

+ A AlXy, ..., X et
+ AlXy,..., Xy — A[Xq,..., X,] pour tout p < n tel que X; a pour image X; pour tout i € [1; p].

Proposition 2. Tout élément de A[Xj, ..., X,] s’écrit, de facon unique, sous la forme

1 i
( Z) a(ill---,in)'Xl .. Xnn,
11,0/ ) EIN"

otag, i) € A, pourtout (i, ...,iy) € N" (somme finie).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.

4 C’est vrai pour n = 1 (L3).

4 Soit n > 1. Supposons le résultat vrai pour I'anneau de polynomes en n indéterminées. Soit P €
A[X1,...,Xn, Xps1]. Posons B = A[Xq,..., Xu]. Alors, pulsque A[X1, ..., Xn, Xns1] = B[Xps1), le
résultat au rang 1 nous permet d’écrire P = Z —0QiXq avecd € ]N et Q; € B, Qs # 0. Par

hypothese de récurrence, on a, pour tout j, Qj = Y, i, enn ugi in)'Xl . X! avec ot aEJB i) € A

(somme finie). On en déduit que

iy ] . L i iy i"+1
P= Z Z 11, Jin - X XVH—l - Z b(’lw--/ln/lnﬂ)'Xl e Xy XVH-l

] 0(11/ Pz ) (11/-"/iﬂrin+1)
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()

oubg i) = (i) On a démontré I'existence. Démontrons maintenant 1'unicité. Il suffit pour
sesertity seeerln

Xil ... Xin X! est le polyndme nul, alors tous

cela de démontrer que si P = Z( il

. il;---/inrin+1) a(ilx--»rinrin#—l)'
les coefficients a(;,

reorinsinsq) SONE nuls.

ACtri i in in — iy
On peut écrire 0 = ); . eN (Z(il,...,in) Uiy, i) X1 -+ X )Xnﬁ = Liypen Qi Xy avec Qi €
B. Le résultat au rang 1 donne Q; = 0 pour tout j. L’hypothese de récurrence implique que tous les
coefficients de tous les Q]- sont nuls, c’est-a-dire que tous les coefficients de P sont nuls. v

Définition 3. 4 Un élément de A[Xy, ..., X,] de la forme XT X gvec (i1,...,in) € IN" s’appelle un
mondéme de A[Xq, ..., Xu] (en Xq, ..., Xp).

4 Soit P = Z(il,...,in)gN” a
dant au monome X' ... X;'.

i) X1 Xa Alors ag, 0. X5 ... Xop! est le terme monomial correspon-

La proposition ci-dessus dit que tout polynome de A[X, ..., Xy s’écrit de maniere unique comme somme
finie de termes monomiaux.

4+ Le degré, ou degré total, du mondme Xil .. X ou du terme monomial ”(il,...,in)xil . Xb (avec
Ay, in) #0)est Y}y iy.
Le degré, ou degré total, du polynome P est le maximum des degrés des termes monomiaux non-nuls qui
constituent P :

degP = max{ Z ik}a(il,...,in) # 0}'

k=1

Proposition 4. Soit A un anneau integre et n € IN*. L'anneau de polynomes A[Xy,..., X,] en n
indéterminées est integre.

Démonstration. On procéde par récurrence sur #.

4 Le résultat est connu si n = 1. Pour mémoire, si P = Zfl:O 2, X etQ = Z§:o b]-Xj ne sont pas nuls, avec
ag # 0etb; # 0, alors PQ = azb; X + R avec deg R < d + t. Puisque A est integre, azb; # 0 et donc
PQ #0.

4 Supposons que B = A[Xj, ..., X,] est integre pour un n > 1. Alors A[X,..., X, 11] = B[X;4+1] est

integre d’apres le résultat au rang 1. v
Théoreme 5 (Propriété universelle des anneaux de polynomes). Soient B un anneau, f: A — B un
morphisme d’anneaux et by, ..., b, € B.Onnote o : A — A[Xj, ..., X,] I'inclusion naturelle.

Alors il existe un morphisme d’anneaux g : A[Xj,..., X,] — Betunseul tel que, pour1 < j <
n,g(X;) = bj et tel que go o = f, cest-a-dire que le diagramme suivant soit commutatif :

AT A[Xy,..., X
8
S~
B
Remarque. La condition g o o = f s’écrit g4 = f lorsqu’on identifie A et ¢(A). Autrement dit, g est

un prolongement de f a A[X3, ..., Xu].

Démonstration. Si g existe, on doit avoir

g Z a(l'l,..,,l'n)‘Xil . X;{l = Z g(a(il,...,in)'Xlll . X;zn)
(1 vesin ) EN" (#1,esin ) EN"
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donc g est nécessairement unique.
De plus, on vérifie facilement que 1’application g: A[Xy,...,Xy] — B définie par

g ( Z a(lj,u.,in)'Xlll - X;") = Z f(a(il ,,,,, in))blll e b;"
(il,.‘.,in)GNn (l‘],‘..,in

vérifie les propriétés requises. En effet :

4+ Il est clair que g(c(a)) = g(a) = f(a) pour tout a € A (prendre (iy,...,iy) = (0,...,0)).

+ Il est clair que g(Xy) = by pour tout k € [1;n] (prendre (i1,...,iy) = (0,...,0,1,0,...,0) avecle 1 en
ki®me position).

4 Il reste a vérifier que g est bien un morphisme d’anneaux.
+g(1)=f(1) =1

< Posons P =3 i, i)eNn Ay, in)- X L XetQ= Yo(iy i) ENT a( Xil ... X", Alors

i)

§(P+Q)=g (( Y (i) T i) KT XZ”) = . Z)ean(a(ilf""i”) +al, )by b

i1evryin ) N

= Y (flag,. i)+ f(al(il,...,in)))'bil ...by

(i1,eenim) ENF
= Y flag,) b b Y flag, ) b = g(P) +g(Q)
(i1,.esin ) EN" (i1,esin ) EN"

< > Soient P = a.X;1 . Xinetp=a .X]f ... X{{’ des termes monomiaux. Alors
g(PQ) = g(ad’ X{™ . XTIy = flaa' BTNl = f(a).bi1 bl f(a)bI LB = ¢(P)g(Q).

> Soient P et Q quelconques dans A[X,..., Xy]. Alors P =Y TretQ =3, Sy oules Ty et les
Sy sont des termes monomiaux. En utilisant ce que nous avons déja démontré, on a

s(PQ) = 5(3. TS = 3 ) g(Tisy) = L L

- (an:lg(Tk)> (figs@) :g<kZlT> (iﬂ) = g(P)g(Q). v

Exemple. Soit A un anneau et soit [ un idéal de A. Le morphisme d’anneaux f : A — (A/I)[X]
obtenu par composition de la projection canonique 77 : A — A/I et de l'inclusion A/I — (A/I)[X]
induit donc grace au théoréeme 5 un morphisme d’anneaux ¢; : A[X] — (A/I)[X] qui prolonge f et
tel que @;(X) = X (’est-a-dire que ¢ (Y7o a; X)) = Y1, 7(a;) X'). Il est clair que ¢; est surjectif.

De méme, si f : A — (A/I)[X1,...,Xn] est la composée de la projection canonique 7 : A —
A/I et de l'inclusion A/I — (A/I)[Xy,...,Xy4] , il existe un morphisme d’anneaux surjectif ¢y :
AlXy, ..., Xn] = (A/D)[Xq, ..., Xu] qui prolonge f et tel que ¢;(X;) = X; pour tout i (c’est-a-dire que
P1 (i) N (i) X 'XZ”) = Tiy e 70000y, i) )XY+ X))

Cas particulier. Soit p € IN un nombre premier et soit T : Z — Z/pZ la projection canonique.
On pose 7t(n) = 7. Le morphisme ¢, ) : Z|X] — (Z/pZ)[X] consiste a réduire les coefficients
des polynéme modulo p : ¢, (Ti— axX*) = ¥, @ X*. On appelle @() le morphisme de réduction
modulo p.

Corollaire 6. Soit o € &,,.. On a un isomorphisme d’anneaux A[Xq, ..., X;,| = A[Xg(l),. .., Xg(n)].
En particulier on en déduit que pour tout i € [1; 1], on peut identifier les anneaux A[Xj, ..., X,]
etA[Xl,... i— 1/Xi+1/~~~anHXi]~

Démonstration. On applique la propriété universelle des anneaux de polynémes avec B = A[Xy(1), - - -, Xy ()]
et b; = X,(; pour obtenir un morphisme d’anneaux ¢ : A[Xy, ..., Xu] = A[X;(1), .-, Xy(n)] qui fixe les
éléments de A et envoie chaque X; sur X, ;).
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On applique & nouveau la propriété universelle des anneaux de polyndmes avec B = A[Xq, ..., X;]
et b; = X; (avec au départ I'anneau A[Xg(l),. ..,Xg(n)]) pour obtenir un morphisme d’anneaux ¢ :
A[Xg(l), e, X(,(n)] — A[X3,..., X,] qui fixe les éléments de A et envoie chaque Xo(iy sur X;.
Alors 1 o ¢ est un endomorphisme d’anneaux de A[Xj, ..., X,| qui fixe les éléments de A et les X;; or
id4(x,,..x,) est également un tel endomorphisme, donc par unicité ona o ¢ =idax,, . x,| -
De méme, ¢ o ¢ = idx 1y Xo(m) donc ¢ et ¢ sont des isomorphismes réciproques. v

o(n)

Définition 7. 4 Le degré partiel du mondme Xil - Xb (ou du terme monomial ”(il,...,in)Xil ¢
avec ag, iy # 0) en lindéterminée Xy est iy. Il s'agit du degré de ce mondme vu dans I'anneau
AlXy, .o, X1, X1, - - - X [ Xk, cest-a-dire un polyndme en l'indéterminée X et a coefficients dans
AlXy, oo, X1, Xty - -0 Xl

* Le degré partiel du polynome P en 'indéterminée Xy est le maximum des degrés partiels en Xy des termes
monomiaux non nuls qui constituent P :

C’est le degré de P vu comme polynome dans A[Xq, ..., Xk—1, Xks1, - - - X [ Xi]-

II FONCTIONS POLYNOMIALES.

Dans toute cette section, A est un anneau (commutatif unitaire).
Si n € IN*, on note F(A", A) 'ensemble des applications de A" dans A. Il est bien connu que
F (A", A) est un anneau commutatif, pour les opérations suivantes : si f et g sont dans F(A", A),

(f+9)(x) = f(x)+g(x) pourtoutx € A"
(fg)(x) = f(x)g(x) pourtoutx € A"

L’élément neutre (resp. unité) est I’application constante égale a 0 (resp. 1).

Définition 8. Soit P = Y. i yenn iy, i X1 - X € A[X1,..., X, oil ag,
(i1,...,in) € IN™. On associe a P la fonction Pe F (A", A) définie par

€ A, pour tout

i)

P A" — A
il iy *
(@1, an) = i) eNn Ay in) ] - - - O

Cette fonction s’appelle la fonction polynomiale associée a P. Par abus de notation, pour (a1, ..., &) €
A", on écrira souvent P(ay, ..., a,) aulieude P(aq, ..., ay).

Proposition 9. Soit n € IN*. L'application A[Xq, ..., X,] — F(A", A), P — D est un morphisme
d’anneaux. Son image est notée F,,1 (A", A) et elle est appelée 'anneau des fonctions polynomiales
sur A".

Démonstration. C’est une simple vérification.

On peut également, pour éviter des calculs techniques, utiliser la propriété universelle des anneaux de
polyndmes (théoreme 5). Pour touti € [1;n], soit 1; € F (A", A) 'application définie par 77;(aq,...,a,) =
«; (la projection sur la i™¢ composante). Soit f : A — F (A", A) 'application qui a x € A associe I'appli-
cation constante égale a x; c’est un morphisme d’anneaux. Alors il existe un unique morphisme d’an-
neaux A[Xy, ..., X,] = F (A", A) qui prolonge f et qui associe 77; & X;. On constate qu'il s’agit bien de

l'application P — P. v

Soit n € IN*. La proposition 9 montre que 1’on dispose d"un morphisme d’anneaux surjectif

pol(Anz A)

P .

on  AXy,..., Xn] — F
—>
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Remarque. Soit A un anneau integre. On sait que ¢1 : A[X] — Fpo1(A, A) est injectif si, et seulement
si, A est infini.

En effet, si A est fini, posons A = {t1,...,t;}. Alors le polynéme P = [T;_; (X — t;) n’est pas nul (il
est de degré s) mais la fonction polynomiale P : A — A est nulle.

D’autre part, si A est infini, puisqu’il est integre tout polynéme non nul de A[X] a un nombre fini
de racines, donc la fonction polynomiale associée ne peut pas étre nulle.

Ce résultat est encore vrai pour les polyndmes en plusieurs indéterminées.

Théoréme 10. Soit A un anneau integre et soit 7 € IN*. Le morphisme ¢, d’anneaux est un isomor-
phisme si, et seulement si, A est infini.

Démonstration. 4 Supposons que A est infini. Il suffit de démontrer que, pour tout n € IN*, ¢, est
injectif (puisqu’il est surjectif par construction). On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est
connu. On suppose le résultat acquis jusqu’a 'ordre s, s € IN*. Soit P € A[Xj,..., Xs41]; il existe
une famille {P;};cn d’éléments de A[Xy, ..., X,] telle que P = Y,y P;X!, ;. Si I'on suppose que
P n’est pas nul, alors il existe iy € IN tel que P;, # 0. Par hypothese de récurrence, on en déduit
I'existence de (ay,...,as) € AS tel que P, (ay,...,as) # 0.Soit enfin : A[Xy,..., Xsy1] — A[Xs41]
le morphisme d’anneaux tel que ¢4 = ida, P(X;) = a; pour 1 < i < set P(Xs41) = Xsq1. Alors le
polynome y(P) = Yicn P;(a) XL ; de A[X,11] n’est pas nul puisque P; (a) # 0.1l existe donca € A
tel que ¢ (P)(a) # 0. On en déduit aussitot que P ne s’annule pasen (ay,...,4s,a), donc la fonction
polynomiale associée a P n’est pas nulle.

4 Supposons que A est fini. On sait qu’il existe un polyndéme P € A[X;] dont la fonction polynémiale
associée P : A — A est nulle. Posons P = Z?:o aiXi.

On dispose d'un morphisme d’anneaux injectif o : A[X;] — A[Xj,..., Xn] qui envoie X; sur X; et
fixe les éléments de A. Il est clair que o(P) # 0. Mais on a

—_— d . ~
o(P)(aq, ..., 00) = ) ajey = Pag) =0
i=0

donc la fonction polynomiale associée au polyndme non nul o(P) est nulle. Ainsi, ¢, n’est pas injec-
tive. v

IIT ARITHMETIQUE DANS LES ANNEAUX DE POLYNOMES

IT1.1. Théorémes de transfert.

On a vu dans le corollaire 4 que la propriété d’étre integre se transfere de 'anneau A a ’'anneau
A[X3,...,Xy]. On peut remarquer que, comme l'indique le corollaire 1.32, la propriété d’un anneau
d’étre principal ne se transfére pas de I'anneau A a I'anneau A[X]. Il résulte aussi du corollaire 1.32
que la propriété d’un anneau d’étre euclidien ne se transfére pas de I'anneau A a I'anneau A[X].

Dans cette section, on étudie le transfert de la propriété d’étre factoriel de 'anneau A & I’'anneau
A[X1,...,Xy]. Pour ce faire, il faut introduire la notion de contenu d’un polynome.

Définition 11. On suppose que A est un anneau factoriel.
(1) Si P € A[X]\ {0}, un élément de A est appelé un contenu de P si c’est un pgcd des coefficients de P.
(2) Un polynome P € A[X] \ {0} est dit primitif si 1 est un pgcd de ses coefficients.

On notera ¢ ~ c(P) si c est un contenu de P.

Remarque. Le fait que A soit un anneau factoriel assure I'existence de pgcd dans A et donc la notion
de contenu a bien un sens pour les polyndomes a coefficients dans A.

Exemple. Les polynomes 2X? +3X + 4 et X3 + X + 1 de Z[X] sont primitifs, le polyndme 2X? + 6X +
4 admet 2 comme contenu. Notons que 2X2 + 6X +4 = 2+ (X? + 3X + 2) avec X> + 3X + 2 primitif.
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Lemme 12. Soit A un anneau factoriel. Soit P € A[X] \ {0}. Alors p € A est un contenu de P si et
seulement s'il existe P; € A[X] primitif tel que P = pP;.

Démonstration. (=) Notons P = Y a;X!. Soit p un contenu de P. Alors pour tout i il existe af €A
tel que a; = pa) et 1 est un pged des a; d’apres le lemme 1.23. On a alors P = pP; avec P; =

" Al X! € A[X] primitif.
(<) Supposons que P = pP; avec P; primitif. Posons P = Y7 ;a;X". Alors P =Y jpa; X' etp=p-1
est un pgced des coefficients pa; d’apres le lemme 1.23 et donc p est un contenu de P. v

Lemme 13 (Lemme de Gauss). On suppose A factoriel. Soient P et Q des polyndmes non nuls de
AlX].
(1) Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif.

(2) Si p et g sont des contenus de P et Q respectivement, alors pg est un contenu de PQ.

Démonstration. (1) On raisonne par 1’absurde. Supposons que 1 n’est pas pged des coefficients de PQ.
Alors, puisque A est factoriel, il existe un pged des coefficients de PQ. Soit T € A un diviseur
irréductible de ce pged; il divise donc tous les coefficients de PQ. Soient d, e les degrés respectifs de
P et Q; comme P et Q sont primitifs, il existe au moins un coefficient de P et un coefficient de Q qui

ne sont pas divisibles par 7. Posons P = Zfl:o 2, X, Q= Z};O ijj, ip=1inf{i, 0 <i<dtqmfa;}et
jo=inf{j, 0 <j <etqmtb;}. Le coefficient d'indice ig + jo de PQ est

Z llil’J]' = aiobjo + Z aib]:

i+j=io+jo i+j=io+io
i<igouj<jp

Mais alors, par définition de 7r, 7t divise le membre de gauche et le second terme du membre de
droite dans l'équation ci-dessus, donc 7r|al~O bjo' Comme A est factoriel et 7t irréductible, il s’ensuit
(condition d’Euclide) que 7t divise a;, ou bj;, ce qui constitue une contradiction. Ainsi 1 est pged des
coefficients de PQ.

(2) On utilise le lemme 12. Il existe des polyndmes primitifs P/, Q" € A[X] tels que P = pP’ et Q = qQ'.
Alors PQ = pgP’'Q’ avec P'Q’ primitif d’apres (1), donc pq est un contenu de PQ d’apres le lemme
12. v

Remarque. Soit A un anneau factoriel. Alors A est integre, donc son corps des fractions K existe
et A peut étre identifié & un sous-anneau de K. On a alors une injection A — K — K[X] qui est un
morphisme d’anneaux. On en déduit donc grace a la propriété universelle des anneaux de polyndmes
un morphisme d’anneaux A[X]| — K[X] qui prolonge cette injection A — K[X] et qui a X associe X. Il
est facile de voir que ce morphisme est injectif, et donc que A[X] peut étre identifié & un sous-anneau
de K[X].

Lemme 14. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X]. On suppose
qu’il existe Q, R dans K[X] tels que P = QR. Alors il existe Q’, R’ dans A[X] et a, p dans K \ {0} tels
que P = Q'R', Q' =aQ, et R = BR.

Démonstration. En réduisant tous les coefficients de Q et R aux mémes dénominateurs, on voit qu'il
existe q,r € Aet Qp, Rp € A[X] tels que gQ = Qp et YR = Ry. On a alors QyRy = grP.

Soient ¢ un contenu de Qy et d un contenu de Rp. On peut donc écrire Qp = cQ; et Ry = dR; avec Q;
et Ry dans A[X] primitifs d’apres le lemme 12. On a donc grP = cdQq Ry avec Q1R primitif (lemme de
Gauss), donc a I'aide du lemme 12 on en déduit que cd est un contenu de qrP et donc que gqr divise cd :
il existe A € A tel que cd = Agr d’ott P = AQqR;. Finalement on posex = Ac™lqg € K, p =d~'r € K,
Q =aQetR' = BR. v

Théoreme 15. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Les éléments irréductibles de A[X] sont

4 les éléments irréductibles de A et

4 les polyndmes non constants et primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans K[X].
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Démonstration. On rappelle que A[X]* = A* (A est integre).

(1) Soita € A. Démontrons que a est irréductible dans A[X] si et seulement s’il est irréductible dans A.

4 Si a est irréductible dans A, il n’est ni nul ni inversible dans A et donc il n’est ni nul ni inversible
dans A[X]. De plus, sia = PQ avec P, Q dans A[X], alors P et Q sont de degré 0 donc ils sont dans
A et par conséquent P ou Q est un élément inversible de A donc de A[X].

4 Réciproquement, si a est irréductible dans A[X], il n’est ni nul ni inversible dans A[X] et donc il
n’est ni nul ni inversible dans A et si a = bc avec b, ¢ dans A, alors b ou c est inversible dans A[X]
et donc dans A.

(2) Soit P dans A[X] de degré supérieur ou égal a 1. Alors P n’est ni nul ni inversible dans A[X].

4 Supposons que P est primitif et irréductible dans K[X]. Si P = QR avec Q, R dans A[X], I'irréduc-
tibilité de P dans K[X] assure que Q, par exemple, est un élément inversible de K[X]. Donc, Q = a
aveca € A\ {0}.L'égalité P = aR assure que sid est un contenu de P, alors a|d. Mais P est primitif,
donc a = Q est inversible. Ainsi, P est irréductible dans A[X].

4 Réciproquement, supposons que P est irréductible dans A[X]. Si d est un contenu de P, alors
P = dP' avec P’ € A[X] primitif et de degré > 1 donc non inversible. Par conséquent, d est
inversible dans A[X] donc dans A et donc P est primitif.

Démontrons que P est irréductible dans K[X]. Il n’est pas inversible dans K[X] (de degré > 1). Si
P = QR dans K[X], grace au lemme 14 on peut supposer que Q et R sont dans A[X]. Or P est
irréductible dans A[X] donc par exemple Q est inversible dans A[X] et donc Q est inversible dans
K[X]. v

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X] de contenu
c € Aettel que P = QR dans K[X]. Alors il existe des polynomes Q et R dans A[X] qui sont
primitifs, tels que Q ~ Q et R ~ R dans K[X] et qui vérifient P = cQR.

En effet, il suffit de combiner le lemme 12, le lemme de Gauss et le lemme 14.

En particulier, si P € A[X] est primitif et tel que P = QR dans K[X], alors il existe des polyndmes
Q et R dans A[X] qui sont primitifs, tels que Q ~ Q et R ~ R dans K[X] et qui vérifient P = OR.

Théoréme 16 (Théoreme de Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Démonstration. Notons K = Frac A.

4 On sait déja que A[X] est integre puisque A est intégre.

4 On commence par démontrer que I'anneau A[X] satisfait la condition (E). Soit P € A[X], non nul et
non inversible dans A[X].

<> Si P est de degré 0, il s’écrit comme produit d’éléments irréductibles de A (et donc de A[X] d’apres
le théoréme 15) et c’est terminé.

<> Supposons donc que P est de degré > 1. En particulier, P n’est ni nul ni inversible dans K[X].
Notons ¢ un contenu de P.
Comme K[X] est principal (K est un corps) et donc factoriel, il existe ¥ € IN* et P;,..., P, des
polynomes irréductibles de K[X] tels que P = P ...P,. D'apres la remarque précédente, il existe
pour tout i € [1;r] des polyndmes primitifs P/ € A[X] tels que P/ ~ P; dans K[X] vérifiant P =
cPy - - - P;. Puisque A est factoriel, on peut écrire ¢ = ¢y . .. g5 ott les g; sont des éléments irréductibles
de A.Onaalors P = qy ...qsP] ... P; et d’apres le théoréme précédent, les q; sont irréductibles dans
A[X] et les P! aussi puisqu'ils ne sont pas constants, ils sont primitifs et ils sont irréductibles dans
K[X] (associés aux ;).

4 Pour démontrer que A[X] est factoriel, c’est-a-dire que la condition (U) est vérifiée, il suffit grace au
théoreme 1.24 de démontrer que A[X] satisfait la condition de primalité, ¢’est-a-dire de démontrer
qu’un élément irréductible de A[X] engendre un idéal premier de A[X]. Soit P un polyndme irréduc-
tible de A[X].

¢ Si P =a € A, alors a est un élément irréductible de A. On a un morphisme surjectif d’anneaux
A[X] — (A/(a))[X] (cf. exemple page 19), et il est facile de voir qu’il induit un isomorphisme
A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] par le premier théoréeme d’isomorphisme. Or A est factoriel et a est
irréductible dans A, donc A/ (a) est integre, donc A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] est integre, et donc
aA[X] est un idéal premier de A[X].
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<> Si maintenant deg P > 1, alors P est primitif et irréductible dans K[X] d’apres le théoreme 15.
Comme P est irréductible dans I’anneau factoriel K[X], I'idéal PK[X] est premier dans K[X]. Il suffit
donc de démontrer que PA[X] = PK[X] N A[X] pour conclure que PA[X] est premier dans A[X]. Il
est clair que PA[X] C PK[X] N A[X]. Démontrons l'autre inclusion : soit PQ € PK[X] N A[X], avec
Q € K[X] et PQ € A[X]. Nous allons démontrer que Q € A[X]. En réduisant les coefficients de Q
au méme dénominateur, on peut écrire dQ = Q" avecd € A et Q' € A[X]. Notons ¢ un contenu
de Q. Puisque P est primitif, ¢ est un contenu de PQ’. Or PQ" = dPQ avec PQ € A[X], donc d
divise c. Posons ¢ = da avec a € A. On sait qu'il existe un polyndéme primitif Q; € A[X] tel que
Q' = cQq = daQ;. On en déduit que PQ = aPQ; et donc que Q = aQ; € A[X]. v

Théoréme 17. Si A est factoriel et n € IN*, alors A[Xj, ..., X,] est factoriel.

Démonstration. Par récurrence sur n a ’aide du théoréme 16. v

Remarque. On vérifie facilement que si A est un anneau tel que A[Xj, ..., X,| est factoriel, alors A
est factoriel.

Cependant, en général, un sous-anneau ou un anneau quotient d’un anneau factoriel n’est pas
factoriel. Par exemple, Z[iv/3] nest pas factoriel (cf. TD) mais c’est un sous-anneau de C qui est
factoriel et il est isomorphe au quotient Z[X]/(X? + 3) de Z[X] qui est factoriel.

IT1.2. Tests d’irréductibilité.

Rappel. Un élément a € A est une racine d'un polyndome f de A[X] si et seulement si le polynome
X — a divise f dans A[X].
Il en découle que si A est integre, le nombre de racines de f dans A est au plus deg(f).

Proposition 18. Soit A un anneau.

(1) Soita € A etsoit f € A[X]. Alors f est irréductible dans A[X] si, et seulement si, f(X — a) est
irréductible.

(2) On suppose que A est integre. Alors pour tout a € A le polyndme X — a est irréductible.

(3) On suppose que A est integre. Si f € A[X] est irréductible et si deg(f) > 2, alors f n’a pas de
racine dans A.

(4) Soit K un corps. Soit f € K[X] un polyndéme de degré 2 ou 3. Alors f est irréductible si, et seule-
ment si, f n’a pas de racine dans K.

Démonstration. (1) Si f(X —a) = P(X)Q(X) avec P et Q non inversibles, alors f(X) = P(X +a)Q(X +
a), et P(X +a) et Q(X + a) ne sont pas inversibles (en effet, s'il existe R tel que P(X +a)R(X) =1
donc P(X)R(X — a) = 1 et donc P est inversible, ce qui est une contradiction).

(2) On rappelle que A[X]* = A* lorsque A est integre. Notons que X — a n’est pas nul et n’est pas
inversible. 5i X —a = PQ alors P et Q ne sont pas nuls et donc degP > 0, degQ > 0 et deg P +
deg Q = deg(X —a) = 1 (puisque A est integre), et finalement on doit avoir deg P = 0 oudeg Q =0
c’est-a-dire que P ou Q est constant, par exemple P. Sionpose P =bet Q = cX +d,onaalorsac =1
(en identifiant) et donc P = a est inversible dans A donc dans A[X].

Finalement, X — a est irréductible.

(3) Si f a une racine a dans A, alors X — a divise f donc f = (X —a)PetonadegP =degf—12>1
(car A est integre). Puisque A est integre, les polyndmes non constants ne sont pas inversibles donc
f n’est pas irréductible.

(4) Puisque K est inteégre et que deg f > 2, on a déja vu que si f est irréductible alors f n’a pas de racine
dans A.

Réciproquement, supposons que f est réductible. Alors il existe P et Q non constants tels que f = PQ.
OnadegP+degQ € {2;3} etdegP >1,degQ > 1, doncdeg P = 1 oudeg Q = 1. Or un polyndéme
de degré 1 a coefficients dans un corps K a nécessairement une racine, donc f aussi. v

Remarque. Notons que si A n’est pas integre, les éléments inversibles de A[X] ne sont pas tous de

degré 0. Par exemple, dans Z/4Z[X] on a (2X + 1)?> = 1 donc 2X + 1 est inversible mais n’est pas
constant. Il faut donc faire attention dans la démonstration de ’affirmation (1).
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Remarque. Les affirmations (2) et (3) sont fausses si A n’est pas integre.
Exercice : rechercher des contre-exemples.

4 Pour (2) : dans Z/6Z[X]ona X —1 = (2X +1)(3X — 1) avec 2X + 1 et 3X — 1 non inversibles. En
effet, si (2X +1)P = 1avec P = Z?:o a; X" et ay # 0,alors ag = 1,2a; = 0 et a; ., = 4a; pour tout i
avec 0 < i< d—1,doita; =4 pour tout i € [1;d], mais alors 0 =2a; =2-4 =2 (ou0 = 2a9 = 2 si
d = 0), une contradiction ; pour 3X — 1 on peut raisonner de la méme fagon.

Autre contre-exemple : notons e = (1,0) € Z?; dans Z?[X],ona X = (eX+ (1—¢))((1 —e)X +e)
avec eX + (1 —e) et (1 — e)X + e non inversibles car leurs coefficients constants e et 1 — e ne sont pas
inversibles.

4 Pour 3),2X*+X € Z/ 47 X] est de degré 2, il admet O comme racine, mais il est irréductible. En effet,
2X? + X = (2X + 1) X avec 2X + 1 inversible (cf. remarque précédente), donc il suffit de démontrer que
X est irréductible. Supposons donc que X = PQ avec P = Y4 a; X! et Q = Y¢_, b;X". Alors aghy = 0
et agby + a1by = 1. Dans Z./4Z, agby = 0 implique ay = 0 ou by = 0 ou (ap, by) = (2,2), mais si
ay = 2 = bg alors 2(by + a1) = 1 et donc 2 est inversible, une contradiction. Donc ag ou by est nul, par
exemple ag. Ecrivons P = XP;. On a donc X(PyQ — 1) = 0. Mais si XR = 0, on vérifie facilement que
R = 0donc P1Q = 1 et donc Q est inversible.

Remarque. L'affirmation (4) est fausse si on remplace K par un anneau (méme intégre). Exercice :
rechercher des contre-exemples.

Dans Z[X], le polynome 2(X? + 1) est de degré 2 et sans racine mais il n’est pas irréductible (2 et X> + 1
ne sont pas inversibles).

Proposition 19 (Test des racines entiéres). Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Soit P =Y ,a;X' € A[X] aveca, #0,n > 1, et soita = g € K une racine de P dans K avec p et g
deux éléments premiers entre eux de A. Alors g divise a, et p divise ao.

Démonstration. cf. TD. v

Soit I unidéal de'anneau A. Onnote ¢; : A[X] — (A/I)[X]le morphisme d’anneaux de l’exemple
page 19.

Proposition 20 (Critere de réduction). Soient A un anneau factoriel et I un idéal premier de A.
Soit P = Y ya; X' € A[X] aveca, ¢ I, n > 1; si ¢;(P) est irréductible dans (A/I)[X] ou dans
(Frac(A/I))[X], alors P est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. On peut remarquer que [ est premier donc A/ I est integre, il a donc
bien un corps des fractions.

Supposons que P = QR avec Q, R dans K[X]. Grace au lemme 14, on peut supposer que Q et R sont dans
A[X]. Posons Q = Z?:O biX'etR = YI ;¢ X aveca, = bye, ¢ 1.Ona ¢;(P) = ¢;(Q)@i(R). Puisque
¢1(P) est irréductible dans (A/I)[X] ou dans (Frac(A/I))[X], par exemple ¢;(Q) est inversible dans
(A/I)[X] oudans (Frac(A/I))[X], donc dans les deux cas c’est un élément non nul de Frac(A/I). Donc

deg ¢;(Q) = 0. Mais 0 # @, = b,cy, donc b, # 0, et donc deg ¢;(Q) = g. Donc deg Q = g = O et Q est
une constante non nulle de K, donc inversible dans K et donc dans K[X]. Donc P est irréductible dans
K[X]. v

Proposition 21 (Critére d’Eisenstein). Supposons A factoriel et considérons P = Y (a4, X' € A[X]
avec n = deg P > 1. S'il existe un élément irréductible p de A tel que p 1 a,, pla;pour 0 <i <n—1
et p? 1 ap, alors P est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. Puisque deg P > 1, P n’est pas inversible dans K[X]. Supposons que
P ne soit pas irréductible dans K[X]. Alors, il existe Q, R dans K[X] tels que P = QRet0 < g = degQ <
degP et 0 < r = degR < degP. D’apres le lemme 14, on peut supposer que Q, R sont dans A[X].
Posons Q = Z;'I:o ijf etR =Y, cxX*. Comme p ne divise pas a,, p ne divise ni bg ni ¢,. Comme p
divise ag et p2 ne divise pas ag, I'égalité ag = byco assure que p divise by ou ¢¢ (car A satisfait la condition
d’Euclide) mais pas les deux. Quitte a échanger Q et R, on peut supposer que p divise cg et pas by. Soit
donc ¢ = inf{1 <i < rtelque pt¢;}; comme r < n,1'égalité ay = bocy + - - - + byco montre que bycy est
divisible par p et donc que c; est divisible par p. Ceci constitue une contradiction.
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CHAPITRE 3

Polynomes symétriques

Ce chapitre n’a pas été traité en 2016-2017.

I L’ANNEAU DES POLYNOMES SYMETRIQUES

Soit A un anneau quelconque (commutatif et unitaire).

Notation. Soitn € IN*, soit f € A[Xj,..., Xu] un polyndéme et soit v € S,,. On note ’f le polyndme
F Xy Xyiy)-

| Définition 1. Un polynome f € A[X, ..., X,| est dit symétrique si pour tout y € S, ona”'f = f.

Exemples. 4 X? + Y? + 72 est un polyndme symétrique de Z[X, Y, Z| (mais pas de Z[X, Y, Z, T)).
+ X1 X5 + Xp X3 + X3X7 est un polyndme symétrique de Z[ X1, Xp, X3.
+ X3Y + Y3Z + Z3X n’est pas un polyndme symétrique de Z[X, Y, Z].

Remarque. Si f est un polyndme symétrique, alors le degré partiel de f par rapport a chacune de ses
variables est le méme, et on I'appelle degré partiel de f.

Lemme 2. Soit ¢ : A[Xy,...,X,] = A[Xjy,...,X,—1] I'unique morphisme d’anneaux qui fixe les
éléments de A ainsi que X, ..., X,_1 et qui vérifie ¢(X,) = 0, obtenu grace a la propriété universelle
des anneaux de polynémes. On a ¢(P) = P(Xy, ..., X,-1,0).

Soit f € A[Xj,...,X,] un polyndme symétrique. Alors ¢(f) est un polynéme symétrique de
AlXy, ..., Xy1].

Démonstration. Soit v € &,_1 et soit 7/ € &, la permutation définie par 'yi [no1] = 7 et v (n) = n
Alors 19(f) = (" f) = ¢(f), ce que I'on voulait. v

Lemme 3. Soity € &,,.Soit ¢, : A[Xy,..., X,] = A[Xy,..., X, I'application définie par ¢, (P) = "P.
Alors 1, est un automorphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A.

Démonstration. Notons que 1§, est 'unique morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A et qui véri-
fie Y, (X;) = X,(;) pour tout i. Il admet comme réciproque ¥, -1, qui est 'unique morphisme d’anneaux
qui fixe les éléments de A et qui vérifie ¢, (X;) = X, -1(; pour tout i. En effet, y o ¢, 1 etidyx,,. x,]
sont deux morphismes d’anneaux qui prolongent A — A[Xj, ..., X;] et qui fixent tous les X;, donc par
l"unicité dans la propriété universelle 2.5 ils sont égaux. De méme, ¢, 1 0 ¢, = idy[x,, .. x,), donc P, est
bien un automorphisme d’anneaux.
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Conséquence 4. L'ensemble des polyndmes symétriques est un sous-anneau de A[Xy, ..., Xy].

En effet, ona 7(f — ¢) = "f — g, "(fg) = ("f)(7g) et "1 = 1 puisque ., est un morphisme d’an-
neaux. En particulier, la somme et le produit de polyndmes symétriques sont des polyndomes symé-
triques.

Remarque. On vérifie facilement que l'application ¢ : &, — Aut(A[Xj, ..., X,]) qui a 7 associe .,
est un morphisme de groupes, c’est-a-dire que pour tout (7, 7) € &2 on a Y(y7) = P(7)P(T) ou
autrement dit

Y(y,7) € &2, Vf € A[Xy,..., Xu], "(°f) ="7F.

On a donc une action du groupe &, sur A[X, ..., X,

II POLYNOMES SYMETRIQUES ELEMENTAIRES

Définition 5. Soit k € [1;n]. Le polynome o = ) (H Xi> de A[Xq,...,Xy| est un polynome
HcC[1;n] \ieH
[H|=k
symétrique, appelé k-ieme polyndme symétrique élémentaire. On pose oy = 1.

Remarque. On a deg oy = k (ou deg désigne le degré total).
On peut écrire 0}, = Zl<i1<i2<---<ik<n X, Xy - X,

Notation. Lorsqu’il peut y avoir ambiguité, on écrira oy,  pour le k-iéme polyndme symétrique élé-

mentaire en Xj, ..., X, (on précise le nombre d'indéterminées dans la notation).

Exemples. 4 01 = X; +--- + X,,.

+ 0y = X1X2 + X1X3 4+ -+ X1Xn + X2X3 4+ -+ Xn_lxn.

*0, =X1Xp - Xy

Lemme 6. Les polyndmes symétriques élémentaires sont symétriques.

Démonstration. Soit y € &,. Alors

Ve X ]:l(l) X HIZEI(H) X _ v
o= Y ([IX%0) = X | Il x| = Y, | TIX | =0
Hc[1;n] \ieH Hc[Ln] \jey—1(H) H'c[un] \jeH'
|H|=k |H|=k \H'|=k

Lemme 7. 4 Soit ¢ : A[Xy,..., Xnt1] — A[Xi,...,Xu41] le morphisme du lemme 2, défini par
¢(P) = P(X1,...,Xy,0). Alors ¢(0y41,) = 0nx pour tout k € [1;n], autrement dit, 0, =
Un—i—l,k(Xl/ ey Xn/ 0)

+O0naocyi1,0 =1 0ur1nt1 = OnnXnt1 €t Oui1k = Ok + Oy k-1 Xu11 pour toutk € [0;n].

Démonstration. La premiere partie est évidente (ou se déduit de la deuxieme). Pour la deuxieme, on a

O+ Onp1Xni1 = Y <H X,-) + ) <]‘[ Xi> Xpi1

HcC[1n] \i€eH H'c[1;n] \ieH'
|H|=k |H'|=k—1
- & (mx)e ©o (1w
HC[1;n+1] i€eH Hc[Ln+1] icH
|H|=k et n+1¢H |H|=k et n+1cH
= X (Hxi>:‘7n+1,k- v
HcC[1;n+1] \i€eH
|H|=k

28



IITI STRUCTURE DES POLYNOMES SYMETRIQUES

Lemme 8. Soit P € A[Xj, ..., X,] un polyndme symétrique et supposons que X; divise P pour un
i € [1;n]. Alors o, divise P.

Démonstration. Quitte a permuter les indéterminées, on peut supposer que i = n. On raisonne par
récurrence sur .

4+ Sin =1, cest clair car 071 = Xj.

+ Supposons le résultat vrai au rang n — 1 pour un entier n > 1. Posons
P=Py+P Xy +PX2+ -+ P;X4

avec P; € A[Xy, ..., X,_1] pour tout i. Puisque P(Xj, ..., X;,_1,0) = 0 par hypothese, ona Py = 0.
Vérifions que les P; sont des polyndmes symétriques de A[Xy, ..., X,_1]. Soit donc v € &,,_; et soit
v € &, égala vy sur [1;n — 1] et tel que y/(n) = n. On a alors
/ d / / H d H
P="P=) "P("X,) =) "PX,
i=1 i=1
donc en identifiant, 7P; = P; pour tout i. Donc P; est symétrique.
Soit maintenant T = (n —1,n) € &,. Alors P = P = P(Xy,..., Xy—2, Xn, Xy—1). On applique le
morphisme ¢ du lemme 2 (ie. X;; — 0). On obtient donc

Pi(Xy, ..., Xy 2,0)X! .

M=~

0= g(P) = P(X1,.. -, Xu—2,0, X1) = |

Il
-

On en déduit par identification que pour touti, 1 < i < d,ona P;(Xy, ..., X,—2,0). Par hypothese de
récurrence, on sait que 0,1 ,—1 = X - - - X;,_1 divise P; pour tout i, posons P; = Q;X; - - - X;,_1. Alors
P=Y% PX,=Y9 QiXi---X, 1X} estun multiple de X; - - - X;; = 0y 5. v

Remarque. Pour tout polynome P € A[Xj, ..., X;], onadeg(Poy,) = deg P + n (ot1 deg désigne le degré
total). En particulier, si Poy, = 0 alors P = 0.
En effet, posons P = Y e aiXil X et degP = max{Y}_;ix; a; #0}. On a alors Po, =

Yienn aiX?H .- X0 done deg(Poy,) = max{Y}_;(ix +1); a; # 0} = max{(Tp_1ix) +n; a; #0} =
deg P + n.

Proposition 9. Soit P un polyndme tel que P(oq,...,0,) = 0. Alors P = 0.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 71.

4 Sin =1, le résultat est clair (o7 = Xj).

4+ Soitn > 2 et supposons le résultat vrai au rang n — 1. Soit S ’ensemble des polynémes f € A[Xj, ..., X]
non nuls tels que f(0,,1,...,0n,,) = 0. On veut démontrer que S = @. Supposons par 1’absurde que
S #@.
L'ensemble {deg f; f € S} est une partie non vide de N donc admet un minimum dy. Soit P € S de
degré dy. Posons P = 2?:0 P;X!, avec P, € A[Xq,..., Xu_1].
Si Py = 0alors P = X,Q pour un Q € A[Xj,..., X,]. Notons que Q # 0. On a dans ce cas 0 =
P(oyi1,. s 0un) = 0nnQ(0na, .- Onn) = X1+ XnQ(01, ..., Onn). Onendéduit que Q(0y, 1, ..., Onn) =
0 d’apres la remarque précédente. Mais deg Q < dp et Q € S (puisque Q # 0), donc on a obtenu une
contradiction.

Par conséquent, Py # 0, et donc P(Xj,...,X;_1,0) = Py(Xy,..., X,—1) # 0. Par hypothese de récur-
rence, on en déduit que Py(0y—11,...,0,-1,—1) # 0. Mais on a

Po(0u—11/--1On—1n—1) = P(Cpn_11,---,0n—-1,n-1,0)
= P(Ui’l,l(Xll ceey Xﬂ*llo)/ e r‘Tn,nfl (Xl, oo /anllo)ro—n,l’l(xl/ ceey XTZ*l/ 0)) = 0

en utilisant le lemme 7. On a donc bien une contradiction. v
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Définition 10. Le poids d’un monome Xil e Xff est Uentier iy + 2ip + 3iz + - - - + niy.
Le poids d'un polynome est le maximum des poids des mondmes qui le constituent

si P = Yienn aiX? - Xi, le poids de P est max{poids(Xi1 XDy £ 0} =
max{il 4+ 2ip +3i3+ -+ - + niy ; a; 75 0}

Exemple. Le polyndome P = X + X1 X5 + X1 X3 est de poids max(1,5,4) = 5.

Remarque. Le degré de P(oy,...,0,) est inférieur ou égal au poids de P.

Vérifions d’abord cela dans le cas ot P = X{'--- X;" est un mondome. On a deg P(y,...,0,) =
aydegoy + - -+ apdego, = YL ;i qui est bien le poids de P (on a égalité car tous les polynémes
0y sont unitaires.

Soit maintenant P = }i_; M; un polynéme non nul ot les M; sont des mondmes. Par définition,

poids(P) = max{poids(M;); 1 <j<r}.Onaalors

deg P(,...,0u) < max{deg Mj(cy,...,0,); 1 <j <r} =max{poids(M;); 1 <j<r} = poids(P).

Théoréme 11. Soit A un anneau. Soit P € A[Xj, ..., X,] un polynéme symétrique. Alors il existe un
unique polyndéme T € A[Y3,...,Yy] tel que T(c7,...,0,) = P. Ce polyndme est de poids d = deg(P).

Exemple. ¢ SiP = X% + X3 € Z[X1,Xa],ona P = (X1 + X»)? —2X1 X» = (712 — 207. Le polynéme T
estdonc T = YZ —2Y,.

4+SiP= X%Xz + X1X§’ € Z[Xl,Xz], onaP = X1X2(X% + X%) = 0’2(0’12 — 20’2) etT = Y12Y2 — 2Y22

Démonstration. L'unicité découle de la proposition 9. Démontrons 1’existence.

On raisonne par récurrence sur # (le nombre d’indéterminées).

4+ Sin =1, le résultat est évident, car 011 = Xj.

4 Soit n > 1 et supposons que le résultat est vrai pour les polyndmes symétriques de A[X3, ..., X,_1].
Soit P € A[Xl,. .., Xn} un polynéme symétrique de degré total d € IN. On fait maintenant un raison-
nement par récurrence sur d.
< Sid = 0, cest évident (P est constant).
<> Soit d > 0 et supposons le résultat vrai pour les polyndmes symétriques de A[Xj, ..., X,| de degré

total inférieur ou égal a (d — 1).

Soit ¢ le morphisme du lemme 2. Puisque le polynéme ¢(P) est un polyndome symétrique
de A[Xy,...,X,—1], par hypothese de récurrence (sur n), il existe un unique polynéme V €
AlYy,...,Y,_1] de poids inférieur ou égal a d tel que ¢(P) = V(0yy—11,---,0n—1,n-1)-

Posons P’ = V(0y1,...,04,-1)- Notons que deg P’ < poids(V) < d. Alors P’ est un polyndme
symétrique de A[Xy,..., Xu] etona ¢(P — P') = 0 donc X, divise P — P’ dans A[X3,..., X,]. On
en déduit grace au lemme 8 que 0y, , divise P — P'.

Posons P — P’ = Quy,,. Alors Q est symétrique; en effet, si v € &y, alors ("Q)on, = "(Qonn) =
T(P—P') = P— P = Qoyy et on en déduit que 'Q = Q (cf. remarque p. 29). De plus, deg Q =
deg(Qoy,) —n = deg(P — P') —n < d —n < d dong, par hypothese de récurrence, on peut écrire
Q =W(0n1,...,0n,) pour un unique polynome W € A[Y,...,Y,] de poids deg Q.

Posonsenfin T = V+WY,.Ona T(0y1...,0un) = V(0p1-..,0nn) + W(0u1---,0nn)0nn =P +
Qoyn = P. On a donc démontré I'existence.

On a de plus poids(T) < max(poids(V),n + poids(W)) < d et si poids(T) < d alors d = degP =
deg T(0y1,...,0nn) < poids(T) < d, une contradiction. On en déduit donc que poids(T) = d =
deg P. v

Définition 12. Un polynome f € A[Xy,..., Xy| est dit homogene si tous ses mondmes sont de méme
degré. Ce degré commun est nécessairement le degré total de f, on I'appelle degré du polynome homogene f.

Remarque. 4 Tout polyndome f s’écrit de maniére unique comme somme de polyndmes homogenes,
que I'on appelle composantes homogenes de f.
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4+ Si f est un polyndme symétrique, alors ses composantes homogenes sont symétriques.
En effet, posons f = Y;_; fi avec f; homogenes de degrés deux a deux distincts. Soit y € &,,. Alors

Yo fi=f="=Yi4"fidoncpourtoutiona’f; = f;.
4 Pour tout k, le polyndme oy est homogene de degré k et de degré partiel 1.

Remarque. Dans la pratique, afin de simplifier les calculs, avant d’appliquer la méthode de la dé-
monstration pour trouver T, on écrit P comme somme de polyndmes homogeénes et on applique la
méthode a chaque composante homogene.

On suit alors la procédure suivant pour un P homogeéne :

(i) On calcule ¢(P) et on trouve V € A[Yy,...,Y,_1] tel que ¢(P) = V(0y-11,.--,00-1,n—1) €N
suivant la procédure récursive (on recommence jusqu’a n’avoir qu’une indéterminée ou avoir
une expression en les polyndmes symétriques élémentaires).

(i) Ondétermine Q € A[Xj,..., X,] symétrique tel que P — V (01, ..., 0nn-1) = Q0.
(iii) Ontrouve W € A[Yy,...,Yy] tel que Q = W(0y1,...,0n,) par la procédure récursive.
(iv) OnposeT =V + WY,,.

Exemple. (1) P = XYZ + X2Y + X2Z + Y27 + XY + XZ2 + YZ2. Soit ¢z : A[X,Y,Z] = A[X,Y] le
morphisme d’anneaux donné par ¢z (P) = P(X,Y,0).
4 Onagz(P) = XY + XY? = XY(X +Y) = 022021 (autrement dit, V = XY).

4 On considere P — V(031032) =P — (X+ Y+ Z)(XY + XZ+YZ) = —2XYZ = —203 3 (autre-
ment dit, Q = —2).

4+ OnposeT=V+QZetonabien P = T(031,032,033) = 031032 — 2033
(2 P = X} + X3 + X5. On note ¢3: A[X1, Xo, X5 = A[Xq, Xo] et ¢2: A[Xy, X2] — A[X3] les mor-
phismes d’anneaux du lemme 2.
4+ Onag3(P) = X3+ X5.
< Ona@y(p3(P)) = Xj =07
¢ @3(P) =03, = (X]+X3) — (X1 4 X2)? = —3X]Xp — 3X1 X3 = —3(X1 + Xa)022 = —302,10%,2
donc ¢3(P) = 023,1 —302102,.
& P— (03, —3031032) = 3X1X2X3 = 3033 (d'out Q = 3).
4+ Donc P = ‘75),1 — 3031032 + 3033 = T(031,032,033) avec T = X} — 3X1 X5 + 3X3.
Notons que le poids de T est bien 3 = deg P.

On peut résumer nos résultats.

Théoréme 13. L'endomorphisme d’anneaux de A[Xj, ..., X,] qui a P associe P(cy,...,0,) obtenu
grace a la propriété universelle est injectif et a pour image le sous-anneau des polyndmes symé-
triques.

IV COEFFICIENTS ET RACINES DE POLYNOMES

IV.1. Racines dans un sur-corps

Nous aurons besoin du résultat suivant, dont vous verrez des versions plus précises si vous suivez
I’option Théorie des corps au S2.

Proposition 14. Soit K un corps et soit P € K[X] un polynéme non constant. Alors
(1) Il existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P a une racine dans L.

(2) 11 existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P est scindé dans L[X], c’est-a-dire qu’il
peut s’écrire comme un produit de polynémes de degré 1 de L[X].
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Démonstration. (1) Supposons dans un premier temps que P est irréductible dans K[X]. Puisque K[X] est
un anneau principal, 'idéal (P) est maximal, donc L := K[X]/(P) est un corps. De plus, K s’identifie
a un sous-corps de L par le biais du morphisme d’anneaux K < K[X] — L composé de l'injection
naturelle et de la projection canonique sur le quotient; ce morphisme est nécessairement injectif car
il n’est pas nul (P n’est pas constant) et son noyau est un idéal du corps K. Enfin, notons x la classe
de X dans L. Alors P(x) = P(X) = 0 donc x est une racine de P dans L.

Si maintenant P n’est pas irréductible dans K[X], soit Q un facteur irréductible de P. Il existe alors
un corps L dont K est un sous-corps dans lequel Q a une racine a. Puisque a est aussi une racine de
P, on a le résultat.

(2) On raisonne par récurrence sur le degré d > 0 de P. Sid = 1, il suffit de prendre L = K.

Soit donc d > 1 et supposons que le résultat est vrai pour les polyndmes a coefficients dans un corps
quelconque et de degré au plus d — 1. D’apres la premiere partie, il existe un corps K’ dont K est un
sous-corps et dans lequel P a une racine «. Ainsi, dans K'[X]ona P = (X —a)Q. Or Q € K'[X] est
de degré d — 1 donc il existe un corps L dont K’ est un sous-corps et tel que Q est scindé dans L[X].
Mais alors K est un sous-corps de L et P = (X — a)Q est scindé dans L[X]. Donc le résultat est vrai
pour les polynémes de degre d. v

IV.2. Relation coefficients-racines

Théoréme 15. Dans I’anneau A[X, ..., X,, T] ona

n n

[1(T—X3) = Y (~1)" o 4T

i=1 k=0

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 7.
¢ Pourn=1,0onaP=(T—X;) =T+ (-1)loy.

4 Supposons le résultat vrai au rang n. Soit P = (T — Xy) - - (T — X,,)(T — X;,+1). Par hypothese de
récurrence, on a

- (ﬁ(T - x») (T = Xp1) = <i<1>"-kan,n_ka> (T = Xps1)

i=1

n n
= 2(_1)nik0'n,n7ka+l - Z(_l)nikan,nkanJrlTk
= k=0

n
= (_1)n+1iko'n,n+1fka + Z (_1)n+1iko'n,n7kxn+1 Tk
k=1 k=0
n
= Un,OTn+l + 2 (_1)n+1_k(0'n,n+1fk + O'n,nkanJrl)Tk + (_1)n+10'n,nxn+1
k=1
n—+1

= Z (_1)n+17k‘7n+1,n+1—ka
k=0

en utilisant le lemme 7 pour la derniére ligne. v

Corollaire 16 (Relations coefficients /racines). SoitP = Y ;a;X' € A[X] un polyndme aveca, € A*,
et soient B1,..., B, les racines de P, dans A ou dans un corps K contenant A (dans le cas ott A
est integre). Alors, pour tout k € {0,1,...,n}, ona ox(B1,...,Bn) = (—1)*a,_ta,'. En particulier,
O-k(,Bl/ .. -/,Bn) € A.

Démonstration. Onaa,'P = (X —B1) - (X = By) = X" = X" L+ X" 2+ ... + (=1)"G,, d’apres
le théoreme, ot 0 = 0% (B1, ..., Pn)- Le résultat s’en déduit par identification. v

2

Remarque. Pour n = 2, on retrouve le résultat trés classique (X — $1)(X — B2) = X* — 01X + 02 ot

o est la somme des racines et 0, est leur produit.
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Exemple. Soit P = X* + 12X — 5. Déterminons ses racines dans C, sachant que la somme de deux
d’entre elles est égale a 2.
Notons a1, ap, a3, a4 les racines de P dans C, avec par exemple a1 4+ ap = 2. On a alors

O0=01=24+a3+ay
0=0y = aq0p + 103 + 10 + Aoz + Aoog + 304
—12 = 03 = o0z + aqoooy + xqx304 + K304

—5 =04 = w0304

o1 0 désigne le k'™ polynome symétrique élémentaire en les ;.
Posons p = ajap, s = a1 +ap = 2,9 = a3y et t = a3 + a4. On a alors

(s =2 s=2 s=2

sHE=0 t=—2 =2 L
ptat+at+g=0 =qp+st+qg=0 —qpt+g=4 =93
pt+sq=—12 2(g—p)=-12 p—q==6 p:—l
pg=—5 pg=—5 pg=—5 -

Or a; et ay sont les deux racines de X% — sX + p= X2 —2X + 5 et a3 et ay sont les deux racines de
X2 —tX+q=X*+2X-1.
On en déduit finalement que les racines de P sont 1 £ 2i et —1 & V2.

IV.3. Application : Théoréme de d’Alembert-Gauss

Nous allons utiliser les polyndmes symétriques pour démontrer le théoreme de d”Alembert-Gauss.

Théoréme 17 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Soit P € C[X] un polyndme non constant. Alors P
a une racine dans C.

Démonstration. Remarquons que PP € R[X] (ot P désigne le conjugué de P). De plus, si P a une racine
dans C alors PP aussi et si PP a une racine dans C, alors soit P a une racine dans C soit P a une racine
« € C mais alors @ € C est une racine de P. Ainsi, P a une racine complexe si, et seulement si, PPaune
racine complexe et on peut donc supposer que P € R[X]. De plus, quitte a multiplier par l'inverse du
coefficient dominant, on peut supposer que P est unitaire.

Posons deg P = d = 2"q avec g impair. On va raisonner par récurrence sur # € IN.

4+ Sin =0, alors P est de degré impair et il a une racine réelle d’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires.

4+ Supposons que 1 > 1 et que le résultat est vrai pour les polyndmes de degré 2" ¢’ avec ¢’ impair.

Il existe un corps L dont C est un sous-corps dans lequel P est scindé: P = (X —aq) - - - (X — ag) avec
«; € L. On doit démontrer que I'un au moins des «; est dans C.

Notons 0y, . . ., 04 les polyndmes symétriques élémentaires en X1, . . ., X;; et posons 0 = oy (aq, ..., ).
D’apres le corollaire 16, pour tout k on a 0 € RR.
Pour tout (i,j) € N?avec 1 < i,j < d et tout ¢ € R, on pose /3 = a; + «; + ca;a;; nous allons

démontrer que pour tout ¢, I'un des /3 ij est dans C. Pour cela, on consideére les polynémes

Q= ] x-p)eLlx], cer

1<i,j<d
Ona Qe = Qc(a, ..., a9) ot Q¢ = [Ti<ijea(X — X; — Xj — cX;X;) € R[X][Xy, ..., X4]. Le polyndme
Q. est un polynéme symétrique en Xj, ..., Xy, donc d’apres le théoréme 11, il existe un polynéme
T € R[X][Xy,...,X4] tel que Q. = T(0y,...,04). On en déduit que Q. = T(cy,...,04) € R[X]
puisque les 0y sont réels.

De plus, degQ. = Y/ (d—i+1) = d(d2+1) = 2" 14" avec ¢/ = q(d + 1) impair. Donc d’aprés
I'hypothese de récurrence Q. a une racine 7. dans C.

Par conséquent, pour tout ¢ € R, il existe (i(c),j(c)) € [1;d]? tel que 7. = ‘B((C))]( ) = o) T &)
i) € C.
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Puisque R est infini et que les indices (i(c), j(c)) parcourent un ensemble fini, il existe des nombres
réels ¢1 # ¢ tels que (i(c1),j(c1)) = (i(c2),j(c2)). Notons ¥ = i(cq) = i(cz) ets = j(c1) = j(ca). Alors
Yo = & + a5 + 1005 € Cetye, = ap + a5 + conrts € C. Posons u = a, + as et v = a5 Alors
(1 —c2)v =9, —7e, € Cdoncv € Cetu = 9, —c1v € C. De plus, a, et a5 sont les racines de
X? — uX + v € C[X], et 'on sait que ces racines sont complexes.

On a donc démontré que les racines o, et a5 de P sont dans C, donc P a bien une racine complexe. v

V EXEMPLE : LE DISCRIMINANT

Soit K un corps. Soit (t1,...,t,) € K".Soit P = (X — t1)(X —t2) - - - (X — t,) € K[X].

| Définition 18. On appelle discriminant de P le produit Disc(P) = [T;<;(t; — t;)*.

Disc(P) est un polyndome symétrique en t4, ..., t, car tout v € &, agit sur Hi<]»(ti — t;) en multi-
pliant par £1. C’est donc un polynéme en les o;, ot on note 0; = 0;(t1, ..., ty).

Exemples. 4 Pour deg P = 2, si P = X? + bX + c alors Disc(P) = (t — t2)? = (11 + t2)?> — 4t1t =
0% — 4oy = b — 4.
En effet, le lien coefficients-racines nous permet de dire que cq = —betor = c.

4+ PourdegP =3 et P = X3+ aX + b, on a Disc(P) = —4a® — 27b%.

Démonstration. On peut raisonner comme pour les polynémes de degré 2. On peut aussi raisonner de
fagon plus théorique.

Onao; = 0,09 = aetoz = —b. Le polyndme Disc(P) € K[ty, tp, t3] est homogene de degré 6, donc il
existe un polyndme T € K[Y7, Y3, Y3] de poids 6 tel que P = T (07, 03, 03). Puisque 07 = 0, on cherche
T e K[Yz, Yg]

Un mondme Y'Y} est de poids 2mm 4 3n, donc il est de poids 6 si et seulement si (12, 1) € {(0,2), (3,0)}.

Ainsi, T = AY; + puY2. Ainsi, Disc(P) = T(0y,02,03) = Aos + pog = Aa® + ub?.

Ceci est vrai pour tout polynéme P, c’est-a-dire que A et y ne dépendent pas de a et b. On va donc

spécialiser a des polynomes particuliers.

4+ Soit P = X3 — X = X(X —1)(X 4 1). On a alors Disc(P) = ((0— (=1))(0—1)(=1— (=1)))* = 4
donc, puisqu’icia = —1letb=0ona —A =4dou A = —4.

+S0it P = X3 —1 = (X —1)(X —j)(X — /). Onaalors Disc(P) = ((1—j)(1—2)(j—2)° = —27
dong, puisqu’icia =0etb = —1lonapu = —27.

Finalement, Disc(P) = —4a® — 27b°. v

Exercice 19. Faire le cas deg P = 3 en général. [Indication : Si P = X° + aX? + bX + c, faire le change-
ment d'indéterminée Y = X + 3.1

Proposition 20. Si P est scindé dans K[X], alors P n’a que des racines simples si, et seulement si,
Disc(P) # 0.

Démonstration. Evident. v

Fin du cours en 2015-2016.
VI COMPLEMENT : RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

Le résultant, qui est un polynome associé a un couple de polyndmes, permet de généraliser la
notion de discriminant et fournit des méthodes de calcul plus efficaces. Il permet aussi de définir le
discriminant d’un polyndéme qui n’est pas scindé.

Soit K un corps. Notons K, [X] 'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus n. Par convention
on pose K_1[X] = {0}.
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Définition 21. Soit (P,Q) € K[X]* avec p = degP > let g = degQ > 1. Soit ¢ : K,—1[X] X
K, 1[X] = K,4-1[X] Uapplication linéaire définie par (U, V) = UP + VQ.
On appelle résultant de P et Q et on note Res(P, Q) € K le déterminant de ¢.

Remarque. Onmunit K, 1[X] x K,_1[X] delabase & = {(X971,0),...,(X,0),(1,0), (0, XP71),...,(0,X),(0,1)}
et K,,q-1[X] de la base F = {XP*171,... X,1}. Posons P = Zfzo a; X et Q = 2?:0 b, X! avec

ap

ay_
apb; # 0. Notons Cp la matrice colonne a (p+1) lignes Cp = p, ' et, de la méme facon, soit
El'[)
b’i
by
Co la matrice colonne a (g + 1) lignes Co = ! " |. Soient A et B les matrices de taille respective-
bo
ment g X (p+q) et p x (p + q) suivantes
Cp 0 -+ 0 Co 0 - 0y
Cp Co
A= . et B=
Og-1 02 -+ Cp Op-1 Opp -+ Cg

Alors Res(P, Q) est le déterminant de la matrice par blocs (A B).
En effet, la colonne {(0;, ‘Cp, Oq,1,,<) pour 0 < i < g — 1 estla matrice de X7-1-1P dans la base F et
de méme pour les autres colonnes.

Pour la méme raison, on peut aussi remarquer que Res(P, Q) est le déterminant dans la base F du
systéme de vecteurs (X9°'P,X7°2P,...,XP,P,X’71Q, XP2Q,..., XQ, Q).

Exemple. Par exemplesi P = a3X® + apX? + a1 X +apet Q = bpX> + b1 X! + bpon a

as 0 bz 0 0
ay 4as bl b2 0
Res(P, Q) = |a1 dap bo bl bz .
ap a1 0 bo bl
0 ap 0 0 bo

Définition 22. Soit P un polynéme de degré p > 1 et soit a une constante.

On appelle résultant de P et a et on note Res(P, a) le déterminant de 'application linéaire ¢ : K,_1[X] —
K, _1[X] définie par ¢(U) = all. Autrement dit, Res(P,a) = a”.

On appelle résultant de a et P et on note Res(a, P) le déterminant de 'application linéaire ¢ : K, _1[X] —
K,_1[X] définie par o(U) = all. Autrement dit, Res(a, P) = a”.

Remarque. Avec la convention K_1[X] = {0}, cette définition coincide avec la définition précédente
pour les polyndmes non constants.

Proposition 23. Soient P et Q deux polyndmes non nuls dont I'un au moins n’est pas constant. On
note p = deg P et g = deg Q. Alors

(1) Res(P, Q) = (—1)"Res(Q, P).

(2) Res(AP, Q) = AuP Res(P, Q).

Démonstration. Si P ou Q est constant, le résultat est évident. Supposons donc que P et Q ne sont pas
constants.

(1) Rappelons que si on applique une permutation y € &, aux colonnes (ou lignes) d"une matrice M de
taille n x n pour obtenir la matrice N, alors det(N) = &(7y) det(M) ot € désigne la signature.
Soity = (p+q9 p+g—1 --- 3 2 1) € 6y la permutation circulaire. Notons que &(7y) =
p+g—lcary= (p+q—-1 p+q-2)(p+9—2 p+q-3)---(3 2)(2 1)(1 p+gq)estun
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produit de p + g — 1 transpositions. Si on permute les colonnes de (A B) avec 7, cela revient a
décaler chaque colonne d'un cran vers la gauche et la premieére colonne devient la derniere.

Pour passer de la matrice (A B) alamatrice (B A), on doit donc appliquer la permutation 7 aux
colonnes. Puisque ¢ est un morphisme de groupes, e(77) = ge(y) = q(p+q—1) = pg+4*> —gquia
meéme parité que pq. On en déduit que Res(P, Q) = (—1)P7Res(Q, P).

(2) Cela découle de la multilinéarité du déterminant (chacune des g colonnes Cp de A est multipliée par
A et chacune des p colonnes Cg de B est multipliée par p).

Proposition 24. Soient P et Q deux polyndmes non nuls dont I'un au moins n’est pas constant. On
note p = deg P et ¢ = deg Q. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P et Q ontun facteur commun non-constant.
(ii)) Res(P,Q) =0.
(iii) Ilexiste U € K,_1[X] et V € K,_1[X] tels que UP 4 VQ = 0.

Démonstration. Si P ou Q est constant, il est facile de vérifier qu’aucune des trois assertions n’est vraie.

Supposons donc que P et Q ne sont pas constants.

4+ (i)=(ii). Soit R un diviseur commun de P et Q. Alors pour tout (U, V) le polynéme R divise ¢(U, V) =
UP + VQ. En particulier, ¢ n’est pas surjective et donc Res(P, Q) = det ¢ = 0.

4 (ii)=-(iii). Puisque detp = Res(P,Q) = 0, l’application linéaire ¢ n’est pas injective. Soit (U, V) €
Ker ¢. Alors UP +VQ = ¢(U, V) = 0.

4+ (iii)=-(ii). Supposons que (iii) est vérifiée et que P et Q soient premiers entre eux. Alors P divise
VQ = —UP donc par la condition de Gauss (K[X] est factoriel) le polynéme P divise U. Mais ceci
contredit le fait que p = deg P > deg Ul v

Dans la suite, on fixe un polynéme P de degré p > 1 et de coefficient dominant a,. On note E =
K[X]/(P).

Lemme 25. Notons x la classe de X dans E. Alors E est un K-espace vectoriel de dimension p et de
base B = {x"~1,xP72,... x,1}.

Démonstration. Pour vérifier que E est bien un K-espace vectoriel, il suffit de vérifier que (P) = {PQ; Q € K[X]}
est un sous-espace vectoriel de K[X] (exercice). Nous allons vérifier que B est une base de E.

Soit u € E. Alors il existe Q € K[X] tel que u = Q = Q(x). La division euclidienne de Q par P donne
Q = AP+ RavecdegR < p.Onaalorsu = Q(x) = A(x)P(x) + R(x) = R(x) € vect{B}. Donc B est
une famille génératrice.

Supposons maintenant que Zf:_ol Aix' = 0 avec (Ag,...,Ap—1) € KP. Posons Q = Zfz_ol A Xi. Alors
Q(x) = 0donc Q € (P) et donc P divise Q. Mais deg Q < p = deg P donc Q = 0 et donc A; = 0 pour
tout i. Donc B est libre et c’est bien une base de E. v

Lemme 26. Soit Q € K[X] \ {0}. L'application 6 : E — E qui a un vecteur u associe Q(x)u est une
application linéaire.

De plus, si pour i € [0;p — 1] on note R; le reste de la division euclidienne de X'Q par P, alors
la matrice de g dans B est la matrice du systéme de vecteurs { Ry-1,.. .,Rg} dans la base F de

Kpiq-1[X].

Démonstration. 11 est facile de vérifier que 6 est une application linéaire.

De plus, on a fg(x') = Q(x)x' = R;(x) comme dans la démonstration du lemme précédent. Donc la
j™¢ colonne de la matrice de g est obtenue en écrivant les coefficients de R;(x) dans la base B. Puisque

deg R; < p, ceci revient a écrire les coefficients de R; dans la base {xr=1,...,X,1} de K,_1[X] ou dans
labase F de K, 141[X]. v

Lemme 27. Soit Q € K[X] \ {0} et soit g = deg Q. Alors Res(P, Q) = a, det(6g).
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Démonstration. Siq = 0alors Q = by € Ketonadet(fg) = b = Res(P, by). Supposons donc que g > 0.
On rappelle que Res(P,Q) est le déterminant dans la base F du systtme de vecteurs
(x9-1p,X172P,...,XP,P,XP~1Q,XP72Q,...,XQ,Q). Avec les notations des lemmes précédents,
puisque P est un des vecteurs de la famille et que X'Q = A;P + R; pour des polyndmes A;, il s’agit du
déterminant dans la base F du systéme de vecteurs (Xq’lp, X9-2p,..., XP,P, Rp1,.-, Rp). La matrice

dans la base F de ce systeme de vecteurs s’écrit 17\} ]81> ott M est la matrice p x p de {Ry_1,...,Ro}

dans F et donc de 0g dans B, et ot la matrice T est triangulaire inférieure q x g de termes diagonaux
P N . . T 0 q q

tous égaux a a,. Ainsi, Res(P, Q) = ’N Ml = det(M) = a, det(6g). v

Proposition 28. Soit « € K et soient P, Q, R des polyndémes de K[X]. Alors
(i) Res(X—a,Q)=0Q(a),
(ii)) Res(P,QR) = Res(P,Q)Res(P,R) et Res(PR, Q) = Res(P, Q) Res(R, Q),

(iii) Si R est le reste de la division euclidienne de Q par P et si degR = r > 0 alors Res(P,Q) =
a}"Res(P, R).

Démonstration. (i) Icip =1,a, =1et Ry = Q(a) donc 6y = Q(a)idk et finalement Res(X — &, Q) =
det(Q(a)) = Q(a).
Une autre démonstration ne faisant pas intervenir les lemmes précédents mais seulement les propriétés du

déterminant.
Posons Q = 2?:0 b;X'. Alors Res(X — a, Q) est le déterminant (q + 1) x (q + 1) suivant :
1 00 -~ 0 b
a1 0 - 0 by
0 00 -~ 1 B
0 00 -+ —a b

On effectue I"opération suivante sur les lignes :

1
Loy1 — Lgm+alg+a®Lo g+ +ally =Y oLy
i=0

On a alors
Lt e
g-1 — 1 0 -+ 0
Res(P,Q) = | : D=0 . = Q(a)
0 00 --- 1 b ‘
0 00 - 0 Q) 0 00 1

en développant suivant la derniére ligne pour obtenir le déterminant d'une matrice triangulaire avec des 1
sur la diagonale.

(i) Notons r = deg R. D’apres le lemme précédent, on a Res(P, QR) = aZH det(fpr). Mais il est facile
de vérifier que Ogr = Og o 0o donc

Res(P,QR) = aZH det(fgr) = aZa; det(fr) det(fg) = Res(P, Q) Res(P, R)

en utilisant a nouveau le lemme précédent.
La deuxieme partie découle de la premiére et de la proposition 23.

(iii) Dans E on a Q(x) = R(x) et on en déduit que 6y = 0. Le résultat découle alors du lemme
précédent. v

Théoréme 29. Si P est scindé sur K de racines a1, ..., «p, alors
Res(P, Q) = a}Q(a1) - - - Q(ap).
Si de plus Q est scindé sur K de racines f1, . .., B, alors
P 4
RES(P, Q) = IZZbZ; H (Oéi - :B])
2

=1
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Démonstration. On a P = ap(X —a1)--- (X — ap) donc d’apres la proposition 23 on a Res(P,Q) =
a)Res((X —aq) -+ (X — ap), Q). On peut donc dans la suite supposer que a, = 1.

Démontrons la premiére formule par récurrence sur p. On a déja démontré dans la proposition précé-
dente que le résultat est vrai pour p = 1. Supposons donc le résultat vrai pour les polynémes scindés de
degré au plus p — 1. Soit P un polynome scindé unitaire de racines &7, ..., «p, il s’écrit P = R(X — &)
avec R = (X —ap) -+ (X —ap_1) scindé de degré p — 1. On a donc d’apres la proposition précédente

Res(P,Q) = Res(R(X —ay), Q) = Res(R, Q) Res(X — a, Q) = (Q(a1) - - - Q(ap—1)) Q(ap) en utilisant
I'hypothese de récurrence.

Donc la premiere formule est vraie.
Side plus Q = by H?:l(X — B;) alors Res(P, Q) = aZHi =1PQ(w;) = aZbg ., H?:l (a; — Bj)- v

On peut généraliser la définition de discriminant comme suit.

Définition 30. Soit P € K[X]. On définit le discriminant de P par

Disc(P) = (—1)""""2a," Res(P, P').

Remarque. Si P est scindé de racines ay, ..., &y, alors

. /2 2p—2 2p-2
Disc(P) = (—1)"""2a) T J(ai — o)) = @ ] J(oi — o)™
i#] i<j

On constate que pour 4, = 1 on retrouve la définition précédente du discriminant.

Corollaire 31. Les polyndmes P et P’ sont premiers entre eux si, et seulement si, Disc(P) # 0.
En particulier, si P est scindé dans K, alors P n’a que des racines simples si, et seulement si,
Disc(P) # 0.
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