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Corps

Dans ce cours, K est un corps ; en général il s’agira de R, C ou Q, mais nous allons en redonner la
définition générale pour que vous ayiez précisément les axiomes.

Définition. Un corps est un ensemble non vide K, muni de deux applications, dites lois : la somme ou
addition + : K x K — K et la multiplication - : K x K — K, qui vérifient :

(1) pour tous a,b,cdans K, ona (a+b) + c = a+ (b + c) (associativité),

(2) il existe un élément 0 € K tel que pour tout a € Konait 0+a = a = a+0; cet élément 0 est unique et
il est appelé élément neutre ou nul (pour I'addition) de K,

(3) pour tout a € K, il existe un élément a’ € K tel que a +a' = 0 = a’ + a; pour chaque a, I'élément a’ est
unique, il est appelé opposé de a et il est noté —a.

(4) pour tous a,bdans K, on aa+b = b+ a. On dit que I'addition est commutative.
(5) pour tous a,b,cdans Konaa- (b-c) = (a-b)a-c (associativité),

(6) il existe un élément 1 € K tel que pour touta € Konait1-a = a = a-1; cet élément 1 est unique et il
est appelé élément unité de K,

(7) pour tous a,b,cdans Kona (a+b)-c=a-c+b-ceta-(b+c)=a-b+a-c (distributivité),
(8) pour tous a,bdans K,onaa-b=">-a.

9) pour tout a € Kaveca # 0, il existe a” € K tel que a-a"” =1 = a” - a; pour chaque a, I'élément a” est

unique, il est appelé inverse de a et il est noté a~! ou %,

Exemple. Les exemples avec lesquels nous travaillerons sont R, C et Q. Mais nous pouvons citer
d’autres exemples de corps : si p est un nombre premier, alors Z/pZ est un corps; ’ensemble de
toutes les fractions rationnelles (quotients de fonctions polyndmes) a coefficients réels R(X) est un
corps.



I Matrices

A Définitions et regles de calcul

Définition A.1. Soient n, p dans IN*. Une matrice n X p a coefficients dans K est un tableau a n lignes et
p colonnes d’éléments de K, que I’on note

app a4 - Alp

anl An2 - Onp

ou (a;;) en abrégé (ou encore (a;j)1<i<n,1<j<p)- Les ajj € K sont les coefficients de la matrice : le premier
indice est celui de la ligne et le deuxieme est celui de la colonne. On dit que a;j est le coefficient (i, ]) de la
matrice.

Dans le cas ott n = p, on dit que la matrice est carrée.

Si A = (aij)1<i<ni<j<p st une matrice n X p et si B = (bij)1<i<r1<j<s €st une matrice r X s, alors
A = Bsiet seulement sin =r, p = s et a;; = b;; pour tousiet j.

10

Exemple. A = <2 1

-2 . .
E Dans les notations ci-dessus, 411 = 1 = ay = a»3, 412 = 0,413 = —2 et
ar = 2.

La matrice 2 x 2 B = (b;j) définie par b;; = i + 2j pour tous i et j est la matrice (Z 2) .

Notation A.2. L'ensemble des matrices n x p a coefficients dans K est noté M, ,(IK) ou plus simple-
ment M, (K) sin = p.

Définition A.3. Soit A € M, (K) une matrice carrée. Les coefficients diagonaux de A sont les coefficients
a; pour 1 <i < n.
Une matrice carrée A € M, (K) est dite

> diagonale si seuls les coefficients diagonaux de A sont éventuellement non nuls, c'est-a-dire a;; = 0

a1 0 0
des que i # j. La matrice A estdelaforme | o .. 0
0 0 au
> triangulaire supérieure si les coefficients en-dessous de la diagonale sont nuls, c’est-a-dire a;; = 0
ail - I
deés que i > j. La matrice A est de la forme | :
0 0 au
> triangulaire inférieure si les coefficients au-dessus de la diagonale sont nuls, c’est-d-dire a;; = 0 des
a1 0 0
quei < j. La matrice A estdelaforme | : .
An1 - Aun

Exemple. Les matrices de M, (R) qui sont

> diagonales sont les <g 2>,

. . L. a b
> triangulaires supérieures sont les <0 C),

2



. g a 0
> triangulaires inférieures sont les (b c)

avec a,b,c dans R.
Définition A.4. Les matrices de My ,(IK) sont appelées matrices ligne. Elles ont une seule ligne.
Les matrices de M, 1 (K) sont appelées matrices colonne. Elles ont une seule colonne.

Notation A.5. La matrice identité de M, (K), notée I, est la matrice dont tous les coefficients sont
nuls a 'exception de ceux placés sur la diagonale, qui valent 1.

10 1 00
Par exemple I, = ( 01 ) , I3 = 01 0 |,etc
0 01

La matrice nulle de M,, ,(K), notée 0, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.
A.1 Opérations sur les matrices

Définition A.6.

> Addition ou somme de matrices.
Soient A = (a;;) et B = (bj;) dans M, ,(K). La somme des matrices A et B, notée A+ B €
M,,p(K), est la matrice dont le coefficient (i, j) est a;; + by;. [Attention : pour pouvoir additionner deux
matrices il faut qu’elles aient méme taille !]

> Multiplication d’une matrice par un élément de K.
Soient A € Ket A = (aj;) € My,,(K). La matrice AA est la matrice dont le coefficient (i, j) est Aaj;.

: (1 0 =2 (-1 3 5 (0 3 3 _
Exemple. Soient A = (2 1 1>etB— <2 - _4).AlorsA+B— <4 3 _3),2A—

2 0 —4 1 -3 -5
(4 2 2)‘*‘3“<—2 —7 4>'
Propriétés A.7. Soient A, B, C trois matrices dans M, ,(K) et soient A et u deux éléments de K.
Alors :

(i (A+B)+C = A+ (B+C) et on note cette matrice A+ B + C. On dit que la somme est
associative.

(ii) A+ B = B + A. On dit que la somme est commutative.

(iii) A(A+ B) = AA + AB. On dit que la multiplication par les éléments de K est distributive par
rapport a la somme de matrices.

iv) (A +u)A=AA+uA.
(v) (Ap)A = A(uA) et on note cette matrice ApA.

Démonstration. Nous allons démontrer (i), les autres sont similaires et sont laissées en exercice.
Posons donc A = (a;;), B = (bjj) et C = (¢jj) avec 1 < i < netl < j < p. Alors le coefficient
(i,j) de A + B est a;; + b;; donc le coefficient (i,j) de (A + B) + C est (a;; + b;;) + c;;. Le coefficient
(i,j) de B+ C est bj; + c;; donc le coefficient (i,j) de A + (B 4 C) est a;; + (b;; + c;j). Mais I'addition
dans K est associative, donc (a;; + b;j) + cjj = a;; + (bj; + ¢;j). C'est vrai pour tous les (i,j), donc
(A+B)+C=A+(B+C). O

Nous allons maintenant définir le produit de deux matrices. Nous commencerons par le produit
d’une matrice ligne par une matrice colonne (dans cet ordre!).



by
Définition A.8. Soit A = (ay---ap) € My, (K) une matrice ligne et soit B = | : | € M,1(K) une

bP
matrice colonne. Le produit de A par B, noté AB, est la matrice 1 x 1 dont le coefficient est a1by + - - - +a,b, =

2;;1 ajbj. [Attention. C’est le méme p dans les deux matrices.]

1
Exemple. (2 —1 0) (3) =2x1+(-1)x(=3)+0x7)=(5).
7

On fait une premiere généralisation, qui interviendra aussi dans la suite.
by
Définition A.9. Soit A = (a;;) € M,,,(K)etsoit B= | : | € M, 1(K) une matrice colonne. Le produit
bP
de A par B, noté AB, est la matrice colonne n x 1 dont la i ligne est le produit de la i ligne de A par B,

comme défini précédemment. [Attention. Ici aussi, c’est le méme p dans les deux matrices.]

Remarque. Le coefficient de la i*™¢ ligne de AB est donc a;1by + appby + - - - +a;b, = 2’7:1 a;;b;.

]
6
Exemple. > Soit A = 2 3 -1 etsoitB= |9 .
1 -4 5 7

Alors (2 3 —1)B=(32)et(1 —4 5)B=(5)donc AB = <32> .

5
a b N ax + by
> [c d < > = |cx+dy ).
e f Y ex + fy
Venons-en a la définition générale du produit de matrices.

Définition A.10. Soient A € M, ,(K) et B € M, ;(K). Le produit des matrices A et B, noté AB €
M q(K), est la matrice n x g dont la "™ colonne est le produit de A par la ™ colonne de B.
Attention. Ce produit n'est défini que si le nombre p de colonnes de A est égal au nombre p de lignes de B.

Remarque A.11. Si on note A = (aj)1<i<ni<j<p € B = (bjx)1<j<p1<k<q, alors le coefficient (i, k),

1<i<n1<k<qg esty)  ayby.
, 2 3 -1 , 6 (8 32
Exemple. Soit A = etsoitB=[9 8 |.Onad§aA|9]| = 5 ) On calcule
7

1 -4 5 7 4

-5
17 32 17
A (83) = (_52> .Onadonc AB = <5 _52> .

Remarque. Si A, B € M, (K) sont des matrices diagonales, alors le calcul du produit est facile :

ap 0 O bp 0 O ab; 0 0
0o . 0 0o . 0]~= 0 0
0 0 ay 0 0 bn 0 0 anbn



Lemme A.12. Soit A € M, ,(K). Pour 1 < k < p, on note E; € M, ;(KK) la matrice colonne dont
le k*™e coefficient est 1 et les autres sont nuls. Pour 1 < ¢ < n, on note F, € M, (K) la matrice
ligne dont le £8me coefficient est 1 et les autres sont nuls.

Alors AE est la k™ colonne de A et F;A est la £°™¢ ligne de A.

Démonstration. Posons A = (a;j) et F; = (fi --- fu).Onadonc f; = let f, = 0 pour r # /.
Par définition du produit de matrices, ;A € My,(IK) est une matrice ligne a p colonnes, dont le
coefficient de la j*™ colonne est Y1, fiajj = fyas; = ay;. C'est bien le ™ coefficient de la £*™ ligne
de A.

€1
Posons Ex = | : |.Onadoncey =1ete, =0 pourr # k. Par définition du produit de matrices,

€p
AE} est une matrice colonne a 7 lignes, dont le coefficient de la /™€ ligne est 2}0:1 ajjej = dixex = dig.
C’est bien le i*™ coefficient de la k*™ colonne de A. O

Propriétés A.13. Soient A, A" € M, ,(K), B,B' € M,,(K), C € M,.(K) etsoit A € K. Alors
(i) (A+A")B= AB+ A'Bet A(B+ B') = AB+ AB'. On dit que le produit de matrices est distri-
butif par rapport a la somme de matrices.
(i) A(AB) = (AA)B = A(AB) et on note cette matrice A AB.
(iii) [,A = Aet Al, = A.
(iv) (AB)C = A(BC) et on note cette matrice ABC. On dit que le produit de matrices est associatif.

Démonstration. Les premieres propriétés résultent des propriétés correspondantes pour les éléments
de K. Démontrons (ii) et (iv).

b
(iii) Avec les notations du lemme |A.12), on peut écrire I, = | : | (ligne par ligne). La i*™ ligne
Ey

de I, A est alors le produit de la i*™¢ ligne de I, par A, c’est-a-dire F;A. Mais d’apres le lemme
, C’est la i®™me ligne de A. On en déduit que I,A = A.

Pour l'autre égalité, on procede de maniere similaire, en notant I, = (E1 e Ep) (colonne
par colonne).

(iv) Notons Cjla j*™ colonne de la matrice C, avec 1 < j < 7.

Par définition du produit de matrices, la j*™ colonne de (AB)C est (AB)C;. Toujours par dé-
finition du produit de matrices, la j*™ colonne de A(BC) est AD; ol Dj est la j*™ colonne de
BC. Or celle-ci est D; = BC;. Donc la j*™ colonne de A(BC) est A(BC;). Pour démontrer que
(AB)C = A(BC), il suffit donc de démontrer que (AB)C; = A(BC;) pour tout j. Il suffit donc
de démontrer la propriété lorsque C est une matrice colonne g x 1. On suppose donc dans la
suite que C est une matrice colonne (ie. r = 1).

1

Notons C = . | . Alors C = ¢1Eqy + - -+ + ¢4E; (notations du lemme |A.12). On veut donc
Cq

comparer
(AB)C = (AB)(c1E1 + -+ -+ chq) =c1(AB)E; +---+ cq(AB)Eq

et

A(BC) = A(B(ClEl + -+ CqEq)) = A(ClBEl + -+ CqBEq) = ClA(BEl) + -+ CqA(BEq).

Soit1 < j < gq. Alors (AB)E; estla j*™ colonne de AB d’apres le lemmem De méme, BE; est

la j*™¢ colonne de B donc par définition du produit de matrices, A(BE;) est la j*™ colonne de
AB. Donc (AB)E; = A(BE;). On en déduit le résultat. O



Remarque. Attention. Le produit de matrices n’est pas commutatif.

Exempl 1 2 1_1—13’(1_1 12\ (-2 =2

empie- {3 4/\o 2)7\3 5/ 2)\34)7\e 8/

Notation A.14. Soit A une matrice carrée n x n. On pose AV=T1, A=A, A2 = AA puis, pour tout
entier k € IN*, on pose AF = AAF1,

30 3 6 21 6
(c’est Iassociativité du produit qui permet de calculer A® par 'une quelconque de ces formules. Pour
calculer A* on peut calculer 'une quelconque des expressions suivantes : AA3 = A?A = AA%A =
55 26
2)2 : 4_
(A*)* et on obtient A* = (39 42) ).
0 18
0 0

Exemple. Soit A = <1 2) CAlors A =1, Al = A, A2 = <7 2), A3 = AA? = A2A = <13 14)

Autre exemple, B = < ) .OnaB? =0etdonc B = B*2B2 = pour tout k > 2.

Définition-Proposition A.15. On dit qu'une matrice carrée A € M, (K) est inversible sil existe
B € M, (K) telle que AB = I, et BA = I,,. Une telle matrice B est alors unique, on dit que c’est
I'inverse de A et on lanote A~1.

On note G £, (K) 'ensemble des matrices inversibles de M, (K).On a:

() I, € GL,(K).

(i) Pour toutes A,B € GL,(K),ona AB € GL,(K) et (AB)~! = B-1A~1. Plus généralement, un
produit A - - - Ay de matrices inversibles est inversible et (A7 - -+ Ay) "1 = A ' AT

(iii) Pour toute A € GL,(K)ona A~! € GL,(K), avec (A71)"! = A.

Nous verrons une méthode pratique pour déterminer 1'inverse d 'une matrice inversible plus loin.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux matrices B et C telle que AB = I, = BAet AC = [, =
CA. Alors
BAC = B(AC) =BI, =B
et BAC= (BA)C=L[C=C

donc B = C. La matrice B, si elle existe, est donc bien unique.
(i) I,I, = I, donc I, est inversible d'inverse I,.

(ii) Supposons A et B inversibles. On a (AB)(B~!A™!) = A(BB"HA™! = A[LA™l = AA™! = I,
en utilisant 1'associativité du produit, et de méme (B~'!A~1)(AB) = I, donc AB est inversible
d’inverse B~1A~1.

(iii) Par définitionde A~!,ona AA~! = I, = A~!A. Ces identités nous donnent aussi que A~! est
inversible d’inverse A. ]

Définition A.16. Soit A = (ajj) € M,,(R). La matrice transposée de A est la matrice' A € M, (R)
dont le coefficient (j,1), 1 < j < p,1<i< n,est ajj. [On échange lignes et colonnes.]

t
P a1 4 43 a1 a1 asi
< b d) ’ apy az a3 | = | 412 a2 43

az1 asz 4ass a1z a3 ass

Exemple.

7N
a
QU
~_—
I

a

b| ¢ “la b ¢ . a.¢
c =(a b c d), <efg>_ b f
d €38



Propriétés A.17. > Soient A,B € M,,,(R).Ona’(A+B) ="'A+'Bet ‘(1A) = A.
> Soient A € Ret A € M,,(R).Ona'(AA) = AfA.
> Soient A € M, ,(RR), B € M,,(R).Ona'(AB) ='B'A.

> Si A est une matrice carrée inversible, alors ‘A est inversible et (fA)~1 = (A1),

Démonstration. > Posons A = (a;;) et B = (bjj). Le coefficient (i, ) de ‘(A +B) est aji + bj; et
celui de 'A + 'B aussi.
> Dans les deux matrices, le coefficient (i, j) est Aaj;.
> Posons AB = (cj). Le coefficient (i, k) de 'B'A est Zle bjiay = Z]P:l axjbji = cxi, ’est bien
celui de ' (AB).
> Ona'(A ) IA="AAT1=", =T, et'A(A) ="ATA="], = I,.

Opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice.

Définition B.1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2, soit p € IN* et soit A € M,, ,(K). On considere les
opérations suivantes, dites opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A :

(LD Multiplier la i ligne de A par & € Knonnul (oix 1 < i < n).
(L2) Ajouter a i ligne de A un multiple de la j °™ ligne de A, oit 1 < i,j < naveci # j.

Nous allons interpréter ces opérations autrement.

Définition B.2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
> Pour tout entier i avec 1 < i < n et pour tout « € K non nul, on note D;(«) la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1 sauf le i qui est égal i «.

> Pour tous entiers i et javec 1 < i # j < n et pour tout A € K, on note Tj;(A) la matrice dont les
coefficients diagonaux sont égaux a 1, dont le coefficient (i, ]) est égal a A et dont les autres coefficients
sont nuls.

Ces matrices sont appelées matrices élémentaires.

Exemple. > Sin=2,0onaD(a) = <g (1J> , Da(a) = ((1) 2), Tio(A) = <(1) ?) et Ty(A) =

(1)

1 000 1 000
> Sin =4, onapar exemple D3(7) = 8 (1) g 8 et Th4(5) = 8 (1) (1) g
0 001 0 001

Propriétés B.3. > '(Dj(a)) = Dj(«) puisque D;(«) est diagonale et t(Tij(/\)) =T;(A).
> Les matrices élémentaires sont inversibles, avec (D;(a)) ' = Dj(a 1) et (T;;(A)) ! = T;j(—A).

> Tout produit de matrices élémentaires est inversible et son inverse est aussi produit de ma-
trices élémentaires.

Démonstration. Les deux premieres propriétés sont faciles a vérifier. Pour la troisieme, soit A =
Uy - - - Uy avec les U; élémentaires. D’apres la deuxieme propriété, chaque U; est inversible et son



inverse est une matrice élémentaire. Donc d’apres le lemme A est inversible d'inverse A~! =
U, ' Uyt qui est un produit de matrices élémentaires. O

Proposition B.4. On reprend les hypotheses de la définition [B.2}
> La matrice A’ obtenue a partir de A par I'opération (L[1) est A’ = D;(«a)A.
> Lamatrice A’ obtenue a partir de A par I'opération (I2) est A” = T;;(A) A.

Démonstration de la proposition. Posons A = (ay) (avec 1 < k < netl < I < p). On reprend les
matrices F, du lemme

La k*™¢ Jigne de D;(«x) A est obtenue en faisant le produit de la k*™¢ ligne de D;(«) par A. Sik # i,
la k*™ ligne de D;(a) est Fy et d’apres le lemme on sait que F; A est égale a la k*™¢ ligne de A, qui
reste donc inchangge. Si k = i, la k™ ligne de D;(«) est égale a aF;, et le produit aF; A est égal a « fois
la i*™¢ ligne de A. Finalement, la k™ ligne de A’ est égale a celle de A si k # i et est égale a « fois la
i*™ ligne de A si k = i. C’est ce que ’on voulait.

La k*™¢ ligne de Tjj(A)A est obtenue en faisant le produit de la k™ ligne de T;;(A) par A. Si
k # i, la k*™ ligne de Tj;(A) est F; et d’apres le lemme on sait que FiA est égale a la k*™ ligne
de A, qui reste donc inchangée. Si k = i, la k*™ ligne de Tj;j(A) est égale a F; + AF;, et le produit
(F;+ AFj)A = F;,A+ AF;A est égal a la i*™ ligne de A plus A fois la j*™ ligne de A. Finalement, la
matrice A” est bien obtenue a partir de A en ajoutant A fois la j*™¢ ligne de A a la i*™¢ ligne de A sans
changer le reste. C’est ce que ’on voulait. O

Définition-Proposition B.5. On définit une relation d’équivalence sur M, ,(K) en posant

A~ B < 3P € GL,(K) produit de matrices élémentaires telle que B = PA.

On dit alors que A et B sont ligne-equivalentes.

Démonstration. > (Réflexive) Ona A ~ A en prenant P = I,, = Dy (1).

> (Symétrique) Si A ~ B, alors il existe P € GL,(K) produit de matrices élémentaires telle
que B = PA.On adonc A = P~!B et P~! est un produit de matrices élémentaires d’apres les
propriétés[B.3|donc on a bien B ~ A.

> (Transitive) Si A ~ B et B ~ C, alors il existe P,Q € GL,(K), produits de matrices élémen-
taires, telles que B = PA et C = QB. Alors C = QPB et QP est bien un produit de matrices
élémentaires donc A ~ C. O

Remarque B.6. Soit A une matrice. La matrice obtenue en permutant deux lignes de A est ligne-
équivalente a A.

‘ En effet, la matrice D;(—1)T;;(1)T;;(—1)T;;(1) A est obtenue a partir de A en échangeant les lignes
tety.

Matrices échelonnées, méthode de Gauss et applications.

Définition C.1. On appelle élément de téte d'une ligne non nulle d’une matrice I'élément non nul situé le
plus a gauche de la ligne.

Définition C.2. > Une matrice est dite échelonnée si elle remplit les deux conditions suivantes :

(E1) Toutes ses lignes non nulles sont situées au-dessus de ses lignes nulles.

(E2) Chaque élément de téte d'une ligne se trouve dans une colonne strictement a droite de I'élément de
téte de la ligne précédente.



On remarque que dans une matrice échelonnée, tous les éléments d’une colonne qui sont sous un élément
de téte sont nuls.

> Une matrice est dite réduite si elle remplit les deux conditions suivantes :

(R1) L’élément de téte de chaque ligne (non nulle) vaut 1.

(R2) Chaque 1 de téte d’une ligne est le seul élément non nul de sa colonne.

k% k% k% k%
Exemple. La matrice O e w e est échelonnée (les * représentent les éléments de
0 0 0 * * * x x
000000 * x
2 3 -1
téte, qui sont quelconques (non nuls), et les * sont des réels quelconques) mais | 0 1 | nest
0 3 2

pas échelonnée car I'élément de téte de la troisieme ligne (3) n’est pas a droite ce celui de la deuxiéme
ligne (—2).

1 0 x 0 = 1 0 = 3 =%
Lamatrice [0 1 % 0 x* | estéchelonnéeréduite,mais [0 1 * 0 x| estéchelonnée mais
0 00 1 = 0 00O *

pas réduite (a cause du 3 situé au-dessus du | de téte de la troisieme ligne).

Les matrices <(1) (1)> et ((1) 8) sont réduites mais pas échelonnées.

Remarque C.3. Soit A € M, (K) une matrice carrée.
Si A est échelonnée, alors elle est triangulaire supérieure. La réciproque est fausse.
Si A est échelonnée réduite sans ligne nulle, alors A = I,,.

Vérifions cela. Notons A = (a;;) et L; = (a1 -+ a;p) lai®™ ligne de A.

Supposons que A est échelonnée. L'élément de téte de chaque ligne L; est en position (i, j) avec
j = i (car strictement a droite de celui de L;_1). Donc A est triangulaire supérieure.

Si de plus A est réduite, les éléments de téte sont des 1. Supposons que A n’ait pas de ligne nulle.
Si A # I, alors il existe une ligne Ly dont 1'élément de téte est en position (k, j) avec j > k. Donc,
pour tout i > k,1’élément de téte de L; (qui existe puisque L; # 0) est en position (i, j) avec j > i. Ceci
est impossible dans la ligne L, : contradiction. Donc A = I,.

Théoreme C.4. Soit A € M, ,(K) une matrice quelconque. Alors
(i) A estligne-équivalente a une matrice échelonnée.
(ii) A estligne-équivalente a une matrice réduite.

(iii) A est ligne-équivalente a une matrice échelonnée réduite.

Démonstration. 1l est clair que les résultats (i) et (ii) se déduisent de (iii). Démontrons donc (iii).

Si la matrice A est nulle il n’y a rien a faire.

Supposons donc que A n’est pas nulle. On raisonne par récurrence sur le nombre de colonnes
de A. On considere donc la propriété suivante, pour k € IN* : & Pour toute matrice non nulle A
a k colonnes, il existe une matrice P, qui est un produit de matrices élémentaires, telle que PA soit
échelonnée réduite.

> k = 1. Soit A une matrice colonne, A = t(al e an). Comme A n’est pas nulle, il existe
1 <i < ntel quea; # 0. On sait qu’il existe une matrice P;, produit de matrices élémentaires,

telle que P|A = t(ai - @ -+ ay) (ot ay est maintenant en ™ position). On multiplie
P} A sur la gauche par Dl(afl) pour obtenir A’ = t(l ay --- a; --- an). On multiplie
ensuite A’ sur la gauche par le produit des Ty (—ax) pour k # i et par Tj1(—a;) pour obtenir

une matrice P, produit de matrices élémentaires, telle que PA = t(l 0 --- O) est échelonnée
réduite. Donc & est vraie.



> k >2.So0it A = (a;;) une matrice a k colonnes. Posons A = (C B) ou C € M,,1(K) est la
premiere colonne de A et B € M, ,_1(K) est la matrice formée des k — 1 autres colonnes de A.

On suppose ¥_; vraie.

Si C = 0, alors B est non nulle et d’aprés %, il existe P € GL,(K) produit de matrices
élémentaires telle que PB est échelonnée réduite. Donc PA = (0 PB) est échelonnée réduite.

Si C # 0, d’apres 2 il existe P; € GL,(K) produit de matrices élémentaires telle que P;C est
une matrice colonne échelonnée réduite non nulle, ¢’est-a-dire P,C = t(l o --- 0). Alors

PA = ((1) A*’) ot x* € My ;_1(K) est quelconque et A’ € M,,_1;_1(K).Si A" = 0 alors P} A

est échelonnée réduite. Supposons donc que A’ # 0.

Si n = 2, la matrice A’ n’a qu’une ligne. Si 4’ est I'élément de téte de cette ligne, on multiplie
la deuxiéme ligne de P; A par - pour que 'élément de téte devienne 1, puis on ajoute un mul-
tiple approprié de cette deuxieme ligne a la premiere ligne pour que la matrice obtenue soit
échelonnée réduite.

Sin > 3, alors A’ a au moins 2 lignes et on peut appliquer I’hypothése de récurrence &% _; a
A’ : il existe une matrice Q € GL,_1(K), produit de matrices élémentaires, telle que QA’ soit

. 1 (1 0 (1 %
échelonnée réduite. Posons P, = <O Q)' alors P,P1A = <0 0A’

Vérifions que P, est bien un produit de matrices élémentaires. Posons Q = R; - - - R, avec les

R; € GL, 1(K) matrices élémentaires. Alors P, = R;---R; ot R; = ((1) 12) . De plus, si
1

R; = Dj(«), alors R; = Dj;q1(a) et si R; = T;;(A) alors R; = Tj11,41(A), donc les R; sont des

matrices élémentaires dans G L, (K). Donc P, est un produit de matrices élémentaires.

) est échelonnée.

Enfin, pour avoir une matrice échelonnée réduite, on ajoute a la premiere ligne de P,P; A des
multiples appropriés des autres lignes de fagon a ce que les 1 de téte soient les seuls éléments
non nuls de leurs colonnes. O

En pratique. Soit A une matrice.

(1) On identifie la colonne C la plus a gauche contenant au moins un coefficient non nul, celui de la
ligne L.

(2) On ajoute des multiples adéquats de L aux autres lignes pour faire apparaitre des 0 dans le reste
de la colonne C.

(3) On recommence les étapes (1) et (2) en ignorant la ligne L de la matrice.
Ensuite,
> pour échelonner, on permute des lignes de la matrice,

> pour réduire, on multiplie les lignes de la matrice par des scalaires non nuls pour que les élé-
ments de téte soient des 1, puis on refait I'étape (2) avec chaque ligne non nulle, cette fois en
allant des colonnes de droite vers les colonnes de gauche.

Ces deux opérations peuvent étre faites a tout moment, en particulier si cela permet de simplifier les
calculs. On les combine pour obtenir une matrice échelonnée réduite.

2 6 1 =3
1 3 -2 6
-1 -3 4 4
3 9 -6 22

Exemple. Soit A = . On recherche une matrice échelonnée réduite qui lui est

ligne-équivalente.
On échange (éventuellement) des lignes pour que I'élément de téte de la premiere ligne soit le
1 3 -2 6
plus simple possible; ici L; <+ L, donne ( —21 f3 }1 _43 ) .
3.9 —6-22
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On fixe maintenant la premiere ligne, et on s’en sert pour faire apparaitre des 0 sous 1'élément

1 3 -2 6
de téte de la premiere ligne; ici, L, — Ly —2L; donne _01 _03 Z *415 , puis L3 — L3 + L; donne
3 9 —6-22
13-2 6 13-2 6
005 —15 . 005 —15
00 > 10 |etenfinLy — Ly —3Lydonne | 54535 75 |-
39 —6—22 00 0 —40
On recommence avec 1'élément de téte de la deuxieme ligne. L'opération Lz — L3 — ng donne

13-2 6 7
00 5 —15
00 0 16 :
00 0 —40

On recommence enfin avec la troisieme ligne : 'opération Ly — Ly + §L3 donne <

coor
OO O W
|
OOU’IM
|
oRmo
mU‘I
N——

Cette matrice est échelonnée.

Maintenant, pour réduire la matrice, nous partons de droite a gauche.

La derniere colonne contient bien un élément de téte, 16. On divise la troisieme ligne par 16 pour
Les opérations L, — Ly +15L3 puis L; — L1 —6L3 donnent successivement (

)puis
13-20
(00 5 0)
00 0 :
0000
n

1
recommence avec la troisiéme colonne, qui contient I’élément de téte (5) de la deuxieme ligne.

13-2 6
1616 5 it1-(005 -15
que l'élément de téte soit 1 : (8 00 1 ) .
Ensuite, il nous faut faire apparaitre des 0 au-dessus du 1.

coco~
cocow

|
cou )
o—oo

O
13-20
s .{fo0010
On divise L, par 5 : (00 0 1).
00 00

Puis on fait apparaitre des 0 au-dessus de I'élément de téte de la deuxieme ligne : Ly — L1 + 2L,

0090
donne <0001>.

0000
La matrice obtenue est échelonnée réduite. Cette matrice est égale a PA ou P est un produit de

matrices élémentaires.
Attention, elle n’est pas égalea A!

C.1 Application : systemes linéaires

Définition C.5. Soit n € IN* et soit p un entier, p > 2. Un systéme d’équations linéaires i n équations et
p inconnues est une équation de la forme AX = Boit A € M, ,(K) et B € M, 1(K) sont données et oit la
matrice colonne X € M, 1(K) est inconnue.

La matrice A s’appelle la matrice du systéme.

Résoudre le systeme AX = B consiste a trouver toutes les matrices X € M, 1(K) telles que AX = B, sil

en existe.

Remarque. Si A = (a;), B = t(bl oo by) et X = t(xl -+ xp), le systtme AX = B s’écrit
également

Ap1X1 + AnpX2 + -+ AppXp = b

Proposition C.6. Soient A € M, (K) et B € M,,1(K). Si la matrice A est inversible, alors le sys-
téme AX = B a une unique solution qui est A~!B.

Démonstration. Tout d’abord, A(A~'B) = (AA~1)B = I,B = B donc A~!'B est solution.
D’autre part, si X est solution, alors AX = B donc A~}(AX) = A~!B soit [,X = A"'B et donc
X = A71B, d’ott 'unicité. O
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Proposition C.7. Soient A € M, ,(K) et B € M, (K).Si P € GL,(K) est inversible, alors le
systeme AX = B a les mémes solutions que le systeme PAX = PB.

Démonstration. Soit X € M,1(K). Si AX = B alors en multipliant par P on a bien PAX = PB. Si
PAX = PB, alors en multipliant par P~! on a bien AX = B. ]

Définition C.8. On dit qu'un systéme est homogeéne si B = 0, c’est-d-dire s’il est de la forme AX = 0.

Remarque. Un systeme homogene a toujours au moins une solution : 0.

Proposition C.9. Soient A € M, ,(K) et B € M, 1(K). Supposons que le systtme AX = B a au
moins une solution, notée Xy. Alors les solutions du systeme AX = B sont les matrices de la forme
Xo + Y ou Y parcourt I'ensemble des solutions du systéme homogene AY = 0.

Démonstration. Si AX = B alors A(X — Xp) = AX — AXo =B —B =0doncY = X — X est solution
de AY =0.
Si AY =0, alors A(Xo+Y) = AXp+ AY = B4+ 0 = Bdonc X + Y estsolutionde AX =B. [

Théoreme C.10. Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et seulement si le systeme AX = 0
a une unique solution qui est 0.

Lemme C.11. Soit T € M, (K) une matrice triangulaire supérieure dont la derniére ligne est nulle.
Alors le systéme TX = 0 a au moins une solution non nulle.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur p. Si p = 1 alors T = 0 et donc (1) est une solution

a b . t
0 0> avec a,b dans K. Si a = 0 alors (1 0) est

une solution non nulle. Si a # 0 alors t(—b a) est une solution non nulle.
Supposons maintenant que p > 3 et que le résultat est vrai au rang p — 1. La matrice T est de

non nulle. Si p = 2 alors T est de la forme T = <

la forme T = (g ,ﬁ,) aveca € K, L € My, 1(K) et T' € M,_1(K) triangulaire supérieure dont

la derniére ligne est nulle. Si a = 0 alors t(l o --- 0) est une solution non nulle. Si a # 0, par

hypothese de récurrence il existe X’ € M,,_1,1(K) non nul tel que T'X’" = 0. De plus, LX" € M;(K)
_gb

donc LX’ = (b) avec b € K. Alors si X = t(—% X)onaTX = < ajf,; b) = 0 donc X est une

solution non nulle de TX = 0. O

Démonstration du théoréme. Supposons que A soit inversible. Alors le systeme AX = 0 a une unique
solution, qui est A~10 = 0, d’apres la proposition

Supposons maintenant que 0 soit I'unique solution du systeme AX = 0. Alors la matrice A n’est
pas nulle (sinon toutes les matrices colonne X seraient solution de AX = 0). On sait donc qu'il existe
une matrice P € GL,(K) (qui est un produit de matrices élémentaires et) telle que A’ = PA soit
échelonnée réduite. On sait de plus que les solutions de A’X = 0, soit PAX = PO, sont les mémes
que celles de AX = 0, c’est-a-dire que le systeme A’X = 0 a une unique solution qui est 0. Comme
A’ est échelonnée réduite, elle est triangulaire supérieure donc d’apres le lemme elle ne contient pas
de ligne nulle. Donc d’apres la remarque |C.3{on a A’ = I, et donc PA = I,. Comme P est inversible,
on peut multiplier par P~! donc A = P~!. Donc A est inversible (d’inverse P). ]

Remarque. Si T € M, (K) est une matrice triangulaire supérieure dont la derniere ligne est nulle,
alors T n’est pas inversible.
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Corollaire C.12. Soit A € M (KK). Alors A est inversible si et seulement si pour toute B € M, 1 (K)
le systeme AX = B a une unique solution.

Démonstration. Fixons B.

On a déja vu que si A est inversible, alors AX = B a une unique solution.

Supposons donc que AX = B a une unique solution, notée Xj. Les solutions de AX = B sont
les Xog + Y avec Y solution de AY = 0. Donc le systtme AY = 0 a une unique solution (qui est
nécessairement 0), donc d’apres le théoreme, A est inversible. O

Corollaire C.13. Soit A € M, ,(K).Sin < p alors le systeme AX = 0 a au moins une solution non
nulle.

Autrement dit, un systéme linéaire homogene qui a strictement plus d’inconnues que d’équations
a des solutions non nulles.

Démonstration. Soit B € M, (K) la matrice carrée dont les n premieres lignes sont celles de A et les
p — n autres lignes sont nulles. En particulier la derniére ligne de B est nulle. Donc pour toute matrice
C € M,(K), la derniere ligne de BC est nulle aussi. Donc pour toute C € M, (K), on a BC # I,.
La matrice B n’est donc pas inversible. D’apres le théoreme, il existe donc une matrice non nulle
X € M,1(K) telle que BX = 0. Mais alors AX = 0. O

Meéthode de Gauss

Soient A € M, ,(K) et B € M, ;(K). On sait que A est ligne-équivalente a une matrice (éche-
lonnée) réduite, c’est-a-dire qu’il existe P € GL,(K), produit de matrices élémentaires, telle que PA
soit (échelonnée) réduite. On sait aussi que le systeme AX = B a les mémes solutions que le systeme
PAX = PB. Ce dernier systeme donne explicitement toutes les solutions de AX = B.

En pratique, pour résoudre le systtme AX = B, on considere la matrice (A B) € M, ,11(K)
(également notée (A | B) sion veut séparer le second membre) et on lui applique des opérations élé-
mentaires sur les lignes pour obtenir une matrice (échelonnée) réduite (PA PB) et donc se ramener
au systeme PAX = PB.

2 6 1 -3
s s 1 3 -2 6 .
Exemple. Soit a résoudre AX = Bavec A = | = 1 -3 4 et B = 4 |
3 9 -6 —22

2x+6y+z= -3
x+3y—2z=6
—x—3y+4z=4
3x +9y — 6z = —22.

2 6 1] -3
1 3 -2| 6
-1 -3 4 4
3 9 —6|-22

(4] B) =

et on a déja vu qu’elle est ligne-équivalente a la matrice échelonnée réduite

1 3 0|0
0 010
0001 |
0 0 00
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130 0 x+3y =0
0 01 0 z=20
s N / _ / ! ! .
qui correspond au systéme A’X = B’ avec A’ = 00 0 etB = 11 soit 0=1
0 00 0 0=0.

La troisieme ligne/équation, 0 = 1, est absurde, donc le systeme n’a pas de solution.

1 1

Exemple. Soit a résoudre AX = B avec A = <1 a1

=1
réels, ie. {x Ty

> etB = <;) , ot a et b sont des parametres

x+ (a+1)y =0

On écrit la matrice (A B) = (1 a+1 b

1 1 1 . : Ao N . .
>, qui est ligne-équivalente a la matrice suivante :

11 1 e T A N
0 4 b_1)ensoustrayant la premiere ligne a la deuxieme.

11 1 xty=1
00 b-1 0=b—1.
si b # 1, le systéme n’a pas de solution (car b — 1 # 0), mais si b = 1 le systeme devient 1’équation
réelle x +y = 1 qui a une infinité de solutions x =1 -y, y € R.

Deuxieme cas : a # 0. Alors on poursuit la réduction, en divisant L, par a puis en soustrayant L
_ a=b+1

1 1 1 a—b+1
a L1, ce qui donne <0 ] b1 > puis < 01 = > soit une unique solution y = b;i’

a a a

Premier cas : a = 0. Cette matrice est donc ( > et le systéme s’écrit Donc

C.2 Application : calcul de I'inverse d’une matrice carrée

La méthode précédente peut aussi étre utilisée pour calculer I'inverse d"une matrice carrée.

Théoréme C.14. Soit A € M, (K) une matrice carrée. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) A estinversible.

(ii) A estligne-équivalente a I,.

(iii) A est un produit de matrices élémentaires.

Démonstration. > (i)=(ii) Supposons que A est inversible. On sait que A est ligne-équivalente
a une matrice échelonnée réduite A’. On a donc A’ = PA avec P inversible. De plus, A" est un
produit de matrices inversibles donc elle est inversible. Soit r le nombre de lignes non nulles de
A’ et soit p — r le nombre de lignes nulles de A’. Alors pour toute matrice B, les p — r derniéres
lignes de A’B sont nulles, donc A'B # I, ce qui contredit I'inversibilité de A". Donc A’ n’a pas
de ligne nulle. D’apres la remarque ona A’ =1I,etdonc A ~ I,.

> (ii)=-(iii) Supposons que A ~ I,. Alors il existe une matrice P qui est un produit de matrices
élémentaires telle que PA = I,. On a donc A = P!, qui est aussi un produit de matrices
élémentaires.

> (iii)= (i) Supposons que A est un produit de matrices élémentaires. Comme les matrices élé-
mentaires sont inversibles et que tout produit de matrices inversibles est inversible, A est in-
versible. ]

Corollaire C.15. Soit A € M (K) une matrice inversible. Si on applique a I, la suite d’opérations
élémentaires sur les lignes de A qui conduisent a I, on obtient A~

Démonstration. Ceci découle de la démonstration du théoréme. O
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Dans la démonstration de (i) implique (ii) du théoréme, on n’a utilisé que le fait qu’il existe B €
M, (K) telle que AB = I,. On a donc :

Corollaire C.16. Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A estinversible.
(i) Il existe B € M, (K) telle que AB = I,.

(iii) Il existe C € M, (K) telle que CA = I,.

Démonstration. Les implications (i)=-(ii) et (i)=-(iii) sont évidentes par définition de A inversible.
L'implication (ii)=(i) découle de la démonstration du théoreme, donc (i) et (ii) sont équivalentes.
Supposons que (iii) est vraie et démontrons (i). Il existe donc C € M, (K) telle que CA = I,. On

aalors {A'C = '(CA) = ‘I, = I, donc I'hypothese (ii) est vérifiée pour ‘A, donc A est inversible. 11
existe donc M € M, (K) telle que M ‘A = I,. Alors, en transposant a nouveau, on obtient A ‘M = I,,.
Donconaalafois CA=1I,etA M = Ip, donc A est inversible. O

En pratique Soit A € M, (K). On consideére la matrice (A I,) € M,2,(K) (ot on écrit A et I,
cOte a cdte). On lui applique des opérations élémentaires sur les lighes pour se ramener a une matrice
échelonnée réduite P (A 1,) = (PA P).

Sila matrice A estinversible, alors A ~ I, = PA, donc on obtient une matrice (Ip P) etP = A1

2
-1

2 1]1 0 -1 m|0 1
(A|12)_<—1 m| 0 1)”(2 11 o)

1 —m |0 -1 1 -m |0 -1 — M

2 1|1 0 0 1+2m|1 2 )

grace aux opérations Ly <+ Ly, puis Ly — —Lq puis L, — L, — 2L;.

Exemple. Soit A = < i) pour un réel m. On cherche a inverser A si c’est possible.

1

Premier cas : m = — 1. Alors les calculs précédents montrent que A ~ <(1) 6) # I, donc A n’est

pas ligne-équivalente a I, et donc A n’est pas inversible.

: 1 —-m| 0 —-1 1 0| = —13-
Deuxiéme cas : m # —%. Alors M ~ < 0 1 1 ) > ~ < . T+2m 52
T9om  Tiom 0 TTon  Tiom

grace aux opérations Ly — 1+ﬁLz puis Ly — L; + mL;y. Donc A est inversible et

1
A-1— <1+11§m _1iuzm> _ 1 <7’” _1) '
TFom  Tiom 14+2m \1 2
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II Espaces vectoriels

A Définitions

Vous connaissez déja des espaces vectoriels, par exemple le plan R2. Dans IR?, on sait ajouter
des vecteurs et les multiplier par des réels. Ces deux opérations vérifient certaines propriétés. Nous
allons formaliser tout cela.

Définition A.1. Soit K un corps. Un K-espace vectoriel est un ensemble non vide E muni de deux opé-
rations, la somme + : E x E — E, qui a deux éléments x et y de E associe un élément x + y de E, et la
multiplication par les éléments de K - : K x E — E, quia un A € K et un élément x de E associe un élément
Ax de E, et qui vérifient les axiomes suivants :

(EV1) pour tous x,y,zdans Eona (x +y) +z = x + (y + z) (associativité).

(EV2) il existe un élément O € E tel que pour tout x € E,onait 0 +x = x = x + 0.

(EV3) pour tout x € E, il existe x' € E tel que x +x' =0 ="+ x.

(EV4) pour tous x,y dans E, on a x +y = y + x (commutativité).

(EV5) pour tout x € E,onalx = x.

(EV6) pour tout x € E et pour tous A, y dans K, on a (A + p)x = Ax + px (distributivité).
(EV?7) pour tous x,y dans E et pour tout A € K, ona A(x +y) = Ax + Ay (distributivité).
(EV8) pour tout x € E et pour tous A, y dans K, on a (Ap)x = A(ux).

Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K sont appelés scalaires.

Remarque A.2. > L’élément 0 tel que pour tout x € E, on ait 0 + x = x est unique; il est appelé
vecteur nul (c’est 'élément neutre pour 'addition de E).

En effet, si e € E est un autre élément tel que e + x = x pour tout x € E, alors0 =0+e = e.
> Pour tout x € E, l'élément x’ tel que x + x’ = 0 est unique; il est noté —x et appelé opposé
de x.

En effet, si x”” € E est un autre vecteur tel que x + x” = 0, alors x’ + x + x" = (¥’ +x) +x" =
O+x"=x"etx' +x+x"=x"4+(x+x")=x"4+0=x"doncx” = «'.

Exemple. > K muni de la somme et de la multiplication de K est un K-espace vectoriel.
> {0} est un K-espace vectoriel.

> C muni de la somme et de la multiplication des nombre réels par les nombres complexes est
un R-espace vectoriel.

> M,;,,(K) muni de la somme des matrices et de la multiplication par les éléments de K est un
K-espace vectoriel.

> Soit [ un intervalle de R. L'ensemble F(I,IR) des fonctions de I dans R est un espace vec-
toriel. Si f et g sont dans F(I,R), alors f + ¢ : I — R est définie pour tout x € I par
(f+2)(x) = f(x) +g(x) et Af : I — R est définie pour tout x € I par (Af)(x) = A f(x).
On peut remplacer R par un espace vectoriel E quelconque et I par un ensemble X quelconque
et considérer F (X, E) qui est aussi un espace vectoriel. C’est le cas par exemple de F (R, C) qui
est un C-espace vectoriel.

> L’ensemble des suites réelles (ou complexes ou d’éléments de IK) est un espace vectoriel sur
K. Siu = (up)nen et v = (v,)en sont deux suites et si A € K, on pose u + v = (uy + vy)neN et
A = (Auy)yen- Il s’agit en fait de F(IN, K).
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Propriétés A.3. (Regles de calcul)
Soit E un K-espace vectoriel. Alors

> Pour tous x,y,zdans E,six +z =y +zalorsx = y.

> Pour tout x € E, on a Ogx = Og.

> Pour tout A € K, on a AOg = O (ici, 0 est le vecteur nul de E).
> Pourtoutx € Eettout A € K,si Ax =0alorsA =0oux =0.

Démonstration.
> Six+z=y+zalorsx+z+(—z) =y+z+(—z),doncx+0=y+0etdoncx =y.
> Ona0+0x =0x = (0+0)x = 0x + Ox et donc d’apres la propriété précédente, Ox = 0.
> Ona0+A0=A0=A(0+0) = A0+ A0 donc de méme A0 = 0.

> Supposons que Ax = 0 avec A # 0, il nous faut donc démontrer que x = 0. Comme A # 0,

son inverse A ! existeetonax = 1x = (A" 'A)x = A"} (Ax) = A710 = 0. O
Conséquence A 4. > Pour tous x,y dans Eona x +y = 0 si et seulement si y = —x, si et
seulement si x = —y. En effet, si x + y = 0 on a par exemple —x +x+y = —x +0 = —x donc

0+y= —xetdoncy = —x.

> Pour tous x,y dans E et pour tout A € K, on a Ax = y si et seulement x = }y. En effet, si
Ax = yalors A 1(Ax) = A~y donc (A7'A)x = A1y et donc x = 1x = A~ly; la réciproque se
fait de méme.

Définition-Proposition A.5. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Alors I'ensemble E x F est
muni d’une structure de K-espace vectoriel dont les lois sont :

> pour (x,y) € Ex Fet(x,y') € Ex F,onpose (x,y)+ (¥,y') = (x+x',y +y') (addition
composante a composante),

> pour (x,y) € Ex FetA € K, on pose A(x,y) = (Ax, Ay).

Démonstration. Soient u = (x,y), u' = (x',y') et u” = (x”,y") des vecteurs de E x F et soient A et u
deux scalaires.

EVD) (u+u)+u" = (x+x,y+y)+ (" y") = ((x+x) +2", (y+y) +y") = (x+ (' + "),y +
(V' +3") = (6) + (¥ + 5 +y) =+ (0 + ).

(EV2) u+(0,0) = (x+0,y+0) = (x,y) = u donc (0,0) est un élément neutre pour I'addition.

(EV3) u+(—x,—y) = (x —x,y —y) = (0,0) donc u a un opposé, —u = (—x, —y).

(EVY) u+u' =x+x,y+y)=+xy +y)=u +u.

(EV5) 1u = (1x,1y) = (x,y) = u.

(EV6) AM(u+u')=Ax+x,y+y) = AMx+x)Ay+y)) = Ax+Ax, Ay + Ay') = (Ax, Ay) +
(AX,AY') = Au+ Au'.

(EV7) (A+p)u=((A+u)x, (A+u)y) = (Ax+px, Ay + py) = (Ax, Ay) + (ux, py) = A+ pae.

(EV8) (Ap)u= ((Ap)x, (Ap)y) = (A(px), Apy)) = Apx, py) = A(pu). =

Remarque. Soit n € IN, avec n > 2. Soient Ey,...,E, des K-espaces vectoriels. On note E =

[T, Ei = E; X - -+ X E, le produit cartésien des ensembles E;.

On démontre par récurrence sur n € IN* (ou directement) que E est un K-espace vectoriel, ot les
lois sont données par

(ug, ... uy) +(v1,...,0n) = (U1 +01,..., Uy +0y) u; € E;,v; € E,
Ay, ... uy) = (Aug, ..., Auy) A eK.

En particulier, en reprenant le premier exemple ci-dessus, on constate que K" est un K-espace vecto-
riel pour tout n € IN*.
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Définition A.6. Soit E un K-espace vectoriel. Soit n € IN* et soient uy,...,u, des vecteurs de E. Une
combinaison linéaire des vecteurs uy, . .., u, est un vecteur de la forme

Auq + -+ Ay
olt A1, ..., Ay sont des scalaires. Ces scalaires sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire.

Exemple. Par exemple, dans R?, le vecteur (2, —1) est combinaison linéaire des vecteurs u; = (1,0),
up = (1,1) etuz = (0,2) car (2, —1) = 2uy — Juz ou (2, —1) = uy + up — u3 par exemple. On a aussi
(0,4) = 2uz donc (0,4) est combinaison linéaire de us3.

Sous-espaces vectoriels
On fixe un K-espace vectoriel E.

Définition B.1. Soit F une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :
(SEV1) F est non vide

(SEV2) pour tous x,y dans F, x +y € F

(SEV3) pour tout x € Fet tout A € K, Ax € F.

Remarque B.2. En raisonnant par récurrence, on démontre que si F est un sous-espace vectoriel de
E, alors toute combinaison linéaire de vecteurs de F est dans F.

Proposition B.3. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F est un K-espace vectoriel, dont les
lois sont les restrictions a F de celles de E.

Démonstration. F n’est pas vide par hypothese. On restreint 1’addition et la multiplication par les
scalaires dans E aux vecteurs de F ce qui donne des applications + : F x F — Eet-: K x F — E. Par
définition d"un sous-espace vectoriel, cela définit en fait deux applications: F x F —+ Fet K x F — F.

Maintenant, la vérification des axiomes (EV1) a (EV8) est immédiate : ce sont les mémes mais
appliqués uniquement aux vecteurs de F. O

Remarque B.4. En particulier, le vecteur nul de E est dans F.

Exemple. > {0} et E sont toujours des sous-espaces vectoriels de E.
> {(x,0) | x € R} est un sous-espace vectoriel de R? (axe des abscisses).

> Soit I un intervalle de R. L'ensemble des fonctions continues (dérivables, etc.) de I dans R
est un sous-espace vectoriel de (I, R).

> Pour tout k € N, C¥(IR, C) est un sous-C-espace vectoriel de F(R,C), ainsi que C* (R, C).

> L’ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel
de toutes les suites réelles.

Remarque. Les assertions suivantes sont faciles a vérifier.

> Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors G est un
sous-espace vectoriel de E.

> Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que G C F. Alors G est un sous-espace
vectoriel de F.
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Proposition B.5. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors I'intersection F N G est un
sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Puisque0 € Fet0 € G,ona0 € FNGetdonc FNG # @.
Soient x et y dans F N G. Alors x + y est dans F et x + y estdans Gdoncx +y € FNG.
SiA €K, alors Ax € Fet Ax € Gdonc Ax € FNG. O

Proposition B.6. Plus généralement, soit {F; | i € I} une famille de sous-espaces vectoriels de E.
On note NjejF; = {x € E | Vi € I, x € F} leur intersection.
Alors NjerF; est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Semblable a la précédente. O

Exemple B.7. > Soitn € IN*. Fixonsay, ..., a, € K. Alors'ensemble des vecteurs (xy,...,x,) €
K" vérifiant
amx1+---+apx, =0
est un sous-espace vectoriel de K”.
> On déduit de 'exemple précédent et de la proposition que si A = (a;;) € M, ,(K) est fixée
(c’est-a>dire np scalaires), I’ensemble des vecteurs (x,...,x,) € K" vérifiant les p relations
a11x1 + -+ appxy, =0
axnxi + -+ a2x, =0

ﬂpl.X] -+ +apnxifl =0
est un sous-espace vectoriel de K", c’est I'intersection des p sous-espaces vectoriels
F={(x1,...,xq) € K" | apxq +---+aj,x, =0} 1<i<p.

Autrement dit, I'ensemble des solutions d"un systeme homogene AX = 0 est un sous-espace
vectoriel de K".

Remarque B.8. Attention ! Une réunion de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel
en général.

Définition-Proposition B.9. Soit / une famille non vide de vecteurs de E. Soit F 1’ensemble de
toutes les combinaisons linéaires finies de vecteurs de F.

Alors F est un sous-espace vectoriel de E, dit sous-espace vectoriel engendré par F et on note
F = vect {F}.On dit aussi que F est une famille ou partie génératrice de F. Si F = {uy,...,u,}
onnote F = vect{uy,..., u,}.

Lorsque F a une partie génératrice finie, c’est-a-dire que F = vect{uy,...,u,} pour un nombre fini
de vecteurs uy, ..., u, de E, on dit que F est de dimension finie.

Démonstration. F n’est pas vide car 0 € F : en effet, siu € F ona 0 = Ou qui est une combinaison
linéaire de u € F.

Soient u et v dans F. On peut donc écrire u = Aquq + - - - + Ayuy et v = pyo1 + - - - + ppo, pour des
scalaires Ay, ..., Ay, p1,..., ip et des vecteurs uy, ..., Uy, v1,...,0p de F. Alors u +0v = Aqug + -+ +
Ay + p101 + - - - + Unvp € F.

Soit u = Aquy + - - + Ayuy, € Fetsoita € K. Alors au = (aAq)uq + -+ - + (aAy,)u, € F. O

Proposition B.10. Soit F une famille non vide de vecteurs de E. Alors vect { F} est le plus petit
sous-espace vectoriel de E (pour l'inclusion) contenant F. Il est égal a l'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E contenant F. De plus, il est clair que G contient F.
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Démonstration. Notons F = vect{F} et G l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E
contenant . On sait d’apres la proposition [B.6|que G est un sous-espace vectoriel de E.

Par définition de l'intersection, G est inclus dans tous les sous-espaces vectoriels de E contenant
F.Comme Fenestun,ona G C F.

Réciproquement, soit u € F, il faut démontrer que u € G. On peut écrire u = Aquy + - - - + Auy
pour des scalaires Ay, ..., A, et des vecteurs uy, ..., u, dans F. Mais par définition de G,ona u; € G
pour tout G. Donc, comme G est un sous-espace vectoriel de E, ona u € G (remarque[B.2).

On a donc démontré que F = G.

On a déja dit que G est inclus dans tous les sous-espaces vectoriels de E contenant F. C’est donc
le plus petit. O

Exemple. Soit E = IR3. Soient u; = (1,0,0), u, = (0,1,0), u3 = (1,1,0) et uy = (1,0,2).
vect {uy,up} = {(A1,A2,0) € R*}. C’est le “plan horizontal”.
vect {u1,u2, u3} = {(/\1 + Az, Ay + /\3,0) | (/\1,/\2,)&3) € 1R3} = {(}ﬂ,}lz,@) S ]R3} = vect {ul, u2}.
Vect{ul,uz, u4} {()\1 + Ay, )\2,2)\4) ’ ()\1,/\2,)\4) € IRS} = {(;41, M2, ]/13) S ]RS} = R3.

Remarque B.11. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors vect {F} = F.

Définition-Proposition B.12. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Soit F 4+ G l'en-
semble des vecteurs de E de la forme x +y avec x € Fety € G. Alors F 4 G est un sous-espace
vectoriel de E appelé somme de F et de G.

Démonstration. Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, ils ne sont pas vides et donc
F + G n’est pas vide. De plus, F + G C E puisque la somme de deux vecteurs de E est encore dans E.
Soientu,u’ € F+ GetA € K. Onpeut écrireu = x+yetu' =x"+y avecx,x’ € Fety,y' € G.
Alorsu+u' = (x+x')+ (y+y') avecx + x' € Fety+y € G (sous-espaces vectoriels), donc
u+u € F+G, et Au = (Ax) + (Ax’) avec Ax € F et Ax’ € G (sous-espaces vectoriels), donc
Au € F+G. O

Remarque. F et G sont des sous-espaces vectoriels de F + G.

Démonstration. Si x € F alorsx = x4+0 € F4+ G donc F C F+ G. Donc F et F + G sont deux
sous-espaces vectoriels de E tels que F C F + G. Donc F est un sous-espace vectorielde F + G. [

Proposition B.13. Soient F et G deux familles de vecteurs de E et posons F = vect{F} et G =
vect{G}.Alors F+ G = vect{ FUG}.

En particulier, soient n, p € IN*, soient uy,...,u,,v1,...,0, des vecteurs de E, soit F le sous-espace
vectoriel de E engendré par uy, . .., u, et soit G le sous-espace vectoriel de E engendré par vy, .. ., Vp-
Alors F + G est le sous-espace vectoriel de E engendré par uy, ..., Uy, 01,...,0p.

Démonstration. Soit u € F+ G. Alors u = v+ w avecv € Fetw € G. Il existe donc des vecteurs
v1,...,0p dans F et wy,..., w,; dans G et des scalaires Ay, ..., Ay, py, ..., jig tels que v = Zle Ajv; et
w = Z?Zl pjwj. On a donc u = Zle Aoy + 2?21 Jjw; avec vy,...,0p, w1, ..., wy dans F UG, donc
u € vect {FUG}.Onadonc démontré que F + G C vect{F UG}.

D’autre part, F + G est un sous-espace vectoriel de E qui contient ¥ C F C F+GetG C G C
F + G, donc il contient le plus petit sous-espace vectoriel contenant 7 U G, qui est vect {7 UG} . On
adonc F+ G D vect {F UG}.

Finalement, F + G = vect {F UG} . O

Exemple. On reprend 1'exemple (18| On a vect{u1} + vect{ur} = vect{u;ur} et vect {uy, up} +

vect {usz} = vect{uj;up;uz} = vect{us;uy} car uz est combinaison linéaire de u; et up donc uz €
vect {uy;up} et donc vect {uz} C vect{us;uz}.
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Remarque. On a dit précédemment que si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors F U G
n’est pas un sous-espace vectoriel de E en général. Cependant, F + G = vect{F} + vect{G} =
vect {F U G} est un sous-espace vectoriel de E, c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
FUG.

Proposition B.14. Soit F une famille de vecteurs de E.
Si on multiplie un vecteur de F par un scalaire non nul, on ne change pas vect { F } .
Si on ajoute a un vecteur de F un multiple d"un autre vecteur de F, on ne change pas vect { F }.

Démonstration. Soit v un vecteur fixé dans F.Onadonc F = GU {v} ou G = F \ {v}. Soit a € K,
a # 0. On veut démontrer que vect { F} = vect{G U {av}}.

Or vect{GU{av}} = vect{G} + vect{av} et vect{F} = vect{G} + vect{v}. Il suffit
donc de démontrer que vect {av} = vect{v}. Mais vect{v} = {Av | A € K} et vect{av} =
{u(av) | p € K} = vect{v}.

Soient maintenant v et w deux vecteurs distincts de F et soit B € K quelconque. On a donc
F =HU{v,w} ouH = F\ {v,w}. On veut démontrer que vect {F} = vect{H U {v+ pw,w}}.
Comme dans le cas précédent, il suffit de démontrer que vect {v, w} = vect {v + fw, w} .

Soit u € vect{v,w}. Alors u = Av+ pw pour des scalaires A et y. Mais alors u = A(v +
pw) + (4 — AB)w € vect{v+ pw,w}. Donc vect{v,w} C vect{v+ pw,w}. Réciproquement,
siu € vect{v+pw,w}, onau = Av+ pw)+uw = Av+ A+ p)w € vect{v,w} donc
vect {v + Bw, w} C vect {v, w} . Finalement on a 1’égalité recherchée. O

Définition B.15. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

La somme F + G est dite directe si F N G = {0} . On note alors F + G = F & G la somme directe de F et
de G.

Side plus F ® G = E, on dit que F et G sont supplémentaires dans E.

Proposition B.16. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F et G sont supplémen-
taires dans E si et seulement si tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique sous la forme x =y +z
avecy € Fetz € G.

Démonstration. > Supposons que F et G sont supplémentaires dans E. Donc E = F © G c’est-a-
direque E=F+GetFNG = {0}.
Soit x € E. Puisque E = F 4 G, on peut écrire x =y +zavecy € Fetz € G.
Supposons que x =y’ +z' avecy’ € Fetz € G. Alorsy+z=x=y +z doncy —y =z' —z.
Mais y —y' € F etz —z € G (sous-espaces vectoriels), doncy —y' = z/ —z € FNG. Or
FNG={0}doncy—y =z —z=0etdoncy =y’ etz =z'. On a bien unicité de I'écriture.

> Supposons que tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique sous la forme x = y + z avec

y € F etz € G. En particulier, tout vecteur de E est dans F + G donc E C F + G. On sait déja
que F + G C E (sous-espace vectoriel) donc E = F + G.
Il reste a démontrer que F N G = {0} . Soit donc x € F N G. On peut alors écrire x = x 4 0 avec
x€Fet0e Getx =0+ xavecO € Fetx € G. Par unicité de l'écriture, en identifiant, on
obtient x = 0 donc FN G C {0} . Comme on a toujours {0} C FN G, on a 1’égalité recherchée.

Finalement, E = F ® G. ]

Exemple. > Dans R?, soient e; = (1,0) et e, = (0,1). Soient F = vect{e;} et G = vect{e>}.
Alors R? = F @ G (a vérifier), donc tout v € R? s’écrit de maniére unique comme v = xe; +
yer = (x,y).

> Dans R?, exemple de la page (18, si F = vect {u1;us} et G = vect {us}, alors F et G ne sont
pas supplémentaires dans R® (G C F), et on a effectivement par exemple 11 + uz = up + sus3
(deux écritures).
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Indépendance linéaire
On fixe toujours un K-espace vectoriel E.

Définition C.1. Soit n € IN* et soient uq, ..., u, des vecteurs de E. Les vecteurs uy, . .., u, sont dits linéai-
rement indépendants (on dit aussi que la famille {uy, ..., uy,} est libre) si pour tous Ay, ..., A, dans Kona
l'implication

Mur+---+Au, =0 = A1 =0,...,A, =0.

Autrement dit, les vecteurs uy, ..., u, sont linéairement indépendants s’il n'y a qu’une fagon d’écrire le
vecteur nul comme combinaison linéaire de uq, . .., u,.

Dans le cas contraire on dit que la famille {u, ..., u, } est liée ou que les vecteurs uy, . .., u, sont linéai-
rement dépendants. S'il n'y a que deux vecteurs linéairement dépendants, on dit qu’ils sont colinéaires (si
u et v sont colinéaires, il existe soit A € K tel que u = Av, soit u € K tel que v = pu — attention au cas oi
I"un des vecteurs est nul).

Exemple. Dans R3 les vecteurs (1,0,0) et (0,1,0) sont linéairement indépendants (a vérifier), mais
la famille {u1; up; uz} de 'exemple précédent est liée pusique 1y + up — uz = 0.

Proposition C.2. Soit 7 = {uy,...,u,} une famille libre de E. Alors
> F ne contient pas le vecteur nul.
> Les vecteurs de JF sont deux a deux distincts.

> Toute sous-famille non vide de F est libre.

Démonstration. > Si l'un des vecteurs est nul, par exemple (quitte a réordonner) u; = 0, alors
1uy + Oup + - - - + Ou,, = 0 est une combinaison linéaire égale au vecteur nul et dont tous les
coefficients ne sont pas tous nuls (A1 =1 # 0).

> Si deux des vecteurs sont égaux, par exemple (quitte a réordonner) u; = uy, alors uy — uy +
Ouz + - - - 4+ Ou, = 0 est une combinaison linéaire égale au vecteur nul et dont tous les coeffi-
cients ne sont pas tous nuls (A; = let A, = —1).

> Soit G une sous-famille de F. Quitte a réordonner les vecteurs de F, on peut supposer que
G ={uy,...,up} (avec1 < p < n).SiAus+---+ Apup = 0,alors Adqug + - - -+ Apip + Oupy1 +
-+ + 0u, = 0, donc puisque F est libre onabien A; = --- = A, = 0. Donc § est libre. ]

Lemme C.3. Soient n € IN* et uq,...,u,,v des vecteurs de E. Si v est combinaison linéaire de
ui, ..., up, alors {uy,..., u,, v} estliée.

Démonstration. Notons v = Aquq + - -+ + Ayu,. Ona donc Aqug + -+ - + Ayu, — 1o = 0, qui est une
combinaison linéaire de uy, . . ., u,, v égale au vecteur nul et dont tous les coefficients ne sont pas nuls
(coefficient de v). Donc {u1, ..., u,, v} estliée. O

Proposition C.4. Soient n € IN* et uy,...,u, des vecteurs linéairement indépendants de E et soit
v € E. Alors v est combinaison linéaire de u1, . .., u, si et seulement si {u1, ..., u,, v} estliée.

Démonstration. Supposons que v soit combinaison linéaire de u1, .. ., u,, alors on saitque {u1,...,u,, v}
est liée d’apres le lemme précédent.

Réciproquement, si {uj,...,u,, v} est liée il existe des scalaires non tous nuls Ay, ..., Ay, Ayiq
tels que Aquq + -+ - + Ayuy + Ao = 0. 51 Ay = 0, alors Aqug + -+ - + Ayu, = 0 avec au moins
un A; non nul, donc {uy,...,u,} est liée, ce qui contredit ’hypothese. Donc A,; = 0. On a donc

Moy — = gy evect{uy, ..., u,}. O

0= —
)\n+1 )\n+1
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D Bases et dimension
On fixe toujours un K-espace vectoriel E et on suppose que E # {0} .

Définition D.1. Soit n € IN* et soient ey, ..., e, des vecteurs de E. On dit que {e1,...,e,} est une base de
E sila famille {ey, ..., e, } est libre et si E est égal au sous-espace vectoriel engendré par ey, . . ., ey.

Exemple. > SiA € Kavec A # 0, alors {A} est une base de K.

> {1,i} est une base du R-espace vectoriel C. En effet, tout élément de C sécrit a + ib avec a,b
dans R donc elle est génératrice, et si A1 4 ui = 0 avec A, u réels, alors A = O et u = 0.

> Dans K", soit ¢; le vecteurs dont la i*™® composante est 1 et les autres sont nulles. Alors
{e1;...;en} est une base de K", dite base canonique de K”". En effet, tout v = (x1,...,x,) € K"
s'écritv = ) I ; x;e; donc elle est génératrice, et si ) ' ; Aje; = 0 alors le vecteur (Aq,...,A,) est
nul donc tous les A; sont nuls, donc elle est libre.
De méme, les matrices colonne E; dont le coefficient de la i*™¢ ligne est 1 et les autres sont nuls
permettent de définir la base canonique {Ej, ..., E,} de M, 1(K) et les matrices ligne F; = 'E;
permettent de définir la base canonique {F;, ..., F,} de My ,(K).

>Exdebasede./\/l2(1[<):{<(1) 8),(8 (1)>,<(1) 8),(8 2)}

> Dans R?, soient u; = (1,3) et up = (2, —1). Alors {uy,us} est une base de R>.

Théoreme D.2. (Théoreme de la base incomplete.)
Soit p € IN* et soient uy,...,u, des vecteurs linéairement indépendants de E. Soient g € IN* et
soient vy, ..., v, des vecteurs de E tels que E = vect {vl,. . vq} .

g e =u;jsii <
Alors il existe une base {ej, ..., e, } de E telle que { SIS P

eiestl'undesv;sip <i<n.

Démonstration. Premier cas. Supposons que pour tout j, le vecteur v; est combinaison linéaire des
vecteurs uy, ..., uy. Alors E = Vect{vl,...,vq} C vect {ul,...,up} C E donc les inclusions sont
des égalités. On a donc E = vect {uy,...,up} et donc {uy,...,u,} est une famille a la fois libre et
génératrice dans E, c’est-a-dire une base de E.

Deuxiéme cas. Supposons qu’il existe k tel que vy ne soit pas combinaison linéaire de uy, ..., u,.
Alors d’apres la proposition on sait que {ul, e, Up, vk} est libre.

Considérons donc le plus grand entier 1, avec p + 1 < n < p + g, tel qu'il existe une famille libre
{e1,...,en} avece; = u;sii < pete; € {vl,...,vq} sii > p. Nous allons démontrer que {ej, ..., e, }
est une base de E.

On sait déja que {ey,...,e,} est libre (par construction), il suffit donc de démontrer qu’elle en-
gendre E. Mais par définition de I’entier n, pour tout j on sait que {el, .. ,en,v]-} est liée, donc v;
est combinaison linéaire de ¢, ..., e, d’apres la proposition On a donc E = vect {01, eeny, vq} C
vect{ei, ..., en} C E, donc les inclusions sont des égalités et E = vect{ey,... e, }.

Corollaire D.3. Toute famille libre d'un espace vectoriel de dimension finie peut étre complétée en
une base.

Démonstration. Par définition d"un espace vectoriel de dimension finie, il contient une famille géné-
ratrice finie. On peut alors appliquer le théoréeme de la base incomplete. O

Corollaire D.4. De toute famille génératrice finie d'un espace vectoriel non nul de dimension finie
on peut extraire une base.
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Démonstration. On choisit un des vecteurs non nuls de la famille génératrice, il forme une famille
libre, qui peut étre complétée avec des vecteurs de la famille génératrice en une base d’apres le théo-
réme de la base incompléte. O

Théoreme D.5. Soit E un espace vectoriel non nul de dimension finie. Alors E possede une base.

Démonstration. Soit v un vecteur non nul de E. Alors {v} est une famille libre, qui peut donc étre
complétée en une base de E. ]

Proposition D.6. Supposons que E ait une base {ey,...,e,} . Alors tout vecteur u de E s’écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs ey, . .., e;.

Autrement dit, pour tout u € E, il existe des scalaires x, ..., x, uniques tels que u = xje; + - - - +
Xnen. Les scalaires x1, ..., x, s’appellent les coordonnées de u dans la base {ey,...,e,}.

Démonstration. Soit u € E. Puisque E = vect{ey,...,e,}, on sait qu’il existe des scalaires x1, ..., X,
tels que u = xy1e1 + - - - + x,e,. Supposons qu’il existe d’autres scalaires y, ..., y, tels que u = y1e; +
-+ 4 ypey. Alors

O=u—u=(x;—y1)er+ -+ (Xu —Yn)eu

donc puisqe {ey, ..., e, } est libre on doit avoir x; — y; = 0 pour tout i et donc x; = y; pour tout i. On
a donc bien unicité de 1’écriture. O

Exemple. > Soit {e1,e,e3} la base canonique de R3. Les coordonnées de (x,y,z) € R3 dans
cette base sont x, y, z.

> Dans R?, soit u; = (1,3) et soit up = (2,—1). On a dit que {u,u>} est une base de R?. Les

coordonnées de (x,y) € R? dans cette base sont x+72y et 3"; L3

Proposition D.7. Supposons que E ait une famille génératrice formée de n € IN* vecteurs. Alors si
p > n, toute famille de p vecteurs de E est liée.

Démonstration. Soit {g1,...,gx} une famille génératrice de E. Soit {u1,...,u,} une famille de p vec-
teurs de E avec p > n; nous devons démontrer qu’elle est liée. Si I'un des vecteurs u;j est nul on sait
déja qu’elle est liée, donc on peut supposer que tous les #; sont non nuls.

On peut écrire u; = )i ; A;gi. De plus, le vecteur 11 n’est pas nul, donc il existe 1 < i < n tel que
Ai # 0.

Quitte a réordonner les g;, on peut supposer que A; # 0. Mais alors g1 = Ay (g — Y1, Aigi),
donc E = vect{g1,...,9n} = vect{ui,82,...,qn}-

On peut écrire up = pquy + Y i, pigi- Si y; = 0 pour tout i > 2, alors up = pyuy, donc la famille
{u1,...,up} estliée et on a terminé. Sinon, quitte a réordonner {g,..., s}, on a yp # 0. On en
déduit que g» = piy ' (ug — patiy — Y15 igi), donc E = vect {g1,...,gn} = vect {u1,u2,83...,9n}-

On continue le procédé. Comme p > n, au bout de n opérations on obtient E = vect{u,...,u,}.
En particulier, u,,11 (qui existe puisque p > n) estdans vect {uy, ..., u,},doncla famille {uy, ..., u,, uy41}
est liée. O

Remarque. On peut reformuler la proposition ainsi : si {u1,...,u,} est une famille libre de E et si
{81,--.,8n} est une famille génératrice de E, alors p < n.

Théoreme D.8. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les bases de E ont le
méme nombre de vecteurs.

Démonstration. Soient B = {ey,...,e,} et B = {ei, . ,e;} deux bases de E. Comme B est libre et B’

est génératrice, on a n < p. Comme B’ est libre et B est génératrice, ona v < n. Donc n = p. O
g p g p p
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Définition D.9. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, le nombre de vecteurs d'une base est appelé la
dimension de E. On la note dim E (ou dimy E lorsqu’il peut y avoir confusion).

Par convention, dim {0} = 0.

Enfin, si vy,...,v, sont des vecteurs de E, la dimension de vect {01, .. ,vp} est appelée le rang de la
famille de vecteurs {vy,...,v,} .

Remarque. La définition de dimension est cohérente avec notre définition de dimension finie.

Exemple. > On connait une base de K" : la base canonique {ej, ..., e, } . Donc dim K" = n.
> On connait une base de M, (K) d’ott on déduit que dim M;(K) = 4.

> On a dim¢ C = 1 mais dimg C = 2 (une base est {1;1}).

Définition D.10. Un sous-espace vectoriel de dimension 1 de E est appelé une droite (vectorielle).
Un sous-espace vectoriel de dimension 1 de E est appelé un plan (vectoriel).
Si dim E = n, un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 de E est appelé un hyperplan (vectoriel).

Proposition D.11. Soit F une famille finie de vecteurs de E. Alors le rang de F ne change pas si
multiplie un vecteur de F par un scalaire non nul ou si on ajoute a un vecteur de F un multiple
d’un autre vecteur de F.

Démonstration. Cela découle immédiatement de la proposition O

Proposition D.12. Si F et G sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies, alors F x G est de
dimension finie et

dim(F x G) = dim F + dim G.

Démonstration. Soit B = {uy,...,u,} une base de F et soit C = {v1,...,v,} une base de G, ou
p = dimF et ¢ = dim G. On doit démontrer que dim(F x G) = p + g, ’est-a-dire démontrer que
F x G possede une base a p + g éléments. Posons n = p +g.
,0)si1 < i<
Posons ¢; = (1;,0) st ) PSP ) Démontrons que {ey, ..., e, } est une base de F x G.
(0,v;p)sip+1<i<n

Elle est libre : si } ' ; Aje; = 0, alors on a (Zle A, Z;’zl /\p+jvj> = (0,0); on regarde chaque
composante de ce vecteur, donc Zle Aiuj = 0O et Z;’:l Apyjvj = 0. Comme B et C sont libres, on a
Ak =0pourtoutl <k < n.

Elle engendre F x G :si (u,v) € F x G,onau € Fetv € G donc on peut écrire u = Y, Aju; et
v = 2?21 ujoj donc (1,0) = (u,0) + (0,0) = X1, Aie; + Z;-’:l pjepyj € vect{ey, ... en}. O

Exemple. On sait que {1} est une base de K donc K est de dimension 1. On en déduit que K" est de
dimension 7.

Théoreme D.13. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1.

> Une famille libre de E a au plus n éléments. De plus, toute famille libre a n éléments de E
est une base de E.

> Une famille génératrice de E a au moins n éléments. De plus, tout famille génératrice a n
éléments de E est une base de E.

Démonstration. Nous avons déja vu qu'une famille libre a au plus n éléments et qu'une famille géné-
ratrice a au moins n éléments.
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Soit maintenant £ = {uj,...,u,} une famille libre de E a n éléments. On sait que 'on peut
compléter £ en une base de E, qui contiendra donc p > n vecteurs. Mais toutes les bases de E ont n
vecteurs, donc p = n. Donc £ est une base de E.

Soitenfin G = {g1, ..., g} une famille génératrice de E a n éléments. On sait que I'on peut extraire
de G une base de E, qui contiendra donc g < n vecteurs. Mais toutes les bases de E ont n vecteurs,
donc g = n. Donc G est une base de E. O

Corollaire D.14. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient F et G des sous-espaces
vectoriels de E tels que F C G. Alors dim F < dim G et si de plus dim F = dim G alors F = G.

Démonstration. Si F = {0} il n’y a rien a faire. Supposons donc que F # {0}. Donc F contient au
moins un vecteur non nul, qui forme donc une famille libre a un élément. On sait qu’une famille
de n + 1 vecteurs de E est toujours liée, donc toute famille de n + 1 vecteurs de F est liée. Il existe
donc un plus grand entier p, avec 1 < p < n, pour lequel on peut trouver p vecteurs linéairement
indépendants vy, ...,v, de F.

Soit maintenant u € F distinct des v;. Alors {vl, e Up, u} contient p + 1 vecteurs de F donc elle
est liée par définition de p. Comme {vy,...,v,} est libre, ona u € vect{vy,...,v,}.On en déduit
donc que F C vect {01, el vp} C Fdonc F = vect {vl, ... ,vp} est de dimension finie.

De méme pour G.

De plus, {v1,...,v,} est une famille libre de G qui peut étre complétée en une base de G dont le
nombre g d’éléments est au moins p. Doncdim F = p < g = dimG.

Si de plus dim F = dim G, alors vect {vl, eee, vp} est une famille libre a p = dim G éléments de G
donc c’est une base de G. Donc F = vect {vy,...,v,} = G. O

Corollaire D.15. Soit E un espace vectoriel et soit ' = {01,. ey U,,} une famille de vecteurs de E.
Alors

> F engendre E si et seulement si rang(F) = dim E.

> F est libre si et seulement si rang(F) = p.

Démonstration. Soit F = vect { F} . Alors F est un sous-espace vectoriel de E, de dimension rang(F).

> Sirang(F) = dim E alors F = E d’apres le corollaire précédent et donc F engendre E.
Si F = E alors dim F = dim E donc rang(F) = dim E.

> Gi F estlibre, alors F est une base de F (puisqu’elle engendre F par définition). Donc dim F =
p et donc rang(F) = p.
Si rang(F) = p alors dim F = p. Dans ce cas F est une famille génératrice de F a p = dim F
éléments, donc c’est une base de F et en particulier c’est une famille libre.

O
D.1 Rang d’une matrice; calcul du rang d"une famille de vecteurs

Définition D.16. Soit A € M, ,(K) une matrice. Le rang de A est le rang de la famille de vecteurs de K"
formée des lignes de A.

Remarque D.17. Si A est ligne-équivalente a B, alors rang(A) = rang(B).
En effet, cela découle de la proposition (les nouvelles familles de la proposition corres-
pondent a des opérations élémentaires sur les lignes de A).

Proposition D.18. Si A est échelonnée ou réduite ou échelonnée réduite, alors le rang de A est égal
au nombre de lignes non nulles de A.
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Démonstration. Dans tous les cas, il est clair que le sous-espace vectoriel F de K" engendré par les
lignes de A est égal au sous-espace vectoriel de K" engendré par les lignes non nulles de A. Donc le
rang de A est inférieur ou égal au nombre de lignes non nulles de A. Il suffit donc, pour conclure, que
les lignes non nulles forment une famille libre de KK” (car elles formeront alors une base de F). Soit r le
nombre de lignes non nulles de A et notons Ly, ..., L, ces lignes. Onadonc L; = (ﬂil ap - ain) .
> Premier cas : A est échelonnée. Pour tout i, soit 4; j, I'élément de téte de L; (donc a;; = 0 pour
tout k < j;). Par définition d’une matrice échelonnée, on a jy > j;sii’ > i.
Supposons que Y ;_; A;L; = 0. Alors pour tout k on a Y| ; Ajag = 0 (on regarde l'identité
colonne par colonne). En particulier, }-;_; A;a;;, = 0. Mais ayj, # 0 eta;;; = 0 pour touti > 2,
donc l'identité s’écrit Aja1j;, = 0 et donc Ay = 0.
Onadonc )} , A;L; = 0 et on démontre de méme que A, = 0. Par récurrence sur i on démontre
que A; = 0 pour tout i.
> Deuxiéme cas : A est réduite. Pour tout i, soit 4; j, I'élément de téte de L; (donc a;; = 0 pour
tout k < j;). Par définition d"une matrice réduite, on a a;; = 1 et ay;;, = 0 pour tout £ # i.
Supposons que Y7_; A;L; = 0. Alors pour tout k on a }_;_; A;a; = 0. En particulier, pour tout ¢,
ona Yy Aajj, = 0,donc Ay = 0. O

Remarque D.19. Ce qui préceéde montre que pour déterminer le rang d’une famille {vy,...,v,} de
vecteurs de E on peut procéder comme suit :

4 On fixe une base B = {ey,...,e,} de E;
4 On écrit chaque vecteur v; dans labase B : v; = i ajje; pour des scalaires a;; avec 1 < i < p.

4+ On considere la matrice A = (a;;) € M,,(K) (ses lignes sont formées des coordonnées des
v; dans B).

4 On échelonne et/ou on réduit A pour obtenir A’.
4+ Lerangde {v1,...,0,} (etlerang de A) est égal au nombre de lignes non nulles de A’.

De plus, si on note wy, . .., w, les vecteurs dont les coordonnées dans B sont les lignes non nulles
de A’, on a vect{wy,...,w,} = vect {01, ... ,vp} =: F d’aprés la proposition D’aprés ce qui
précede, r estlerang de {vl, cee, Up} , C’est-a-dire la dimension de F. Donc {wy, ..., w, } est une famille
génératrice de F ar = dim F éléments, c’est donc une base de F d’apres le théoreme[D.13] La méthode
ci-dessus permet donc également d’extraire une base d’une famille génératrice.

D.2 Sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension finie

On fixe un espace vectoriel E de dimension n € IN.

Proposition D.20. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et de base {fi, ..., f, } . Soit
G un sous-espace vectoriel de E de dimension g et de base {g1,...,8,} -
Alors F et G sont supplémentaires si et seulement si { firee o fp 81y gq} est une base de E.

Démonstration. > Supposons que F et G sont supplémentaires dans E. Onadonc E = F 4+ G et
FNG={0}.
Alors E = F+ G = vect{fi,..., fp} +vect{gi,..., g4} = vect{fi,...,fp,81,...,85} donc
{fi,.- -, fp81,...,84} engendre E.
De plus, cette famille est libre. En effet, si Y/ | A;f; + 2}7:1 #igj = 0, alors YP o Aifi = 2;7:1 (—uj)gi €
FNG={0}donc Yyl  Aifi=0et 2?21 (—p;)8; = 0. Comme les deux familles sont libres on en
déduit que A; = 0 pour tout i et y; = 0 pour tout j.

> Supposons que {fi,...,fp,§1,--.,8;} est une base de E.

Alors E =vect{fi,...,fp 81,..., 84} = vect{fi,..., fp} +vect{gi,...,8} =F+G.
De plus, soit v € FN G. Alors on peut écrire v = ! | A;f; etv = 2}7:1 #jgj, donc Y Aifi+
2?21 (—p;)gj = 0. Mais comme { f1, ..., fy,81,---,8q} estlibre, tous les coefficients A; et yi; sont
nuls,doncv =Y A;ifi =0.Onadonc FNG = {0} etdonc E = F & G. O
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Corollaire D.21. dim(F & G) = dim F + dim G.

’ Corollaire D.22. Tout sous-espace vectoriel F de E a un supplémentaire.

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F = {0}, alors E est un supplémentaire de F.
Supposons donc que F # {0} et posons dimF = p > 1.

Soit {e1,...,ep} une base de F. C’est une famille libre de E, que I'on complete en une base
{ei,...,ep,...,en} de E. Posons G = vect{eyi1,...,e,}. Alors {e,41,...,e,} engendre G par dé-
finition, et c’est une famille libre, donc une base de G. D’apres la proposition précédente, F et G sont
supplémentaires dans E. O

Proposition D.23. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Démonstration. Posons H = F N G. C’est un sous-espace vectoriel de F, de G, de F + G et de E.

On sait que H admet un supplémentaire H' dans G : G = H & H'. Comme H’ est un sous-espace
vectoriel de G qui est un sous-espace vectoriel de F + G, H' est un sous-espace vectoriel de F + G.
Démontrons que H’ et F sont supplémentaires dans F + G.

Soitu € F+ G, onpeutécrireu =v+wavecv € Fetw € G.OrG = H® H' doncw = x +y avec
x€ Hetye€ H.Onaalorsu =v+x+y=(v+x)+yavecv € Fety € H.DoncF+ G =F+ H'.

Soit maintenant # € FN H'. Comme H' C G,onau € FNG = H.Doncu € HNH' = {0} et
donc u = 0. Donc FNH' = {0}.

Onabien F+G=F® H'.

On en déduit que dim(F + G) = dim F + dim H'. Or dim G = dim(H @ H') = dim H + dim H’
donc dim H' = dim G — dim H = dim G — dim(F N G). Finalement, dim(F + G) = dim F +dim G —
dim(F N G). O

Corollaire D.24. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) E=FaG.
(ii) E=F+GetdimE =dimF + dimG.
(iii) FNG = {0} etdimE = dim F + dim G.

(iv) La réunion d’une base de F et d’une base de G forme une base de E.

Démonstration. > (i) <= (iv). C’est la proposition

> (i) <= (ii). Dans les deux assertions, on suppose que E = F + G. De plus, dim F +- dim G =
dim(F + G) — dim(F N G) = dim E — dim(F N G). Par conséquent :

$ SSE=F®GonaFNG = {0} doncdim(FNG) = {0} etdonc dimE = dim F + dim G.
¢ SidimE = dim F 4+ dim G alors dim(FN G) = 0donc FNG = {0} etdonc E=F&® G.

> (i) <= (iii). Dans les deux assertions, on suppose que FNG = {0} etdonc que dim(FNG) =
0. De plus, dim F + dim G = dim(F + G) — dim(F N G) = dim(F + G). Par conséquent :

$SSE=F®GonaE=F+GdoncdimF +dimG = dimE.

¢ Si dimF +dim G = dimE alors dim(F + G) = dimE donc F 4+ G est un sous-espace
vectoriel de E de méme dimension que E et donc F + G = E. Finalement E = F® G. [

Exercice D.25. Démontrer directement que (ii) <= (iv) et que (iii) <= (iv).
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II1 Applications linéaires

Définitions
On fixe deux K-espaces vectoriels E et F.

Définition A.1. Une application linéaire de E dans F est une application f : E — F telle que
> pour tous u,v dans E, on ait f(u +v) = f(u) + f(v)
> pour tout u € E et tout A € Konait f(Au) = Af(u).

Si F = K, on dit que f est une forme linéaire sur E.
Si F = E, on dit que f est un endomorphisme de E.
On note £ (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Propriétés A.2. Soit f : E — F une application linéaire. On a
> f(0) =0, (eneffet,ona f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) donc 0 = £(0).)
> f(Muyp+ -+ Aguy) = A f(ur) + -+ Auf(un), VA, ..., A € K, Vg, ..., u, € E.

Exemple. > L’application nulle 0 : E — F est une application linéaire.
> L’application identité idg : E — E est une application linéaire.
> f:RR? — R définie par f(x,y) = x est une application linéaire.
> f:C® — C?définie par f(x,y,z) = (2x —y,3x + y + 2z) est une application linéaire.
> Soit A € K fixé. L'application f : E — E définie par f(u) = Au pour tout u € E est une
application linéaire, appelée homothétie.

> Soit E le sous-espace vectoriel de F (IR, R) formé des fonctions dérivables [vérifier que c’est bien
un sous-espace vectoriel...]. On considere I'application D : E — F(R,R) définie par D(f) = f'.
Alors D est une application linéaire.

Définition A.3. Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire bijective f : E — F.
On dit que E et F sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de E vers F.

Proposition A4. Si f : E — F est un isomorphisme, alors la bijection réciproque f~! : F — E
est aussi un isomorphisme.

Démonstration. 1l suffit de démontrer que f ! est une application linéaire. Soient donc u et v dans F
et soit A € K. Posons u' = f~!(u) etv’ = f~1(v).

On sait que f(u' + ') = f(u') + f(v') = u + v puisque f est linéaire. On applique f~! a cette
égalité : f1(f(u' + 7)) = f H(u+0),doncu’ +0' = f Y u+0), cest-a-dire {1 (u) + f1(v) =
fHu+0).

On sait que f(Au') = Af(u') = Au puisque f est linéaire. On applique f~! a cette égalité :
FHf(Au')) = f~Y(Au), donc Au’ = f~1(Au), cest-a-dire Af 1 (u) = f~1(\u). O

Exemple. > f:R? — R définie par f(x,y) = (—x, x + y) est un isomorphisme (de réciproque
¢ : R? — RR? définie par g(x,y) = (—x,x +y)).
b

> f: M(R) — R* définie par f ((i f

) ) = (a,b,c,d) est un isomorphisme.
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Définition A.5. Le groupe linéaire de E, noté GL (E) est I'ensemble des isomorphismes de E dans E.

Proposition A.6. Soient f et ¢ deux applications linéaires de E dans F et soit A € K.

Alors les applications f +g: E — Fet Af : E — F sont linéaires.

On en déduit que .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel F(E, F) des applica-
tions de E dans F.

Démonstration. Rappelons les définitions de f + g et Af : pourtoutu € Eona (f+ g)(u) = f(u) +
g(u) et (Af)(u) = Af(u).
Soient u et v dans E, u € K. Alors
(f +8)(u+pv) = fu+po) +g(u+po) = f(u) + uf(0) +g(u) + pg(v)
= flu) +g(u) +p (f(v) +8(v)) = (f +&)(u) + u(f +8)(v)
(Af)(u+po) = A (f(u+po)) = A(f(u) + pf(0)) = Af(u) + u (Af(0)) = (Af) () + u(Af)(0)

donc f + g et Af sont linéaires. O

Proposition A.7. Soient f : E — Fet g : F — G deux appplications linéaires. Alors go f : E = G
est une application linéaire.

Démonstration. Soient u et v dans E et soit A € K. Alors

goflutArv) =g(f(utrv)) =g(f(u) +Af(v)) = &(f(u)) +Ag(f(v)) = go f(u) +Ago f(v). O

Proposition A.8. Soient Fy, ..., F, des K-espaces vectoriels, soient f; : E — Fy, ..., f, : E — F, des
applications et soit f : E — F; X --- X F, I'application définie par f(u) = (fi(u),..., fy(u)) pour
toutu € E.

Alors f est linéaire si et seulement si f; est linéaire pour touti € {1,...,p}.

Démonstration. Soient u et v dans E et A € K. Alors f(u + Av) = (fi(u+ Av),..., fp(u + Av)) et

f)+Af(0) = (Aw),..., fr(w) +A(F(0), ..., fp(0)) = (i(w) + A fi(0),..., fp(u) + Afp(v)). Done
f(u+ Av) = f(u) + Af(v) si et seulement si, pour tout i, on a f;(u + Av) = fi(u) + Afi(v). O

Théoréme A.9. On suppose que E est de dimension finie n. Soit {ej, ..., e, } une base de E.

Soit {uj,...,u,} une famille de n vecteurs de F. Alors il existe une unique application linéaire
f:E— FtellequeVie {1,...,n}, f(e) = u,.

Autrement dit, une application linéaire est entiérement déterminée par les images des vecteurs
d’une base de E.

Remarque. Ce théoréeme permet de construire des applications linéaires.

Démonstration. Soit v € E. Comme {ey,...,e,} est une base de E, on peut écrire v = ) ;' ; Aje; pour
des scalaires A; uniques. On pose f(v) = Y/’ ; A;ju;. Démontrons que f est linéaire.
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Soient v et v’ dans E et u € K. On écrit v’ = Y1’ ; Ale;, donc f(v') = YLy Alu;. Alors

f(’() + "l/l’(]/) = f (i Aie; +u i A;"i)
i=1 i=1

S

(Ai + pA7)u; (définition de f)

M:

(Ai + V/\f)ez)

N
Il
—

I
™=

Il
—

n
A+ u Z )L;ul'
i=1

(0) + uf ().

On a donc l'existence de f. Démontrons maintenant 1'unicité : soit ¢ : E — F une autre application
linéaire telle que g(e;) = u; pour tout i. Soit v € E quelconque, que l'on écritv = Y1 ; Aje;. Comme f
et ¢ sont linéaires, on a

f(o) = f (D) _ ém-f(ei) - émui _ émgm) . (D) — 5(v).

C’est vrai pour tout v € E donc f = g. O

Il
™=

Il
—_

I
~

Corollaire A.10. Si E est de dimension finie, deux applications linéaires de E dans F sont égales si
et seulement si elles coincident sur une base de E.

Proposition A.11. Supposons que dim E = n et soit {ey, ..., e, } une base de E. Soit f : E — F une
application linéaire.
Alors f est un isomorphisme si et seulement si {f(e1), ..., f(ex)} est une base de F.

Démonstration. Posons u; = f(e;) pour tout i.

> Supposons que {uy,..., U, } soit une base de F. D’apres le théoreme ci-dessus, il existe une
unique application linéaire ¢ : F — E telle que g(u;) = e; pour tout i. On a alors, pour tout i,
go f(e;) = g(u;) = e; donc g o f et idp sont deux applications linéaires qui coincident sur la
base {ej,...,e,} de E donc elles sont égales : g o f = idg. De méme, comme f o ¢(u;) = u; pour
tout i et que {u1,...,u,} est une base de F, on a f o g = idr. Donc f est un isomorphisme de
réciproque g.

> Supposons que f soit un isomorphisme.
Démontrons que {uy, ..., u, } estlibre.Siy ;' ; Aju; = 0onadonc0 = Y!  Aju; = Y 4 Aif (i) =
f (X, Aje;). On applique f~1, qui est linéaire, donc 0 = f~1(0) = f1(f (X, i) =
Yl Aiej. Comme {ey, ..., e,} estlibre, ona A; = 0 pour tout i.
Démontrons que {uy,...,u,} engendre F. Soit v € F, alors comme f est surjective il existe
w € E tel que f(w) = v. On peut écrire w = Y ; Aje;, donc v = f(w) = Y Aif(e;) =
Y A € vect{uq,... un}.
Donc {ujy,...,u,} est une base de F. d

Corollaire A.12. Deux espaces vectoriels de dimension finie E et F sont isomorphes si et seulement
sidimE = dim F.

Démonstration. Si E et F sont isomorphes, notons f : E — F un isomorphisme et soit {e;, ..., e,} une
base de E. On sait donc que {f(e1),..., f(en)} est une base de F et donc dimF = n = dim E.

Si dim E = dim F = n, fixons des bases {e1,...,e,} de E et {uy, ..., u,} de F. On sait qu'il existe
une unique application linéaire f : E — F telle que f(e;) = u; pour tout i. De plus f est un isomor-
phisme puisque {f(e1),..., f(ex)} est une base de F. Donc E et F sont isomorphes. O
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Corollaire A.13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7. Alors E est isomorphe a K".

Démonstration. C’est clair car dim E = n = dim K". O

Remarque A.14. Cet isomorphisme n’est pas intrinseque, il dépend des bases que 'on choisit.

Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition B.1. Soit f : E — F une application linéaire.

> Pour tout sous-espace vectoriel E’ de E, f(E’) est un sous-espace vectoriel de F. (Rappel.
fE') = {f(u) | ucEY})
> Pour tout sous-espace vectoriel F’ de F, f~!(F’) est un sous-espace vectoriel de E. (Rappel.

fUF)={ucE] f(u) eF})

Démonstration. > Soient v et v’ dans f(E') et A € K. Alors il existe u et u’ dans E’ tels que
v = f(u)etv' = f(u'). Par hypothese, E’ est un sous-espace vectoriel de E donc u + Au’ € E'.
Onadonc f(u+Au') € f(E').Mais f(u+Au') = f(u) +Af(u') = v+ Av' donco+ Av' € f(E'),
ce que l'on voulait.

> Soient u et u’ dans f~!(F') et A € K. Alors f(u) et f(u') dans F'. Par hypothese, F’ est un
sous-espace vectoriel de F donc f(u) + Af(u') € F'. Mais f(u+ Au') = f(u) +Af(u') € F
donc u + Au’ € f~1(F), ce que 'on voulait. O

Définition B.2. Soit f : E — F une application linéaire.
> Le sous-espace vectoriel Ker f := f~1({0}) de E est appelé noyau de f.
> Le sous-espace vectoriel Im f := f(E) de F est appelé image de f.

Proposition B.3. Soit f : E — F une application linéaire.

> Soit E' un sous-espace vectoriel de E engendré par des vecteurs uy,...,u,. Alors
f(E") est le sous-espace vectoriel de F engendré par f(ui),...,f(u,). Autrement dit,
f(vect{u, ..., up}) =vect {f(u1),...,f(up)}.

> f estinjective si et seulement si Ker f = {0}.

> f est surjective si et seulement si Im f = F.

Démonstration. > Chaque u; est dans E’ donc f(u;) € f(E') pour tout i. Il est donc clair que
vect {f(u1),...,f(up)} est un sous-espace vectoriel de f(E'). D’autre part, soit v € f(E’), il
s’écrit f(u) pour un u € E'.On adonc u = Y/, A\;u; pour des scalaires A;. On en déduit que
v = f(u) = X0 Aif(u;) € vect{f(u1),...,f(up)}, donc f(E') C vect{f(u1),...,f(up)}.
Finalement on a bien f(E') = vect {f(u1),..., f(up)}.

> Supposons que f soit injective et soit u € Ker f. Alors f(u) = 0 = f(0) donc u = 0 et donc
Ker f = {0}.
Supposons que Ker f = {0} et soient u,v dans E tels que f(u) = f(v). Alors f(u —v) =

f(u) — f(v) =0doncu —v € Ker f donc u —v = 0 et donc u = v. On a démontré que f est
injective.

> CommeIm f ={f(u) | u€ E} ={veF | JueEtqu=f(u)},lerésultat est clair. O
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Définition B.4. Soit f : E — F une application linéaire. On appelle rang de f la dimension de Im f. On note
rang f = dim(Im f).

Théoreme B.5. (Théoreme du rang)
Soit f : E — F une application linéaire. On suppose que E est de dimension finie. Alors

dim E = dim(Ker f) 4+ dim(Im f).

Démonstration. Puisque E est de dimension finie, son sous-espace vectoriel Ker f admet un supplé-
mentaire : il existe un sous-espace vectoriel H de E tel que E = Kerf ® H. Soit g : H — Im f
I'application définie par g(u) = f(u) pour tout u € H. L'application g est linéaire car f 'est. Nous
allons démontrer que g est un isomorphisme.

Soit u € Ker g. Par définition de g, ona u € H. De plus, 0 = g(u) = f(u) donc u € Ker f. Donc
u e HNKer f = {0} et donc u = 0. Finalement, Ker g = {0} donc g est injective.

Soitv € Im f. Alorsil existe u € E tel que v = f(u). De plus, comme E = Ker f @ H, on peut écrire
u=z+wavecz € Kerfetw € H Onaalorsv = f(u) = f(z+w) = f(z) + f(w) =0+ g(w) =
g(w), donc v € Im g. Donc Im ¢ = Im f et donc g est surjective.

On en déduit donc que dim H = dim(Im f).

Finalement, dim E = dim(Ker f & H) = dim(Ker f) + dim H = dim(Ker f) 4+ dim(Im f). O

Corollaire B.6. Soit f : E — F une application linéaire. On suppose que E et F sont de méme
dimension finie, n.

> Si f est injective alors ¢’est un isomorphisme.

> Si f est surjective alors c’est un isomorphisme.

Démonstration. > Si f est injective, alors Ker f = {0} donc dim(Ker f) = 0. Donc Im f est un
sous-espace vectoriel de F de dimension dim(Im f) = dimE — dim(Ker f) = dimF —0 =

dim F donc il est égal a F. Donc f est aussi surjective et c’est donc un isomorphisme.
> Si f est surjective, alors Im f = F. On a donc dim(Ker f) = dimE — dim(Im f) = dimE —
dim F = 0 donc Ker f = {0} . Donc f est aussi injective et ¢’est donc un isomorphisme. ]

Remarque B.7. Le noyau d'une forme linéaire f : E — K non nulle est un hyperplan de E.

Matrice d’une application linéaire

On fixe deux espaces vectoriels E et E' de dimensions finies. Onnote p = dimE et B = { e1,.-.,p }
une base de E. Onnote n = dimE' et B’ = {¢], ..., e, } une base de E'.

Définition C.1. Soit f : E — E' une application linéaire. La matrice de f dans les bases B et 3’ est la
matrice A € M,, ,(K) dont la j™ colonne est formée des coordonnées de f (e;) dans la base B'.

Si E' = E et si B’ = B, la matrice de f dans les bases B et B’ s’appelle la matrice de f dans la base .

On note souvent A = Mpp (f), ou A = Ap(f)danslecas E' = Eet B’ = B.

Remarque C.2. Si A = (a;;) € M, ,(K) est la matrice d"une application linéaire f : E — E’ dans les
bases Bet B, alors f(e;) = Y1 ajje;.

Exemple. Soit f : R> — R? l'application linéaire définie par f(x,y) = (2x — 3y, —x +y,7x). Alors sa
2 -3

matrice dans les bases canoniquesest A = | -1 1
7 0
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Notons {ej,e;} la base canonique de R? et {e1,e5,¢3} la base canonique de R3. On a f(e;) =

2
(2,—1,7) = 2¢1 — &3 + 7¢3 donc la premiere colonne de la matrice de f est (1) .Ona f(er) =
7
-3
(—3,1,0) = —3¢1 + €2 donc la deuxiéme colonne de la matrice de fest [ 1 |.On obtient bien A.
0

Proposition C.3. Soient f et ¢ deux applications linéaires de E dans E’. Soit A la matrice de f dans
les bases B et B’ et soit B la matrice de g dans les bases B et 5. Soit A € K.

Alors la matrice de f + g dans les bases B et B est A + B et la matrice de A f dans les bases B et B
est AA.

Démonstration. Posons A = (a;;) et B = (b;;). Par définition des matrices de f et g, cela signifie que
pour tout 1 < j < p,ona f(e;) = iy ajje; et g(ej) = YLy byje;.

On adonc (f +g)(ej) = f(ej) +g(ej) = Yy (aij + byj)e; donc le coefficient (i, j) de la matrice de
f + g dans les bases B et B’ est a;; + b;j, égal a celui de A + B. Donc la matrice de f + g dans les bases
Bet B est A+ B.

De méme, (Af)(e;) = Af(e;) = A XTI aje; = Y/ 1 (Aajj)e; donc le coefficient (i, j) de la matrice de
Ag dans les bases B et B’ est Aa;;, égal a celui de AA. Donc la matrice de A f dans les bases B et B’ est
AA. O

Proposition C.4. Soit f : E — E’ une application linéaire. Soit A la matrice de f dans les bases
B et B'. Soit u € E. Notons x4, ..., xp les coordonnées de u dans la base B et notons y1, ...,y les

coordonnées de f(u) dans la base B'. Posons X = t(xl ceoxp)etY = t(yl, e Yn)-
Alors Y = AX.

Démonstration. On a par hypothese u = Zle xjej et f(u) = YL yiej. De plus, si on pose A = (a;j),
on a f(e]) = Z?:l ai]-el’-.
Donc

n p P P n n P
Y yiei = f(u) = f (Z xj%') =Y xif(e)) = }_x; ) aijei =) (Z xj%‘) ¢;.
i=1 j=1 j=1 =1 i=1 i=1
Mais 'écriture d’un vecteur dans une base est unique, donc pour tout1 <i<nonay; = Z]’-;l Xjdljj.

D’autre part, le coefficient de la jeme ligne de AX est Zle a;;xj, il est donc égal a y;. Finalement,
AX =Y. O

2x — 3y
Exemple. On reprend I’'exemple de la page|33| On a bien AX = A (;) = (x + y) .
7x

Proposition C.5. Soient f : E — E’ et g : E' — E” deux applications linéaires avec E” de dimension
finie g, de base B” = {eﬁ’ feesly } Soit A la matrice de f dans les bases B et B’ et soit B la matrice

de g dans les bases B’ et B”.
Alors la matrice de g o f dans les bases B et B” est BA.
Autrement dit, .#p (gof) = Mp By (g).//B,B/ (f)

Démonstration. Posons A = (a;j), B = (by;) et BA = (cy;j). Par définition de A et B on a, pour tous
1<j<petl<i<n,

n q
flej) =Y ajer et gle) =Y byey.
i=1 k=1
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On a donc

9

n n n q n q
gofle) =g(fle) =g <Z ﬂij€§> =) aigler) =) ai ) buef =) (Z bki”ij) e =) chjer-
i=1 i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

k=1

Donc les coordonnées de g o f(¢;) dans la base B” forment la j*™ colonne de BA. Donc BA est bien
la matrice de g o f dans les bases B et B”. O

Proposition C.6. Soit f : E — E’ une application linéaire avec dimE = dimE’ = n. Soit A la
matrice de f dans les bases B et B'.

Alors f est un isomorphisme si et seulement si A est inversible.

De plus, si f est un isomorphisme, la matrice de f~! dans les bases B’ et B est A~1.

Démonstration. Supposons que f est un isomorphisme et notons B la matrice de f~! dans les bases
B'etB.Ona flof =idgdonc.#5(fof ') = .#5(idg). Or la matrice de f ! o f dans la base B
est BA et la matrice de idg dans la base B est I,, donc BA = I, et donc A est inversible d’inverse
A~! = B. De plus, la matrice de f~! dans les bases B’ et Best B= A~L.

Réciproquement, supposons que A est inversible et notons B = (b;j) son inverse. Pour tout 1 <
i < n,posons uj = I | bjje;. On sait qu'il existe une unique application linéaire g : E' — E telle que
g(ej/.) = u; pour tout j. Alors la matrice de g dans les bases B’ et B est la matrice dont la j*™ colonne
est formée des coordonnées de u; dans B, c’est-a-dire by, . .., b,j. Donc la matrice de g dans les bases
B’ et B est B.

On a donc #3(go f) = Mp 3(g)#5r(f) = BA = I,. Donc pour touti ona g o f(e;) = ¢; et
donc g o f = idg . On démontre de méme que f o ¢ = idp et donc que f est un isomorphisme. O

C.1 Changement de base

Définition C.7. Soient BB et B’ deux bases de E. La matrice de passage de B a B’ est la matrice de I'appli-
cation idg dans les bases B' et B. [Attention a I'ordre dans lequel on écrit les bases !]

Concretement, les colonnes de la matrice de passage de B a B’ sont formées des coordonnées des vecteurs
de la “nouvelle base” B’ dans I"”ancienne base” B.

Corollaire C.8. Soient B et B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de B a B'.
Alors P est inversible et la matrice de passage de B’ a B est P!

Démonstration. L'application idg est un isomorphisme, donc sa matrice P dans les bases B’ et B est
inversible. L'inverse de P la matrice de id,g1 = idr dans les bases B et I3/, c’est-a-dire la matrice de
passage de B’ a B. O

Remarque C.9. Soit u € E. Soit X € M, 1(K) la matrice colonne formée des coordonnées de u dans
la base B et soit X’ € M, 1(K) la matrice colonne formée des coordonnées de u dans la base B'. Soit
P la matrice de passage de Ba B’

Alors X = PX'.

Cela découle de la proposition |C.4{et de la définition de P.

Proposition C.10. Soit f : E — F une application linéaire avec E et F de dimensions finies. Soient
B et B’ deux bases de E. Soient C et C' deux bases de F. Soit A la matrice de f dans les bases B et C.
Soient P la matrice de passage de B a B’ et Q la matrice de passage de CaC'.

Alors la matrice de f dans les bases B’ et C' est A’ = Q"1 AP.
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idg | P O 1lidr

(E,B) — = (F,C)
Démonstration. Ona f = idp of oidg. On en déduit que
A" = Mo (f) = Mpe(idrof oide) = Mee (idr) Mpe(f)#p 5(idE).
Or /3 3(idg) est la matrice de passage de B a B/, c’est-a-dire P; .#pc(f) est la matrice A; enfin,

M ¢ (idp) est la matrice de passage de C’ a C, c’est-a-dire Q1.
Donc A’ = Q AP. O

Corollaire C.11. Soit f : E — E une application linéaire. On suppose que E est de dimension finie,
soient BB et B’ deux bases de E. Soit A la matrice de f dans la base B. Soit P la matrice de passage
deBapB.

Alors la matrice de f dans la base B’ est A’ = P~1AP.

Exemple. Soit f : R® — R® définie par f(x,y,z) = (x,1(5y — z), (52 — y)). Sa matrice dans la base

1 0 0
canonique B = {ej,e,e3} de R¥est A= [0 5/2 —1/2].
0 =12 5/2

Soit B’ = {vq,v2,v3} la base de R® définie par v; = e, v; = f(ez +e3) etvs = %(—62 + e3).
[Vérifier que c’est bien une base...].
1 0 0
La matrice de passagede BaB' estP= [0 v2/2 —V2/2|.
(0 V2/2 V2/2 )

1 00
Alors la matrice de f dans la base B’ est D = P~1AP = (0 2 0) (cf TD 3).

0 0 3
Donc pour tout vecteur u = A1v1 + A02 + A3v3 € R¥ona f(u) = A f(v1) + Aaf(v2) + Az f(v3) =

A1 + 2A00 4+ 3A303.
C.2 Rang d’une application linéaire et rang d"une matrice

Soit f : E — F une application linéaire. Fixons une base B = {ey,...,e,} de E et une base
C ={v1,...,0,} de F. Soit A la matrice de f dans les bases B et C.

AlorsIm f = f(E) = f(vect{e,...,en}) = vect{f(e1),..., f(es)}. Donc le rang de f est le rang
de la famille de vecteurs { f(e1), ..., f(en) } de F. Si on exprime ces vecteurs dans la base C, on obtient
les colonnes de A par définition de A.

Donc le rang de f est égal au rang de la famille des vecteurs dont les coordonnées sont les co-
lonnes de A. Mais nous avons également défini le rang de la matrice A : il s’agit du rang de la famille
de vecteurs de K" dont les coordonnées sont les lignes de A. Nous allons démontrer que ces deux
notions de rang sont les mémes.

Proposition C.12. Soit f : E — F une application linéaire. Soit B = {ey, ..., e, } une base de E et
soit C = {v1,...,v,} une base de F. Soit A la matrice de f dans les bases B et C.

Alors le rang de f est égal au rang de A.

De plus, rang(A) = rang(‘A).
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Démonstration. On garde les notations ci-dessus. On fixe également une deuxiéme base C' =
{v’l, .. .,v;} de F.

Soient A’ la matrice de f dans les bases B et C’ et Q la matrice de passage de C’ a C (ie. la matrice
de idr dans les bases C et C’'). Ona donc A’ = QA. De plus, on sait que Q est inversible, ¢’est donc un
produit de matrices élémentaires, donc A’ est ligne-équivalente a A. Choisissons donc Q (c’est-a-dire
C') de sorte que A’ soit échelonnée réduite.

Notons r = rang(A), donc r est le nombre de lignes non nulles de A’ (Chapitre II, paragraphe
D1). Nous devons donc démontrer que le rang de f, qui est dim(Im f), est égal a r.

X1 Xi
Soit u € E. On peut écrire u = Y} ; xj¢; (dans la base B). Soit X = | : | etsoit A’X =
Xn Xy,
On sait alors que f(u) = Z]le x;v}. Mais les p — r dernieres lignes de A’ sont nulles, donc x7,; =

0=+ =uxj,etdonc f(u) = Y, xv; € vect{v},...,v;}. Donc Im f C vect{v],...,0;} et donc
dim(Im f) < dimvect{v},...,v,} < r.Donc le rang de f est inférieur ou égal a r.

Pour tout 1 < i < 7, soit k; I'indice de la colonne contenant I'élément de téte de la ™€ ligne de
A'. Les coordonnées de f(ex,) dans C’ sont données par les coefficients de la matrice A’Ey, (ot Ej
est la matrice colonne a p lignes dont les coefficients sont nuls sauf celui de la k™ ligne qui est 1).
Mais A’Ey, est la k™ colonne de A’ (Chapitre I, Lemme elle est donc égale a E; (puisque A’
est échelonnée réduite). On vérifie facilement que {Ey, ..., E,} est libre, donc {f(ex,), ..., f(ex,)} est
libre. Comme {f(ex,),..., f(er,)} C Im f, on en déduit que dim(Im f) > r, c’est-a-dire que le rang de
f est supérieur ou égal a r.

Finalement, rang(f) = r = rang(A).

Pour la derniere affirmation, d’apres ce que I'on a dit avant la proposition, le rang de f est égal
au rang des vecteurs colonne de A, c’est-a-dire au rang des vecteurs ligne de 'A, c’est-a-dire que
rang(f) = rang(’ A). Mais on vient de démontrer que rang(f) = rang(A), donc rang(A) = rang('A).

O

Corollaire C.13. Soit f : E — F une application linéaire. Alors le rang de f est égal au rang de sa
matrice dans des bases quelconques de E et F.

Corollaire C.14. Soit A € M, ,(K), soit P € GL,(K) et soit Q € GL,(K). Alors rang(PAQ) =
rang(A).

Démonstration. > Premiere méthode. On sait que A est la matrice d'une application linéaire
f : K" = KP” (dans les bases canoniques). Donc PAQ est la matrice de f dans de nouvelles
bases de K" et K”, les matrices P et Q étant alors les matrices de passage. Comme le rang de f
ne dépend pas de la base choisie, on a le résultat.

> Deuxiéme méthode.
rang(PAQ) = rang(AQ) = rang('(AQ)) = rang('Q'A) = rang(*A) = rang(A).

En effet, PAQ et AQ sont ligne-équivalentes, ainsi que ‘Q‘A et ' A puisque P et Q sont inver-
sibles donc produits de matrices élémentaires, donc PAQ et AQ ont méme rang. O
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IV  Déterminant d'une matrice

Définition IV.1. Soit A € M, (K). Le déterminant de A, noté det(A), est un élément de K que I'on définit
par récurrence de la maniere suivante :

> Sin=1etsi A= (a), onposedet(A) = a.
> Sin >2et A= (ajj), on pose

det(A) =a11M1 — ANy + - + (_1)n+1an1An1

oit Ajj est le déterminant de la matrice de M, _1(K) obtenue a partir de A en supprimant la i ligne
et la jo™ colonne.

aiy - A1n

. . azr - d2p
Notation IV.2. Si A = (a;;), on note det(A) =

an1 - Ann

Exemple IV.3. Le cas n = 2. On a d’aprés la définition

4 Z’:adet(d)—cdet(b):ad—bc.
C’est une formule a retenir.
Exemple.
1 1
2 2‘_2_2_
2 35
-1 2 3|=2 23 —(-1) 35 +0 35 =2(8—21)+ (12 —35) = —49.
0 7 4 7 4 7 4 2 3

Théoreme IV.4. Le déterminant satisfait les propriétés suivantes.
(i) VA, B € M,(K), det(AB) = det(A) det(B).
(i) VA € M,(K), A€ GL,(R) < det(A) # 0.

(iii) Si A € M, (K) est triangulaire supérieure ou inférieure, alors det(A) est le produit des coef-
ficients diagonaux de A.

Démonstration. Admis. O

Proposition IV.5. Soit A € M, (K) une matrice.
> Si on multiplie une ligne de A par a € K, alors on multiplie det(A) par a.
> Si on permute deux lignes de A, alors le déterminant change de signe.

> Sion ajoute a une ligne de A un multiple d"une autre ligne, alors le déterminant ne change
pas.

> det("A) = det A. En particulier, les propriétés précédentes sont encore vraies lorsqu’on
remplace “ligne” par “colonne”.
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Démonstration. Admis.

1 3 -2
Exemple. (1) Soit a calculer le déterminantde A= | 2 0 2
-1 2 0
1 3 -2
det(A)=12 0 2
-1 2 0
1 3 =2
=0 -6 6 Ly —Lo—2L1etls — L3+ Ly
0 5 =2
1 3 =2
=60 -1 1 en mettant 6 en facteur dans L,
0 5 =2
=6 ‘_51 _2' formule de la définition [V.1]

6((—1)-(=2)—5-1) = —18.

On peut en particulier en déduire que la matrice A est inversible.
On peut aussi en déduire que la famille de vecteurs de R3 : F := {(1,3,-2);(2,0,2); (—1,2,0)}

est une base de R3.

En effet, A est la matrice d'une application linéaire f : R> — R3 dans les bases canoniques.
Comme A estinversible, f est un isomorphisme, donc f est surjective, doncrang(A) = rang(f) =
dim(Im f) = dim(IR%®) = 3. Donc les lignes de A forment une base de R?; il s’agit justement de

F.

1 -1 0
(2) Soit a calculer le déterminant de B = (3 -5 3) .

det(B) =

=0

5 -7 3

U@ = O W=
|
N
OO WWOo

0 0 1
-0 -2 3
0 -2 5

C—->0CG+C
3
C3—>C3+§C2

C]HCg

formule de la définition

On peut en particulier en déduire que la matrice B n’est pas inversible, et que la famille de vec-
teurs de R3: {(1,-1,0); (3, —5,3); (5, —7,3) } n’est pas libre (remarque : (5, —7,3) = (3,-5,3) —

2(1,—1,0)).
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Corollaire IV.6. Soit A = (a;;) € M, (K). Alors pour toutj, 1 <j<n,ona
det(A) = (=1)/*" (alelj — @yt + (—1)”“ﬂnJ‘AnJ‘) '

On dit que I'on développe det(A) suivant la j*™ colonne.
De plus, pour touti,1 <i<n,ona

det(A4) = (=)™ (andi — @i + -+ (=1)" Tayhy )

On dit que I'on développe det(A) suivant la i*™¢ ligne.

Démonstration. Admis.
La deuxiéme formule est obtenue a partir de la premiere grace au fait que det(‘A) = det(A). O

2 -1 0 3
Exemple. Soit a calculer le déterminant de A = g 120 (1) _51
31 0 -2
2 -1 0 3
0 10 0 5
det(A) = 3 9 1 _1
31 0 -2
2 -1 3
=(-1)*-1]0 10 5 en développant suivant la 3*™ colonne
3 1 =2
2 =7 3
=10 0 5 Cz — C2 — 2C3
3 5 =2
3 12 —7 . . ame 1
=(-1)°5 3 5 en développant suivant la 2°™¢ ligne

=—-5(2-5-3-(-7)) = =531 = —155.

Remarque IV.7. Attention! Bien qu’il semblerait que I'on puisse faire les mémes opérations sur les
lignes que lorsque 1’on transformait une matrice en une matrice ligne-équivalente, ces opérations
peuvent avoir des conséquences sur le déterminant : multiplier une ligne par un scalaire revient a
multiplier tout le déterminant par ce scalaire, et permuter deux lignes change le signe du détermi-
nant.

De plus, dans les déterminants, des opérations sur les colonnes sont autorisées (mais ne le sont
pas sur les matrices).
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V  Application : équations différentielles
linéaires homogenes du second ordre a
coefficients constants

L'objectif de ce chapitre est de résoudre 1’équation différentielle
(&) y" +ay' +by =0

ou a et b sont des constantes réelles, c’est-a-dire trouver toutes les fonctions y : R — R deux fois
dérivables vérifiant 1’équation (&).

On remarque tout d’abord que si y est solution de (£), alors y” = —ay’ — by est dérivable (puisque
y ety le sont). On peut alors démontrer par récurrence que y est indéfiniment dérivable.

On recherche donc les fonctions y indéfiniment dérivables satisfaisant (&).

Pour des raisons techniques, nous allons travailler dans le C-espace vectoriel E = C*(RR,C). On
note D : E — E l'application linéaire définie par D(f) = f’.

Lemme V.1. Soit « € C. Notons ¢, € E la fonction de classe C® définie par ¢, (x) = e**.
Alors Ker(D — aidg) = vect { ¢, } est de dimension 1 et D — aid est surjective.

Démonstration. Pour touty € E, onpose z = y¢_, : x — y(x)e **.Onaz =y, —ayp_, =
(v — ay) 9o

Soit maintenant y € Ker(D — aidg), donc y’ — ay = 0. Alors z’ = 0 donc z est constante, égale a
C € C. Donc y = Cg,. Réciproquement, si y = C¢, pour une constante C, on vérifie facilement que
y' = ay et donc que y € Ker(D — widg).

On a donc démontré que Ker(D —aidg) = {Ce, | C € C} = vect{@,} .1l est bien de dimension
1 car ¢, # 0 (et donc { ¢, } est libre).

Il faut maintenant démontrer que D — a idg est surjective. Soit donc f € E et démontrons qu’il
existe y € E telle que f = (D —waidg)(y), ie. f =y’ — ay. Avec les notations ci-dessus, il suffit donc
de démontrer qu'il existe z € E telle que z’ = f¢_,. Or cette derniére fonction est C* donc continue,
elle admet donc une primitive, donc z existe. O

Lemme V.2. Soienta € C et § € C. Alors dim¢ Ker((D —aidg) o (D — Bidg)) = 2.

Démonstration. Soit f € Ker((D — awidg) o (D — Bidg)). Alors (D — aidg)((D — Bidg)(f)) = 0 et
donc (D — Bidg)(f) € Ker(D —widg). D’apres le lemme précédent cést équivalenta (D — Bidg)(f) =
A@q pour une constante A € C.

De plus, toujours d’apres le lemme précédent, on sait que D — BidE est surjective, donc il existe
P € E telle que (D — Bidg) () = ¢a-

On considere alors f — Ayp. Ona (D — Bidg)(f — AY) = Agy — A@y = 0, donc f — Ay € Ker(D —
Bidg) = vect { ¢} grace au lemme précédent.

On a donc démontré que si f € Ker((D —aidg) o (D — Bidg)) alors il existe A € C et u € C tels
que f — A = pgg, soit f = AP+ pgg. Autrement dit, Ker((D — widg) o (D — Bidg)) C vect {9, g} .
On vérifie facilement 'autre inclusion, donc Ker((D — widg) o (D — Bidg)) = vect {4, ¢g} . Donc
dim¢ Ker((D — aidg) o (D — Bidg)) < 2.

Pour conclure il nous faut donc démontrer que {1, g} est libre (et ¢a sera alors une base de
Ker((D — aidg) o (D — Bidg))).

Soient donc A et  dans C tels que Ay + pgg = 0. Alors (D — Bidg) (AP + pep) = (D — Bidg)(0) =
0et (D — Bidp) (A + pgp) = A@y. Donc A@, = 0. On en déduit que A = 0. On revient a la relation
du début, donc ugg = 0 et donc p = 0. ]
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Remarque V.3. Calculons (D —aidg) o (D — Bidg)(y) = (D —aidp)(y' — By) = v" — By’ — a(y’ —

By) =y" — (a+ B)y' + apy.
Donc Ker((D — aidg) o (D — Bidg)) est I’ensemble des solutions de I’équation différentielle

(%) ¥ —(a+PB)y +apy=0.

De méme, Ker((D — Bidg) o (D — aidg)) est 'ensemble des solutions de la méme équation diffé-
rentielle.

On considere I’équation polynomiale ? + ar + b = 0. Notons « et 8 ses deux racines dans C. Alors
r»+ar+b=(r—a)(r—B)=1r>—(a+B)r+aBdonca = —(a + B) et b = ap. Donc I'équation ()
est bien de la forme (*).

Notons également A = a2 — 4b le discriminant de cette équation polynomiale.

Nous avons démontré :

Proposition V.4. Les solutions complexes de I'équation (&) y” + ay’ + by = 0 forment un C-sous-
espace vectoriel de C*®(IR,C) de dimension 2 sur C.

Remarque V.5. Pour résoudre (&), il suffit donc de trouver deux solutions linéairement indépen-
dantes de (£), qui fourniront une base de 'espace des solutions.

> Premier cas: a« # B.

Les fonctions ¢, et g sont deux solutions de (£), qui sont linéairement indépendantes. En
effet, si Ap, + pppg = 0 avec A, u € C, alors pour tout x € Rona

0= A@qu(x)+ y(pﬁ(x) = Ae™ + ,ueﬁx,

On dérive :
Aae™™ + upef* = 0.

A+u=0

dont l'unique
Aa+up =0

On évalue ces deux relations en x = 0, ce qui donne le systeme {

solution est (A, 1) = (0,0).
D’apres ce qui précede, { ¢, ¢p} est une base de I'espace des solutions de (£). Les solutions
sont donc les fonctions Ag, + p@g pour des constantes A, y dans C.
> Deuxieme cas : « = .
Dans ce cas, les fonctions ¢, et x : x — xe™* sont deux solutions de (£) qui sont linéairement

indépendantes (exercice), donc les solutions sont les fonctions Ag, + px pour des constantes
A, u dans C.

Revenons & notre probléme de départ : trouver les y € C*(R, R) qui vérifient (£).

> Premier cas : A > 0. Alors « et B sont deux réels distincts. Soit f une solution de (£). Alors
f = A@u+ pgp avec A, u dans C. De plus, comme f est a valeurs dans R, on a f(0) € R et
f(1) € R,donc A+ 1 € Ret Ae* + uef € R.Onen déduit que A et i sont réels. Réciproquement,
si A et u sont réels, on a bien f € C*(R, R).
Donc les solutions réelles de (£) sont les A, + pgg avec A, u dans R.

> Deuxiéme cas: A = 0. Alors « = € R. On démontre de méme que les solutions réelles de (&)
sont les Ap, + px avec A, u dans R.

> Troisieme cas : A < 0. Alors « et  sont des nombres complexes distincts, qui ne sont pas réels,
et qui sont conjugués. Posons &« = s + it et f = s — it avecs et t réelsm ¢ # 0.
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D’apreés ce qui précéde, comme a # B, on sait que les solutions complexes sont les A, + ppp
avec A, u € C. Soit f une telle solution; alors

f(x) = Ae™ + peb*

/\esx—O—itx + ‘uesx—itx

esx()\eitx 4 Iue—itx)

e** (A(cos(tx) +isin(tx)) + p(cos(tx) —isin(tx)))
e ((A+pu)cos(tx) +i(A — u) sin(tx)).

Si f est réelle, alors f(0) = A+ pet f () =i(A — p)e sont réels, donc pour tout x € Rona
f(x) =e*(pcos(tx) +gsin(tx)) avecp =A+pu € Retg=i(A —pu) € R.

Réciproquement, si p et g sont réels, x — e*(p cos(tx) + gsin(tx)) est une solution réelle de
(&) (a vérifier...)

Finalement, les solutions réelles de (£) dans ce cas sont les x — ¢5*(p cos(tx) + gsin(tx)) avec
p et g constantes réelles.
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