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Première partie :

Groupes





CHAPITRE 1.

Groupes : rappels et compléments

Les pages qui suivent fournissent des rappels et compléments sur les groupes. Pour plus
de détails, on consultera le polycopié de L3.

I. PREMIÈRES DÉFINITIONS

Définition 1.1. Un groupe G est un ensemble non vide muni d’une loi ∗ : G × G −→ G véri-
fiant :

(1) ∀(x, y, z) ∈ G3 on a x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z (associativité).

(2) ∃e ∈ G tel que ∀x ∈ G on a x ∗ e = e ∗ x = x (élément neutre).

(3) ∀x ∈ G, ∃x̃ ∈ g tel que x̃ ∗ x = x ∗ x̃ = e (inverse ou symétrique)

Si de plus x ∗ y = y ∗ x pour tout (x, y) ∈ G2, alors on dit que G est abélien (ou commutatif).

Exercice. Montrer l’unicité de l’élément neutre d’un groupe, ainsi que l’unicité de l’inverse
d’un élément.

Correction. â Soient e et e′ deux éléments neutres de G. Alors e = ee′ = e′ puisque ce sont
des éléments neutres.

â Soit x ∈ G et soient x1 et x2 deux inverses de x. Alors xx1 = e = xx2 donc, en multipliant
à gauche par x1 on obtient x1xx1 = x1xx2 et donc x1 = x2 puisque x1x = e. ✓

On passera tout de suite aux habituels abus de notation : x ∗ y = xy pour la loi, e = 1 pour
l’élément neutre et x̃ = x−1 pour l’inverse ou, dans le cas d’une loi additive, x ∗ y = x + y,
e = 0 et x̃ = −x.

Exemples. (1) (Z,+) est un groupe abélien.

(2) Soit E un ensemble. L’ensemble des bijections de E dans E est un groupe pour la loi de
composition. Il est noté SE et il est appelé groupe symétrique de E.
Soit n ∈ N∗. Le groupe symétrique de l’ensemble E = {1, . . . , n} = J1 ; nK est noté Sn. Si
n ⩾ 3, alors Sn n’est pas abélien.

(3) Le groupe linéaire GLn(C) = {M ∈ Mn(C) | det(M) 6= 0} est un groupe pour le produit
des matrices. Il n’est pas abélien si n ⩾ 2 (exercice).

(4) (C∗, ·) (= (GL1(C), ·)) est un groupe abélien.

Définition 1.2. Soient G et G′ des groupes. Un morphisme de groupes f : G −→ G′ est une
application f telle que pour tout (x, y) ∈ G2 on a f (xy) = f (x) f (y).

L’ensemble des morphismes de groupes de G dans G′ est noté Hom(G, G′).
Un endomorphisme de groupes est un morphisme de groupes d’un groupe dans lui-même.

L’ensemble des endomorphismes de G est noté End(G) = Hom(G, G).
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Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Les groupes G et G′ sont dits isomorphes s’il
existe un isomorphisme de G vers G′. On note alors G ∼= G′.

Un isomorphisme de G dans lui-même est appelé automorphisme. L’ensemble des automor-
phismes de G est noté Aut(G).

On cherche à classifier les groupes à isomorphisme près.

Exercices. (1) Démontrer que la composée de deux morphismes de groupes est encore un
morphisme de groupes.

Correction. Soient f et g deux morphismes de groupes de G dans G′. Alors pour tout
(x, y) ∈ G2 on a g ◦ f (xy) = g( f (x)g(y)) = g( f (x))g( f (y)) = (g ◦ f (x))(g ◦ f (y)) donc
g ◦ f est bien un morphisme de groupes. ✓

(2) Démontrer que l’ensemble des automorphismes d’un groupe est un groupe (pour la loi
de composition ; on doit donc démontrer en particulier que la bijection réciproque d’un
isomorphisme est encore un morphisme de groupes).

Correction. Démontrons que Aut(G) est un sous-groupe du groupe symétrique SG.

F Aut(G) n’est pas vide puisque idG ∈ Aut(G).
F Soit f ∈ Aut(G). Il faut démontrer que la bijection réciproque f−1 est dans Aut(G) ;

c’est déjà une bijection, il suffit de démontrer que c’est un morphisme de groupes.
Soit (g, g′) ∈ G2 et soit (h, h′) ∈ G2 tel que f (h) = g et f (h′) = g′. Alors f−1(g) f−1(g′) =
hh′. Or f (hh′) = f (h) f (h′) = gg′ donc, puisque f est une bijection, hh′ = f−1(gg′).
Ainsi, f−1 est bien un morphisme de groupes.

F On a déjà vérifié que si f et g sont dans Aut(G) alors f ◦ g ∈ End(G) ; de plus, f ◦ g est
une bijection donc f ◦ g ∈ Aut(G). ✓

Exemple. Le déterminant, det : GLn(C) −→ C∗, est un morphisme de groupes.

Définition 1.3. Un sous-groupe d’un groupe G est une partie non vide H de G telle que H est
un groupe pour la loi induite par celle de G.

Un sous-groupe H de G est dit propre s’il vérifie {1} $ H $ G.

Proposition 1.4. Soit H une partie d’un groupe G. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) H est un sous-groupe de G.

(2) H n’est pas vide et pour tout (x, y) ∈ H2 on a x−1 ∈ H et xy ∈ H.

(3) H n’est pas vide et pour tout (x, y) ∈ H2, on a x−1y ∈ H.

(4) H n’est pas vide et pour tout (x, y) ∈ H2, on a xy−1 ∈ H.

Démonstration. Le fait que H n’est pas vide est contenu dans tous les points (1)–(4).

â (1)⇒(2). Par hypothèse, la restriction de la loi de groupe G × G → G induit une loi de
groupe H × H → H. On en déduit que si (x, y) ∈ H2 alors xy ∈ H, que H possède un
élément neutre 1H et que tout x ∈ H admet un inverse dans H, noté x.
Soit x ∈ H. Alors 1 = xx−1 = x1Hx−1 = xxxx−1 = 1H1 = 1H donc 1 ∈ H et c’est
l’élément neutre de H.
Enfin, x est un inverse de x dans G puisque xx = xx = 1H = 1 donc, par unicité de
l’inverse d’un élément (dans G), on a x−1 = x ∈ H.

â (2)⇒(3). Soit (x, y) ∈ H2. On sait que x−1 ∈ H puis, comme H est stable par produit et
(x−1, y) ∈ H2, on a x−1y ∈ H.
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â (3)⇒(4). Soit (x, y) ∈ H2. Alors 1 = x−1x ∈ H donc (x, 1) ∈ H2 donc x−1 = x−11 ∈ H par
hypothèse, et de même y−1 ∈ H. On applique à nouveau l’hypothèse à (x−1, y−1) ∈ H2

et on obtient xy−1 = (x−1)−1y−1 ∈ H.
â (4)⇒(1). Puisque H n’est pas vide, on peut prendre x ∈ H. Alors (x, x) ∈ H2 donc 1 =

xx−1 ∈ H. De plus, pour tout x ∈ H on a x ∈ G donc 1x = x = x1. On en déduit que H
possède un élément neutre.
Soit x ∈ H. Alors (1, x) ∈ H2 et on en déduit que x−1 = 1x−1 ∈ H, c’est-à-dire que
l’inverse de x dans G est en fait dans H. Puisque xx−1 = 1 = x−1x (dans G), on en déduit
que x possède un inverse dans H.
Soit maintenant (x, y) ∈ H2. D’après ce qui précède, (x, y−1) ∈ H2 donc xy = x(y−1)−1 ∈
H.
La restriction de la loi de G à H × H induit donc une loi sur H. Cette loi est associative
comme celle de G.
Donc H est un groupe pour la loi induite par G. ✓

Exemples. (1) On a la suite de sous-groupes : (Z,+) ⊂ (Q,+) ⊂ (R,+) ⊂ (C,+).
(2) Soit n ∈ Z. Alors nZ = {na | a ∈ Z} est un sous-groupe de Z.

On connaît en fait tous les sous-groupes de Z.

Proposition 1.5. Soit H un sous-groupe de Z. Alors il existe un unique n ∈ N tel que H =
nZ.

Démonstration. Si H = {0}, le résultat est clair (on prend n = 0).
Supposons donc que H 6= {0}. Alors H contient un élément non nul, et quite à le rem-

placer par son opposé, on peut le supposer strictement positif (H est un sous-groupe de Z,
donc si a ∈ H, alors −a ∈ H). Soit alors n = min{a ∈ H | a > 0} ∈ N∗. Montrons que
H = nZ.

Puisque n ∈ H, on a évidemment nZ ⊂ H (récurrence et stabilité de H par passage à
l’opposé).

Démontrons que H ⊂ nZ. Soit a ∈ H. On effectue la division euclidienne de a par n : il
existe (q, r) ∈ Z×N tels que a = nq + r avec 0 ⩽ r < n. Comme n ∈ H, on a nq ∈ H donc
r = a− nq ∈ H. Par minimalité de n, on en déduit que r = 0. Donc a ∈ nZ et finalement
H = nZ.

Enfin, vérifions l’unicité du nombre entier n ∈ N tel que H = nZ. C’est clair si H = {0}.
Si (n, m) ∈ (N∗)2 sont tels que nZ = H = mZ, alors n | m et m | n (dans N∗), ce qui donne
m = n et l’unicité de n. ✓

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 1.6. Soit f : G −→ G′ un morphisme de groupes.

(1) Si H est un sous-groupe de G, alors f (H) est un sous-groupe de G′. En particulier
Im f = f (G) est un sous-groupe de G′.

(2) Si H′ est un sous-groupe de G′, alors f−1(H′) est un sous-groupe de G. En particulier
Ker f = f−1({1G′}) est un sous-groupe de G.

Démonstration. Exercice.

(1) Le sous-groupe H n’est pas vide donc f (H) n’est pas vide.
Soit (k, k′) ∈ f (H)2. Il existe (h, h′) ∈ H2 tel que k = f (h) et k′ = f (h′). Alors k(k′)−1 =
f (h) f (h′)−1 = f (h(h′)−1) ∈ f (H) car h(h′)−1 ∈ H.
Donc f (H) est un sous-groupe de G′.
Enfin, Im f = f (G) est donc un sous-groupe de G′ puisque G est un sous-groupe de G.
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(2) On a f (1G) = 1G′ ∈ H′ donc 1G ∈ f−1(H′).
Soit (u, v) ∈ ( f−1(H′))2. Alors f (u) ∈ H′ et f (v) ∈ H′ donc f (u) f (v)−1 ∈ H′ et donc
f (uv−1) ∈ H′ car f est un morphisme de groupes. On en déduit que uv−1 ∈ f−1(H′).
Donc f−1(H′) est un sous-groupe de G. C’est le cas en particulier de Ker f = f−1({1G′})
puisque {1G′} est un sous-groupe de G′. ✓

II. CLASSES MODULO UN SOUS-GROUPE

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On définit une relation sur G :

xRy ⇐⇒ x−1y ∈ H.

C’est une relation d’équivalence (exercice).
En effet :

â soit x ∈ G. Alors x−1x = 1 ∈ H (car H est un sous-groupe de G) donc xRx. Donc R est
réflexive.

â soit (x, y) ∈ G2 tel que xRy, c’est-à-dire x−1y ∈ H. Alors, puisque H est un sous-groupe de G,
y−1x = (x−1y)−1 ∈ H et donc yRx. DoncR est symétrique.

â soit (x, y, z) ∈ G3 tel que xRy et yRz, c’est-à-dire x−1y ∈ H et y−1z ∈ H. Puisque H est un
sous-groupe de G, il est stable par produit donc x−1z = (x−1y)(y−1z) ∈ H et donc xRz. Ainsi,
R est transitive.

La classe d’équivalence d’un élément x pour la relation d’équivalence R est l’ensemble
xH = {xh | h ∈ H} (exercice), qui est appelée classe à gauche modulo H de x.

Vérifions que xH est bien la classe d’équivalence de x. Si h ∈ H, alors xhRx car x−1 · xh =
h ∈ H, donc xH est contenu dans la classe d’équivalence de x. Réciproquement, soit y ∈ G
tel que yRx. Posons h = x−1y ∈ H. Alors y = xh ∈ xH.

L’ensemble des classes à gauche modulo H est noté G/H.

Remarque. Deux classes à gauche modulo H ont le même cardinal, qui est le nombre d’élé-
ments |H| de H lorsque H est fini. En effet, pour tout x ∈ G l’application H → xH définie
par h 7→ xh est une bijection, de bijection réciproque xH → H définie par y 7→ x−1y.

Définition 1.7. (1) Soit G un groupe fini. L’ordre de G, noté |G|, est le cardinal de G.
(Remarque : on notera aussi |X| le cardinal d’un ensemble fini X dans ce cours.)

(2) Soit H un sous-groupe de G. Si G/H est fini, l’indice de H dans G, noté [G : H], est le cardinal
de l’ensemble G/H.

Le résultat suivant est fondamental.

Théorème 1.8 (Théorème de Lagrange). Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de
G. On a

|G| = [G : H] |H|.
En particulier, l’ordre d’un sous-groupe divise l’ordre du groupe.

Démonstration. Soit (xi)i∈I une famille de représentants distincts des classes à gauche mo-
dulo H. On a G = ∪i∈I xiH et xiH ∩ xjH = ∅ si i 6= j. Alors card(I) = [G : H] et comme
|xiH| = |H| pour tout i ∈ I, on trouve bien que |G| = card(I)|H| = [G : H]|H|. ✓
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III. SOUS-GOUPES NORMAUX

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Peut-on munir l’ensemble G/H d’une
structure de groupe induite par celle de G ? La notion de sous-groupe normal permet de
répondre précisément à cette question.

Pour x ∈ G, on note xHx−1 =
{

xhx−1 | h ∈ H
}

et Hx = {hx | h ∈ H}.

Définition 1.9. Un sous-groupe H ⊂ G est dit normal dans G (ou distingué dans G) si pour
tout x ∈ G, on a xHx−1 = H. On note H / G lorsque H est normal dans G.

Remarques. (1) Pour montrer qu’un sous-groupe H est normal dans G, il suffit de montrer
que xHx−1 ⊂ H pour tout x ∈ G.
En effet, supposons que pour tout x ∈ G on a xHx−1 ⊂ H. On doit démontrer que pour
tout y ∈ G, on a H ⊂ yHy−1. Soit donc y ∈ G. Pour tout h ∈ H, on a k = y−1hy ∈
y−1Hy ⊂ H. On en déduit que h = yky−1 ∈ yHy−1 et donc que H ⊂ yHy−1.

(2) H / G ⇐⇒ ∀x ∈ G, Hx = xH.

(⇒) Supposons que H est normal dans G. Fixons x ∈ G. Soit y ∈ xH, alors il existe h ∈ H
tel que y = xh. Par hypothèse on a xhx−1 ∈ xHx−1 = H donc y = xh = xhx−1 · x ∈
Hx et on a xH ⊂ Hx. L’autre inclusion se démontre de même.

(⇐) Supposons que pour tout x ∈ G on a xH = Hx. Soit x ∈ G. Soit y ∈ xHx−1. Il existe
h ∈ H tel que y = xhx−1. Or xh ∈ xH = Hx donc il existe k ∈ H tel que xh = kx et
on en déduit que y = xhx−1 = kxx−1 = k ∈ H et donc que xHx−1 ⊂ H. On conclut
en utilisant la remarque (1).

Exemples. (1) On a toujours {1G} / G et G / G.

(2) Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont normaux.

(3) Soit G un groupe et soit Z(G) = {x ∈ G | ∀y ∈ G, yx = xy}. Alors Z(G) est un sous-
groupe normal (et abélien) de G, appelé le centre de G.

Les résultats suivants sont souvent utiles. Les preuves sont laissées en exercice.

Proposition 1.10. Soit G un groupe et soient H un sous-groupe de G et K un sous-groupe
de H.

(a) Si K / G alors K / H (mais H peut ne pas être normal dans G).

(b) On peut avoir K / H et H / G sans que K ne soit normal dans G.

Démonstration. Exercice.

(a) Soit k ∈ K et soit h ∈ H. Alors h ∈ G donc par hypothèse hkh−1 ∈ K. On en déduit que
K / H.
On a bien sûr des exemples triviaux où K / G mais H n’est pas normal dans G, par
exemple G = S4, K = {id} / S4, H = {id; (1 2)}.
Autre exemple : G = S4, K = V4 = {id; (1 2)(3 4); (1 3)(2 4); (1 4)(2 3)} et H = V4 ∪
{(1 2); (3 4); (1 4 2 3); (1 3 2 4)}. Alors V4 / S4, car si σ = (i j)(k `) ∈ V4 et τ ∈ S4
alors τστ−1 = τ(i j)τ−1τ(k `)τ−1 = (τ(i) τ(j))(τ(k) τ(`)) ∈ V4 (voir le lemme 5.25.2).
(Remarque : si on le vérifie sans le lemme 5.25.2, on peut se contenter de prendre les transpositions
pour τ car elles engendrent S4.) Il faut vérifier que H est un sous-groupe de G (on peut
le vérifier directement ou par exemple anticiper et remarquer que H = V4L avec L =
{id; (1 2)} et V4 / S4 et utiliser la proposition 1.331.33). Enfin, H n’est pas normal dans S4 car
(1 2) ∈ H mais (1 3)(1 2)(1 3)−1 = (2 3) 6∈ H.
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(b) On considère, dans S4, les sous-groupes G = A4 (groupe alterné), H = V4 et le sous-
groupe K = {id; (1 2)(3 4)}. On a vu ci-dessus que V4 est normal dans S4 donc dans A4.
De plus, V4 est abélien donc K est normal dans V4. Cependant, K n’est pas normal dans
A4 car (1 2 3)(1 2)(3 4)(1 2 3)−1 = (1 4)(2 3) 6∈ K. ✓

Proposition 1.11. Soient G un groupe et H ⊂ G un sous-groupe tel que [G : H] = 2. Alors
H / G.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans G. Il y a donc deux classes à gauche modulo H dans

G qui forment une partition de G ; l’une d’elles est H, notons l’autre gH pour un g ∈ G \ H.
On doit démontrer que pour tout x ∈ G on a xHx−1 ⊂ H. Démontrons-le d’abord pour
x = g.

Soit y ∈ gHg−1. Posons y = ghg−1 avec h ∈ H. On sait que y ∈ H ou y ∈ gH. Si y ∈ gH,
alors g−1y ∈ H donc hg−1 = g−1ghg−1 = g−1y ∈ H, par conséquent g−1 ∈ H et enfin
g ∈ H : on a obtenu une contradiction. Donc y ∈ H et par suite gHg−1 ⊂ H.

Soit maintenant x ∈ G quelconque. Si x ∈ H, il est clair que xHx−1 ⊂ H. Supposons
donc que x ∈ gH et posons x = gh pour un h ∈ H. Soit y ∈ xHx−1, il existe k ∈ H tel
que y = xkx−1. On en déduit que y = ghkh−1g−1 ∈ gHg−1 ⊂ H. Finalement on a bien
xHx−1 ⊂ H.

On a donc démontré que H est normal dans G. ✓

Proposition 1.12. Soit f : G −→ G′ un morphisme de groupes.

(1) Soit H′ / G′. Alors f−1(H′) / G. En particulier Ker f / G.

(2) Soit H / G. Alors f (H) / f (G) = Im f .

Démonstration. Exercice.

(1) Soit (h, g) ∈ f−1(H′) × G. Alors f (ghg−1) = f (g) f (h) f (g)−1 ∈ H′ car f (h) ∈ H′ et
H′ / G′, donc ghg−1 ∈ f−1(H′). Donc f−1(H′) est normal dans G.

(2) Soit (g′, h′) ∈ f (G)× f (H). Il existe donc (g, h) ∈ G× H tel que g′ = f (g) et h′ = f (h).
On a alors g′h(g′)−1 = f (g) f (h) f (g)−1 = f (ghg−1). Or H / G donc ghg−1 ∈ H et donc
g′h(g′)−1 ∈ f (H). Donc f (H) est normal dans f (G). ✓

Exercice. Soit SLn (C) = {M ∈ GLn(C) | det M = 1}. Montrer que SLn (C) / GLn(C).

Correction. Le groupe SLn(C) est le noyau du morphisme de groupes det : GLn(C)→ C∗. Il
est donc normal dans GLn(C). ✓

On répond maintenant à la question initiale.

Théorème 1.13. Soient G un groupe et H / G. Soit π : G −→ G/H la surjection canonique
qui associe à un élément x de G sa classe à gauche xH modulo H. Il existe sur G/H une
unique structure de groupe telle que π soit un morphisme de groupes.

Démonstration. Soit x ∈ G, par définition π(x) = xH. Puisque π doit être un morphisme de
groupes, la seule structure possible est xH.yH = π(x)π(y) = π(xy) = xyH. On vérifie que
cette loi est bien définie (si xH = x′H et yH = y′H, alors xyH = x′y′H) et qu’elle fait de
G/H un groupe (exercice).

â Soit (x, x′, y, y′) ∈ G4 tel que xH = x′H et yH = y′H. Alors x−1x′ ∈ H et y−1y′ ∈ H.
Posons h = x−1x′ et k = y−1y′. On a donc x′ = xh et y′ = yk donc (xy)−1(x′y′) =
y−1x−1xhyk = y−1hyk. Or H est normal dans G, donc y−1hy ∈ H et donc y−1hyk ∈ H. On
en déduit donc que les classes de xy et de x′y′ sont les mêmes, c’est-à-dire xyH = x′y′H.
Donc la loi est bien définie.
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â La loi est associative : (xH.yH).zH = xyH.zH = (xy)zH = x(yz)H = xH.(yH.zH) poru
tout (x, y, z) ∈ G3 puisque la loi de G est associative.

â Il y a un élément neutre pour la loi, qui est H = π(1) ; en effet, xH.H = (x1)H = xH =
(1x)H = H.xH pour tout x ∈ G.

â Tout élément xH ∈ G/H avec x ∈ G possède un inverse dans G/H, qui est x−1H.

Donc G/H est bien un groupe pour cette loi. De plus, il est clair que π est alors un mor-
phisme de groupes (la loi a été construite pour cela). ✓

Remarque. Lorsque G/H est un groupe, la classe (à gauche) modulo H de x est souvent
notée x̄.

Exemple. Soit n ∈ N∗. L’ensemble des classes (à gauche) modulo n dans Z est Z/nZ =
{0, . . . , n− 1}. C’est un groupe d’ordre n et la loi du groupe est définie par k + l = k + l,
pour tout (k, l) ∈ Z2.

Remarque. Dans le théorème précédent, on a H = Ker π.
Il découle donc des deux derniers résultats qu’un sous-groupe H d’un groupe G est nor-

mal dans G si, et seulement si, il existe un morphisme de groupes f : G → G′ tel que
H = Ker f .

Théorème 1.14. Soit f : G −→ G′ un morphisme de groupes.

1. (Théorème de factorisation) Soit H / G tel que H ⊂ Ker f . Alors il existe un unique mor-
phisme de groupes f̄ : G/H −→ G′ tel que f̄ ◦ π = f (où π : G −→ G/H est la surjection
canonique).

G
f

//

π ##FF
FFF

G′

G/H f̄

;;

2. (Premier théorème d’isomorphisme) Le morphisme f induit un isomorphisme

f̃ : G/ Ker f −→ Im f .

Démonstration. (1) Soit y ∈ G/H. Puisque π est surjectif il existe x ∈ G tel que y = π(x). Par
hypothèse, on doit avoir f̄ (y) = f̄ (π(x)) = f (x). Nous devons donc poser f̄ (y) = f (x)
pour un x ∈ G tel que π(x) = y. On en déduit en particulier que si f̄ existe, il est unique.
Cependant, la définition de f̄ semble dépendre du choix de x. Vérifions que ce n’est pas le
cas. Soit x′ ∈ G tel que π(x′) = y. Alors π(x) = π(x′) donc x−1x′ ∈ Ker π = H ⊂ Ker f ,
donc 1 = f (x−1x′) = f (x)−1 f (x′) et donc f (x) = f (x′). On a vérifié que f̄ est bien
définie.
Vérifions que f̄ est un morphisme de groupes. Pour (x, x′) ∈ G2 on a f̄ (π(x)π(x′)) =
f̄ (π(xx′)) = f (xx′) = f (x) f (x′) = f̄ (π(x)) f̄ (π(x′)) donc f̄ est bien un morphisme de
groupes.

(2) On applique (1) à H = Ker f . On obtient donc un morphisme f̄ : G/ Ker f −→ G′, qui
est par construction à valeurs dans Im f ; de plus, pour tout y ∈ Im f , il existe x ∈ G
tel que y = f (x) = f̄ (π(x)) donc f̃ : G/ Ker f −→ Im f est surjective. Déterminons
maintenant Ker f̃ . Soit y ∈ Ker f̃ , il existe x ∈ G tel que y = π(x) et on a 1 = f̃ (y) =
f̃ (π(x)) = f̄ (π(x)) = f (x) donc x ∈ Ker f = H = Ker π et donc y = π(x) = 1. On a
donc Ker f̃ = {1} et donc f̃ est injective et par conséquent c’est un isomorphisme. ✓

Exercice. Montrer que GLn(C)/ SLn (C) ∼= C∗.
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Correction. On considère le morphisme de groupes det : GLn(C) → C∗. Il est surjectif (par

exemple, tout élément x ∈ C∗ est l’image de
(

x 0
0 In−1

)
). Son noyau est SLn (C). On en

déduit donc grâce au premier théorème d’isomorphisme que det induit un isomorphisme
GLn(C)/ SLn (C) ∼= C∗. ✓

Théorème 1.15. (Théorème de correspondance)
Soit G un groupe et soit H un sous-groupe normal de G. Alors la surjection canonique

π : G −→ G/H induit une correspondance bijective entre les sous-groupes de G contenant
H (resp. les sous-groupes normaux de G contenant H) et les sous-groupes de G/H (resp. les
sous-groupes normaux de G/H).

Démonstration. Soit K un sous-groupe de G avec H ⊂ K. Alors π(K) = K/H est un sous-
groupe de G/H. Soit K∗ un sous groupe de G/H : alors π−1(K∗) est un sous-groupe de G
qui contient H car H = π−1({1G/H}).

De plus, si K / G, alors π(K) / π(G) = G/H, et si K∗ / G/H alors π−1(K∗) / G.
Nous avons donc construit deux applications :

{sous-groupes (normaux) de G contenant H} Φ
↼−−−−−−−−⇁

Ψ
{sous-groupes (normaux) de G/H}

K 7−→ π(K) = K/H
π−1(K∗) ←− [ K∗

Vérifions que ce sont des bijections réciproques.
On a K ⊂ π−1(π(K)) = Φ(Ψ(K)). De plus, soit x ∈ π−1(π(K)). Alors il existe y ∈ K tel

que π(x) = π(y), donc x ∈ yH. Comme H ⊂ K, on a x ∈ K et ainsi K = π−1(π(K)). Donc
Φ ◦Ψ = id.

L’égalité K∗ = π(π−1(K∗)) provient de la surjectivité de π (c’est purement ensembliste).
On a donc Ψ ◦Φ = id.

On a bien les correspondances bijectives annoncées. ✓

Définition 1.16. Un groupe non trivial G est dit simple si ses seuls sous-groupes normaux sont
{1} et G.

Cette notion est importante pour la raison suivante. Supposons que l’on essaie de classi-
fier les groupes finis par récurrence sur leur ordre. Si un groupe fini G n’est pas simple, il
contient un sous-groupe normal H tel que 1 < |H| < |G|, et on a aussi 1 < |G/H| < |G|.
Alors, par hypothèse de récurrence, on connait les groupes H et G/H, et on peut espérer
reconstruire G à partir de ces groupes (même si c’est souvent difficile en pratique).

Les groupes simples sont les groupes auxquels on ne peut pas appliquer cette méthode,
et pour cette raison on les considère comme les « briques élémentaires » à partir desquelles
on construit les autres groupes.

IV. PARTIES GÉNÉRATRICES, GROUPES CYCLIQUES

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 1.17. Soit G un groupe. Une intersection de sous-groupes de G (resp. de sous-
groupes normaux de G) est un sous-groupe de G (resp. un sous-groupe normal de G).

Démonstration. Exercice.
Soit (Hi)i∈I une famille quelconque de sous-groupes de G. Posons H =

⋂
i∈I

Hi.
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Puisque Hi est un sous-groupe de G pour tout i ∈ I, on a 1 ∈ Hi pour tout i donc 1 ∈ H.
Soit (x, y) ∈ H2. Alors, pour tout i ∈ I, on a (x, y) ∈ Hi. Puisque Hi est un sous-groupe de

G, x−1y ∈ Hi pour tout i ∈ I. Donc x−1y ∈ H et H est bien un sous-groupe de G.
Supposons de plus que Hi / G pour tout i ∈ I. Soit (g, h) ∈ G× H. Alors h ∈ Hi pour tout

i ∈ I donc ghg−1 ∈ Hi pour tout i ∈ I et donc ghg−1 ∈ H. Donc H est normal dans G. ✓

Ce résultat permet d’introduire la définition suivante.

Définition 1.18. Soit G un groupe et soit S une partie de G. On note 〈S〉 l’intersection de tous
les sous-groupes de G contenant S. C’est un sous-groupe de G appelé sous-groupe de G engendré
par S.

Si G = 〈S〉, on dit que G est engendré par S.

La terminologie utilisée dans cette définition est justifiée par le résultat suivant, dont la
preuve est laissée en exercice.

Proposition 1.19. Le sous-groupe 〈S〉 est le plus petit sous-groupe de G qui contient S (au
sens où tout sous-groupe de G qui contient S contient 〈S〉), et

〈S〉 = {x1 · · · xn | xi ∈ S ou x−1
i ∈ S}.

Démonstration. Exercice.

â Soit {Hi | i ∈ I} l’ensemble des sous-groupes de G contenant S. Alors 〈S〉 =
⋂
i∈I

Hi par

définition.
Soit H un sous-groupe de G contenant S. Alors H est l’un des Hi donc 〈S〉 ⊂ H. Par
conséquent, 〈S〉 est bien le plus petit sous-groupe de G contenant S.

â Notons H = {x1 . . . xn | xi ∈ S ou x−1
i ∈ S}. C’est une partie de G qui contient S et qui

en particulier n’est pas vide. Vérifions que c’est un sous-groupe de G. Soit (u, u′) ∈ H2.
Alors on peut écrire u = x1 · · · xn et u′ = x′1 · · · x′m avec, pour tout (i, j), xi ∈ S ou x−1

i ∈ S
et x′j ∈ S ou (x′)−1

j ∈ S. On en déduit que u−1u′ = x−1
n · · · x−1

1 x′1 · · · x′m ∈ H car chaque
facteur ou son inverse est dans S. Donc H est un sous-groupe de G, qui contient H et
d’après la première partie de la démonstration on en déduit que 〈S〉 ⊂ H.
Soit maintenant u ∈ H et posons u = x1 · · · xn avec, pour tout i, xi ∈ S ou x−1

i ∈ S. On
rappelle que 〈S〉 est un sous-groupe de G contenant S. En particulier, pour tout i on a
xi ∈ 〈S〉 (si xi ∈ S c’est immédiat et si x−1

i ∈ S alors x−1
i ∈ 〈S〉 donc xi = (x−1

i )−1 ∈ 〈S〉).
On en déduit donc que u ∈ 〈S〉 et donc que 〈S〉 = H. ✓

Exemples. (1) Soit n ∈ N∗. Le groupe multiplicatif µn des racines nièmes de l’unité (com-
plexes) est engendré par {ω}, où ω = e

2iπ
n , puisque µn =

{
ωk | k ∈ Z

}
.

(2) On rappelle que le groupe diédral Dn est le groupe des isométries du plan affine eucli-
dien qui conservent un polygone régulier à n sommets. On a

Dn =
{

rks` | 0 ⩽ k ⩽ n− 1, 0 ⩽ ` ⩽ 1
}

où r est la rotation d’angle
2π

n
et de centre O, l’isobarycentre des sommets du polygone,

et s est la symétrie orthogonale par rapport à une droite passant par un sommet et par O.
On a les relations suivantes : rn = 1, s2 = 1 et srk = rn−ks.
La description des éléments de Dn montre que le groupe diédral Dn est engendré par
{r, s}.
En effet, il est clair que Dn ⊂ 〈{r, s}〉. De plus, tout élément de 〈{r, s}〉 peut s’écrire sous
la forme rusv grâce à la relation srk = rn−ks. On effectue les divisions euclidiennes de u
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par n et de v par 2, qui s’écrivent u = qn + k et v = 2t + ` avec 0 ⩽ k ⩽ n− 1 et 0 ⩽ ` ⩽ 1.
On en déduit que rusv = (rn)qrk(s2)ts` = rks` ∈ Dn.
De plus, Dn est d’ordre 2n. En effet, l’écriture d’un élément de Dn sous la forme rks`

avec 0 ⩽ k < n et 0 ⩽ ` ⩽ 1 est unique donc ces éléments sont deux à deux distincts.
Supposons le contraire, il existe alors k′ ∈ J0 ; n− 1K et `′ ∈ {0, 1} tels que rks` = rk′s`

′
.

Si ` 6= `′, on peut supposer par exemple que ` = 0 et `′ = 1 et on a alors rk−k′ = s ;
mais s est une isométrie indirecte et rk−k′ est une isométrie directe, on a donc obtenu une
contradiction. Donc ` = `′ et on en déduit que rk = rk′ donc k = k′ car r est d’ordre n.

Le résultat suivant est souvent utile. La preuve est laissée en exercice.

Proposition 1.20. Soit f : G −→ H un morphisme de groupes et S une partie de G. Alors
f (〈S〉) = 〈 f (S)〉.

Démonstration. Exercice.
Puisque 〈S〉 est un sous-groupe de G, son image f (〈S〉) est un sous-groupe de H. De plus,

S ⊂ 〈S〉 donc f (S) ⊂ f (〈S〉). On en déduit que 〈 f (S)〉 est un sous-groupe de f (〈S〉).
Soit maintenant y ∈ f (〈S〉). Il existe x ∈ 〈S〉 tel que y = f (x). On peut donc écrire

x = x1 · · · xn avec, pour tout i, xi ∈ S ou x−1
i ∈ S. On a alors y = f (x1) · · · f (xi) avec,

pour tout i, f (xi) ∈ f (S) ou f (xi)
−1 = f (x−1

i ) ∈ f (S), donc y ∈ 〈 f (S)〉 et par conséquent
f (〈S〉) = 〈 f (S)〉. ✓

Si S = {x}, on note 〈x〉 = 〈{x}〉 et on a 〈x〉 = {xn | n ∈ Z}.

Définition 1.21. Soit G un groupe et soit x ∈ G. On dit que x est d’ordre fini s’il existe n ∈ N∗

tel que xn = 1. L’ordre de x, noté o(x), est alors le plus petit nombre entier n ∈ N∗ tel que
xn = 1.

Remarque. L’élément neutre est le seul élément d’ordre 1 d’un groupe.

Exemple. Soit G un groupe fini et soit x ∈ G. Alors x est d’ordre fini avec o(x) ⩽ |G|. En
effet si n = |G|, le sous-ensemble {1, x, . . . , xn} de G possède nécessairement deux éléments
égaux : il existe (i, j) ∈ J0 ; nK2 avec i > j tel que xi = xj, ce qui donne xi−j = 1 avec
0 < i− j ⩽ n, d’où le résultat.

Le résultat suivant donne les principales propriétés de l’ordre d’un élément.

Proposition 1.22. Soit G un groupe et soit x ∈ G.

(1) Soit m ∈ Z∗ tel que xm = 1. Alors x est d’ordre fini et o(x) | m.

(2) Soit x ∈ G un élément d’ordre fini. Alors x−1 est d’ordre fini et o(x−1) = o(x).

(3) Si x est d’ordre fini, alors |〈x〉| = o(x).

(4) Si G est fini, alors x|G| = 1 et o(x) | |G|.

Démonstration. (2)(2) Notons d = o(x). Puisque x et x−1 commutent, (x−1)d = (x−1)dxd =
(x−1x)d = 1 donc x−1 est d’ordre fini et o(x−1) ⩽ d = o(x) par définition. En appliquant
cela à x−1, on obtient o(x) = o

(
(x−1)−1) ⩽ o(x−1) et finalement o(x−1) = o(x).

(1)(1) Si m > 0, alors x est d’ordre fini par définition. Si m < 0, alors x−mxm = x−m+m = x0 = 1
donc x−m = (xm)−1 = 1 avec −m > 0 donc x est d’ordre fini.
On effectue la division euclidienne de m par o(x), il existe donc des nombres entiers q et
r avec 0 ⩽ r < o(x) tels que m = o(x)q + r. Alors 1 = xm = (xo(x))qxr = xr, donc r = 0 et
on a le résultat.
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(3) Posons n = o(x). Montrons que {1, x, . . . , xn−1} = 〈x〉. L’inclusion
{

1, x, . . . , xn−1} ⊂ 〈x〉
est claire. Soit a ∈ 〈x〉, alors a = xm pour m ∈ Z. La division euclidienne de m par n dans
Z donne m = nq+ r, avec 0 ⩽ r < n. Donc a = xnq+r = (xn)qxr = xr et a ∈ {1, . . . , xn−1}.
Finalement il est clair, puisque o(x) = n, que l’ensemble {1, x, . . . , xn−1} possède bien n
éléments distincts.

(4) On sait que o(x) = |〈x〉| donc le théorème de Lagrange assure que |G| = o(x)m pour un
m ∈ N∗. Alors x|G| = (xo(x))m = 1. ✓

On étudie maintenant le produit d’éléments d’ordre fini. On ne peut rien dire en toute géné-
ralité, mais on a le résultat suivant.

Proposition 1.23. Soient a et b des éléments d’ordres finis d’un groupe G tels que ab = ba.

(1) ab est d’ordre fini avec o(ab) | ppcm(o(a), o(b)).

(2) Si 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1}, alors o(ab) = ppcm(o(a), o(b)).

(3) Si pgcd(o(a), o(b)) = 1, alors o(ab) = o(a)o(b).

(4) Soit r ∈ N. Alors o(ar) = o(a)
pgcd(o(a),r) .

Démonstration. Comme ab = ba, on a (ab)m = ambm pour tout nombre entier m. Notons
p = o(a), q = o(b).

(1) Soit µ = ppcm(p, q), alors il existe des nombres entiers r et s tels que µ = rp = sq. On a
donc (ab)µ = (ap)r(bq)s = 1, donc ab est d’ordre fini et o(ab) | µ.

(2) Soit m ∈ N∗ tel que (ab)m = 1. Alors am = b−m ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1}, donc am = 1 et bm = 1
et donc p | m et q | m ; on en déduit que m est un multiple de p et de q et donc que µ | m.
On applique cela à m = o(ab), et on conclut en utilisant (1).

(3) 〈a〉 ∩ 〈b〉 est un sous-groupe de 〈a〉 et de 〈b〉, donc |〈a〉 ∩ 〈b〉| divise à la fois |〈a〉| et |〈b〉|
qui sont premiers entre eux. Ainsi 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1} et on applique (2) (avec ppcm(p, q) =
pq).

(4) Soit d = pgcd(p, r). Posons p = dp′ et r = dr′ avec (p′, r′) ∈ (N∗)2 et pgcd(p′, r′) = 1.
On a (ar)p′ = adr′p′ = (ap)r′ = 1, donc o(ar) | p′. Soit m ∈ N∗ tel que (ar)m = 1. Alors p
divise rm, donc en divisant par d on obtient p′ | r′m donc d’après le lemme de Gauss, p′

divise m. En appliquant cela à m = o(ar), on en déduit que p′ divise o(ar) et finalement
que o(ar) = p′ = p

d . ✓

Exercice. Donner un exemple de groupe G contenant des éléments d’ordres finis a et b tels
que ab ne soit pas d’ordre fini.

Voir travaux dirigés

Correction. â Dans l’espace vectoriel euclidien R2, soit s1 (resp. s2) la symétrie orthogonale
par rapport à la droite D1 = vect{u1} (resp. D2 = vect{u2}) avec D1 6= D2. Soit θ = 2πx
l’angle ̂(u2, u1) avec x ∈ R. Alors s1 ◦ s2 est la rotation r d’angle 2θ.
Les symétries s1 et s2 sont d’ordre 2, fini. Cependant, r est d’ordre fini si, et seulement
si, 2θ (ou, ce qui revient au même, θ) est un multiple rationnel de 2π (c’est-à-dire que
x ∈ Q).
Il suffit donc de choisir x ∈ R \Q.
Remarque : on peut aussi choisir x ∈ Q pour obtenir s1 ◦ s2 d’ordre fini mais tel que cet
ordre ne soit pas un diviseur de ppcm(o(s1), o(s2)) = 2 ; par exemple, avec x = 1

6 , soit
θ = π

3 , la rotation r = s1 ◦ s2 est d’ordre 3.

â Autre exemple : dans GL2(R), les matrices A =
(0 1

1 0

)
et B =

( 0 2
1/2 0

)
sont d’ordre 2, mais

AB =
(1/2 0

0 2

)
est d’ordre infini. ✓
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On s’intéresse maintenant aux groupes dont la structure est la plus simple possible, à
savoir les groupes monogènes.

Définition 1.24. Un groupe est dit monogène s’il est engendré par un de ses éléments. Il est dit
cyclique s’il est monogène fini.

Remarque. Soit G un groupe monogène, posons G = 〈x〉. Soit H un groupe. Tout mor-
phisme de groupes f : G → H est entièrement déterminé par f (x).

En effet, on sait que G =
{

xk | k ∈ Z
}

, et si f est un morphisme de groupes on doit avoir
f (xk) = f (x)k, donc il suffit de connaître f (x) pour connaître f .

Exemples. (1) Le groupe (Z,+) est monogène (de générateur 1).

(2) Pour n ∈ N∗, le groupe Z/nZ est cyclique d’ordre n, engendré par 1.

(3) Pour n ∈ N∗, le groupe µn des racines nièmes de l’unité (complexes) est cyclique d’ordre
n, engendré par ω = e

2iπ
n .

Les exemples présentés plus haut fournissent une liste complète des groupes monogènes.

Théorème 1.25. (Classification des groupes monogènes) Soit G un groupe monogène.

(1) Si G est infini, alors G est isomorphe à Z.

(2) Si G est cyclique (fini), alors il existe n ∈ N∗ (n = |G|) tel que G soit isomorphe à Z/nZ.

Démonstration. Soit x ∈ G un générateur de G et soit f : Z −→ G le morphisme de groupes
défini par f (k) = xk pour tout k ∈ Z. Alors f est surjectif. Puisque Ker f est un sous-groupe
de Z, il existe n ∈ N tel que Ker f = nZ. Ainsi le premier théorème d’isomorphisme assure
que f induit un isomorphisme Z/nZ ∼= G.

Par conséquent, G est fini si, et seulement si, n 6= 0, et on a le résultat voulu. ✓

Notations. Pour n ∈ N∗ on note Cn « le » groupe cyclique multiplicatif d’ordre n (il est donc
isomorphe au groupe additif Z/nZ).

Si x est un générateur de Cn, on a Cn = {1, x, . . . , xn−1}, avec xn = 1 et xi 6= 1 pour
1 ⩽ i ⩽ n− 1.

Proposition 1.26. Soit n ∈ N∗ et soit Cn =
{

1, x, . . . , xn−1} le groupe cyclique d’ordre n.

(1) Pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe de Cn d’ordre d ; ce sous-groupe
est cyclique, engendré par xk avec k = n

d .

(2) Les générateurs de Cn sont les éléments xk avec pgcd(k, n) = 1.

Démonstration. (1) Soit d un diviseur de n et soit a = xk avec k = n
d . Alors o(a) = o(x)

pgcd(o(x),k) =
n

pgcd(n, n
d )

= n
n
d
= d, donc 〈a〉 est un sous-groupe de Cn d’ordre d, et il est cyclique.

Supposons que H soit un sous-groupe de Cn d’ordre d. Soit m =
min

{
` ∈ J1 ; n− 1K | x` ∈ H

}
. Alors 〈xm〉 ⊂ H. Soit maintenant xt ∈ H un élément

quelconque. Il existe des nombres entiers q et r avec 0 ⩽ r < m tels que t = qm + r.
On a alors xt = (xm)qxr donc xr ∈ H et par définition de m on doit avoir r = 0. Donc
xt ∈ 〈xm〉 et donc H = 〈xm〉.
En particulier, xm est d’ordre d = |H|. On a aussi o(xm) = n

pgcd(n,m)
= dk

pgcd(n,m)
, donc

pgcd(n, m) = k et en particulier k divise m. On en déduit que xm ∈ 〈xk〉, donc H ⊂ 〈xk〉
et finalement H = 〈xk〉 puisque les deux groupes ont le même cardinal.
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(2) Un élément xk de Cn engendre Cn si, et seulement si, o(xk) = n. Puisque o(xk) = n
pgcd(n,k) ,

on en déduit que xk engendre Cn si, et seulement si, pgcd(n, k) = 1. ✓

Théorème 1.27. (Classification des groupes d’ordre premier) Soit G un groupe d’ordre p
premier. Alors G ∼= Z/pZ.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Par hypothèse, |G| = p ⩾ 2, donc il existe x ∈ G avec x 6= 1. Alors |〈x〉| divise |G| = p

par le théorème de Lagrange, donc puisque p est premier, |〈x〉| = p = |G| et donc G = 〈x〉.
Ainsi G est cyclique et le théorème précédent permet de conclure. ✓

Théorème 1.28. Soit G un groupe qui n’est pas trivial. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) G ne possède pas de sous-groupe propre.

(2) L’ordre de G est un nombre premier.

(3) G est cyclique d’ordre premier.

Démonstration. L’implication (3)⇒ (2) est évidente et l’implication (2)⇒ (1) est une consé-
quence immédiate du théorème de Lagrange.

Montrons (1) ⇒ (3). Puisque G n’est pas trivial, il existe x ∈ G avec x 6= 1. Le sous-
groupe 〈x〉 n’est pas réduit à {1}, donc 〈x〉 = G par (1). Donc G est monogène. Puisque Z

contient des sous-groupes propres, il suit du théorème 1.251.25 que G ∼= Z/nZ pour un n ∈ N∗.
Si n n’est pas premier, alors il existe (a, b) ∈ N2 avec a > 1 et b > 1 tels que n = ab. Alors
xa 6= 1 car 1 < a < n, (xa)b = 1 et |〈xa〉| = o(xa) ⩽ b < n, donc 〈xa〉 est un sous-groupe
propre de G, ce qui contredit (1). Ainsi n est premier. ✓

Corollaire 1.29. Soit G un groupe abélien. Alors G est simple si, et seulement si, il existe un
nombre premier p tel que G ∼= Z/pZ.

Démonstration. Dans un groupe abélien tous les sous-groupes sont normaux donc le théo-
rème est une conséquence directe du théorème précédent. ✓

On termine le paragraphe par un résultat très utile pour construire des morphismes de
groupes.

Théorème 1.30. Soient G un groupe cyclique d’ordre n ∈ N∗, x un générateur de G, H un
groupe et h ∈ H tel que hn = 1. Alors il existe un unique morphisme de groupes f : G −→ H
tel que f (x) = h.

Démonstration. Soient u : Z −→ G et v : Z −→ H les morphismes de groupes définis par
u(k) = xk et v(k) = hk pour tout k ∈ Z. Puisque x engendre G, u est surjectif, et puisque
o(x) = n on a Ker u = nZ, donc par le premier théorème d’isomorphisme u induit un
isomorphisme ū : Z/nZ → G tel que ū(1̄) = x.

Puisque hn = 1, on a nZ ⊂ Ker v donc d’après le théorème de factorisation v induit un
morphisme de groupes v̄ : Z/nZ → H tel que v̄(1̄) = h.

Alors f = v ◦ u−1 : G −→ H est un morphisme de groupes tel que f (x) = h.
L’unicité provient du fait que G = 〈x〉 (voir la remarque page 2020). ✓
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V. PRODUIT DIRECT DE GROUPES

Il s’agit ici de décrire une opération qui permet construire de nouveaux groupes à partir
d’anciens : le produit direct de groupes.

Définition-Proposition 1.31. Soient G1 et G2 deux groupes. Alors l’ensemble G1×G2, muni de
la loi :

(x1, x2).(y1, y2) = (x1y1, x2y2), ∀(x1, y1) ∈ G2
1 , ∀(x2, y2) ∈ G2

2 ,

est un groupe. L’élement neutre est (1G1 , 1G2) et l’inverse d’un élément (x, y) est (x−1, y−1). Le
groupe obtenu, noté G1 × G2, est appelé le produit direct (ou tout simplement produit) de G1 par
G2.

On s’intéresse tout d’abord au produit direct de groupes cycliques.

Théorème 1.32. (Théorème chinois) Soient n, m ∈ N∗. Alors

Z/nZ×Z/mZ ∼= Z/nmZ ⇐⇒ pgcd(n, m) = 1.

Démonstration. (Pas faite en cours.) On va utiliser les notations multiplicatives. On doit donc
montrer :

Cn × Cm ∼= Cnm ⇐⇒ pgcd(n, m) = 1.

Soient x un générateur de Cn et y un générateur de Cm. Calculons o((xr, ys)) pour (r, s) ∈ N2.
Soient a = (x, 1) et b = (y, 1). On a (xr, ys) = arbs avec arbs = bsar et 〈ar〉 ∩ 〈bs〉 = {1}. On
peut donc appliquer la proposition 1.231.23 :

o((xr, ys)) = ppcm(o(ar), o(bs)) = ppcm
(

o(a)
pgcd(o(a), r)

,
o(b)

pgcd(o(b), s)

)
= ppcm

(
n

pgcd(n, r)
,

m
pgcd(m, s)

)
.

Par conséquent, si pgcd(n, m) = 1 on a o((x, y)) = ppcm(n, m) = nm, et puisque |Cn × Cm| =
nm, ce groupe est cyclique (engendré par (x, y)).

Réciproquement, si Cm × Cn ∼= Cnm, il contient un élément (xr, ys) d’ordre mn. Ainsi
nm = ppcm

(
n

pgcd(n,r) , m
pgcd(m,s)

)
⩽ ppcm(n, m) ⩽ nm et donc ppcm(n, m) = nm et enfin

pgcd(n, m) = 1. ✓

Remarque. Supposons que pgcd(n, m) = 1. On peut donner un isomorphisme explicite
Z/nZ×Z/mZ → Z/nmZ.

Pour k ∈ Z, notons πk : Z → Z/kZ la projection canonique. Soit f : Z → Z/nZ×Z/mZ

le morphisme de groupes défini par f (x) = (πn(x), πm(x)).
Puisque f (nm) = (0, 0), on a nmZ ⊂ Ker f . De plus, soit x ∈ Ker f , alors πn(x) = 0 donc

n | x et de même m | x, donc puisque pgcd(n, m) = 1 on en déduit que nm | x et donc que
x ∈ nmZ. Finalement, Ker f = nmZ.

Soit maintenant t = (πn(a), πm(b)) ∈ Z/nZ × Z/mZ un élément quelconque, avec
(a, b) ∈ Z2. Puisque pgcd(n, m) = 1, d’après le théorème de Bézout il existe (u, v) ∈ Z2

tel que un + vm = 1. Soit x = unb + vma. Alors

x = unb + (1− un)a = un(b− a) + a
= (1− vm)b + vmb = vm(a− b) + b

donc f (x) = (πn(x), πm(x)) = (πn(a), πm(b)) = t, donc f est surjectif.
Alors, par le premier théorème d’isomorphisme, f induit un isomorphisme f̄ : Z/nmZ →

Z/nZ×Z/mZ.
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Il est défini par f̄ (πnm(x)) = (πn(x), πm(x)) et sa bijection réciproque est donnée par
f̄−1(πn(a), πm(b)) = (πnm(unb + vma)) où (u, v) ∈ Z2 est tel que un + vm = 1.

On peut également démontrer la réciproque du théorème en travaillant avec les groupes additifs.
Supposons qu’il existe un isomorphisme ψ : Z/nmZ → Z/nZ ×Z/mZ. On doit démontrer

que pgcd(n, m) = 1.
Notons α = ψ ◦ πnm : Z → Z/nZ × Z/mZ, soient p1 : Z/nZ × Z/mZ → Z/nZ et

p2 : Z/nZ×Z/mZ → Z/mZ les projections sur chacune des composantes et soient α1 = pi ◦ α
pour i ∈ {1, 2}. On vérifie facilement que
â Ker α = Ker(π) = nmZ (car ψ est injectif) ;
â Ker(α) = Ker(α1) ∩Ker(α2) ;
â α1 est surjectif (composée de deux surjections), Ker α1 est un sous-groupe de Z, donc de la forme

uZ avec u ∈ Z, donc grâce au premier théorème d’isomorphisme on a un isomorphisme Z/uZ ∼=
Z/nZ, donc ces deux groupes ont le même ordre, c’est- a-dire que u = n et finalement Ker(α1) =
nZ.

On en déduit que nmZ = Ker(α) = nZ ∩mZ, donc ppcm(n, m) = nm et donc pgcd(n, m) = 1.

Soient G1 et G2 deux groupes. Alors G1 est naturellement isomorphe au sous-groupe G1×
{1} de G1 × G2 et G2 est naturellement isomorphe au sous-groupe {1} × G2 de G1 × G2.

On se pose alors naturellement la question suivante : si G est un groupe et si H et K sont
des sous-groupes de G, quand a-t-on G ∼= H × K ?

La réponse sera fournie par le théorème 1.341.34.

Notation. Soit G un groupe et soient H et K des parties de G. On pose HK = {hk | h ∈
H, k ∈ K}.

Proposition 1.33. Soit G un groupe et soient H et K des sous-groupes de G.

(1) Si H et K sont finis, alors |HK| = |H||K|
|H∩K| .

(2) HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.

(3) Si H / G ou K / G, alors HK est un sous-groupe de G.

(4) Si H / G et K / G, alors HK est un sous-groupe normal de G.

Démonstration. (1) On considère l’application m : H× K −→ HK, (x, y) 7→ xy, qui est surjec-
tive par définition de HK.
SoitR la relation d’équivalence sur H× K définie par (x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ xy = x′y′. On
note cl(x, y) la classe de (x, y) ∈ H × K pourR.
Puisque m est surjective, elle induit une bijection (H × K)/R ∼= HK (la classe d’équiva-
lence cl(x, y) est l’ensemble des antécédents de xy). Soient (xi, yi)1⩽i⩽r les représentants
distincts des diverses classes d’équivalence pour R, on a donc H × K = ⨿r

i=1 cl(xi, yi)
(réunion disjointe) et |(H × K)/R| = |HK| = r.
Soit (x, y) ∈ H × K, déterminons le cardinal de cl(x, y). On construit une bijection

cl(x, y) −→ H ∩ K

(x′, y′) 7−→ x−1x′ = y(y′)−1

(xt, t−1y)←− [ t
Ainsi |H||K| = |H × K| = r|H ∩ K| = |HK||H ∩ K|.

(2) F Supposons d’abord que HK est un sous-groupe de G et montrons que HK = KH.
Soit x ∈ HK, alors x−1 ∈ HK puisque HK est un sous-groupe de G. Donc il existe
(h, k) ∈ H × K tel que x−1 = hk. On en déduit que x = (hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH. Donc
HK ⊂ KH.
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Pour l’autre inclusion, on remarque que H et K sont contenus dans HK donc, puisque
le sous-groupe HK est stable par produit, KH ⊂ HK.

F Supposons que HK = KH et montrons que HK est un sous-groupe de G. Soient x1 et
x2 deux éléments de HK. Il existe donc (h1, k1, h2, k2) ∈ (H × K)2 tel que x1 = h1k1 et
x2 = h2k2.
On a x−1

1 = k−1
1 h−1

1 ∈ KH = HK.
De plus, k1h2 ∈ KH = HK donc il existe (h′, k′) ∈ H × K tel que k1h2 = h′k′, donc
x1x2 = h1k1h2k2 = h1h′k′k2 ∈ HK.
Donc HK est un sous-groupe de G.

(3) Supposons que H / G. D’après (2), on doit démontrer que HK = KH.
Soit x ∈ HK, il existe (h, k) ∈ H × K tel que x = hk. Puisque H / G, on sait que k−1hk ∈
H, donc k−1x ∈ H et donc x = k(k−1x) ∈ KH. Donc HK ⊂ KH. L’autre inclusion se
démontre de la même manière.
Si K / G, en échangeant les rôles de H et K on en déduit que KH est un sous-groupe de
G et d’après (2) HK = KH est donc un sous-groupe de G.

(4) Supposons que H / G et K / G. On sait d’après (3) que HK est un sous-groupe de G. Soit
x ∈ HK et soit g ∈ G. Il existe (h, k) ∈ H × K tel que x = hk. On a alors gxg−1 =
ghg−1gkg−1 ∈ HK car ghg−1 ∈ H et gkg−1 ∈ K. Donc HK / G. ✓

Le résultat qui suit est souvent utile dans les résultats de classification.

Théorème 1.34. (Caractérisation du produit direct)
Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes de G. Supposons que :

(1) G = HK,

(2) H ∩ K = {1},
(3) H / G et K / G.

Alors G est isomorphe au produit direct H × K.

Démonstration. Montrons que l’application m : H × K −→ G définie par m(x, y) = xy pour
tout (x, y) ∈ H × K est un isomorphisme de groupes.

On commence par remarquer que pour tout (h, k) ∈ H × K on a hk = kh. En effet,
hkh−1k−1 = (hkh−1)k−1 ∈ K car K / G et hkh−1k−1 = h(kh−1k−1) ∈ H car H / G, donc
hkh−1k−1 ∈ H ∩ K = {1} et donc hkh−1k−1 = 1.

Vérifions que m est un morphisme de groupes. Soient (h, k) et (h′, k′) deux éléments de
H × K. Alors en utilisant ce qui précède on a

m(h, k)m(h′, k′) = hkh′k′ = hh′kk′ = m(hh′, kk′).

L’application m est surjective par hypothèse (1).
Enfin, soit (h, k) ∈ Ker m. Alors hk = 1 donc h = k−1 ∈ H ∩ K et donc h = 1 et k−1 = 1 et

on en déduit que (h, k) = (1, 1). Donc Ker m = {(1, 1)} et donc m est injective. ✓
Voici des exemples d’application des résultats de ce paragraphe.

Exercice. Soit G un groupe fini contenant des sous-groupes normaux H et K tels que |G| =
|H||K| et pgcd(|H|, |K|) = 1. Montrer que G ∼= H × K. Voir travaux dirigés

Correction. Puisque pgcd(|H|, |K|) = 1, grâce au théorème de Lagrange l’ordre du sous-
groupe H ∩ K de H et de K divise |H| et |K| et on obtient |H ∩ K| = 1 donc H ∩ K = {1}.

On a alors |HK| = |H||K|
|H ∩ K| = |H||K| = |G| donc HK = G.

Enfin, H / G et K / G par hypothèse.
Donc G ∼= H × K. ✓
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Exercice. Montrer que si G un groupe abélien fini non trivial tel qu’il existe un nombre
premier p tel que xp = 1 pour tout x ∈ G, alors il existe n ∈ N∗ tel que |G| = pn et
G ∼= (Z/pZ)n (on pourra raisonner par récurrence sur |G|).

Remarque. Si p = 2, et si G est un groupe fini tel que x2 = 1 pour tout x ∈ G, alors G est
automatiquement abélien. Voir travaux dirigés

Correction. Remarquons que pour tout x ∈ G avec x 6= 1, on a o(x) = p et 〈x〉 ∼= Z/pZ.
Nous allons démontrer les deux points séparément.

â Montrons que l’ordre de G est une puissance de p, par récurrence sur |G|. Notons que G
n’est pas trivial donc |G| ⩾ 2.

F Initialisation. Si |G| = 2, on a p = 2 et |G| = 21.
F Hérédité : soit d ∈ N∗, d ⩾ 3 tel que |G| = d et tel que pour tout groupe fini abélien

non trivial H tel que |H| < d et xp = 1 pour tout x ∈ H, il existe n ∈ N∗ tel que
|H| = pn.
Soit x ∈ G avec x 6= 1. Alors 〈x〉 est normal dans G car G est abélien et la projection
canonique π : G → G/〈x〉 est un morphisme surjectif de groupes abéliens de noyau
〈x〉, donc |G| = |〈x〉||G/〈x〉|. Or |〈x〉| = p et |G/〈x〉| < |G| donc soit G/〈x〉 = {1}
soit, par hypothèse de récurrence, il existe n ∈ N∗ tel que |G/〈x〉| = pn. Dans les deux
cas, il existe n ∈ N tel que |G/〈x〉| = pn.
On en déduit finalement que |G| = pn+1 avec n + 1 ∈ N∗.

â Démontrons par récurrence sur n ∈ N∗ tel que |G| = pn que G ∼= (Z/pZ)n.

F Initialisation. Si n = 1, alors |G| = p premier et on sait que G ∼= Z/pZ.
F Hérédité. Soit n ∈ N∗ avec n ⩾ 2 tel que pour tout groupe abélien H d’ordre pn−1 tel

que |H| < n et xp = 1 pour tout x ∈ H, on a H ∼= (Z/pZ)n−1.
Soit x ∈ G avec x 6= 1. Soit L = 〈x〉 ∼= Z/pZ. Comme G est abélien, L / G.
Alors |G/L| = pn−1 donc par hypothèse de récurrence il existe un isomorphisme
α : G/L → (Z/pZ)n−1. Notons π : G → G/L la projection canonique. Pour tout
i entier avec 1 ⩽ i ⩽ n − 1, soit ei = (0̄, . . . , 0̄, 1̄, 0̄, . . . , 0̄) ∈ (Z/pZ)n−1 avec
1̄ en iième position. Alors

{
α−1(e1), . . . , α−1(en−1)

}
engendre G/L car α est un iso-

morphisme. Pour tout i, choisissons gi ∈ G tel que π(gi) = α−1(ei), on a donc
π(〈g1, . . . , gn−1〉) = 〈π(g1), . . . , π(gn−1)〉 = 〈α−1(e1), . . . , α−1(en−1)〉 = G/L.
Ainsi, comme π est surjectif, H = 〈g1, . . . , gn−1〉 est un sous-groupe de G d’ordre au
moins |π(H)| = |G/L| = pn−1. De plus, G est abélien et zp = 1 pour tout z ∈ G donc
H =

{
gu1

1 · · · gun−1 | 0 ⩽ ui ⩽ p− 1
}

, donc |H| ⩽ pn−1 donc |H| = pn−1.
Montrons que G ∼= H× L. Puisque G est abélien, les sous-groupes H et L sont normaux
dans G. De plus, x est d’ordre p donc |L| = p et donc |H||L| = pn−1 · p = pn = |G|.
Il reste donc à vérifier que H ∩ L = {1}. Soit y ∈ H ∩ L. Alors π(y) = 1. Puisque
y ∈ H on peut écrire y = gu1

1 · · · g
un−1
n−1 avec ui ∈ J0 ; p − 1K pour tout i. On a donc

0 = α(1) = α(π(y)) = ∑n−1
i=1 uiei = (u1, . . . , un−1), donc u i = 0 dans Z/pZ pour tout

i, donc p | ui pour tout i et donc ui = 0 pour tout i. On obtient y = 1. Donc H∩ L = {1}.
On en déduit que G ∼= H × K ∼= (Z/pZ)n−1 ×Z/pZ ∼= (Z/pZ)n.

â Remarque finale : cas p = 2. Soit G un groupe fini tel que pour tout x ∈ G on a x2 = 1.
Notons que pour tout x ∈ G on a donc x = x−1.
Soit (x, y) ∈ G2. Alors xyx−1y−1 = xyxy = (xy)2 = 1 donc xy = yx.
Donc G est abélien. ✓

Exercice. Soit G un groupe abélien d’ordre pq où p, q sont des nombres premiers distincts.
Montrer que G ∼= Cpq. Voir travaux dirigés

Correction. D’après le théorème de Lagrange, pour tout x ∈ G on a o(x) ∈ {1, p, q, pq}.
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â S’il existe un élément x ∈ G d’ordre pq, alors |〈x〉| = pq = |G| et 〈x〉 ⊂ G donc G = |x|
est cyclique d’ordre pq donc G ∼= Cpq.

â Supposons que G contienne deux éléments x et y de G tels que o(x) = p et o(y) = q.
Notons H = 〈x〉 et K = 〈y〉. On a H ∼= Cp et K ∼= Cq puisque p et q sont premiers.
Puisque G est abélien, H et K sont normaux dans G.
De plus, |G| = pq = |H||K| et pgcd(|H|, |K|) = pgcd(p, q) = 1 donc d’après un exercice
précédent, on a G ∼= H × K ∼= Cp × Cq.
Finalement, d’après le théorème chinois, G ∼= Cpq.
Notons que G contient donc aussi un élément d’ordre pq.
Autre méthode : on démontre directement que xy est un élément d’ordre pq. En effet,
G est abélien donc xy = yx et donc o(xy) = ppcm(o(x), o(y)) = ppcm(p, q) = pq
car p et q sont premiers entre eux. Donc G contient un élément d’ordre pq = |G|, donc
G = 〈xy〉 ∼= Cpq.

â Si nous ne sommes pas dans les cas précédents, alors soit xp = 1 pour tout x ∈ G, soit
xq = 1 pour tout x ∈ G. Mais alors, d’après l’exercice précédent, |G| est une puissance
d’un nombre premier (p ou q) et on a obtenu une contradiction.

Donc G ∼= Cpq. ✓

On conclut cette partie avec des applications du premier théorème d’isomorphisme, que
l’on rappelle ici car elles sont classiques.

Théorème 1.35. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe normal de G et soit K un sous-
groupe de G.

(1) (Deuxième théorème d’isomorphisme) Alors H∩K est un sous-groupe normal de K et
H est un sous-groupe normal de HK et les groupes K/H∩K et HK/H sont isomorphes.

(2) (Troisième théorème d’isomorphisme) On suppose de plus que K est normal dans
G et que H ⊂ K. Alors K/H est un sous-groupe normal de G/H et les groupes
(G/H)/(K/H) et G/K sont isomorphes.

Démonstration. Voir travaux dirigés

(1) Puisque H /G, on sait que HK est un sous-groupe de G et que H / HK. De plus, H∩K /K.
Donc les quotients sont bien des groupes. On considère le morphisme de groupes naturel
f : K ↪→ HK ↠ HK/H. Alors f est surjectif, car pour tout (h, k) ∈ H×K on a hk = k dans
HK/H (on a k−1hk ∈ H car H / K). De plus, il est facile de vérifier que Ker f = H ∩ K.
On conclut avec le premier théorème d’isomorphisme.

(2) Soit π : G → G/H la surjection canonique. Vérifions d’abord que les quotients sont bien
des groupes. On a H / G et K / G par hypothèse. On sait que H / K. Il reste à vérifier que
K/H est normal dans G/H. Or K / G donc π(K) / π(G) par la proposition 1.121.12 et donc
K/H / G/H.
Soit π′ : G/H → (G/H)/(K/H) la surjection canonique. Alors π′ ◦ π : G →
(G/H)/(K/H) est un morphisme de groupes surjectif. On vérifie facilement que
Ker(π′ ◦ π) = π−1(K/H) = K (théorème de correspondance) et on conclut avec le pre-
mier théorème d’isomorphisme. ✓
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VI. SUITES EXACTES

Définition 1.36. Soient G, H et K trois groupes. Soient i : H → G et p : G → K deux morphismes
de groupes. On dit que la suite de morphismes

1→ H i−→ G
p−→ K → 1

est une suite exacte de groupes si les conditions suivantes sont vérifées :

(i) i est injectif,

(ii) p est surjectif,

(iii) Im i = Ker p.

Remarque. Le groupe H est isomorphe à Im i et Im i = Ker p est nécessairement normal
dans G, donc H est isomorphe à un sous-groupe normal de G.

Exemples. (1) Soient G = C8 = 〈g〉, H = C2 = 〈a〉 avec a = g4 et K = C4 = 〈k〉. Soit
i : H → G l’inclusion (on a donc i(a) = g4) et p : G → K défini par p(g) = k.

Alors la suite 1→ H i−→ G
p−→ K → 1 est exacte.

En effet, il est clair que i est injectif et, puisque k engendre K, que p est surjectif. On a
également p ◦ i(a) = p(g4) = k4 = 1 donc Im i ⊂ Ker p (notons que Im i = 〈i(a)〉 = 〈g4〉).
Enfin, soit x ∈ Ker p. Il existe n ∈ Z tel que x = gn et on a 1 = p(x) = p(g)n = kn donc
n = 4m est multiple de 4 et donc x = g4m = i(a)m = i(am) ∈ Im i. Donc Ker p = Im i.

(2) Soient G1 et G2 deux groupes. Soit i : G1 → G1×G2 le morphisme défini par i(x) = (x, 1)
pour tout x ∈ G1 et soit p : G1 × G2 → G2 le morphisme défini par p(x1, x2) = x2 pour
tout (x1, x2) ∈ G1 × G2.

Alors la suite 1→ G1
i−→ G1 × G2

p−→ G2 → 1 est une suite exacte.
En effet, il est évident que i est injectif et p est surjectif, et que p ◦ i ≡ 1 donc Im i ⊂ Ker p.
Enfin, soit (x1, x2) ∈ Ker p, alors x2 = 1 donc (x1, x2) = (x1, 1) = i(x1) ∈ Im i donc
Ker p = Im i.

Proposition 1.37. Soit 1→ H i−→ G
p−→ K → 1 une suite exacte de groupes.

Alors H ∼= Im i et K ∼= G/ Im i. Donc si H est un sous-groupe de G et i est l’inclusion, on
a K ∼= G/H.

De plus, G est fini si, et seulement si, H et K sont finis et on a alors |G| = |H||K|.

Démonstration. En restreignant l’espace d’arrivée, i : H → Im i est un morphisme surjectif. Il
est injectif par hypothèse donc H ∼= Im i.

Ensuite, p est un morphisme surjectif, dont le noyau est Ker p = Im i donc d’après le
premier théorème d’isomorphisme, on a bien K ∼= G/ Im i. (Notons en particulier que Im i /
G.)

Si G est fini, alors H ∼= Im i et K sont finis (sous-groupe et quotient de G). Si H et K
sont finis, alors Im i ∼= H et G/ Im i ∼= K sont finis donc G est fini de cardinal |G| =
|Im i|[G : Im i] = |H||K| d’après le théorème de Lagrange. ✓

Exemple. On reprend la suite exacte 1→ G1 → G1 × G2 → G2 → 1 de l’exemple précédent.
Alors G2

∼= (G1 × G2)/(G1 × {1}).
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CHAPITRE 2.

Groupes finis abéliens

Dans ce chapitre on décrit les groupes finis abéliens, en montrant que tout groupe fini
abélien est isomorphe à un produit de groupes cycliques. L’outil essentiel pour montrer cela
sera le dual du groupe.

I. DUAL D’UN GROUPE

A. Généralités

On cherche à imiter la construction du dual pour un espace vectoriel (rappelons que si E
est un K-espace vectoriel, l’espace vectoriel dual de E est E∗ = L(E, K) ; voir l’annexe AA.II).
Ici, le groupe multiplicatif C∗ joue le rôle de l’espace vectoriel standard K de dimension 1.

Définition 2.1. Un caractère sur un groupe G est un morphisme de groupes χ : G → C∗.

On remarque que si le groupe G est fini d’ordre n, alors pour tout caractère χ : G → C∗,
on a χ(G) ⊂ µn = {z ∈ C∗ | zn = 1}.

Exemples. (1) Le caractère trivial 1 : G → C∗ défini par g 7→ 1 pour tout g ∈ G.

(2) Pour tout k ∈ Z, l’application µn → C∗ donnée par x 7→ xk (à valeurs dans µn) est un
caractère sur µn.

(3) La signature ε : Sn → C∗ (à valeurs dans {±1}) est un caractère sur le groupe symé-
trique Sn. C’est le seul caractère non trivial sur Sn (Voir travaux dirigés et chapitre 55).

Définition-Proposition 2.2. Soit G un groupe. Notons Ĝ l’ensemble des caractères sur G. L’ap-
plication

Ĝ× Ĝ −→ Ĝ
(χ, ψ) 7−→ χ · ψ : G → C∗,

g 7→ χ(g)ψ(g)

munit Ĝ d’une structure de groupe dont l’élément neutre est le caractère trivial 1 et tel que, pour
tout χ ∈ Ĝ et tout g ∈ G on a χ−1(g) = χ(g)−1. Le groupe Ĝ est abélien, et il est appelé le
groupe dual de G.

Démonstration. Exercice.
Puisque C∗ est un groupe (muni de la multiplication), on sait que l’ensemble F (G, C∗)

des applications de G dans C∗ est aussi un groupe, dont la loi est définie par :

∀(α, β) ∈ (F (G, C∗))2, αβ : G → C∗ : ∀g ∈ G, (αβ)(g) = α(g)β(g)

et donc l’élément neutre est l’application constante égale à 1, c’est-à-dire 1 et l’inverse de
α ∈ F (G, C∗) est donné par α−1 : g→ α(g)−1 pour tout g ∈ G. Ce groupe est abélien car C∗

est abélien.
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Montrons que Ĝ est un sous-groupe de F (G, C∗).
L’ensemble Ĝ n’est pas vide, car il contient 1.
Soit (χ, ψ) ∈ Ĝ2. Alors χ · ψ ∈ Ĝ. En effet, pour tout (g, h) ∈ G2, on a (χ · ψ)(gh) =

χ(gh)ψ(gh) = χ(g)χ(h)ψ(g)ψ(h) = χ(g)ψ(g)χ(h)ψ(h) = (χ · ψ)(g)(χ · ψ)(h) donc χ · ψ est
un morphisme de groupes (on a utilisé le fait que C∗ est abélien).

Soit maintenant χ ∈ Ĝ. Alors χ−1 est un morphisme de groupes. En effet, si (g, h) ∈ Ĝ2,
on a χ−1(gh) = (χ(gh))−1 = (χ(g)χ(h))−1 = χ(g)−1χ(h)−1 = χ−1(g)χ−1(h) car C∗ est
abélien. Donc χ−1 ∈ Ĝ. ✓

La preuve est laissée en exercice, ainsi que la vérification du résultat suivant.

Proposition 2.3. Si f : G → H est un morphisme de groupes, alors l’application

f̂ : Ĥ → Ĝ
χ 7→ χ ◦ f

est un morphisme de groupes.

Démonstration. Exercice. Voir travaux dirigés
Tout d’abord, pour tout χ ∈ Ĥ l’application χ ◦ f : G → C∗ est un morphisme de groupes,

donc un élément de Ĝ. Donc f̂ est bien définie.
Soit (χ, ψ) ∈ Ĥ2. Pour tout g ∈ G on a

f̂ (χψ)(g) = (χψ)( f (g)) = χ( f (g))ψ( f (g)) = ((χ ◦ f )(ψ ◦ f ))(g) = ( f̂ (χ) f̂ (ψ))(g)

donc f̂ (χψ) = f̂ (χ) f̂ (ψ). Donc f̂ est un morphisme de groupes. ✓

Corollaire 2.4. Si G et H sont des groupes, alors les groupes Ĝ× H et Ĝ × Ĥ sont iso-
morphes.

Démonstration. Considérons les morphismes de groupes

i : G → G× H, g 7→ (g, 1), j : H → G× H, h 7→ (1, h)

Ils induisent les morphismes ı̂ : Ĝ× H → Ĝ et ȷ̂ : Ĝ× H → Ĥ et on peut définir l’application

θ : Ĝ× H −→ Ĝ× Ĥ
χ 7−→ (̂ı(χ), ȷ̂(χ)) = (χ ◦ i, χ ◦ j)

qui est un morphisme de groupes car ı̂ et ȷ̂ sont des morphismes de groupes.
Enfin, notons p : G× H → G et q : G× H → H les projections naturelles (ce sont des mor-

phismes de groupes). On introduit l’application θ′ : Ĝ× Ĥ → Ĝ× H définie par θ′(φ, ψ) =
(φ ◦ p)(ψ ◦ q) (qui à (g, h) ∈ G× H associe φ(g)ψ(h)). Vérifions que θ′ est la bijection réci-
proque de θ :

â Soit (φ, ψ) ∈ Ĝ× Ĥ. Notons χ = θ′(φ, ψ). Alors θ ◦ θ′(φ, ψ) = (χ ◦ i, χ ◦ j).
Soit g ∈ G. On a χ ◦ i(g) = χ(g, 1) = φ(g)ψ(1) = φ(g) donc χ ◦ i = φ. De même,
χ ◦ j = ψ.
Finalement, θ ◦ θ′(φ, ψ) = (φ, ψ).

â Soit χ ∈ Ĝ× H. Alors θ′ ◦ θ(χ) = (χ ◦ i ◦ p)(χ ◦ j ◦ q).
Soit (g, h) ∈ G× H. On a χ ◦ i ◦ p(g, h) = χ(i(g)) = χ(g, 1) et de même χ ◦ j ◦ q(g, h) =
χ(1, h). On en déduit que

(θ′ ◦ θ(χ))(g, h) = ((χ ◦ i ◦ p)(χ ◦ j ◦ q))(g, h) = ((χ ◦ i ◦ p)(g, h))((χ ◦ j ◦ q)(g, h))
= χ(g, 1)χ(1, h) = χ((g, 1)(1, h)) = χ(g, h)

car χ est un morphisme de groupes et finalement θ′ ◦ θ(χ) = χ. ✓
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B. Exemple fondamental : le cas d’un groupe cyclique

Comme premier exemple, on détermine le groupe dual d’un groupe cyclique.

Proposition 2.5. Soit G = 〈g〉 un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout ω ∈ µn, il existe un
unique χω ∈ Ĝ tel que χω(g) = ω. L’application

µn −→ Ĝ
ω 7−→ χω

est un isomorphisme de groupes. En particulier un groupe cyclique est isomorphe à son
groupe dual.

Démonstration. D’après le théorème 1.301.30, pour tout ω ∈ µn, il existe un unique morphisme
de groupes χω : G → C∗ tel que χω(g) = ω.

Soit ψ : Ĝ → C∗ l’application définie par ψ(χ) = χ(g) pour tout χ ∈ Ĝ. Par définition de
la structure de groupe sur Ĝ, c’est un morphisme de groupes.

On remarque que gn = 1 donc χ(g)n = χ(g1) = χ(1) = 1 donc ψ est à valeurs dans µn et,
pour tout ω ∈ µn, le caractère χω est l’unique antécédent de ω par ψ.

Donc ψ : Ĝ → µn est un isomorphisme de groupes, dont la réciproque ψ−1 : µn → Ĝ est
donnée par ψ−1(ω) = χω.

Enfin, G est cyclique d’ordre n donc G ∼= Cn ∼= µn ∼= Ĝ. ✓

Corollaire 2.6. Si G est isomorphe à un produit direct fini de groupes cycliques, alors les
groupes G et Ĝ sont isomorphes.

Démonstration. Posons G = G1× · · · × Gn avec G1, . . . , Gn des groupes cycliques. Alors Ĝ ∼=
Ĝ1 × · · · × Ĝn ∼= G1 × · · · × Gn ∼= G puisque les Gi sont cycliques. ✓

C. Le théorème de prolongement

Théorème 2.7. Soit G un groupe abélien fini et soit H ⊂ G un sous-groupe. Il existe, pour
tout ψ ∈ Ĥ, un élément ψ̃ ∈ Ĝ tel que ψ̃|H = ψ.

H � � //

ψ   B
BB

BB
BB

B G

ψ̃~~}
}
}
}

C∗

Démonstration. Soit G un groupe abélien fini, soit H ⊂ G un sous-groupe de G et soit ψ ∈ Ĥ.
Considérons l’ensemble E des paires (K, χ) où K est un sous-groupe de G contenant H et

χ ∈ K̂ est un caractère tel que χ|H = ψ. L’ensemble E n’est pas vide puisque (H, ψ) est dans
E . On peut donc considérer le nombre entier

m = max{|K|, (K, χ) ∈ E} ∈ N∗.

Soit (K, χ) un élément de E tel que |K| = m. Montrons que K = G, ce qui donnera le résultat
recherché.

Par l’absurde, si K $ G, il existe g ∈ G \ K. Considérons le sous-groupe N = K〈g〉. On a
K $ N. Nous allons démontrer qu’il existe φ ∈ N̂ tel que φ|K = χ, on aura donc (N, φ) ∈ E ,
ce qui contredira la maximalité de |K|.

Les éléments de N sont de la forme xgk avec x ∈ K et k ∈ Z. Cette écriture n’est pas
unique.

31



On veut définir φ(xgk). On doit avoir φ(xgk) = φ(x)φ(gk) = χ(x)φ(g)k puisque φ doit
être un morphisme qui prolonge χ. Si de plus gk ∈ K, alors φ(g)k = φ(gk) = χ(gk).

L’ensemble
{

t ∈ Z | gt ∈ K
}

est un sous-groupe de Z, il existe donc un unique d ∈ N tel
que

{
t ∈ Z | gt ∈ K

}
= dZ. On doit avoir φ(g)d = χ(gd) d’après ce qui précède.

Soit donc ω ∈ C∗ tel que ωd = χ(gd) (si φ(g) existait, ω serait une valeur naturelle possible
pour φ(g)). Si t = dq ∈ dZ avec q ∈ Z, on a alors φ(gt) = φ(gd)q = (ωd)q = ωt.

Il est donc naturel de poser φ(xgk) = χ(x)ωk.
Vérifions que φ est bien défini. Si xgk = yg` avec y ∈ K et ` ∈ Z, alors g`−k = y−1x ∈ K

donc t := `− k ∈ dZ. On a donc

χ(y)ω` = χ(y)ωk+t = χ(y)χ(gt)ωk = χ(ygt)ωk = χ(yg`−k)ωk = χ(x)ωk.

Donc φ est bien définie.
On vérifie facilement que φ est un morphisme de groupes (G est abélien) et φ|K = χ par

construction, donc φ|H = ψ et finalement (N, φ) ∈ E avec |N| > |K| = m. On a obtenu une
contradiction.

Donc K = G et ψ̃ = χ convient. ✓

Corollaire 2.8. Si 1→ H i→ G
p→ K → 1 est une suite exacte de groupes finis abéliens, alors

la suite 1→ K̂
p̂→ Ĝ ı̂→ Ĥ → 1 est exacte.

Démonstration. Vérifions que p̂ est injectif. Soit χ ∈ K̂ tel que p̂(χ) = 1, c’est-à-dire que pour
tout g ∈ G on a χ ◦ p(g) = 1. Donc pour tout k ∈ Im p on a χ(k) = 1. Mais par hypothèse
Im p = K donc χ = 1. Donc Ker p̂ = {1} et p̂ est injectif.

Vérifions que ı̂ est surjectif. Soit φ ∈ Ĥ. (Moralement, on va prolonger φ à G mais il faut
passer par le sous-groupe Im(i) de G.) Soit j : H → Im i l’isomorphisme obtenu a partir de i en
restreignant le groupe d’arrivée. On a donc :

H
j
∼

//

φ
''OO

OOO
OOO

OOO
OO

i

((Im i �
� //

φ◦j−1

��

G

φ̃wwp p p p p p p

C∗

où φ̃ est obtenu grâce au théorème de prolongement, il vérifie donc φ̃| Im i = φ ◦ j−1, donc
φ = φ̃ ◦ i = ı̂(φ̃) ∈ Im ı̂. Donc ı̂ est surjectif.

Soit maintenant χ ∈ K̂. Alors ı̂ ◦ p̂(χ) = χ ◦ p ◦ i. Or pour tout h ∈ H on a p ◦ i(h) = 1
donc pour tout h ∈ H on a χ ◦ p ◦ i(h) = 1. On en déduit que ı̂ ◦ p̂(χ) = 1 et donc que
Im p̂ ⊂ Ker ı̂.

Enfin, soit ψ ∈ Ker ı̂, c’est-à-dire que ψ ◦ i = 1. Donc pour tout h ∈ H on a ψ(i(h)) = 1,
c’est-à-dire que Ker p = Im i ⊂ Ker ψ. On cherche χ ∈ K̂ tel que ψ = p̂(χ) = χ ◦ p. D’après
le premier théorème d’isomorphisme, p : G → K induit un isomorphisme α : G/ Ker p → K
tel que α ◦ π = p, où π : G → G/ Ker p est la projection canonique. Or Ker p ⊂ Ker ψ donc
d’après le théorème de factorisation, ψ induit un morphisme ψ : G/ Ker p = G/ Im i → C∗

tel que ψ ◦ π = ψ. On pose χ = ψ ◦ α−1. On a alors p̂(χ) = χ ◦ p = ψ ◦ α−1 ◦ p = ψ ◦ π = ψ
donc ψ ∈ Im p̂ et donc Ker ı̂ = Im p̂.

G
p

//
π

((QQ
QQQ

QQQ
Q

ψ

��:
::

::
::

::
::

::
::

: K

?

���
�
�
�
�
�
�
�

G/ Ker p

α
∼

66mmmmmmmmm

ψ
��

C∗ ✓
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Corollaire 2.9. On a |G| = |Ĝ| pour tout groupe fini abélien G.

Démonstration. D’après la proposition 2.52.5, le résultat est vrai pour les groupes cycliques.
Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur |G|.

â Initialisation. Si |G| ⩽ 3, alors G est cyclique (éventuellement trivial) donc Ĝ ∼= G et donc
|Ĝ| = |G|.

â Hérédité. Soit G un groupe abélien d’ordre n ⩾ 4. Supposons que pour tout groupe
abélien H d’ordre ⩽ n− 1 on a |H| = |Ĥ|.
Si G est simple alors G est cyclique d’après le corollaire 1.291.29 , donc |G| = |Ĝ|.
Supposons donc que G n’est pas simple, et soit H un sous-groupe propre (normal) de G.

Soit K = G/H. Alors on a une suite exacte 1→ H i−→ G π−→ K → 1 où i est l’inclusion et π
est la projection canonique. On en déduit une suite exacte 1→ K̂ → Ĝ → Ĥ → 1 d’après
le corollaire 2.82.8.
Les groupes H et K sont abéliens finis, avec |H| < n et |K| < n, donc l’hypothèse de
récurrence s’applique et on a |Ĥ| = |H| et |K̂| = |K|. En particulier, Ĥ et K̂ sont finis et
on a |Ĝ| = |Ĥ||K̂| = |H||K| = |G| d’après la proposition 1.371.37. ✓

Remarque. Le résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas G abélien. Par exemple |Ŝ3| =
2 < |S3|. Voir travaux dirigés

La signature ε : S3 → C∗ est un caractère non trivial, donc |Ŝ3| ⩾ 2.
Notons τ = (1 2) la transposition qui échange 1 et 2 et σ = (1 2 3) le 3-cycle. Alors

(2 3) = σ(1 2)σ−1 et (1 3) = σ−1(1 2)σ. De plus, σ = (1 3)(1 2) = σ−1(1 2)σ(1 2) et σ−1 =
(1 2)σ−1(1 2)σ.

Soit maintenant χ : Ŝ3 → C∗ un caractère. On remarque que χ((1 2))2 = χ((1 2)) =
χ(id) = 1 donc χ((1 2)) ∈ {±1}. De plus, puisque C∗ est abélien et χ est un morphisme
de groupes, χ((2 3)) = χ((12 )) = χ((1 3)) et χ(σ) = χ((1 2))2 = 1 et χ(σ−1) = 1. On en
déduit que χ est entièrement déterminé par χ((1 2)).

Si χ((1 2)) = 1, alors χ = 1.
Si χ((1 2)) = −1, alors χ((2 3)) = −1 = χ((1 3)) donc χ = ε.
Finalement, Ŝ3 = {1, ε}.
On remarquera plus tard que c’est vrai pour tout n ∈ N, n ⩾ 3 : on a

∣∣∣Ŝn

∣∣∣ = 2 et Ŝn = {1, ε}.

Théorème 2.10 (bidualité). Si G est un groupe fini abélien, le morphisme de groupes

G −→ ̂̂G
g 7−→ εg : Ĝ → C∗

ψ 7→ ψ(g)

est un isomorphisme.

Démonstration. Vérifions d’abord que εg est bien un élément de ̂̂G. Soit (ψ, φ) ∈ Ĝ2. Alors
εg(ψφ) = (ψφ)(g) = ψ(g)φ(g) = εg(ψ)εg(φ) par définition de la loi sur Ĝ. Donc εg est bien
un morphisme de groupes.

Notons f : G → ̂̂G l’application de l’énoncé.
Vérifions d’abord que f est un morphisme de groupes. Soit (g, h) ∈ G2. Alors f (gh) = εgh.

Soit ψ ∈ Ĝ. Alors

f (gh)(ψ) = εgh(ψ) = ψ(gh) = ψ(g)ψ(h) = εg(ψ)εh(ψ) = (εgεh)(ψ)

où la dernière égalité vient de la définition du produit dans ̂̂G. On en déduit que f (gh) =
εgεh = f (g) f (h).
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Montrons que f est un isomorphisme. Soit g ∈ Ker f , on a donc εg = 1, c’est-à-dire que
pour tout ψ ∈ Ĝ on a ψ(g) = εg(ψ) = 1. Supposons que g 6= 1. Alors le sous-groupe
H = 〈g〉 de G est cyclique et d’ordre d > 1 (puisque G est fini). Soit ω une racine dième de
l’unité avec ω 6= 1 (elle existe puisque d > 1). On sait qu’il existe un unique α ∈ Ĥ tel que
α(g) = ω d’après le théorème 1.301.30. D’après le théorème de prolongement, il existe ψ ∈ Ĝ
tel que ψ|H = α. En particulier, ψ(g) = α(g) = ω 6= 1 : on a obtenu une contradiction. Donc
g = 1 et donc Ker f = {1}.

Enfin, puisque G est abélien fini, on a |G| = |Ĝ|. De plus, Ĝ est abélien (toujours) et

fini d’après ce qui précède, donc | ̂̂G| = |Ĝ| = |G|. On en déduit finalement que f est un
isomorphisme. ✓

II. APPLICATION À LA CLASSIFICATION DES GROUPES FINIS ABÉLIENS

Définition 2.11. Soit G un groupe fini. L’exposant de G est le nombre entier défini par

exp(G) = ppcm{o(g), g ∈ G}

Exemples. exp(Cn) = n, exp(C2 × C2) = 2, exp(S3) = 6.

On peut vérifier que exp(Sn) = ppcm(1, 2, . . . , n).
Il est clair que pour tout k avec 1 ⩽ k ⩽ n, chaque k-cycle est d’ordre k donc exp(Sn) est un

multiple de ppcm(1, 2, . . . , n).
Soit maintenant σ un élément de Sn. On sait que σ peut s’écrire comme un produit de cycles dis-

joints γ1 · · · γr. Notons di la longueur de γi pour tout i. Puisque les γi sont disjoints, ils commutent
deux à deux, donc l’ordre de σ est ppcm(d1, . . . , dr). Or chacun des di est dans {1, 2, . . . , n}, donc
l’ordre de σ divise ppcm(1, 2, . . . , n). On en déduit finalement que exp(Sn) divise ppcm(1, 2, . . . , n)
et donc qu’on a bien l’égalité.

Lemme 2.12. Soit G un groupe fini abélien. Il existe g ∈ G tel que o(g) = exp(G).

Démonstration. Voir travaux dirigés
Soit G un groupe abélien fini, et notons exp(G) = pα1

1 · · · p
αr
r où p1, . . . , pr sont des nombres

premiers deux à deux distincts et α1, . . . , αr > 0 sont des nombres entiers. Soit i ∈ {1, . . . , r}.
Par définition de exp(G), il existe yi ∈ G tel que o(yi) = pαi

i qi où qi est un nombre entier
premier avec pi. D’après la proposition 1.231.23, l’élément xi = yqi

i est alors un élément d’ordre
pαi

i de G et l’élément x = x1 · · · xr est alors un élément d’ordre exp(G) de G. ✓

Remarque. Attention, le résultat est faux si on retire l’hypothèse que le groupe est abélien.
Par exemple, exp(S3) = 6 mais S3 ne contient aucun élément d’ordre 6.

Théorème 2.13. Un groupe fini abélien est isomorphe à un produit direct de groupes cy-
cliques.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur |G|.
â Si |G| ∈ {1, 2, 3}, le groupe est trivial ou cyclique, le résultat est donc vrai.

â Soit G un groupe abélien d’ordre > 3 et supposons le résultat montré pour tous les
groupes abéliens d’ordre < |G|. Soit g ∈ G un élément d’ordre m = exp(G) > 1. Soit ω

une racine primitive mième de l’unité et soit χ ∈ 〈̂g〉 l’unique caractère tel que χ(g) = ω.
Notons que l’image de χ est µm puisque χ est à valeurs dans µm et ω engendre µm ; de
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plus, |〈g〉| = |µm| donc χ induit un isomorphisme de 〈g〉 sur µm. En particulier, χ est
injectif.
Il existe, par le théorème 2.72.7, χ′ ∈ Ĝ qui prolonge χ. Puisque m = exp(G), on a χ′(G) ⊂
µm. Considérons alors le morphisme de groupes

Φ : G −→ µm × G/〈g〉
x 7−→ (χ′(x), π(x))

où π : G → G/〈g〉 est la surjection canonique. Le morphisme Φ est injectif : en effet, soit
x ∈ Ker Φ, alors π(x) = 1 donc x ∈ 〈g〉 et donc 1 = χ′(x) = χ(x) donc x = 1 puisque χ

est injectif. De plus, |µm||G/〈g〉| = |〈g〉| |G||〈g〉| = |G| donc Φ est un isomorphisme. L’hypo-
thèse de récurrence, appliquée au groupe G/〈g〉, permet de conclure que G est isomorphe
à un produit de groupes cycliques. ✓

Corollaire 2.14. Si G est un groupe abélien fini, alors les groupes G et Ĝ sont isomorphes.

Démonstration. On applique le théorème 2.132.13 et le corollaire 2.62.6. ✓

Remarque. Il n’y a pas d’isomorphisme canonique entre G et Ĝ.

Corollaire 2.15. Soit G un groupe fini abélien avec |G| = pα1
1 · · · p

αt
t , où p1, . . . , pt sont des

nombres premiers deux à deux distincts et α1, . . . , αt sont dans N∗. Il existe des sous-groupes
H1, . . . , Ht de G, d’ordres respectifs pα1

1 , . . . , pαt
t , tels que

G ' H1 × · · · × Ht

avec pour tout i ∈ {1, . . . , t}, Hi = {g ∈ G | o(g) est une puissance de pi}.

Démonstration. Puisque G est un groupe fini abélien, il existe des groupes cycliques K1, . . . , Ks
tels que G ∼= K1 × · · · × Ks. On applique le théorème chinois à chacun des Kj, qui se dé-
compose donc en produit de groupes cycliques dont les ordres sont des puissances de
nombres premiers distincts. De plus, chaque Kj est isomorphe à un sous-groupe de G, donc
les nombres premiers qui apparaissent dans sa décomposition sont dans {p1, . . . , pt}. On
peut donc écrire, pour tout j avec 1 ⩽ j ⩽ s, Kj = Lj,p1 × · · · × Lj,pt où Lj,pi est soit le groupe
trivial, soit un groupe cyclique dont l’ordre est une puissance de pi inférieure à pαi

i . On pose
alors H′i = L1,pi × · · · × Ls,pi et on obtient un isomorphisme φ : G ∼−→ H′1 × · · · × H′t. Pour

tout i on a
∣∣H′i ∣∣ = pβi

i avec 0 ⩽ βi ⩽ αi. De plus, |G| = ∏t
i=1
∣∣H′i ∣∣ = pβ1

1 · · · p
βt
t , donc pour

tout i on a βi = αi et donc
∣∣H′i ∣∣ = pαi

i .
Pour tout i ∈ J1 ; tK, soit Hi = φ−1({1}i−1 × H′i × {1}

t−i) ⊂ G. On a alors Hi
∼= H′i et

G ∼= H1 × · · · × Ht.
Il reste à vérifier que Hi = {g ∈ G | o(g) est une puissance de pi}. Puisque |Hi| = pαi

i , il
est clair que Hi ⊂ {g ∈ G | o(g) est une puissance de pi} d’après le théorème de Lagrange.
Réciproquement, soit g ∈ G tel que o(g) est une puissance de pi. Posons φ(g) = (h′1, . . . , h′t)
avec h′k ∈ H′k pour tout k ∈ J1 ; tK et posons hk = (1, . . . , 1, h′k, 1, . . . , 1) ∈ φ(Hk) avec h′k dans
la kième position pour tout k ∈ J1 ; tK. Alors φ(g) = h1 · · · ht. Les hk commutent et de plus
leurs ordres sont premiers entre eux deux à deux. Donc o(g) = o(φ(g)) = o(h1 · · · ht) =
∏t

k=1 o(hk). On en déduit que pour tout k 6= i on doit avoir hk = 1 donc φ(g) = hi ∈ φ(Hi)
et finalement g ∈ Hi puisque φ est un isomorphisme. On a donc bien l’égalité. ✓
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Théorème 2.16. Soit G un groupe fini abélien non trivial. Il existe un nombre entier r ∈ N∗

une suite (d1, . . . , dr) de nombres entiers supérieurs ou égaux à 2 tels que d1 | d2 | · · · | dr−1 |
dr et

G ' Cd1 × · · · × Cdr

Cette suite de nombres entiers détermine uniquement le groupe G à isomorphisme près, et
est appelée la suite des facteurs invariants de G.

Remarque. On a exp(G) = dr.
Notons que exp(G) = exp(Cd1 × · · · × Cdr). Le générateur de Cdr est d’ordre dr, donc dr |

exp(G). Soit maintenant x un élément quelconque de Cd1 × · · · ×Cdr . Posons x = (x1, . . . , xr)
avec xi ∈ Cdi pour tout i avec 1 ⩽ i ⩽ r et soit yi = (1, . . . , 1, xi, 1, . . . , 1). Alors x = y1 · · · yr
et les yi commutent donc o(x) = ppcm{o(yi) | 1 ⩽ i ⩽ r}. De plus, pour tout i on a o(xi) =
o(yi) | di | dr donc o(x) | dr et donc exp(G) | dr.

Théorème 2.162.16, démonstration de l’existence. Grâce au théorème précédent, on a un isomor-
phisme

G ∼=
t

∏
i=1

(
si

∏
ji=1

Lji,pi

)
avec p1, . . . , pt des nombres premiers deux à deux distincts et Lji,pi un groupe cyclique
d’ordre une puissance de pi. Quitte à réordonner les Lji,pi , on peut supposer que

∣∣L1,pi

∣∣ |∣∣L2,pi

∣∣ | · · · | ∣∣Lsi,pi

∣∣.
Soit Dr = Ls1,p1 × · · · × Lst,pt . Alors Dr est un groupe cyclique grâce au théorème chinois.

Notons dr = |Dr|, on a donc Dr ∼= Cdr .
Soit ensuite Dr−1 = Ls1−1,p1 × · · · × Lst−1,pt . De même, Dr−1

∼= Cdr−1 . De plus, par
construction on a dr−1 | dr.

On continue jusqu’à avoir épuisé tous les Lj,p et on obtient l’isomorphisme recherché. ✓

Remarque. La démonstration de l’existence dans le théorème 2.162.16 montre comment, étant
donnée une décomposition d’un groupe fini abélien G en produit de groupes cycliques dont
les ordres sont des puissances de nombres premiers, trouver les facteurs invariants de G.

Le passage de la décomposition en termes de facteurs invariants à la décomposition à la
décomposition du corollaire 2.152.15 se fait en décomposant chaque di en produit de facteurs
premiers et en appliquant le théorème chinois à Cdi .

Pour l’unicité (pas faite en cours – admise), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme. Soit G un groupe abélien fini. Soit (x, y) ∈ G2 tel que x et y soient d’ordre maximal dans
G. Alors il existe θ ∈ Aut(G) tel que θ(x) = y.

(Autrement dit, dans le vocabulaire du chapitre 44, le groupe Aut(G) opère transitivement sur
l’ensemble des éléments d’ordre maximal de G.)

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il y a bien des éléments d’ordre maximal dans G,
car G est abélien fini donc d’après le lemme 2.122.12 on a exp(G) = max{o(g) | g ∈ G}.
â Premier cas : supposons que |G| soit une puissance d’un nombre premier p. D’après le

théorème 2.132.13 et le théorème de Lagrange, on a un isomorphisme G ∼= ∏s
i=1 Li avec

Li cyclique d’ordre pai pour tout i. Quitte à réordonner les Li, on peut supposer que
a1 ⩽ a2 ⩽ . . . ⩽ as. Les éléments d’ordre maximal de G sont donc d’ordre pas . On note
k = |{i ∈ J1 ; sK | ai = as}|.
Soit x = (x1, . . . , xs) un élément d’ordre maximal dans G. Alors l’une des k dernières
composantes xi de x engendre Li (car o(x) = ppcm{o(xi) | 1 ⩽ i ⩽ s}). Soit α un généra-
teur fixé de Ls. Notons que l’unique morphisme de groupes Li → Ls qui envoie xi sur α
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donné par le théorème 1.301.30 est un isomorphisme (surjectif car α engendre Ls puis bijectif
car les cardinaux sont égaux).
Soit x0 = (1, 1, . . . , 1, α) ∈ G. Il suffit de démontrer qu’il existe un automorphisme θ de G
tel que θ(x0) = x (il en existe alors également un qui envoie x0 sur y et on compose).
Soit H = L1 × · · · × Li−1 × {1} × Li+1 × · · · × Ls et soit K = 〈x〉. Soit H′ = L1 × · · · ×
Ls−1 × {1} et soit K′ = {1}s−1 × Ls = 〈x0〉.
En utilisant l’isomorphisme Li

∼= Ls, on obtient un isomorphisme fH : H → H′ défini par
fH(z1, . . . , zi−1, 1, zi+1, . . . , α`) = (z1, . . . , zi−1, x`i , zi+1, . . . , zs−1, 1).
De plus, soit fK : K → K′ l’unique morphisme tel que fK(x) = x0 (théorème 1.301.30), puisque
x0 engendre K′ il est surjectif et |K| = |K′| donc fK est un isomorphisme.
De plus, on vérifie facilement que H′ ∩ K′ = {1} et que G = H′K′. Comme G est abélien,
tous ses sous-groupes sont normaux dans G et on a G ∼= H′ × K′. Cet isomorphisme est
donné par (z1, . . . , zs) 7→ ((z1, . . . , zs−1, 1), (1, . . . , 1, zs)).
On a également un isomorphisme H × K ∼= G, donné par (h, k) 7→ hk. En effet, c’est
bien un morphisme et puisque |H × K| = |G| il suffit de vérifier qu’il est injectif. Soit
donc (h, k) dans son noyau, on a donc h = k−1 ∈ H ∩ K. On peut donc écrire h =
(z1, . . . , zi−1, 1, zi+1, . . . , zs) = x` = (x`1, . . . , x`s) pour un ` ∈ Z. On a donc x`i = 1 mais
comme xi engendre Li, on en déduit que |Li| | `. Or

∣∣Lj
∣∣ | |Li| = |Ls| pour tout j, donc

x` = 1 et finalement h = 1 et k = h−1 = 1.
Enfin, en composant ces isomorphismes, on obtient un automorphisme θ de G :

θ : G ∼= H′ × K′
( f−1

H , f−1
K )

−−−−−→ H′ × K′ ∼= G

tel que x0 7→ (1, x0) 7→ (1, x) 7→ x.

â Cas général. Posons |G| = pα1
1 · · · p

αr
r où les pi sont des nombres premiers distincts et les

αi sont dans N∗. On sait qu’il existe des groupes K1, . . . , Kr tels que |Ki| = pαi
i pour tout i

et tels qu’on ait un isomorphisme φ : G ∼−→ K1 × · · · × Kr.
Soient x et y des éléments d’ordre maximal dans G, alors φ(x) = (x1, . . . , xr) et φ(y) =
(y1, . . . , yr) sont des éléments d’ordre maximal dans K1 × · · · × Kr, avec (xi, yi) ∈ K2

i
pour tout i. Alors, pour tout i, les éléments xi et yi sont d’ordre maximal dans Ki. Grâce
au premier cas, il existe un automorphisme θi ∈ Aut(Ki) tel que θi(xi) = yi pour tout
i. On obtient alors un automorphisme θ ∈ Aut(K1 × · · · × Kr) en posant θ(z1, . . . , zr) =
(θ1(z1), . . . , θr(zr)) et cet automorphisme vérifie θ(φ(x)) = φ(y). Finalement, φ−1 ◦ θ ◦
φ ∈ Aut(G) convient. ✓

Théorème 2.162.16, démonstration de l’unicité. Il faut maintenant démontrer l’unicité des « facteurs
invariants ». Supposons que G ∼= Cd1 × · · · × Cdr et G ∼= Cu1 × · · · × Cus avec r, n, d1, . . . , dr
et u1, . . . , us dans N∗, d1 | · · · | dr et u1 | · · · | us. Notons a = exp(G). La remarque suivant
l’énoncé du théorème montre que dr = a = us.

On raisonne par récurrence sur r.

â Si r = 1, alors Cd1 = Ca ∼= G ∼= Cu1 × · · · × Cus = Cu1 × · · · × Cus−1 × Ca.
En comparant les cardinaux des deux groupes, on en déduit que Cu1 × · · · × Cus−1 est
trivial, c’est-à-dire que s = 1 = r et u1 = a = d1.

â Soit r > 1 un nombre entier tel que le résultat soit vrai au rang r− 1. Grâce aux remarques
précédentes, on a un isomorphisme

φ : D := Cd1 × · · · × Cdr−1 × Ca ∼= G ∼= Cu1 × · · · × Cus−1 × Ca =: U.

Soit α un générateur de Ca. Soit g1 = (1, . . . , 1, α) ∈ D et soit g2 = (1, . . . , 1, α) ∈ U. Ce
sont des éléments d’ordre maximal a dans leurs groupes respectifs. D’après le lemme, il
existe θ ∈ Aut(U) tel que θ(φ(g1)) = g2. On a donc un isomorphisme θ ◦ φ : D → U
tel que θ ◦ φ(g1) = g2. On considère les surjections canoniques πD : D → D/〈g1〉 et
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πU : U → U/〈g2〉. Alors Ker(πU ◦ θ ◦ φ) = 〈g1〉 et par le théorème de factorisation on a
un morphisme ψ : D/〈g1〉 → U/〈g2〉 :

D
θ◦φ

∼
//

πD
��

V
πU
��

D/〈g1〉 ψ
// U/〈g2〉,

qui est un isomorphisme (exercice).
Or D/〈g1〉 ∼= Cd1 × · · · × Cdr−1 . En effet, le morphisme D → Cd1 × · · · × Cdr−1 de projec-
tion sur les r− 1 premières composantes est surjectif et son noyau est {1}r−1× Ca = 〈g1〉
et on peut appliquer le premier théorème d’isomorphisme. De même, U/〈g2〉 ∼= Cu1 ×
· · · × Cus−1 .
On a donc obtenu un isomorphisme Cd1 × · · · × Cdr−1

∼= Cu1 × · · · × Cus−1 où il y a r −
1 facteurs cycliques à gauche. On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence, qui
donne r − 1 = s − 1 et di = ui pour tout i avec 1 ⩽ i ⩽ r − 1. Finalement, r = s et
puisqu’on a déjà dr = ur = a, on a démontré l’unicité. ✓

Exemples. (1) On peut donner, à isomorphisme près, tous les groupes abéliens d’ordre 36.
En effet, 36 = 22 · 32 donc les possibilités pour décomposer le groupe comme dans le
corollaire 2.152.15 sont

C2 × C2 × C3 × C3 C4 × C3 × C3

C2 × C2 × C9 C4 × C9.

En appliquant la méthode de la démonstration du théorème 2.162.16, on peut trouver la
décomposition en termes de facteurs invariants :

C6 × C6 C3 × C12

C2 × C18 C36

et on voit bien que ces groupes sont isomorphes aux précédents grâce au théorème chi-
nois.

(2) On peut déterminer de même tous les groupes abéliens d’ordre inférieur ou égal à 16 par
exemple. On trouve :

Ordre Groupes Ordre Groupes

1 C1 (groupe trivial) 9 C3 × C3 et C9

2 C2 10 C2 × C5
∼= C10

3 C3 11 C11

4 C2 × C2 et C4 12 C2 × C2 × C3
∼= C2 × C6 et C4 × C3

∼= C12

5 C5 13 C13

6 C2 × C3
∼= C6 14 C2 × C7

∼= C14

7 C7 15 C3 × C5
∼= C15

8 C2 × C2 × C2 et C2 × C4 et C8 16 C2 × C2 × C2 × C2 et C2 × C2 × C4

et C2 × C8 et C4 × C4 et C16
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CHAPITRE 3.

Produit semi-direct de groupes

On étudie dans ce chapitre une construction qui permet de construire de nouveaux groupes
à partir d’anciens : le produit semi-direct. C’est une généralisation du produit direct.

I. CONSTRUCTION DU PRODUIT SEMI-DIRECT

Définition 3.1. Soient G et N deux groupes. Une opération de G sur N par automorphismes
est la donnée d’un morphisme de groupes φ : G −→ Aut(N).

Exemple. Soit N un groupe abélien et soit θ l’automorphisme de N défini par θ(x) = x−1

pour tout x ∈ N. Alors il existe un unique morphisme de groupes φ : C2 −→ Aut(N) qui
envoie le générateur g de C2 sur θ d’après le théorème 1.301.30.

Exemple. Soit G un groupe et soit N un sous-groupe normal de G. Pour tout g ∈ G, l’appli-
cation N → G qui envoie x sur gxg−1 est à valeurs dans N, donc induit un endomorphisme
φg de N, qui est un automorphisme (de réciproque φg−1). On obtient alors une application
φ : G → Aut(N) qui associe φg à g pour tout g ∈ G. C’est un morphisme de groupes et on
dit que G opère sur N par conjugaison.

Définition-Proposition 3.2. Soient G et N deux groupes et soit φ : G −→ Aut(N) une opéra-
tion de G sur N par automorphismes. On peut alors munir l’ensemble N × G d’une structure de
groupe pour la loi :

(x, g) · (y, h) = (xφ(g)(y), gh), pour tout (x, g, y, h) ∈ (N × G)2.

L’élement neutre est (1N, 1G) et l’inverse d’un élément (x, g) est (φ(g−1)(x−1), g−1). Le groupe
obtenu, noté N oφ G (ou plus simplement N o G), est appelé le produit semi-direct de N par G
relativement à φ.

Démonstration. L’ensemble N × G n’est pas vide et l’expression de l’énoncé définit bien une
loi sur N × G.

Cette loi est associative. En effet, soit (x, g, y, h, z, k) ∈ (N × G)3, alors

((x, g)(y, h))(z, k) = (xφ(g)(y), gh)(z, k) = (xφ(g)(y)φ(gh)(z), ghk)
= (x, φ(g)(y)(φ(g) ◦ φ(h))(z), ghk) (φ morphisme)
= (xφ(g)(yφ(h)(z)), ghk) (φ(g) morphisme)
= (x, g)(yφ(h)(z), hk)
= (x, g)((y, h)(z, k)).

Pour tout (x, g) ∈ N × G on a (x, g)(1N, 1G) = (xφ(g)(1N), g1G) = (x1N, g) = (x, g) car
φ(g) est un morphisme de groupes, et (1N, 1G)(x, g) = (1N φ(1G)(x), 1Gg) = (idN(x), g) =
(x, g) car φ est un morphisme de groupes, donc (1N, 1G) est bien un élément neutre pour la
loi.
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Soit (x, g) ∈ N × G. Alors

(x, g)(φ(g−1)(x−1), g−1) = (xφ(g)(φ(g−1)(x−1)), gg−1) =

= (x (φ(g) ◦ φ(g−1)(x−1)), 1G)

= (x(φ(gg−1)(x−1)), 1G) (φ morphisme)

= (xφ(1G)(x−1), 1G)

= (x idN(x−1), 1G) (φ morphisme)

= (xx−1, 1G) = (1N, 1G)

et (φ(g−1)(x−1), g−1)(x, g) = (φ(g−1)(x−1)φ(g−1)(x), g−1g)

= (φ(g−1)(x−1x), 1G) (φ(g−1) morphisme)

= (φ(g−1)(1N), 1G)

= (1N, 1G) (φ(g−1) morphisme)

donc (φ(g−1)(x−1), g−1) est bien l’inverse de (x, g). ✓

Remarque. Si le morphisme φ est trivial, alors le produit semi-direct associé est le produit
direct.

Exemple. Soit N un groupe abélien, soit θ l’unique automorphisme de N défini par θ(x) =
x−1 pour tout x ∈ N et soit φ : C2 −→ Aut(N) l’unique morphisme de groupes qui envoie
le générateur g de C2 sur θ. Le groupe N oφ C2 est noté Di(N) et s’appelle le groupe diédral
généralisé. Lorsque N = Cn, le groupe Di(Cn) est isomorphe au groupe diédral Dn.

En effet, soit f : Dn → Di(Cn) l’application définie par f (rpsk) = (up, gk) où Cn = 〈u〉,
p ∈ Z et k ∈ Z. Vérifions d’abord que f est bien définie. Si rpsk = rqs` avec (p, k, q, `) ∈ Z4,
alors rp−q = s`−k ∈ 〈r〉 ∩ 〈s〉 = {1} donc n divise p− q et `− k est pair. Posons q = p + na
et ` = k + 2b avec (a, b) ∈ Z2. On a alors (uq, g`) = (up(un)a, gk(g`)b) = (up, gk) car u est
d’ordre n et g est d’ordre 2.

Vérifions que f est un morphisme de groupes. Soit (rpsk, rqs`) ∈ D2
n avec (p, k, q, `) ∈ Z4.

â Si k ≡ 0 (mod 2), alors f (rpskrqs`) = f (rp+qs`) = (up+q, g`) et f (rpsk) f (rqs`) =
(up, 1)(uq, s`) = (up φ(1)(uq), s`) = (upuq, s`) = f (rpskrqs`).

â Si k ≡ 1 (mod 2), alors f (rpskrqs`) = f (rprn−qs`+1) = (up−q, g`+1) et f (rpsk) f (rqs`) =
(up, g)(uq, g`) = (upθ(uq), s`+1) = (upu−q, s`+1) = f (rpskrqs`).

Soit maintenant rpsk ∈ Ker f . Alors up = 1 et gk = 1 donc n | p et 2 | k. Or rn = 1 et s2 = 1
donc rpsk = 1. Donc f est injectif.

Enfin, |Di(Cn)| = |Cn × C2| = 2n = |Dn| donc f est un isomorphisme.

Le produit semi-direct permet de construire très facilement des groupes non abéliens :

Proposition 3.3. Soient G et N deux groupes non triviaux et soit φ : G −→ Aut(N) une
opération non triviale de G sur N par automorphismes. Alors le groupe N oφ G n’est pas
abélien.

Démonstration. Par hypothèse, il existe g ∈ G tel que φ(g) 6= idN, donc il existe y ∈ N tel
que φ(g)(y) 6= y. On a alors, dans N oφ G,

(1, g)(y, 1) = (1φ(g)(y), g) = (φ(g)(y), g)
et (y, 1)(1, g) = (yφ(1)(1), g) = (y, g) 6= (φ(g)(y), g)

donc N oφ G n’est pas abélien. ✓
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Exemple. Soit N un groupe abélien. S’il existe x ∈ N tel que x2 6= 1 alors le groupe Di(N)
n’est pas abélien. En effet, il existe un automorphisme θ ∈ Aut(N) d’ordre 2, car θ : t 7→ t−1 ne
fixe pas x et est donc différent de idN et par conséquent une opération par automorphismes de C2 sur
N qui n’est pas triviale.

Pour construire d’autres exemples, il est important de connaitre les automorphismes d’un
groupe. Le résultat suivant est très utile.

Proposition 3.4. Soit G = 〈g〉 un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout k ∈ J1 ; nK tel que
pgcd(k, n) = 1, il existe un unique automorphisme θ de G tel que θ(g) = gk. Tout automor-
phisme de G est de cette forme.

Démonstration. Par hypothèse, G est cyclique engendré par g et (gk)n = (gn)k = 1, donc il
existe un unique morphisme de groupes θ : G → G tel que θ(g) = gk.

Puisque pgcd(k, n) = 1, l’élément gk de G engendre G, donc θ est surjectif.
Enfin, G est fini, donc θ est un automorphisme de G.
Si η est un autre automorphisme de G, on aura η(g) = gq pour un q entier tel que 0 ⩽ q ⩽

n− 1. De plus, η est surjectif, donc gq engendre G et donc pgcd(q, n) = 1. Donc η est bien
de la même forme que θ. ✓

Remarque. On a un isomorphisme entre Aut(Cn) et le groupe ((Z/nZ)×, ·) des éléments
inversibles de l’anneau Z/nZ (ou des générateurs du groupe (Z/nZ,+)). Il est donné par
f : (Z/nZ)× → Aut(Cn) : f (ā)(g) = ga (il faut vérifier que f est bien définie et que c’est un
morphisme, la proposition montre que c’est une bijection).

En particulier, si p est un nombre premier, Aut(Cp) est cyclique d’ordre p− 1.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour n ∈ N∗ on a n = ∑d|n φ(d). Cette identité
découle de la proposition 1.261.26 (le groupe cyclique Cn est la réunion disjointe des ensembles
d’éléments d’ordre d, pour d | n, et le nombre d’éléments d’ordre d, qui sont tous des géné-
rateurs de l’unique sous-groupe d’ordre d de Cn, est φ(d) = |{k | pgcd(k, d) = 1}|).

Soit maintenant G = (Z/pZ)×. On a |G| = p− 1. Pour tout d | (p− 1), posons G[d] ={
g ∈ G | gd = 1

}
.

Si x est un élément d’ordre d de G, alors G[d] = 〈x〉. En effet, on a 〈x〉 ⊂ G[d] d’après
le théorème de Lagrange. De plus, les éléments de G[d] sont les racines dans Z/pZ du po-
lynôme Xd − 1 ∈ (Z/pZ)[X], qui a donc au moins d = |〈x〉| racines. Mais il a au plus
d = deg(Xd− 1) racines car Z/pZ est un anneau intègre, donc

∣∣∣G[d]
∣∣∣ = d et donc G[d] = 〈x〉.

Soit d un diviseur de p− 1. S’il y a un élément d’ordre d, alors les éléments d’ordre d sont
dans G[d] = 〈x〉 et sont les générateurs de 〈x〉, il y en a donc φ(d). Donc pour tout diviseur
d de p− 1, le nombre nd d’éléments d’ordre d de G est 0 ou φ(d).

Le groupe G est la réunion de ses éléments d’ordre d pour d | (p− 1). On a donc

p− 1 = |G| = ∑
d|(p−1)

nd

⩽ ∑
d|(p−1)

φ(d)

= p− 1

donc on doit avoir nd = φ(d) pour tout d | (p− 1).
En particulier, pour d = p − 1, on obtient np−1 = φ(p − 1) et il existe donc un élément

d’ordre p− 1 = |G| dans G, le groupe G est donc cyclique d’ordre p− 1.

Autre démonstration. Notons G = (Z/pZ)×. On sait que |G| = φ(p) = p− 1.
Soient d’abord q un nombre premier et α ∈ N∗ tels que qα | (p − 1). Montrons qu’il

existe un élément d’ordre qα dans G. Pour tout x ∈ G, posons yx = xp−1/qα . D’après le petit
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théorème de Fermat, on a yqα

x = xp−1 = 1 dans G donc o(yx) = qβx avec 1 ⩽ βx ⩽ α. Notons
r = max{βx | x ∈ G} et montrons que r = α. Pour tout x ∈ G on a yqr

x = 1 c’est-à-dire que
xp−1/qα−r

= 1, donc x est une racine du polynôme Xp−1/qα−r − 1, qui a donc au moins p − 1
racines distinctes, donc son degré est au moins p− 1 et donc α− r = 0. Donc il existe x ∈ G
dont l’ordre est qα.

Posons maintenant p− 1 = qα1
1 · · · q

αs
s avec q1, . . . , qs des nombres premiers deux à deux

distincts et α1, . . . , αs dans N∗. Pour tout i il existe un élément xi de G d’ordre qαi
i . Posons

x = x1 · · · xs. Puisque G est abélien et les ordres des xi sont premiers entre eux, o(x) =
ppcm(o(xi) | 1 ⩽ i ⩽ s) = ∏s

i=1 o(xi) = ∏s
i=1 qαi

i = p− 1, donc G est cyclique d’ordre p− 1
(engendré par x). ✓

Exemple. Il existe un groupe non abélien d’ordre 21 (on pourra démontrer, avec les outils
que nous verrons plus loin, que si G est un groupe d’ordre impair qui n’est pas abélien, alors
|G| ⩾ 21 – voir page 5454).

En effet, soit θ l’unique automorphisme de C7 = 〈u〉 qui envoie u sur u2 (il existe bien
puisque pgcd(2, 7) = 1). On vérifie que θ3 = θ ◦ θ ◦ θ = idC7 (pour cela il suffit de vérifier
que θ3(u) = u). On en déduit qu’il existe un unique morphisme de groupes φ : C3 = 〈g〉 →
Aut(C7) tel que φ(g) = θ. Puisque l’opération φ n’est pas triviale, le groupe C7 oφ C3 n’est
pas abélien, et il est d’ordre 7 · 3 = 21.

Il est possible que les produits semi-directs associés à des opérations différentes soient
isomorphes. On n’a pas de résultat qui décrit les isomorphismes entre produits semi-directs
en toute généralité, mais on a les résultats partiels suivants.

Exercices. Voir travaux dirigés

(1) Soient φ, ψ : G −→ Aut(N) des opérations de G sur N par automorphismes. On suppose
qu’il existe α ∈ Aut(G) tel que ψ ◦ α = φ. Montrer que les produits semi-directs N oφ G
et N oψ G sont isomorphes.
L’isomorphisme est donné par N oφ G → N oψ G : (x, g) 7→ (x, α(g)).

(2) Soient φ, ψ : G −→ Aut(N) des opérations de G sur N par automorphismes. On suppose
qu’il existe β ∈ Aut(N) tel que

∀g ∈ G, φ(g) = β ◦ ψ(g) ◦ β−1

Montrer que les produits semi-directs N oφ G et N oψ G sont isomorphes.
L’isomorphisme est donné par N oφ G → N oψ G : (x, g) 7→ (β−1(x), g).

II. CARACTÉRISATION DU PRODUIT SEMI-DIRECT

Le résultat suivant est très utile pour obtenir des résultats de classification.

Théorème 3.5 (Caractérisation du produit semi-direct). Soit G un groupe et N et H deux
sous-groupes. On suppose :

(1) G = NH.

(2) N ∩ H = {1}.
(3) N / G.

Alors G est isomorphe à un produit semi-direct N o H.

Démonstration. On considère l’application m : N × H −→ G, (x, h) 7−→ xh, qui est surjective
par hypothèse (puisque G = NH). On a N / G, donc G opère sur N par conjugaison, et en
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restreignant cette opération à H, on obtient un morphisme de groupes

φ : H −→ Aut(N)

h 7−→ (x 7→ hxh−1)

et on peut donc munir N × H de la structure de produit semi-direct N oφ H.
Montrons alors que m : Noφ H −→ G est un morphisme de groupes. On a m((x, h)(y, k)) =

m(xhyh−1, hk) = xhyk = m(x, h)m(y, k). De plus, si m(x, h) = 1 alors xh = 1 donc x = h−1 ∈
N ∩ H, ce qui implique que x = 1 et h = 1 puisque N ∩ H = {1}. Ainsi m est un isomor-
phisme. ✓

Remarque. Si on ajoute l’hypothèse H / G, alors on obtient le produit direct N × H.

Remarque. Soit G = N oφ H, on considère N′ = N o {1} = N × {1} ⊂ G et H′ = {1}o
H = {1} × H ⊂ G. Alors N′ et H′ sont des sous-groupes de G, avec N′ / G (Voir travaux
dirigés), et il est clair que N′ ∩ H′ = {(1, 1)} et que G = N′H′ (car (x, h) = (x, 1)(1, h)
pour tout (x, h) ∈ N × H). Ainsi, les propriétés (1) − (3) sont vérifiées pour N′ et H′. On
a alors G ∼= N′ oφ′ H′ avec φ′((1, h))((x, 1)) = (1, h)(x, 1)(1, h)−1 = (φ(h)(x), h)(1, h−1) =

(φ(h)(x)φ(h)(1), hh−1) = (φ(h)(x), 1).
Notons que i : N → N′ et j : H → H′ définis par i(x) = (x, 1) et j(h) = (1, h) sont

des isomorphismes, que i induit un isomorphisme c : Aut(N) → Aut(N′) défini pour tout
α ∈ Aut(N) par c(α) = i ◦ α ◦ i−1. On a alors φ′(j(h)) = i ◦ φ(h) ◦ i−1 = c(φ(h)) pour tout
h ∈ H donc φ′ correspond à φ via ces isomorphismes :

H
φ

//

j ∼
��

Aut(N)

c∼
��

H′
φ′

// Aut(N′).

Voici un exemple d’application du produit semi-direct.

Théorème 3.6. Soit G un groupe d’ordre 2p, où p ⩾ 3 est un nombre premier impair. Alors
G ∼= C2p ou G ∼= Dp.

Démonstration. Par le théorème de Lagrange, les ordres des éléments de G sont dans
{1, 2, p, 2p}. Démontrons qu’il existe nécessairement un élément g d’ordre 2 et un élément u
d’ordre p dans G.

â S’il existe un élément t ∈ G d’ordre 2p, alors u = t2 est d’ordre p et g = tp est d’ordre 2.

â Si tous les éléments de G \ {1} sont d’ordre 2, on sait que G est abélien et d’ordre une
puissance de 2 (exercice vers la fin du chapitre 11) ; on a donc une contradiction. Il y a
donc au moins un élément u d’ordre p dans G.

â Soit N = 〈u〉. Alors |N| = o(u) = p donc [G : N] = 2 et donc N / G. Soit π : G → G/N la
surjection canonique. Le groupe N/G est isomorphe au groupe cyclique C2, notons a un
générateur de N/G. Puisque π est surjectif, il existe x ∈ G tel que π(x) = a. Supposons
que x soit d’ordre p, alors on aurait 1 = π(1) = π(xp) = π(x)p = ap = a car p est impair
et a est d’ordre 2, et on aurait une contradiction. Donc x est d’ordre 2 ou 2p et finalement
x ou xp est d’ordre 2. Il existe donc également un élément g d’ordre 2 dans G. Posons
H = 〈g〉 ∼= C2.

On a vu que N / G. De plus, |N ∩ H| divise les ordres 2 et p de H et N, donc |N ∩ H| = 1
et N ∩ H = {1}. Enfin, |NH| = |N||H|

|N∩H| = 2p = |G| donc NH = G.
On en déduit que G ∼= N oφ H pour un morphisme φ : H → Aut(N). Puisque H ∼= C2, il

y a deux possibilités :
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â φ est trivial, alors G ∼= N × H ∼= Cp × C2
∼= C2p par le théorème chinois ;

â φ n’est pas trivial. Alors θ = φ(g) est un élément d’ordre 2, qui d’après la proposition
3.43.4 est donné par θ(u) = uk pour un k entier tel que 2 ⩽ k ⩽ p− 1. L’automorphisme θ

est d’ordre 2 si, et seulement si, θ2(u) = u c’est-à-dire uk2
= u soit uk2−1 = 1. On cherche

donc les k ∈ J2 ; p− 1K tels que p | (k2 − 1) = (k− 1)(k + 1). Puisque p est premier et ne
divise pas k− 1 (qui est entre 1 et p− 2), par le lemme d’Euclide (ou le lemme de Gauss)
il divise k + 1 donc k = p− 1. On en déduit que θ(u) = up−1 = u−1 et grâce à un exemple
page 4040 que G ∼= N oφ H ∼= Di(Cp) ∼= Dp. ✓

Remarque. L’existence d’éléments d’ordres 2 et p peut se démontrer à l’aide des théorèmes
de Sylow du prochain chapitre.

Mais sans les théorèmes de Sylow, on peut démontrer que tout groupe d’ordre pair contient
un élément d’ordre 2. Voir travaux dirigés (exercice complémentaire)

En effet, soit G un groupe d’ordre pair. SoitR la relation définie sur G par :

∀(x, y) ∈ G2, (xRy ⇐⇒ y ∈
{

x, x−1
}
).

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence. Pour tout x ∈ G, notons C(x) la
classe d’équivalence de x.

Il est clair que C(1) = {1}. De plus, pour tout x ∈ G on a |C(x)| ∈ {1, 2} et |C(x)| = 1 si,
et seulement si, x2 = 1. Si on suppose que G ne contient pas d’élément d’ordre 2, alors pour
tout x ∈ G \ {1} on a |C(x)| = 2. Si le nombre de classes d’équivalence distinctes pourR est
k et si on note {g1 = 1, g2, . . . , gk} un système de représentants de ces classes d’équivalence,
alors G = ⨿k

j=1 C(gj) (union disjointe) et |G| = |C(1)|+ ∑k
j=2
∣∣C(gj)

∣∣ = 1 + 2(k− 1) est à la
fois pair et impair, on a une contradiction. Donc G contient un élément d’ordre 2.
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CHAPITRE 4.

Groupes opérant sur un ensemble.
Applications.

Ce chapitre est consacré à la notion de groupe opérant sur un ensemble. C’est un concept
extrêmement utile pour obtenir des informations sur les groupes. Les applications que nous
avons en vue sont les théorèmes de Sylow (qui permettent par exemple de démontrer que
de nombreux groupes ne sont pas simples).

I. DÉFINITIONS ET EXEMPLES

Définition 4.1. Soient G un groupe et E un ensemble non vide. Une opération (ou action) à
gauche de G sur E est la donnée d’une application

G× E −→ E
(g, x) 7−→ g.x

telle que

(1) ∀(g1, g2) ∈ G2, ∀x ∈ E, on a (g1g2).x = g1.(g2.x).

(2) ∀x ∈ E, on a 1.x = x.

Exemple. Soit E un ensemble et soit SE le groupe des bijections de E dans lui-même. Alors
SE opère sur E :

SE × E −→ E
(σ, x) 7−→ σ(x).

On peut reformuler la notion d’opération de groupe sur un ensemble en termes de mor-
phismes de groupes. Cette reformulation est souvent utile pour construire des sous-groupes
normaux, et donc montrer qu’un groupe n’est pas simple.

Proposition 4.2. Soit G un groupe et soit E un ensemble non vide. La donnée d’une opéra-
tion à gauche de G sur E est équivalente à la donnée d’un morphisme de groupes α : G → SE.

On appelera Ker α le noyau de l’action.

Démonstration. Supposons que G opère sur E. Pour g ∈ G, considérons l’application αg : E→
E définie par αg(x) = g.x. On vérifie (exercice) que α1 = idE et αgh = αg ◦ αh pour tout
(g, h) ∈ G2. En particulier αg ◦ αg−1 = idE = αg−1 ◦ αg. Ainsi αg ∈ SE, et on obtient un
morphisme de groupes

α : G −→ SE

g 7−→ αg.
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Réciproquement, si α : G −→ SE est un morphisme de groupes, on vérifie (exercice) que
l’application

G× E −→ E
(g, x) 7−→ g.x = α(g)(x)

définit une opération de G sur E. ✓

Exemples. Soit G un groupe.

(a) G opère sur lui-même par « translations » :

G× G −→ G
(g, x) 7−→ g.x = gx

(b) G opère sur lui-même par conjugaison :

G× G −→ G

(g, x) 7−→ g.x = gxg−1

(c) G opère sur P(G), l’ensemble de ses parties, par conjugaison :

G×P(G) −→ P(G)

(g, S) 7−→ g.S = gSg−1

(d) Soit H ⊂ G un sous-groupe. Alors G opère sur l’ensemble G/H par translations :

G× G/H −→ G/H
(g, xH) 7−→ g.(xH) = gxH

Si H $ G, le morphisme de groupe associé α : G −→ SG/H est non trivial (Ker α 6= G).

(e) Soit N un sous-groupe normal de G et soit H un sous-groupe de G. Alors H opère par
conjugaison sur N :

H × N −→ N

(h, n) 7−→ h.n = hnh−1.

(f) Soit V un espace vectoriel : GL(V) opère sur V :

GL(V)×V −→ V
( f , v) 7−→ f .v = f (v)

Voici une première illustration de l’utilisation des opérations de groupes.

Application. Soit G un groupe fini, soit p le plus petit nombre premier qui divise l’ordre de
G et soit H un sous-groupe d’indice p dans G. Alors H est normal dans G.

Voir travaux dirigés
G agit sur l’ensemble G/H par translations. On en déduit un morphisme de groupes

φ : G → SG/H
∼= Sp.

Si g ∈ Ker φ, alors en particulier φ(g)(H) = H donc gH = H et donc g ∈ H. On a
démontré que Ker φ ⊂ H. Montrons que Ker φ = H.

Par le premier théorème d’isomorphisme, φ induit un isomorphisme φ : G/ Ker φ
∼−→

Im φ ↪→ Sp, donc [G : Ker φ] | p!. Or [G : Ker φ] = [G : H][H : Ker φ] = p[H : Ker φ] donc
[H : Ker φ] | (p− 1)!. Supposons que [H : Ker φ] > 1, il existe alors un diviseur premier q de
[H : Ker φ] (qui divise donc |G| par le théorème de Lagrange), on doit donc avoir q | (p− 1)!,
donc q divise un nombre entier dans J1 ; p− 1K par le lemme d’Euclide et donc q < p : cela
contredit la minimalité de p comme diviseur premier de |G|. Donc [H : Ker φ] = 1 et donc
H = Ker φ est le noyau d’un morphisme de groupes φ : G → Sp et par conséquent H est
normal dans G.
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On peut aussi utiliser les actions de groupes pour caractériser les produits semi-directs à
l’aide de suites exactes de groupes.

Remarquons d’abord que si G = N oφ H est un produit semi-direct, alors on a une suite
exacte

1→ N
f−→ G

g−→ H → 1

où f (n) = (n, 1) et g(n, h) = h pour tout (n, h) ∈ N × H. (Voir travaux dirigés)
Dans l’autre sens, soit

1→ N
f−→ G

g−→ K → 1

une suite exacte (on rappelle que cela implique en particulier que f (N) / G et K ∼= G/ f (N)).

Définition 4.3. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est un relèvement de K si la restriction
de g à H induit un isomorphisme H ∼= K.

Si on note N′ = f (N) ∼= N, alors N′ ∩ H = {1} et G = N′H (exercice). Voir travaux
dirigés

En effet :

â Soit x ∈ N′ ∩ H. Alors x ∈ N′ = Ker g donc g(x) = 1. De plus, x ∈ H et g|H est injectif,
donc x = 1. Donc N′ ∩ H = {1}.

â Puisque N′ = Ker g / G, on sait que N′H est un sous-groupe de G. Soit maintenant x ∈ G.
Soit h ∈ H l’unique antécédent dans H de g(x) par g. On a alors g(h) = g(x) donc
xh−1 ∈ Ker g = N′. On en déduit que x = (xh−1)h ∈ N′H et donc que G = N′H.

Proposition 4.4. Soit

1→ N
f−→ G

g−→ K → 1

une suite exacte.
Si K admet un relèvement H, alors G est isomorphe à un produit semi-direct N o H.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Le sous-groupe H de G agit par conjugaison sur N′ (qui est normal dans G). Cette action

induit donc un morphisme de groupes φ : H → Aut(N′). On considère l’application

α : N′ oφ H −→ G
(n, h) 7−→ nh.

Vérifions que α est un morphisme de groupes. On a

α((n, h)(n′, h′)) = α(nφ(h)(n′), hh′) = α(nhn′h−1, hh′) = nhn′h−1hh′ = nhn′h′ = α(n, h)α(n′h′).

Soit (n, h) ∈ Ker α. Alors nh = 1 dans G, donc n = h−1 ∈ N′ ∩ H = {1}, donc n = 1 = h et
donc (n, h) = (1, 1). Donc α est injectif.

Enfin, α est surjectif car G = N′H. On a démontré que α est un isomorphisme, c’est-à-dire
que G ∼= N′ oφ H ∼= N o H. ✓

II. ORBITES, STABILISATEURS

Dans ce paragraphe on introduit les notions d’orbite et de stabilisateur, qui permettent
d’analyser l’opération d’un groupe sur un ensemble.

Définition 4.5. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit x ∈ E. Alors l’ensemble
Ω(x) = {g.x | g ∈ G} ⊂ E est appelé l’orbite de x sous l’action de G.
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L’orbite Ω(x) est parfois notée ΩG(x), ou encore G.x.

Remarque. Une orbite est stable sous l’action du groupe.

Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. La relationR sur E définie par

∀(x, y) ∈ E2, (xRy ⇐⇒ ∃g ∈ G tq y = g.x)

est une relation d’équivalence sur E (exercice). L’orbite Ω(x) d’un élément x ∈ E est la
classe d’équivalence de x pour la relation R. Les orbites des éléments de E sous l’action de
G forment donc une partition de E.

Définition-Proposition 4.6. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit x ∈ E. Alors
l’ensemble StabG(x) = {g ∈ G | g.x = x} est un sous-groupe de G, appelé le stabilisateur de x
dans G.

La vérification est laissée en exercice.

Démonstration. Soit x ∈ E. Il est clair que StabG(x) est une partie de G, qui contient 1 par
définition d’une action.

Soit (g, h) ∈ StabG(x)2, alors (gh).x = g.(h.x) = g.x = x donc gh ∈ StabG(x).
De plus, puisque g.x = x on a g−1.(g.x) = g−1.x. Or g−1.(g.x) = (g−1g).x = 1x = x donc

x = g−1.x et donc g−1 ∈ StabG(x).
Par conséquent, StabG(x) est un sous-groupe de G. ✓

Définition 4.7. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.

(1) On dit que G opère transitivement sur E si ∀(x, y) ∈ E2, ∃g ∈ G tel que y = g.x.

(2) On dit que G opère librement sur E si ∀g ∈ G, ∀x ∈ E, g.x = x ⇔ g = 1.

Ainsi G opère transitivement sur E si, et seulement si, il n’y a qu’une seule orbite, et G
opère librement sur E si et seulement si pour tout x ∈ E on a StabG(x) = {1}.

Exemples. (a) L’opération de G sur lui même par translations est libre et transitive.
(b) On fait opérer G sur lui-même par conjugaison. Pour x ∈ G,

• l’orbite de x est l’ensemble {gxg−1 | g ∈ G}, c’est la classe de conjugaison de x ;

• le stabilisateur de x est le sous-groupe ZG(x) = {g ∈ G | gx = xg}, il est appelé
centralisateur de x.

(c) On fait opérer G sur l’ensemble de ses parties par conjugaison. L’orbite de S ⊂ G est
l’ensemble {gSg−1, g ∈ G}.
Le stabilisateur de S est le sous-groupe NG(S) = {g ∈ G | gSg−1 = S}, il est appelé
normalisateur de S. Si S = H est un sous-groupe de G, alors H ◁ NG(H).

(d) Si H est un sous-groupe de G, l’opération de G sur G/H par translations est transitive,
et le stabilisateur de xH est le sous-groupe xHx−1.

(e) Pour l’opération naturelle de GL(V) sur un espace vectoriel V, il y a deux orbites : {0}
et V \ {0}.
En effet, il est clair que Ω(0) = {0}. Soit v ∈ V un vecteur non nul fixé et montrons
que Ω(v) = V \ {0}, dans le cas où V est de dimension finie n (c’est également vrai
en dimension infinie, en utilisant le théorème 7.247.24). Soit v′ ∈ V \ {0} un vecteur quel-
conque. Les familles {v} et {v′} étant libres, il existe des bases B = (v1 = v, v2, . . . , vn) et
B′ = (v′1 = v′, v′2, . . . , v′n) de V d’après le théorème de la base incomplète. Soit f : V → V
l’unique application linéaire définie sur la base B par f (vi) = v′i pour tout i ∈ J1 ; nK.
Alors l’image de la base B par f est la base B′, donc f est un automorphisme, c’est-à-dire
que f ∈ GL(V). De plus, v′ = f (v) = f .v donc v′ ∈ Ω(v).
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Proposition 4.8. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. Soit (x, y) ∈ E2. Si x et y sont
dans la même orbite, c’est-à-dire s’il existe g ∈ G tel que y = g.x, alors les sous-groupes
StabG(x) et StabG(y) sont conjugués dans G.

Démonstration. On vérifie que StabG(g.x) = g StabG(x)g−1, ce qui donne le résultat.
En effet, soit h ∈ G. Alors

h ∈ g StabG(x)g−1 ⇐⇒ ∃u ∈ StabG(x), h = gug−1

⇐⇒ g−1hg ∈ StabG(x)

⇐⇒ g−1hg.x = x
⇐⇒ h.(g.x) = g.x
⇐⇒ h ∈ StabG(g.x). ✓

Le résultat suivant est le résultat clé pour décrire les ensembles sur lesquels opère un
groupe.

Théorème 4.9. Soit G un groupe opérant sur E et soit x ∈ E. Alors on a une bijection :

G/ StabG(x) ' Ω(x).

En particulier, |Ω(x)| = [G : StabG(x)].

Démonstration. Soit f : G −→ Ω(x) l’application définie par f (g) = g.x. Elle est surjective
par définition de Ω(x). Soit (g, h) ∈ G2. Alors

f (g) = f (h) ⇐⇒ g.x = h.x ⇐⇒ (h−1g).x = x ⇐⇒ h−1g ∈ StabG(x)
⇐⇒ g StabG(x) = h StabG(x)

(les éléments g et h sont équivalents modulo StabG(x)).

On peut donc considérer l’application f : G/ StabG(x) → Ω(x) induite par f , c’est-à-dire
que f (g StabG(x)) = f (g). Les équivalences ci-dessus montrent qu’elle est bien définie et
qu’elle est injective.

Ainsi f induit la bijection annoncée f . ✓
En combinant la proposition précédente et le théorème de Lagrange, on obtient :

Corollaire 4.10. Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble E. Alors le cardinal d’une
orbite est fini et divise l’ordre du groupe.

Corollaire 4.11. (Equation aux classes)
Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E. Soit (xi)1⩽i⩽r une famille de représen-

tants des orbites distinctes. Alors

|E| =
r

∑
i=1

[G : StabG(xi)]

Démonstration. Les orbites forment une partition de E, donc il existe r ∈ N∗ et des élé-
ments x1, . . . , xr de E tels que E = ⨿r

i=1 Ω(xi). On en déduit que |E| = ∑r
i=1|Ω(xi)| =

∑r
i=1[G : StabG(xi)]. ✓

Corollaire 4.12. (Equation aux classes)
Soit G un groupe fini (opérant sur lui-même par conjugaison). Soit (xi)1⩽i⩽r une famille

de représentants des classes de conjugaison distinctes qui ne sont pas réduites à un élément.
Alors

|G| = |Z(G)|+
r

∑
i=1

[G : ZG(xi)].
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Démonstration. On fait opérer G sur lui-même par conjugaison. Pour cette opération on a
StabG(xi) = ZG(xi).

Soit x ∈ G. Alors Ω(x) est réduite à un élément si, et seulement si, pour tout g ∈ G on a
gxg−1 = g.x = x, c’est-à-dire gx = xg, ce qui revient à x ∈ Z(G).

On en déduit que

G =

 ⨿
x∈Z(G)

Ω(x)

q( r

⨿
i=1

Ω(xi)

)
=

 ⨿
x∈Z(G)

{x}

q( r

⨿
i=1

Ω(xi)

)

et donc que |G| = ∑
x∈Z(G)

|{x}|+
r

∑
i=1
|Ω(xi)| = |Z(G)|+

r

∑
i=1

[G : StabG(xi)]. ✓

On va appliquer ces premiers résultats sur les opérations de groupes aux p-groupes.

Définition 4.13. Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe d’ordre pn avec n ∈ N∗.

On commence par deux lemmes.

Lemme 4.14. Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe opérant sur un ensemble fini
E.

Alors |EG| ≡ |E| (mod p), où

EG = {x ∈ E | ∀g ∈ G, g.x = x}
est l’ensemble de points fixes de E sous l’action de G.

Démonstration. Les éléments de EG sont exactement les éléments de E dont l’orbite est ré-
duite à un point. Si E = EG, on a le résultat. Sinon, on a

|E| = |EG|+
r

∑
i=1

[G : StabG(xi)]

où x1, . . . , xr sont les représentants des orbites qui ne sont pas réduites à un point. Ainsi pour
tout i ∈ J1 ; rK on a [G : StabG(xi)] > 1. Or [G : StabG(xi)] | |G| = pn donc il existe, pour tout
i, un nombre entier di ∈ N∗ tel que [G : ZG(xi)] = pdi . En particulier, p divise [G : ZG(xi)]
pour tout i et on a donc bien |EG| ≡ |E| (mod p). ✓

Lemme 4.15. Soit G un groupe. Si le groupe G/Z(G) est monogène, alors G est abélien.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Notons π : G → G/Z(G) la projection canonique. Soit x = π(a) un générateur du groupe

monogène G/Z(G), avec a ∈ G.
Soit (g, h) ∈ G2. Il existe (k, `) ∈ Z2 tel que π(g) = π(a)k et π(h) = π(a)` et donc

(z1, z2) ∈ Z(G)2 tel que g = akz1 et h = a`z2. Puisque z1 et z2 sont centraux dans G on
obtient

gh = akz1a`z2 = aka`z1z2 = ak+`z1z2 et hg = a`z2akz1 = a`+kz2z1 = zk+`z1z2 = gh. ✓

Théorème 4.16. Soit p un nombre premier.

(1) Soit G un p-groupe. Alors le centre de G n’est pas trivial.

(2) Soit G un groupe d’ordre p2. Alors G est abélien et G est isomorphe à Cp2 ou à Cp× Cp.

(3) Soit G un groupe d’ordre pn avec n ∈ N∗. Alors pour tout i ∈ J0 ; nK le groupe G
contient un sous-groupe normal d’ordre pi. En particulier, si n ⩾ 2 le groupe G n’est
pas simple.

50



Démonstration. (1) Le centre d’un groupe G est l’ensemble des points fixes de G pour l’opé-
ration sur lui-même par conjugaison. Ainsi le lemme 4.144.14 donne |G| ≡ |Z(G)| (mod p),
et puisque |Z(G)| ⩾ 1, on a bien |Z(G)| > 1.

(2) Soit G un groupe d’ordre p2. On sait que |Z(G)| > 1 et, comme |Z(G)| divise p2 (théo-
rème de Lagrange), on a |Z(G)| = p ou |Z(G)| = p2.
Si |Z(G)| = p, le groupe G/Z(G) est d’ordre p premier, donc il est cyclique et le lemme
4.154.15 affirme que G est abélien ; mais Z(G) 6= G et on a une contradiction.
Ainsi, |Z(G)| = p2 donc Z(G) = G et finalement G est abélien.
Le théorème de classification des groupes abéliens finis nous permet alors d’affirmer que
G ∼= Cp2 ou G ∼= Cp × Cp.

(3) On procède par récurrence sur n.

F Initialisation. Si n = 1, le groupe G est d’ordre premier et le résultat est évidemment
vrai.

F Hérédité. Soit n > 1 tel que tout groupe d’ordre pj avec 1 ⩽ j < n possède des sous-
groupes normaux de tous les ordres possibles. Soit G un groupe d’ordre pn.
On sait que Z(G) 6= {1}. Si G est abélien, alors G n’est pas simple car les seuls groupes
simples abéliens sont d’ordre premier. Ainsi, G contient un sous-groupe normal H avec
{1} $ H $ G = Z(G). Si G n’est pas abélien, alors H = Z(G) vérifie {1} $ H $ G et
on a H / G.
Dans tous les cas, il existe un sous-groupe normal H de G, contenu dans Z(G) et tel
que {1} $ H $ G. Il existe alors un nombre entier k avec 0 < k < n tel que |H| = pk et
[G : H] = pn−k. L’hypothèse de récurrence fournit des sous-groupes de H et donc de
G d’ordre pi pour tout i ∈ J0 ; kK, qui sont normaux dans G car contenus dans Z(G).
L’hypothèse de récurrence fournit également pour tout ` ∈ J0 ; n− kK un sous-groupe
normal K` de G/H d’ordre p`. Soit π : G −→ G/H la surjection canonique. Alors
π−1(K`) est un sous-groupe normal de G contenant H, avec K`

∼= π−1(K`)/H. Ainsi
|π−1(K`)| = |H||K`| = pk+`. Si i ∈ Jk + 1 ; nK, il existe ` ∈ J1 ; n− kK tel que i = k + `,
et donc il existe un sous-groupe normal π−1(K`) de G d’ordre pi. ✓

III. THÉORÈMES DE SYLOW

Dans ce paragraphe on énonce et démontre les théorèmes de Sylow, qui assurent l’exis-
tence de certains sous-groupes, et donnent des informations sur leur nombre.

Dans la suite, p est un nombre premier.

Définition 4.17. Soit G un groupe d’ordre pαm où α ∈ N∗ et p ne divise pas m. Un p-sous-
groupe de Sylow (ou p-Sylow) de G est un sous-groupe de G d’ordre pα.

Remarque. Soit H un sous-groupe de G. Alors H est un p-sous-groupe de Sylow de G si, et
seulement si, H est un p-groupe et p ne divise pas [G : H].

Théorème 4.18 (Premier théorème de Sylow). Soit G un groupe fini et p un diviseur pre-
mier de |G|. Alors G contient un p-sous-groupe de Sylow.

Pour démontrer ce théorème, nous utiliserons les deux lemmes qui suivent, qui concernent
les groupes abéliens.

Lemme 4.19. Soit G un groupe abélien d’ordre N, et soit n ∈ N∗ tel que pour tout x ∈ G on
ait xn = 1. Alors N divise une puissance de n.
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Ne sert nulle part il me semble...

Démonstration. On sait qu’il existe des nombres entiers r ∈ N∗ et d1, . . . , dr tels que d1 | d2 |
· · · | dr et G ∼= Cd1 × · · · ∼= Cdr d’après le théorème 2.162.16. On a également N = d1 · · · dr. Pour
tout i ∈ J1 ; rK, il existe un élément xi d’ordre di dans G (un générateur de Cdi), qui vérifie
xn

i = 1 par hypothèse, donc di divise n. Posons donc n = diqi avec qi ∈ N∗. On a alors
nr = d1 · · · drq1 · · · qr = Nq1 · · · qr donc N divise nr. ✓

Lemme 4.20 (de Cauchy pour les groupes abéliens). Soit G un groupe abélien fini et soit p
un diviseur premier de |G|. Alors G contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Posons |G| = pα1
1 · · · p

αr
r avec p1, . . . , pr des nombres premiers deux à deux

distincts et (α1, . . . , αr) ∈ (N∗)r. Le nombre premier p est l’un des pi.
Grâce au corollaire 2.152.15, il existe des sous-groupes H1, . . . , Hr de G tels que |Hi| = pαi

i
pour tout i ∈ J1 ; rK et G ∼= H1 × · · · × Hr.

Soit i ∈ J1 ; rK. D’après le théorème 4.164.16 le groupe Hi, et donc G, contient un sous-groupe
d’ordre (premier) pi, qui est cyclique, donc Hi et G contiennent un élément d’ordre pi. ✓

Démonstration du premier théorème de Sylow. On procède par récurrence sur |G|.
Initialisation : n ⩽ 5. Si |G| est un p-groupe, le résultat est clair (G est lui-même un p-sous-

groupe de Sylow de G). Le résultat est donc vrai si |G| ⩽ 5.
Hérédité. Soit n ⩾ 6 tel que le premier théorème de Sylow soit vrai pour les groupes

d’ordre < n. Soit G un groupe d’ordre n et soit p un diviseur premier de |G| ; posons |G| =
pαm avec α ∈ N∗ et m ∈ N∗ tels que p - m.

On distingue deux cas :

Cas 1. Il existe un sous-groupe propre H de G tel que p - [G : H]. Alors pα | |H|, donc on
a |H| = pαq avec q | m, q < m et l’hypothèse de récurrence fournit un p-sous-groupe
de Sylow de H, qui est d’ordre pα, et qui est donc un p-sous-groupe de Sylow de G, et le
résultat est démontré.

Cas 2. Pour tout sous-groupe propre H de G, on a p | [G : H]. Montrons que p | |Z(G)|. Si G
est abélien c’est clair puisque Z(G) = G. Sinon, l’équation aux classes donne

|G| = |Z(G)|+
r

∑
i=1

[G : ZG(xi)]

où les xi sont les représentants des classes de conjugaison qui ne sont pas réduites à un
élément. On a 1 ⩽ |Z(G)| < |G|, donc pour tout i on a |G| > [G : ZG(xi)] > 1. Les ZG(xi)
sont des sous-groupes propres de G donc par hypothèse (Cas 2.) p | [G : ZG(xi)] pour tout
i. On en déduit que p | |Z(G)|.
Puisque Z(G) est abélien, le lemme de Cauchy pour les groupes abéliens montre qu’il existe
un élément a ∈ Z(G) d’ordre p. Soit H = 〈a〉. Alors H / G car H ⊂ Z(G), et G/H est
un groupe d’ordre pα−1m. L’hypothèse de récurrence fournit un sous-groupe K de G/H
d’ordre pα−1, et il existe un sous-groupe K de G contenant H tel que K ∼= K/H. On a alors
|K| = |H||K | = pα, et K est donc un p-sous-groupe de Sylow de G. ✓

Corollaire 4.21. Soit G un groupe d’ordre pαm avec p - m. Alors G possède des sous-groupes
d’ordre pi pour tout i tel que 0 ⩽ i ⩽ α.

Démonstration. Le premier théorème de Sylow fournit un p-sous-groupe de Sylow H de G,
qui est d’ordre pα. D’après le théorème 4.164.16, le p-groupe H et donc G contient des sous-
groupes d’ordre pi pour tout i ∈ J0 ; αK. ✓

Conséquence 4.22 (Théorème de Cauchy). Soit G un groupe fini et soit p un diviseur pre-
mier de |G|. Alors il existe un élément d’ordre p dans G.
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Exercice. Soit G un groupe fini non trivial et soit p un nombre premier tel que pour tout
g ∈ G, l’ordre de g est une puissance de p. Alors |G| est une puissance de p.

Correction. Puisque G n’est pas trivial, il contient un élément dont l’ordre est une puissance
de p différente de 1 et par conséquent p divise |G|. Posons |G| = pαm avec α ∈ N∗ et m ∈ N∗

tel que p - m. Si m 6= 1, il existe un diviseur premier q de m, on a donc q 6= p. D’après le
théorème de Cauchy, il existe un élément de G dont l’ordre est q, ce qui contredit l’hypothèse
sur G. Donc m = 1 et |G| = pα. ✓

Remarque. Soit p un nombre premier. La définition générale d’un p-groupe est un groupe
tel que les ordres de tous ses éléments sont des puissances de p.

On voit grâce à l’exercice précédent et le théorème de Lagrange que pour un groupe fini,
cette définition est équivalente à la nôtre.

Théorème 4.23. (Deuxième théorème de Sylow)
Soit G un groupe d’ordre |G| = pαm, avec p premier, α ∈ N∗, m ∈ N∗ et p - m.

(1) Si H est un p-sous-groupe de G, alors H est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow
de G.

(2) Tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués entre eux.

(3) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow est congru à 1 modulo p et divise m.

On commence par un lemme.

Lemme 4.24. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G et soit H un p-sous-groupe de G. Si
H ⊂ NG(P), alors H ⊂ P.

Démonstration. On suppose que H ⊂ NG(P). Il est clair que P ⊂ HP. Montrons que HP ⊂ P,
ce qui impliquera H ⊂ P.

Puisque H ⊂ NG(P) et P ⊂ NG(P), on a HP ⊂ NG(P). De plus, P est normal dans
NG(P) donc HP est un sous-groupe de NG(P) et donc de G. On a |HP| = |H||P|

|H∩P| , qui est une
puissance de p (car H et P sont des p-groupes). Puisque P est un p-sous-groupe de Sylow de
G, on a |HP| ⩽ |P| et donc HP = P, d’où H ⊂ P. ✓

Démonstration du deuxième théorème de Sylow. Soit S l’ensemble des p-sous-groupes de Sy-
low de G. On remarque que si P est un p-sous-groupe de Sylow de G et si g ∈ G, alors
gPg−1 est un sous-groupe de G d’ordre

∣∣gPg−1
∣∣ = |P|, donc gPg−1 est un p-sous-groupe de

Sylow de G. On peut considérer l’action de G sur S par conjugaison.
Soit P ∈ S un p-sous-groupe de Sylow fixé. Soit E = Ω(P) =

{
xPx−1 | x ∈ G

}
la classe

de conjugaison de P. On sait que |E| = [G : StabG(P)] = ixGNG(P). De plus, puisque P ⊂
NG(P), on a |E| | [G : P] = m.

Soit H un p-sous-groupe de G. Alors H opère par conjugaison sur E. D’après le lemme
4.144.14, on a |EH| ≡ |E| (mod p). Or |E| divise m et p - m donc |E| 6≡ 0 (mod p). On en déduit
que

∣∣EH
∣∣ 6≡ 0 (mod p) et en particulier que EH 6= ∅. Soit donc Q ∈ EH. Pour tout h ∈ H

on a hQh−1 = Q donc H ⊂ NG(Q) et donc H ⊂ Q d’après le lemme précédent. Nous avons
donc démontré l’assertion (1).

Supposons dans la suite que H est un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors si Q ∈ EH on
a H ⊂ Q et |H| = |Q| donc H = Q ∈ E. Donc H et P sont conjugués et on a démontré
l’assertion (2). On a également démontré que EH = {H}.

On déduit de ce qui précède que S = E et donc que |S| = |E|. On a donc |S| = |E| ≡∣∣EH
∣∣ = 1 (mod p). Enfin, on a remarqué plus tôt que |E| | m donc |S| | m et on a démontré

l’assertion (3). ✓
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Remarque. Il découle de la démonstration précédente que le nombre de p-sous-groupes de
Sylow de G est [G : NG(H)] où H est un p-sous-groupe de Sylow de G.

Corollaire 4.25. Un groupe fini possède un seul p-sous-groupe de Sylow si et seulement si
ce sous-groupe est normal.

Démonstration. Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G. L’ensemble des p-sous-groupes de
Sylow de G est

S = {xHx−1 | x ∈ G}
Alors |S| = 1 ⇐⇒ S = {H} ⇐⇒ ∀x ∈ G, (xHx−1 = H) ⇐⇒ H / G. ✓

IV. APPLICATIONS À LA CLASSIFICATION DES GROUPES FINIS

On propose dans ce paragraphe des applications des théorèmes de Sylow.

Théorème 4.26. Soient p et q des nombres premiers distincts et soit G un groupe d’ordre pq.

(1) Alors G n’est pas simple et si p > q, alors G est isomorphe à un produit semi-direct
Cp o Cq.

(2) Si p 6≡ 1 (mod q) et q 6≡ 1 (mod p), alors G est cyclique. (exemples : |G| = 15, 35...).

Démonstration. (1) Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G et soit K un q-sous-groupe de
Sylow de G (qui existent par le premier théorème de Sylow). Alors |H| = p est premier
donc H ∼= Cp et |K| = q donc K ∼= Cq. Le nombre np de p-sous-groupes de Sylow vérifie
np ≡ 1 (mod p) et np | q d’après le deuxième théorème de Sylow. Si on pose np = 1+ kp
avec k ∈ N, puisque p > q et np | q, on doit avoir k = 0 et donc np = 1. Donc H est
l’unique p-sous-groupe de Sylow de G et par conséquent H / G d’après le corollaire 4.254.25.
En particulier, G n’est pas simple.
Puisque pgcd(p, q) = 1, grâce au théorème de Lagrange on a H ∩ K = {1} et |HK| =
pq = |G| donc G = HK. On en déduit grâce à la caractérisation du produit semi-direct
du théorème 3.53.5 que G ∼= H o K ∼= Cp o Cq.

(2) Quitte à échanger p et q on peut supposer que p > q et on reprend les notations de
la première partie de la démonstration. Soit nq le nombre de q-sous-groupes de Sylow
de G. On sait que nq ≡ 1 (mod q) et que nq | p, donc nq ∈ {1; p}. Si nq 6= 1, alors
p = nq ≡ 1 (mod q) et on a obtenu une contradiction. Donc nq = 1, ce qui implique
que K / G (corollaire 4.254.25) et donc que G ∼= Cp × Cq grâce à la caractérisation du produit
direct. Enfin, d’après le théorème chinois, G ∼= Cpq est cyclique.
Autre méthode. Quitte à échanger p et q on peut supposer que p > q et on sait d’après la
partie (1) que G ∼= CP oφ Cq pour une action par automorphismes φ : Cq → Aut(Cp) de
Cq sur Cp. Notons a un générateur de Cq. Alors φ est entièrement déterminé par φ(a), qui
doit être un élément de Aut(Cp) tel que φ(a)q = 1, c’est-à-dire que l’ordre de φ(a) est 1
ou q. Mais puisque p est premier, Aut(Cp) est (cyclique) d’ordre p− 1. Par hypothèse, q
ne divise pas p− 1 donc Aut(Cp) ne contient pas d’élément d’ordre q. Ainsi, φ(a) = 1,
l’action est triviale et CP oφ Cq ∼= Cp × Cq ∼= Cpq ✓

Exemple. Les groupes d’ordre 15 et 35 sont cycliques.

Exemple. Nous pouvons maintenant compléter l’exemple page 4242 : si G est un groupe qui
n’est pas abélien et dont l’ordre est impair, alors |G| ⩾ 21.

En effet, soit G un groupe d’ordre impair tel que |G| < 21. Si |G| est premier alors G est
cyclique donc abélien et si |G| = p2 avec p premier alors G est abélien d’après le théorème
4.164.16. Il reste le cas d’un groupe d’ordre 15, qui est abélien d’après le théorème précédent.
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Remarque. Si p et q sont deux nombres premiers tels que p > q et q | (p − 1), on peut
montrer qu’il y a, à isomorphisme près, deux groupes d’ordre pq : le groupe cyclique Cpq et
un produit semi-direct non abélien Cp o Cq. (C’est le cas par exemple des groupes d’ordre 21.)

En effet, puisque p > q, nous avons vu dans la démonstration du théorème 4.264.26 que si
|G| = pq alors G est isomorphe à un produit semi-direct G ∼= Cp oφ Cq, où φ : Cq → Aut(Cp)
est le morphisme d’une opération de Cq sur Cp par automorphismes.

Notons a un générateur de Cq. Alors φ est entièrement déterminé par φ(a) ∈ Aut(Cp),
qui doit être un élément dont l’ordre divise q, c’est-à-dire 1 ou q. Or Aut(Cp) ∼= Cp−1 et
q | (p− 1) donc il existe des éléments d’ordre q dans Aut(Cp).

Si φ(a) = idCp , alors l’opération φ est triviale. Ainsi, G est abélien et G ∼= Cpq.
Si φ(a) est d’ordre q, alors l’opération φ n’est pas triviale et G n’est pas abélien. Nous

devons démontrer que toutes les opérations non triviales de Cq sur Cp par automorphismes
induisent des produits semi-directs isomorphes.

Soient maintenant φ, ψ : Cq → Aut(Cp) deux actions non triviales. Alors φ(Cq) et ψ(Cq)
sont des sous-groupes de Aut(Cp) d’ordre q. Puisque Aut(Cp) est un cyclique d’ordre p− 1
et q divise p− 1, il admet un unique sous-groupe cyclique L d’ordre q. On en déduit que φ(a)
et ψ(a) sont deux générateurs de L = φ(Cq) = ψ(Cq) et donc qu’il existe un nombre entier
k ∈ J1 ; q− 1K (premier à q) tel que φ(a) = ψ(a)k. Soit α : Cq → Cq l’unique automorphisme
de Cq défini par α(a) = ak (voir la proposition 3.43.4). On a ψ ◦ α(a) = ψ(ak) = ψ(a)k = φ(a)
donc ψ ◦ α = φ (car a engendre Cq). On en déduit que Cp oφ Cq ∼= Cp oψ Cq grâce à un
exercice page 4242.

Classification des groupes d’ordre n ⩽ 15.

Définition-Proposition 4.27. Soit Q8 le sous-groupe de GL2(C) engendré par les éléments a, b
et c donnés par

a =
( 0 1
−1 0

)
, b =

(
0 i
i 0

)
, c =

(
i 0
0 −i

)
= ab.

C’est un groupe d’ordre 8 qui n’est pas abélien et dont tous les sous-groupes sont normaux dans
Q8 (en particulier, Q8 n’est pas isomorphe à D4). Il est appelé groupe quaternionique.

Démonstration. Voir travaux dirigés
On vérifie que a2 = b2 = c2 = −1, ab = c = −ba (donc Q8 est engendré par {a, b}),

bc = a = −cb et ca = b = −ac. En particulier, Q8 n’est pas abélien.
Les éléments de Q8 sont des produits de puissances de a et de b ; comme ba = −ab = a3b et

a4 = 1 = b4, on en déduit que les éléments de Q8 sont tous de la forme akb` avec (k, `) ∈ Z2,
0 ⩽ k, ` ⩽ 4 et donc, puisque a2 = −1 = b2, de la forme ±akb` avec (k, `) ∈ Z2, 0 ⩽ k, ` ⩽ 1,
ce qui donne

Q8 = {±1,±a,±b,±ab = ±c}.
Donc Q8 est d’ordre 8.

Les sous-groupes de Q8 doivent donc être d’ordre 1, 2, 4 ou 8.
Le seul élément d’ordre 2 de Q8 est −1, donc le seul sous-groupe d’ordre 2 est {±1}.
Les autres éléments de Q8 distincts de l’élément neutre sont tous d’ordre 4. Puisque
〈−a〉 = 〈a3〉 = 〈a〉 (et de même avec les autres éléments), on en déduit qu’il y a trois sous-
groupes d’ordre 4, qui sont 〈a〉, 〈b〉 et 〈c〉. Ils sont tous normaux dans Q8 car ils sont d’indice
2 dans Q8.

Il est évident que le groupe trivial et le groupe Q8 sont les seuls autres sous-groupes de
Q8 et qu’ils sont normaux dans Q8.

Vérifions donc que {±1} est normal dans Q8. Pour tout x ∈ Q8 on a x(−1)x−1 = −xx−1 =
−1 ∈ {±1} (et bien sûr x1x−1 = 1 ∈ {±1}). Donc {±1} est un sous-groupe normal de Q8.

Enfin, il reste à vérifier que Q8 n’est pas isomorphe à D4. Cela découle du fait que le
sous-groupe de D4 engendré par s n’est pas normal dans D4. En effet, rsr−1 = r2s 6∈ 〈s〉. ✓
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Définition-Proposition 4.28. Le groupe dicyclique Dicn d’ordre 4n est le sous-groupe de
GL2(C) engendré par les matrices a et b données par

a =
(

eiπ/n 0
0 e−iπ/n

)
et b =

( 0 1
−1 0

)
.

Ces éléments vérifient les relations a2n = 1, b2 = an, ba = a−1b et on a

Dicn =
{

akbl | 0 ⩽ k ⩽ 2n− 1, 0 ⩽ l ⩽ 1
}

.

On a Dic2
∼= Q8 et Dic3

∼= C3 oφ C4 pour l’opération φ : C4 = 〈g〉 → Aut(C3) définie par
φ(g)(x) = x−1 pour tout x ∈ C3.

Démonstration. Voir travaux dirigés
On vérifie facilement les relations. On peut même préciser que a est d’ordre 2n et que b

est d’ordre 4. De plus, les relations ba = a−1b et b2 = an permettent d’affirmer que b3 = anb
puis que

Dicn =
{

aubl | u ∈ Z, 0 ⩽ l ⩽ 1
}

.

Effectuons la division euclidienne de u par 2n, qui s’écrit u = q2n + k avec 0 ⩽ k ⩽ 2n− 1.
Alors aubl = (a2n)qakbl = akbl. Donc les éléments de Dicn sont bien ceux de l’énoncé.

On en déduit que |Dic3| ⩽ 2n · 2 = 4n. Soit maintenant (k, l, u, v) ∈ Z4 avec 0 ⩽ k, u ⩽
2n− 1 et 0 ⩽ l, v ⩽ 1 tel que akbl = aubv. Alors a−uak = bvb−l.

Si v 6= l, alors ak−u = b±1 = ±b. Mais ak−u est diagonale alors que ±b ne l’est pas, c’est
donc impossible. On en deduit que v = l. Alors ak−u = I2 donc 2n (l’ordre de a) divise k− u.
Or −2n + 1 ⩽ k − u ⩽ 2n − 1 donc k − u = 0 et on a k = u. Ainsi, Dicn a exactement 4n
éléments.

Il nous faut maintenant vérifier les isomorphismes.

â Cas n = 2. Alors on a a =
(

i 0
0 −i

)
et par conséquent ab =

(
0 i
i 0

)
. Le groupe Dic2 est le

sous-groupe de GL2(C) engendré par a et b, donc par a, b et ab. Il s’agit bien de Q8 (par
définition de Q8).

â Cas n = 3. On a alors a3 = −I2 = b2.
Soit N le sous-groupe de Dic3 engendré par a2, il est isomorphe à C3. Alors N est normal
dans Dic3 ; en effet, a · a2 · a−1 = a2 ∈ N et ba2b−1 = a−1bab−1 = a−2bb−1 = a−2 ∈ N.
Soit H le sous-groupe de Dic3 engendré par b. Il est isomorphe à C4. On a donc N ∩ H =
{1} puisque pgcd(|N|, |H|) = 1.

De plus, |NH| = |N||H|
|N∩H| =

3·4
1 = 12 = |Dic3| donc Dic3 = NH.

On en déduit que Dic3
∼= N oφ H ∼= C3 oφ C4 pour un morphisme φ : C4 → Aut(C3).

Le groupe Dic3 n’est pas abélien (par exemple, en utilisant les calculs ci-dessus, a−1b =

a−2ba−1 = a2ba−1 6= ba−1 car a2 =
(

j 0
0 j2

)
6= I2), donc le produit ne peut pas être direct

et donc φ n’est pas trivial. Le seul automorphisme de C3 différent de idC3 est l’automor-
phisme θ défini par θ(x) = x−1 ; de plus, il existe bien un morphisme φ : C4 → Aut(C3)
tel que φ(b) = θ car θ4 = id (théorème 1.301.30). On a donc obtenu le résultat cherché. ✓
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Théorème 4.29. Tous les groupes d’ordre n ⩽ 15 sont donnés, à isomorphisme près, dans le
tableau suivant.

ordre du groupe groupes abéliens groupes non abéliens

1 C1 = {1}

2 C2

3 C3

4 C4
C2 × C2

∼= D2

5 C5

6 C6
∼= C2 × C3 D3

∼= S3

7 C7

8
C8
C4 × C2
C2 × C2 × C2

D4
Q8

9 C9

C3 × C3

10 C10
∼= C2 × C5 D5

11 C11

12 C12
∼= C4 × C3

C2 × C6
∼= C2 × C2 × C3

D6
A4
Dic3

13 C13

14 C14
∼= C2 × C7 D7

15 C15
∼= C3 × C5

Démonstration. Pour tous les groupes abéliens et pour les groupes d’ordre p, p2 ou 2p avec p
premier, cela découle des théorèmes 2.162.16, 1.271.27, 4.164.16 et 3.63.6. Pour les groupes d’ordre 15, c’est
le théorème précédent. Il reste les groupes d’ordres 8 et 12, qui seront traités en TD et en
DM. ✓
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CHAPITRE 5.

Groupes symétriques et alternés

Soit n ∈ N∗. On considère le groupe symétrique Sn des bijections de J1 ; nK dans J1 ; nK
(la loi de groupe est la composition des bijections). C’est un groupe d’ordre n!, qui n’est pas
abélien si n ⩾ 3 (nous verrons même que son centre est trivial si n ⩾ 3).

Ce chapitre est consacré à une étude détaillée des groupes symétriques et de sous-groupes
remarquables, les groupes alternés. Du point de vue des groupes abstraits, la motivation est
fournie par le théorème suivant.

Théorème 5.1 (Théorème de Cayley). Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors G est isomorphe
à un sous-groupe de Sn.

Démonstration. Le groupe G opère sur lui-même par translations (multiplication à gauche),
cela induit un morphisme de groupes φ : G → SG

∼= Sn défini par φ(g)(x) = g.x = gx. Il est
facile de vérifier que φ est injectif, donc φ induit un isomorphisme G ∼= Im φ et Im φ est un
sous-groupe de Sn. ✓

Nous rappelons également des définitions et résultats vus en L3 (sans démonstration).

I. GÉNÉRATEURS DU GROUPE SYMÉTRIQUE

Soient k ⩾ 2 et i1, . . . , ik dans J1 ; nK deux à deux distincts. On note
(
i1 i2 . . . ik

)
la

permutation définie par

(
i1 i2 . . . ik

)
(l) =


l si l 6∈ {i1, . . . , ik}
ir+1 si l = ir ∈ {i1, . . . , ik−1}
i1 si l = ik

Une permutation de ce type est appelée un k-cycle.
On a le résultat suivant, extrèmement utile pour faire des calculs.

Lemme 5.2. Soient σ ∈ Sn et
(
i1 i2 . . . ik

)
est un k-cycle. On a

σ
(
i1 i2 . . . ik

)
σ−1 =

(
σ(i1) σ(i2) . . . σ(ik)

)
Démonstration. Exercice.

Notons c =
(
i1 i2 . . . ik

)
et γ =

(
σ(i1) σ(i2) . . . σ(ik)

)
. Soit j ∈ J1 ; nK.

Supposons que σ−1(j) 6∈ {i1, . . . , ik}. Alors σcσ−1(j) = σ(σ−1(j)) = j = γ(j) car, par
hypothèse, j n’est pas dans le support de γ.

Supposons maintenant qu’il existe q ∈ J1 ; kK tel que σ−1(j) = iq. Alors σcσ−1(j) =

σc(iq) = σ(iq+1) = γ(σ(iq)) = γ(j) si q < k et σcσ−1(j) = σc(ik) = σ(i1) = γ(σ(ik)) = γ(j)
si q = k.

On en déduit que σcσ−1(j) = γ(j) pour tout j ∈ J1 ; nK et donc que σcσ−1 = γ. ✓

59



Définition 5.3. Le support d’une permutation σ ∈ Sn est l’ensemble Supp(σ) = {i ∈ J1 ; nK |
σ(i) 6= i}. Par exemple, si σ =

(
i1 . . . ik

)
est un k-cycle, le support de σ est {i1, . . . , ik}.

On peut vérifier que deux permutations à supports disjoints commutent.
On ne démontrera pas le théorème (bien connu) suivant.

Théorème 5.4. Soit σ ∈ Sn \ {id}. Alors :

(1) La permutation σ s’écrit comme un produit de cycles à supports disjoints.

(2) La décomposition de σ en produit de cycles à supports disjoints est unique à l’ordre
près des cycles. En particulier, le nombre r et les longueurs `1, . . . , `r des cycles non
triviaux à supports disjoints dont le produit est égal à σ est entièrement déterminé par
σ, et la suite [`1, . . . , `r] rangée dans l’ordre croissant est appelée le type de σ.

(3) Deux permutations sont conjuguées si, et seulement si, elles ont le même type.

Démonstration. Voir cours de L3.
Etant donné un cycle c, on notera `(c) = |Supp(c)| sa longueur.

(1) Soit σ ∈ Sn \ {id}. Le groupe Sn agit naturellement sur J1 ; nK (le morphisme de groupes
correspondant étant id : Sn → Sn). On restreint cette action au sous-groupe H = 〈σ〉 de
Sn.
Les orbites sous l’action de H forment une partition de J1 ; nK ; notons-les X1, . . . , Xr.
Pour tout k ∈ J1 ; rK, on choisit un ik ∈ Xk, on a donc Xk = ΩH(ik) = {γ(ik) | γ ∈ H} ={

σj(ik) | j ∈ Z
}

.
Pour tout i ∈ J1 ; nK, l’ensemble

{
k ∈ N∗ | σk(i) = i

}
n’est pas vide car σ est d’ordre

fini, on peut donc considérer mi = min
{

k ∈ N∗ | σk(i) = i
}

. Vérifions que ΩH(i) ={
σj(i) | 0 ⩽ j < mi

}
. Il est clair que

{
σj(i) | 0 ⩽ j < mi

}
⊂ ΩH(i). Soit donc u ∈ ΩH(i),

il existe j ∈ Z tel que u = σj(i). Effectuons la division euclidienne de j par mi, il
existe donc (q, s) ∈ Z2 tel que j = qmi + s et 0 ⩽ s < mi. On a alors u = σj(i) =
σs ◦ (σmi)q(i) = σs(i) car σmi(i) = i. On en déduit que u ∈

{
σj(i) | 0 ⩽ j < mi

}
et donc

que ΩH(i) =
{

σj(i) | 0 ⩽ j < mi
}

. De plus, si (j, j′) ∈ J0 ; mi − 1K2 avec j 6= j′, on peut
supposer sans perte de généralité que j < j′ et on a alors 0 < j′ − j < mi et donc
σj′−j(i) 6= i par définition de mi et finalement σj′(i) 6= σj(i).
En particulier, pour k ∈ J1 ; rK, on a Xk =

{
σj(ik) | 0 ⩽ j < mik

}
et les σj(ik) avec 0 ⩽

j < mik sont deux à deux distincts.

On a donc un mik-cycle ck =
(

ik σ(ik) . . . σmik
−1(ik)

)
et Supp(ck) = Xk.

On a construit ainsi r cycles à supports disjoints c1, . . . , cr, qui commutent donc deux à
deux. Montrons que σ = c1 · · · cr. Soit i ∈ J1 ; nK. Puisque les Xk forment une partition
de J1 ; nK, il existe un unique k ∈ J1 ; rK tel que i ∈ Xk = Supp(ck). Pour tout j ∈ J1 ; rK
avec j 6= k, on a cj(i) = i, donc c1 · · · cr(i) = ckc1 · · · ck−1ck+1 · · · cr(i) = ck(i) = σ(i) et
finalement c1 · · · cr = σ.

(2) Nous allons démontrer, par récurrence sur r ∈ N∗, la proposition Pr suivante :
Pr : « Soient c1, . . . , cr des cycles de longueurs au moins 2 à supports disjoints, soit

q ∈ N avec q ⩾ r et soient c′1, . . . , c′q des cycles de longueurs au moins 2 à
supports disjoints tels que c1 · · · cr = c′1 · · · c′q. Alors q = r et il existe τ ∈ Sr tel
que c′

τ(i) = ci pour tout i ∈ J1 ; rK. »

Notons que sous les hypothèses dePr, on a
⋃r

i=1 Supp(ci) =
⋃q

j=1 Supp(c′j) (unions dis-
jointes) d’après la démonstration de (1). De plus, si c est un cycle, pour tout i ∈ Supp(c)
on a Supp(c) =

{
cj(i) | j ∈ N

}
et c =

(
i c(i) . . . cm−1(i)

)
avec m = |Supp(c)|.
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â Initialisation (r = 1). Soit i ∈ Supp(c1) =
⋃q

j=1 Supp(c′j). Alors il existe un unique
k ∈ J1 ; qK tel que i ∈ Supp(c′k). On a donc c1(i) = c1 · · · cq(i) = c′k(i) et, pour tout
j ∈ N, cj

1(i) = c′ jk(i) donc Supp(c1) = Supp(c′k) et c1 = c′k. Donc nécessairement
q = 1, k = 1 et c1 = c′1. La proposition P1 est donc vérifiée.

â Hérédité. Soit maintenant r ⩾ 2 tel que Pr−1 est vraie.
Soient c1 · · · cr = c′1 · · · c′q deux décompositions en produits de cycles à supports
disjoints non réduits à un point avec r ⩽ q.
Soit i ∈ Supp(c1) ⊂

⋃q
j=1 Supp(c′j). Il existe un unique k ∈ J1 ; qK tel que i ∈

Supp(c′k) et le même raisonnement que pour l’initialisation montre que c1 = c′k.
On a alors c2 · · · cr = c′1 · · · c′k−1c′k+1 · · · c′q. Comme r− 1 ⩽ q− 1, par hypothèse de
récurrence il existe une bijection τ̂ : J2 ; rK→ J1 ; qK \ {k} telle que pour tout j ∈ J2 ; rK
on a cj = c′

τ̂(j). On définit τ ∈ Sr par τ(j) =

{
k si j = 1
τ̂(j) si j ∈ J2 ; rK.

Alors, pour tout j ∈ J1 ; rK on a cj = c′
τ(j). La proposition Pr est donc vérifiée.

(3) Soient σ et σ′ deux permutations de Sn.

â Supposons que σ et σ′ sont conjuguées : il existe τ ∈ Sn tel que σ′ = τστ−1. Posons
σ = c1 · · · cr avec c1, . . . , cr des cycles de longueurs au moins 2 à supports disjoints.
Alors σ′ = c′1 · · · c′r avec c′i = τciτ

−1 pour tout i ∈ J1 ; rK. De plus, on sait d’après le
lemme 5.25.2 que c′i est un cycle de même longueur que ci et de support τ(Supp(ci)).
Comme τ est une bijection de J1 ; nK dans J1 ; nK, on en déduit que les c′i sont des
cycles à supports disjoints et que `(ci) = `(c′i) pour tout i ∈ J1 ; nK. Ainsi, σ et σ′ ont
le même type.

â Supposons que σ et σ′ ont le même type. On peut donc écrire σ = c1 · · · cr et σ′ =
c′1 · · · c′r avec c1, . . . , cr des cycles à supports disjoints, c′1, . . . , c′r des cycles à supports
disjoints, et `(ci) = `(c′i) ⩾ 2 pour tout i ∈ J1 ; rK.
On définit une permutation τ ∈ Sn de la façon suivante. Pour tout i ∈ J1 ; nK, notons
ci = (ai,1 . . . ai,mi) et c′i = (a′i,1 . . . a′i,mi

) ; on pose, pour tout i ∈ J1 ; nK et tout
j ∈ J1 ; miK, τ(ai,j) = a′i,j. De plus, comme Supp(σ) et Supp(σ′) ont le même cardinal,
il existe une bijection E := J1 ; nK \ Supp(σ)→ J1 ; nK \ Supp(σ′) =: E′ ; on en choisit
une pour définir‘ τ|E : E → E′. Ainsi, τ ∈ Sn. De plus, pour tout i ∈ J1 ; rK on
a c′i = (a′i,1 . . . a′i,mi

) = (τ(ai,1) . . . τ(ai,mi)) = τciτ
−1 d’après le lemme 5.25.2 et

finalement σ′ = τc1τ−1 · · · τcrτ−1 = τστ−1 : les permutations σ et σ′ sont bien
conjuguées. ✓

Ainsi les cycles engendrent le groupe symétrique. Le lemme suivant va être utile pour
trouver des familles plus petites de générateurs.

Lemme 5.5. (1) Soient i1, . . . , ik des éléments de J1 ; nK deux à deux distincts. Alors on a(
i1 . . . ik

)
=
(
i1 i2

)(
i2 i3

)
· · ·
(
ik−1 ik

)
.

(2) Soient i, j ⩾ 2 avec i < j− 1. On a
(
i j
)
=
(

j− 1 j
)(

i j− 1
)(

j− 1 j
)
.

(3) Soient 1 ⩽ i < j ⩽ n. On a
(
i j
)
=
(
1 i

)(
1 j

)(
1 i

)
.

(4) Soit σ =
(
1 2 . . . n

)
. Pour i ⩽ n− 1, on a

(
i i + 1

)
= σi−1(1 2

)
σ1−i.

Démonstration. Ce sont des calculs immédiats. ✓
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Théorème 5.6. Soit n ⩾ 2. Le groupe Sn est engendré par l’une quelconque des familles
suivantes.

(1) Les transpositions.

(2) Les transpositions
(
i i + 1

)
avec 1 ⩽ i ⩽ n− 1.

(3) Les transpositions
(
1 i

)
avec 2 ⩽ i ⩽ n.

(4) La transposition
(
1 2

)
et le n-cycle σ =

(
1 2 . . . n

)
.

(5) Une transposition
(
i i + 1

)
avec 1 ⩽ i ⩽ n− 1 et le n-cycle σ =

(
1 2 . . . n

)
.

Démonstration. Les points (1) à (4) découlent des points correspondants du lemme précédent
(en répétant le point (2) autant de fois que nécessaire).

Le point (5) découle du point (4) en utilisant
(
1 2

)
= σ1−i(i i + 1

)
σi−1. ✓

Le résultat suivant sera probablement utile pour l’étude de la résolubilité des polynômes
(Semestre 2).

Proposition 5.7. Soit p un nombre premier et soit G un sous-groupe de Sp. Supposons que
p | |G| et que G contient une transposition. Alors G = Sp.

Démonstration. Il suffit de montrer que G contient un p-cycle
(
1 2 . . . p

)
et une transpo-

sition
(
i i + 1

)
. Tout d’abord on sait que G contient un élément σ d’ordre p (conséquence

du premier théorème de Sylow), et un élément d’ordre p de Sp est nécessairement un p-cycle
car p est premier. En effet, si σ est un élément d’ordre p, soit σ = γ1 · · · γr sa décomposi-
tion en produit de cycles à supports disjoints. Alors les γi commutent deux à deux donc
o(σ) = ppcm(o(γi) | 1 ⩽ i ⩽ r). Or o(γi) > 1 pour tout i et p est premier donc o(γi) = p
pour tout i. Mais ce sont des cycles de Sp, leur support est donc J1 ; pK donc r = 1 et σ = γ1
est un p-cycle.

Ecrivons σ =
(
i1 . . . ip

)
et soit ν ∈ Sp la permutation définie par ν(ik) = k, on a ν ◦ σ ◦

ν−1 =
(
1 2 . . . p

)
∈ νGν−1. On a |νGν−1| = |G|, et comme pour montrer que G = Sp il

suffit de voir que |G| = |Sp|, on peut remplacer G par νGν−1 et donc supposer sans perte de
généralité que

(
1 2 . . . p

)
∈ G. Notons σ =

(
1 2 . . . p

)
.

A ce stade il est commode de changer de notation : on remplace J1 ; pK par Z/pZ =
{0, . . . , p− 1}, et G est un sous-groupe du groupe des permutations de Z/pZ contenant
σ =

(
0 1 . . . p− 1

)
et une transposition τ =

(
i j

)
avec i, j dans {0, . . . , p− 1} et i < j.

On peut alors écrire, pour tout k ∈ Z/pZ, σ(k) = k + 1. Montrons, par récurrence sur k, que

∀k ∈ J1 ; p− 1K, on a
(

0 k(j− i)
)
∈ G.

â Initialisation. Si k = 1, on a σ−i(i j
)
σi =

(
0 j− i

)
∈ G.

â Hérédité. Soit maintenant k ∈ J1 ; p− 2K tel que
(

0 s(j− i)
)
∈ G pour tout s ∈ J1 ; kK on

doit démontrer que
(

0 (k + 1)(j− i)
)
∈ G. On a

σj
(

0 k(j− i)
)

σ−j =
(

j j(k + 1)− ki
)
∈ G

et on a j(k + 1)− ki = (j− i)(k + 1) + i = (j− i)k + j 6∈
{

i; j
}

car k 6= 0, k + 1 6= 0,
j− i 6= 0 et Z/pZ est un corps. Donc(

i j
)(

j j(k + 1)− ki
)(

i j
)
=
(

i j(k + 1)− ki
)
∈ G

et
σ−i
(

i j(k + 1)− ki
)

σi =
(

0 (k + 1)(j− i)
)
∈ G

et on a bien le résultat désiré.
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Comme Z/pZ est un corps, il existe k ∈ J1 ; p− 1K tel que k(j− i) = 1, et ainsi
(
0 1

)
∈ G,

et on conclut bien que G = Sp. ✓

Remarque. Le résultat est faux en général si n n’est pas premier. Par exemple le groupe S4
n’est pas engendré par

(
1 2 3 4

)
et
(
1 3

)
.

En effet, on a τσ = σ−1τ donc

〈σ, τ〉 =
{

σkτ` | (k, `) ∈ Z2
}
=
{

σkτ` | 0 ⩽ k ⩽ 3, 0 ⩽ ` ⩽ 1
}

=
{

id, τ,
(
1 4

)(
2 3

)
,
(
2 4

)
,
(
1 2

)(
3 4

)
, σ,
(
1 3

)(
2 4

)
,
(
1 4 3 2

)}
6= S4.

II. LE GROUPE ALTERNÉ

Définition-Proposition 5.8. Soit n ⩾ 2. Il existe unique morphisme de groupes surjectif

ε : Sn −→ {±1}
tel que pour tout k-cycle σ, on ait ε(σ) = (−1)k−1. Le morphisme ε est appelé la signature, et
le groupe alterné An est défini comme le noyau de ε. On a An / Sn (puisque An est le noyau du
morphisme ε, ou parce qu’il est d’indice 2 dans Sn) et |An| = n!

2 .

Démonstration. L’existence a été démontrée en L3. Pour l’unicité, soit φ : Sn → {±1} un
autre morphisme surjectif. On sait que les transpositions engendrent Sn donc il suffit de
vérifier que φ(τ) = ε(τ) pour toute transposition τ. Notons que les transpositions sont
toutes conjuguées dans Sn et que tout morphisme défini sur Sn prendra donc la même valeur
sur toutes les transpositions. Il y a donc deux cas :

Cas 1 : pour toute transposition τ on a φ(τ) = 1. Mais alors φ ≡ 1 donc φ n’est pas surjectif ;
on a obtenu une contradiction.

Cas 2 : pour toute transposition τ on a φ(τ) = −1. On a alors φ(τ) = ε(τ) pour toute
transposition τ et donc φ = ε. ✓

Pour compléter : une démonstration de l’existence de ε. Soit σ ∈ Sn. Nous savons qu’il existe des
transpositions τ1, . . . , τp telles que σ = τ1 · · · τp. Si ε existe, la démonstration de l’unicité nous
impose ε(σ) = ε(τ1) · · · ε(τp) = (−1)p. Mais l’écriture de σ comme produit de transpositions
n’est pas unique, il faut donc démontrer que la parité du nombre de transpositions dans
l’écriture de σ ne dépend que de σ.

Etape 1. On suppose que n ⩾ 3. Soient p ∈ N∗, τ1, . . . , τp des transpositions et i ∈ J1 ; nK
fixé. Montrons qu’il existe alors q ∈ N et des transpositions τ′1, . . . , τ′q telles que

F τ1 · · · τp = τ′1 · · · τ′q (lorsque q = 0 le produit de droite est id, de support vide) ;
F p + q est pair ;

F i 6∈ ⋃q−1
j=1 Supp(τ′j ) (attention, i peut être dans le support de τ′q).

On raisonne par récurrence à deux pas sur p.
• Initialisation : si p = 1, on choisit une transposition quelconque τ telle que

i 6∈ Supp(τ) (c’est possible car n ⩾ 3). On a alors τ1 = τ2τ1 donc en posant
τ′1 = τ′2 = τ et τ′3 = τ1 on a démontré le résultat. Si p = 2, posons τ1 =

(
i j
)

;
on distingue quatre cas :

Cas 1. τ1 et τ2 sont à supports disjoints. Alors on pose τ′1 = τ2 et τ′2 = τ1.
Cas 2. τ1 = τ2. Soit τ une transposition telle que i 6∈ Supp(τ) (il en existe car

n ⩾ 3). Alors on a τ1τ2 = id = τ2 et on pose τ′1 = τ′2 = τ.
Cas 3. τ2 =

(
i k

)
avec k 6∈ {i, j}. Alors on pose τ′1 =

(
k j

)
et τ′2 =

(
i j
)
.
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Cas 4. τ2 =
(

j k
)

avec k 6∈ {i, j}. Alors on pose τ′1 =
(
k j

)
et τ′2 =

(
i k

)
.

• Soit p ⩾ 3 tel que le résultat soit vrai aux rangs p− 2 et p− 1. Soient τ1, . . . , τp
des transpositions.
Si τ1 = τ2 alors τ1 · · · τp = τ3 · · · τp et on utilise l’hypothèse de récurrence au
rang p− 2 (cela fonctionne car p et p− 2 ont la même parité).
Si τ1 6= τ2, on sait par le cas p = 2 qu’il existe des transpositions τ′′1 et τ′′2 telles
que τ′′1 τ′′2 = τ1τ2 et i 6∈ Supp(τ′1). On a τ1 · · · τp = τ′′1 τ′′2 τ3 · · · τp. On applique
l’hypothèse de récurrence au rang p− 2 à τ′′2 τ3 · · · τp, cela fournit des transpo-
sitions τ′1, . . . , τ′q telles que τ′′2 τ3 · · · τp = τ′1 · · · τ′q, p− 1+ q est pair et i n’est pas
dans les supports de τ′1, . . . , τ′q. On en déduit que τ1 · · · τp = τ′′1 τ′1 · · · τ′q avec
p + q + 1 pair et i n’est pas dans le support de τ′′1 , τ′1, . . . , τ′q. Donc la propriété
est vraie au rang p.

Etape 2. Montrons, par récurrence sur n ⩾ 2, que la permutation idJ1;nK ne peut s’écrire que
comme un nombre pair de transpositions de Sn.

F Initialisation. Si n = 2, la seule transposition est τ =
(
1 2

)
, et on a τk = id si, et

seulement si, k est pair. Donc la propriété est vraie au rang 2.
F Soit n > 2 tel que la propriété soit vraie au rang n− 1. Soient τ1, . . . , τp des trans-

positions telles que idJ1;nK = τ1 · · · τp. D’après l’étape 1, il existe q ∈ N avec
p + q pair et des transpositions τ′1, . . . , τ′q telles que idJ1;nK = τ′1 · · · τ′q et n n’est
pas dans le support de τ′1, . . . , τ′q−1. Supposons par l’absurde que n soit dans
Supp(τ′q). Alors n = id(n) = τ′q(n) 6= n et on a une contradiction. Donc n n’est
pas dans Supp(τ′q). Mais alors idJ1;nK est un produit de q transpositions de Sn−1,
donc idJ1;n−1K aussi. On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence pour dé-
duire que q est pair et par conséquent que p, qui a la même parité que q, est pair.

Etape 3. Conclusion. Soit σ ∈ Sn et supposons qu’il existe des transpositions
τ1, . . . , τp, τ′1, . . . , τ′q telles que σ = τ1 · · · τp = τ′1 · · · τ′q. Alors id = τ1 · · · τpτ′1 · · · τ′q
donc p + q est pair. Finalement on a bien (−1)p = (−1)q.

Nous avons donc défini une application ε : Sn → {±1} qui n’est pas constante et qui est
donc surjective. De plus, si (σ, σ′) ∈ S2

n, il existe des transpositions τ1, . . . , τp, τ′1, . . . , τ′q telles
que σ = τ1 · · · τp et σ′ = τ′1 · · · τ′q et on a alors

ε(σ)ε(σ′) = (−1)p(−1)q = (−1)p+q = ε(τ1 · · · τpτ′1 · · · τ′q) = ε(σσ′)

donc ε est bien un morphisme de groupes. ✓

Remarque. On en déduit que Ŝn = {1, ε}.

Proposition 5.9. Soit n ⩾ 3. Le groupe An est engendré par les 3-cycles
(
1 2 i

)
pour i ⩾ 3.

Démonstration. On sait que Sn est engendré par les cycles
(
1 i

)
, i ⩾ 2. Ainsi si σ ∈ An, on a

σ =
(
1 i1

)
· · ·
(
1 im

)
avec, pour tout k, ik ⩾ 2 et m pair. Donc An est engendré par les éléments

(
1 i

)(
1 j

)
, avec

i, j ⩾ 2 et i 6= j. On a (
1 i

)(
1 j

)
=
(
1 j i

)
si 2 ⩽ i 6= j ⩽ n,(

1 j i
)
=
(
1 2 i

)(
1 2 j

)2 si 3 ⩽ i 6= j ⩽ n(
1 i 2

)
=
(
1 2 i

)2 si i ⩾ 3

On a donc le résultat. ✓
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Lemme 5.10. Pour n ⩾ 3, le groupe An opère (n − 2) fois transitivement sur J1 ; nK, c’est-
à-dire que pour tout ((a1, . . . , an−2), (b1, . . . , bn−2)) ∈ (J1 ; nKn−2)2 avec les ai deux à deux
distincts et les bi deux à deux distincts, il existe σ ∈ An tel que pour tout i ∈ J1 ; n− 2K on a
σ(ai) = bi.

Démonstration. On complète les ensembles de ai et bi de façon à avoir {a1, . . . , an−2, an−1, an} =J1 ; nK = {b1, . . . , bn−2, bn−1, bn}. Il est clair qu’il existe une (unique) bijection f : J1 ; nK →J1 ; nK qui envoie i sur ai pour tout i et une (unique) bijection g : J1 ; nK→ J1 ; nK qui envoie i
sur bi pour tout i. En les composant, on obtient γ = g ◦ f−1 ∈ Sn telle que γ(ai) = bi pour
tout i.

Si γ ∈ An, c’est terminé. Sinon, σ = γ
(
an−1 an

)
∈ An et vérifie σ(ai) = bi pour tout i

avec 1 ⩽ i ⩽ n− 2. ✓

Proposition 5.11. Soit n ⩾ 5. Les 3-cycles sont conjugués dans An.

Démonstration. Voir travaux dirigés.
Soient γa =

(
a1 a2 a3

)
et γb =

(
b1 b2 b3

)
deux 3-cycles. Puisque n ⩾ 5, on peut com-

pléter en des ensembles {a1, . . . , an−2} et {b1, . . . , bn−2} à n − 2 éléments. Puisque l’action
de An sur J1 ; nK est (n − 2)-transitive, il existe σ ∈ An tel que σ(ai) = bi pour tout i avec
1 ⩽ i ⩽ n− 2. On a alors γb = σγaσ−1. ✓

Remarque. C’est faux si n = 3 ou n = 4. Voir travaux dirigés
En effet, si n = 3 alors A3 est abélien donc les classes de conjugaison sont des singletons.

Si n = 4 il y a 8 cycles d’ordre 3 ; s’ils formaient une seule orbite pour l’opération de conju-
gaison de A4 sur lui-même, elle serait donc de cardinal 8. Mais le cardinal d’une orbite divise
l’ordre du groupe et ici |A4| = 12 n’est pas multiple de 8, on a obtenu une contradiction.

Théorème 5.12. Soit n ⩾ 5. Le groupe An est simple.

Démonstration. Soit H 6= {id} un sous-groupe normal de An. On veut démontrer que H =
An. Il suffit de démontrer que H contient un 3-cycle. En effet, si H contient un 3-cycle, il
contient tous ses conjugués (car H / An) et donc tous les 3-cycles (proposition précédente),
qui engendrent An, donc An ⊂ H et puisque H est un sous-groupe de An, on aura bien
H = An.

Soit σ ∈ H \ {id}. On remarque que pour tout τ ∈ An, on a στσ−1τ−1 = σ(τσ−1τ−1) ∈ H
car σ ∈ H, σ−1 ∈ H et H / An, et de même τ−1στσ−1 ∈ H.

Notons σ = γ1 · · · γr la décomposition de σ en produit de cycles à supports disjoints. En
particulier, ces cycles γ1, . . . , γr commutent deux à deux, donc on peut supposer qu’ils sont
ordonnés par longueur décroissante. On distingue quatre cas.

Cas 1. `(γ1) ⩾ 4. Posons γ1 = (i1 i2 . . . it) avec t ⩾ 4. Soit τ = (i1 i2 i3). Les supports de τ,
γ2, . . ., γr sont disjoints, donc ces cycles commutent et on a

στσ−1τ−1 = γ1 · · · γrγ−1
r · · · γ−1

2 τγ−1
1 τ−1

= γ1τγ−1
1 τ−1 = (i2 i3 i4)τ−1 = (i2 i3 i4)(i1 i3 i2) = (i1 i4 i2)

et c’est un élément de H, donc H contient un 3-cycle.

Cas 2. `(γ1) = 3. Alors σ2 ∈ H et σ2 = γ2
1 · · · γ2

r est un produit de 3-cycles disjoints car pour
tout i, soit γi est un 3-cycle et γ2

i aussi, soit γi est une transposition et γ2
i = id. Ainsi, quitte

à remplacer σ par σ2, on peut supposer que la décomposition de σ en produit de cycles
disjoints ne contient pas de transposition, c’est-à-dire que `(γi) = 3 pour tout i. Si r = 1
c’est terminé, supposons donc que r > 1.
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Alors σ = γ1γ2σ′ avec γ1 = (i1 i2 i3), γ2 = (i4 i5 i6) et σ′ = γ3 · · · γr. Soit τ = (i1 i4 i5).
Alors comme ci-dessus, στσ−1τ−1 est un élément de H et il est égal à (i2 i5 i6)(i1 i5 i4) =
(i1 i6 i2 i5 i4). On est donc ramenés au cas 1 et H doit donc contenir un 3-cycle.

Cas 3. `(γ1) = 2 et r = 2. Posons γ1 = (i1 i2) et γ2 = (i3 i4). Puisque n ⩾ 5 il existe
i5 ∈ J1 ; nK \ {i1; i2; i3; i4}. Posons τ = (i3 i4 i5). Alors τ−1στσ−1 ∈ H et τ−1στσ−1 =
(i3 i5 i4)(i4 i3 i5) = (i3 i4 i5). Donc H contient un 3-cycle.

Cas 4. `(γ1) = 2 et r > 2. Alors σ = γ1γ2σ′ avec γ1 = (i1 i2), γ2 = (i3 i4) et σ′ = γ3 · · · γr.
Posons τ = (i1 i2 i3). Alors τ−1στσ−1 est un élément de H et puisque τ commute avec σ′

on a à τ−1στσ−1 = τ−1γ1γ2τ(γ1γ2)
−1 = (i1 i3 i2)(i2 i1 i4) = (i1 i4)(i2 i3) et on est ramenés

au cas 3. Donc H contient un 3-cycle. ✓

III. QUELQUES RÉSULTATS SUR LES SOUS-GROUPES DE Sn

Proposition 5.13. Si n ⩾ 3, alors Z(Sn) = {id}.

Démonstration. Voir travaux dirigés.
Soit σ ∈ Z(Sn). Supposons que σ 6= id. Soit i ∈ Supp(σ), on a donc σ(i) 6= i. Puisque

n ⩾ 3, il existe j ∈ J1 ; nK tel que j 6∈ {i, σ(i)} . Soit τ =
(
i j
)
. Alors τστ(j) = τσ(i) = σ(i)

car σ(i) 6∈ {i, j}, et σ(i) 6= σ(j) car i 6= j et σ est injective, donc τστ 6= σ et donc τσ 6= στ :
on a obtenu une contradiction. Donc σ = id et on a bien Z(Sn) = {id}. ✓

Théorème 5.14. Pour n 6= 4, les seuls sous-groupes normaux de Sn sont {id}, An et Sn.

Démonstration. Si n = 2, alors S2
∼= C2 et ses seuls sous-groupes (nécessairement normaux)

sont {id} = A2 et S2.
Traitons le cas n = 3. Soit H un sous-groupe normal de S3, avec {id} $ H $ S3. Alors
|H| = 2 ou |H| = 3. Si |H| = 2, posons H = {id, σ} avec σ un élément d’ordre 2. Les seuls
éléments d’ordre 2 de S3 sont les transpositions. qui sont toutes conjuguées donc, puisque
H / S3 doivent toutes être dans H : on a obtenu une contradiction. Si |H| = 3, alors H =
{id, σ1, σ2} avec σi d’ordre 3. Il y a exactement deux éléments d’ordre 3 dans S3, qui sont les
3-cycles. On en déduit que H = A3.

Supposons maintenant que n ⩾ 5. Soit H un sous-groupe normal de Sn avec {id} $ H $
Sn. Alors H ∩ An / An. Mais An est simple donc H ∩ An = {id} ou H ∩ An = An.

Si H ∩ An = {id}, alors toutes les permutations non triviales de H sont impaires. On en
déduit en particulier que pour tout σ ∈ H on a σ2 = id (puisque σ2 est paire et dans H).
Fixons σ ∈ H \ {id}. Alors pour tout τ ∈ H \ {id} on a στ = id (pour les mêmes raisons)
donc τ = σ−1 = σ. Donc H = {id, σ}. Mais si γ ∈ Sn est du même type que σ, alors γ et σ
sont conjuguées, donc puisque H / Sn on doit avoir γ ∈ H et on a une contradiction.

Donc H ∩ An = An, on a alors An ⊂ H et [Sn : An] = 2 donc H = An. ✓

Remarque. C’est faux si n = 4 ; en effet, le sous-groupe

V4 =
{

id,
(
1 2

)(
3 4

)
,
(
1 3

)(
2 4

)
,
(
1 4

)(
2 3

)}
est normal dans S4.

Théorème 5.15. Soit n ⩾ 2 et H un sous-groupe de Sn.

(1) Si [Sn : H] = 2, on a H = An.

(2) Si [Sn : H] = n, on a H ∼= Sn−1.
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Démonstration. (1) Puisque H est d’indice 2 dans Sn, il est normal dans Sn donc si n 6= 4 on
a H = An.
Si n = 4, le sous-groupe H de S4 est toujours un sous-groupe normal de S4, d’ordre 12.
Par le théorème de Cauchy, il contient un élément d’ordre 3, qui est dans S4 et qui est
donc un 3-cycle. De plus, puisque H / S4, il suit que tous les 3-cycles sont dans H car
ils sont conjugués dans S4. Or les 3-cycles engendrent A4, donc A4 ⊂ H et finalement
H = A4.

(2) Si n = 2 le résultat est trivial.
Si n = 4, alors H est un sous-groupe de S4 d’ordre 6. D’après le théorème 3.63.6, H est donc
isomorphe à C6 ou à S3. Or S4, donc en particulier H, ne contient aucun élément d’ordre
6, donc H 6∼= C6 et finalement H ∼= S3.
Si n 6= 4 et n > 2, on considère l’opération de Sn sur l’ensemble E = Sn/H par trans-
lations à gauche, elle induit donc un morphisme de groupes φ : Sn → SE défini par
φ(σ)(τH) = (στH), où (σ, τ) ∈ S2

n. Puisque |E| = n on a SE
∼= Sn.

Le noyau de φ est un sous-groupe normal de Sn. De plus, il est contenu dans H (si σ ∈
Ker φ, en particulier φ(σ)(H) = H, c’est-à-dire que σH = H donc σ ∈ H), qui est d’indice
n > 2, donc Ker φ = {id} d’après le théorème 5.145.14. Donc φ est un isomorphisme.
On remarque que φ(H) ⊂ StabSn(H). De plus, il est clair que StabSn(H), qui est l’en-
semble des permutations de E = Sn/H qui fixent le point H, s’identifie à SE\{H}, qui
est isomorphe à Sn−1 (via l’identification SE

∼= Sn). Puisque |H| = (n − 1)!, on obtient
H ∼= φ(H) = StabSn(H) ∼= Sn−1. ✓

Exercice. Soit G un groupe d’ordre 12 qui n’est pas abélien et qui contient un sous-groupe
normal H d’ordre 4. Alors G ∼= A4. Voir travaux dirigés

Correction. Notons que H est un 4-sous-groupe de Sylow de G (et, puisque H / G, c’est le
seul). On considère l’ensemble E des 3-sous-groupes de Sylow de G. Alors |E| ≡ 1 (mod 3)
et |E| | 4. Si |E| = 1, alors il y a un unique 3-sous-groupe de Sylow L, qui est normal dans
G et on en déduit par des méthodes déjà vues précédemment que G ∼= H × K. Mais H et K
sont abéliens (d’ordres 3 premier et 4 carré d’un nombre premier) donc G est abélien : on a
obtenu une contradiction.

Donc |E| = 4. Puisque tous les 3-sous-groupes de Sylow sont conjugués, on peut consi-
dérer l’opération de G sur E par conjugaison. On obtient donc un morphisme de groupes
φ : G → SE

∼= S4. Soit K = Ker φ.
Soit g ∈ K. Alors, pour tout L ∈ E, on a gLg−1 = L donc g ∈ NG(L). On a donc K ⊂
∩L∈ENG(L). L’autre inclusion est facile à vérifier, donc K = ∩L∈ENG(L). De plus, L ⊂ NG(L)
et on sait que [G : NG(L)] = |E| = 4 pour tout L ∈ E, donc |NG(L)| = 3 = |L| et donc
L = NG(L). On a donc K = ∩L∈EL.

Soient maintenant L et L′ deux 3-sous-groupes de Sylow de G (des éléments de E) et soit
x ∈ L ∩ L′. Si x 6= 1, alors o(x) = 3 et on a L =

{
1, x, x2} = L′, donc K = ∩L∈EL = {1}. On

a démontré que φ est injectif et donc que φ(G) est un sous-groupe de S4 d’ordre 12, donc
d’indice 2. D’après le théorème 5.155.15, on a φ(G) = A4 et donc G ∼= φ(G) = A4. ✓
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CHAPITRE 6.

Groupes résolubles

On étudie dans ce chapitre une classe de groupes que l’on peut « approximer » par des
groupes abéliens : les groupes résolubles. Cette notion sera utilisée plus tard (Semestre 2)
pour étudier la « résolubilité » par radicaux des équations polynomiales (c’est de là que
provient la terminologie).

I. DÉFINITION ET EXEMPLES

Définition 6.1. Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il existe une suite croissante de
sous-groupes

G0 = {1} ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gm = G

tels que pour tout i ∈ J0 ; m− 1K, on a Gi / Gi+1 et le groupe quotient Gi+1/Gi est abélien. Une
telle suite est appelée suite de résolubilité pour G.

Exemples. (1) Un groupe abélien est résoluble.

(2) Le groupe S3 est résoluble, avec suite de résolubilité

{id} ⊂ A3 ⊂ S3.

En effet, on a bien {id} / A3 / S3 et les quotients S3/A3
∼= C2 et A3/{id} ∼= C3 sont

abéliens.

Lemme 6.2. Soit G un groupe et soit H un sous-groupe normal de G. On note π : G → G/H
la surjection canonique.

(1) Soient K et L deux sous-groupes de G avec K / L. Alors les sous-groupes HK et HL de
G vérifient HK / HL et HK/H / HL/H. De plus, on a un morphisme surjectif L/K →
HL/HK.

(2) Soient K′ et L′ deux sous-groupes de G/H avec K′ / L′. Alors π−1(K′) / π−1(L′) et
π−1(L′)/π−1(K′) ∼= L′/K′.

Démonstration. (1) Puisque H / G, on sait que HK et HL sont des sous-groupes de G et que
HK = KH. Soit (x, y) ∈ HK × HL. Posons x = hk et y = h′` avec (h, k, h′, `) ∈ H × K ×
H × L. Alors

yxy−1 = h′`hk`−1h′−1
= h′`h`−1`k`−1h′−1.

Or K / L donc `k`−1 ∈ K et donc `k`−1(h′)−1 ∈ KH = HK. De plus, H / G donc `h`−1 ∈
H. On en déduit que yxy−1 ∈ HK et donc que HK / HL.
Le fait que HK/H / HL/H découle de la correspondance entre les sous-groupes normaux
de HL contenant H et les sous-groupes normaux de HL/H.
Enfin, soit L → HL l’injection naturelle, on compose avec la surjection canonique HL →
HL/HK pour obtenir un morphisme de groupes φ. Il est clair que K ⊂ Ker φ donc φ
induit un morphisme φ : L/K → HL/HK tel que φ(`) = φ(`) pour tout ` ∈ L.
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Soit y ∈ HL/HK. Il existe x ∈ HL tel que y = x et il existe donc (h, `) ∈ H × L tel que
x = hl. Alors, dans HL/HK, on a y = x = ` ; en effet, on a h ∈ HK donc h = 1. On en
déduit donc que y = x = φ(`) = φ(`) et donc que φ est surjectif.

(2) Puisque π est surjective, on a π(π−1(L′)) = L′. On considère le morphisme surjectif
π−1(L′) π−→ L′ ↠ L′/K′. Son noyau est π−1(K′) et on applique le premier théorème
d’isomorphisme pour conclure. ✓

Proposition 6.3. Soient G un groupe et H ⊂ G un sous-groupe.

(1) Si G est résoluble, alors H est résoluble.

(2) Si H / G, alors G est résoluble ⇐⇒ H et G/H sont résolubles.

Démonstration. (1) Supposons G résoluble et soit

G0 = {1} / G1 / · · · / Gm = G

une suite de résolubilité. Posons, pour i ∈ J0 ; mK, Hi = H ∩ Gi. Alors on a

H0 = {1} ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hm = H

et Hi = H ∩Gi / H ∩Gi+1 = Hi+1 pour i ∈ J0 ; m− 1K. Le morphisme naturel H ∩Gi+1 ↪→
Gi+1 ↠ Gi+1/Gi a pour noyau H ∩ Gi donc il induit un morphisme injectif

Hi+1/Hi = (H ∩ Gi+1)/(H ∩ Gi) −→ Gi+1/Gi

et ainsi Hi+1/Hi est isomorphe à un sous-groupe du groupe abélien Gi+1/Gi, et par
conséquent Hi+1/Hi est abélien.
Donc H0 = {1} ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hm = H est une suite de résolubilité et H est résoluble.

(2) Supposons d’abord que G est résoluble et reprenons la suite de résolubilité précédente
pour G. On sait déjà que H est résoluble.
Le sous-groupe H est normal dans G donc HGi est un sous-groupe de G pour tout i. On
considère les sous-groupes HGi/H de G/H, on obtient la suite de sous-groupes

HG0/H = {1} ⊂ HG1/H ⊂ · · · ⊂ HGm/H = G/H

On a H / G et Gi / Gi+1, donc HGi / HGi+1 et HGi/H / HGi+1/H d’après le lemme précé-
dent. Toujours d’après ce lemme, on a un morphisme surjectif Gi+1/Gi −→ HGi+1/HGi
avec Gi+1/Gi abélien. On en déduit que (HGi+1/H)/(HGi/H), qui est isomorphe à
HGi+1/HGi par le troisième théorème d’isomorphisme, est abélien. On a démontré que
G/H est résoluble.
Réciproquement, supposons que H et G/H sont résolubles, et considérons des suites de
résolubilité

H0 = {1} / H1 / · · · / Hm = H et

K0 = {1} / K1 / · · · / Kn = G/H

Notons π : G −→ G/H la surjection canonique. Alors

H0 = {1} / H1 / · · · / Hm = H = π−1(K0) / π−1(K1) / · · · / π−1(Kn) = G

est une suite de résolubilité pour G. En effet, d’après le lemme précédent, les groupes
π−1(Ki+1)/π−1(Ki) ∼= Ki+1/Ki sont abéliens. ✓

Remarque. On peut reformuler le point (2) de la proposition de la façon suivante.
Soit 1 → H → G → K → 1 une suite exacte de groupes. Alors G est résoluble si, et

seulement si, H et K sont résolubles.

On peut maintenant donner de larges classes d’exemples de groupes résolubles et non
résolubles.
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Théorème 6.4. Soit G un groupe fini.

(1) Si |G| = pn, pour p premier, alors G est résoluble.

(2) Si |G| = pq, pour p, q premiers, alors G est résoluble.

(3) Si |G| < 60, alors G est résoluble.

Démonstration. (1) On raisonne par récurrence sur n.

F Initialisation. Si n = 0 le résultat est clair, si n = 1 alors G est cyclique donc abélien et
donc résoluble.

F Hérédité. Soit donc n > 1 tel que tous les groupes d’ordre pi avec i ⩽ n − 1 sont
résolubles. Soit G un groupe d’ordre pn. Le théorème 4.164.16 montre l’existence d’un sous-
groupe normal H de G d’ordre pn−1. Le quotient G/H est d’ordre p donc cyclique et
donc résoluble, et H est résoluble par hypothèse de récurrence, donc G est résoluble.

(2) Si p = q, on est dans le cadre du (1).
Supposons donc que p > q. Alors grâce au théorème 4.264.26, on peut supposer que G =
Cp o Cq. On a une suite exacte 1→ Cp → G = Cp o Cq → Cq → 1 avec Cp et Cq abéliens,
donc résolubles. Donc G est également résoluble.

(3) Le 3 est à titre culturel. Voir l’annexe sur les groupes? ✓

Théorème 6.5. Un groupe simple non abélien n’est pas résoluble.
En particulier, si n ⩾ 5 alors An n’est pas résoluble.

Démonstration. Soit G un groupe simple qui n’est pas abélien. Puisque G est simple, la seule
suite de résolubilité possible est {1} ⊂ G, mais G n’est pas abélien donc ce n’est pas une
suite de résolubilité. ✓

Théorème 6.6. Soit n ∈ N∗. Le groupe Sn est résoluble si et seulement si n ⩽ 4.

Démonstration. Si n ⩽ 2, alors Sn est abélien donc résoluble.
Si n = 3, alors {id} ⊂ A3 ⊂ S3 est une suite de résolubilité.
Si n = 4, alors {id} / V4 / A4 / S4 est une suite de résolubilité. En effet, A4 / S4 car A4 est

d’indice 2 dans S4, et V4 est normal dans S4 et donc dans A4 car la conjugaison préserve le
type d’une permutation et les éléments de V4 sont id et tous les produits de deux transposi-
tions disjointes. De plus, V4

∼= C2 × C2 est abélien (tous ses éléments σ vérifient σ2 = id) et
les deux autres quotients sont d’ordres premiers donc sont cycliques et donc abéliens.

Enfin, si n ⩾ 5, on sait que An, qui est un sous-groupe normal de Sn n’est pas résoluble,
donc Sn ne peut pas être résoluble d’après la proposition 6.36.3. ✓

II. GROUPE DÉRIVÉ

On propose dans ce paragraphe une nouvelle caractérisation des groupes résolubles.

Définition 6.7. Soit G un groupe. Le groupe dérivé de G, noté D(G) ou encore [G, G], est le
sous-groupe de G engendré par les commutateurs de G, c’est-à-dire les éléments de la forme

[x, y] := xyx−1y−1 pour (x, y) ∈ G2.

Pour (x, y) ∈ G2 on a [x, y]−1 = [y, x] et donc l’inverse d’un commutateur est encore un
commutateur. Ainsi un élément arbitraire de D(G) est un produit fini de commutateurs.
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Définition 6.8. Soient G un groupe et n ∈ N∗. Le nième groupe dérivé de G, noté Dn(G), est
défini la manière suivante :

D1(G) = D(G), D2(G) = D(D(G)), . . . , Dn(G) = D(Dn−1(G)), . . .

Remarques. (1) On a Dn+1(G) ⊂ Dn(G) pour tout n ∈ N∗.

(2) Si H et K sont des sous-groupes de G avec H ⊂ K, alors D(H) ⊂ D(K).

(3) G est abélien si et seulement si D(G) = {1}.

Proposition 6.9. Pour tout n ∈ N∗, le groupe Dn(G) est un sous-groupe normal de G.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.

â Initialisation. Si n = 1, soit (x, y, g) ∈ G3, on a g[x, y]g−1 = [gxg−1, gyg−1] ∈ D(G).
Puisque les commutateurs engendrent D(G), on en déduit que D(G) / G. Voir travaux
dirigés.

â Hérédité. Soit n ⩾ 1 tel que Di(G) / G pour tout i ⩽ n. Démontrons que Dn+1(G)
est normal dans G. Rappelons que Dn+1(G) = D(Dn(G)) est engendré par les [x, y]
avec (x, y) ∈ Dn(G)2. Soit (x, y, g) ∈ Dn(G)2 × G, on a g[x, y]g−1 = [gxg−1, gyg−1]. De
plus, par hypothèse de récurrence, Dn(G) / G donc gxg−1 et gyg−1 sont dans Dn(G) et
donc g[x, y]g−1 ∈ Dn+1(G). Puisque les commutateurs d’éléments de Dn(G) engendrent
Dn+1(G), on en déduit que Dn+1(G) / G. ✓

Définition-Proposition 6.10. Soit G un groupe. Le groupe G/D(G) est abélien. On dit que
G/D(G) est l’abélianisé de G, on le note souvent Gab.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ (G/D(G))2 ; il existe (x, y) ∈ G2 tel que u = x et v = y. Alors
[u, v] = [x, y] = [x, y] = 1 dans G/D(G), donc x et y commutent. ✓

Proposition 6.11. Soit G un groupe et soit H / G un sous-groupe normal de G. Alors le
groupe G/H est abélien si, et seulement si, D(G) ⊂ H.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Supposons que G/H soit abélien. Soit (x, y) ∈ G2. On a [x, y] = [x, y] = 1 car G/H est

abélien. On en déduit que pour tout (x, y) ∈ G2, on a [x, y] ∈ H. Puisque les commutateurs
engendrent D(H), on en déduit que D(G) ⊂ H.

Réciproquement, supposons que D(G) ⊂ H. Soit (u, v) ∈ (G/H)2 ; il existe (x, y) ∈ G2

tel que u = x et v = y. Alors [u, v] = [x, y] = [x, y] et [x, y] ∈ D(G) ⊂ H donc [u, v] ={
1
}

. Puisque les commutateurs d’élements de G/H engendrent D(G/H), on en déduit que
D(G/H) =

{
1
}

et donc que G/H est abélien. ✓

Exemples. (1) Pour n ⩾ 3, on a D(Sn) = An. Voir travaux dirigés
Puisque Sn n’est pas abélien, on a D(Sn) 6= {id}. De plus An / Sn et Sn/An ∼= C2 est
abélien donc D(Sn) ⊂ An.
Démontrons l’autre inclusion. Soit σ un 3-cycle. Alors σ2 est aussi un 3-cycle donc d’après
le théorème 5.45.4 (3) σ et σ2 sont conjugués dans Sn. Il existe donc γ ∈ Sn tel que σ2 =
γσγ−1. On en déduit que σ = γσγ−1σ−1 = [γ, σ] ∈ D(Sn). Puisque les 3-cycles en-
gendrent A4, on en déduit que A4 = D(S4).
Remarque. Pour n 6= 4, on peut aussi utiliser le fait que D(Sn) / Sn pour déduire que D(Sn) =
An, après avoir précisé que {id} $ D(Sn) ⊂ An.
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(2) Pour n ⩾ 5, on a D(An) = An. Voir travaux dirigés
On a D(An) / An. Pour n ⩾ 5, le groupe An est simple donc D(An) = {id} ou D(An) =
An. Mais si on avait D(An) = {id} alors An ∼= An/{id} = An/D(An) serait abélien, ce
qui n’est pas le cas. Donc D(An) = An.

(3) On a D(A4) = V4. Voir travaux dirigés
On a V4 / A4 et A4/V4

∼= C3 abélien, donc D(A4) ⊂ V4. De plus, si (i, j, k, l) ∈ J1 ; 4K4

avec i, j, k, l deux à deux distincts, on a
(
i j
)(

k l
)
= [
(
i j k

)
,
(
i j l

)
] ∈ D(A4) donc

V4 = D(A4).

Théorème 6.12. Soit G un groupe. Alors G est résoluble si, et seulement si, il existe n ∈ N∗

tel que Dn(G) = {1}.

Démonstration. â Supposons que G soit résoluble et soit

Gm = {1} ⊂ Gm−1 ⊂ · · · ⊂ G0 = G

une suite de résolubilité. Montrons, par récurrence sur i, que pour tout i ∈ J1 ; mK, on a
Di(G) ⊂ Gi. On en déduira que Dm(G) ⊂ Gm = {1} et donc que Dm(G) = {1}.

• Initialisation. Si i = 1, le groupe G/G1 = G0/G1 est abélien donc D(G) ⊂ G1 d’après
la proposition 6.116.11.
• Hérédité. Soit donc i ⩾ 2 tel que Di−1(G) ⊂ Gi−1. Le groupe Gi−1/Gi est abélien,

donc D(Gi−1) ⊂ Gi. Ainsi Di(G) = D(Di−1(G)) ⊂ D(Gi−1) ⊂ Gi, et on a le résultat.

â Réciproquement, la suite Dn(G) = {1} ⊂ Dn−1(G) ⊂ · · · ⊂ D1(G) ⊂ D0(G) := G
est une suite de résolubilité pour G. En effet, on a Di+1(G) / G donc Di+1(G) / Di(G) et
Di(G)/Di+1(G) = Di(G)/D(Di(G)) est abélien pour tout i ∈ J0 ; n− 1K. ✓

Le résultat précédent permet une nouvelle formulation pour la résolubilité.

Définition 6.13. Soit G un groupe. Une suite normale pour G est une suite croissante de sous-
groupes normaux de G

G0 = {1} ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gm = G.

Corollaire 6.14. Soit G un groupe non trivial. Alors G est résoluble si et seulement si G
possède une suite normale G0 = {1} ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gm = G telle que pour tout i ∈ J1 ; mK le
groupe Gi/Gi−1 soit abélien.

Démonstration. Soit G un groupe possédant une suite normale dont tous les quotients sont
abéliens. C’est alors une suite de résolubilité pour G, donc G est résoluble.

Réciproquement, supposons que G soit résoluble et soit n ∈ N∗ tel que Dn(G) = {1}.
Alors on a vu dans la démonstration précédente que la suite Dn(G) = {1} ⊂ Dn−1(G) ⊂
· · · ⊂ D1(G) ⊂ G est une suite de résolubilité pour G. De plus, pour tout i ∈ J1 ; nK on a
Di(G) / G donc c’est une suite normale pour G dont tous les quotients sont abéliens. ✓

Exemple. On a vu que le groupe S4 est résoluble. La suite {id} ⊂ V4 ⊂ A4 ⊂ S4 est une
suite normale pour S4 dont tous les quotients sont abéliens.

La suite {id} / 〈
(
1 2

)(
3 4

)
〉 / V4 / A4 / S4 est une suite de résolubilité pour S4, mais ce

n’est pas une suite normale pour S4 car 〈
(
1 2

)(
3 4

)
〉 n’est pas un sous-groupe normal de

S4.
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ANNEXE A.

Annexes sur les groupes

I. RAPPELS ET COMPLÉMENTS SUR LA DUALITÉ (ESPACES VECTORIELS)

Soit K un corps.

Définition A.1. Soit V un K-espace vectoriel. L’espace vectoriel dual V∗ de V est l’espace vectoriel
Hom(V, K) des formes linéaires sur V.

Proposition A.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Soit B = {e1, . . . , en} une base de
V.

On définit une base B∗ = {e∗1 , . . . , e∗n} de V∗ en posant

e∗i (ej) = δij =

{
1 si j = i
0 si j 6= i.

Cette base B∗ est appelée base duale de B.
En particulier, on a dim(V∗) = dim(V).

Démonstration. Soit α ∈ V∗ une forme linéaire sur V.
Supposons que α = ∑n

i=1 λie∗i avec (λ1, . . . , λn) ∈ Kn. Alors, pour tout j ∈ {1, . . . , n} on a α(ej) =

∑n
i=1 λie∗i (ej) = ∑n

i=1 λiδij = λj. Donc α = ∑n
i=1 α(ei)e∗i et l’écriture de α comme combinaison linéaire

des e∗i est unique.
Soit maintenant α ∈ V∗ soit quelconque. Posons β = ∑n

i=1 α(ei)e∗i ∈ V∗. Alors pour tout j ∈
{1, . . . , n} on a β(ej) = ∑n

i=1 α(ei)e∗i (ej) = ∑n
i=1 α(ei)δij = α(ej), donc β et α coïncident sur une base et

donc α = β ∈ vect{B∗}.
Finalement, on a démontré que α s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire des e∗i et

donc que B∗ est une base de V∗. ✓

Remarque. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n, soit B = {e1, . . . , en} une base de V et
soit B∗ = {e∗1 , . . . , e∗n} sa base duale. Pour tout α ∈ V∗, on a

α =
m

∑
i=1

α(ei)e∗i .

Remarque. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Alors V et V∗ sont isomorphes : il suffit de
fixer une base B = {e1, . . . , en} de V et sa base duale B∗ = {e∗1 , . . . , e∗n}, et on définit un isomorphisme
f : V → V∗ par f (ei) = e∗i pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Cet isomorphisme dépend de la base choisie de V.

Remarque. Vous verrez probablement au S2 que, dans le cas où V est muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée b, on peut définir un isomorphisme V ∼= V∗ qui ne dépend pas des bases (mais qui
dépend de b) :

Ψb : V −→ V∗

v 7−→ Ψb(v) = b(−, v) : V → K
w 7→ b(w, v)

(cf. cours S2 Théorie des corps et algèbre bilinéaire).
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Proposition A.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors

φ : V → V∗∗

v 7→ φ(v) : V∗ → V
α 7→ α(v)

est un isomorphisme naturel (il est indépendant de toutes bases de V que l’on pourrait fixer).

Démonstration. Puisque dim(V∗∗) = dim(V∗) = dim(V), d’après le théorème du rang il suffit de
vérifier que φ est injective.

Soit donc v ∈ Ker(φ) avec v 6= 0. On a donc φ(v) = 0, c’est-à-dire que pour toute forme linéaire
α ∈ V∗ on a φ(v)(α) = 0, autrement dit α(v) = 0.

Supposons que v ne soit pas nul. On peut donc compléter {v} en une base B = {e1 = v, e2, . . . , en}
de V. Soit B∗ = {e∗1 , . . . , e∗n} sa base duale. Alors e∗1 ∈ V∗ mais e∗1(v) = e∗1(e1) = 1 6= 0 : on a obtenu
une contradiction. Donc v = 0.

On a démontré que φ est injective et donc un isomorphisme de V dans V∗∗. ✓

Définition-Proposition A.4. Soient V et W deux espaces vectoriels sur K. Soit f : V → W une applica-
tion linéaire.

Alors on définit une application linéaire f̃ : W∗ → V∗ par

∀α ∈W∗, f̃ (α) = α ◦ f .

L’application linéaire f̃ est appelée transposée de f .

Le résultat suivant justifie le nom de la transposée.

Proposition A.5. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies sur K. Soit BV =
{v1, . . . , vn} une base de V et soit BW =

{
w1, . . . , wp

}
une base de W. On note B∗V et B∗W leurs bases

duales. Alors
MB∗W ,B∗V ( f̃ ) = tMBV ,BW ( f ).

Démonstration. Notons A = MBV ,BW ( f ) =
(
aij
)

1⩽i⩽p
1⩽j⩽n

. Par définition de la matrice de f dans les bases

BV et BW on a, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, f (vj) =
p

∑
i=1

aijwi. On doit démontrer que la matrice de f̃ dans

les bases B∗W et B∗V est tA, c’est-à-dire que pour tout ` ∈ {1, . . . , p}, on a f̃ (w∗` ) =
n

∑
k=1

a`,kv∗k .

Puisque f̃ (w∗` ) est une forme linéaire sur V, on sait que f̃ (w∗` ) =
n

∑
k=1

f̃ (w∗` )(vk)v∗k . Or

f̃ (w∗` )(vk) = w∗` ( f (vk)) = w∗`

(
p

∑
i=1

aikwi

)
=

p

∑
i=1

aikw∗` (wi) =
p

∑
i=1

aikδ`,i = a`,k.

On en déduit donc que f̃ (w∗` ) =
n

∑
k=1

a`,kv∗k , ce que l’on voulait. ✓

II. GROUPES D’ORDRE n AVEC n < 60

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition A.6. Soit G un groupe d’ordre n avec n < 60.
Si n n’est pas premier, alors G n’est pas simple.
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Supposons ce résultat démontré. Nous pouvons alors en déduire le résultat suivant.

Corollaire A.7. Soit G un groupe d’ordre n avec n < 60. Alors G est résoluble.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur n avec 1 ⩽ n ⩽ 59.
Si n est premier ou de la forme pr avec p premier et r ∈ N∗, alors G est résoluble.
Soit maintenant n ⩾ 6 tel que tout groupe d’ordre < n soit résoluble. Soit G un groupe d’ordre n.

Les groupes cycliques étant résolubles (car abéliens), nous pouvons supposer que n n’est pas premier.
D’après la proposition, G n’est donc pas simple : soit H un sous-groupe normal propre de G. Alors
|H| < n et |G/H| < n donc H et G/H sont résolubles et donc G est résoluble. ✓

Soit maintenant G un groupe d’ordre n avec n < 60 et n pas premier.
On traite les cas suivants, en utilisant les résultats du cours :

â n = pr avec r ⩾ 2 ;

â n = pq avec p et q premiers ;

â n = pαm avec p premier, p - m, p > m et α > 1 ;

â n = 2α p avec p ∈ {5, 11, 13} et α ∈ {2, 3} ou p = 7 et α = 2 ;

â n = 45.

Si n = pr avec r ⩾ 2 ou si n = pq avec p et q premiers, alors G n’est pas simple (théorèmes 4.164.16 et
4.264.26).

Il nous reste donc à considérer les groupes d’ordres 12, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42, 44, 45, 48, 50,
52, 54 et 56.

Commençons par les cas les plus rapides.

â Si n = pαm avec p premier, p - m, p > m et α > 1, alors le nombre np de p-Sylow de G vérifie :
np ≡ 1 (mod p) et np | m. En particulier, np < p donc np = 1. Donc G ne contient qu’un p-Sylow,
qui est donc normal dans G, donc G n’est pas simple.
Cela s’applique pour n = 18, n = 50 et n = 54.

â Si n = 2α p avec p ∈ {5, 11, 13} et α ∈ {2, 3} ou p = 7 et α = 2. Alors np ≡ 1 (mod p) et np divise
2α et on en déduit dans chaque cas que np = 1. On conclut comme dans le cas précédent.
Cela s’applique pour n ∈ {20, 28, 40, 44, 52}.

â Si n = 45 = 32 · 5, on applique le même type d’argument (il n’y a qu’un 5-Sylow dans G) pour
démontrer que G n’est pas simple.

Lemme A.8. Soit G un groupe d’ordre n = pqr avec p, q, r des nombres premiers, p < q < r. Alors G
n’est pas simple.

Démonstration. Supposons par l’absurde que G soit simple. Si on note np (resp. nq, resp. nr) le nombre
de p-Sylow (resp. q-Sylow, resp. r-Sylow), alors np 6= 1, nq 6= 1 et nr 6= 1.

On sait que nr ≡ 1 (mod r) donc nr ⩾ r + 1. De plus, nr divise pq donc, puisque p < r et q < r on
doit avoir nr = pq.

On sait que nq ≡ 1 (mod q) donc nq > q. De plus, nq | pr donc nq ∈ {p; r; pr}. On en déduit que
nq ⩾ r. De même, np ⩾ q.

De plus, tous les sous-groupes de Sylow de G sont d’ordres premiers. Grâce au théorème de La-
grange, l’intersection de deux quelconques des sous-groupes de Sylow d’ordres différents est {1}.
De plus, l’intersection de deux sous-groupes de Sylow distincts de même ordre est également {1} car
tout élément différent de l’élément neutre engendre le groupe. On peut donc minimiser le nombre
d’éléments de G (en comptant les éléments non triviaux de chaque sous-groupe de Sylow et en ajou-
tant l’élément neutre) : il y a au moins

nr(r− 1) + nq(q− 1) + np(p− 1) + 1 ⩾ pq(r− 1) + r(q− 1) + q(p− 1) + 1
= pqr + r(q− 1)− q + 1

éléments dans G. Or q ⩾ 3 et r > q donc r(q− 1)− q + 1 ⩾ r2− r + 1 = r + 1 > 0 donc il y a plus de
pqr éléments dans G et on a obtenu une contradiction.

Donc G n’est pas simple. ✓
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Ce lemme s’applique pour n = 30 et pour n = 42.

Un argument de comptage similaire permet de traiter le cas n = 56 = 23 · 7. Le nombre n7 de
7-Sylow vérifie n7 ≡ 1 (mod 7) et n7 | 8, donc n7 ∈ {1, 8}. Si n7 = 1 alors le 7-Sylow est normal dans
G et G n’est donc pas simple. Supposons donc que n7 = 8. L’intersection de deux quelconques des
7-sous-groupes de Sylow, qui sont cycliques d’ordre premier 7, est {1}, donc il y a 8 · (7− 1) = 48
éléments d’ordre 7 dans G. Ces éléments ne sont pas dans les 2-Sylow (d’ordre 8), il reste 8 éléments
dans G, donc il y a un unique 2-Sylow, qui est donc normal dans G et donc G n’est pas simple.

Pour les cas qui restent, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme A.9. Soit G un groupe d’ordre n, soit p un diviseur premier de n, soit np le nombre de p-
Sylow de G. On suppose que n - np!. Alors G n’est pas simple.

Démonstration. Supposons par l’absurde que G soit simple. En particulier, np > 1. Soit E l’ensemble
des p-Sylow de G. Le groupe G opère par conjugaison sur E (la conjugaison préserve les cardinaux).
On en déduit un morphisme de groupes φ : G → SE ∼= Snp . On sait que les p-Sylow sont tous conju-
gués, donc l’action est transitive et par conséquent le morphisme φ n’est pas trivial. Puisque φ n’est
pas trivial, Ker φ 6= G. Or G est simple et Ker φ / G, donc Ker φ = {1}. Donc G ∼= φ(G) et φ(G) est
un sous-groupe de Snp donc n divise |Snp | = np!. On a obtenu une contradiction, donc G n’est pas
simple. ✓

Corollaire A.10. Soit G un groupe d’ordre n = pαqβ avec p et q deux nombres premiers distincts,
(α, β) ∈ (N∗)2. On suppose que n - pα! ou n - qβ!. Alors G n’est pas simple.

Démonstration. Supposons par exemple que n - qβ. Le nombre np de p-Sylow de G divise qβ donc en
particulier np ⩽ qβ. Mais alors n - np! et on peut appliquer le lemme. ✓

Ce corollaire s’applique directement pour n ∈ {12, 24, 48, 36}.
Nous avons donc traité tous les cas et démontré dans chacun des cas que G n’est pas simple.

III. GROUPES D’ORDRE 8

Voir travaux dirigés
Soit G un groupe d’ordre 8.

(1) Caractériser G à isomorphisme près s’il contient un élément d’ordre 8 ou si tous ses éléments
distincts de l’élément neutre sont d’ordre 2.

Dans la suite on suppose qu’on n’est pas dans un de ces deux cas.

(2) Démontrer que G contient un élément d’ordre 4, que l’on notera a.

(3) En déduire qu’il existe un élément b de G, qui n’est pas dans 〈a〉, et tel que G =
{

1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b
}

.

(4) Démontrer alors que ba ∈
{

ab, a3b
}

(on pourra calculer ba2 pour éliminer une des possibilités).

(5) On suppose que ba = ab. Démontrer que G est commutatif et isomorphe à Z/4Z×Z/2Z.

(6) On suppose que ba = a3b. Démontrer que l’on ne peut pas construire entièrement la table de
multiplication de G avec cette information, puis démontrer que si b2 = 1 alors G ∼= D4 à l’aide
d’un produit semi-direct. Enfin, démontrer que si b2 = a2 alors G ∼= Q8 (on pourra écrire les tables
de multiplication des deux groupes).

(7) En déduire qu’il n’existe que cinq groupes d’ordre 8 à isomorphisme près :

Z/8Z, Z/4Z×Z/2Z, Z/2Z×Z/2Z×Z/2Z, D4, Q8.

Correction. (1) On sait que si G contient un élément x d’ordre 8, alors G = 〈x〉 ∼= Z/8Z. On a égale-
ment vu que si x2 = 1 pour tout x ∈ G alors G est abélien et G ∼= (Z/2Z)3.
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(2) Les ordres possibles d’éléments de G sont les diviseurs de 8, c’est-à-dire 1, 2, 4 ou 8. On a supposé
qu’ils ne sont pas tous d’ordre 2, qu’il n’y a pas d’élément d’ordre 8 et ils ne peut pas y avoir
d’autre élément que le neutre d’ordre 1, il y a donc nécessairement un élément a d’ordre 4 dans G.

(3) L’élément a engendre un sous-groupe d’ordre 4 de G, donc 〈a〉 $ G. Soit donc b ∈ G \ 〈a〉. Notons
H =

{
1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b

}
. Bien sûr on a H ⊂ G. Pour montrer que H = G, il suffit de vérifier

que |H| = |G| = 8.
On a choisi b 6∈ 〈a〉 =

{
1, a, a2, a3}. On en déduit que pour tout k avec 0 ⩽ k ⩽ 3, on a akb 6∈{

1, a, a2, a3} (sinon b = a−k(akb) serait dans 〈a〉). De plus, si akb = a`b avec 0 ⩽ k, ` ⩽ 3, alors
ak = a` donc k = `. Donc les éléments de H sont deux à deux distincts, on a |H| = 8 et G = H.

(4) Si ba ∈ 〈a〉, alors b = (ba)a−1 ∈ 〈a〉 et on a obtenu une contradiction. Si ba = b alors a = 1, une
contradiction. Enfin, si ba = a2b, alors ba2 = (ba)a = (a2b)a = a2(ba) = a4b = b, donc a2 = 1, une
contradiction. Donc ba ∈

{
ab, a3b

}
.

(5) Cas où ba = ab. La description des éléments de G montre que G est engendré par a et b. Comme
ils commutent, le groupe G est abélien.
D’après la classification des groupes abéliens finis (théorème 2.162.16) et la question (1), on sait alors
que G ∼= Z/2Z×Z/4Z.
Autre méthode, si on ne connaît pas encore la classification des groupes abéliens finis : On consi-
dère les sous-groupes (forcément normaux) 〈a〉 et 〈b〉 de G. On a toujours 〈a〉〈b〉 ⊂ G. De plus, G
est abélien donc 〈a〉〈b〉 = 〈b〉〈a〉 = 〈a, b〉 = G.
L’ordre de b est 2 ou 4 (car il n’y a pas d’élément d’ordre 8).

Si o(b) = 2, alors |〈a〉 ∩ 〈b〉| = |〈a〉||〈b〉|
|〈a, b〉| = 1 donc 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1}. On en déduit alors que

G ∼= 〈a〉 × 〈b〉 ∼= Z/4Z×Z/2Z.
Si o(b) = 4, alors b2 6= 1 et b2 6∈

{
b, ab, a2b, a3b

}
(sinon b serait dans 〈a〉), donc b2 ∈ 〈a〉 et o(b2) = 2

donc b2 = a2. On en déduit que (ab)2 = a2b2 = a4 = 1 donc ab est un élément d’ordre 2. De plus,
ab 6∈ 〈a〉 donc 〈a〉 ∩ 〈ab〉 = {1}. En calculant les cardinaux on voit que G = 〈a〉〈ab〉 et on conclut
que G ∼= 〈a〉 × 〈ab〉 ∼= Z/4Z×Z/2Z.

(6) Cas où ba = a3b = a−1b. L’ordre de b est 2 ou 4 (car il n’y a pas d’élément d’ordre 8).

F Supposons que l’ordre de b soit 2, c’est-à-dire que b2 = 1. On a donc a4 = 1, b2 = 1, ba = a−1b
(qui sont les relations vérifiées par les générateurs de D4).
Soit K = 〈a〉 et L = 〈b〉. Alors |K| = 4, |L| = 2 et G = KL. On en déduit grâce aux cardinaux
que K ∩ L = {1}. De plus, K est d’indice 2 donc normal dans G.
On en déduit que G ∼= K oφ L avec φ : L→ Aut(K). Notons que K ∼= C4 et L ∼= C2. On sait que
Aut(C4) a deux éléments, l’automorphisme identité et l’unique automorphisme α qui envoie le
générateur a de C4 sur a3 = a−1. Dans le premier cas on obtient un produit direct, qui est donc
abélien, donc ce n’est pas G. Ainsi, φ est défini par φ(b) = α, qui n’est pas trivial, et on a vu en
cours que dans ce cas K oφ L = Di(C4) ∼= D4.

F Supposons que l’ordre de b soit 4. Alors b2 6= 1 et b2 6∈
{

b, ab, a2b, a3b
}

(sinon b serait dans
〈a〉), donc b2 ∈ 〈a〉 et o(b2) = 2 donc b2 = a2. Dans ce cas, a et b sont d’ordre 4 et on a
(ab)2 = a2b2 = a4 = 1.

Posons A =
( 0 1
−1 0

)
et B =

(
0 i
i 0

)
dans GL2(C), ils engendrent Q8. Posons également C = AB.

Les tables de G et de Q8 sont les mêmes si on fait correspondre a et A d’une part, et b et B
d’autre part.
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G 1 a a2 a3 b ab a2b a3b

1 1 a a2 a3 b ab a2b a3b

a a a2 a3 1 ab a2b a3b b

a2 a2 a3 1 a a2b a3b b ab

a3 a3 1 a a2 a3b b ab a2b

b b a3b a2b ab a2 a 1 a3

ab ab b a3b a2b a3 a2 a 1

a2b a2b ab b a3b 1 a3 a2 a

a3b a3b a2b ab b a 1 a3 a2

Q8 1 A −1 −A B C −B −C

1 1 A −1 −A B C −B −C

A A −1 −A 1 C −A −C B

−1 −1 −A 1 A −B −C B C

−A −A 1 A −1 −C A C −B

B B −C −B C −1 A 1 −A

C C B −C −B −A −1 A 1

−B −B C B −C 1 −A −1 A

−C −C −B C B A 1 −A −1

(7) Les questions précédentes montrent qu’il y a au plus les cinq possibilités de l’énoncé. Il faut véri-
fier qu’il n’y a aucun isomorphisme entre ces groupes.
Les groupes D4 et Q8 ne sont pas abéliens, donc ne sont pas isomorphes à l’un des trois autres
groupes.
On a vu que tous les sous-groupes de Q8 sont normaux dans Q8. En revanche, le sous-groupe 〈s〉
de D4 n’est pas normal dans D4, car rsr−1 = r2s 6∈ 〈s〉. Donc Q8 et D4 ne sont pas isomorphes.
Enfin, les groupes abéliens ne sont pas isomorphes entre eux grâce au théorème de classification
2.162.16. ✓

IV. GROUPES D’ORDRE 12

En devoir à la maison.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme A.11. Aut(Z/2Z×Z/2Z) ∼= S3.

Démonstration. Notons V = Z/2Z ×Z/2Z et E = V \
{
(0, 0)

}
= {a, b, c}. Posons 0 = (0, 0). On

a a + b = c, b + c = a et a + c = b. Tout automorphisme α de V vérifie α(0) = 0 donc induit une
permutation de E (c’est-à-dire que α(E) ⊂ E). On a donc un morphisme de groupes φ : Aut(V) ↪→
SE ∼= S3 défini par φ(α) = α|E. Démontrons que φ est un isomorphisme. Il est clair qu’il est injectif.

Les transpositions engendrent S3, donc il suffit de vérifier que les transpositions de SE définissent
des automorphismes de V (en posant α(0) = 0).

Soit α1 = (a b), c’est-à-dire que α1(0) = 0, α1(a) = b, α1(b) = a et α1(c) = c. Il est clair que α1 est
une bijection. De plus,

α1(a + b) =α1(c) = c = b + a = α1(a) + α1(b)
α1(a + c) =α1(b) = a = b + c = α1(a) + α1(c)
α1(b + c) =α1(a) = b = a + c = α1(b) + α1(c)
∀x ∈ V, α1(0 + x) = α1(x) = α1(0) + α1(x)
∀x ∈ V, α1(x + x) = α1(0) = 0 = α1(x) + α1(x)

donc α1 est bien un morphisme de groupes et donc un automorphisme de V.
De même, α2 = (a c) et α3 = (b c) définissent des automorphismes de V. Donc S3 = 〈α1, α2, α3〉 ⊂

Im φ et donc φ est surjectif.
Donc Aut(V) ∼= SE ∼= S3. ✓

Nous pourrons aussi utiliser le lemme suivant.

Lemme A.12. Il existe des produits semi-directs (Z/2Z ×Z/2Z)o Z/3Z qui ne sont pas directs.
De plus, ces produits semi-directs sont tous isomorphes.
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Démonstration. Il faut trouver les morphismes de groupes φ : Z/3Z → Aut(V) non triviaux, c’est-à-
dire des éléments d’ordre 3 de Aut(V) (puisque l’image d’un élément de Z/3Z est nécessairement
d’ordre 1 ou 3). On reprend les notations de la démonstration du lemme A.11A.11.

Puisque Aut(V) ∼= SE, il y a exactement deux éléments d’ordre 3 dans Aut(V), qui sont σ = (a b c)
et σ2 = (a c b).

Il y a donc deux morphismes non triviaux φ, ψ : Z/3Z → Aut(V), définis par φ(1) = σ et ψ(1) =
σ2.

Or ψ(1) = σ2 = α1 ◦ σ ◦ α−1
1 = α1 ◦ φ(1) ◦ α−1

1 donc, puisque 1 engendre Z/3Z, on a ψ(g) =

α1 ◦ φ(g) ◦ α−1
1 pour tout g ∈ Z/3Z. En effet, si g ∈ Z/3Z il existe x ∈ Z tel que g = x et on a ψ(g) =

ψ(x · 1) = ψ(1)x = (α1 ◦ φ(1) ◦ α−1
1 )x = α1 ◦ φ(1)x ◦ α−1

1 = α1 ◦ φ(x · 1) ◦ α−1
1 = α1 ◦ φ(g) ◦ α−1

1 . On
en déduit que V oφ Z/3Z ∼= V oψ Z/3Z grâce aux exercices page 4242. ✓

Soit maintenant G un groupe d’ordre 12.

Théorème A.13. Soit G un groupe d’ordre 12. Alors G est isomorphe à exactement un des groupes
suivants :

â C12 ;

â C2 × C6 ;

â C2
2 o C3 ∼= A4 ;

â C3 o C4
∼= Dic3 ;

â C3 o C2
2
∼= D6.

En particulier, les groupes A4, D6 et Dic3 ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Si G est abélien, en utilisant la classification des groupes abéliens finis on sait qu’il est
isomorphe à C2 × C6 ou à C12.

On suppose dans la suite que G n’est pas abélien.
Soit n3 le nombre de 3-sous-groupes de Sylow de G. Alors n3 ≡ 1 (mod 3) et n3 | 4 donc n3 ∈

{1, 4}.
â Supposons que n3 = 4. Il y a donc quatre 3-sous-groupes de Sylow, qui sont cycliques d’ordre

premier 3. En particulier, si S et T sont deux 3-sous-groupes de Sylow, on a S ∩ T = {1}. On en
déduit que dans les 3-sous-groupes de Sylow il y a 1+ 4 · 2 = 9 éléments (l’élément neutre et deux
éléments d’ordre 3 par 3-sous-groupe de Sylow).
Il reste donc 3 éléments dans G, qui sont nécessairement dans les 2-sous-groupes de Sylow. Mais
dans un 2-sous-groupe de Sylow, qui est d’ordre 4, il y a 3 éléments distincts de l’élément neutre.
On en déduit qu’il y a un seul 2-sous-groupe de Sylow. Soit H ce 2-sous-groupe de Sylow. On a
donc H / G.

F Première méthode : avec l’exercice 4 de la feuille 5. Le groupe G est d’ordre 12 et il a un sous-
groupe normal d’ordre 4, donc G est isomorphe à A4.

F Deuxième méthode : avec les lemmes. Soit S un 3-sous-groupe de Sylow. Alors H ∩ S = {1}
car pgcd(|H|, |S|) = 1 et |HS| = |H||S|

|H∩S| = 12 = |G| donc HS = G. On en déduit donc que
G ∼= H oα S pour un morphisme α : S→ Aut(H).
On remarque que H et K sont abéliens (S est d’ordre 3 donc il est cyclique et K est d’ordre 4 = 22

donc il est abélien, isomorphe à C4 ou à C2 × C2). Le morphisme φ ne peut donc pas être trivial
car sinon le produit serait direct et comme S et H sont abéliens, G serait également abélien.

G Si H ∼= C4, alors |Aut(H)| = 2 et il n’y a donc pas de morphisme non trivial α : C3 → Aut(C4)
(il faudrait avoir un automorphisme d’ordre 3).

G Donc H ∼= C2 × C2. Le lemme A.12A.12 nous permet de dire que G ∼= H oα S avec α : S →
Aut(H) ∼= S3 défini par α(1) = (1 2 3).
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â Supposons maintenant que n3 = 1. Alors l’unique 3-sous-groupe de Sylow S de G est normal
dans G. Soit H un 2-sous-groupe de Sylow de G. Alors comme dans l’autre cas on a S ∩ H = {1},
G = SH et S / G donc G ∼= S o H ∼= C3 oφ H pour un morphisme φ : H → Aut(C3). Ici encore, φ
n’est pas trivial.
On sait que Aut(C3) = {1, θ} avec θ défini par θ(x) = x−1 pour tout x ∈ C3 ; on a en particulier
θ2 = idC3 .

F Premier cas : H ∼= Z/4Z. Puisque θ4 = idC3 , il existe un unique morphisme non trivial φ : H →
Aut(C3), qui vérifie φ(1) = θ. Donc il y a un unique produit semi-direct Z/4Z oφ C3.

F Deuxième cas : H ∼= Z/2Z ×Z/2Z. On reprend les notations de la démonstration du lemme
A.11A.11. Puisque φ : H → Aut(C3) n’est pas trivial, θ est dans Im φ. On a donc par exemple φ(a) =
θ. De plus, θ = φ(a) = φ(b + c) = φ(b) ◦ φ(c) donc on doit avoir par exemple φ(b) = θ et
φ(c) = id. Ceci définit bien un morphisme de groupes :

φ(a + b) = φ(c) = id = θ2 = φ(a)φ(b)
φ(a + c) = φ(b) = θ = θ ◦ id = φ(a)φ(c)
φ(b + c) = φ(a) = θ = θ ◦ id = φ(b)φ(c)

∀x ∈ H, φ(0 + x) = φ(x) = id ◦φ(x) = φ(0)φ(x)

∀x ∈ H, φ(x + x) = φ(0) = id = φ(x)2.

Soit maintenant ψ : H → Aut(C3) un autre morphisme de groupes qui n’est pas trivial. Alors en
raisonnant comme pour φ, on constate qu’il existe nécessairement une permutation de {a, b, c},
c’est-à-dire un automorphisme σ de H d’après le lemme A.11A.11, tel que ψ = φ ◦ σ. On en déduit
grâce aux exercices page 4242 que H oψ C3 ∼= H oφ C3. Il y a donc un unique produit semi-direct
H o C3 à isomorphisme près.

Nous avons épuisé toutes les possibilités, et nous avons obtenu que G est isomorphe à l’un des
groupes suivants :

â C12 ;

â C2 × C6 ;

â C2
2 o C3 ou A4 ;

â C3 o C4 ;

â C3 o C2
2 .

Or nous connaissons déjà des groupes non abéliens d’ordre 12, qui sont A4,D6 et Dic3. Il faut donc
les identifier aux produits semi-directs ci-dessus.

â Si nous avons appliqué la deuxième méthode pour obtenir C2
2 o C3, nous pouvons observer à ce

stade que G est un groupe d’ordre 12 qui contient un sous-groupe normal C2
2 d’ordre 4, donc G

est isomorphe à A4 (exercice 4 de la feuille 5). On peut aussi, si on veut éviter d’utiliser l’exercice
4 de la feuille 5, remarquer que A4 contient quatre 3-sous-groupes de Sylow, et C2

2 o C3 est le seul
produit semi-direct ci-dessus qui contienne quatre 3-sous-groupes de Sylow.

â Nous avons déjà vu que Dic3 est isomorphe à C3 o C4 (exercice 6 de la feuille 3 et définition-
proposition 4.284.28).

â On remarque que le sous-groupe de D6 engendré par r2 est normal dans D6 et d’ordre 3 donc D6
contient un unique 3-Sylow; de plus, il ne contient pas d’élément d’ordre 4 donc il ne peut pas
être isomorphe à C3 o C4 et finalement C3 o C2

2
∼= D6. ✓

V. GROUPES DICYCLIQUES

On reprend les notations de la définition-proposition 4.284.28.

Proposition A.14. Soit n un nombre entier impair. Alors Dicn ∼= Cn oφ C4 via φ : C4 = 〈b〉 → Aut(Cn)
défini par φ(b) : x → x−1.
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Démonstration. Soient N = 〈a2〉 et H = 〈b〉. Alors N est cyclique d’ordre n et H est cyclique d’ordre
4. De plus,

â |N ∩ H| divise pgcd(n, 4) = 1 par le théorème de Lagrange donc N ∩ H = {1} ;

â NH ⊂ Dicn et |NH| = |N||H|
|N ∩ H| = 4n = |Dicn| donc NH = Dicn ;

â N est normal dans Dicn ; en effet, soit x ∈ N, alors il existe k ∈ Z tel que x = a2k, on a alors
axa−1 = a2k ∈ N et bxb−1 = a−2k ∈ N donc, puisque a et b engendrent Dicn, on a gxg−1 ∈ N pour
tout g ∈ Dicn.

Par la caractérisation du produit semi-direct de sous-groupes, il existe un morphisme φ : H → Aut(N)
tel que Dicn ∼= N oφ H.

Précisons φ ; pour cela, il suffit de donner φ(b) puisque H est cyclique engendré par b. La démons-
tration du théorème 3.53.5 donne φ(b)(x) = bxb−1 pour tout x ∈ N. On a donc φ(b)(a2) = ba2b−1 =
a−2 = (a2)−1 et, comme a2 engendre N on en déduit que φ(b)(x) = x−1 pour tout x ∈ N. ✓

Proposition A.15. Pour tout r ∈ N∗ et tout s ∈ N impair, on a Dic2rs ∼= Cs o Dic2r . En particulier,
Dic6 ∼= C3 o Q8.

Démonstration. Soient N = 〈a2r+1〉 et H = 〈as, b〉. Alors N est cyclique d’ordre s. De plus, as =(
eiπ/2r 0

0 −eiπ/2r

)
donc par définition de Dic2r on a H = Dic2r .

â |N ∩ H| divise pgcd(s, 2r+2) = 1 par le théorème de Lagrange donc N ∩ H = {1} ;

â NH ⊂ Dicn et |NH| = |N||H|
|N ∩ H| = 2r+2s = |Dic2rs| donc NH = Dic2rs ;

â N est normal dans Dic2rs ; en effet, soit x ∈ N, alors il existe k ∈ Z tel que x = a2r+1k, on a alors
axa−1 = x ∈ N et bxb−1 = x−1 ∈ N donc, puisque a et b engendrent Dic2rs, on a gxg−1 ∈ N pour
tout g ∈ Dic2rs.

Par la caractérisation du produit semi-direct de sous-groupes, il existe un morphisme φ : H → Aut(N)
tel que Dic2rs ∼= N oφ H ∼= Cs o Dic2r .

Précisons φ ; pour cela, il suffit de donner φ(as) et φ(b) puisque H est engendré par as et b. La
démonstration du théorème 3.53.5 donne φ(as)(x) = asxa−s et φ(b)(x) = bxb−1 pour tout x ∈ N. On a
donc φ(as)(a2r+1

) = a2r+1
et φ(b)(a2r+1

) = ba2r+1
b−1 = a−2r+1

= (a2r+1
)−1 et, comme a2r+1

engendre N
on en déduit que φ(as)(x) = x et φ(b)(x) = x−1 pour tout x ∈ N. ✓

Définition-Proposition A.16. Pour tout r ∈ N avec r ⩾ 3, on note Q2r = Dic2r−2 et on l’appelle le
groupe quaternionique généralisé. C’est un groupe d’ordre 2r. En particulier, pour r = 3 on obtient le
groupe quaternionique Q8.

Les groupes quaternioniques généralisés ne sont pas isomorphes à des produits semi-directs.

Démonstration. Supposons par l’absurde que l’on ait un isomorphisme Q2r ∼= N o H. Puisque Q2r est
un 2-groupe, N et H le sont aussi. Par le théorème de Cauchy, N et H contiennent chacun au moins
un élément d’ordre 2 donc Q2r contient au moins deux éléments d’ordre 2.

Déterminons les ordres des éléments de Q2r =
{

akb` | k ∈ J0 ; 2r−1 − 1K, ` ∈ J0 ; 1K}.

Puisque a est d’ordre 2r−1, on sait que o(ak) =
2r−1

pgcd(2r−1, k)
donc o(ak) = 2 si, et seulement si,

k = 2r−2.
D’autre part, (akb)2 = akbakb = aka−kb2 = b2 = a2r−2

est d’ordre 2 donc akb est d’ordre 4 pour tout
k.

Finalement, le seul élément d’ordre 2 de Q2r est a2r−2
= −I2 et on a obtenu une contradiction.

Donc Q2r n’est pas isomorphe à un produit semi-direct. ✓

Remarque. Pour Q8 on peut utiliser un autre argument. Supposons par l’absurde que l’on ait un
isomorphisme Q8 ∼= N o H. Tous les sous-groupes de Q8 sont normaux dans Q8 donc en particulier
{1} × H est normal dans N o H. Grâce à un exercice de TD, on en déduit que Q8 = N × H (produit
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direct). Mais tous les sous-groupes de Q8 sont abéliens (et même cycliques), donc Q8 est abélien et
on a obtenu une contradiction.

Donc Q8 n’est pas isomorphe à un produit semi-direct.

Cet argument ne se généralise pas à Q2r si r > 3. En effet, le sous-groupe 〈b〉 n’est pas normal dans
Q2r dans ce cas. Vérifions-le.

On rappelle que Q2r =
{

akb` | k ∈ J0 ; 2r−1 − 1K, ` ∈ J0 ; 1K} (tous les éléments de cette liste sont
distincts). On a aba−1 = a2b, qui n’est pas égal à 1 = a0b0, à b = a0b0, à b2 = a2r−2

b0 ou à b3 = a2r−2
b,

donc aba−1 6∈ 〈b〉.
Pour Q8, on peut aussi démontrer que les suites exactes 1 → N → Q8 → H → 1 ne peuvent pas

être scindées. Voir travaux dirigés.

VI. CARACTÈRES

On a vu le théorème de prolongement 2.72.7, qui s’applique aux groupes abéliens finis. On peut se
demander si on peut supprimer ou relâcher les hypothèses sur le groupe G.

La réponse est oui, mais il y a des limites, le théorème de prolongement n’est pas vrai sans hypo-
thèse.

Exemple. Soit ζ = e2iπ/3, notons σ =
(
1 2 3

)
∈ S3 et soit χ : A3 = 〈σ〉 → C∗ l’unique caractère

défini par χ(σ) = ζ. Ce caractère ne se prolonge pas à S3. En effet, supposons qu’il existe χ̂ : S3 → C∗

tel que χ̂|A3
= χ. Soit τ ∈ S3 une transposition. Alors l’ordre de χ̂(τ) divise 2 (l’ordre de τ) donc

χ̂(τ) ∈ {±1}. Mais alors

ζ = χ(σ) = χ̂(σ) = χ̂((1 2)(2 3)) = χ̂((1 2))χ̂((2 3)) = 1

et on a obtenu une contradiction.

a Groupes abéliens quelconques
Une hypothèse que l’on peut enlever est celle que les groupes sont finis : le théorème de prolonge-

ment est vrai pour tous les groupes abéliens.

Théorème A.17. Soit G un groupe abélien et soit H ⊂ G un sous-groupe. Il existe, pour tout ψ ∈ Ĥ,
un élément ψ̃ ∈ Ĝ tel que ψ̃|H = ψ.

H � � //

ψ   B
BB

BB
BB

B G

ψ̃~~}
}
}
}

C∗

Démonstration. â Commençons par démontrer que pour tout n ∈ Z, tout caractère sur nZ se pro-
longe en un caractère sur Z.
Soit n ∈ Z et soit χ : nZ → C∗ un caractère. Si n = 0 alors le caractère trivial sur Z prolonge
χ. Supposons donc que n ∈ Z∗. On cherche un morphisme χ̂ : Z → C∗, qui sera entièrement
déterminé par χ̂(1) puisque Z est monogène. On doit avoir χ(n) = χ̂(n) = nχ̂(1) donc χ̂(1) =
1
n

χ(n).

Soit donc χ̂ le caractère sur Z déterminé par χ̂(1) =
1
n

χ(n), il prolonge bien χ.

â Démontrons maintenant le cas général. Soit G un groupe abélien, soit H un sous-groupe de G et
soit χ : H → C∗ un caractère sur H. Nous allons utiliser le lemme de Zorn (voir la section IIIIII du
chapitre 77).
Considérons l’ensemble S formé des couples (χ′, H′) où H′ est un sous-groupe de G contenant H
et χ′ ∈ Ĥ′ prolonge χ. Il est clair que S n’est pas vide (il contient (χ, H)) et qu’il est partiellement
ordonné par la relation

(χ′, H′) ⩽ (χ′′, H′′) ⇐⇒ H′ ⊂ H′′ et χ′′|H′ = χ′.
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De plus, l’ensemble ordonné (S ,⩽) est inductif. En effet, si (χ′i, H′i )i∈I est une partie totalement
ordonnée de S , elle admet un élément maximal (χ̃, H̃ = ∪i∈I Hi) où χ̃ est défini de la façon sui-
vante ; soit x ∈ H̃, il existe i tel que x ∈ H′i , on pose χ̃(x) = χ′i(x) ; de plus, si j ∈ I est tel que
x ∈ H′j , on a par exemple (χ′i, H′i ) ⩽ (χ′j, H′j) donc χ′j |Hi

= χ′i et donc χ′j(x) = χ′i(x) et finalement

χ̃ est bien défini. Il reste à vérifier que H̃ est un sous-groupe de G, que χ̃ est un morphisme de
groupes et que (χ̃, H̃) est bien un majorant de (χ′i, H′i )i∈I dans S (exercice).
D’après le lemme de Zorn, l’ensemble S admet donc un élément maximal, (χ0, H0). Il suffit pour
conclure de démontrer que H0 = H et de poser χ̂ = χ0.
Supposons par l’absurde que H0 $ H et soit donc x ∈ H \ H0. L’ensemble I := {a ∈ Z | ax ∈ H0}
est un idéal de Z, il existe donc n ∈ Z tel que I = nZ. On considère le morphisme de groupes
f : I = nZ → C∗ défini par f (a) = χ0(ax). D’après la première partie de la démonstration, on peut
prolonger f en un morphisme f̂ : Z → C∗. Posons X = H0 + Zx (le sous-groupe de G engendré
par H0 ∪ {x}) et soit F : X → C∗ le morphisme de groupes défini par F(y + ax) = χ0(y) + f̂ (a) où
(y, a) ∈ H0 ×Z. Vérifions qu’il est bien défini. Si y + ax = y1 + a1x avec (y1, a1) ∈ H0 ×Z, alors
(a− a1)x = y1 − y ∈ H0 donc a− a1 ∈ I = nZ et f̂ (a)− f̂ (a1) = f̂ (a− a1) = f (a− a1) = χ0((a−
a1)x) = χ0(y1 − y) = χ0(y1)− χ0(y) donc χ0(y) + f̂ (a) = χ0(y1) + f̂ (a1). On vérifie facilement
que F est un morphisme de groupes. De plus, F|H0

= χ0 donc (F, X) ∈ S et (χ0, H0) < (F, X), ce
qui contredit la maximalité de (χ0, H0).
Finalement H0 = H et χ̂ = χ0 convient. ✓

b Prolongement de certains caractères dans le cas de groupes
quelconques

Enfin, on peut étendre cela à certains caractères sur des groupes qui ne sont pas abéliens.

Remarque. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G et soit χ : H → C∗ un caractère sur H.
Supposons qu’il existe un prolongement χ̂ : G → C∗ de χ à G. Alors D(G) ⊂ Ker χ̂ car C∗ est abélien,
donc H ∩ D(G) ⊂ Ker χ, autrement dit, χ|H∩D(G) est le caractère trivial sur H ∩ D(G).

Cette remarque impose l’hypothèse que nous mettons sur le caractère sur H dans le résultat sui-
vant.

Théorème A.18. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G et soit χ : H → C∗ un caractère sur
H tel que χ|H∩D(G) est le caractère trivial sur H ∩ D(G). Alors il existe un prolongement χ̂ de χ à G :

H � � //

χ   B
BB

BB
BB

B G

χ̂~~}
}
}
}

C∗

Démonstration. Notons π : G → G/D(G) la surjection canonique. Le schéma suivant illustre la dé-
monstration :

H
χ //

π|H
��

C∗

π(H)

χ1

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk
� q

##G
GG

GG
GG

GG

π(G)

χ2

EE����������������

G
π

bbEEEEEEEEE

χ̂

OO

On a Ker
(
π|H

)
= H ∩D(G) ⊂ Ker χ donc par factorisation on obtient un morphisme χ1 : π(H)→

C∗ tel que χ1 ◦ π|H = χ.
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Ensuite, π(H) est un sous-groupe du groupe abélien π(G) = G/D(G) et χ1 est un caractère sur
π(H) donc d’après le théorème de prolongement A.17A.17, il existe un caractère χ2 : π(G) → C∗ tel que
χ2|π(H) = χ1.

Enfin, posons χ̂ = χ2 ◦ π : G → C∗, c’est bien un caractère sur G qui prolonge χ. ✓
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Deuxième partie :

Anneaux





CHAPITRE 7.

Rappels et compléments sur les anneaux

I. RAPPELS DE BASE

On rappelle un certain nombre de définitions et propriétés de base sur les anneaux. Pour
plus de détails, on renvoie au cours de L3.

Définition 7.1. Un anneau est un groupe abélien (A,+) muni d’une deuxième loi interne, la
multiplication ou le produit · : A× A→ A, tel que :

â le produit est associatif : ∀(a, b, c) ∈ A3, (ab)c = a(bc);

â le produit est distributif par rapport à l’addition : ∀(a, b, c) ∈ A3, a(b + c) = ab + ac et
(a + b)c = ac + bc.

Si de plus le produit possède un élément neutre 1, on dit que l’anneau A est unitaire et 1 est appelé
élément unité de A. Il vérifie 1a = a = a1 pour tout a ∈ A.

Enfin, si le produit est commutatif, c’est-à-dire que ab = ba pour tout (a, b) ∈ A2, on dit que
l’anneau A est commutatif.

Pour mémoire, un groupe abélien est un ensemble non vide A muni d’une loi interne + : A×
A → A qui est associative ( ∀(a, b, c) ∈ A3, (a + b) + c = a + (b + c)), possède un élément
neutre noté 0 (∀a ∈ A, a + 0 = a = 0 + a), est telle que tout élément a ∈ A possède un inverse
−a appelé opposé (∀a ∈ A, ∃b ∈ A tq. a + b = 0 = b + a ; b = −a) et qui est commutative
(∀(a, b) ∈ A2, a + b = b + a).

Dans tout ce cours, anneau signifie anneau commutatif unitaire, sauf mention expresse
du contraire.

Définition 7.2. Un corps est un anneau (commutatif unitaire) tel que tout élément non nul
possède un inverse : ∀a ∈ A \ {0}, ∃b ∈ A tel que ab = 1.

Définition 7.3. Un sous-anneau B d’un anneau A est une partie non vide B de A qui, munie
des opérations de A, est un anneau. Cela sous-entend en particulier que l’élément unité de A est
dans B.

On peut vérifier que B est un sous-anneau de A si, et seulement si,

â (B 6= ∅) ;

â ∀(a, b) ∈ B2, on a a− b ∈ B (ou a + b ∈ B et −a ∈ B) – d’où B est un sous-groupe (abélien)
de (A,+) ;

â 1 ∈ B ;

â ∀(a, b) ∈ B2, on a ab ∈ B.

Remarque. On doit vérifier que 1 ∈ B, cela n’est pas automatique.
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Définition 7.4. Un morphisme d’anneaux d’un anneau A vers un anneau B est une application
f : A→ B vérifiant, pour tout (a, b) ∈ A2,

â f (a + b) = f (a) + f (b),

â f (ab) = f (a) f (b) et

â f (1) = 1.

On peut vérifier que si un morphisme d’anneaux f est bijectif, alors l’application réciproque f−1

est aussi un morphisme d’anneaux. On dit alors que f est un isomorphisme d’anneaux.

Définition 7.5. Soit A un anneau.

â Un élément a ∈ A est dit inversible s’il possède un inverse, noté a−1, pour le produit. On note
A× l’ensemble des éléments inversibles de A.

â Un élément a ∈ A est un diviseur de zéro si a 6= 0 s’il existe b ∈ A avec b 6= 0 tel que
ab = 0.

â Un anneau A est dit intègre si A 6= {0} et s’il ne contient pas de diviseur de zéro.

Un anneau intègre n’est pas nul.
Un corps est en particulier un anneau intègre.

Définition 7.6. Soit A un anneau. Un idéal de A est un sous-groupe abélien I de A qui vérifie

∀a ∈ A, ∀x ∈ I, on a ax ∈ I.

Une partie I de A est un idéal de A si, et seulement si,

â I 6= ∅ ;

â ∀(x, y) ∈ I2, x + y ∈ I et

â ∀(a, x) ∈ A× I, ax ∈ I.

Propriétés 7.7. â Un idéal I de A est égal à A si, et seulement si, 1 ∈ I.

â Un idéal I de A est égal à A si, et seulement s’il contient un élément inversible de A.

â Une intersection d’idéaux est un idéal.

â Soit f : A→ B un morphisme d’anneaux.

F Si C est un sous-anneau de A, alors f (C) est un sous-anneau de B. En particulier,
Im f = f (A) est un sous-anneau de B.

F Si D est un sous-anneau de B, alors f−1(D) est un sous-anneau de A.
F Si I est un idéal de B, alors f−1(I) est un idéal de A. En particulier, Ker f = f−1({0})

est un idéal de A.
F Si f est surjectif et si J est un idéal de A, alors f (J) est un idéal de B.

Définition-Proposition 7.8. Soit A un anneau et soit X une partie de A. L’idéal de A engendré
par X est le plus petit idéal de A contenant X. Celui-ci existe et il est égal à l’intersection de tous
les idéaux de A contenant X. On le note (X) ou (x1, . . . , xn) si X = {x1, . . . , xn}.
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Théorème 7.9. Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On définit une relation d’équiva-
lence ∼ sur A en posant

a ∼ b ⇐⇒ a− b ∈ I.

L’ensemble quotient A/ ∼ est alors un anneau pour les lois

a + b = a + b;

ab = ab

où a désigne la classe d’équivalence de a dans A/ ∼ (celle-ci est parfois notée a + I). Cet
anneau est appelé anneau quotient de A par I et noté A/I.

L’application π : A → A/I définie par π(a) = a est un morphisme d’anneaux surjectif,
appelé projection canonique.

Théorème 7.10 (Théorème de passage au quotient). Soit f : A → B un morphisme d’an-
neaux. Soit I un idéal de A et soit J un idéal de B tel que f (I) ⊂ J. On note πA : A→ A/I et
πB : B→ B/J les projections canoniques.

Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A/I → B/J tel que f ◦ πA = πB ◦ f
(on a donc f (a) = f (a)).

Schématiquement, on a

A
f

//

πA
��

B
πB
��

A/I
f

// B/J.

Réciproquement, si un tel f existe, alors f (I) ⊂ J.

Démonstration. â Supposons que f existe. Soit b ∈ f (I). Alors il existe a ∈ I tel que b =
f (a). On a alors πB(b) = πB( f (a)) = f (πA(a)) = f (0) = 0 donc b ∈ Ker πB = J. Donc
f (I) ⊂ J.

â Réciproquement, supposons que f (I) ⊂ J. On doit avoir f (πA(a)) = πB( f (a)) pour tout
a ∈ A. Soit x ∈ A/I. Il existe a ∈ A tel que πA(a) = x. Posons donc f (x) = πB( f (a)).
Il faut vérifier que f est bien définie, c’est-à-dire que si on choisit un autre représentant
a′ de x dans A, on a bien πB( f (a′)) = πB( f (a)). Puisque a et a′ sont deux représentants
de x dans A, on a a′ − a ∈ Ker πA = I, donc f (a′ − a) ∈ J et donc πB( f (a′ − a)) = 0. Or
πB et f sont des morphismes d’anneaux donc πB( f (a′))− πB( f (a)) = 0. On a donc bien
défini une application f .
De plus, f est un morphisme d’anneaux. Soit (x, y) ∈ (A/I)2 et soit (a, b) ∈ A2 tel que
x = πA(a) et y = πB(b). Alors

F f (x + y) = f (πA(a + b)) = πB( f (a + b)) = πB( f (a)) + πB( f (b)) = f (x) + f (y);
F f (xy) = f (πA(ab)) = πB( f (ab)) = πB( f (a))πB( f (b)) = f (x) f (y);
F f (1) = f (πA(1)) = πB( f (1)) = 1.

Enfin, la condition f ◦ πA = πB ◦ f nous a imposé la définition de f , donc un tel mor-
phisme d’anneaux est unique. ✓

Remarque. Dans le cas particulier où J = {0}, la condition « f (I) ⊂ J » devient « I ⊂ Ker f ».
Ainsi, si f : A → B est un morphisme d’anneaux et si I est un idéal de A tel que I ⊂ Ker f ,
alors f induit un unique morphisme d’anneaux f : A/I → B tel que f = f ◦ πA (c’est-à-dire
que f (a) = f (a)).
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Théorème 7.11 (Premier théorème d’isomorphisme). Soit f : A → B un morphisme d’an-
neaux. Le morphisme f induit un isomorphisme d’anneaux

f : A/ Ker f → Im f .

Théorème 7.12 (Deuxième théorème d’isomorphisme). Soit A un anneau, soit B un sous-
anneau de A et soit I un idéal de A. Alors l’ensemble B + I = {b + x; (b, x) ∈ B× I} est un
sous-anneau de A, l’idéal I est un idéal de B + I, l’ensemble B ∩ I est un idéal de B et on a
un isomorphisme d’anneaux

(B + I)/I ∼= B/(B ∩ I).

Théorème 7.13 (Troisième théorème d’isomorphisme). Soit A un anneau. Soit I un idéal de
A. Notons π : A → A/I la projection canonique. Soit J un idéal de A contenant I (I ⊂ J).
Alors on a un isomorphisme d’anneaux

(A/I)/π(J) ∼= A/J

ce que l’on peut également écrire (A/I)/(J/I) ∼= A/J.

Définition-Proposition 7.14. Soit A un anneau. Soient I et J deux idéaux de A. On note I J
l’idéal engendré par les produits xy avec (x, y) ∈ I × J et I + J l’idéal engendré par I ∪ J. On a
donc

I J =

{
n

∑
k=1

xkyk | n ∈ N, (xk, yk) ∈ I × J

}

I + J =

{
n

∑
k=1

akxk | n ∈ N, xk ∈ I ∪ J, ak ∈ A

}
= {x + y | (x, y) ∈ I × J}.

Démonstration. Notons Z = {xy | (x, y) ∈ I × J} et K = {∑n
k=1 xkyk | n ∈ N, (xk, yk) ∈ I × J}.

On vérifie facilement que K est un idéal de A, qui contient Z. Donc I J ⊂ K. Soit K′ un idéal
de A qui contient Z. Alors, puisque K′ est stable par somme, il contient tous les éléments
de K, donc K ⊂ K′. Ainsi, K est le plus petit idéal de A qui contient Z, c’est-à-dire que
K = (Z) = I J.

Notons L = {x + y | (x, y) ∈ I × J}. On sait déjà que c’est un sous-groupe de (A,+) (pro-
position 1.331.33). Soit (a, x, y) ∈ A× I× J. Alors a(x + y) = ax + ay ∈ L. Donc L est un idéal de
A, qui contient I ∪ J. Donc I + J ⊂ L. Soit L′ un idéal de A contenant I ∪ J. Alors L′ contient
I et J donc, puisqu’il est stable par somme, il contient L. Ainsi, L est le plus petit idéal de A
qui contient I ∪ J et finalement L = (I ∪ J) = I + J. ✓

Théorème 7.15 (Théorème Chinois). Soit A un anneau. Soient I et J deux idéaux de A tels
que I + J = A. Alors

(a) I J = I ∩ J ;

(b) les anneaux A/I J et A/I × A/J sont isomorphes.

Démonstration. (a) Il est clair que I J ⊂ I ∩ J (sans hypothèse sur les idéaux I et J).
Réciproquement, soit x ∈ I ∩ J. Puisque I + J = A il existe a ∈ I et b ∈ J tels que
1 = a + b. On a alors x = ax + bx et ax ∈ I J puisque (a, x) ∈ I × J et bx ∈ I J puisque
(b, x) ∈ J × I. Donc x ∈ I J.
On a bien I ∩ J = I J.
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(b) Notons πI : A→ I et πJ : A→ A/J les projections canoniques (morphismes d’anneaux)
et considérons φ : A → A/I × A/J définie par φ(x) = (πI(x), πJ(x)) pour tout x ∈ A.
C’est un morphisme d’anneaux.
Il est clair que Ker φ = I ∩ J = I J.
Démontrons que φ est surjective. Soit (u, v) ∈ A/I × A/J, il existe (y, z) ∈ A2 tel que
(u, v) = (πI(y), πJ(z)). On cherche x ∈ A tel que φ(x) = (u, v), c’est-à-dire tel que
πI(x) = πI(y) et πJ(x) = πJ(z).
Comme dans la première partie, il existe a ∈ I et b ∈ J tels que 1 = a + b. Posons
x = yb + za. Alors πI(x) = πI(yb) = πI(y(1 − a)) = πI(y − ya) = πI(y) = u et
πJ(x) = πJ(za) = πJ(z− zb) = πJ(z) = v donc φ(x) = (u, v).
Finalement, d’après le premier théorème d’isomorphisme, φ induit un isomorphisme
φ : A/I J → A/I × A/J (donné par φ(x) = (πI(x), πJ(x))). ✓

Conséquence 7.16. Soit A un anneau principal. Soient m et n deux éléments de A premiers
entre eux. Alors les anneaux A/(m)× A/(n) et A/(mn) sont isomorphes.

Remarque. L’isomorphisme est donné par φ(x) = (πm(x), πn(x)) où πm : A → A/(m) et
πn : A → A/(n) sont les projections canoniques. Pour exprimer φ−1, on applique la pro-
priété de Bézout, qui donne (u, v) ∈ A2 tel que mu + nv = 1. Alors φ−1(πm(y), πn(z)) =
zmu + ynv.

Ceci permet, dans le cas où A = Z, de résoudre des systèmes de congruences du type{
x ≡ a (mod m)

x ≡ b (mod n)

avec m et n deux entiers premiers entre eux.

II. IDÉAUX PREMIERS ET MAXIMAUX.

Définition 7.17. Soient A un anneau et I un idéal de A.

(1) L’idéal I est dit premier s’il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tous a, b ∈ A,
ab ∈ I =⇒ a ∈ I ou b ∈ I.

(2) L’idéal I est dit maximal s’il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tout idéal
J de A, I ⊂ J ⊂ A =⇒ J = I ou J = A.

On peut caractériser la primalité ou la maximalité de l’idéal I d’un anneau A à l’aide de
l’anneau quotient A/I.

Proposition 7.18. Soient A un anneau et I un idéal de A.

(1) L’idéal I est premier si et seulement si l’anneau A/I est intègre.

(2) L’idéal I est maximal si et seulement si l’anneau A/I est un corps.

Démonstration. Exercice (L3). ✓

Remarque. â Il est clair d’après la proposition 7.187.18 que tout idéal maximal est premier.

â Par contre, il est facile de démontrer que {0} est un idéal premier et non maximal de
l’anneau Z. (En effet, Z/{0} ∼= Z est intègre mais n’est pas un corps).
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Proposition 7.19. Soient A un anneau, I un idéal de A et π : A −→ A/I la projection ca-
nonique. On note IA/I l’ensemble de tous les idéaux de A/I et JA,I l’ensemble de tous les
idéaux de A contenant I. Alors :

(1) les applications

JA,I
α−→ IA/I et IA/I

β−→ JA,I
K 7→ π(K) L 7→ π−1(L)

sont des bijections réciproques l’une de l’autre. Elles établissent donc une correspon-
dance bijective entre idéaux de A/I et idéaux de A contenant I.

(2) la correspondance bijective ci-dessus induit des correspondances bijectives entre les
idéaux premiers (resp. maximaux) de A/I et les idéaux premiers (resp. maximaux) de
A contenant I.

Démonstration. (1) Puisque π est un morphisme d’anneaux, π−1(L) est un idéal de A pour
tout idéal L de A/I. De plus, 0 est dans L donc I = π−1({0}) ⊂ π−1(L).
Puisque π est un morphisme d’anneaux surjectif, π(K) est un idéal de A/I pour tout
idéal K de A.
On a α ◦ β = idIA/I car π ◦ π−1(L) = L pour tout idéal L de A/I.
Il reste à vérifier que β ◦ α = idJA,I pour tout idéal K de A contenant I. Soit K un tel idéal.
On a toujours π−1(π(K)) ⊃ K. Soit maintenant x ∈ π−1(π(K)). Alors π(x) ∈ π(K) donc
il existe a ∈ K tel que π(x) = π(a). Mais alors x− a ∈ I ⊂ K donc x ∈ K. On a donc bien
π−1(π(K)) = K.
Ainsi, α et β sont des bijections réciproques.

(2) Le troisième théorème d’isomorphisme précise que pour tout idéal K de A contenant I,
on a un isomorphisme d’anneaux

A/K ∼= (A/I)/π(K).

Ainsi, d’après la proposition 7.187.18, pour tout idéal K de A contenant I, K est premier (resp.
maximal) dans A si et seulement si π(K) est premier (resp. maximal) dans A/I. ✓

Il est clair par définition que l’anneau nul ne contient pas d’idéaux premiers (et donc pas
d’idéaux maximaux). La première question légitime est alors la suivante : étant donné un
anneau non nul A, existe-t-il toujours des idéaux premiers, des idéaux maximaux, dans A ?
La réponse est donnée par le théorème de Krull.

III. ENSEMBLES ORDONNÉS ET LEMME DE ZORN

Ce lemme est utilisé pour faire certaines démonstrations où une récurrence est impos-
sible (si l’ensemble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent à l’axiome du choix
(indépendant des autres axiomes, Cohen 1963). Vous le verrez également dans le cours de
topologie.

Axiome du choix. Le produit d’une famille non vide d’ensembles non vides n’est pas
vide.
Autrement dit, si (Ai)i∈I est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut
choisir simultanément xi ∈ Ai pour tout i ∈ I.

Nous nous contenterons d’énoncer le lemme de Zorn, et admettrons qu’il est équivalent à
l’axiome du choix.

94



A. Lemme de Zorn

Définition 7.20. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire ≼, réflexive, anti-
symétrique et transitive, c’est-à-dire telle que :

â ∀ x ∈ E, x ≼ x ;

â ∀ (x, y) ∈ E2, si x ≼ y et y ≼ x, alors x = y ;

â ∀ (x, y, z) ∈ E3, si x ≼ y et y ≼ z alors x ≼ z.

On dit alors que l’ensemble (E,≼) est un ensemble ordonné.

Remarque. Il est clair que, si F est un sous-ensemble de l’ensemble E et si ≼ est un ordre sur
E, alors ≼ induit un ordre sur F.

Exemples. (R,⩽), (Q,⩽), (N∗, |) et (P(C),⊂) sont des ensembles ordonnés.

Définition 7.21. Si (E,≼) est un ensemble ordonné et si, pour tous (x, y) ∈ E2, on a x ≼ y ou
y ≼ x, on dit que ≼ est un ordre total ou que (E,≼) est un ensemble totalement ordonné. Dans
le cas contraire, on dit que ≼ est un ordre partiel ou que (E,≼) est un ensemble partiellement
ordonné.

Exemples. Dans les exemples précédents, (R,⩽) et (Q,⩽) sont totalement ordonnés alors
que (N∗, |) et (P(C),⊂) sont partiellement ordonnés.

Définition 7.22. Soit (E,≼) un ensemble ordonné.

â Un élément maximal de (E,≼) est un élément x ∈ E tel que, pour tout y ∈ E, si x ≼ y, alors
x = y.

â Soit F un sous-ensemble de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour
tout x ∈ F, x ≼ m.

â On dit que (E,≼) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que
(F,≼) soit totalement ordonné admet un majorant dans E.

Remarque. Soient A un anneau et E l’ensemble de tous les idéaux de A distincts de A.
L’inclusion définit une relation d’ordre (partiel) sur E et on note (E ,⊂) l’ensemble ordonné
ainsi obtenu. Alors, I est un idéal maximal de A si et seulement si I est un élément maximal
de (E ,⊂).

Théorème 7.23 (Lemme de Zorn). Soit (E,≼) un ensemble ordonné, inductif et non vide.
Alors il existe un élément maximal dans E.

Démonstration. (admis) ✓

B. Applications

Théorème 7.24 (Théorème de la base incomplète). Soit K un corps. Toute famille libre d’un
espace vectoriel non nul E sur K est contenu dans une base de E.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel sur K et soit L une famille libre de E. Soit S l’en-
semble des parties libres de E qui contiennent L, muni de l’ordre fourni par l’inclusion.
Comme L ∈ S , on a S 6= ∅.
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S muni de cet ordre est inductif : soit F = (Si)i∈I une partie totalement ordonnée de S .
Alors K = ∪i∈ISi contient L et tous les Si pour i ∈ I. Il reste à vérifier que c’est un élément
de S , c’est-à-dire une famille libre, pour démontrer que K est un majorant de F dans S . Soit
∑j∈J λjxj = 0 une relation de dépendance avec J une partie finie de I, xj ∈ Sj et λj ∈ K

pour tout j ∈ J. Puisque J est fini et F est totalement ordonnée, on peut choisir i0 ∈ J tel que
Sj ⊂ Si0 pour tout j ∈ J. Alors xj ∈ Si0 pour tout j ∈ J. Or Si0 est libre, donc λj = 0 pour tout
j ∈ J. Donc K est libre.

D’après le lemme de Zorn, il existe une partie libre maximale dans S , notons-la B. La
famille B contient L. Il reste à démontrer que B est un système générateur : sinon, il existe
y ∈ E tel que y 6∈ vect{B}, donc {y} ∪ B est libre, ce qui contredit la maximalité de B. ✓

Théorème 7.25 (Théorème de Krull). Soit A un anneau unitaire. Alors tout idéal de A dis-
tinct de A est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Soit I un idéal de A distinct de A. Soit S l’ensemble des idéaux de A qui
contiennent I et qui sont distincts de A, ordonné par l’inclusion. Puisque I ∈ S , cet en-
semble n’est pas vide. De plus, S muni de cet ordre est inductif : soit F = (Ij)j∈J une famille
totalement ordonnée d’idéaux qui contiennent I et qui sont distincts de A. Alors K = ∪j∈J Ij
contient tous les Ij pour j ∈ J, donc si c’est un élément de S , c’est-à-dire un idéal distinct de
A et contenant I, alors c’est un majorant de F dans S .

Vérifions donc que K ∈ S . Tout d’abord, 1 6∈ ∪j∈J Ij donc K 6= A. Il est clair que I ⊂
∪j∈J Ij = K. De plus, si x et y sont dans K il existe j0 tel que x et y soient dans Ij0 (puisque
la famille des Ij est totalement ordonnée). Alors x + y ∈ Ij0 ⊂ K et ax ∈ Ij0 ⊂ K pour tout
a ∈ A, donc c’est bien un idéal de A. On en déduit que K est dans S .

D’après le lemme de Zorn, S contient un élément maximal. C’est un idéal maximal de A
contenant I. ✓

Remarque. Vous verrez également le théorème de Hahn-Banach qui se démontre à l’aide du
lemme de Zorn.

IV. CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU INTÈGRE

Soit A un anneau intègre. Notons S = A \ {0}.
On veut construire un corps K contenant A comme sous-anneau (d’où la nécessité d’avoir

un anneau intègre) et qui soit minimal pour cette propriété. La construction est la même que
celle de Q à partir de Z : on va considérer un ensemble de quotients de la forme

a
s

avec

(a, s) ∈ A2 et s 6= 0, et le munir d’une structure d’anneau (qui se trouvera être un corps).
On définit une relation d’équivalence sur A× S par

(a, s) ∼ (a′, s′) ⇐⇒ as′ − a′s = 0.

C’est bien une relation d’équivalence :

â (a, s) ∼ (a, s) car as− sa = 0.

â Si (a, s) ∼ (a′, s′), alors as′ − a′s = 0, donc a′s− as′ = 0 et donc (a′, s′) ∼ (a, s).

â Si (a, s) ∼ (a′, s′) et (a′, s′) ∼ (a′′, s′′), alors as′ − a′s = 0 et a′s′′ − a′′s′ = 0. Donc (as′ −
a′s)s′′+ (a′s′′− a′′s′)s = as′s′′− a′′s′s = 0 et donc as′′− a′′s = 0 car A est intègre et s′ 6= 0.
Donc (a, s) ∼ (a′′, s′′).

On forme le quotient A × S/ ∼, dont les éléments sont notés
a
s

. On note ce quotient

Frac(A).
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Définition-Proposition 7.26. Frac(A) est un corps (commutatif), dit corps des fractions de
A, pour les opérations suivantes :

â
a
s
+

a′

s′
=

as′ + a′s
ss′

â
a
s

a′

s′
=

aa′

ss′
.

L’unité est
1
1

et l’élément nul est
0
1

.

Démonstration. Les opérations sont bien définies : si
a
s
=

a1

s1
et

a′

s′
=

a′1
s′1

, on doit vérifier que

a1s′1 + a′1s1

s1s′1
=

as′ + a′s
ss′

(IV.1) et que
aa′

ss′
=

a1a′1
s1s′1

. (IV.2)

Par hypothèse, on a a1s− as1 = 0 et a′1s′− a′s′1 = 0. On a donc 0 = (a1s− as1)s′s′1 + (a′1s′−
a′s′1)ss1 = ss′(s′1a1 + s1a′1)− s1s′1(as′ + sa′), ce qui démontre (IV.1IV.1), et 0 = (a1s− as1)a′1s′ +
(a′1s′ − a′s′1)as1 = a1a′1ss′ − aa′s1s′1, ce qui démontre (IV.2IV.2).

Il reste à vérifier que A est bien un anneau, commutatif et unitaire, et que tout élément
non nul est inversible (exercice). ✓

Remarque. L’application φ : A → Frac(A) définie par φ(a) =
a
1

est un morphisme d’an-

neaux injectif. Ainsi A peut être identifié à un sous-anneau de Frac(A).

Proposition 7.27. Soit A un anneau intègre et soit φ : A → Frac(A) le morphisme d’an-
neaux ci-dessus. Pour tout anneau B et pour tout morphisme d’anneaux f : A → B tel que
pour tout s ∈ S, f (s) est inversible dans B (autrement dit, f (S) ⊂ B×), il existe un unique
morphisme d’anneaux g : Frac(A)→ B tel que g ◦ φ = f .

Démonstration. Commençons par démontrer l’unicité. Supposons que g existe. Alors on doit
avoir f (a) = g(φ(a)) = g

( a
1

)
= g

( a
s

s
1

)
= g

( a
s

)
g
( s

1

)
= g

( a
s

)
g(φ(s)) = g

( a
s

)
f (s), d’où

l’unicité pour g
( a

s

)
.

Maintenant, posons g
( a

s

)
= ( f (s))−1 f (a). Alors

â g est bien défini : si
a
s

=
a′

s′
, alors as′ − a′s = 0, d’où f (a′) f (s) − f (a) f (s′) = 0. En

multipliant par f (s)−1 f (s′)−1, on obtient f (s)−1 f (a) = f (s′)−1 f (a′).
â g est un morphisme. En effet, on a

F g
(

a
s
+

a′

s′

)
= g

(
as′ + a′s

ss′

)
= f (as′ + a′s) f (ss′)−1

= f (a) f (s′) f (s)−1 f (s′)−1 + f (a′) f (s) f (s)−1 f (s′)−1

= f (a) f (s)−1 + f (a′) f (s′)−1 = g
( a

s

)
+ g
(

a′

s′

)
;

F g
(

a
s

a′

s′

)
= g

(
aa′

ss′

)
= f (aa′) f (ss′)−1 = f (a) f (a′) f (s)−1 f (s′)−1

= f (a) f (s)−1 f (a′) f (s′)−1 = g
( a

s

)
g
(

a′

s′

)
;

F g
(

1
1

)
= f (1) f (1)−1 = 1.

â g ◦ φ = f : g ◦ φ(a) = g
( a

1

)
= f (1)−1 f (a) = f (a). ✓
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Remarque. Le morphisme g est nécessairement injectif.

Conséquence 7.28 (« Minimalité » du corps des fractions). Soit K un corps contenant A
comme sous-anneau. Alors Frac(A) est (s’identifie à) un sous-corps de K.

Autrement dit, Frac(A) est le plus petit corps contenant A.
Pour vérifier cela, il suffit d’appliquer la proposition avec f l’inclusion de A dans K.

Exemple. Si A = Z on obtient Frac(A) = Q.

Exemple. Soit K un corps. Le corps des fractions de l’anneau de polynômes K[X] est le corps
des fractions rationnelles K(X).
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CHAPITRE 8.

Arithmétique dans les anneaux

I. RAPPELS D’ARITHMÉTIQUE.

Dans cette partie, on étudie et rappelle des propriétés arithmétiques des anneaux, c’est-à-
dire des propriétés des anneaux liées à la divisibilité.

Dans toute cette partie, sauf mention expresse du contraire, A désigne un anneau (com-
mutatif, unitaire) intègre (et donc non nul). On note alors A× le groupe des éléments inver-
sibles de A.

Définition 8.1. Soit (a, b) ∈ A2.

(1) On dit que a divise b, et on note a | b, s’il existe un élément c de A tel que b = ac.

(2) On dit que a et b sont associés si a | b et b | a. On note a ∼ b.

Remarque. Soit (a, b) ∈ A2. Les points suivants sont clairs :

(1) a divise b si et seulement si (b) ⊂ (a) ;

(2) a et b sont associés si et seulement si (a) = (b) ;

(3) a et b sont associés si et seulement s’il existe u ∈ A× tel que a = ub.

Définition 8.2. Soit p un élément de A.

â On dit que p est irréductible (dans A) s’il satisfait aux conditions suivantes :

(i) p /∈ A× ;
(ii) p = ab avec (a, b) ∈ A2 entraîne que a ou b est un élément inversible de A.

â On dit que p est premier (dans A) s’il n’est pas nul et si l’idéal engendré (p) de A est premier.

Remarques. (1) Le produit d’un élément irréductible de A par un élément inversible de A
est un élément irréductible de A.

(2) L’élément 0 n’est pas irréductible car 0 = 0 · 0. Ainsi, un corps n’a pas d’éléments irré-
ductibles.

(3) Soit p un élément de A ; p est irréductible dans A si et seulement si :

(i) p /∈ A× ;
(ii) p 6= 0 et les seuls diviseurs de p sont les éléments inversibles de A et les éléments

de A associés à p.

Démonstration. Supposons que p est un élément irréductible de A et soit a un diviseur de
p. Alors il existe b ∈ A \ {0} tel que p = ab. On en déduit que a ou b est inversible. Si b
est inversible, alors a est associé à p. Ainsi, a est inversible ou associé à p.
Réciproquement, soit p ∈ A \ A× et supposons que les seuls diviseurs de p sont les
éléments inversibles de A et les éléments de A associés à p. On suppose que p = ab avec
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(a, b) ∈ A2. Alors a divise p donc a est inversible ou associé à p. Si a est associé à p alors il
existe u ∈ A× tel que a = up, donc p = upb et donc, puisque A est intègre, 1 = ub donc
b est inversible. Donc a ou b est inversible et p est bien irréductible dans A. ✓

(4) Soit p ∈ A un élément non nul. Alors p est premier si et seulement s’il n’est pas inversible
et si pour tout (a, b) ∈ A2, p | ab⇒ (p | a ou p | b).

(5) Soit p ∈ A ; si p est premier, alors p est irréductible.
Démonstration. Soit p ∈ A un élément premier. En particulier, p n’est pas inversible (sinon
(p) = A n’est pas premier). Supposons que p = ab avec (a, b) ∈ A2. Alors p divise ab
donc p divise a ou p divise b ; par exemple, p divise a. Alors il existe c ∈ A tel que a = pc
donc p = pcb et donc, puisque A est intègre, 1 = cb. Donc b est inversible. On en déduit
que p est irréductible. ✓

(6) Attention ! Les notions d’irréductibilité et de primalité dépendent de l’anneau ambiant.
Par exemple, le polynôme 2X est irréductible et premier dans Q[X] (voir chapitre suivant)
mais n’est ni irréductible, ni premier dans Z[X]. Dans l’autre sens, le nombre entier 2 est
irréductible (et premier) dans Z mais pas dans Q puisqu’il est inversible dans Q.
Ainsi, sauf s’il n’y a pas de confusion possible, on précise toujours irréductible (ou pre-
mier) dans A.

Définition 8.3. Soient I un ensemble non vide et (ai)i∈I une famille d’éléments de A.

(1) On dit que a ∈ A est un diviseur (resp. multiple) commun de (ai)i∈I si, pour tout i ∈ I,
a | ai (resp. ai | a).

(2) On suppose que les ai, i ∈ I, ne sont pas tous nuls. On dit que d ∈ A est un plus grand
commun diviseur (en abrégé pgcd) de (ai)i∈I si c’est un diviseur commun de (ai)i∈I et si tout
diviseur commun de (ai)i∈I divise d.

(3) On suppose que tous les ai, i ∈ I, sont non nuls. On dit que m ∈ A est un plus petit commun
multiple (en abrégé ppcm) de (ai)i∈I si c’est un multiple commun de (ai)i∈I qui divise tout
multiple commun de (ai)i∈I .

(4) On dit que les ai, i ∈ I, sont premiers entre eux si 1 est un pgcd de (ai)i∈I .

Remarque. Soit I un ensemble non vide et soit A = (ai)i∈I une famille d’éléments de A.
On suppose que les ai, i ∈ I, ne sont pas tous nuls (resp. sont tous non nuls). On démontre
facilement que si a ∈ A est un pgcd (resp. ppcm) de A, un élément b est un pgcd (resp.
ppcm) de A si et seulement s’il est associé à a.

On notera donc d ∼ pgcd(ai, i ∈ I) (resp. m ∼ ppcm(ai, i ∈ I)) si d (resp. m) est un pgcd
(resp. ppcm) de (ai)i∈I .

Remarque. Soit a ∈ A \ {0} et soit b ∈ A. Alors a et b sont premiers entre eux si, et seulement
si, les seuls diviseurs communs à a et b sont les éléments inversibles de A.

En particulier, puisque a divise 0, a et 0 sont premiers entre eux si et seulement si a est un
élément inversible de A.

Démonstration. Supposons que a et b sont premiers entre eux et soit c un diviseur commun à
a et b. Par hypothèse, a et b admettent 1 comme pgcd donc c divise 1 et donc c est inversible.

Réciproquement, supposons que les seuls diviseurs communs à a et b sont les éléments
inversibles de A. Il est clair que 1 est un diviseur commun à a et b. Soit maintenant c un
diviseur commun à a et b. Par hypothèse c est inversible donc c divise 1. On en déduit que 1
est un pgcd de a et b, c’est-à-dire que a et b sont premiers entre eux. ✓

Proposition 8.4. Soit (a, b) ∈ A2, ab 6= 0. Soit d un pgcd de a et b et soit m un ppcm de a et
b. Alors ab et dm sont associés.
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Démonstration. Puisque a et b divisent ab, leur ppcm m divise ab. Posons ab = me pour un
e ∈ A. Pour conclure, il suffit de démontrer que e est associé à d.

Posons a = da′, b = db′, et m = aa” = bb”.
On a ab = me = aa”e donc b = a”e et donc e divise b. De même, e divise a, donc e divise d

qui est un pgcd de a et b.
Puisque d divise a et b, il divise ab, posons ab = dx. On a alors dx = ab = da′b = dab′

donc x = ab′ = a′b et donc a et b divisent tous deux x, donc m divise x. Posons x = my. On
a alors me = ab = dx = dmy donc e = dy est un multiple de d.

On en déduit finalement que d est associé à e et donc que ab = me est associé à md. ✓

Proposition 8.5. Soit a un élément irréductible de A et b un élément de A. Alors, a et b sont
premiers entre eux si et seulement si a ne divise pas b.

Démonstration. Supposons que a divise b. Alors a est un diviseur commun à a et b qui n’est
pas inversible. D’après la remarque plus haut, on en déduit que a et b ne sont pas premiers
entre eux.

Réciproquement, supposons que a ne divise pas b. Soit x un diviseur commun de a et b.
Il existe a′ ∈ A tel que a = xa′. Comme a est irréductible, x ou a′ est inversible et puisque a
ne divise pas b, on en déduit que x est inversible. Donc tout diviseur commun de a et b est
inversible, c’est-à-dire que a et b sont premiers entre eux. ✓

II. ANNEAUX FACTORIELS

A. Anneaux factoriels.

Définition 8.6. (1) On dit que A satisfait la condition (E) si tout élément non nul et non inversible
a ∈ A admet une décomposition en produit d’éléments irréductibles, c’est-à-dire qu’il existe
r ∈ N∗ et des éléments irréductibles p1, . . . , pr de A tels que a = p1 . . . pr.

(2) On dit que A satisfait la condition (U) si pour tout élément non nul et non inversible de A,
une décomposition en produit d’éléments irréductibles (si elle existe) est essentiellement unique,
c’est-à-dire que, si a = p1 . . . pr = q1 . . . qs où (r, s) ∈ N∗ ×N∗ et p1, . . . , pr, q1, . . . , qs sont
des éléments irréductibles de A, alors r = s et il existe σ ∈ Sr tel que, pour 1 ⩽ i ⩽ r, pi et
qσ(i) soient associés.

(3) On dit que A est factoriel s’il est intègre et s’il satisfait aux conditions (E) et (U).

Exemple. Tout corps est un anneau factoriel.

On va donner une définition équivalente d’un anneau factoriel, dans laquelle on a vrai-
ment unicité de la décomposition. Pour cela on introduit la définition suivante.

Définition 8.7. Soit A un anneau. Une partie P de A est un système de représentants des
éléments irréductibles de A si c’est un système de représentants des classes d’équivalence des
éléments irréductibles de A pour la relation ∼ (association), autrement dit,

â tout élément de P est irréductible dans A ;

â si a ∈ A est irréductible alors il existe p ∈ P tel que a ∼ p ;

â deux éléments distincts de P ne sont pas associés.
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Définition-Proposition 8.8. Un anneau A est factoriel si, et seulement s’il est intègre et si tout
élément non nul a ∈ A se décompose de manière unique sous la forme a = ua ∏p∈P pvp(a) avec
ua ∈ A×, vp(a) ∈ N pour tout p ∈ P et les vp(a) sont nuls sauf pour un nombre fini de p ∈ P .

Pour p ∈ P , le nombre entier vp(a) est appelé valuation p-adique de a.

Démonstration. C’est clair. ✓

Exemple. L’anneau Z est factoriel (les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers
et leurs opposés). Si A = Z, on peut prendre l’ensemble des nombres premiers (positifs)
pour P , ou bien l’ensemble des opposés de nombres premiers.

Propriétés 8.9. Soit A un anneau factoriel et soient a et b deux éléments non nuls de A. Alors

(1) pour tout p ∈ P on a vp(ab) = vp(a) + vp(b).

(2) a divise b si, et seulement si, vp(a) ⩽ vp(b) pour tout p ∈ P .

(3) a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, vp(a)vp(b) = 0 pour tout p ∈ P .

Démonstration. Pour tout x ∈ A \ {0}, on note x = ux ∏p∈P pvp(x) comme dans la définition-
proposition 8.88.8.

(1) On a ab =
(

ua ∏p∈P pvp(a)
)(

ub ∏p∈P pvp(b)
)
= uaub ∏p∈P pvp(a)+vp(b) = uab ∏p∈P pvp(ab).

Par unicité de la décomposition on en déduit que uab = uaub et vp(ab) = vp(a) + vp(b)
pour tout p ∈ P .

(2) (⇐) Si vp(a) ⩽ vp(b) pour tout i, alors b = au−1
a ub ∏p∈P pvp(b)−vp(a) donc a divise b. [Les

hypothèses sur A ne servent pas ici.]
(⇒) S’il existe c ∈ A tel que b = ac, alors pour tout p ∈ P on a vp(b) = vp(a) + vp(c) ⩾

vp(a).
(3) (⇒) S’il existe p tel que vp(a)vp(b) 6= 0, alors p divise a et b donc, comme p n’est pas

inversible, a et b ne sont pas premiers entre eux. [Les hypothèses sur A ne servent pas
ici.]

(⇐) Supposons que l’on ait, pour tout p ∈ P , vp(a)vp(b) = 0. Soit c un diviseur commun
de a et b. On a donc 0 ⩽ vp(c) ⩽ min(vp(a), vp(b)) = 0 pour tout p ∈ P donc
vp(c) = 0 pour tout p ∈ P et donc c = uc ∈ A×. D’après une remarque page 100100, a
et b sont premiers entre eux. ✓

Dans un anneau intègre quelconque, les pgcd et ppcm n’existent pas toujours. Cependant,
dans un anneau factoriel, ils existent toujours.

Proposition 8.10. Supposons A factoriel. Si a1, . . . , ar (r ∈ N∗) sont des éléments non nuls
de A, alors ils admettent un pgcd et un ppcm.

Démonstration. Posons ai = uai ∏p∈P pvp(ai) pour tout i.
Pour tout p ∈ P , posons δp = min

{
vp(ai) | i ∈ J1 ; rK} et considérons d = ∏p∈P pδp (no-

tons que c’est bien le produit d’un nombre fini d’éléments distincts de 1).
â Il est clair que d est un diviseur de chacun des ai (pour tout p ∈ P on a vp(d) = δp ⩽

vp(ai)).
â Soit x ∈ A un diviseur commun des ai. Puisque x divise tous les ai, on a vp(x) ⩽

min
{

vp(ai) | i ∈ J1 ; rK} = δp = vp(d) pour tout p ∈ P , donc x divise d.
L’élément d est donc bien un pgcd des ai.

Pour le ppcm on fait un raisonnement similaire.
Pour tout p ∈ P , posons µp = max

{
vp(ai) | i ∈ J1 ; rK} et considérons m = ∏p∈P pµp .
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â Il est clair que m est un multiple de tous les ai.

â Soit y ∈ A un multiple commun des ai. Puisque ai divise y pour tout i, on a vp(y) ⩾
max

{
vp(ai) | i ∈ J1 ; rK} = µp = vp(m) pour tout p ∈ P , donc m divise y.

L’élément m est donc bien un ppcm de a et b. ✓

Lemme 8.11. Soit A un anneau (intègre) dans lequel tout (a, b) ∈ A2 \ {(0, 0)} admet un
pgcd (par exemple un anneau factoriel), soit {ai | i ∈ I} une famille finie d’éléments non
tous nuls de A et soit b ∈ A, b 6= 0.

(1) Soit d un pgcd des ai. Alors bd est un pgcd des bai, i ∈ I.

(2) Si d est un pgcd des ai alors pour tout i ∈ I il existe a′i ∈ A tel que ai = da′i, et les a′i, i ∈ I,
sont premiers entre eux.

Démonstration. (1) Soit c un pgcd des bai. Il est clair que bd est un diviseur commun des bai
donc bd divise c. Réciproquement, puisque b | bai pour tout i ∈ I, on en déduit que b | c
donc c = bc′ avec c′ ∈ A. Puisque c = bc′ | bai pour tout i ∈ I, on a c′ | ai pour tout i et
donc c′ | d. Finalement, c = bc′ divise bd. Donc bd ∼ c est un pgcd des bai.

On peut aussi utiliser les décompositions en produits de facteurs irréductibles pour démontrer ce
résultat, mais alors il faut supposer que A est factoriel.

(2) Puisque d est un diviseur commun des ai, il existe a′i tel que ai = da′i pour tout i ∈ I.
D’après ce qui précède, si d′ est un pgcd des a′i (qui existe car A est factoriel), alors dd′ est
un pgcd des ai donc il est associé à d et donc d′ est inversible. ✓

Proposition 8.12. Soit A un anneau (intègre) dans lequel tout (a, b) ∈ A2 avec ab 6= 0 admet
un ppcm (par exemple un anneau factoriel). Soient a1, . . . , ar (r ∈ N∗) des éléments de A qui
sont tous non nuls.

Alors un élément de A est un ppcm de {a1, . . . , ar} si et seulement s’il engendre l’idéal
a1A ∩ · · · ∩ ar A = (a1) ∩ . . . ∩ (ar).

Démonstration. Notons I = J1 ; rK.
Soit m un ppcm de {a1, . . . , ar}. Alors pour tout i ∈ I on a (m) ⊂ (ai), donc (m) ⊂

(a1) ∩ · · · ∩ (ar).
Soit maintenant x ∈ (a1) ∩ · · · ∩ (ar). Alors, pour tout i, on a ai | x donc, par définition

du ppcm, on a m | x et donc x ∈ (m). Par conséquent, (a1) ∩ · · · ∩ (ar) ⊂ (m) et finalement
(a1) ∩ · · · ∩ (ar) = (m).

Réciproquement, si m ∈ A est tel que (m) = (a1) ∩ · · · ∩ (ar), alors m est un multiple
commun des ai, i ∈ I, et pour tout autre multiple commun c des ai, i ∈ I, on a (m) =
(a1) ∩ · · · ∩ (ar) ⊃ (c) donc m divise c et donc m est un ppcm des ai, i ∈ I. ✓

Théorème 8.13. Soit A un anneau intègre satisfaisant la condition (E). Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) A est factoriel

(b) A satisfait la condition (U).

(c) Pour tout triplet (a, b, c) d’éléments de A tel que a 6= 0, si a et b sont premiers entre eux
et si a | bc, alors a | c (condition de Gauss).

(d) Pour tout triplet (a, b, c) d’éléments de A, si a est irréductible et divise bc, alors a divise
b ou a divise c (condition d’Euclide).

(e) Pour p dans A, p est premier si et seulement si p est irréductible (condition de primalité).

Démonstration. (a)⇔(b) par définition d’un anneau factoriel.
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(a)⇒(c) On suppose que A est factoriel. Soient a et b premiers entre eux divisant bc.

â Si b = 0, puisque a et b sont premiers entre eux on en déduit que a est inversible
(voir remarque page 100100) donc a divise c.

â Si c = 0, alors a divise c.
â Supposons donc que a, b et c ne sont pas nuls. Puisque A est factoriel, on peut

décomposer a, b et c de manière unique sous la forme a = ua ∏p∈P pvp(a), b =

ub ∏p∈P pvp(b) et c = uc ∏p∈P pvp(c) avec les notations de la définition-proposition
8.88.8. Alors, puisque a et b sont premiers entre eux, on a vp(a)vp(b) = 0 pour tout
p ∈ P . Puisque a divise bc on a vp(a) ⩽ vp(b) + vp(c) pour tout p ∈ P . On en
déduit facilement que vp(a) ⩽ vp(c) pour tout p ∈ P et donc que a divise c.

(c)⇒(d) On suppose que la condition de Gauss est vérifiée. Soit a un élément irréductible
divisant bc. Si a ne divise pas b, alors d’après la proposition 8.58.5 a et b sont premiers
entre eux, donc d’après la condition de Gauss a divise c.

(d)⇒(e) On suppose que la condition d’Euclide est vérifiée. On sait déjà que si p est premier
alors p est irréductible. Soit p un élément irréductible. Il n’est pas nul et il n’est pas
inversible. Supposons que p divise ab avec (a, b) ∈ A2. Si p ne divise pas a, alors p et
a sont premiers entre eux d’après la proposition 8.58.5 donc d’après l’hypothèse (d) on en
déduit que p divise b. Donc p divise a ou p divise b. Finalement, p est premier.

(e)⇒(b) On suppose que la condition de primalité est vérifiée. Soit a ∈ A et supposons que
a = p1 . . . pm = q1 . . . qn avec p1, . . . , pm, q1, . . . , qn irréductibles et m ⩽ n. On raisonne
par récurrence sur m.

â Initialisation. Si m = 1, on a a = p1 = q1 . . . qn. Donc q1 | p1, p1 est irréductible et
q1 6∈ A×, donc q1 = up1 avec u ∈ A×. Donc uq2 . . . qn ∈ A× et donc n = 1.

â Hérédité. Soit m > 1 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang m− 1 ; démontrons-le
au rang m. On a p1(p2 . . . pm) = q1 . . . qn. Puisque p1 est irréductible, p1 est premier
d’après (e), et il divise q1 . . . qn, donc il existe i tel que p1 | qi : on a qi = u1p1 avec
u1 ∈ A. Puisque qi est irréductible, u1 ∈ A×.
On a donc p1(p2 . . . pm) = u1p1(q1 . . . qi−1qi+1 . . . qn), donc p2 . . . pm =
u1q1 . . . qi−1qi+1 . . . qn et par hypothèse de récurrence on a m − 1 = n − 1, donc
m = n, et il existe une bijection τ : {2, . . . , m} → {1, . . . , m} \ {i} telle que pj ∼ qτ(j)
pour tout j = 2, . . . , m. On conclut en définissant σ ∈ Sm par σ(1) = i et σ(j) = τ(j)
pour j = 2, . . . , m. ✓

B. Exemples d’anneaux factoriels.

Dans cette partie, on étudie les anneaux principaux et les anneaux euclidiens. Ce sont des
exemples d’anneaux factoriels.

On commence par l’étude des anneaux principaux. On rappelle qu’un idéal I d’un anneau
A est dit principal s’il existe a ∈ A tel que I = (a) et qu’un anneau A est dit principal s’il
est intègre et si tout idéal de A est principal.

Lemme 8.14. Soit A un anneau principal et soit I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . ⊂ A une suite
croissante d’idéaux de A. Alors cette suite stationne, c’est-à-dire qu’il existe N ∈ N∗ tel que
pour tout n ⩾ N on ait In = IN.

Démonstration. Posons I = ∪n∈N∗ In. Alors I est un idéal de A (exercice), donc comme A est
principal il existe a ∈ A tel que I = (a). Alors a ∈ ∪n∈N∗ In, donc il existe N ∈ N∗ tel que
a ∈ IN. Par conséquent, (a) ⊂ IN ⊂ I = (a), donc I = IN. De plus, pour tout n ⩾ N, on a
IN ⊂ In ⊂ I = IN donc In = IN. ✓
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Proposition 8.15. Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps. Soit a ∈ A. Alors a est
irréductible si et seulement si (a) est maximal.

En particulier, un anneau principal satisfait la condition de primalité. De plus, les idéaux
premiers non nuls d’un anneau principal sont maximaux.

Démonstration. On sait déjà que l’on a les implications suivantes pour tout a ∈ A \ {0} :

(a) maximal =⇒ (a) premier déf.⇐⇒ a premier
p. 9999
=⇒ a irréductible

Il suffit donc de démontrer que si a est irréductible alors (a) est maximal.
Supposons donc a irréductible. Soit I un idéal de A tel que (a) ( I ⊂ A. Puisque A est

principal, il existe b ∈ A tel que I = (b). Donc b | a et comme a est irréductible et que b
n’est pas associé à a (puisque (a) 6= (b)), b est inversible et donc I = (b) = A. Donc (a) est
maximal.

Le reste est clair. ✓

Remarque. Soit A un anneau intègre et soit a ∈ A un élément non nul. On a les implications
suivantes :

(a) maximal +3

��

(a) premier
KS

��

A principal

t|

a irréductible

A principal

CK

A FACTORIEL

4<
a premierks

Théorème 8.16. Si A est principal, alors il est factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau principal. On sait déjà que A est intègre.
Si A est un corps, il est factoriel (voir p. 101101). Supposons donc que A n’est pas un corps.
D’après la proposition 8.158.15, la condition de primalité est satisfaite par A. Pour démontrer

que A est factoriel, il suffit donc d’après le théorème 8.138.13 de démontrer qu’il satisfait à la
condition (E), c’est-à-dire que tout élément non nul et non inversible de A est un produit
d’éléments irréductibles.

Soit S l’ensemble des idéaux (a) engendrés par les éléments a non nuls, non inversibles
et n’admettant pas de factorisation en produit d’éléments irréductibles. Supposons par l’ab-
surde que S 6= ∅.

Démontrons que S admet un élément maximal. Si ce n’est pas le cas, soit (a1) ∈ S . Alors
(a1) n’est pas maximal dans S donc il existe (a2) ∈ S tel que (a1) $ (a2). De même, (a2)
n’est pas maximal donc il existe (a3) ∈ S tel que (a2) $ (a3). En procédant ainsi, on construit
une suite strictement croissante d’idéaux dans A, contredisant ainsi le lemme 8.148.14.

Donc S admet un élément maximal, notons-le (a0). En particulier, comme (a0) ∈ S , l’élé-
ment a0 n’est pas irréductible, donc on peut écrire a0 = bc avec b et c non nuls et non
inversibles. On a alors (a0) $ (b) et (a0) $ (c) donc par maximalité de (a0) dans S , on a
(b) 6∈ S et (c) 6∈ S . Par définition de S il existe donc des éléments irréductibles p1, . . . , pr
et q1, . . . , qs tels que b = p1 · · · pr et c = q1 · · · qs. Mais alors a0 = p1 · · · prq1 · · · qs ce qui
contredit le fait que (a0) ∈ S .

Finalement, S = ∅ et donc la propriété (E) est bien vérifiée. ✓
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Remarque. On suppose que A est principal.

(1) Si A est un corps, son unique idéal premier est {0}.
(2) Si A n’est pas un corps, ses idéaux premiers sont {0} (qui n’est pas maximal) et les idéaux

(p) où p est irréductible (et un tel idéal est maximal d’après la proposition 8.158.15).

Le théorème 8.168.16 montre que toute famille finie d’éléments non tous nuls (respectivement
tous non nuls) d’un anneau principal admet un pgcd (respectivement un ppcm) grâce à la
proposition 8.108.10 ; on peut les caractériser au moyen d’idéaux.

Proposition 8.17. Soit A un anneau principal et soient a1, . . . , ar (r ∈ N∗) des éléments de A.
On suppose que les a1, . . . , ar ne sont pas tous nuls. Alors un élément de A est un pgcd de
{a1, . . . , ar} si et seulement s’il engendre l’idéal a1A + · · ·+ ar A = (a1, . . . , ar).

Démonstration. Notons I = J1 ; rK.
Soit d un pgcd de {a1, . . . , ar}. Alors pour tout i ∈ I on a ai ∈ (d), donc (a1, . . . , ar) =

(a1) + · · ·+ (ar) ⊂ (d).
Puisque A est principal, il existe b ∈ A tel que (a1, . . . , ar) = (b). Pour tout i ∈ I, on a

(ai) ⊂ (b) donc b divise ai pour tout i ∈ I et donc b divise d qui est un pgcd des ai. Par
conséquent, (d) ⊂ (b) et finalement (a1, . . . , ar) = (b) = (d).

Réciproquement, si d ∈ A est tel que (d) = (a1, . . . , ar), alors d est un diviseur commun
des ai, et pour tout autre diviseur commun b des ai, i ∈ I, on a (d) = (a1, . . . , ar) ⊂ (b) donc
b divise d et donc d est un pgcd des ai, i ∈ I. ✓

Remarque. La proposition 8.178.17 est fausse si on suppose que A est factoriel et pas principal.
Par exemple, dans l’anneau Z[X], qui est factoriel mais pas principal (voir chapitre 99) on a
(2, X) 6= (1) alors que pgcd(2, X) ∼ 1 (exercice).

Corollaire 8.18 (Propriété de Bézout). Supposons A principal et soient a1, . . . , ar (r ∈ N∗)
des éléments non tous nuls de A. Alors, les éléments a1, . . . , ar sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe x1, . . . , xr ∈ A tels que a1x1 + · · ·+ arxr = 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 8.178.17. ✓

On passe maintenant au cas des anneaux euclidiens. Ce sont des exemples d’anneaux
principaux.

Définition 8.19. L’anneau A est dit euclidien s’il est intègre et s’il existe une application ν : A \
{0} −→ N vérifiant : pour tout couple (a, b) d’éléments de A tel que b 6= 0, il existe un couple
(q, r) d’éléments de A tel que a = bq + r et ou bien r = 0, ou bien ν(r) < ν(b).

L’application ν s’appelle un stathme euclidien.

Remarque. Dans la littérature, un tel ν s’appelle parfois un pré-stathme euclidien, et il faut
ajouter la condition que pour tout (a, b) ∈ A2 avec ab 6= 0, on a ν(a) ⩽ ν(ab) pour avoir
un stathme euclidien. Mais on peut démontrer que si un pré-stathme existe, il existe aussi un
stathme, donc les deux définitions d’anneau euclidien sont équivalentes.

Théorème 8.20. Si A est euclidien, il est principal.
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Démonstration. cf. cours de L3.
Soit A un anneau euclidien. Il est intègre.
Soit I un idéal de A. Si I = {0} = (0), il est principal. Sinon, l’ensemble I \ {0} n’est pas

vide et par suite l’ensemble {ν(a) | a ∈ I \ {0}} est une partie non vide de N qui admet
donc un plus petit élément m. Soit alors a ∈ I \ {0} tel que ν(a) = m. Pour tout b ∈ I, il
existe (q, r) ∈ A2 tel que b = aq + r avec r = 0 ou ν(r) < ν(a). Si l’on suppose que r 6= 0,
alors r = b− aq est un élément non nul de I tel que ν(r) < ν(a). Ceci contredit la définition
de a et, par suite, on doit avoir r = 0 et donc = qa ∈ (a) donc I ⊂ (a). Puisque a ∈ I, on a
(a) ⊂ I et on a donc démontré que I = (a). Tous les idéaux de A sont principaux.

Donc A est un anneau principal. ✓

Exemples. L’anneau Z est euclidien (considérer l’application ν : Z \ {0} −→ N définie par
ν(n) = |n|).

Si K est un corps, l’anneau K[X] est euclidien (considérer l’application ν : K[X] \ {0} −→
N définie par ν(P) = deg P).

Corollaire 8.21. Soit A un anneau commutatif unitaire quelconque (ie. qui n’est pas néces-
sairement intègre). On a les équivalences :

A[X] est principal ⇐⇒ A est un corps ⇐⇒ A[X] est euclidien.

Démonstration. D’après le théorème 8.208.20 et l’exemple ci-dessus, si A est un corps, alors A[X]
est principal.

Réciproquement, supposons que A[X] est principal. Alors A est intègre car c’est un sous-
anneau de A[X] qui est principal donc intègre.

L’application φ : A[X]→ A définie par φ(P) = P(0) est un morphisme d’anneaux surjec-
tif et de noyau (X), donc d’après le premier théorème d’isomorphisme on a A[X]/(X) ∼= A.
Or A est intègre, donc A[X]/(X) est intègre, donc (X) est un idéal premier et non nul, donc
maximal puisque A[X] est principal, et donc A ∼= A[X]/(X) est un corps. ✓

Enfin, bien que A[X] ne soit pas euclidien en général, on peut faire certaines divisions
euclidiennes dans A[X].

Proposition 8.22 (Un résultat utile : division euclidienne dans les anneaux de polynômes.).
Soit A un anneau, soit F ∈ A[X] et soit G ∈ A[X] un polynôme non nul. On suppose
que le coefficient dominant de G est inversible dans A. Alors il existe un unique couple
(Q, R) ∈ A[X]× A[X] tel que F = GQ + R et deg R < deg G (convention : deg 0 = −∞).

Démonstration. Voir travaux dirigésExistence :
â Si deg F < deg G, il suffit de prendre Q = 0 et R = F.
â Si m = deg F ⩾ deg G = n, raisonnons par récurrence sur m ⩾ n.

F Initialisation. Si m = n, notons F(X) = aXm + H(X) et soit u le coefficient dominant
de G. Posons a = ub avec b ∈ A. Il suffit alors de prendre Q = b et R = F−QG est de
degré < m.

F Soit m > n tel que le résultat soit vrai en degré ⩽ m− 1. Notons m = deg F, n = deg G,
u le coefficient dominant de G et a le coefficient dominant de F.
Le degré du polynôme F− u−1aXm−nG est ⩽ m− 1, donc par hypothèse de récurrence
il existe Q1 et R1 tels que F− u−1aXm−nG = Q1G + R1 et deg R1 < deg G. On a donc
F = (u−1aXm−n + Q1)G + R1, d’où l’existence.

Pour l’unicité : Supposons que F = QG + R = Q′G + R′ avec deg R < deg G et deg R′ <
deg G. Alors G(Q− Q′) = R′ − R. Puisque u est inversible, on a deg(R′ − R) = deg(Q−
Q′) + deg G ⩾ deg G, ce qui est impossible si Q− Q′ 6= 0 et R′ − R 6= 0. Donc (Q′, R′) =
(Q, R). ✓
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CHAPITRE 9.

Anneaux de polynômes

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau (commutatif unitaire).

I. ANNEAUX DE POLYNÔMES EN PLUSIEURS INDÉTERMINÉES

Vous avez défini en L3 l’anneau de polynômes A[X] en une indéterminée. Pour mémoire,
il s’agit de l’ensemble des suites (an)n∈N finies d’éléments de A, muni de l’addition compo-
sante à composante et du produit défini par (an) · (bn) = (cn) avec cn = ∑n

k=0 akbn−k. On

note (an)n∈N = ∑d
k=0 akXk où d ⩾ max{k | ak 6= 0} et max{k | ak 6= 0} = deg

(
∑d

k=0 akXk
)

est le degré du polynôme ∑d
k=0 akXk (par convention, deg(0) = −∞).

On définit alors récursivement les anneaux de polynômes en plusieurs indéterminées.

Définition 9.1. Soit n ∈ N un nombre entier avec n > 1. L’anneau de polynômes en n
indéterminées X1, . . . , Xn, noté A[X1, . . . , Xn], est défini récursivement par

A[X1, . . . , Xn] := A[X1, . . . , Xn−1][Xn].

Remarque. On a une inclusion naturelle A → A[X] qui à un élément a ∈ A associe le
polynôme a. C’est un morphisme d’anneaux. Il découle de la définition qu’il existe des mor-
phismes injectifs d’anneaux naturels

â A ↪−→ A[X1, . . . , Xn] et

â A[X1, . . . , Xp] ↪−→ A[X1, . . . , Xn] pour tout p ⩽ n tel que Xi a pour image Xi pour tout
i ∈ J1 ; pK.

Proposition 9.2. Tout élément de A[X1, . . . , Xn] s’écrit, de façon unique, sous la forme

∑
(i1,...,in)∈Nn

a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n ,

où a(i1,...,in) ∈ A, pour tout (i1, . . . , in) ∈ Nn (somme finie).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.

â Initialisation. C’est vrai pour n = 1 (L3 – écriture unique d’une suite (an)n∈N dont toutes
les composantes sont nulles sauf un nombre fini d’entre elles sous la forme d’une somme
finie ∑k∈N akXk).

â Hérédité. Soit n ⩾ 1 tel que le résultat soit vrai pour l’anneau de polynômes en n in-
déterminées. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn, Xn+1], P 6= 0. Posons B = A[X1, . . . , Xn]. Alors,
puisque A[X1, . . . , Xn, Xn+1] = B[Xn+1], le résultat au rang 1 nous permet d’écrire P =

∑d
i=0 QiXi

n+1 avec d ∈ N et Qi ∈ B, Qd 6= 0. Par hypothèse de récurrence, on a, pour tout

j, Qj = ∑(i1,...,in)∈Nn a(j)
(i1,...,in)

.Xi1
1 . . . Xin

n avec où a(j)
(i1,...,in)

∈ A (somme finie). On en déduit
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que

P =
d

∑
j=0

∑
(i1,...,in)

a(j)
(i1,...,in)

.Xi1
1 . . . Xin

n X j
n+1 = ∑

(i1,...,in,in+1)

b(i1,...,in,in+1)
.Xi1

1 . . . Xin
n Xin+1

n+1

où b(i1,...,in,in+1)
= a(j)

(i1,...,in)
. On a démontré l’existence. Démontrons maintenant l’unicité.

Il suffit pour cela de démontrer que si P = ∑(i1,...,in,in+1)
a(i1,...,in,in+1)

.Xi1
1 . . . Xin

n Xin+1
n+1 est le

polynôme nul, alors tous les coefficients a(i1,...,in,in+1)
sont nuls.

On peut écrire 0 = ∑in+1∈N

(
∑(i1,...,in) a(i1,...,in,in+1)

.Xi1
1 . . . Xin

n

)
Xin+1

n+1 = ∑in+1∈N Qin+1 Xin+1
n+1

avec Qin+1 ∈ B. Le résultat au rang 1 donne Qj = 0 pour tout j. L’hypothèse de récur-
rence implique que tous les coefficients de tous les Qj sont nuls, c’est-à-dire que tous les
coefficients de P sont nuls. ✓

Définition 9.3. â Un élément de A[X1, . . . , Xn] de la forme Xi1
1 . . . Xin

n , avec (i1, . . . , in) ∈ Nn

s’appelle un monôme de A[X1, . . . , Xn] (en X1, . . . , Xn).

â Soit P = ∑(i1,...,in)∈Nn a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n . Alors a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n est le terme monomial

correspondant au monôme Xi1
1 . . . Xin

n .
La proposition ci-dessus dit que tout polynôme de A[X1, . . . , Xn] s’écrit de manière unique
comme somme finie de termes monomiaux.

â Le degré, ou degré total, du monôme Xi1
1 . . . Xin

n ou du terme monomial a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n
(avec a(i1,...,in) 6= 0) est ∑n

k=1 ik.
Le degré, ou degré total, du polynôme P est le maximum des degrés des termes monomiaux
non nuls qui constituent P :

deg P := max

{
n

∑
k=1

ik | a(i1,...,in) 6= 0

}
.

Proposition 9.4. Soit A un anneau intègre et n ∈ N∗. L’anneau de polynômes A[X1, . . . , Xn]
en n indéterminées est intègre.

Démonstration. On procède par récurrence sur n.

â Le résultat est connu si n = 1. Pour mémoire, si P = ∑d
i=0 aiXi et Q = ∑t

j=0 bjX j ne sont
pas nuls, avec ad 6= 0 et bt 6= 0, alors PQ = adbtXd+t + R avec deg R < d + t. Puisque A
est intègre, adbt 6= 0 et donc PQ 6= 0.

â Hérédité. Soit n ⩾ 1 tel que B = A[X1, . . . , Xn] soit intègre. Alors A[X1, . . . , Xn+1] =
B[Xn+1] est intègre d’après le résultat au rang 1. ✓

Théorème 9.5 (Propriété universelle des anneaux de polynômes). Soient B un anneau,
f : A −→ B un morphisme d’anneaux et b1, . . . , bn ∈ B. On note σ : A → A[X1, . . . , Xn]
l’inclusion naturelle.

Alors il existe un morphisme d’anneaux g : A[X1, . . . , Xn] −→ B et un seul tel que, pour
1 ⩽ j ⩽ n, g(Xj) = bj et tel que g ◦ σ = f , c’est-à-dire que le diagramme suivant soit
commutatif :

A σ //

f
&&MM

MMM
MMM

MMM
MM A[X1, . . . , Xn]

g
��

B
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Remarque. La condition g ◦ σ = f s’écrit g|A = f lorsqu’on identifie A et σ(A). Autrement
dit, g est un prolongement de f à A[X1, . . . , Xn].

Démonstration. Si g existe, on doit avoir

g

 ∑
(i1,...,in)∈Nn

a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n

 = ∑
(i1,...,in)∈Nn

g
(

a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n

)
= ∑

(i1,...,in)∈Nn

f (a(i1,...,in)).g(X1)
i1 . . . g(Xn)

in

= ∑
(i1,...,in)∈Nn

f (a(i1,...,in))b
i1
1 . . . bin

n

donc g est nécessairement unique.
Vérifions que l’application g : A[X1, . . . , Xn] −→ B définie par

g

 ∑
(i1,...,in)∈Nn

a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n

 = ∑
(i1,...,in)∈Nn

f (a(i1,...,in))b
i1
1 . . . bin

n

vérifie les propriétés requises. En effet :

â Il est clair que g(σ(a)) = g(a) = f (a) pour tout a ∈ A (prendre (i1, . . . , in) = (0, . . . , 0)).

â Il est clair que g(Xk) = bk pour tout k ∈ J1 ; nK (prendre (i1, . . . , in) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
avec le 1 en kième position).

â Il reste à vérifier que g est bien un morphisme d’anneaux.

F g(1) = f (1) = 1.

F Posons P = ∑(i1,...,in)∈Nn a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n et Q = ∑(i1,...,in)∈Nn a′(i1,...,in)
.Xi1

1 . . . Xin
n . Alors

g(P + Q) = g

 ∑
(i1,...,in)∈Nn

(a(i1,...,in) + a′(i1,...,in)).X
i1
1 . . . Xin

n


= ∑

(i1,...,in)∈Nn

f (a(i1,...,in) + a′(i1,...,in)).b
i1
1 . . . bin

n

= ∑
(i1,...,in)∈Nn

( f (a(i1,...,in)) + f (a′(i1,...,in))).b
i1
1 . . . bin

n

= ∑
(i1,...,in)∈Nn

f (a(i1,...,in)).b
i1
1 . . . bin

n + ∑
(i1,...,in)∈Nn

f (a′(i1,...,in)).b
i1
1 . . . bin

n

= g(P) + g(Q).

F G Soient P = a.Xi1
1 . . . Xin

n et Q = a′.X j1
1 . . . X jn

n des termes monomiaux. Alors

g(PQ) = g(aa′.Xi1+j1
1 . . . Xin+jn

n ) = f (aa′).bi1+j1
1 . . . bin+jn

n

= f (a).bi1
1 . . . bin

n · f (a′).bj1
1 . . . bjn

n = g(P)g(Q).

G Soient P et Q quelconques dans A[X1, . . . , Xn]. Alors P = ∑
p
k=1 Tk et Q = ∑

q
`=1 S`

où les Tk et les S` sont des termes monomiaux. En utilisant ce que nous avons déjà
démontré, on a

g(PQ) = g(
p

∑
k=1

q

∑
`=1

TkS`) =
p

∑
k=1

q

∑
`=1

g(TkS`) =
p

∑
k=1

q

∑
`=1

g(Tk)g(S`)

=

(
p

∑
k=1

g(Tk)

)(
q

∑
`=1

g(S`)

)
= g

(
p

∑
k=1

Tk

)
g

(
q

∑
`=1

S`

)
= g(P)g(Q). ✓
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Exemple. Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Le morphisme d’anneaux f : A →
(A/I)[X] obtenu par composition de la projection canonique π : A → A/I et de l’inclusion
A/I → (A/I)[X] induit donc grâce au théorème 9.59.5 un morphisme d’anneaux φI : A[X] →
(A/I)[X] qui prolonge f et tel que φI(X) = X (c’est-à-dire que φI(∑n

i=0 aiXi) = ∑n
i=0 π(ai)Xi).

Il est clair que φI est surjectif.

De même, si f : A → (A/I)[X1, . . . , Xn] est la composée de la projection cano-
nique π : A → A/I et de l’inclusion A/I → (A/I)[X1, . . . , Xn] , il existe un mor-
phisme d’anneaux surjectif φI : A[X1, . . . , Xn] → (A/I)[X1, . . . , Xn] qui prolonge f et
tel que φI(Xi) = Xi pour tout i (c’est-à-dire que φI(∑(i1,...,in)∈Nn a(i1,...,in)X

i1
1 · · ·X

in
n ) =

∑(i1,...,in)∈Nn π(a(i1,...,in))Xi1
1 · · ·X

in
n ).

Cas particulier. Soit p ∈ N un nombre premier et soit π : Z → Z/pZ la projection ca-
nonique. On pose π(n) = n. Le morphisme φ(p) : Z[X] → (Z/pZ)[X] consiste à réduire
les coefficients des polynôme modulo p : φ(p)(∑

n
k=0 akXk) = ∑n

k=0 akXk. On appelle φ(p) le
morphisme de réduction modulo p.

Corollaire 9.6. Soit σ ∈ Sn. On a un isomorphisme d’anneaux A[X1, . . . , Xn] ∼=
A[Xσ(1), . . . , Xσ(n)].

En particulier, on en déduit que pour tout i ∈ J1 ; nK, on peut identifier les anneaux
A[X1, . . . , Xn] et A[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn][Xi].

Démonstration. On applique la propriété universelle des anneaux de polynômes avec B =
A[Xσ(1), . . . , Xσ(n)], f : A → B l’inclusion et bi = Xσ(i) pour obtenir un morphisme d’an-
neaux φ : A[X1, . . . , Xn]→ A[Xσ(1), . . . , Xσ(n)] qui fixe les éléments de A et envoie chaque Xi
sur Xσ(i).

On applique à nouveau la propriété universelle des anneaux de polynômes avec B =
A[X1, . . . , Xn] et bi = Xi (avec au départ l’anneau A[Xσ(1), . . . , Xσ(n)]) pour obtenir un mor-
phisme d’anneaux ψ : A[Xσ(1), . . . , Xσ(n)] → A[X1, . . . , Xn] qui fixe les éléments de A et en-
voie chaque Xσ(i) sur Xi.

Alors ψ ◦ φ est un endomorphisme d’anneaux de A[X1, . . . , Xn] qui fixe les éléments de A
et les Xi; or idA[X1,...,Xn] est également un tel endomorphisme, donc par unicité on a ψ ◦ φ =
idA[X1,...,Xn] .

De même, φ ◦ ψ = idA[Xσ(1),...,Xσ(n)]
donc φ et ψ sont des isomorphismes réciproques. ✓

Définition 9.7. â Le degré partiel du monôme Xi1
1 · · ·X

in
n (ou du terme monomial

a(i1,...,in)X
i1
1 · · ·X

in
n avec a(i1,...,in) 6= 0) en l’indéterminée Xk est ik. Il s’agit du degré de ce

monôme vu dans l’anneau A[X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn][Xk], c’est-à-dire un polynôme en
l’indéterminée Xk et à coefficients dans A[X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn].

â Le degré partiel du polynôme P en l’indéterminée Xk est le maximum des degrés partiels en
Xk des termes monomiaux non nuls qui constituent P :

degXk
P := max

{
ik | a(i1,...,in) 6= 0

}
.

C’est le degré de P vu comme polynôme dans A[X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn][Xk].

Exemples. Le degré partiel en X2 du polynôme 2X2
1X2X3

3 − 4X2
2X3 ∈ Z[X1, X2, X3] est 2 et

le degré partiel en Y du polynôme X2Z3 + X3Z− 3XZ ∈ R[X, Y, Z] est 0.

II. FONCTIONS POLYNOMIALES.

Dans toute cette section, A est un anneau (commutatif unitaire).
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Si n ∈ N∗, on note F (An, A) l’ensemble des applications de An dans A. Il est bien connu
que F (An, A) est un anneau commutatif, pour les opérations suivantes : si f et g sont dans
F (An, A),

( f + g)(x) = f (x) + g(x) pour tout x ∈ An

( f g)(x) = f (x)g(x) pour tout x ∈ An.

L’élément neutre est l’application constante égale à 0, l’élément unité est l’application constante
égale à 1.

Définition 9.8. Soit P = ∑(i1,...,in)∈Nn a(i1,...,in).X
i1
1 . . . Xin

n ∈ A[X1, . . . , Xn], où a(i1,...,in) ∈ A
pour tout (i1, . . . , in) ∈ Nn. On associe à P l’application P̃ ∈ F (An, A) définie par

P̃ : An −→ A
(α1, . . . , αn) 7→ ∑(i1,...,in)∈Nn a(i1,...,in)α

i1
1 . . . αin

n
.

Cette application s’appelle la fonction polynomiale associée à P. Par abus de notation, pour
(α1, . . . , αn) ∈ An, on écrira souvent P(α1, . . . , αn) au lieu de P̃(α1, . . . , αn).

Proposition 9.9. Soit n ∈ N∗. L’application A[X1, . . . , Xn] −→ F (An, A), P 7→ P̃ est un
morphisme d’anneaux. Son image est notée Fpol(An, A) et elle est appelée l’anneau des
fonctions polynomiales sur An.

Démonstration. C’est une simple vérification.
On peut également, pour éviter des calculs techniques, utiliser la propriété universelle des

anneaux de polynômes (théorème 9.59.5). Pour tout i ∈ J1 ; nK, soit πi ∈ F (An, A) l’application
définie par πi(α1, . . . , αn) = αi (la projection sur la ime composante). Soit f : A → F (An, A)
l’application qui à x ∈ A associe l’application constante égale à x ; c’est un morphisme d’an-
neaux. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux A[X1, . . . , Xn] → F (An, A) qui pro-
longe f et qui associe πi à Xi. On constate qu’il s’agit bien de l’application P 7→ P̃. ✓

Soit n ∈ N∗. La proposition 9.99.9 montre que l’on dispose d’un morphisme d’anneaux
surjectif

φn : A[X1, . . . , Xn] −→ Fpol(An, A)

P 7→ P̃
.

Remarque. Soit A un anneau intègre. On sait que φ1 : A[X] → Fpol(A, A) est injectif si, et
seulement si, A est infini.

En effet, si A est fini, posons A = {t1, . . . , ts}. Alors le polynôme P = ∏s
i=1(X − ti) n’est

pas nul (il est de degré s) mais la fonction polynomiale P̃ : A→ A est nulle.
D’autre part, si A est infini, puisqu’il est intègre tout polynôme non nul de A[X] a un

nombre fini de racines (voir par exemple page 117117), donc la fonction polynomiale associée ne
peut pas être nulle.

Ce résultat est encore vrai pour les polynômes en plusieurs indéterminées.

Théorème 9.10. Soit A un anneau intègre et soit n ∈ N∗. Le morphisme φn d’anneaux est
un isomorphisme si, et seulement si, A est infini.

Démonstration. â Supposons que A est infini. Il suffit de démontrer que, pour tout n ∈ N∗,
φn est injectif (puisqu’il est surjectif par construction). On raisonne par récurrence sur n.

F Le cas n = 1 est connu.
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F Soit s ∈ N∗ tel que φn est injectif pour tout n ⩽ s. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xs+1] un po-
lynôme non nul ; il existe une famille finie {Pi}i∈N d’éléments de A[X1, . . . , Xs] telle
que P = ∑i∈N PiXi

s+1. Comme P n’est pas nul, il existe i0 ∈ N tel que Pi0 6= 0.
Par hypothèse de récurrence, on en déduit l’existence de (a1, . . . , as) ∈ As tel que
φs(P̃i0)(a1, . . . , as) = P̃i0(a1, . . . , as) 6= 0. Soit enfin ψ : A[X1, . . . , Xs+1] −→ A[Xs+1] le
morphisme d’anneaux tel que ψ|A = idA, ψ(Xi) = ai pour 1 ⩽ i ⩽ s et ψ(Xs+1) = Xs+1.
Alors le polynôme ψ(P) = ∑i∈N P̃i(a1, . . . , as)Xi

s+1 de A[Xs+1] n’est pas nul puisque

P̃i0(a1, . . . , as) 6= 0. Il existe donc a ∈ A tel que φ1(ψ(P)) = ψ̃(P)(a) 6= 0. On en déduit
aussitôt que φs+1(P) = P̃ ne s’annule pas en (a1, . . . , as, a), donc la fonction polyno-
miale φs+1(P) associée à P n’est pas nulle.

â Supposons que A est fini. On sait qu’il existe un polynôme non nul P ∈ A[X1] dont la
fonction polynômiale associée P̃ : A→ A est nulle. Posons P = ∑d

i=0 aiXi
1.

On dispose d’un morphisme d’anneaux injectif σ : A[X1] → A[X1, . . . , Xn] qui envoie X1
sur X1 et fixe les éléments de A. Il est clair que σ(P) 6= 0. Mais on a

φn(σ(P))(α1, . . . , αn) = σ̃(P)(α1, . . . , αn) =
d

∑
i=0

aiα
i
1 = P̃(α1) = 0

donc la fonction polynomiale associée au polynôme non nul σ(P) est nulle. Ainsi, φn
n’est pas injective. ✓

III. ARITHMÉTIQUE DANS LES ANNEAUX DE POLYNÔMES

A. Théorèmes de transfert.

On a vu dans le corollaire 9.49.4 que la propriété d’être intègre se transfère de l’anneau A à
l’anneau A[X1, . . . , Xn]. On peut remarquer que, comme l’indique le corollaire 8.218.21, la pro-
priété d’un anneau d’être principal ne se transfère pas de l’anneau A à l’anneau A[X]. Il
résulte aussi du corollaire 8.218.21 que la propriété d’un anneau d’être euclidien ne se transfère
pas de l’anneau A à l’anneau A[X].

Dans cette section, on étudie le transfert de la propriété d’être factoriel de l’anneau A à
l’anneau A[X1, . . . , Xn]. Pour ce faire, il faut introduire la notion de contenu d’un polynôme.

Définition 9.11. On suppose que A est un anneau factoriel.

(1) Si P ∈ A[X] \ {0}, un élément de A est appelé un contenu de P si c’est un pgcd des coefficients
de P.

(2) Un polynôme P ∈ A[X] \ {0} est dit primitif si 1 est un pgcd de ses coefficients.

On notera c ∼ c(P) si c est un contenu de P.

Remarque. Le fait que A soit un anneau factoriel assure l’existence de pgcd dans A et donc
la notion de contenu a bien un sens pour les polynômes à coefficients dans A.

Exemple. Les polynômes 2X2 + 3X + 4 et X3 + X + 1 de Z[X] sont primitifs, le polynôme
2X2 + 6X + 4 admet 2 comme contenu. Notons que 2X2 + 6X + 4 = 2 · (X2 + 3X + 2) avec
X2 + 3X + 2 primitif.

Lemme 9.12. Soit A un anneau factoriel. Soit P ∈ A[X] \ {0}. Alors p ∈ A est un contenu
de P si et seulement s’il existe P1 ∈ A[X] primitif tel que P = pP1.
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Démonstration. (⇒) Notons P = ∑n
i=0 aiXi. Soit p un contenu de P. Alors pour tout i il

existe a′i ∈ A tel que ai = pa′i et 1 est un pgcd des a′i d’après le lemme 8.118.11. On a alors
P = pP1 avec P1 = ∑n

i=0 a′iX
i ∈ A[X] primitif.

(⇐) Supposons que P = pP1 avec P1 primitif. Posons P1 = ∑n
i=0 aiXi. Alors P = ∑n

i=0 paiXi

et p = p · 1 est un pgcd des coefficients pai d’après le lemme 8.118.11 et donc p est un
contenu de P. ✓

Lemme 9.13 (Lemme de Gauss). On suppose A factoriel. Soient P et Q des polynômes non
nuls de A[X].

(1) Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif.

(2) Si p et q sont des contenus de P et Q respectivement, alors pq est un contenu de PQ.

Démonstration. (1) On raisonne par l’absurde. Supposons que 1 ne soit pas un contenu de
PQ. Alors, puisque A est factoriel, il existe un contenu de PQ et un diviseur irréductible
π ∈ A de ce contenu ; il divise donc tous les coefficients de PQ. Soient d, e les degrés
respectifs de P et Q ; comme P et Q sont primitifs, il existe au moins un coefficient de P et
un coefficient de Q qui ne sont pas divisibles par π. Posons P = ∑d

i=0 aiXi, Q = ∑e
j=0 bjX j,

i0 = min{i ∈ J0 ; dK | π - ai} et j0 = min{j ∈ J0 ; eK | π - bj}. Le coefficient d’indice i0 + j0
de PQ est

∑
i+j=i0+j0

aibj = ai0bj0 + ∑
i + j = i0 + j0

i < i0 ou j < j0

aibj.

Mais alors, par définition de π, π divise le membre de gauche et le second terme du
membre de droite dans l’équation ci-dessus, donc π | ai0bj0 . Comme A est factoriel et π
est irréductible, il s’ensuit (condition d’Euclide) que π divise ai0 ou bj0 , ce qui constitue
une contradiction. Ainsi 1 est un contenu de PQ, qui est donc primitif.

(2) On utilise le lemme 9.129.12. Il existe des polynômes primitifs P1, Q1 dans A[X] tels que
P = pP1 et Q = qQ1. Alors PQ = pqP1Q1 avec P1Q1 primitif d’après (1), donc pq est un
contenu de PQ d’après le lemme 9.129.12. ✓

Remarque. Soit A un anneau factoriel. Alors A est intègre, donc son corps des fractions K
existe et A peut être identifié à un sous-anneau de K. On a alors une injection A→ K → K[X]
qui est un morphisme d’anneaux. On en déduit donc grâce à la propriété universelle des
anneaux de polynômes un morphisme d’anneaux A[X]→ K[X] qui prolonge cette injection
A ↪→ K[X] et qui à X associe X. Il est facile de voir que ce morphisme est injectif, et donc
que A[X] peut être identifié à un sous-anneau de K[X].

Lemme 9.14. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P ∈ A[X]. On
suppose qu’il existe Q, R dans K[X] tels que P = QR. Alors il existe Q1, R1 dans A[X] et α, β
dans K \ {0} tels que P = Q1R1, Q1 = αQ, et R1 = βR.

Démonstration. En réduisant tous les coefficients de Q et R aux mêmes dénominateurs, on
voit qu’il existe (q, r) ∈ A2 et Q0, R0 dans A[X] tels que qQ = Q0 et rR = R0. On a alors
Q0R0 = qrP.

Soient c un contenu de Q0 et d un contenu de R0. On peut donc écrire Q0 = cQ2 et R0 =
dR2 avec Q2 et R2 dans A[X] primitifs d’après le lemme 9.129.12. On a donc qrP = cdQ2R2 avec
Q2R2 primitif (lemme de Gauss), donc à l’aide du lemme 9.129.12 on en déduit que cd est un
contenu de qrP et donc que qr divise cd : il existe λ ∈ A tel que cd = λqr d’où P = λQ2R2.
Finalement on pose α = λc−1q ∈ K \ {0}, β = d−1r ∈ K \ {0}, Q1 = αQ et R1 = βR. ✓
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Théorème 9.15. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Les éléments irréductibles de A[X] sont

â les éléments irréductibles de A et

â les polynômes non constants et primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans K[X].

Démonstration. On rappelle que A[X]× = A× (A est intègre).

(1) Soit a ∈ A. Démontrons que a est irréductible dans A[X] si et seulement s’il est irréduc-
tible dans A.

F Si a est irréductible dans A, il n’est ni nul ni inversible dans A et donc il n’est ni nul
ni inversible dans A[X]. De plus, si a = PQ avec P, Q dans A[X], alors P et Q sont de
degré 0 donc ils sont dans A et par conséquent P ou Q est un élément inversible de A
donc de A[X].

F Réciproquement, si a est irréductible dans A[X], il n’est ni nul ni inversible dans A[X]
et donc il n’est ni nul ni inversible dans A et si a = bc avec b, c dans A, alors b ou c est
inversible dans A[X] et donc dans A.

(2) Soit P dans A[X] de degré supérieur ou égal à 1. Alors P n’est ni nul ni inversible dans
A[X].

F Supposons que P est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X]. Si P = QR avec Q, R
dans A[X], l’irréductibilité de P dans K[X] assure que Q, par exemple, est un élément
inversible de K[X]. Donc, Q = a avec a ∈ A \ {0}. L’égalité P = aR assure que si d est
un contenu de P, alors a | d. Mais P est primitif, donc a = Q est inversible. Ainsi, P est
irréductible dans A[X].

F Réciproquement, supposons que P est irréductible dans A[X]. Si d est un contenu de
P, alors P = dP1 avec P1 ∈ A[X] primitif et de degré ⩾ 1 donc non inversible. Par
conséquent, d est inversible dans A[X] donc dans A et donc P est primitif.
Démontrons que P est irréductible dans K[X]. Il n’est pas inversible dans K[X] (de
degré ⩾ 1). Si P = QR dans K[X], grâce au lemme 9.149.14 on peut supposer que Q et
R sont dans A[X]. Or P est irréductible dans A[X] donc par exemple Q est inversible
dans A[X] et donc Q est inversible dans K[X]. ✓

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P ∈ A[X] de
contenu c ∈ A et tel que P = QR dans K[X]. Alors il existe des polynômes Q̃ et R̃ dans A[X]

qui sont primitifs, tels que Q̃ ∼ Q et R̃ ∼ R dans K[X] et qui vérifient P = cQ̃R̃.
En effet, il suffit de combiner le lemme 9.129.12, le lemme de Gauss et le lemme 9.149.14.
En particulier, si P ∈ A[X] est primitif et tel que P = QR dans K[X], alors il existe des

polynômes Q̃ et R̃ dans A[X] qui sont primitifs, tels que Q̃ ∼ Q et R̃ ∼ R dans K[X] et qui
vérifient P = Q̃R̃.

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P ∈ A[X].
On a vu dans la démonstration du théorème si P est irréductible dans A[X] alors il est

irréductible dans K[X] (inutile de supposer que P est primitif, il l’est nécessairement).
Pour la réciproque, l’hypothèse que P est primitif est indispensable. En effet, soit P =

2X ∈ Z[X]. Alors P est irréductible dans Q[X] (car il est de degré 1) mais il n’est pas irré-
ductible dans Z[X] (car 2 et X ne sont pas inversibles dans Z[X]).

Théorème 9.16 (Théorème de Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Démonstration. Notons K = Frac A.
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â On sait déjà que A[X] est intègre puisque A est intègre.
â On commence par démontrer que l’anneau A[X] satisfait la condition (E). Soit P ∈ A[X],

non nul et non inversible dans A[X].

F Si P est de degré 0, il s’écrit comme produit d’éléments irréductibles de A (et donc de
A[X] d’après le théorème 9.159.15) et c’est terminé.

F Supposons donc que P est de degré ⩾ 1. En particulier, P n’est ni nul ni inversible dans
K[X]. Notons c un contenu de P.
Comme K[X] est principal (K est un corps) et donc factoriel, il existe r ∈ N∗ et P1, . . . , Pr
des polynômes irréductibles de K[X] tels que P = P1 . . . Pr. D’après la remarque précé-
dente, il existe pour tout i ∈ J1 ; rK des polynômes primitifs P̃i ∈ A[X] tels que P̃i ∼ Pi
dans K[X] vérifiant P = cP̃1 · · · P̃r. Puisque A est factoriel, on peut écrire c = q1 . . . qs
où les qj sont des éléments irréductibles de A. On a alors P = q1 . . . qsP̃1 . . . P̃r et d’après
le théorème précédent, les qj sont irréductibles dans A[X] et les P̃i aussi puisqu’ils ne
sont pas constants, ils sont primitifs et ils sont irréductibles dans K[X] (associés aux Pi).

â Pour démontrer que A[X] est factoriel, c’est-à-dire que la condition (U) est vérifiée, il
suffit grâce au théorème 8.138.13 de démontrer que A[X] satisfait la condition de primalité,
c’est-à-dire de démontrer qu’un élément irréductible de A[X] engendre un idéal premier
de A[X]. Soit P un polynôme irréductible de A[X].

F Si P = a ∈ A, alors a est un élément irréductible de A. On a un morphisme surjec-
tif d’anneaux A[X] → (A/(a))[X] (cf. exemple page 111111), et il est facile de voir qu’il
induit un isomorphisme A[X]/(aA[X]) ∼= (A/(a))[X] par le premier théorème d’iso-
morphisme. Or A est factoriel et a est irréductible dans A, donc A/(a) est intègre, donc
A[X]/(aA[X]) ∼= (A/(a))[X] est intègre, et donc aA[X] est un idéal premier de A[X].

F Si maintenant deg P ⩾ 1, alors P est primitif et irréductible dans K[X] d’après le théo-
rème 9.159.15. Comme P est irréductible dans l’anneau factoriel K[X], l’idéal PK[X] est
premier dans K[X]. Il suffit donc de démontrer que PA[X] = PK[X] ∩ A[X] pour
conclure que PA[X] est premier dans A[X] puisque PA[X] 6= A[X] (Voir travaux di-
rigés). Il est clair que PA[X] ⊂ PK[X] ∩ A[X]. Démontrons l’autre inclusion : soit
PQ ∈ PK[X] ∩ A[X], avec Q ∈ K[X] et PQ ∈ A[X]. Nous allons démontrer que
Q ∈ A[X]. En réduisant les coefficients de Q au même dénominateur, on peut écrire
dQ = Q1 avec d ∈ A et Q1 ∈ A[X]. Notons c un contenu de Q1. Puisque P est pri-
mitif, c est un contenu de PQ1. Or PQ1 = dPQ avec PQ ∈ A[X], donc d divise c.
Posons c = da avec a ∈ A. On sait qu’il existe un polynôme primitif Q2 ∈ A[X] tel que
Q1 = cQ2 = daQ2. On en déduit que PQ = aPQ2 et donc que Q = aQ2 ∈ A[X]. ✓

Théorème 9.17. Si A est factoriel et n ∈ N∗, alors A[X1, . . . , Xn] est factoriel.

Démonstration. Par récurrence sur n à l’aide du théorème 9.169.16. ✓

Remarque. On vérifie facilement que si A est un anneau tel que A[X1, . . . , Xn] est factoriel,
alors A est factoriel.

Cependant, en général, un sous-anneau ou un anneau quotient d’un anneau factoriel n’est
pas factoriel. Voir travaux dirigés. Par exemple, Z[i

√
3] n’est pas factoriel mais c’est un sous-

anneau de C qui est factoriel et il est isomorphe au quotient Z[X]/(X2 + 3) de Z[X] qui est
factoriel.

B. Tests d’irréductibilité.

Rappel. Un élément a ∈ A est une racine d’un polynôme f de A[X] si et seulement si le
polynôme X − a divise f dans A[X]. Il en découle que si A est intègre et f 6= 0, le nombre
de racines de f dans A est au plus deg( f ).
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Démonstration. En effet, il est clair que si X − a divise f dans A[X] alors a est une racine de
f . Réciproquement, supposons que a soit une racine de f . Effectuons la division euclidienne
de f par le polynôme unitaire X− a dans A[X] (Voir travaux dirigés) : il existe (q, r) ∈ A[X]2

tel que f = (X− a)q + r et deg(r) < deg(X− a) = 1. Ainsi, r est constant et on a 0 = f (a) =
r(a) donc r = 0 et finalement X− a divise f dans A[X].

Vérifions le deuxième point par récurrence sur le degré de f dans N. L’initialisation ( f
constant) est claire.

Soit n ∈ N∗ tel que tout polynôme de degré strictement inférieur à n admet un nombre de
racines inférieur à son degré. Soit f ∈ A[X] un polynôme de degré n. Si f n’a pas de racine,
le résultat est vrai pour f . Supposons donc que f a au moins une racine dans A, notons-la a.
D’après ce qui précède, il existe g ∈ A[X] tel que f = (X − a)g. Comme X − a est unitaire,
deg(g) = n− 1 donc par hypothèse de récurrence, g a au plus n− 1 racines. De plus, A est
intègre donc une racine de f est nécessairement égale à a ou est une racine de g, il y en a
donc au plus n. ✓

Proposition 9.18. Soit A un anneau.

(1) Soit a ∈ A et soit f ∈ A[X]. Alors f est irréductible dans A[X] si, et seulement si, f (X− a)
est irréductible dans A[X].

(2) On suppose que A est intègre. Alors pour tout a ∈ A le polynôme X − a est irréductible
dans A[X]. Si de plus A est un corps, tout polynôme de degre 1 est irréductible dans
A[X].

(3) On suppose que A est intègre. Soit f ∈ A[X] un polynôme de degré deg( f ) ⩾ 2. Si f est
irréductible dans A[X], alors f n’a pas de racine dans A.

(4) Soit K un corps. Soit f ∈ K[X] un polynôme de degré 2 ou 3. Alors f est irréductible dans
K[X] si, et seulement si, f n’a pas de racine dans K.

Démonstration. (1) Vérifions d’abord que P ∈ A[X] est inversible si, et seulement si, P(X + a)
est inversible. Il suffit de démontrer une implication, l’autre se fait en remplaçant a par
−a. Supposons donc que P est inversible. Alors il existe Q ∈ A[X] tel que P(X)Q(X) = 1.
On en déduit que P(X + a)Q(X + a) = 1 donc que P(X + a) est inversible.
Soit maintenant f ∈ A[X], non nul et non inversible. Alors f (X − a) n’est ni nul, ni
inversible. De plus,

f (X− a) = P(X)Q(X) avec P(X) et Q(X) non inversibles
⇐⇒ f (X) = P(X + a)Q(X + a) avec P(X + a) et Q(X + a) non inversibles

donc f (X) est irréductible si, et seulement si, f (X− a) est irréductible.
(2) On rappelle que A[X]× = A× lorsque A est intègre. Notons que X − a n’est pas nul et

n’est pas inversible. Si X − a = PQ alors P et Q ne sont pas nuls et donc deg P ⩾ 0,
deg Q ⩾ 0 et deg P + deg Q = deg(X − a) = 1 (puisque A est intègre), et finalement on
doit avoir deg P = 0 ou deg Q = 0 c’est-à-dire que P ou Q est constant, par exemple P.
Si on pose P = b et Q = cX + d, on a alors ac = 1 (en identifiant) et donc P = a est
inversible dans A donc dans A[X].
Finalement, X− a est irréductible.
Si A est un corps et f est un polynôme de degré 1, alors f est associé à un polynôme de
la forme X− a qui est irréductible dans A[X].

(3) Si f a une racine a dans A, alors X − a divise f donc f = (X − a)P et on a deg P =
deg f − 1 ⩾ 1 (car A est intègre). Puisque A est intègre, les polynômes non constants ne
sont pas inversibles donc f n’est pas irréductible.

(4) Voir travaux dirigés
Puisque K est intègre et que deg f ⩾ 2, on a déjà vu que si f est irréductible alors f n’a
pas de racine dans A.
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Réciproquement, supposons que f est réductible. Alors il existe P et Q non constants tels
que f = PQ. On a deg P + deg Q ∈ {2; 3} et deg P ⩾ 1, deg Q ⩾ 1, donc deg P = 1 ou
deg Q = 1. Or un polynôme de degré 1 à coefficients dans un corps K a nécessairement
une racine, donc f aussi. ✓

Remarque. Notons que si A n’est pas intègre, les éléments inversibles de A[X] ne sont pas
tous de degré 0. Par exemple, dans Z/4Z[X] on a (2X + 1)2 = 1 donc 2X + 1 est inversible
mais n’est pas constant. Il faut donc faire attention dans la démonstration de l’affirmation (1)(1).

Remarque. Les affirmations (2)(2) et (3)(3) sont fausses si A n’est pas intègre.
Exercice : rechercher des contre-exemples.

â Pour (2)(2) : dans Z/6Z[X] on a X − 1 = (2X + 1)(3X − 1) avec 2X + 1 et 3X − 1 non in-
versibles. En effet, si (2X + 1)P = 1 avec P = ∑d

i=0 aiXi et ad 6= 0, alors a0 = 1, 2ad = 0
et ai+1 = 4ai pour tout i avec 0 ⩽ i ⩽ d − 1, d’où ai = 4 pour tout i ∈ J1 ; dK, mais alors
0 = 2ad = 2 · 4 = 2 (ou 0 = 2a0 = 2 si d = 0), une contradiction ; pour 3X − 1 on peut
raisonner de la même façon.
Autre contre-exemple : notons e = (1, 0) ∈ Z2 ; dans Z2[X], on a X = (eX + (1− e))((1−
e)X + e) avec eX + (1− e) et (1− e)X + e non inversibles car leurs coefficients constants e et
1− e ne sont pas inversibles.

â Pour (3)(3), 2X2 + X ∈ Z/4Z[X] est de degré 2, il admet 0 comme racine, mais il est irréductible.
En effet, 2X2 + X = (2X + 1)X avec 2X + 1 inversible (cf. remarque précédente), donc il suffit
de démontrer que X est irréductible. Supposons donc que X = PQ avec P = ∑d

i=0 aiXi et
Q = ∑e

i=0 biXi. Alors a0b0 = 0 et a0b1 + a1b0 = 1. Dans Z/4Z, a0b0 = 0 implique a0 = 0
ou b0 = 0 ou (a0, b0) = (2, 2), mais si a0 = 2 = b0 alors 2(b1 + a1) = 1 et donc 2 est
inversible, une contradiction. Donc a0 ou b0 est nul, par exemple a0. Ecrivons P = XP1. On a
donc X(P1Q− 1) = 0. Mais si XR = 0, on vérifie facilement que R = 0 donc P1Q = 1 et donc
Q est inversible.

Remarque. L’affirmation (4)(4) est fausse si on remplace K par un anneau (même intègre).
Exercice : rechercher des contre-exemples.

Dans Z[X], le polynôme 2(X2 + 1) est de degré 2 et sans racine mais il n’est pas irréductible (2 et
X2 + 1 ne sont pas inversibles).

Proposition 9.19 (Test des racines entières). Soit A un anneau factoriel et soit K son corps
des fractions. Soit P = ∑n

i=0 aiXi ∈ A[X] avec an 6= 0, n ⩾ 1, et soit α = p
q ∈ K une racine de

P dans K avec p et q deux éléments premiers entre eux de A. Alors q divise an et p divise a0.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Dans K on a ∑n
i=0 ai

pi

qi = 0 d’où, en multipliant par qn, on a ∑n
i=0 ai piqn−i = 0. On a donc

â a0qn = −p ∑n
i=1 ai pi−1qn−i d’où p | a0qn. Or p et q sont premiers entre eux donc p et

qn aussi : en effet, si t est un élément irréductible de A qui divise p et qn, alors t divise q
d’après la condition d’Euclide, et t divise p donc t est inversible et on a une contradiction.
D’après la condition de Gauss, p | a0.

â an pn = ∑n−1
i=0 ai piqn−i−1 d’où q | an pn avec p et q premiers entre eux, donc a | an. ✓

Exemple. Soit P = X3 − X + 1 ∈ Z[X]. Si P a une racine α =
p
q

dans Q avec (p, q) ∈ Z2

et pgcd(p, q) = 1, alors p | 1 et q | 1 donc α = ±1. Mais 1 et −1 ne sont pas racines de P
donc P n’a pas de racine dans Q. Comme Q est un corps et deg P = 3, on en déduit que P
est irréductible dans Q[X]. Enfin, puisque P est primitif, il est irréductible dans Z[X].
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Exemple. Soit P = 5Y3 − 2Y + X ∈ Q[X, Y]. On le considère comme un polynôme de
Q[X][Y]. L’anneau Q[X] est factoriel, de corps des fractions Q(X). Supposons que P ait une

racine dans Q(X), écrite sous forme irréductible
Q
R

avec Q, R dans Q[X]. Grâce au critère des

racines entières, on sait que Q divise X et que R divise 5 dans Q[X]. Ainsi, R est inversible
dans Q[X] et c’est donc une constante non nulle de Q. De plus, X est irréductible dans Q[X]
donc Q est soit inversible, soit associé à X, c’est-à-dire que Q est soit une constante non nulle,

soit le produit de X et d’une constante non nulle. Finalement,
Q
R

est dans {λ, λX | λ ∈ Q∗}.
Or P(λ) = 5λ3 − 2λ + X 6= 0 et P(λX) = 5λ3X3 + (1− 2λ)X 6= 0. Donc P n’a pas de racine
dans Q(X).

On en déduit que P est un polynôme à coefficients dans le corps Q(X), de degré 3 et
sans racine dans Q(X), donc P est irréductible dans Q(X)[Y]. Comme il est primitif, il est
également irréductible dans Q[X][Y] = Q[X, Y].

On peut remarquer que P est en fait dans Z[X, Y] = Z[X][Y], que l’anneau Z[X] est
factoriel de corps des fractions Q(X), que P est primitif et irréductible dans Q(X)[Y], donc
il est également irréductible dans Z[X][Y] = Z[X, Y].

Soit I un idéal de l’anneau A. On note φI : A[X]→ (A/I)[X] le morphisme d’anneaux de
l’exemple page 111111.

Proposition 9.20 (Critère de réduction). Soient A un anneau factoriel et I un idéal premier
de A. Soit P = ∑n

i=0 aiXi ∈ A[X] avec an /∈ I, n ⩾ 1 ; si φI(P) est irréductible dans (A/I)[X]
ou dans (Frac(A/I))[X], alors P est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. On peut remarquer que I est premier donc A/I est
intègre, il a donc bien un corps des fractions.

Les hypothèses impliquent que P n’est pas nul (an 6= 0 en particulier) et n’est pas inver-
sible (deg P ⩾ 1).

Supposons que P = QR avec Q, R dans K[X]. Grâce au lemme 9.149.14, on peut supposer
que Q et R sont dans A[X]. Posons Q = ∑

q
i=0 biXi et R = ∑r

i=0 ciXi avec an = bqcr 6∈ I. On a
φI(P) = φI(Q)φI(R). Puisque φI(P) est irréductible dans (A/I)[X] ou dans (Frac(A/I))[X],
par exemple φI(Q) est inversible dans (A/I)[X] ou dans (Frac(A/I))[X], donc dans les
deux cas c’est un élément non nul de Frac(A/I). Donc deg φI(Q) = 0. Mais 0 6= an = bq cr ,
donc bq 6= 0, et donc deg φI(Q) = q. Donc deg Q = q = 0 et Q est une constante non nulle
de K, donc inversible dans K et donc dans K[X]. Donc P est irréductible dans K[X]. ✓

Exemple. Soit P = 7X3 − 3X + 75 ∈ Z[X]. L’anneau Z est factoriel et l’idéal (2) = 2Z

est premier. On réduit modulo 2 et on obtient φ(2)(P) = X3 + X + 1 ∈ (Z/2Z)[X]. On
vérifie facilement que φ(2)(P) n’a pas de racine dans Z/2Z. Puisque Z/2Z est un corps et
deg φ(2)(P) = 3, le polynôme φ(2)(P) est irréductible dans (Z/2Z)[X]. On en déduit que P
est irréductible dans Q[X]. De plus, puisqu’il est primitif, P est irréductible dans Z[X].

Exemple. Soit P = X2Y2 + Y2 + 2XY + Y + 1 = (X2 + 1)Y2 + (2X + 1)Y + 1 ∈ R[X, Y] =
R[X][Y]. L anneau R[X] est factoriel de corps des fractions R(X). L’idéal (X) de R[X] est pre-
mier car X est irréductible dans R[X]. Notons que φ(X) est à valeurs dans (R[X]/(X))[Y] ∼=
R[Y]. Dans R[Y], le polynôme φ(X)(P) = Y2 + Y + 1 est irréductible car il est de degré 2
à coefficients dans le corps R et sans racine dans R donc, par le critère de réduction, P est
irréductible dans R(X)[Y]. De plus, P est primitif donc il est irréductible dans R[X, Y].

Proposition 9.21 (Critère d’Eisenstein). Supposons A factoriel et considérons P =
∑n

i=0 aiXi ∈ A[X] avec n = deg P ⩾ 1. S’il existe un élément irréductible p de A tel que
p - an, p | ai pour 0 ⩽ i ⩽ n− 1 et p2 - a0, alors P est irréductible dans (Frac A)[X].
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Démonstration. Notons K = Frac A. Puisque deg P ⩾ 1, le polynôme P n’est pas inversible
dans K[X]. Supposons que P ne soit pas irréductible dans K[X]. Alors, il existe (Q, R) dans
K[X]2 tel que P = QR et 0 < q = deg Q < deg P et 0 < r = deg R < deg P. D’après le
lemme 9.149.14, on peut supposer que Q et R sont dans A[X] (avec les mêmes degrés). Posons
Q = ∑

q
j=0 bjX j et R = ∑r

k=0 ckXk. Comme p ne divise pas an = bqcr, p ne divise ni bq ni
cr. Comme p divise a0 et p2 ne divise pas a0, l’égalité a0 = b0c0 assure que p divise b0 ou
c0 (car A satisfait la condition d’Euclide) mais pas les deux. Quitte à échanger Q et R, on
peut supposer que p divise c0 et pas b0. Soit donc ` = min{i ∈ J1 ; rK tel que p - ci} ; comme
` ⩽ r < n, p divise a` et par définition de `, p divise cj pour tout j ∈ J0 ; ` − 1K, donc
l’égalité a` = b0c` + (b1c`−1 + · · ·+ b`c0) montre que b0c` est divisible par p et donc que c`
est divisible par p. Ceci constitue une contradiction. ✓

Exemple. Soit P(X) = 2X5 − 28X3 + 98X2 − 14 ∈ Z[X]. L’anneau Z est factoriel. On ap-
plique le critère d’Eisenstein avec p = 7 qui est bien irréductible dans Z. En effet, 7 - 2, 7
divise −28, 98 et −14 mais 72 - −14. On en déduit que P est irréductible dans Q[X].

Cependant, il n’est pas irréductible dans Z[X] car P = 2Q avec Q(X) = X5 − 14X3 +
49X2 − 7 et ni 2 ni Q ne sont inversibles dans Z[X]. Mais Q ∈ Z[X] est irréductible dans
Z[X] car, dans Q[X] il est associé à P donc il est irréductible, et il est primitif dans Z[X].

Exemple. Soit P = Y5 + X2Y + X − Y + 1 ∈ C[X, Y]. On a P = Y5 + (X2 − 1)Y + X +
1 ∈ C[X][Y]. L’anneau C[X] est factoriel, de corps des fractions C(X). L’élément X + 1 est
irréductible dans C[X], il divise tous les coefficients de P sauf le coefficient dominant et (X +
1)2 ne divise pas le coefficient constant X + 1. On peut donc appliquer le critère d’Eisenstein
avec p = X + 1 pour en déduire que P est irréductible dans C(X)[Y], et aussi dans C[X][Y] =
C[X, Y] car il est primitif.
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CHAPITRE 10.

Polynômes symétriques

I. L’ANNEAU DES POLYNÔMES SYMÉTRIQUES

Soit A un anneau quelconque (commutatif et unitaire).

Définition-Proposition 10.1. Soit n ∈ N∗. On définit une action de Sn sur A[X1, . . . , Xn] par

Sn × A[X1, . . . , Xn] −→ A[X1, . . . , Xn]
(σ, f ) 7−→ σf = f (Xσ(1), . . . , Xσ(n))

pour tout σ ∈ Sn et tout f ∈ A[X1, . . . , Xn].

Définition 10.2. Un polynôme f ∈ A[X1, . . . , Xn] est dit symétrique si pour tout σ ∈ Sn on a
σf = f (autrement dit, f ∈ A[X1, . . . , Xn]Sn).

Exemples. â X2 +Y2 +Z2 est un polynôme symétrique de Z[X, Y, Z] (mais pas de Z[X, Y, Z, T]).

â X1X2 + X2X3 + X3X1 est un polynôme symétrique de Z[X1, X2, X3].

â X3Y + Y3Z + Z3X n’est pas un polynôme symétrique de Z[X, Y, Z].

Remarque. Si f est un polynôme symétrique, alors le degré partiel de f par rapport à cha-
cune de ses variables est le même, et on l’appelle degré partiel de f .

Lemme 10.3. Soit φ : A[X1, . . . , Xn] → A[X1, . . . , Xn−1] l’unique morphisme d’anneaux qui
fixe les éléments de A ainsi que X1, . . . , Xn−1 et qui vérifie φ(Xn) = 0, obtenu grâce à la
propriété universelle des anneaux de polynômes. On a φ(P) = P(X1, . . . , Xn−1, 0).

Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique. Alors φ( f ) est un polynôme symétrique
de A[X1, . . . , Xn−1].

Démonstration. Soit γ ∈ Sn−1 et soit γ′ ∈ Sn la permutation définie par γ′|J1;n−1K = γ et

γ′(n) = n. Alors γφ( f ) = φ(γ′ f ) = φ( f ), ce que l’on voulait. ✓

Lemme 10.4. Soit γ ∈ Sn. Soit θγ : A[X1, . . . , Xn] → A[X1, . . . , Xn] l’application définie par
θγ(P) = γP. Alors θγ est un automorphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A.

Démonstration. Notons que θγ est l’unique morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A
et qui vérifie θγ(Xi) = Xγ(i) pour tout i. Il admet comme réciproque θγ−1 , qui est l’unique
morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A et qui vérifie θγ(Xi) = Xγ−1(i) pour tout
i. En effet, θγ ◦ θγ−1 et idA[X1,...,Xn] sont deux morphismes d’anneaux qui prolongent A ↪→
A[X1, . . . , Xn] et qui fixent tous les Xi, donc par l’unicité dans la propriété universelle 9.59.5
ils sont égaux. De même, θγ−1 ◦ θγ = idA[X1,...,Xn], donc θγ est bien un automorphisme d’an-
neaux. ✓
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Conséquence 10.5. L’ensemble A[X1, . . . , Xn]Sn des polynômes symétriques est un sous-
anneau de A[X1, . . . , Xn].

En effet, on a γ( f − g) = γf − γg, γ( f g) = (γf )(γg) et γ1 = 1 puisque θγ est un mor-
phisme d’anneaux. En particulier, la somme et le produit de polynômes symétriques sont
des polynômes symétriques.

Remarque. L’action de Sn sur A[X1, . . . , Xn] induit donc un morphisme de groupes θ : Sn →
Aut(A[X1, . . . , Xn]) qui à γ associe θγ.

II. POLYNÔMES SYMÉTRIQUES ÉLÉMENTAIRES

Définition 10.6. Soit k ∈ J1 ; nK. Le polynôme σk = ∑
H⊂J1;nK
|H|=k

(
∏
i∈H

Xi

)
de A[X1, . . . , Xn] est un

polynôme symétrique, appelé k-ième polynôme symétrique élémentaire. On pose σ0 = 1.

Remarque. On a deg σk = k (où deg désigne le degré total).
On peut écrire σk = ∑1⩽i1<i2<···<ik⩽n Xi1 Xi2 · · ·Xik .

Notation. Lorsqu’il peut y avoir ambiguïté, on écrira σn,k pour le k-ième polynôme symé-
trique élémentaire en X1, . . . , Xn (on précise le nombre d’indéterminées dans la notation).

Exemples. â σ1 = X1 + · · ·+ Xn.

â σ2 = X1X2 + X1X3 + · · ·+ X1Xn + X2X3 + · · ·+ Xn−1Xn.

â σn = X1X2 · · ·Xn.

Lemme 10.7. Les polynômes symétriques élémentaires sont symétriques.

Démonstration. Soit γ ∈ Sn. Alors

γσk = ∑
H⊂J1;nK
|H|=k

(
∏
i∈H

Xγ(i)

)
j=γ(i)
= ∑

H⊂J1;nK
|H|=k

 ∏
j∈γ(H)

Xj

 H′=γ−1(H)
= ∑

H′⊂J1;nK
|H′|=k

(
∏
j∈H′

Xj

)
= σk

en utilisant la bijection de l’ensemble Pk(J1 ; nK) des parties de J1 ; nK à k éléments dans lui-
même définie par H 7→ γ(H). ✓

Lemme 10.8. â Soit φ : A[X1, . . . , Xn+1]→ A[X1, . . . , Xn] le morphisme du lemme 10.310.3, dé-
fini par φ(P) = P(X1, . . . , Xn, 0). Alors φ(σn+1,k) = σn,k pour tout k ∈ J0 ; nK, autrement
dit, σn,k = σn+1,k(X1, . . . , Xn, 0).

â On a σn+1,0 = 1, σn+1,n+1 = σn,nXn+1 et σn+1,k = σn,k + σn,k−1Xn+1 pour tout k ∈ J1 ; nK.

Démonstration. La première partie est évidente (ou se déduit de la deuxième). Pour la deuxième,
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on a, pour tout k ∈ J1 ; nK,

σn,k + σn,k−1Xn+1 = ∑
H⊂J1;nK
|H|=k

(
∏
i∈H

Xi

)
+ ∑

H′⊂J1;nK
|H′|=k−1

(
∏

i∈H′
Xi

)
Xn+1

= ∑
H⊂J1;n+1K

|H|=k et n+1 6∈H

(
∏
i∈H

Xi

)
+ ∑

H⊂J1;n+1K
|H|=k et n+1∈H

(
∏
i∈H

Xi

)

= ∑
H⊂J1;n+1K
|H|=k

(
∏
i∈H

Xi

)
= σn+1,k. ✓

III. STRUCTURE DES POLYNÔMES SYMÉTRIQUES

Lemme 10.9. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique et supposons que Xi divise P
pour un i ∈ J1 ; nK. Alors σn divise P.

Démonstration. Quitte à permuter les indéterminées (ce qui ne change pas P), on peut sup-
poser que i = n. On raisonne par récurrence sur n.
â Si n = 1, c’est clair car σ1,1 = X1.
â Soit n ∈ N, n > 1 un entier tel que le résultat est vrai au rang n− 1. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn]

un polynôme symétrique multiple de Xn. Posons

P = P0 + P1Xn + P2X2
n + · · ·+ PdXd

n

avec Pi ∈ A[X1, . . . , Xn−1] pour tout i. Puisque P(X1, . . . , Xn−1, 0) = 0 par hypothèse, on
a P0 = 0.
Vérifions que les Pi sont des polynômes symétriques de A[X1, . . . , Xn−1]. Soit donc γ ∈
Sn−1 et soit γ′ ∈ Sn défini par γ′|J1;n−1K = γ et γ′(n) = n. On a alors

P = γ′P =
d

∑
i=1

γ′Pi(
γ′Xn)

i =
d

∑
i=1

γPiXi
n

donc en identifiant, γPi = Pi pour tout i. Donc Pi est symétrique.
Soit maintenant τ = (n − 1 n) ∈ Sn. Alors P = τP = P(X1, . . . , Xn−2, Xn, Xn−1). On
applique le morphisme φ du lemme 10.310.3 (ie. Xn 7→ 0). On obtient donc

0 = φ(P) = P(X1, . . . , Xn−2, 0, Xn−1) =
d

∑
i=1

Pi(X1, . . . , Xn−2, 0)Xi
n−1.

On en déduit par identification que pour tout i ∈ J1 ; dK on a Pi(X1, . . . , Xn−2, 0) = 0
dans A[X1, . . . , Xn−1]. Par hypothèse de récurrence, on sait que σn−1,n−1 = X1 · · ·Xn−1
divise Pi pour tout i, posons Pi = QiX1 · · ·Xn−1 avec Qi ∈ A[X1, . . . , Xn−1]. Alors P =

∑d
i=1 PiXi

n = ∑d
i=1 QiX1 · · ·Xn−1Xi

n est un multiple de X1 · · ·Xn = σn,n. ✓

Remarque. Pour tout polynôme P ∈ A[X1, . . . , Xn], on a deg(Pσn) = deg P + n (où deg
désigne le degré total). En particulier, si Pσn = 0 alors P = 0.

En effet, posons P = ∑i∈Nn aiX
i1
1 · · ·X

in
n et deg P = max

{
∑n

k=1 ik; ai 6= 0
}

. On a
alors Pσn = ∑i∈Nn aiX

i1+1
1 · · ·Xin+1

n donc deg(Pσn) = max
{

∑n
k=1(ik + 1); ai 6= 0

}
=

max
{
(∑n

k=1 ik) + n; ai 6= 0
}
= deg P + n.

Pour tout n ∈ N∗, soit ψn : A[X1, . . . , Xn] → A[X1, . . . , Xn] le morphisme d’anneaux qui
prolonge l’inclusion A ↪→ A[X1, . . . , Xn] et tel que ψn(Xi) = σi pour tout i ∈ J1 ; nK.
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Proposition 10.10. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn] un polynôme tel que P(σ1, . . . , σn) = 0. Alors
P = 0. Autrement dit, ψn est injectif.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.

â Si n = 1, le résultat est clair (σ1 = X1 et ψ1 = idA[X1]
).

â Soit n ⩾ 2 tel que le résultat soit vrai au rang n− 1, c’est-à-dire que ψn−1 est injectif. Sup-
posons par l’absurde que Ker(ψn) 6= {0}. Alors l’ensemble {deg f | f ∈ Ker(ψn) \ {0}}
est une partie non vide de N donc elle admet un minimum d0. Soit P ∈ Ker(ψn) \ {0} de
degré d0. Posons P = ∑d

i=0 PiXi
n avec Pi ∈ A[X1, . . . , Xn−1].

Si P0 = 0 alors P = XnQ pour un Q ∈ A[X1, . . . , Xn]. Notons que Q 6= 0. On a dans ce cas
0 = P(σn,1, . . . , σn,n) = σn,nQ(σn,1, . . . , σn,n). On en déduit que ψn(Q) = Q(σn,1, . . . , σn,n) =
0 d’après la remarque précédente. Mais deg Q < d0 et Q ∈ Ker(ψn) \ {0}, donc on a ob-
tenu une contradiction.
Par conséquent, P0 6= 0 et donc P(X1, . . . , Xn−1, 0) = P0(X1, . . . , Xn−1) 6= 0. Par hypo-
thèse de récurrence, on en déduit que P0(σn−1,1, . . . , σn−1,n−1) = ψn−1(P0) 6= 0. Mais en
utilisant le lemme 10.810.8 avec le morphisme φ : A[X1, . . . , Xn]→ A[X1, . . . , Xn−1] défini par
φ( f ) = f (X1, . . . , Xn−1, 0), on a

ψn−1(P0) = P0(σn−1,1, . . . , σn−1,n−1) = P(σn−1,1, . . . , σn−1,n−1, 0)
= P(φ(σn,1), . . . , φ(σn,n)) = φ(P(σn,1, . . . , σn,n)) (φ morphisme d’anneaux)
= φ(ψn(P)) = φ(0) = 0.

On a donc bien une contradiction, donc Ker(ψn) = {0}. ✓

Définition 10.11. Le poids d’un monôme Xi1
1 · · ·X

in
n est l’entier i1 + 2i2 + 3i3 + · · ·+ nin.

Le poids d’un polynôme est le maximum des poids des monômes qui le constituent :
si P = ∑i∈Nn aiX

i1
1 · · ·X

in
n , le poids de P est max

{
poids(Xi1

1 · · ·X
in
n ) | ai 6= 0

}
=

max
{

i1 + 2i2 + 3i3 + · · ·+ nin | ai 6= 0
}

.

Exemple. Le polynôme P = X1 + X1X2
2 + X1X3 est de poids max(1, 5, 4) = 5.

Remarque. Le degré de P(σ1, . . . , σn) est inférieur ou égal au poids de P, soit deg(ψn(P)) ⩽
poids(P).

Vérifions d’abord cela dans le cas où P = Xα1
1 · · ·X

αn
n est un monôme. On a

deg P(σ1, . . . , σn) = α1 deg σ1 + · · · + αn deg σn = ∑n
i=1 αii qui est bien le poids de P (on a

égalité car tous les coefficients des polynômes σk sont inversibles).
Soit maintenant P = ∑r

j=1 ajMj un polynôme non nul où les Mj sont des monômes et les
aj sont des éléments non nuls de A. Par définition, poids(P) = max

{
poids(Mj) | 1 ⩽ j ⩽ r

}
.

On a alors

deg P(σ1, . . . , σn) = deg

(
r

∑
j=1

ajMj(σ1, . . . , σn)

)
⩽ max

{
deg Mj(σ1, . . . , σn) | 1 ⩽ j ⩽ r

}
= max

{
poids(Mj) | 1 ⩽ j ⩽ r

}
= poids(P).

Remarque. Pour tout P ∈ A[X1, . . . , Xn] et tout λ ∈ Sn, on a θλ(ψn(P)) = P(θλ(σ1). . . . , θλ(σn))) =
P(σ1, . . . , σn) = ψn(P), donc Im(ψn) ⊂ A[X1, . . . , Xn]Sn .

Nous allons voir qu’il y a égalité.
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Théorème 10.12. Soit A un anneau. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique. Alors
il existe un unique polynôme T ∈ A[Y1, . . . , Yn] tel que T(σ1, . . . , σn) = P, autrement dit,
ψn : A[X1, . . . , Xn] → A[X1, . . . , Xn]Sn est un isomorphisme d’anneaux. Ce polynôme T est
de poids d = deg(P).

Exemple. â Si P = X2
1 + X2

2 ∈ Z[X1, X2], on a P = (X1 + X2)
2 − 2X1X2 = σ2

1 − 2σ2. Le
polynôme T est donc T = Y2

1 − 2Y2.
â Si P = X3

1X2 + X1X3
2 ∈ Z[X1, X2], on a P = X1X2(X2

1 + X2
2) = σ2(σ

2
1 − 2σ2) et T =

Y2
1 Y2 − 2Y2

2 .

Démonstration. Admise en 2022-2023 et en 2023-2024.
L’unicité de T (ou l’injectivité de ψn) découle de la proposition 10.1010.10.
Démontrons l’existence (ou A[X1, . . . , Xn]Sn ⊂ Im(ψn)).
On raisonne par récurrence sur n (le nombre d’indéterminées).

â Si n = 1, le résultat est évident, car ψ1 = idA[X1]
et A[X1]

S1 = A[X1].

â Soit n > 1 tel que Im(ψn−1) = A[X1, . . . , Xn−1]
Sn−1 .

On fait maintenant un raisonnement par récurrence sur le degré total d des polynômes.
â Si P est un polynôme (symétrique) de degré total d = 0, il est évident que P ∈ Im(ψn)

(car P est constant).
â Soit d > 0 tel que tous les polynômes de A[X1, . . . , Xn]Sn de degré total inférieur ou égal

à (d− 1) soient dans Im(ψn).
Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique de degré total d ∈ N.
Soit φ le morphisme du lemme 10.310.3. Puisque le polynôme φ(P) est un polynôme sy-
métrique de A[X1, . . . , Xn−1], par hypothèse de récurrence (sur n), il existe un unique
polynôme V ∈ A[Y1, . . . , Yn−1] de poids inférieur ou égal à d tel que φ(P) = ψn−1(V) =
V(σn−1,1, . . . , σn−1,n−1).
Posons P̃ = V(σn,1, . . . , σn,n−1) (on a remplacé les σn−1,k par les σn,k correspondant). No-
tons que deg P̃ ⩽ poids(V) ⩽ d. Alors P̃ est un polynôme symétrique de A[X1, . . . , Xn]

et on a φ(P − P̃) = 0 donc Xn divise P − P̃ dans A[X1, . . . , Xn]. On en déduit grâce au
lemme 10.910.9 que σn,n divise P− P̃.
Posons P − P̃ = Qσn,n. Alors Q est symétrique ; en effet, si γ ∈ Sn, alors (γQ)σn,n =
γ(Qσn,n) =

γ
(P− P̃) = P− P̃ = Qσn,n et on en déduit que γQ = Q (cf. remarque p. 125125).

De plus, deg Q = deg(Qσn,n)− n = deg(P− P̃)− n ⩽ d− n < d donc, par hypothèse de
récurrence (sur d), il existe un unique polynôme W ∈ A[Y1, . . . , Yn] tel que Q = ψn(W) =
W(σn,1, . . . , σn,n) et le poids de W est deg Q.
Posons enfin T = V + WYn. On a ψn(T) = T(σn,1 . . . , σn,n) = V(σn,1 . . . , σn,n) +

W(σn,1 . . . , σn,n)σn,n = P̃ + Qσn,n = P. On a donc démontré l’existence.
On a de plus poids(T) ⩽ max(poids(V), n + poids(W)) ⩽ d et si poids(T) < d alors
d = deg P = deg(ψn(T)) ⩽ poids(T) < d, une contradiction. On en déduit donc que
poids(T) = d = deg P. ✓

Définition 10.13. Un polynôme f ∈ A[X1, . . . , Xn] est dit homogène si tous ses monômes sont
de même degré. Ce degré commun est nécessairement le degré total de f , on l’appelle degré du
polynôme homogène f .

Remarques. â Tout polynôme f s’écrit de manière unique comme somme de polynômes
homogènes, que l’on appelle composantes homogènes de f .
En effet, soit fi la somme de tous les termes monomiaux de f de degré total i. Alors fi
est homogène de degré i ou nul et f = ∑i∈N fi (somme finie). De plus, s’il existe des
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polynômes homogènes gi, i ∈ N, qui sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux,
avec deg gi = i et f = ∑i∈N gi, alors ∑i∈N( fi − gi) = 0 avec fi − gi homogène de degré
i. Si i 6= j, les termes monomiaux qui apparaissent dans fi − gi ne sont pas dans f j − gj
(puisqu’ils sont de degrés différents). Par unicité de l’écriture d’un polynôme comme
somme de termes monomiaux, on en déduit que fi − gi = 0 pour tout i.

â Si f est un polynôme symétrique, alors ses composantes homogènes sont symétriques.
En effet, posons f = ∑r

i=1 fi avec fi homogènes de degrés deux à deux distincts. Soit
γ ∈ Sn. Alors ∑r

i=1 fi = f = γf = ∑r
i=1

γfi avec γfi homogène de degré i, donc pour tout i
on a γfi = fi par unicité des composantes homogènes de f .

â Pour tout k, le polynôme σk est homogène de degré k et de degré partiel 1.

Remarque. Dans la pratique, afin de simplifier les calculs, avant d’appliquer la méthode de
la démonstration pour trouver T, on écrit P comme somme de polynômes homogènes et on
applique la méthode à chaque composante homogène.

On suit alors la procédure suivante pour un polynôme homogène P :

(i) On calcule φ(P) et on trouve V ∈ A[Y1, . . . , Yn−1] tel que φ(P) = V(σn−1,1, . . . , σn−1,n−1)
en suivant la procédure récursive (on recommence jusqu’à n’avoir qu’une indétermi-
née ou avoir une expression en les polynômes symétriques élémentaires).

(ii) On détermine Q ∈ A[X1, . . . , Xn] symétrique tel que P−V(σn,1, . . . , σn,n−1) = Qσn,n.

(iii) On trouve W ∈ A[Y1, . . . , Yn] tel que Q = W(σn,1, . . . , σn,n) par la procédure récursive.

(iv) On pose T = V + WYn.

Exemples. (1) P = XYZ + X2Y + X2Z + Y2Z + XY2 + XZ2 + YZ2. Soit φZ : A[X, Y, Z] →
A[X, Y] le morphisme d’anneaux donné par φZ(P) = P(X, Y, 0).

F On a φZ(P) = X2Y + XY2 = XY(X + Y) = σ2,2σ2,1 (autrement dit, V = XY).
F On considère P−V(σ3,1, σ3,2) = P− (X+Y+Z)(XY+XZ+YZ) = −2XYZ = −2σ3,3

(autrement dit, Q = −2).
F On pose T = V + QZ et on a bien P = T(σ3,1, σ3,2, σ3,3) = σ3,1σ3,2 − 2σ3,3.

(2) P = X3
1 + X3

2 + X3
3. On note φ3 : A[X1, X2, X3] → A[X1, X2] et φ2 : A[X1, X2] → A[X1] les

morphismes d’anneaux du lemme 10.310.3.

F On a φ3(P) = X3
1 + X3

2.

G On a φ2(φ3(P)) = X3
1 = σ3

1,1.

G φ3(P)− σ3
2,1 = (X3

1 + X3
2)− (X1 + X2)

3 = −3X2
1X2 − 3X1X2

2 = −3(X1 + X2)σ2,2 =

−3σ2,1σ2,2 donc φ3(P) = σ3
2,1 − 3σ2,1σ2,2.

G P− (σ3
3,1 − 3σ3,1σ3,2) = 3X1X2X3 = 3σ3,3 (d’où Q = 3).

F Donc P = σ3
3,1 − 3σ3,1σ3,2 + 3σ3,3 = T(σ3,1, σ3,2, σ3,3) avec T = X3

1 − 3X1X2 + 3X3.

Notons que le poids de T est bien 3 = deg P.

On peut résumer nos résultats.

Théorème 10.14. L’endomorphisme d’anneaux ψn de A[X1, . . . , Xn] qui à P associe
P(σ1, . . . , σn) obtenu grâce à la propriété universelle des anneaux de polynômes est injec-
tif et a pour image le sous-anneau des polynômes symétriques.

128



IV. COEFFICIENTS ET RACINES DE POLYNÔMES

A. Racines dans un sur-corps

Nous aurons besoin du résultat suivant, dont vous verrez des versions plus précises si
vous suivez l’option Théorie des corps au S2.

Proposition 10.15. Soit K un corps et soit P ∈ K[X] un polynôme non constant. Alors

(1) Il existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P a une racine dans L.

(2) Il existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P est scindé dans L[X], c’est-à-dire
qu’il peut s’écrire comme un produit de polynômes de degré 1 de L[X].

Remarque. Notons que si A est intègre, on sait qu’il a un corps des fractions. Comme P ∈
Frac(A)[X], on a vu dans la proposition [ ?] qu’il existe un corps K, contenant Frac(A) et
donc A, sur lequel P est scindé.

Démonstration. (1) Supposons dans un premier temps que P est irréductible dans K[X].
Puisque K[X] est un anneau principal, l’idéal (P) est maximal, donc L := K[X]/(P) est
un corps. De plus, K s’identifie à un sous-corps de L par le biais du morphisme d’an-
neaux K ↪→ K[X] ↠ L composé de l’injection naturelle et de la projection canonique
sur le quotient ; ce morphisme est nécessairement injectif car il n’est pas nul (P n’est pas
constant) et son noyau est un idéal du corps K. Enfin, notons x la classe de X dans L.
Alors P(x) = P(X) = 0 donc x est une racine de P dans L.
Si maintenant P n’est pas irréductible dans K[X], soit Q un facteur irréductible de P. Il
existe alors un corps L dont K est un sous-corps dans lequel Q a une racine α. Puisque α
est aussi une racine de P, on a le résultat.

(2) On raisonne par récurrence sur le degré d > 0 de P. Si d = 1, il suffit de prendre L = K.
Soit donc d > 1 tel que le résultat est vrai pour les polynômes à coefficients dans un corps
quelconque et de degré au plus d− 1. Soit P ∈ K[X] un polynôme de degré d. D’après
la première partie, il existe un corps K′ dont K est un sous-corps et dans lequel P a une
racine α. Ainsi, dans K′[X] on a P = (X − α)Q. Or Q ∈ K′[X] est de degré d− 1 donc il
existe un corps L dont K′ est un sous-corps et tel que Q est scindé dans L[X]. Mais alors
K est un sous-corps de L et P = (X − α)Q est scindé dans L[X]. Donc le résultat est vrai
pour les polynômes de degre d. ✓

B. Relation coefficients-racines

Théorème 10.16. Dans l’anneau A[X1, . . . , Xn, T] on a
n

∏
i=1

(T − Xi) =
n

∑
k=0

(−1)n−kσn−kTk.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.

â Pour n = 1, on a P = (T − X1) = σ1,0T + (−1)1σ1,1.

â Soit n ∈ N∗ tel que le résultat soit vrai au rang n. Soit P = ∏n+1
i=1 (T − Xi). Par hypothèse
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de récurrence, on a

P =

(
n

∏
i=1

(T − Xi)

)
(T − Xn+1) =

(
n

∑
k=0

(−1)n−kσn,n−kTk

)
(T − Xn+1)

=
n

∑
k=0

(−1)n−kσn,n−kTk+1 −
n

∑
k=0

(−1)n−kσn,n−kXn+1Tk

=
n+1

∑
k=1

(−1)n+1−kσn,n+1−kTk +
n

∑
k=0

(−1)n+1−kσn,n−kXn+1Tk

= σn,0Tn+1 +
n

∑
k=1

(−1)n+1−k(σn,n+1−k + σn,n−kXn+1)Tk + (−1)n+1σn,nXn+1

=
n+1

∑
k=0

(−1)n+1−kσn+1,n+1−kTk

en utilisant le lemme 10.810.8 pour la dernière ligne. ✓

Corollaire 10.17 (Relations coefficients/racines). Soit P = ∑n
i=0 aiXi ∈ A[X] un polynôme

avec an ∈ A×, et soient β1, . . . , βn les racines de P, dans A ou dans un corps K contenant A
(dans le cas où A est intègre). Alors, pour tout k ∈ J0 ; nK, on a

σk(β1, . . . , βn) = (−1)kan−ka−1
n .

En particulier, σk(β1, . . . , βn) ∈ A.

Démonstration. On a a−1
n P = (X− β1) · · · (X− βn) = Xn− σ̃1Xn−1 + σ̃2Xn−2 + · · ·+(−1)nσ̃n

d’après le théorème, où σ̃k = σk(β1, . . . , βn). Le résultat s’en déduit par identification. ✓

Remarque. Pour n = 2, on retrouve le résultat très classique (X − β1)(X − β2) = X2 −
σ1X + σ2 où σ1 est la somme des racines et σ2 est leur produit.

Exemple. Soit P = X4 + 12X− 5. Déterminons ses racines dans C, sachant que la somme de
deux d’entre elles est égale à 2.

Notons α1, α2, α3, α4 les racines de P dans C, avec par exemple α1 + α2 = 2. On a alors
0 = σ1 = 2 + α3 + α4

0 = σ2 = α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4

−12 = σ3 = α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4

−5 = σ4 = α1α2α3α4

où σk désigne le kième polynôme symétrique élémentaire en les αi.
Posons p = α1α2, s = α1 + α2 = 2, q = α3α4 et t = α3 + α4. On a alors

s = 2
s + t = 0
p + α1t + α2t + q = 0
pt + sq = −12
pq = −5

⇐⇒



s = 2
t = −2
p + st + q = 0
2(q− p) = −12
pq = −5

⇐⇒



s = 2
t = −2
p + q = 4
p− q = 6
pq = −5

⇐⇒


s = 2
t = −2
p = 5
q = −1.

Or α1 et α2 sont les deux racines de X2 − sX + p = X2 − 2X + 5 et α3 et α4 sont les deux
racines de X2 − tX + q = X2 + 2X− 1.

On en déduit finalement que les racines de P sont 1± 2i et −1±
√

2.
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C. Application : Théorème de d’Alembert-Gauss

Nous allons utiliser les polynômes symétriques pour démontrer le théorème de d’Alembert-
Gauss.

Théorème 10.18 (Théorème de d’Alembert-Gauss). Soit P ∈ C[X] un polynôme non
constant. Alors P a une racine dans C.

Démonstration. Soit P ∈ C[X] un polynôme non constant. Nous devons démontrer que P a
une racine dans C.

Remarquons que PP ∈ R[X] (où P désigne le conjugué de P). De plus, si P a une racine
dans C alors PP aussi et si PP a une racine dans C, alors soit P a une racine dans C soit P
a une racine α ∈ C mais alors α ∈ C est une racine de P. Ainsi, P a une racine complexe
si, et seulement si, PP a une racine complexe et on peut donc supposer que P ∈ R[X]. De
plus, quitte à multiplier par l’inverse du coefficient dominant, on peut supposer que P est
unitaire.

Posons deg P = d = 2nq avec q impair. On va raisonner par récurrence sur n ∈ N.

â Si n = 0, alors P est de degré impair et il a une racine réelle d’après le théorème des
valeurs intermédiaires.

â Soit n ⩾ 1 tel que le résultat est vrai pour les polynômes de degré 2n−1q′ avec q′ impair.
Soit P un polynôme unitaire de R[X] de degré 2nq avec q impair.
Il existe un corps L dont C est un sous-corps et sur lequel P est scindé : on a donc P =
(X − α1) · · · (X − αd) avec αj ∈ L pour tout j ∈ J1 ; dK. On doit démontrer que l’un au
moins des αj est dans C.
Notons σ1, . . . , σd les polynômes symétriques élémentaires en X1, . . . , Xd et posons σ̃k =
σk(α1, . . . , αd). D’après les relations coefficients-racines, pour tout k on a σ̃k ∈ R.

Pour tout (i, j) ∈ J1 ; nK et tout c ∈ R, on pose β
(c)
ij = αi + αj + cαiαj ∈ L ; nous allons

démontrer que pour tout c ∈ R, l’un des β
(c)
ij est dans C. Pour cela, on considère les

polynômes
Q̃c = ∏

1⩽i<j⩽d
(X− β

(c)
ij ) ∈ L[X], c ∈ R.

On a Q̃c = Qc(α1, . . . , αd) où Qc = ∏1⩽i<j⩽d(X − Xi − Xj − cXiXj) ∈ R[X][X1, . . . , Xd].
Le polynôme Qc est un polynôme symétrique en X1, . . . , Xd, donc il existe un polynôme
T ∈ R[X][X1, . . . , Xd] tel que Qc = T(σ1, . . . , σd). On en déduit que Q̃c = T(σ̃1, . . . , σ̃d) ∈
R[X] puisque les σ̃k sont réels.

De plus, deg Q̃c =
∣∣{(i, j) ∈ J1 ; dK2 | i < j

}∣∣ = ∑d−1
i=1 (d− i) = d(d−1)

2 = 2n−1q′ avec q′ =
q(d− 1) impair. Donc d’après l’hypothèse de récurrence Q̃c a une racine γc dans C.

Par conséquent, pour tout c ∈ R, il existe (i(c), j(c)) ∈ J1 ; dK2 tel que γc = β
(c)
i(c)j(c) =

αi(c) + αj(c) + cαi(c)αj(c) ∈ C.
Puisque R est infini et que les indices (i(c), j(c)) parcourent un ensemble fini, il existe des
nombres réels c1 6= c2 tels que (i(c1), j(c1)) = (i(c2), j(c2)). Notons r = i(c1) = i(c2) et
s = j(c1) = j(c2). Alors γc1 = αr + αs + c1αrαs ∈ C et γc2 = αr + αs + c2αrαs ∈ C. Posons
u = αr + αs et v = αrαs. Alors (c1− c2)v = γc1 − γc2 ∈ C donc v ∈ C et u = γc1 − c1v ∈ C.
De plus, αr et αs sont les racines de X2 − uX + v ∈ C[X], et l’on sait que ces racines sont
complexes.
On a donc démontré que les racines αr et αs de P sont dans C, donc P a bien une racine
complexe. ✓
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V. EXEMPLE : LE DISCRIMINANT

Soit K un corps. Soit (t1, . . . , tn) ∈ Kn. Soit P = (X− t1)(X− t2) · · · (X− tn) ∈ K[X].

Définition 10.19. On appelle discriminant de P le produit Disc(P)= ∏
1⩽i<j⩽n

(ti − tj)
2.

Disc(P) est un polynôme symétrique en t1, . . . , tn car tout γ ∈ Sn agit sur ∏i<j(ti − tj) en
multipliant par ±1. C’est donc un polynôme en les σi, où on note σi = σi(t1, . . . , tn).

Exemples. (1) Pour deg P = 2, si P = X2 + bX + c alors Disc(P) = (t1 − t2)
2 = (t1 + t2)

2 −
4t1t2 = σ2

1 − 4σ2 = b2 − 4c.
En effet, le lien coefficients-racines nous permet de dire que σ1 = −b et σ2 = c.

(2) Pour deg P = 3 et P = X3 + aX + b, on a Disc(P) = −4a3 − 27b2.

Démonstration. On peut raisonner comme pour les polynômes de degré 2 (mais les calculs
sont bien plus longs et compliqués). On peut aussi raisonner de façon plus théorique.
Notons P = (X − t1)(X − t2)(X − t3). On a σ1 = σ1(t1, t2, t3) = 0, σ2 = σ2(t1, t2, t3) = a
et σ3 = σ3(t1, t2, t3) = −b. Le polynôme Disc(P) ∈ K[t1, t2, t3] est homogène de degré 6,
donc il existe un polynôme T ∈ K[Y1, Y2, Y3] de poids 6 tel que Disc(P) = T(σ1, σ2, σ3).
Puisque σ1 = 0, on cherche T ∈ K[Y2, Y3].
Un monôme Ym

2 Yn
3 est de poids 2m + 3n, donc il est de poids 6 si et seulement si (m, n) ∈

{(0, 2), (3, 0)}. Ainsi, T = λY3
2 + µY2

3 et Disc(P) = T(σ1, σ2, σ3) = λσ3
2 + µσ2

3 = λa3 + µb2.
Ceci est vrai pour tout polynôme P de la forme P = X3 + aX + b, c’est-à-dire que λ et µ
ne dépendent pas de a et b (on n’a utilisé que le fait que σ1 = 0 pour donner T, pas les
valeurs de σ2 et σ3). On va donc spécialiser à des polynômes particuliers.

F Soit P = X3 − X = X(X − 1)(X + 1). On a alors Disc(P) =

((0− (−1))(0− 1)(−1− (−1)))2 = 4 donc, puisqu’ici a = −1 et b = 0, on a
−λ = 4 d’où λ = −4.

F Soit P = X3 − 1 = (X − 1)(X − j)(X − j2) avec j = e2iπ/3. On a alors Disc(P) =(
(1− j)(1− j2)(j− j2)

)2
= −27 donc, puisqu’ici a = 0 et b = −1, on a µ = −27.

Finalement, Disc(P) = −4a3 − 27b2. ✓

Exercice 10.20. Faire le cas deg P = 3 en général. [Indication : Si P = X3 + aX2 + bX + c, faire
le changement d’indéterminée Y = X + a

3 .]

Correction. Notons que le changement d’indéterminée Y = X + a
3 ne change pas le discrimi-

nant ; en effet, si P = ∏3
i=1(X − ti) il a pour discriminant ∏1⩽i<j⩽3(ti − tj)

2 et alors P(X) =

∏3
i=1(Y− (ti +

a
3)) a pour discriminant ∏1⩽i<j⩽3

(
(ti +

a
3)− (tj +

a
3)
)2

= ∏1⩽i<j⩽3(ti − tj)
2.

De plus, P(X) =
(
Y− a

3

)3
+ a
(
Y− a

3

)
Y2 + b

(
Y− a

3

)
+ c = Y3 + pY + q avec p = b− a2

3 et
q = c− ab

3 + 2a3

27 . On a retrouvé la forme précédente, donc le discriminant est −4p3− 27q2 =

a2b2 − 4b3 − 4a3c− 27c3 + 18abc. ✓

Proposition 10.21. Si P est scindé dans K[X], alors P n’a que des racines simples si, et seule-
ment si, Disc(P) 6= 0.

Démonstration. Evident. ✓
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ANNEXE B.

Annexes sur les anneaux

I. COMPLÉMENT SUR LE LEMME DE ZORN

Le lemme de Zorn est utilisé pour faire certaines démonstrations où une récurrence est impossible
(si l’ensemble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent à l’axiome du choix (indépendant
des autres axiomes, Cohen 1963). Vous le verrez également dans le cours de topologie.

Nous allons démontrer que l’axiome du choix est équivalent au lemme de Zorn et au théorème de
Zermelo.

a Définitions, notations, énoncés

Axiome du choix (Formulation 1). Le produit d’une famille non vide d’ensembles non vides n’est
pas vide.

Autrement dit, si (Ai)i∈I est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut choisir simulta-
nément xi ∈ Ai pour tout i ∈ I.

Axiome du choix (Formulation 2). Soit E un ensemble non vide et soit P∗(E) l’ensemble des parties
non vides de E. Alors il existe une fonction de choix sur E, c’est-à-dire une application τ : P∗(E)→ E
telle que, pour tout X ∈ P∗(E) on ait τ(X) ∈ X.

Axiome du choix (Formulation 3). Soient E et F deux ensembles avec F 6= ∅ et soit f : E → F une
application surjective. Alors il existe une application s : F → E telle que f ◦ s = idF (appelée section
de f ).

Equivalence des trois versions.

â (Formulation 1 ⇒ Formulation 2). On suppose que tout produit d’une famille non vide d’en-
sembles non vides n’est pas vide. Soit E un ensemble non vide et soit A = ∏X∈P∗(E) X. Par hypo-
thèse, A n’est pas vide donc il existe (aX)X∈P∗(E) ∈ A, où aX ∈ X pour tout X ∈ P∗(E). On définit
alors τ : P∗(E)→ E par τ(X) = aX ∈ X ⊂ E pour tout X ∈ P∗(E).

â (Formulation 2⇒ Formulation 3). On suppose que pour tout ensemble non vide G, il existe une
fonction de choix sur G. Soit f : E → F une surjection entre deux ensembles non vides. Pour tout
y ∈ F, l’ensemble f−1({y}) n’est pas vide car f est surjective. Soit G la réunion des f−1({y}) pour
y ∈ F et soit τ une fonction de choix sur G. Alors, pour tout y ∈ F, on a τ( f−1({y})) ∈ f−1({y}).
On définit s : F → E par s(y) = τ( f−1({y})) pour tout y ∈ F. Alors, pour tout y ∈ F, on a
f ◦ s(y) = f

(
τ( f−1({y}))

)
∈ f
(

f−1({y})
)
= {y} donc f ◦ s(y) = y et finalement f ◦ s = idF.

â (Formulation 3 ⇒ Formulation 1). On suppose que toute surjection à valeurs dans un ensemble
non vide admet une section. Soit (Ai)i∈I une famille non vide d’ensembles non vides. Soient F = I,
E = {(i, ai) | i ∈ I, ai ∈ Ai} et f : E → F l’application définie par (i, ai) = i pour tout i ∈ I et
ai ∈ Ai. Comme chaque Ai est non vide, l’application f est surjective. Par hypothèse, il existe
s : F → E telle que f ◦ s = idF. On en déduit que pour tout i ∈ I, il existe αi ∈ Ai tel que
s(i) = (i, αi) (pour que f (s(i, αi)) = i). Alors (αi)i∈I ∈ ∏i∈I Ai donc ∏i∈I Ai n’est pas vide.
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Définition B.1. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire ≼, réflexive, antisymétrique
et transitive, c’est-à-dire telle que :

â ∀ x ∈ E, x ≼ x ;

â ∀ (x, y) ∈ E2, si x ≼ y et y ≼ x, alors x = y ;

â ∀ (x, y, z) ∈ E3, si x ≼ y et y ≼ z alors x ≼ z.

On dit alors que l’ensemble (E,≼) est un ensemble ordonné.

Remarque. Il est clair que, si F est un sous-ensemble de l’ensemble E et si ≼ est un ordre sur E, alors
≼ induit un ordre sur F.

Définition B.2. Si (E,≼) est un ensemble ordonné et si, pour tous (x, y) ∈ E2, x et y sont comparables,
c’est-à-dire que x ≼ y ou y ≼ x, on dit que ≼ est un ordre total ou que (E,≼) est un ensemble totale-
ment ordonné. Dans le cas contraire, on dit que ≼ est un ordre partiel ou que (E,≼) est un ensemble
partiellement ordonné.

Une partie totalement ordonnée d’un ensemble ordonné E sera aussi appelée une chaîne de E.

Définition B.3. Soit (E,≼) un ensemble ordonné.

â Un élément maximal de (E,≼) est un élément x ∈ E tel que, pour tout y ∈ E, si x ≼ y, alors x = y.

â Soit F un sous-ensemble non vide de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour
tout x ∈ F, x ≼ m. Ce majorant est dit strict si, pour tout x ∈ F, on a x ≺ m.

â On dit que (E,≼) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que (F,≼) soit
totalement ordonné admet un majorant dans E.

Théorème B.4 (Lemme de Zorn). Soit (E,≼) un ensemble ordonné, inductif et non vide. Alors il
existe un élément maximal dans E.

Définition B.5. Soit (E,≼) un ensemble ordonné.

â Soit F une partie non vide de E. Un minorant de F dans E est un élément m de E tel que pour tout
x ∈ F, m ≼ x.

â Soit F une partie non vide de E. On dit que m est un plus petit élément de F si m est un minorant de
F et si m ∈ F.

â On dit que ≼ est un bon ordre ou que (E,≼) est bien ordonné si toute partie non vide de E admet un
plus petit élément.

Remarque. Un ensemble bien ordonné est en particulier totalement ordonné.
En effet, si (x, y) ∈ E2, alors la partie {x, y} admet un plus petit élément, par exemple x, et on a

alors x ≼ y.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant.

Théorème B.6 (Théorème de Zermelo). Tout ensemble non vide peut être bien ordonné.

b Le lemme de Zorn implique le théorème de Zermelo
On suppose que le lemme de Zorn est vrai.
Soit E un ensemble non vide. On veut démontrer que toute partie non vide de E a un plus petit

élément.
On considère l’ensemble F des couples (F,⩽F) où F est une partie de E et ⩽F est un bon ordre sur

F.
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Soit x ∈ E, alors {x}muni de l’ordre évident (x = x) est bien ordonné, donc F n’est pas vide.
Nous allons munir F d’un ordre inductif de façon à pouvoir lui appliquer le lemme de Zorn :

∀((F,⩽F),(G,⩽G)) ∈ F 2,

(F,⩽F) ≼ (G,⩽G) ⇐⇒


(o1) F ⊂ G
(o2) ⩽F est la restriction de ⩽G à F
(o3) si (y, x) ∈ F× G est tel que x ⩽G y, alors x ∈ F.

On vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre :

â Il est clair que ≼ est réflexive.

â On suppose que (F,⩽F) ≼ (G,⩽G) et que (G,⩽G) ≼ (F,⩽F). Alors F ⊂ G et G ⊂ F donc
F = G. Par (o2) les ordres ⩽F et ⩽G sur F = G sont les mêmes donc (F,⩽F) = (G,⩽G). Ainsi,
≼ est anti-symétrique.

â Enfin, ≼ est transitive. On suppose que (F,⩽F) ≼ (G,⩽G) et que (G,⩽G) ≼ (H,⩽H). Il est clair
que F ⊂ H et que la restriction de ⩽H à F est ⩽F. Vérifions (o3). Soit (z, x) ∈ F × H tel que
x ⩽H z. On a en particulier (z, x) ∈ G× H et x ⩽H z donc par (o3) pour (G,⩽G) et (H,⩽H) on
a x ∈ G. Mais alors x ⩽G z avec (z, x) ∈ F×G donc par (o3) pour (F,⩽F) et (G,⩽G) on a x ∈ F,
ce que l’on voulait.

Pour démontrer que cet ordre est inductif, pour toute partie totalement ordonnée T de F nous
devons trouver un majorant de T dans F .

Soit T = {(Fi,⩽Fi) | i ∈ I} une partie totalement ordonnée de F . Soit G =
⋃

i∈I Fi, on a Fi ⊂ G
pour tout i ∈ I.

â Munissons G d’un ordre ⩽G. Soit (x, y) ∈ G2, alors il existe i ∈ I tel que (x, y) ∈ F2
i puisque

T est totalement ordonnée. On peut donc poser x ⩽G y ⇐⇒ x ⩽Fi y. De plus, si j ∈ I est tel
que (x, y) ∈ F2

j , on peut supposer par exemple que (Fi,⩽Fi) ≼ (Fj,⩽Fj) donc Fi ⊂ Fj et ⩽Fi est
la restriction de ⩽Fj à Fi et on a bien x ⩽Fi y ⇐⇒ x ⩽Fj y. Ainsi la relation définie sur G ne
dépend pas du choix de i ∈ I.

â La relation ⩽G est bien une relation d’ordre.

â Si x ∈ G, soit i ∈ I tel que x ∈ Fi, alors x ⩽Fi x donc x ⩽G x par définition de ⩽G.
â Soit (x, y) ∈ G2 tel que x ⩽G y et y ⩽G x. Soit i ∈ I tel que (x, y) ∈ F2

i . Par définition de ⩽G,
on a x ⩽Fi y et y ⩽Fi x donc x = y.

â Soit (x, y, z) ∈ G3 tel que x ⩽G y et y ⩽G z. Soit i ∈ I tel que (x, y, z) ∈ F3
i . Alors x ⩽Fi y et

y ⩽Fi z donc x ⩽Fi z et finalement x ⩽G z.

â Vérifions que ⩽G est un bon ordre.
Soit H une partie non vide de G. Soit i ∈ I tel que H ∩ Fi 6= ∅. Alors H ∩ Fi est une partie de Fi
et ⩽Fi est un bon ordre donc Fi ∩ H admet un plus petit élément, mi ∈ H ∩ Fi. Montrons que mi
ne dépend pas de i : soit j ∈ I tel que H ∩ Fj 6= ∅ et soit mj le plus petit élément de H ∩ Fj. On
peut supposer par exemple que (Fi,⩽Fi) ≼ (Fj,⩽Fj). On a alors Fi ∩ H ⊂ Fj ∩ H donc mj ⩽Fj mi.
D’après (o3), on a mj ∈ Fi, donc mj ∈ H ∩ Fj et donc mi ⩽ mj et finalement mj = mi.
Soit x ∈ H et soit j ∈ I tel que mi ∈ Fj et x ∈ Fj ; on a donc (mi, x) ∈ (Fj ∩H)2 donc mi = mj ⩽Fj x
et donc mi ⩽G x. Ainsi, mi est le plus petit élément de H.
Par conséquent, (G,⩽G) ∈ F .

â Enfin, soit (Fi,⩽Fi) ∈ T , nous devons vérifier que (Fi,⩽Fi) ≼ (G,⩽G). Il est clair que Fi ⊂ G et
que ⩽Fi est la restriction de ⩽G à Fi par construction. Soit (y, x) ∈ Fi × G tel que x ⩽G y ; soit
j ∈ J tel que Fi ⊂ Fj et x ∈ Fj. Alors x ⩽Fj y et comme (Fi,⩽Fi) ≼ (Fj,⩽Fj) on en déduit que x ∈ Fi
d’après (o3) pour Fi et Fj. Donc (o3) est vérifiée pour Fi et G et finalement (Fi,⩽Fi) ≼ (G,⩽G).

Ainsi, (G,⩽G) est un élément de F qui majore T .
Nous avons donc démontré que F est inductif. Nous pouvons par conséquent appliquer le lemme

de Zorn : il existe un élément maximal (F,⩽F) dans F .
Montrons que F = E. Pour cela, supposons par l’absurde que F $ E et soit y ∈ E \ F. Soit K =

F ∪ {y}, muni du bon ordre ⩽K dont la restriction à F est ⩽F et tel que pour tout x ∈ F on ait x ⩽K y.
Alors (K,⩽K) ∈ F et (F,⩽F) ≺ (K,⩽K), ce qui contredit la maximalité de (F,⩽F).

Donc E = F ∈ F et donc E est bien ordonné.

135



c Le théorème de Zermelo implique l’axiome du choix
On suppose que le théorème de Zermelo est vrai.
Soit {Ai | i ∈ I} une famille non vide d’ensembles non vides. D’après le théorème de Zermelo,

l’ensemble A =
⋃

i∈I Ai peut être muni d’un bon ordre. Chaque partie (non vide) Ai de A admet
donc un plus petit élément xi ∈ Ai. On en déduit un élément (xi)i∈I ∈ ∏i∈I Ai.

d L’axiome du choix implique le lemme de Zorn
On suppose l’axiome du choix.
Soit (E,≼) un ensemble inductif non vide. Nous devons démontrer qu’il a un élément maximal.

Supposons par l’absurde qu’il n’a pas d’élément maximal.
Pour toute chaîne C de E, on noteMC = {x ∈ E | ∀y ∈ C, y ≺ x} l’ensemble des majorants stricts

de C. On aMC ⊂ E \ C.
Soit C une chaîne de E. AlorsMC n’est pas vide. En effet, puisque E est inductif, C a un majorant

M. Par hypothèse, M n’est pas un élément maximal de E, donc il existe x ∈ E tel que M ≺ x. En
particulier, pour tout y ∈ C on a y ≼ M ≺ x donc x ∈ MC.

L’axiome du choix fournit une fonction de choix τ : P∗(E) → E sur E qui vérifie, en particulier,
que pour toute chaîne C de E, on a τ(MC) ∈ MC.

On note :

E0 = {C chaîne de E | pour toute chaîne S de C avecMS 6⊂ MC, on a τ(MS) ∈ C}
E =

{
C ∈ E0 | ∀C′ ∈ E0, C \ C′ ⊂MC′

}
C∗ =

⋃
C∈E

C.

Nous allons :

(1) démontrer que C∗ ∈ E ;

(2) poser u = τ(MC∗) et C∗∗ = C∗ ∪ {u} % C∗ et démontrer que C∗∗ ∈ E .

Ce dernier point implique en particulier que C∗∗ ⊂ C∗, par définition de C∗, ce qui donne une
contradiction car C∗∗ % C∗. On en déduit donc que E admet un élément maximal.

Démontrons donc (1), c’est-à-dire que C∗ ∈ E .

â Soit C′ ∈ E0. Alors C∗ \ C′ ⊂ ⋃C∈E (C \ C′) ⊂MC′ . Donc si C∗ ∈ E0, alors C∗ ∈ E .

â Montrons que C∗ est une chaîne de E. Soit (x, y) ∈ C∗ × C∗. Il existe C ∈ E tel que x ∈ C. Si
y ∈ C alors x et y sont comparables car C est totalement ordonné. Sinon, y ∈ C∗ \ C ⊂ MC
d’après ce qui précède, donc x ≺ y et x et y sont bien comparables.

â Soit S une chaîne de C∗ telle que MS 6⊂ MC∗ =
⋂

C∈EMC, alors il existe C ∈ E tel que
MS 6⊂ MC. Montrons que S ⊂ C pour pouvoir utiliser le fait que C ∈ E0.
Supposons par l’absurde que S 6⊂ C, alors en utilisant le premier point, il existe y ∈ (S \ C) ⊂
(C∗ \ C) ⊂MC.
Puisque MS 6⊂ MC, il existe x ∈ MS tel que x 6∈ MC. On a y ∈ S et x ∈ MS donc y ≺ x.
Comme y ∈ MC, pour tout z ∈ C on a z ≺ y ≺ x, donc x ∈ MC, une contradiction.
Donc S ⊂ C et comme C ∈ E ⊂ E0, on en déduit que τ(MS) ∈ C. Or C ⊂ C∗ donc τ(MS) ∈ C∗.
Ainsi, C∗ ∈ E0 et par le premier point, C∗ ∈ E .

Soit u = τ(MC∗) ∈ MC∗ ⊂ (E \ C∗) et posons C∗∗ = C∗ ∪ {u} % C∗.
Pour tout x ∈ C∗ on a x ≺ u donc C∗∗ est bien une chaîne de E.

Montrons enfin (2), c’est-à-dire que C∗∗ ∈ E .

â Soit S ⊂ C∗∗ une chaîne de C∗∗ telle queMS 6⊂ MC∗∗ . Supposons que u ∈ S et soit m ∈ MS.
Alors u ≺ m et donc, pour tout x ∈ C∗∗, on a x ≺ u ≺ m et par conséquent m ∈ MC∗∗ . Ainsi,
MS ⊂MC∗∗ et on a obtenu une contradiction.
Donc u 6∈ S, ce qui, avec S ⊂ C∗∗ = C∗ ∪ {u}, implique que S ⊂ C∗ et donc MC∗ ⊂ MS.
Vérifions que τ(MS) ∈ C∗∗.

â SiMS ⊂MC∗ alorsMS =MC∗ donc τ(MS) = τ(MC∗) = u ∈ C∗∗.
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â SiMS 6⊂ MC∗ , alors τ(MS) ∈ C∗ ⊂ C∗∗ car C∗ ∈ E0.

Dans les deux cas, on a bien τ(MS) ∈ C∗∗.
On a donc démontré que C∗∗ ∈ E0.

â Soit C′ ∈ E0. Nous devons démontrer que C∗∗ \ C′ ⊂MC′ .

â Supposons que C∗ \ C′ 6= ∅. Il existe donc x ∈ C∗ \ C′. Comme C∗ ∈ E , on a x ∈ MC′ . Or
x ∈ C∗ donc x ≺ u, donc u ∈ MC′ et on a (C∗∗ \ C′) ⊂ ((C∗ \ C′) ∪ {u}) ⊂MC′ .

â Supposons que C∗ \C′ = ∅, c’est-à-dire que C∗ ⊂ C′. SiMC∗ ⊂MC′ , alors u ∈ MC∗ ⊂MC′

et C∗∗ \ C′ ⊂ {u} ⊂ MC′ . SiMC∗ 6⊂ MC′ , alors u = τ(MC∗) ∈ C′ car C′ ∈ E0 et C∗ ⊂ C′,
donc C∗∗ \ C′ = ∅ ⊂MC′ .
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II. FORMULE DES DEGRÉS POUR LES POLYNÔMES EN PLUSIEURS INDÉTERMINÉES

Nous voulons démontrer le résultat suivant.

Proposition B.7. Soit A un anneau intègre et soit n ∈ N∗. Si f et g sont deux polynômes non nuls de
A[X1, . . . , Xn], alors deg( f g) = deg( f ) + deg(g) (où deg désigne le degré total).

On vérifie facilement que si f et g sont des monômes, la formule est satisfaite.
Pour la démontrer dans le cas général, nous allons :

(1) définir une relation d’ordre ≼ sur l’ensembleM des monômes de A[X1, . . . , Xn] ;

(2) vérifier que c’est une relation d’ordre total ;

(3) vérifier que si (P, Q, R, S) ∈ M4 sont tels que P ≼ Q et R ≼ S avec au moins une des deux
inégalités stricte, alors PR ≺ QS ;

(4) utiliser ce qui précède pour démontrer le résultat.

(1) Relation d’ordre. Soient P et Q dansM, notons-les P = Xi1
1 · · ·X

in
n et Q = X j1

1 · · ·X
jn
n . On dit que

P ≼ Q si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) P = Q ;
(ii) deg P < deg Q ;
(iii) deg P = deg Q, P 6= Q et, si r = min{k ∈ J1 ; nK | ik 6= jk}, alors ir < jr (ordre lexicogra-

phique sur les monômes de même degré).

Notons que si P ≼ Q alors on a nécessairement deg P ⩽ deg Q.
Vérifions que c’est bien une relation d’ordre.

F La réflexivité est évidente par (i).
F Soit (P, Q) ∈ M2 avec les notations ci-dessus tel que P ≼ Q et Q ≼ P. Alors deg P ⩽ deg Q et

deg Q ⩽ deg P donc deg P = deg Q. Supposons que P 6= Q. Alors il existe r tel que ir 6= jr et
si on choisit un tel r minimal, on doit avoir (par définition de la relation ≼) à la fois ir < jr et
ir > jr, ce qui est impossible. Donc P = Q. La relation ≼ est donc anti-symétrique.

F Soit (P, Q, R) ∈ M3 tel que P ≼ Q et Q ≼ P. Si P = Q ou si Q = R alors P ≼ R. On peut
donc supposer que les trois monômes sont distincts. Si deg P < deg Q, comme deg Q ⩽ deg R
on a deg P < deg R et donc P ≼ R. De même si deg Q < deg R. Il reste donc le cas où deg P =
deg Q = deg R.

Posons P = Xi1
1 · · ·X

in
n , Q = X j1

1 · · ·X
jn
n et R = Xk1

1 · · ·X
kn
n . Soit r = min

{
q ∈ J1 ; nK | iq 6= jq

}
et

s = min
{

q ∈ J1 ; nK | jq 6= kq
}

. Si r ⩽ s alors pour tout q < r on a iq = jq = kq et ir < jr ⩽ kr,
donc ir < kr et donc P ≼ R. Si r > s, alors pour tout q < s on a iq = jq = kq et is = js < ks, donc
is < ks et donc P ≼ R.
Dans tous les cas, P ≼ R. Donc la relation ≼ est transitive.
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(2) Relation d’ordre total et conséquence. De plus, cette relation d’ordre est totale. En effet, si (P, Q) ∈
M2, soit P et Q sont égaux donc comparables, soit ils ont des degrés différents, ils sont alors com-
parables, soit ils ne sont pas égaux et ont même degré, mais alors {k ∈ J1 ; nK | ik 6= jk} n’est pas
vide, il existe r = min{k ∈ J1 ; nK | ik 6= jk} et on a nécessairement ir < jr ou jr < ir, c’est-à-dire
P ≺ Q ou Q ≺ P.

Par conséquent, pour tout polynôme non nul f , il existe un unique terme monomial aP de f avec
a ∈ A \ {0} et P ∈ M tel que P soit le plus grand élément parmi les monômes qui apparaissent
dans f avec coefficient non nul.

(3) Propriété.
Soit (P, Q, R, S) ∈ M4 tel que P ≼ Q et R ≺ S et montrons que PR ≺ QS. Notons que deg P ⩽
deg Q et deg R ⩽ deg S.
Si deg R < deg S alors deg(PR) = deg P + deg R < deg Q + deg S = deg(QS) car la formule est
vraie pour les monômes, donc PR ≺ QS. De même, si deg P < deg Q on a PR ≺ QS.

Supposons donc que deg P = deg Q et deg R = deg S. Notons P = Xi1
1 · · ·X

in
n , Q = X j1

1 · · ·X
jn
n ,

R = Xk1
1 · · ·X

kn
n et S = X`1

1 · · ·X
`n
n . Comme R 6= S, il existe s = min

{
q ∈ J1 ; nK | kq 6= `q

}
. Si

P = Q alors pour tout q ∈ J1 ; nK on a iq = jq, sinon soit r = min
{

q ∈ J1 ; nK | iq 6= jq
}

et soit
t = min(r, s). Alors, pour tout q < t on a iq = jq et kq = `q donc iq + kq = jq + `q et, pour q = t, on
a it ⩽ jt et kt ⩽ `t avec au moins une des deux inégalités stricte, donc it + kt < jt + `t et finalement
PR ≺ QS.

Le cas où P ≺ Q et R ≼ S se traite de même.
(4) Formule des degrés. Soient maintenant f et g deux polynômes non nuls de A[X1, . . . , Xn]. Notons

aP le terme monomial de f avec a ∈ A \ {0} tel que P ∈ M soit le plus grand élément parmi
les monômes qui apparaissent dans f et bQ avec b ∈ A \ {0} le terme monomial de g tel que
Q ∈ M soit le plus grand élément parmi les monômes qui apparaissent dans g. On peut donc
écrire f = aP + f1 et g = bQ + g1 avec f1 et g1 dans A[X1, . . . , Xn] tels que tous les monômes
P1 qui apparaissent dans f1 vérifient P1 ≺ P et tous les monômes Q1 qui apparaissent dans g1
vérifient Q1 ≺ Q. Notons que l’on a aussi deg P1 ⩽ deg P et deg Q1 ⩽ deg Q pour tous ces
monômes. En particulier, deg f = deg P et deg g = deg Q.
On a alors f g = abPQ + aPg1 + bQ f1 + f1g1. Grâce au point (3) précédent, tous les monômes
qui apparaissent dans aPg1 + bQ f1 + f1g1 sont strictement inférieurs à PQ pour la relation ≼
et en particulier différents de PQ. Il ne peut donc pas y avoir de compensation avec le terme
abPQ. De plus, ils sont tous de degré inférieur ou égal à deg(PQ). Donc deg( f g) = deg(PQ) =
deg P + deg Q = deg f + deg g, ce que l’on voulait.

III. RACINES ET FACTEURS IRRÉDUCTIBLES DE POLYNÔMES ET POLYNÔMES DÉRIVÉS

Soit A un anneau et soit f ∈ A[X].

Définition B.8. On dit que α est une racine multiple de f si (X− α)2 divise f .
On dit que α est une racine de multiplicité m ∈ N∗ de f si (X − α)m divise f mais (X − α)m+1 ne

divise pas f , autrement dit, s’il existe g ∈ A[X] tel que f (X) = (X− α)mg(X) et g(α) 6= 0.

Exemple. (Pour illustrer certaines particularités quand A n’est pas intègre.) Soit A = Z/12Z et soit
f (X) = X3 + X2 − X − 1. Alors −1 et 5 sont des racines de f de multiplicité 2. En effet, f (X) =
(X + 1)2(X− 1) = (X− 5)2(X− 1) et −1 et 5 ne sont pas racines de (X− 1).

Proposition B.9. Soit α ∈ A une racine de f . Alors α est une racine multiple de f si, et seulement si,
α est une racine de f ′.

Démonstration. Supposons que α soit une racine multiple de f . Alors il existe g ∈ A[X] tel que f (X) =
(X− α)2g(X). On a alors f ′(X) = (X− α)(2g(X) + (X− α)g′(X)), donc α est racine de f ′.

Réciproquement, supposons que α soit une racine simple de f . Alors il existe g ∈ A[X] tel que
f (X) = (X − α)g(X) et g(α) 6= 0. On a alors f ′(X) = g(X) + (X − α)g′(X) donc f ′(α) = g(α) 6=
0. ✓
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Exemple. Si on reprend l’exemple précédent, f ′(X) = 3X2 + 2X − 1 = (X + 1)(3X − 1) = (X −
5)(3X + 5).

Proposition B.10. Soit α une racine de f de multiplicité m ⩾ 2. On suppose que, dans A, m1A 6= 0 et
m1A n’est pas un diviseur de zéro. Alors α est une racine de f ′ de multiplicité m− 1.

Démonstration. Soit g ∈ A[X] tel que f (X) = (X − α)mg(X) avec g(α) 6= 0. Alors f ′(X) = (X −
α)m−1h(X) avec h(X) = mg(X) + (X − α)g′(X). On a alors h(α) = mg(α) 6= 0 car g(α) 6= 0 et m1A
n’est pas nul et n’est pas un diviseur de zéro. Donc α est une racine de f ′ de multiplicité m− 1. ✓

Exemple. Même si A est un corps, il faut l’hypothèse m1A 6= 0. En effet, soit p un nombre premier,
soit A = Z/pZ et soit f (X) = Xp ∈ A[X]. Alors 0 est racine de f de multiplicité p, mais f ′(X) =
pXp−1 = 0 donc 0 n’est pas de multiplicité p− 1 comme racine de f ′.

Lemme B.11. Soit m ∈ N∗ tel que, dans A, m!1A 6= 0 et m!1A n’est pas un diviseur de zéro et soit r
un polynôme de degré au plus m. Si r′ = 0 alors r est constant.

Démonstration. Posons r = ∑m
i=0 aiXi avec ai ∈ A pour tout i ∈ J0 ; mK. Alors r′ = ∑m

i=1 iaiXi−1.
Par hypothèse, r′ = 0 donc pour tout i ∈ J1 ; mK on a iai = 0, c’est-à-dire que i1Aai = 0. Or par

hypothèse i1A n’est ni nul, ni un diviseur de zéro dans A donc ai = 0. On en déduit donc que r = a0
est constant. ✓

Proposition B.12. Soit α une racine de f et soit m ∈ N∗ tel que, dans A, m!1A 6= 0 et m!1A n’est pas
un diviseur de zéro. Alors α est une racine de f de multiplicité m si, et seulement si, f (k)(α) = 0 pour
tout k ∈ J0 ; m− 1K et f (m)(α) 6= 0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur m.

â Si m = 1, c’est la première proposition.

â Soit m > 1 tel que le résultat soit vrai au rang m− 1. Notons g = f ′.
Si α est racine de f de multiplicité m alors, d’après la deuxième proposition, α est racine de g = f ′

de multiplicité m − 1. Par hypothèse de récurrence on a f (k)(α) = g(k−1)(α) = 0 pour tout k ∈J1 ; m− 1K et f (m)(α) = g(m−1)(α) 6= 0. Comme f (α) = 0 on a bien le résultat voulu pour f .
Réciproquement, supposons que f (k)(α) = 0 pour tout k ∈ J0 ; m − 1K et f (m)(α) = 0. Alors
g(k)(α) = f (k+1)(α) = 0 pour tout k ∈ J0 ; m − 2K et g(m−1)(α) = f (m−1)(α) 6= 0. Par hypothèse
de récurrence, α est racine de g de multiplicité m − 1. Il existe donc h ∈ A[X] tel que f ′(X) =
g(X) = (X− α)m−1h(X) et h(α) 6= 0. D’autre part, le polynôme (X− α)m est unitaire donc on peut
effectuer la division euclidienne de f par (X − α)m : il existe un unique (q, r) ∈ (A[X])2 tel que
f (X) = (X− α)mq(X)+ r(X) et deg(r) < m. Alors f ′(X) = (X− α)m−1(mq(X) + (X− α)q′(X))+
r′(X). Par unicité de la division euclidienne par un polynôme unitaire, on a r′ = 0 et mq(X) +
(X − α)q′(X) = h(X). En particulier, mq(α) = h(α) 6= 0 donc q(α) 6= 0 et, d’après le lemme, r est
constant. Mais r(α) = f (α) = 0 donc r = 0 et finalement f (X) = (X− α)mq(X) avec q(α) 6= 0 et α
est bien une racine de f de multiplicité m. ✓

Si on veut pouvoir appliquer ces résultats à tous les polynômes, il faut imposer des conditions sur
l’anneau A. Pour s’assurer que pour tout m ∈ N∗, ni m1A ni m!1A ne sont des diviseurs de zéro, on
peut supposer que A est intègre (condition suffisante).

Ensuite, on considère le morphisme d’anneaux φ : Z → A défini par φ(n) = n1A. Pour s’assurer
que pour tout m ∈ N∗, ni m1A ni m!1A ne sont nuls, on doit supposer que φ est injectif et cette condi-
tion est également suffisante. On dit alors que A est de caractéristique nulle. Plus généralement, en
remarquant que le noyau de φ est un idéal de Z, donc de la forme nZ, on introduit la définition
suivante :
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Définition B.13. La caractéristique de A est le nombre n ∈ N tel que Ker φ = nZ.

On peut noter que si A est intègre, sa caractéristique est soit 0, soit un nombre premier. En effet, par
le premier théorème d’isomorphisme, Z/nZ ∼= Im φ et Im φ est un sous-anneau de l’anneau intègre
A, donc il est intègre et donc n = 0 ou n est premier.

Finalement, si A est intègre de caractéristique nulle, alors les résultats précédents sont vrais sans
hypothèse sur m (les hypothèses sont automatiquement vérifiées).

Dans la suite, on suppose que A est factoriel de caractéristique nulle.
Soit k ∈ A[X] un polynôme irréductible non constant. On note vk( f ) la valuation de k comme

facteur irréductible de f (cette valuation existe grâce à l’hypothèse que A, et donc A[X], est factoriel).
Notons que le fait que A soit intègre de caractéristique nulle implique en particulier que si f n’est

pas constant alors deg f ′ = deg f − 1 (exercice). En particulier, si f n’est pas constant, f ′ 6= 0 et on
peut considérer vk( f ′).

Exemple. C’est faux si A n’est pas de caractéristique nulle, même si A est un corps. En effet, soit
A = Z/2Z. Soit f (X) = X2 + 1, alors f ′ = 0. Soit f (X) = X4 + X, alors f ′(X) = 1 et deg( f ′) = 0
alors que deg( f ) = 4.

Proposition B.14. Soit k ∈ A[X] un facteur irréductible non constant de f . Alors vk( f ) ⩾ 2 si, et
seulement si, vk( f ′) ⩾ 1.

Démonstration. Notons que k n’est pas constant donc f non plus et on a k′ 6= 0 et f ′ 6= 0 (A est intègre
de caractéristique nulle).

Supposons que k2 divise f . Alors il existe g ∈ A[X] tel que f = k2g. On a alors f ′ = k(2k′g + kg′),
donc k divise f ′.

Réciproquement, supposons que k2 ne divise pas f . Alors il existe g ∈ A[X] tel que f = kg et k - g.
On a alors f ′ = k′g + kg′. Or k divise kg′ mais k est irréductible, donc premier (car A[X] est factoriel),
k ne divise pas k′ (car deg k′ < deg k) et ne divise pas g, donc k ne divise pas k′g et finalement k ne
divise pas f ′. ✓

Exemple. Ce résultat est faux si A n’est pas de caractéristique nulle, même s’il est formulé sans va-
luations, c’est-à-dire :

Soit k ∈ A[X] un facteur irréductible non constant de f .
Alors k2 divise f si, et seulement si, k divise f ′.

En effet, soit A = (Z/2Z)[T], c’est un anneau factoriel. Soit f (X) = (X2 + T)(TX2 + 1) ∈
A[X]. On vérifie facilement que les deux facteurs de f n’ont pas de racine dans le corps Frac(A) =

(Z/2Z)(T) (on écrit une racine α sous la forme α = P(T)
Q(T) avec P et Q dans A premiers entre eux) et sont

de degré 2 donc sont irréductibles dans Frac(A)[X] et donc dans A[X] car ils sont primitifs. Le seul
élément inversible de A[X] = (Z/2Z)[T, X] est 1, il est donc clair que ces deux facteurs ne sont pas
associés. Ainsi, k(X) = X2 + T divise f mais k2 ne divise pas f . Mais f ′ = 0 donc k divise f ′.

Proposition B.15. Soit k un facteur irréductible non constant de f . Alors vk( f ′) = vk( f )− 1.

Démonstration. Notons m = vk( f ) ⩾ 1. Soit g ∈ A[X] tel que f = kmg avec k - g. Alors f ′ = km−1h
avec h = mk′g + kg′. Comme dans la démonstration précédente, k divise kg′ mais k ne divise pas k′g
donc k ne divise pas h et finalement vk( f ′) = m− 1. ✓

Exemple. Ce résultat est faux si A n’est pas de caractéristique nulle. Soit f (X) = X2(X3 + X2 + 1) ∈
(Z/2Z)[X]. L’anneau (Z/2Z)[X] est factoriel, X3 + X2 + 1 est irréductible dans (Z/2Z)[X] car il est
de degré 3, à coefficients dans le corps Z/2Z et sans racine dans Z/2Z. Le facteur X est irréductible
dans (Z/2Z)[X] car il est de degré 1 et unitaire. Ces deux éléments irréductibles ne sont pas associés
(A[X]× =

{
1
}

). Ainsi, vX( f ) = 2. Mais f ′(X) = X4 donc vX( f ′) = 4. Ici, la dérivée de k(X) = X2 est
nulle.
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Proposition B.16. Soit m ∈ N∗ et soit k un facteur irréductible de f . Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) vk( f ) = m ;

(ii) k divise f (j) pour tout j ∈ J0 ; m − 1K et k ne divise pas f (m), autrement dit, vk( f (j)) 6= 0 pour
tout j ∈ J0 ; m− 1K et vk( f (m)) = 0.

Démonstration. Par récurrence sur m.

â Si m = 1, c’est une proposition précédente.

â Soit m > 1 tel que l’équivalence soit vraie au rang m− 1. Vérifions l’équivalence au rang m. Notons
g = f ′.
Nous avons vu dans la proposition précédente que (i) au rang m pour f est équivalente à (i) au
rang m− 1 pour f ′, qui est elle-même équivalente par hypothèse de récurrence à (ii) au rang m− 1
pour f ′. Il reste à démontrer que (ii) au rang m− 1 pour f ′ est équivalente à (ii) au rang m pour f .
On a, pour tout j ∈ J0 ; m− 1K, vk(g(j)) = vk( f (j+1)). De plus, vk( f (0)) = vk( f ) 6= 0. Ainsi,

(∀j ∈ J0 ; m− 1K, vk( f (j)) 6= 0) ⇐⇒ (∀j ∈ J0 ; m− 2K, vk(g(j)) 6= 0),

et vk( f (m)) = 0 ⇐⇒ vk(g(m−1)) = 0. ✓

IV. COMPLÉMENT : RÉSULTANT DE DEUX POLYNÔMES

Le résultant, qui est un polynôme associé à un couple de polynômes, permet de généraliser la
notion de discriminant et fournit des méthodes de calcul plus efficaces. Il permet aussi de définir le
discriminant d’un polynôme qui n’est pas scindé.

Soit K un corps. Notons Kn[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus n. Par convention
on pose K−1[X] = {0}.

Définition B.17. Soit (P, Q) ∈ K[X]2 avec p = deg P ⩾ 1 et q = deg Q ⩾ 1. Soit φ : Kq−1[X] ×
Kp−1[X]→ Kp+q−1[X] l’application linéaire définie par φ(U, V) = UP + VQ.

On appelle résultant de P et Q et on note Res(P, Q) ∈ K le déterminant de φ.

Remarque. On munit Kq−1[X]×Kp−1[X] de la base E =
{
(Xq−1, 0), . . . , (X, 0), (1, 0), (0, Xp−1), . . . , (0, X), (0, 1)

}
et Kp+q−1[X] de la base F =

{
Xp+q−1, . . . , X, 1

}
. Posons P = ∑

p
i=0 aiXi et Q = ∑

q
i=0 biXi avec

apbq 6= 0. Notons CP la matrice colonne à (p + 1) lignes CP =


ap

ap−1
...

a0

 et, de la même façon, soit CQ

la matrice colonne à (q + 1) lignes CQ =


bq

bq−1
...

b0

. Soient A et B les matrices de taille respectivement

q× (p + q) et p× (p + q) suivantes

A =


CP 0 · · · 0q−1

CP
. . .

0q−1 0q−2 · · · CP

 et B =


CQ 0 · · · 0p−1

CQ
. . .

0p−1 0p−2 · · · CQ

.

Alors Res(P, Q) est le déterminant de la matrice par blocs
(

A B
)
.

En effet, la colonne t(0i, tCP, 0q−1−i) pour 0 ⩽ i ⩽ q− 1 est la matrice de Xq−1−iP dans la base F et
de même pour les autres colonnes.

Pour la même raison, on peut aussi remarquer que Res(P, Q) est le déterminant dans la base F du
système de vecteurs (Xq−1P, Xq−2P, . . . , XP, P, Xp−1Q, Xp−2Q, . . . , XQ, Q).
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Exemple. Par exemple si P = a3X3 + a2X2 + a1X + a0 et Q = b2X2 + b1X1 + b0 on a

Res(P, Q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 0 b2 0 0
a2 a3 b1 b2 0
a1 a2 b0 b1 b2
a0 a1 0 b0 b1
0 a0 0 0 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Définition B.18. Soit P un polynôme de degré p ⩾ 1 et soit a une constante.
On appelle résultant de P et a et on note Res(P, a) le déterminant de l’application linéaire

φ : Kp−1[X]→ Kp−1[X] définie par φ(U) = aU. Autrement dit, Res(P, a) = ap.
On appelle résultant de a et P et on note Res(a, P) le déterminant de l’application linéaire

φ : Kp−1[X]→ Kp−1[X] définie par φ(U) = aU. Autrement dit, Res(a, P) = ap.

Remarque. Avec la convention K−1[X] = {0}, cette définition coïncide avec la définition précédente
pour les polynômes non constants.

Proposition B.19. Soient P et Q deux polynômes non nuls dont l’un au moins n’est pas constant. On
note p = deg P et q = deg Q. Alors

(1) Res(P, Q) = (−1)pq Res(Q, P).

(2) Res(λP, µQ) = λqµp Res(P, Q).

Démonstration. Si P ou Q est constant, le résultat est évident. Supposons donc que P et Q ne sont pas
constants.

(1) Rappelons que si on applique une permutation γ ∈ Sn aux colonnes (ou lignes) d’une matrice M
de taille n× n pour obtenir la matrice N, alors det(N) = ε(γ)det(M) où ε désigne la signature.
Soit γ =

(
p + q p + q− 1 · · · 3 2 1

)
∈ Sp+q la permutation circulaire. Notons que ε(γ) =

(−1)p+q−1 car γ =
(

p + q− 1 p + q− 2
)(

p + q− 2 p + q− 3
)
· · ·
(
3 2

)(
2 1

)(
1 p + q

)
est

un produit de p + q− 1 transpositions. Si on permute les colonnes de
(

A B
)

avec γ, cela revient
à décaler chaque colonne d’un cran vers la gauche et la première colonne devient la dernière.
Pour passer de la matrice

(
A B

)
à la matrice

(
B A

)
, on doit donc appliquer la permutation

γq aux colonnes. Puisque ε est un morphisme de groupes, ε(γq) = ε(γ)q = (−1)q(p+q−1) =

(−1)pq+q2−q = (−1)pq car q2 − q est pair. On en déduit que Res(P, Q) = (−1)pq Res(Q, P).

(2) Cela découle de la multilinéarité du déterminant (chacune des q colonnes CP de A est multipliée
par λ et chacune des p colonnes CQ de B est multipliée par µ). ✓

Proposition B.20. Soient P et Q deux polynômes non nuls dont l’un au moins n’est pas constant. On
note p = deg P et q = deg Q. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P et Q ont un facteur commun non-constant.

(ii) Res(P, Q) = 0.

(iii) Il existe U ∈ Kq−1[X] et V ∈ Kp−1[X] tels que UP + VQ = 0.

Démonstration. Si P ou Q est constant, il est facile de vérifier qu’aucune des trois assertions n’est
vraie. Supposons donc que P et Q ne sont pas constants.

â (i)⇒(ii). Soit R un diviseur commun de P et Q. Alors pour tout (U, V) le polynôme R divise
φ(U, V) = UP + VQ. En particulier, φ n’est pas surjective et donc Res(P, Q) = det φ = 0.

â (ii)⇒(iii). Puisque det φ = Res(P, Q) = 0, l’application linéaire φ n’est pas injective. Soit (U, V) ∈
Ker φ. Alors UP + VQ = φ(U, V) = 0.

â (iii)⇒(ii). Supposons que (iii) est vérifiée et que P et Q soient premiers entre eux. Le polynôme
P divise VQ = −UP donc par la condition de Gauss (K[X] est factoriel) le polynôme P divise V
donc p = deg P ⩽ deg V ⩽ p− 1 donc on a obtenu une contradiction. ✓
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Dans la suite, on fixe un polynôme P de degré p ⩾ 1 et de coefficient dominant ap. On note
E = K[X]/(P).

Lemme B.21. Notons x la classe de X dans E. Alors E est un K-espace vectoriel de dimension p et de
base B =

{
xp−1, xp−2, . . . , x, 1

}
.

Démonstration. Pour vérifier que E est bien un K-espace vectoriel, il suffit de vérifier que (P) =
{PQ | Q ∈ K[X]} est un sous-K-espace vectoriel de K[X] (exercice). Nous allons vérifier que B est
une base de E.

Soit u ∈ E. Alors il existe Q ∈ K[X] tel que u = Q = Q(x). La division euclidienne de Q par P
donne Q = AP + R avec deg R < p. On a alors u = Q(x) = A(x)P(x) + R(x) = R(x) ∈ vect{B}.
Donc B est une famille génératrice de E.

Supposons maintenant que ∑
p−1
i=0 λixi = 0 avec (λ0, . . . , λp−1) ∈ Kp. Posons Q = ∑

p−1
i=0 λiXi. Alors

Q(x) = 0 donc Q ∈ (P) et donc P divise Q. Mais deg Q < p = deg P donc Q = 0 et donc λi = 0 pour
tout i. Donc B est libre et c’est bien une base de E. ✓

Lemme B.22. Soit Q ∈ K[X] \ {0}. L’application θQ : E→ E qui à un vecteur u associe Q(x)u est une
application linéaire.

De plus, si pour i ∈ J0 ; p − 1K on note Ri le reste de la division euclidienne de XiQ par P, alors
la matrice de θQ dans B est la matrice du système de vecteurs

{
Rp−1, . . . , R0

}
dans la base F de

Kp+q−1[X].

Démonstration. Il est facile de vérifier que θQ est une application linéaire.
De plus, on a θQ(xi) = Q(x)xi = Ri(x) comme dans la démonstration du lemme précédent. Donc

la jme colonne de la matrice de θQ est obtenue en écrivant les coefficients de Rj(x) dans la base
B. Puisque deg Rj < p, ceci revient à écrire les coefficients de Rj dans la base

{
Xp−1, . . . , X, 1

}
de

Kp−1[X] ou dans la base F de Kp+q−1[X]. ✓

Lemme B.23. Soit Q ∈ K[X] \ {0} et soit q = deg Q. Alors Res(P, Q) = aq
p det(θQ).

Démonstration. Si q = 0 alors Q = b0 ∈ K et on a det(θQ) = bp
0 = Res(P, b0). Supposons donc que

q > 0.
On rappelle que Res(P, Q) est le déterminant dans la base F du système de vecteurs

(Xq−1P, Xq−2P, . . . , XP, P, Xp−1Q, Xp−2Q, . . . , XQ, Q). Avec les notations des lemmes précédents,
puisque P est un des vecteurs de la famille et que XiQ = AiP + Ri pour des polynômes Ai, il s’agit
du déterminant dans la base F du système de vecteurs (Xq−1P, Xq−2P, . . . , XP, P, Rp−1, . . . , R0). La

matrice dans la base F de ce système de vecteurs s’écrit
(

T 0
N M

)
où M est la matrice p × p de{

Rp−1, . . . , R0
}

dans F et donc de θQ dans B, et où la matrice T est triangulaire inférieure q× q de

termes diagonaux tous égaux à ap. Ainsi, Res(P, Q) =

∣∣∣∣T 0
N M

∣∣∣∣ = aq
p det(M) = aq

p det(θQ). ✓

Proposition B.24. Soit α ∈ K et soient P, Q, R des polynômes de K[X]. Alors

(i) Res(X− α, Q) = Q(α),

(ii) Res(P, QR) = Res(P, Q)Res(P, R) et Res(PR, Q) = Res(P, Q)Res(R, Q),

(iii) Si R est le reste de la division euclidienne de Q par P et si deg R = r ⩾ 0 alors Res(P, Q) =

aq−r
p Res(P, R).

Démonstration. (i) Ici p = 1, ap = 1 et R0 = Q(α) donc θQ = Q(α) idK et finalement Res(X −
α, Q) = det(Q(α)) = Q(α).

::::
Une

:::::
autre

:::::::::::::
démonstration

:::
ne

:::::::
faisant

:::
pas

::::::::::
intervenir

:::
les

:::::::
lemmes

::::::::::
précédents

:::::
mais

:::::::::
seulement

:::
les

::::::::::
propriétés

::
du

::::::::::::
déterminant.
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Posons Q = ∑
q
i=0 biXi. Alors Res(X− α, Q) est le déterminant (q + 1)× (q + 1) suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 bq
−α 1 0 · · · 0 bq−1

... · · ·
...

0 0 0 · · · 1 b1
0 0 0 · · · −α b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On effectue l’opération suivante sur les lignes :

Lq+1 ←− Lq+1 + αLq + α2Lq−1 + · · ·+ αqL1 =
q

∑
i=0

αiLq+1−i.

On a alors

Res(P, Q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 bq
−α 1 0 · · · 0 bq−1

... · · ·
...

0 0 0 · · · 1 b1
0 0 0 · · · 0 Q(α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Q(α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
−α 1 0 · · · 0

... · · ·
0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = Q(α)

en développant suivant la dernière ligne pour obtenir le déterminant d’une matrice triangulaire avec des
1 sur la diagonale.

(ii) Notons r = deg R. D’après le lemme précédent, on a Res(P, QR) = aq+r
p det(θQR). Mais il est

facile de vérifier que θQR = θR ◦ θQ donc

Res(P, QR) = aq+r
p det(θQR) = aq

par
p det(θR)det(θQ) = Res(P, Q)Res(P, R)

en utilisant à nouveau le lemme précédent.
La deuxième partie découle de la première et de la proposition B.19B.19.

(iii) Dans E on a Q(x) = R(x) et on en déduit que θQ = θR. Le résultat découle alors du lemme
précédent. ✓

Théorème B.25. Si P ∈ K[X] est scindé sur K de racines α1, . . . , αp, alors

Res(P, Q) = aq
pQ(α1) · · ·Q(αp).

Si de plus Q ∈ K[X] est scindé sur K de racines β1, . . . , βq, alors

Res(P, Q) = aq
pbp

q

p

∏
i=1

q

∏
j=1

(αi − β j).

Démonstration. On a P = ap(X − α1) · · · (X − αp) donc d’après la proposition B.19B.19 on a Res(P, Q) =

aq
p Res((X− α1) · · · (X− αp), Q). On peut donc dans la suite supposer que ap = 1.

Démontrons la première formule par récurrence sur p. On a déjà démontré dans la proposition
précédente que le résultat est vrai pour p = 1. Supposons donc le résultat vrai pour les polynômes
scindés de degré au plus p− 1. Soit P un polynôme scindé unitaire de racines α1, . . . , αp, il s’écrit P =
R(X− αp) avec R = (X− α1) · · · (X− αp−1) scindé de degré p− 1. On a donc d’après la proposition
précédente Res(P, Q) = Res(R(X− αp), Q) = Res(R, Q)Res(X− αn, Q) =

(
Q(α1) · · ·Q(αp−1)

)
Q(αp)

en utilisant l’hypothèse de récurrence.
Donc la première formule est vraie.
Si de plus Q = bq ∏

q
j=1(X− β j) alors Res(P, Q) = aq

p ∏ i = 1pQ(αi) = aq
pbp

q ∏
p
i=1 ∏

q
j=1(αi− β j). ✓

On peut généraliser la définition de discriminant comme suit.
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Définition B.26. Soit P ∈ K[X]. On définit le discriminant de P par

Disc(P) = (−1)p(p−1)/2a−1
p Res(P, P′).

Remarque. Si P est scindé de racines α1, . . . , αp dans K, alors

Disc(P) = (−1)p(p−1)/2a2p−2
p ∏

i 6=j
(αi − αj) = a2p−2

p ∏
i<j

(αi − αj)
2.

On constate que pour ap = 1 on retrouve la définition précédente du discriminant.

Corollaire B.27. Soit P ∈ K[X]. Les polynômes P et P′ sont premiers entre eux si, et seulement si,
Disc(P) 6= 0.

En particulier, si P est scindé sur K, alors P n’a que des racines simples si, et seulement si,
Disc(P) 6= 0.
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