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Préambule

Ce texte constitue un support de cours. La version distribuée en cours ne contient pas de
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> Une étude des groupes finis, de certains résultats de classification et des outils pour les
établir.

> De l'arithmétique dans les anneaux et les anneaux de polyndmes a plusieurs indétermi-
nées.

Ce document contient inévitablement des erreurs et fautes de frappe, merci de me les
signaler.
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Premiere partie :

Groupes






CHAPITRE 1.

Groupes : rappels et compléments

Les pages qui suivent fournissent des rappels et compléments sur les groupes. Pour plus
de détails, on consultera le polycopié de L3.

I. PREMIERES DEFINITIONS

Définition 1.1. Un groupe G est un ensemble non vide muni d'une loi x: G X G — G véri-
fiant :

(1) V(x,v,2z) € GPonax* (y*z) = (x *y) * z (associativité).

(2) de c GtelqueVx € Gonax xe = e*x = x (élément neutre).

(3) Vx € G, I% € g tel que X x x = x x X = e (inverse ou symétrique)

Side plus x xy = y * x pour tout (x,y) € G2, alors on dit que G est abélien (ou commutatif).

Exercice. Montrer 1'unicité de 1’élément neutre d"un groupe, ainsi que 'unicité de 'inverse
d’un élément.

Correction. > Soient e et ¢/ deux éléments neutres de G. Alors e = e¢/ = ¢’ puisque ce sont
des éléments neutres.

> Soit x € G et soient x; et xp deux inverses de x. Alors xx; = e = xx donc, en multipliant
a gauche par x; on obtient x;xx; = x1xx; et donc x; = xp puisque x1x = e. v

On passera tout de suite aux habituels abus de notation : x * y = xy pour la loi, e = 1 pour
I’élément neutre et ¥ = x ! pour l'inverse ou, dans le cas d"une loi additive, x x y = x 4y,
e=0etxX = —ux.

Exemples. (1) (Z,+) est un groupe abélien.

(2) Soit E un ensemble. L'ensemble des bijections de E dans E est un groupe pour la loi de
composition. Il est noté Sg et il est appelé groupe symétrique de E.
Soit n € IN*. Le groupe symétrique de 'ensemble E = {1,...,n} = [1;n] est noté S,. Si
n > 3, alors S, n’est pas abélien.

(3) Le groupe linéaire GL,,(C) = {M € M, (C) | det(M) # 0} est un groupe pour le produit
des matrices. Il n’est pas abélien si n > 2 (exercice).

(4) (C*,-) (= (GL1(C), -)) est un groupe abélien.

Définition 1.2. Soient G et G’ des groupes. Un morphisme de groupes f: G — G’ est une
application f telle que pour tout (x,y) € G>ona f(xy) = f(x)f(y).

L’ensemble des morphismes de groupes de G dans G’ est noté Hom(G, G').

Un endomorphisme de groupes est un morphisme de groupes d’un groupe dans lui-méme.
L’ensemble des endomorphismes de G est noté End(G) = Hom(G, G).



Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Les groupes G et G’ sont dits isomorphes s'il
existe un isomorphisme de G vers G'. On note alors G = G'.

Un isomorphisme de G dans lui-méme est appelé automorphisme. L'ensemble des automor-
phismes de G est noté Aut(G).

On cherche a classifier les groupes a isomorphisme pres.

Exercices. (1) Démontrer que la composée de deux morphismes de groupes est encore un
morphisme de groupes.

Correction. Soient f et ¢ deux morphismes de groupes de G dans G'. Alors pour tout

(x,y) € GPonago f(xy) = g(f(x)g(y)) = g(f(x))g(f(y)) = (g° f(x))(g° f()) dor\l/c

g o f est bien un morphisme de groupes.

(2) Démontrer que I’ensemble des automorphismes d'un groupe est un groupe (pour la loi
de composition; on doit donc démontrer en particulier que la bijection réciproque d'un
isomorphisme est encore un morphisme de groupes).

Correction. Démontrons que Aut(G) est un sous-groupe du groupe symétrique Sg.

4+ Aut(G) n’est pas vide puisque idg € Aut(G).

4+ Soit f € Aut(G). Il faut démontrer que la bijection réciproque f~! est dans Aut(G);
c’est déja une bijection, il suffit de démontrer que c’est un morphisme de groupes.
Soit (g,¢") € G?etsoit (h,h') € G*telque f(h) = get f(W') = ¢'. Alors f~1(g)f~1(¢') =
hi'.Or f(hi') = f(h)f(K) = g¢' donc, puisque f est une bijection, hh' = f~1(gg’).
Ainsi, f~! est bien un morphisme de groupes.

4 On a déja vérifié que si f et g sont dans Aut(G) alors f o g € End(G); de plus, f o g est
une bijection donc f o g € Aut(G). v

Exemple. Le déterminant, det: GL,(C) — C¥, est un morphisme de groupes.

Définition 1.3. Un sous-groupe d’un groupe G est une partie non vide H de G telle que H est
un groupe pour la loi induite par celle de G.
Un sous-groupe H de G est dit propre s'il vérifie {1} S H & G.

Proposition 1.4. Soit H une partie d'un groupe G. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) H est un sous-groupe de G.

(2) H n’est pas vide et pour tout (x,y) € H> onax~! € Hetxy € H.
(3) H n’est pas vide et pour tout (x,y) € H2, ona x 'y € H.

(4) H n’est pas vide et pour tout (x,y) € H2, ona xy ! € H.

Démonstration. Le fait que H n’est pas vide est contenu dans tous les points (1)—(4).

> (1)=(2). Par hypotheése, la restriction de la loi de groupe G x G — G induit une loi de
groupe H x H — H. On en déduit que si (x,y) € H? alors xy € H, que H posséde un
élément neutre 1y et que tout x € H admet un inverse dans H, noté x.
Soit x € H. Alors 1 = xx™ ! = x1pyx~! = x¥xx! = 1yl = 1y donc 1 € H et c'est
I’élément neutre de H.
Enfin, X est un inverse de x dans G puisque xX = Xx = 1y = 1 donc, par unicité de
l'inverse d’un élément (dans G),onax~! = ¥ € H.

> (2)=>(3). Soit (x,y) € H? On sait que x~! € H puis, comme H est stable par produit et
(x7',y) € H%, onax 'y € H.
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> (3)=>(4). Soit (x,y) € H?. Alors1 = x~'x € Hdonc (x,1) € H*doncx~! = x~11 € H par
hypothese, et de méme y~! € H. On applique a nouveau I'hypotheése a (x~1,y~1) € H?
et on obtient xy~! = (x~1)~ly~1 € H.

> (4)=(1). Puisque H n’est pas vide, on peut prendre x € H. Alors (x,x) € H? donc 1 =
xx~! € H. De plus, pour tout x € Hona x € G donc 1x = x = x1. On en déduit que H
possede un élément neutre.
Soit x € H. Alors (1,x) € H? et on en déduit que x ! = 1x~! € H, c’est-a-dire que
l'inverse de x dans G est en fait dans H. Puisque xx~! = 1 = x~x (dans G), on en déduit
que x posséde un inverse dans H.
Soit maintenant (x,y) € H?. D’apres ce qui précede, (x,y~!) € H>doncxy = x(y~1)~1 €
H.
La restriction de la loi de G a H x H induit donc une loi sur H. Cette loi est associative
comme celle de G.
Donc H est un groupe pour la loi induite par G. v

Exemples. (1) On a la suite de sous-groupes : (Z,+) C (Q,+) C (R,+) C (C, +).
(2) Soitn € Z. Alors nZ = {na | a € Z} est un sous-groupe de Z.

On connait en fait tous les sous-groupes de Z.

Proposition 1.5. Soit H un sous-groupe de Z. Alors il existe un unique n € IN tel que H =
n4.

Démonstration. Si H = {0}, le résultat est clair (on prend n = 0).

Supposons donc que H # {0}. Alors H contient un élément non nul, et quite a le rem-
placer par son opposé, on peut le supposer strictement positif (H est un sous-groupe de Z,
donc sia € H, alors —a € H). Soit alors n = min{a € H | a > 0} € IN*. Montrons que
H = nZ.

Puisque n € H, on a évidemment nZ C H (récurrence et stabilité de H par passage a
I'opposé).

Démontrons que H C nZ. Soit a € H. On effectue la division euclidienne de a par n : il
existe (q,7) € Z x N tels quea = ng+ravec0 < r < n. Comme n € H, ona nq € H donc
r = a —nq € H. Par minimalité de n, on en déduit que r = 0. Donc a € nZ et finalement
H = nZ.

Enfin, vérifions 1'unicité du nombre entier n € N tel que H = nZ. C’est clair si H = {0}.
Si (n,m) € (IN*)? sont tels que nZ = H = mZ, alors n | m et m | n (dans IN*), ce qui donne
m = n et 1'unicité de n. v

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 1.6. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

(1) Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'. En particulier
Im f = f(G) est un sous-groupe de G'.

(2) Si H' est un sous-groupe de G/, alors f~!(H’) est un sous-groupe de G. En particulier
Ker f = f~1({1¢/}) est un sous-groupe de G.

Démonstration. Exercice.
(1) Le sous-groupe H n’est pas vide donc f(H) n’est pas vide.
Soit (k, k') € f(H)? Nl existe (h,h') € H* tel que k = f(h) etk’ = f(I'). Alors k(K')~! =
FF() = f(h() 1) € F(H) car h(W) " € H.
Donc f(H) est un sous-groupe de G'.
Enfin, Im f = f(G) est donc un sous-groupe de G’ puisque G est un sous-groupe de G.
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(2)Ona f(1g) = 1g € H' donc 1 € f~1(H').
Soit (u,v) € (f~Y(H'))?. Alors f(u) € H' et f(v) € H' donc f(u)f(v)~' € H' et donc
f(uv~1) € H' car f est un morphisme de groupes. On en déduit que uv—! € f~1(H').
Donc f~1(H’) est un sous-groupe de G. C’est le cas en particulier de Ker f = f~1({1¢c/})
puisque {15/} est un sous-groupe de G'. v

II. CLASSES MODULO UN SOUS-GROUPE

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On définit une relation sur G :
xRy <= x 'ye H.

C’est une relation d’équivalence (exercice).
En effet :

> soit x € G. Alors x " 'x = 1 € H (car H est un sous-groupe de G) donc xRx. Donc R est
réflexive.

> soit (x,y) € G2 tel que xRy, c’est-a-dire x 'y € H. Alors, puisque H est un sous-groupe de G,
y~lx = (x"'y) 7! € H et donc yRx. Donc R est symétrique.

> soit (x,y,z) € G3 tel que xRy et yRz, c’'est-a-dire x 'y € H et y~'z € H. Puisque H est un
sous-groupe de G, il est stable par produit donc x 'z = (x~'y)(y~'z) € H et donc xRz. Ainsi,
R est transitive.

La classe d’équivalence d"un élément x pour la relation d’équivalence R est I'ensemble
xH = {xh | h € H} (exercice), qui est appelée classe a gauche modulo H de x.

Vérifions que xH est bien la classe d’équivalence de x. Si h € H, alors xhRx car x ! - xh =
h € H, donc xH est contenu dans la classe d’équivalence de x. Réciproquement, soity € G
tel que yRx. Posons h = x "'y € H. Alors y = xh € xH.

L'ensemble des classes a gauche modulo H est noté G/H.

Remarque. Deux classes a gauche modulo H ont le méme cardinal, qui est le nombre d’élé-
ments |H| de H lorsque H est fini. En effet, pour tout x € G l'application H — xH définie
par h — xh est une bijection, de bijection réciproque xH — H définie par y — x~1v.

Définition 1.7. (1) Soit G un groupe fini. L'ordre de G, noté |G|, est le cardinal de G.
(Remarque : on notera aussi | X| le cardinal d’un ensemble fini X dans ce cours.)

(2) Soit H un sous-groupe de G. Si G/ H est fini, I'indice de H dans G, noté |G : H|, est le cardinal
de l'ensemble G/ H.

Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme 1.8 (Théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de
G.Ona
|G =[G+ H] |H|.

En particulier, 'ordre d"un sous-groupe divise 1’ordre du groupe.

Démonstration. Soit (x;);c; une famille de représentants distincts des classes a gauche mo-
dulo H.Ona G = Ujerx;H et x;H N xjH = @ sii # j. Alors card(I) = [G : H] et comme
|x;H| = |H| pour tout i € I, on trouve bien que |G| = card(I)|H| = [G : H]|H]|. v
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III. SOUS-GOUPES NORMAUX

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Peut-on munir 'ensemble G/H d’une
structure de groupe induite par celle de G? La notion de sous-groupe normal permet de
répondre précisément a cette question.

Pour x € G, onnote xHx ! = {xhx™ | h € H} et Hx = {hx | h € H}.

Définition 1.9. Un sous-groupe H C G est dit normal dans G (ou distingué dans G) si pour
tout x € G,ona xHx~' = H. On note H < G lorsque H est normal dans G.

Remarques. (1) Pour montrer qu’un sous-groupe H est normal dans G, il suffit de montrer
que xHx~! C H pour tout x € G.
En effet, supposons que pour tout x € G on a xHx~! C H. On doit démontrer que pour
touty € G,ona H C yHy . Soitdoncy € G.Pourtouth € H,onak = y lhy €
y~1Hy C H.On en déduit que h = yky~! € yHy ! et donc que H C yHy 1.

2QQH<G <= Vx e G, Hx = xH.

(=) Supposons que H est normal dans G. Fixons x € G. Soity € xH, alorsil existe h € H
tel que y = xh. Par hypotheése ona xhx~! € xHx ! = Hdoncy = xh = xhx ! - x €
Hx etonaxH C Hx. L'autre inclusion se démontre de méme.

(<) Supposons que pour tout x € G ona xH = Hx. Soit x € G. Soity € xHx L. Il existe
h € Htel quey = xhx~1. Or xh € xH = Hx donc il existe k € H tel que xh = kx et
on en déduit que y = xhx~! = kxx~! = k € H et donc que xHx~! C H. On conclut
en utilisant la remarque (1).

Exemples. (1) On a toujours {15} <G et G<G.
(2) Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont normaux.

(3) Soit G un groupe et soit Z(G) = {x € G | Vy € G, yx = xy}. Alors Z(G) est un sous-
groupe normal (et abélien) de G, appelé le centre de G.

Les résultats suivants sont souvent utiles. Les preuves sont laissées en exercice.

Proposition 1.10. Soit G un groupe et soient H un sous-groupe de G et K un sous-groupe
de H.

(@) Si K<G alors K< H (mais H peut ne pas étre normal dans G).
(b) On peut avoir K < H et H < G sans que K ne soit normal dans G.

Démonstration. Exercice.

(@) Soitk € Ketsoith € H. Alors h € G donc par hypothese hkh~! € K. On en déduit que
K<H.

On a bien str des exemples triviaux ott K < G mais H n’est pas normal dans G, par
exemple G = Sy, K= {id} <S4, H = {id; (1 2)}.

Autre exemple : G = S4, K = V; = {id;(12)(34);(13)(24);(14)(23)} et H = V4 U
{(12);(34);(1423);(1324)}. Alors Vy<Sy, carsic = (i j)(k £) € VyetT € S4
alors tot! = (i j)t t(k O)T! = (z(i) 7(j))(z(k) T(£)) € V4 (voir le lemme 5.2).
(Remarque : si on le vérifie sans le lemme 5.2, on peut se contenter de prendre les transpositions
pour T car elles engendrent Sy.) 1l faut vérifier que H est un sous-groupe de G (on peut
le vérifier directement ou par exemple anticiper et remarquer que H = V4L avec L =
{id; (12)} et V4 < Sy et utiliser la proposition 1.33). Enfin, H n’est pas normal dans Sy car
(12) € Hmais (13)(12)(13)"!=(23) ¢ H.
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(b) On considere, dans Sy, les sous-groupes G = Ay (groupe alterné), H = V} et le sous-
groupe K = {id; (12)(3 4)}. On a vu ci-dessus que V; est normal dans S; donc dans Ay.
De plus, Vj est abélien donc K est normal dans Vj. Cependant, K n’est pas normal dans
Agcar (123)(12)(34)(123)"1=(14)(23) ¢ K. v

Proposition 1.11. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe tel que [G : H] = 2. Alors
H<G.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans G. Il y a donc deux classes a gauche modulo H dans
G qui forment une partition de G; 'une d’elles est H, notons l'autre gH pour un g € G\ H.
On doit démontrer que pour tout x € G on a xHx~! C H. Démontrons-le d’abord pour
x=g.

Soity € gHg ! Posons y = ghg ™' avech € H. On sait quey € Houy € gH.Siy € gH,
alors ¢~y € H donc hg! = ¢ '¢hg™! = ¢~y € H, par conséquent ¢~! € H et enfin
¢ € H : on a obtenu une contradiction. Donc y € H et par suite gHg ' C H.

Soit maintenant x € G quelconque. Si x € H, il est clair que xHx~! C H. Supposons
donc que x € gH et posons x = gh pour un h € H. Soit y € xHx !, il existe k € H tel
que y = xkx~!. On en déduit que y = ghkh~'¢~! € ¢Hg™! C H. Finalement on a bien
xHx"! C H.

On a donc démontré que H est normal dans G. v

Proposition 1.12. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.
(1) Soit H' «G’. Alors f~!(H') < G. En particulier Ker f < G.
(2) Soit H< G. Alors f(H) < f(G) = Im f.

Démonstration. Exercice.

(1) Soit (h,8) € f~1(H') x G. Alors f(ghg™") = f(g)f(h)f(g)~" € H' car f(h) € H' et
H' <G, donc ghg! € f~1(H’). Donc f~!(H') est normal dans G.

(2) Soit (¢', 1) € f(G ) f(H). Il existe donc (¢,h) € GXx Htelque g’ = f(g) eth’ = f(h).
On aalors ¢'h(¢") ™' = f(g)f(W)f(g)~! = f(ghg™!). Or H< G donc ghg~! € H et donc
¢'h(¢") 1 € f(H). Donc f(H) est normal dans f(G). v

Exercice. SoitSL, (C) = {M € GL,(C) | detM = 1}. Montrer que SL, (C) <GL,(C).

Correction. Le groupe SL, (C) est le noyau du morphisme de groupes det: GL,(C) — C*. 1l
est donc normal dans GL,(C). v

On répond maintenant a la question initiale.

Théoréme 1.13. Soient G un groupe et H < G. Soit t: G — G/ H la surjection canonique
qui associe a un élément x de G sa classe a gauche xH modulo H. Il existe sur G/H une
unique structure de groupe telle que 7t soit un morphisme de groupes.

Démonstration. Soit x € G, par définition 71(x) = xH. Puisque 7t doit étre un morphisme de

groupes, la seule structure possible est xH.yH = 7(x)7(y) = nt(xy) = xyH. On vérifie que

cette loi est bien définie (si xYH = x'H et yH = y'H, alors xyH = x'y'H) et qu’elle fait de

G/ H un groupe (exercice).

> Soit (x,x',y,y') € G*tel que xH = x¥’H etyH = y'H. Alors x 'x’ € Hety 'y’ € H.
Posons i = x !x’ etk = y~'y/. On a donc ' = xh ety = yk donc (xy) ' (x'y') =
y~'x~lxhyk = y~'hyk. Or H est normal dans G, donc y~'hy € Hetdoncy'hyk € H.On
en déduit donc que les classes de xy et de x'y’ sont les mémes, c’est-a-dire xyH = x'y'H.
Donc la loi est bien définie.
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> La loi est associative : (xH.yH).zH = xyH.zH = (xy)zH = x(yz)H = xH.(yH.zH) poru
tout (x,y,z) € G puisque la loi de G est associative.

> Il y a un élément neutre pour la loi, qui est H = 71(1); en effet, xH.H = (x1)H = xH =
(1x)H = H.xH pour tout x € G.

> Tout élément xH € G/H avec x € G posseéde un inverse dans G/ H, qui est x ' H.

Donc G/H est bien un groupe pour cette loi. De plus, il est clair que 7t est alors un mor-
phisme de groupes (la loi a été construite pour cela). v

Remarque. Lorsque G/H est un groupe, la classe (a gauche) modulo H de x est souvent
notée x.

Exemple. Soit n € IN*. L'ensemble des classes (a gauche) modulo n dans Z est Z/nZ =
{0,...,n—1}. C’est un groupe d’ordre 7 et la loi du groupe est définie par k +1 = k+1,
pour tout (k,1) € Z2.

Remarque. Dans le théoreme précédent, on a H = Ker 7.

Il découle donc des deux derniers résultats qu'un sous-groupe H d’un groupe G est nor-
mal dans G si, et seulement si, il existe un morphisme de groupes f: G — G’ tel que
H = Ker f.

Théoréme 1.14. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

1. (Théoreme de factorisation) Soit H < G tel que H C Ker f. Alors il existe un unique mor-
phisme de groupes f: G/H — G’ tel que f ot = f (o t: G — G/H est la surjection
canonique).

G f

BN ¢
7

"c/H
2. (Premier théoréeme d’isomorphisme) Le morphisme f induit un isomorphisme
f:G/Ker f — Imf.

Démonstration. (1) Soity € G/H. Puisque 7 est surjectif il existe x € G tel que y = 7t(x). Par
hypothese, on doit avoir f(y) = f(7t(x)) = f(x). Nous devons donc poser f(y) = f(x)
pour un x € G tel que 71(x) = y. On en déduit en particulier que si f existe, il est unique.
Cependant la définition de f semble dépendre du choix de x. Vérifions que ce n’est pas le
cas. Soit X' € G tel que 7t(x") = y. Alors 71(x) = 7(x') donc x'x’ € Kerm = H C Ker f,
donc 1 = f(x ') = f(x)7"1f(x") et donc f(x) = f(x'). On a vérifié que f est bien
définie.

Vérifions que f est un morphisme de groupes. Pour (x,x’) € G?> on a f(rt(x)m(x')) =

f(r(xx")) = f(xx') = f(x)f(x") = f(r(x))f(rt(x')) donc f est bien un morphisme de
groupes.

(2) On applique (1) 8 H = Ker f. On obtient donc un morphisme f: G/ Ker f — G/, qui
est par construction a valeurs dans Im f; de plus, pour tout y € Im f, il existe x € G
tel que y = f(x) = f(nt(x)) donc f: G/Kerf — Im f est surjective. Déterminons
maintenant Ker f. Soit y € Ker f, il existe x € G tel quey = n(x) etona 1l = f(y) =
f(r(x)) = f(ne(x)) = f(x ) doncx € Kerf = H = Kermetdoncy = m(x) = 1.Ona
donc Ker f = {1} et donc f est injective et par conséquent c’est un isomorphisme. v

Exercice. Montrer que GL,(C)/SL, (C) = C*.
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Correction. On considere le morphisme de groupes det: GL,(C) — C*. Il est surjectif (par

exemple, tout élément x € C* est I'image de (g I 0 1) ). Son noyau est SL,, (C). On en
n—

déduit donc grace au premier théoréme d’isomorphisme que det induit un isomorphisme

GL,(C)/SL, (C) = C*. v

Théoreme 1.15. (Théoreme de correspondance)

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe normal de G. Alors la surjection canonique
nm: G — G/H induit une correspondance bijective entre les sous-groupes de G contenant
H (resp. les sous-groupes normaux de G contenant H) et les sous-groupes de G/ H (resp. les
sous-groupes normaux de G/ H).

Démonstration. Soit K un sous-groupe de G avec H C K. Alors (K) = K/H est un sous-
groupe de G/H. Soit K* un sous groupe de G/H : alors 77~ !(K*) est un sous-groupe de G
qui contient H car H = 7~} ({1g,1}).

De plus, si K< G, alors 7(K) <7(G) = G/H, et si K* <G/H alors 71 (K*) < G.

Nous avons donc construit deux applications :

{sous-groupes (normaux) de G contenant H } =2 {sous-groupes (normaux) de G/H}
¥

K +— n(K)=K/H
7 Y(K*) <+— K

Vérifions que ce sont des bijections réciproques.

Ona K C 1 (7t(K)) = ®(¥(K)). De plus, soit x € w1 (7r(K)). Alors il existe y € K tel
que 7(x) = 7(y), donc x € yH. Comme H C K, ona x € K etainsi K = 77~ 1(7t(K)). Donc
PoV¥Y =id.

L'égalité K* = (71— 1(K*)) provient de la surjectivité de 7t (c’est purement ensembliste).
Onadonc ¥ o ® =id.

On a bien les correspondances bijectives annoncées. v

Définition 1.16. Un groupe non trivial G est dit simple si ses seuls sous-groupes normaux sont
{1} et G.

Cette notion est importante pour la raison suivante. Supposons que 1’on essaie de classi-
tier les groupes finis par récurrence sur leur ordre. Si un groupe fini G n’est pas simple, il
contient un sous-groupe normal H tel que 1 < |H| < |G|, etonaaussil < |G/H| < |G]|.
Alors, par hypothese de récurrence, on connait les groupes H et G/H, et on peut espérer
reconstruire G a partir de ces groupes (méme si c’est souvent difficile en pratique).

Les groupes simples sont les groupes auxquels on ne peut pas appliquer cette méthode,
et pour cette raison on les considere comme les « briques élémentaires » a partir desquelles
on construit les autres groupes.

IV. PARTIES GENERATRICES, GROUPES CYCLIQUES

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 1.17. Soit G un groupe. Une intersection de sous-groupes de G (resp. de sous-
groupes normaux de G) est un sous-groupe de G (resp. un sous-groupe normal de G).

Démonstration. Exercice.
Soit (H;)ecr une famille quelconque de sous-groupes de G. Posons H = ﬂ H;.
i€l
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Puisque H; est un sous-groupe de G pour touti € [, onal € H; pour touti donc1 € H.

Soit (x,y) € H2. Alors, pour touti € I, ona (x,y) € H;. Puisque H; est un sous-groupe de
G, x 'y € H; pour touti € I. Donc x 'y € H et H est bien un sous-groupe de G.

Supposons de plus que H; < G pour tout i € I. Soit (g,h) € G x H. Alors h € H; pour tout
i € I donc ghg~! € H; pour touti € I et donc ghg~! € H. Donc H est normal dans G. v

Ce résultat permet d’introduire la définition suivante.

Définition 1.18. Soit G un groupe et soit S une partie de G. On note (S) l'intersection de tous
les sous-groupes de G contenant S. C’est un sous-groupe de G appelé sous-groupe de G engendré
parS.

Si G = (S), on dit que G est engendré par S.

La terminologie utilisée dans cette définition est justifiée par le résultat suivant, dont la
preuve est laissée en exercice.

Proposition 1.19. Le sous-groupe (S) est le plus petit sous-groupe de G qui contient S (au
sens oul tout sous-groupe de G qui contient S contient (S)), et

(S) ={x1-+-xn | x; € Soux; ! €S}

Démonstration. Exercice.

> Soit {H; | i € I} I'ensemble des sous-groupes de G contenant S. Alors (S) = (| H; par
définition. “
Soit H un sous-groupe de G contenant S. Alors H est 1'un des H; donc (S) C H. Par
conséquent, (S) est bien le plus petit sous-groupe de G contenant S.

> Notons H = {x1...x, | x; € Soux; ' € S}. C’est une partie de G qui contient S et qui
en particulier n’est pas vide. Vérifions que c’est un sous-groupe de G. Soit (u,u’) € H>.
Alors on peut écrire w=xy-xyetu =x}-x} avec, pour tout (i,j), x; € Soux; ' €S
etx € Sou (x ) € S.On en déduit que u~'u’ = x; 1 x; x| - x}, € H car chaque
facteur ou son 1nverse est dans S. Donc H est un sous-groupe de G, qui contient H et
d’apres la premiére partie de la démonstration on en déduit que (S) C H.
Soit maintenant u € H et posons u = x; - - - X, avec, pour tout i, x; € S ou x; 135 0On
rappelle que (S) est un sous-groupe de G contenant S. En particulier, pour tout i on a
x; € (S) (six; € S c’estimmédiatetsix; ! € Salorsx; ! € (S) doncx; = (x; )1 € (S)).
On en déduit donc que u € (S) et donc que (S) = H. v

Exemples. (1) Soit n € IN*. Le groupe multlphcatlf jin des racines n'®™e de 1'unité (com-
plexes) est engendré par {w}, ol w =e ar, puisque p, = {W* | k € Z}.

(2) On rappelle que le groupe diédral D, est le groupe des isométries du plan affine eucli-
dien qui conservent un polygone régulier a n sommets. On a

Dy = { SS10<k<n—-1,0<(< 1}

. 2m :
ou r est la rotation d’angle — et de centre O, I'isobarycentre des sommets du polygone,
n

et s est la symétrie orthogonale par rapport a une droite passant par un sommet et par O.
On a les relations suivantes : 1" = 1,82 = 1 et stk = r" K.

La description des éléments de D, montre que le groupe diédral D, est engendré par
{r,s}.

En effet, il est clair que D, C ({r,s}). De plus, tout élément de ({r,s}) peut s’écrire sous
la forme r*s” grace a la relation sr* = r"~Ks. On effectue les divisions euclidiennes de u
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parnetdevpar2, quis'écriventu = gn+ketv =2t+/lavecO0 <k <n—-1let0 <l <1,
On en déduit que r*s? = (r")1rk(s?)!s" = rkst € D,,.

De plus, D, est d’ordre 2n. En effet, I'écriture d'un élément de D,, sous la forme r
avec 0 < k < net0 < £ < 1 est unique donc ces éléments sont deux a deux distincts.
Supposons le contraire, il existe alors k' € [0;1n — 1] et £/ € {0,1} tels que r*s* = r¥'s’’,
Si ¢ # (', on peut supposer par exemple que £ = 0 et ¢/ = 1 et on a alors ¥ ¥ = s;
mais s est une isométrie indirecte et 7 ¥ est une isométrie directe, on a donc obtenu une
contradiction. Donc £ = ¢ et on en déduit que r* = ¥ donc k = ¥ car r est d’ordre 7.

kgt

Le résultat suivant est souvent utile. La preuve est laissée en exercice.

Proposition 1.20. Soit f: G — H un morphisme de groupes et S une partie de G. Alors

f(8)) = (£(S))-

Démonstration. Exercice.

Puisque (S) est un sous-groupe de G, son image f((S)) est un sous-groupe de H. De plus,
S C (S) donc f(S) C f((S)). On en déduit que (f(S)) est un sous-groupe de f((S)).

Soit maintenant y € f((S)). Il existe x € (S) tel que y = f(x). On peut donc écrire
X = x1- X, avec, pour tout i, x; € Soux; ' € S.Onaalorsy = f(x1)--- f(x;) avec,
pour tout i, f(x;) € f(S) ou f(x;)"" = f(x;!) € £(S), doncy € (f(S)) et par conséquent

1

f(S)) = {f(S) v
Si S = {x}, onnote (x) = ({x}) etona (x) = {x" | n € Z}.

Définition 1.21. Soit G un groupe et soit x € G. On dit que x est d’ordre fini s’il existe n € IN*
tel que x™ = 1. L'ordre de x, noté o(x), est alors le plus petit nombre entier n € IN* tel que
x" =1

Remarque. L'élément neutre est le seul élément d’ordre 1 d"un groupe.

Exemple. Soit G un groupe fini et soit x € G. Alors x est d’ordre fini avec o(x) < |G|. En
effet si n = |G|, le sous-ensemble {1, x,...,x"} de G posséde nécessairement deux éléments
égaux : il existe (i,j) € [0;n]? aveci > j tel que x' = «/, ce qui donne x'~/ = 1 avec
0 <i—j< n doulerésultat.

Le résultat suivant donne les principales propriétés de 1’ordre d"un élément.

Proposition 1.22. Soit G un groupe et soit x € G.

(1) Soit m € Z* tel que x™ = 1. Alors x est d’ordre fini et o(x) | m.

(2) Soit x € G un élément d’ordre fini. Alors x ! est d’ordre fini et o(x 1) = o(x).
(3) Si x est d’ordre fini, alors |{x)| = o(x).

(4) Si G est fini, alors x/Cl = 1 eto(x) | |G|.

Démonstration. (2) Notons d = o(x). Puisque x et x~! commutent, (x 1)4 = (x~1)4x4 =
(x~'x)4 = 1 donc x~! est d’ordre fini et o(x ') < d = o(x) par définition. En appliquant
celaa x~!, on obtient o(x) = o((x~1)7!) <o(x!) et finalement o(x ) = o(x).

(1) Sim > 0, alors x est d’ordre fini par définition. Si m < 0, alors x~"x™ = x ="M = V=1
donc x~™ = (x™)~! = 1avec —m > 0 donc x est d’ordre fini.

On effectue la division euclidienne de m par o(x), il existe donc des nombres entiers g et
ravec 0 < r < o(x) tels que m = o(x)g +r. Alors 1 = x™ = (x°())9x" = x”, donc r = 0 et
on a le résultat.
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(3) Posons n = o(x). Montrons que {1, x,...,x" '} = (x). Linclusion {1,x,...,x" 1} C (x)
est claire. Soita € (x), alors a = x™ pour m € Z. La division euclidienne de m par n dans
Z donnem = ng+r,avec0 < r < n.Donca = x"*" = (x")x" = x"eta € {1,...,x" 1},
Finalement il est clair, puisque o(x) = n, que 'ensemble {1,x,...,x" "1} possede bien n
éléments distincts.

(4) On sait que o(x) = |(x)| donc le théoréme de Lagrange assure que |G| = o(x)m pour un
m € IN*. Alors x/6| = (x°())ym = 1, v

On étudie maintenant le produit d’éléments d’ordre fini. On ne peut rien dire en toute géné-
ralité, mais on a le résultat suivant.

Proposition 1.23. Soient a et b des éléments d’ordres finis d"un groupe G tels que ab = ba.
(1) ab est d’ordre fini avec o(ab) | ppcm(o(a),o(b)).

(2) Si (a) N (b) = {1}, alors o(ab) = ppcm(o(a),o(b)).

(3) Sipged(o(a),o(b)) =1, alors o(ab) = o(a)o(b).

(4) Soit r € IN. Alors o(a") = %-

Démonstration. Comme ab = ba, on a (ab)™ = a™b™ pour tout nombre entier m. Notons

p=o(a),q=o(b).

(1) Soit = ppcm(p, q), alors il existe des nombres entiers r et s tels que 4 = rp = sq. On a
donc (ab)* = (aP)"(b7)° = 1, donc ab est d’ordre fini et o(ab) | p.

(2) Soit m € IN* tel que (ab)™ = 1. Alorsa™ = b~ € (a) N (b) = {1}, donca™ =1etb™ =1
etdonc p | metq | m; on en déduit que m est un multiple de p et de g et donc que u | m.
On applique cela a m = o(ab), et on conclut en utilisant (1).

(3) (a) N (b) est un sous-groupe de (a) et de (b), donc |(a) N (b)| divise a la fois |(a)] et |(b)]
qui sont premiers entre eux. Ainsi (a) N (b) = {1} et on applique (2) (avec ppem(p, q) =
pa)-

(4) Soit d = pged(p,r). Posons p = dp’ et r = dr’ avec (p/,7') € (N*)? et pged(p/,7') = 1.
Ona (a")V' = a®'?" = (a?)" =1, donco(a”) | p'. Soit m € N* tel que (a’)" = 1. Alors p
divise rm, donc en divisant par d on obtient p’ | 'm donc d’apres le lemme de Gauss, p’
divise m. En appliquant cela a m = o(a"), on en déduit que p’ divise o(a") et finalement
queo(a’) =p' = E. v

Exercice. Donner un exemple de groupe G contenant des éléments d’ordres finis a et b tels

que ab ne soit pas d’ordre fini.

Voir travaux dirigés

Correction. > Dans l’espace vectoriel euclidien R?, soit s1 (resp. s) la symétrie orthogonale
par rapport a la droite D; = vect{u;} (resp. D, = vect{uy}) avec D1 # Dj. Soit 6 = 27tx
I'angle (13, u1) avec x € R. Alors s; o s est la rotation r d’angle 26.

Les symétries s; et s sont d’ordre 2, fini. Cependant, r est d’ordre fini si, et seulement
si, 20 (ou, ce qui revient au méme, 6) est un multiple rationnel de 27t (c’est-a-dire que
x € Q).

11 suffit donc de choisir x € R\ Q.

Remarque : on peut aussi choisir x € Q pour obtenir s; o s, d’ordre fini mais tel que cet
ordre ne soit pas un diviseur de ppcm(o(s1),0(s2)) = 2; par exemple, avec x = %, soit
0 = %, larotation = s1 o s, est d’ordre 3.

> Autre exemple : dans GL; (IR ), les matrices A = ((1) (1)> etB = (192 %) sont d’ordre 2, mais

AB = (162 g) est d’ordre infini. ve
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On s’intéresse maintenant aux groupes dont la structure est la plus simple possible, a
savoir les groupes monogenes.

Définition 1.24. Un groupe est dit monogéne s'il est engendré par un de ses éléments. 1l est dit
cyclique s’il est monogene fini.

Remarque. Soit G un groupe monogene, posons G = (x). Soit H un groupe. Tout mor-
phisme de groupes f: G — H est entierement déterminé par f(x).
En effet, on sait que G = {x* | k € Z}, et si f est un morphisme de groupes on doit avoir

f(x*) = f(x)¥, donc il suffit de connaitre f(x) pour connaitre f.

Exemples. (1) Le groupe (Z, +) est monogene (de générateur 1).
(2) Pour n € IN¥, le groupe Z /nZ est cyclique d’ordre n, engendré par 1.

(3) Pour n € IN*, le groupe 1, des racines n'*™¢ de 1'unité (complexes) est cyclique d’ordre
2ir

2 s
n, engendré par w = e n .

Les exemples présentés plus haut fournissent une liste complete des groupes monogenes.

Théoréme 1.25. (Classification des groupes monogénes) Soit G un groupe monogene.
(1) Si G est infini, alors G est isomorphe a Z.

(2) Si G est cyclique (fini), alors il existe n € N* (n = |G]) tel que G soit isomorphe a Z/nZ.

Démonstration. Soit x € G un générateur de G et soit f: Z — G le morphisme de groupes
défini par f(k) = x* pour tout k € Z. Alors f est surjectif. Puisque Ker f est un sous-groupe
de Z, il existe n € IN tel que Ker f = nZ. Ainsi le premier théoreme d’isomorphisme assure
que f induit un isomorphisme Z/nZ = G.

Par conséquent, G est fini si, et seulement si, n # 0, et on a le résultat voulu. v

Notations. Pour n € IN* on note C, «le » groupe cyclique multiplicatif d’ordre (il est donc
isomorphe au groupe additif Z/nZ).

Si x est un générateur de C,, ona C, = {1,x,.. .,x”_l}, avec x" = 1letx! # 1 pour
1<i<n—-1.

Proposition 1.26. Soit n € N* et soit C, = {1,x,...,x" "'} le groupe cyclique d’ordre 7.

(1) Pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe de C,, d’ordre d ; ce sous-groupe
est cyclique, engendré par x* avec k = g

(2) Les générateurs de C,, sont les éléments x* avec pged(k, 1) = 1.

Démonstration. (1) Soitd un diviseur de 1 et soita = xk ox)

n n ngd(O(x)rk) o

pgcdmT) = T = d, donc (a) est un sous-groupe de C,, d’ordre d, et il est cyclique.

Supposons que H soit un sous-groupe de C, d'ordre d. Soit m =
min{¢ € [1;n—1] | x* € H}. Alors (x™) C H. Soit maintenant x' € H un élément
quelconque. Il existe des nombres entiers g et r avec 0 < r < m tels que t = qm +r.
On a alors x! = (x™)9x" donc x” € H et par définition de m on doit avoir r = 0. Donc
xt € (x™) etdonc H = (x™).

n dk

En particulier, x™ est d’ordre d = |H|. On a aussi o(x™) = pacd(nm) — peed(mm)’ donc

aveck = 5. Alorso(a) =

pged(n, m) = k et en particulier k divise m. On en déduit que x” € (x¥), donc H C (x*)
et finalement H = (x*) puisque les deux groupes ont le méme cardinal.
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(2) Un élément x* de C, engendre C, si, et seulement si, 0(x*) = n. Puisque o(x*) = pac c?(n,k) ,

on en déduit que xk engendre C,, si, et seulement si, pged(n, k) = 1. v

Théoréme 1.27. (Classification des groupes d’ordre premier) Soit G un groupe d’ordre p
premier. Alors G = Z/pZ.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Par hypothese, |G| = p > 2, donc il existe x € G avec x # 1. Alors |(x)| divise |G| = p
par le théoreme de Lagrange, donc puisque p est premier, |(x)| = p = |G| et donc G = (x).
Ainsi G est cyclique et le théoréme précédent permet de conclure. v

Théoreme 1.28. Soit G un groupe qui n’est pas trivial. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) G ne possede pas de sous-groupe propre.
(2) L'ordre de G est un nombre premier.

(3) G est cyclique d’ordre premier.

Démonstration. L'implication (3) = (2) est évidente et 'implication (2) = (1) est une consé-
quence immédiate du théoréme de Lagrange.

Montrons (1) = (3). Puisque G n’est pas trivial, il existe x € G avec x # 1. Le sous-
groupe (x) n’est pas réduit a {1}, donc (x) = G par (1). Donc G est monogene. Puisque Z
contient des sous-groupes propres, il suit du théoreme 1.25 que G = Z/nZ pourunn € IN*.
Si n n’est pas premier, alors il existe (a,b) € N? aveca > 1letb > 1 tels que n = ab. Alors
X" #A1lcarl <a <n, (x") =1et |[(x")| = o(x*) < b < n, donc (x*) est un sous-groupe
propre de G, ce qui contredit (1). Ainsi n est premier. v

Corollaire 1.29. Soit G un groupe abélien. Alors G est simple si, et seulement si, il existe un
nombre premier p tel que G = Z/pZ.

Démonstration. Dans un groupe abélien tous les sous-groupes sont normaux donc le théo-
réme est une conséquence directe du théoreme précédent. v

On termine le paragraphe par un résultat tres utile pour construire des morphismes de
groupes.

Théoreme 1.30. Soient G un groupe cyclique d’ordre n € IN*¥, x un générateur de G, H un
groupe et h € H tel que h" = 1. Alors il existe un unique morphisme de groupes f: G — H
tel que f(x) = h.

Démonstration. Soient u: Z — G et v: Z — H les morphismes de groupes définis par
u(k) = x* et v(k) = h* pour tout k € Z. Puisque x engendre G, u est surjectif, et puisque
o(x) = non a Keru = nZ, donc par le premier théoreme d’isomorphisme # induit un
isomorphisme ii: Z/nZ — G tel que ii(1) = x.

Puisque h" = 1, on a nZ C Kerv donc d’apres le théoréme de factorisation v induit un
morphisme de groupes 9: Z/nZ — H tel que 5(1) = h.

Alors f =70# ': G — H est un morphisme de groupes tel que f(x) = h.

L'unicité provient du fait que G = (x) (voir la remarque page 20). v
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V. PRODUIT DIRECT DE GROUPES

Il s’agit ici de décrire une opération qui permet construire de nouveaux groupes a partir
d’anciens : le produit direct de groupes.

Définition-Proposition 1.31. Soient G et G deux groupes. Alors I'ensemble G1 X Gy, muni de
la loi :

(x1,%2)-(y1, y2) = (x1y1, %2y2), ¥(x1,41) € Gf,¥(x2,12) € G,
est un groupe. L'élement neutre est (1g,,1c,) et l'inverse d'un élément (x,y) est (x~1,y~1). Le

groupe obtenu, noté Gy x G, est appelé le produit direct (ou tout simplement produit) de Gy par
Ga.

On s’intéresse tout d’abord au produit direct de groupes cycliques.

Théoréeme 1.32. (Théoréme chinois) Soient 1, m € IN*. Alors
Z/nZ X Z/mZ = Z/nmZ <= pged(n,m) = 1.

Démonstration. On va utiliser les notations multiplicatives. On doit donc
montrer :
Cy X Cpy = Cpyy <= pged(n,m) = 1.

Soient x un générateur de C, ety un générateur de Cy,. Calculons o((x",y*)) pour (r,s) € IN2.
Soienta = (x,1) etb = (y,1).On a (x",y°) = a"b° avec a’"b° = b%a" et (a") N (b°) = {1}. On
peut donc appliquer la proposition 1.23 :

o((x, ) = ppem(o(a’), o(b*)) = Ppcm(pgccf<(5<)a>,r>' pgco{)((c)b()b),s))

~ oem n m
~ PP pged(n, 1) pged(m,s) )
Par conséquent, si pged(n,m) = lonao((x,y)) = ppem(n, m) = nm, et puisque |Cy, X Cyy| =
nm, ce groupe est cyclique (engendré par (x,y)).
Réciproquement, si Cy; X Cy = Cpp, il contient un élément (x",y°) d’ordre mn. Ainsi

nm = ppcm(pgc(f(n r),pgco’l’zm s)> < ppem(n, m) < nm et donc ppem(n, m) = nm et enfin
pged(n,m) = 1. v
Remarque. Supposons que pged(n,m) = 1. On peut donner un isomorphisme explicite

Z/nZ xZ./mZ — Z./nmZ.

Pour k € Z, notons 7ty: Z — Z/kZ la projection canonique. Soit f: Z — Z/nZ x Z./ mZ
le morphisme de groupes défini par f(x) = (71, (x), 7T (x)).

Puisque f(nm) = (0,0), on a nmZ C Ker f. De plus, soit x € Ker f, alors 7, (x) = 0 donc
n | x et de méme m | x, donc puisque pged(n,m) = 1 on en déduit que nm | x et donc que
x € nmZ. Finalement, Ker f = nmZ.

Soit maintenant t = (71,(a), 7yu(b)) € Z/nZ x Z/mZ un élément quelconque, avec
(a,b) € Z2. Puisque pgcd(n,m) = 1, d’aprés le théoreme de Bézout il existe (u,v) € Z?
tel que un + vm = 1. Soit x = unb + vma. Alors

x=unb+ (1—un)a=un(b—a)+a
= (1—om)b+ovmb=ovm(a—b)+b
donc f(x) = (7tu(x), Tm(x)) = (7a(a), mm(b)) = t, donc f est surjectif.

Alors, par le premier théoreme d’isomorphisme, f induit un isomorphisme f : Z./nmZ. —
Z/nZ x 7./ mZ.
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_ Il est défini par f(7tum(x)) = (7a(x), Tu(x)) et sa bijection réciproque est donnée par
FYmu(a), T (b)) = (7tum(unb + vma)) ot (u,v) € Z? est tel que un + vm = 1.

On peut également démontrer la réciproque du théoréme en travaillant avec les groupes additifs.

Supposons qu’il existe un isomorphisme : Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ. On doit démontrer
que pged(n, m) = 1.

Notons &« = Yo mym: Z — Z/nZ x Z./mZ, soient p1: Z/nZ x Z/mZ — Z/nZ et
p2: Z/nZ x Z/mZ — Z./mZ les projections sur chacune des composantes et soient a1 = p;o
pour i € {1,2}. On vérifie facilement que
> Kera = Ker(7r) = nmZ (car  est injectif) ;
> Ker(a) = Ker(aq) NKer(az);
>y est surjectif (composée de deux surjections), Ker oy est un sous-groupe de Z, donc de la forme

uZ avec u € Z, donc grice au premier théoreme d’isomorphisme on a un isomorphisme Z./ uZ. =

Z./nZ, donc ces deux groupes ont le méme ordre, c’est- a-dire que u = n et finalement Ker(aq) =
nZz.

On en déduit que nmZ = Ker(x) = nZ NmZ, donc ppcm(n, m) = nm et donc pged(n,m) = 1.

Soient G et G, deux groupes. Alors G est naturellement isomorphe au sous-groupe G x
{1} de Gy X G; et G; est naturellement isomorphe au sous-groupe {1} x G, de G1 x Gy.

On se pose alors naturellement la question suivante : si G est un groupe et si H et K sont
des sous-groupes de G, quand a-t-on G = H x K?

La réponse sera fournie par le théoreme 1.34.

Notation. Soit G un groupe et soient H et K des parties de G. On pose HK = {hk | h €
H, k € K}.

Proposition 1.33. Soit G un groupe et soient H et K des sous-groupes de G.

(1) Si H et K sont finis, alors | HK| = %

(2) HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
(3) Si H< G ou K <G, alors HK est un sous-groupe de G.
(4) Si H <G et K< G, alors HK est un sous-groupe normal de G.

Démonstration. (1) On considere 'application m: H x K — HK, (x,y) — xy, qui est surjec-
tive par définition de HK.
Soit R la relation d’équivalence sur H x K définie par (x,y)R(x’,y’) <= xy =x'y’.On
note cl(x,y) la classe de (x,y) € H x K pour R.
Puisque m est surjective, elle induit une bijection (H x K)/R = HK (la classe d’équiva-
lence cl(x, y) est 'ensemble des antécédents de xy). Soient (x;, y;)1<i<r les représentants
distincts des diverses classes d’équivalence pour R, on a donc H x K = []/_; cl(xj,v;)
(réunion disjointe) et |(H x K)/R| = |HK| =r.
Soit (x,y) € H x K, déterminons le cardinal de cl(x, ). On construit une bijection

c(x,y) — HNK
() —x = y(y)
(xt,t7ly) «—t
Ainsi |H||K| = |H x K| = r|[HNK| = |HK||HNK]|.
(2) # Supposons d’abord que HK est un sous-groupe de G et montrons que HK = KH.

Soit x € HK, alors x~! € HK puisque HK est un sous-groupe de G. Donc il existe
(h,k) € H x K tel que x~! = k. On en déduit que x = (hk)~! = k~'h~! € KH. Donc
HK C KH.
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Pour 'autre inclusion, on remarque que H et K sont contenus dans HK donc, puisque
le sous-groupe HK est stable par produit, KH C HK.

4+ Supposons que HK = KH et montrons que HK est un sous-groupe de G. Soient x; et
x; deux éléments de HK. Il existe donc (hy,kq, o, ko) € (H x K)? tel que x; = hyk; et
Xy = hzkz.
Onax;' =k 'h;! € KH = HK.
De plus, k1hy € KH = HK donc il existe (h',k") € H x K tel que kihy = h'k/, donc
X1X2 = hikihok, = hll’llk/kz € HK.
Donc HK est un sous-groupe de G.

(3) Supposons que H < G. D’apreés (2), on doit démontrer que HK = KH.
Soit x € HK, il existe (h,k) € H x K tel que x = hk. Puisque H < G, on sait que k~'hk €
H, donc k~!'x € H et donc x = k(k~'x) € KH. Donc HK C KH. L’autre inclusion se
démontre de la méme maniere.
Si K < G, en échangeant les roles de H et K on en déduit que KH est un sous-groupe de
G et d’apres (2) HK = KH est donc un sous-groupe de G.

(4) Supposons que H < G et K < G. On sait d"apres (3) que HK est un sous-groupe de G. Soit

x € HK et soit ¢ € G. Il existe (h,k) € H x K tel que x = hk. On a alors gxg~! =
ghg~lgkg™' € HK car ghg™! € Het gkg™! € K. Donc HK < G. v

Le résultat qui suit est souvent utile dans les résultats de classification.

Théoreme 1.34. (Caractérisation du produit direct)
Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes de G. Supposons que :

(1) G = HK,
(@ HNK = {1},
3) HaGetK«G.

Alors G est isomorphe au produit direct H x K.

Démonstration. Montrons que 1’application m: H x K — G définie par m(x,y) = xy pour
tout (x,y) € H x K est un isomorphisme de groupes.

On commence par remarquer que pour tout (1,k) € H x K on a hk = kh. En effet,
hkh=1k=! = (hkh=')k=' € K car K< G et hkh k™' = h(kh='k~!) € H car H< G, donc
hkh k' € HNK = {1} et donc hkh 1k~ ! = 1.

Vérifions que m est un morphisme de groupes. Soient (h, k) et (h',k") deux éléments de
H x K. Alors en utilisant ce qui précede on a

m(h,kym(h', k") = hkh'k' = hlh'kk' = m(hh', kK').
L’application m est surjective par hypothese (1).

Enfin, soit (1, k) € Kerm. Alors hk = 1donch =k ! € HNKetdonch =letk ! = 1et
on en déduit que (h,k) = (1,1). Donc Kerm = {(1,1)} et donc m est injective. v

Voici des exemples d’application des résultats de ce paragraphe.

Exercice. Soit G un groupe fini contenant des sous-groupes normaux H et K tels que |G| =
|H||K| et pged(|H|, |[K|) = 1. Montrer que G = H x K. Voir travaux dirigés

Correction. Puisque pged(|H|, |K|) = 1, grace au théoreme de Lagrange 1'ordre du sous-
groupe HN K de H et de K divise |H| et |K| et on obtient |[HN K| =1donc HNK = {1}.
H||K
On a alors |HK| = ]’H!K‘\ = |H||K| = |G| donc HK = G.
Enfin, H < G et K < G par hypothese.
Donc G = H x K. v

24



Exercice. Montrer que si G un groupe abélien fini non trivial tel qu’il existe un nombre
premier p tel que x¥ = 1 pour tout x € G, alors il existe n € IN* tel que |G| = p" et
G = (Z/pZ)" (on pourra raisonner par récurrence sur |G|).

Remarque. Si p = 2, et si G est un groupe fini tel que x*> = 1 pour tout x € G, alors G est
automatiquement abélien. Voir travaux dirigés

Correction. Remarquons que pour tout x € G avec x # 1, onao(x) = pet (x) = Z/pZ.
Nous allons démontrer les deux points séparément.

> Montrons que 1'ordre de G est une puissance de p, par récurrence sur |G|. Notons que G

n’est pas trivial donc |G| > 2.

+ Initialisation. Si |G| =2, ona p =2 et |G| = 2.

+ Hérédité : soit d € IN*, d > 3 tel que |G| = d et tel que pour tout groupe fini abélien
non trivial H tel que |H| < d et x¥ = 1 pour tout x € H, il existe n € IN* tel que
[H| = p".

Soit x € G avec x # 1. Alors (x) est normal dans G car G est abélien et la projection
canonique 77: G — G/(x) est un morphisme surjectif de groupes abéliens de noyau
(x), donc |G| = [(x)||G/(x})|. Or |(x)| = pet|G/(x)| < |G| donc soit G/(x) = {1}
soit, par hypothese de récurrence, il existe n € IN* tel que |G/ (x)| = p". Dans les deux
cas, il existe n € N tel que |G/ (x)| = p™.
On en déduit finalement que |G| = p"*! avecn +1 € IN*.

> Démontrons par récurrence sur n € IN* tel que |G| = p" que G = (Z/pZ)".

4 Initialisation. Si n = 1, alors |G| = p premier et on sait que G = Z/pZ.

+ Hérédité. Soit n € IN* avec n > 2 tel que pour tout groupe abélien H d’ordre p"~! tel
que |H| < netx? =1pourtoutx € Hona H= (Z/pZ)" .

Soit x € G avec x # 1. Soit L = (x) = Z/pZ. Comme G est abélien, L < G.
Alors |G/L| = p"! donc par hypothése de récurrence il existe un isomorphisme
a: G/L — (Z/pZ)"'. Notons m: G — G/L la projection canonique. Pour tout
i entier avec 1 < i < n—1,soit e, = (0,...,0,1,0,...,0) € (Z/pZ)" ! avec
1 en i*me position. Alors {a"!(e1),...,a 1(e,—1)} engendre G/L car « est un iso-
morphisme. Pour tout i, choisissons g; € G tel que 7(g;) = a '(e;), on a donc
7((81s- 8n1)) = (1), ) (g0 1)) = (@ M(ex), o (en 1)) = G/L.
Ainsi, comme 7t est surjectif, H = (g1,...,9y—1) est un sous-groupe de G d’ordre au
moins |T(H)| = |G/L| = p"!. De plus, G est abélien et z” = 1 pour tout z € G donc
H={g/' g 1]0<u;<p—1},donc|H| < p"!donc|H|=p" L
Montrons que G = H x L. Puisque G est abélien, les sous-groupes H et L sont normaux
dans G. De plus, x est d’ordre p donc |L| = p etdonc |H||L| = p"~'-p = p" = |G]|.
Il reste donc a vérifier que HNL = {1}. Soity € HN L. Alors t(y) = 1. Puisque
y € H on peut écrire y = g{'--- ¢, avec u; € [0;p — 1] pour tout i. On a donc
0=a(l) =a(n(y)) = 20 wie; = (1,...,1y—1), donc u; = 0 dans Z/pZ pour tout
i,donc p | u; pour tout i et donc u; = 0 pour touti. On obtienty = 1. Donc HNL = {1}.
On en déduitque G = H x K= (Z/pZ)" ' x Z/pZ = (Z/pZ)".

> Remarque finale : cas p = 2. Soit G un groupe fini tel que pour tout x € G ona x> = 1.

Notons que pour tout x € G onadonc x = x~ 1.

Soit (x,y) € G2. Alors xyx'y~! = xyxy = (xy)? = 1 donc xy = yx.

Donc G est abélien. v

Exercice. Soit G un groupe abélien d’ordre pg ol p, g sont des nombres premiers distincts.
Montrer que G = Cp,. Voir travaux dirigés

Correction. D’apres le théoréme de Lagrange, pour tout x € Gonao(x) € {1,p,49,pq}.
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> S'il existe un élément x € G d’ordre pg, alors |[(x)| = pg = |G| et (x) C G donc G = |x|
est cyclique d’ordre pg donc G = Cpy.

> Supposons que G contienne deux éléments x et y de G tels que o(x) = peto(y) = gq.
Notons H = (x) et K = (y). Ona H = C, et K = C, puisque p et g sont premiers.
Puisque G est abélien, H et K sont normaux dans G.
De plus, |G| = pq = |H||K| et pged(|H|, |K|) = pged(p,q) = 1 donc d’apres un exercice
précédent, ona G = H x K= Cp, x C,.
Finalement, d’apres le théoreme chinois, G = Cp,.
Notons que G contient donc aussi un élément d’ordre pq.
Autre méthode : on démontre directement que xy est un élément d’ordre pq. En effet,
G est abélien donc xy = yx et donc o(xy) = ppcm(o(x),0(y)) = ppem(p,q) = pq
car p et g sont premiers entre eux. Donc G contient un élément d’ordre pg = |G|, donc
G = (xy) = Cyy.

> Si nous ne sommes pas dans les cas précédents, alors soit x” = 1 pour tout x € G, soit

x7 = 1 pour tout x € G. Mais alors, d’apres 'exercice précédent, |G| est une puissance
d’un nombre premier (p ou g) et on a obtenu une contradiction.

Donc G = Cpq. ve

On conclut cette partie avec des applications du premier théoréme d’isomorphisme, que
I'on rappelle ici car elles sont classiques.

Théoréme 1.35. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe normal de G et soit K un sous-
groupe de G.

(1) (Deuxieme théoreme d’isomorphisme) Alors H N K est un sous-groupe normal de K et
H est un sous-groupe normal de HK et les groupes K/ H N K et HK/ H sont isomorphes.

(2) (Troisieme théoréme d’isomorphisme) On suppose de plus que K est normal dans
G et que H C K. Alors K/H est un sous-groupe normal de G/H et les groupes
(G/H)/(K/H) et G/K sont isomorphes.

Démonstration. Voir travaux dirigés

(1) Puisque H < G, on sait que HK est un sous-groupe de G et que H < HK. De plus, HN K < K.
Donc les quotients sont bien des groupes. On considere le morphisme de groupes naturel
f: K< HK — HK/H. Alors f est surjectif, car pour tout (h,k) € H x Kona hk = k dans
HK/H (on a k~1hk € H car H < K). De plus, il est facile de vérifier que Ker f = HN K.
On conclut avec le premier théoréme d’isomorphisme.

(2) Soit : G — G/ H la surjection canonique. Vérifions d’abord que les quotients sont bien
des groupes. On a H < G et K < G par hypothése. On sait que H < K. Il reste a vérifier que
K/H est normal dans G/H. Or K< G donc 71(K) < 7t(G) par la proposition 1.12 et donc
K/H<G/H.

Soit 7': G/H — (G/H)/(K/H) la surjection canonique. Alors 7’ o 7m: G —
(G/H)/(K/H) est un morphisme de groupes surjectif. On vérifie facilement que
Ker(7r' o 1) = m~1(K/H) = K (théoréme de correspondance) et on conclut avec le pre-
mier théoreme d’isomorphisme. v
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VI. SUITES EXACTES

Définition 1.36. Soient G, H et K trois groupes. Soienti: H — Get p: G — K deux morphismes
de groupes. On dit que la suite de morphismes
1-HLGhK—1
est une suite exacte de groupes si les conditions suivantes sont vérifées :
(i) 1 estinjectif,
(ii) p est surjectif,
(iii) Imi = Ker p.

Remarque. Le groupe H est isomorphe a Imi et Imi = Ker p est nécessairement normal
dans G, donc H est isomorphe a un sous-groupe normal de G.

Exemples. (1) Soient G = Cg = (g), H = C; = (a) aveca = g* et K = C4 = (k). Soit
i: H— G l'inclusion (on a donc i(a) = g*) et p: G — K défini par p(g) = k.

Alors lasuite 1 — H 5 G 5 K — 1 est exacte.

En effet, il est clair que i est injectif et, puisque k engendre K, que p est surjectif. On a
également poi(a) = p(g*) = k* = 1doncImi C Ker p (notons que Imi = (i(a)) = (g*)).
Enfin, soit x € Kerp. Il existe n € Z tel que x = ¢" etonal = p(x) = p(g)" = k" donc
n = 4m est multiple de 4 et donc x = ¢*" = i(a)™ = i(a™) € Imi. Donc Ker p = Imi.

(2) Soient G et G, deux groupes. Soiti: G — Gj X Gy le morphisme défini par i(x) = (x,1)
pour tout x € Gy et soit p: Gy X G — Gp le morphisme défini par p(x1,x3) = xp pour
tout (xl, XQ) € G x Go.

Alors lasuite1 — G; — Gy x Gy LN Gy, — 1 est une suite exacte.

En effet, il est évident que i est injectif et p est surjectif, et que poi = 1 donc Imi C Ker p.
Enfin, soit (x1,x) € Kerp, alors x = 1 donc (x1,x2) = (x1,1) = i(x1) € Imi donc
Kerp = Imi.

Proposition 1.37. Soit1 — H = G P K — 1 une suite exacte de groupes.

Alors H = Imiet K = G/ Imi. Donc si H est un sous-groupe de G et i est 1'inclusion, on
aK=G/H.

De plus, G est fini si, et seulement si, H et K sont finis et on a alors |G| = |H||K].

Démonstration. En restreignant l’espace d’arrivée, i: H — Imi est un morphisme surjectif. Il
est injectif par hypothese donc H = Im i.

Ensuite, p est un morphisme surjectif, dont le noyau est Kerp = Imi donc d’apres le
premier théoreme d’isomorphisme, on a bien K = G/ Imi. (Notons en particulier que Imi <
G.)

Si G est fini, alors H = Imi et K sont finis (sous-groupe et quotient de G). Si H et K

sont finis, alors Imi = H et G/Imi = K sont finis donc G est fini de cardinal |G| =
IImi|[G : Imi] = |H||K| d’apres le théoreme de Lagrange. v

Exemple. On reprend la suite exacte 1 — G; — G1 x G — G — 1 de 'exemple précédent.
Alors Gz = (G1 X Gz)/(Gl X {1})
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CHAPITRE 2.

Groupes finis abéliens

Dans ce chapitre on décrit les groupes finis abéliens, en montrant que tout groupe fini
abélien est isomorphe a un produit de groupes cycliques. L'outil essentiel pour montrer cela
sera le dual du groupe.

I. DUAL D’UN GROUPE

A. Généralités

On cherche a imiter la construction du dual pour un espace vectoriel (rappelons que si E
est un K-espace vectoriel, I'espace vectoriel dual de E est E* = L(E,K); voir 'annexe A.I).
Ici, le groupe multiplicatif C* joue le role de 'espace vectoriel standard K de dimension 1.

| Définition 2.1. Un caractére sur un groupe G est un morphisme de groupes x: G — C*.

On remarque que si le groupe G est fini d’ordre 7, alors pour tout caractere x: G — C~,
onax(G) Cu,={ze€C*|z"=1}.

Exemples. (1) Le caractere trivial 1: G — C* défini par ¢ — 1 pour tout g € G.

(2) Pour tout k € Z, I'application y, — C* donnée par x — x* (a valeurs dans y,,) est un
caractere sur .

(3) La signature €: S, — C* (a valeurs dans {£1}) est un caractere sur le groupe symé-
trique S;,. C’est le seul caractére non trivial sur S, (Voir travaux dirigés et chapitre 5).

Définition-Proposition 2.2. Soit G un groupe. Notons G I'ensemble des caracteres sur G. L ap-
plication

)

GxG — G
(X/ = X"

~—

p: G—CF
g~ x(8)p(g)
munit G d'une structure de groupe dont I'élément neutre est le caractere trivial 1 et tel que, pour

tout x € Gettout g € Gona x (g) = x(g)~L. Le groupe G est abélien, et il est appelé le
groupe dual de G.

4

Démonstration. Exercice.
Puisque C* est un groupe (muni de la multiplication), on sait que 'ensemble F(G,C*)
des applications de G dans C* est aussi un groupe, dont la loi est définie par :

V(a,B) € (F(G,C))% ap: G = C": Vg€ G, (ap)(g) = a(g)B(3)
et donc I’élément neutre est ’application constante égale a 1, c’est-a-dire 1 et l'inverse de
a € F(G,C*) estdonné par a~': ¢ — a(g) ! pour tout ¢ € G. Ce groupe est abélien car C*
est abélien.
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Montrons que G est un sous-groupe de F(G,C*).

L’ensemble G n’est pas vide, car il contient 1.

Soit (x, 1) € G2 Alors x - € G. En effet, pour tout (g,h) € G2 ona (x-¢)(gh) =
x(8h)p(gh) = x(&)x() () (h) = x(g)P(g)x(h)p(h) = (x - $)(8)(x - §)(h) donc x - ¢ est

un morphisme de groupes (on a utilisé le fait que C* est abélien).
Soit maintenant x € G. Alors x ! est un morphisme de groupes. En effet, si (g, h) € G?,

onax~l(gh) = (x(gh)™" = (x(e)x(h) ™t = x(&) ()™t = x7L(g)x" (k) car C* est
abélien. Donc x ! € G. v

La preuve est laissée en exercice, ainsi que la vérification du résultat suivant.

Proposition 2.3. Si f: G — H est un morphisme de groupes, alors 1’application
ffH—G
x—=xof

est un morphisme de groupes.

Démonstration. Exercice. Voir travaux dirigés

Tout d’abord, pour tout x € H I'application x o f: G — C* est un morphisme de groupes,
donc un élément de G. Donc f est bien définie.

Soit (x, ) € H2. Pour tout g € Gona

Foxw)(©) = () (f(9) = x(F()9(f(©) = ((xo Ao /) () = FOF¥)(g)

~ -~

donc f(x9) = f(x)f (). Donc f est un morphisme de groupes. v

Corollaire 2.4. Si G et H sont des groupes, alors les groupes G x H et G x H sont iso-
morphes.

Démonstration. Considérons les morphismes de groupes
i:G—-GxH,g—(g,1), j:H—-GxH, h— (1,h)
IIs induisent les morphismes 7: GxH-— Get 7 G x H— Heton peut définir ’application
0:GxH— GxH
x — (1x),7(x)) = (x o i, x 0 j)

qui est un morphisme de groupes car 7 et 7 sont des morphismes de groupes.
Enfin, notons p: G x H =+ Getg: G x H — H les projections naturelles (ce sont des mor-

phismes de groupes). On introduit I'application 8': G x H — G x H définie par 0’ (¢, ) =
(pop)(poq) (quia (g,h) € G x H associe ¢(g)p(h)). Vérifions que 6’ est la bijection réci-
proque de 6 :
> Soit (¢, 1) € G x H. Notons x = & (¢, ). Alors 0 0 0'(¢, ) = (x oi,x ).

Soit g € G.Ona xoi(g) = x(g,1) = ¢(9)yp(1) = ¢(g) donc xoi = ¢. De méme,

xXoj=1y.

Finalement, 6 0 0' (¢, ¥) = (¢, ).
> Soit x € G x H. Alors 0'08(x) = (xociop)(xojogq).

Soit (¢,h) € GXx H.Ona xoiop(g h) = x(i(g)) = x(g,1) etde méme xojoq(g h) =

x(1,h).On en déduit que

(070 8(X))(gh) = ((xeiop)(xojoq))(gh) = ((xeiop)(gm)(xojoq)(sh))
= x(&Dx(1,h) = x((&1(1,h) = x(8

h)
car x est un morphisme de groupes et finalement 6’ 0 6(x) = x. v
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B. Exemple fondamental : le cas d’un groupe cyclique

Comme premier exemple, on détermine le groupe dual d"un groupe cyclique.

Proposition 2.5. Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout w € puy, il existe un
unique X € G tel que x»(g) = w. L'application

e — G
W Xw

est un isomorphisme de groupes. En particulier un groupe cyclique est isomorphe a son
groupe dual.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.30, pour tout w € py, il existe un unique morphisme
de groupes x,: G — C* tel que x,(g) = w.

Soit ¢: G — C* 'application définie par ¢(x) = x(g) pour tout x € G. Par définition de
la structure de groupe sur G, C’est un morphisme de groupes.

On remarque que ¢" = 1 donc x(g)" = x(g') = x(1) = 1 donc ¢ est a valeurs dans y, et,
pour tout w € yy, le caractere x,, est I'unique antécédent de w par .

Donc 1: G — 1, est un isomorphisme de groupes, dont la réciproque ¥~ ': p, — G est
donnée par ¥ (w) = xe0.

Enfin, G est cyclique d’ordre n donc G = C,, = u,, = G. v

Corollaire 2.6. Si G est isomorphe a un produit direct fini de groupes cycliques, alors les
groupes G et G sont isomorphes.

Démonstration. Posons G = Gy X - - - x G, avec Gy, ..., G, des groupes cycliques. Alors G =
Gy X - X Gy =Gy X -+ X Gy = G puisque les G; sont cycliques. v

C. Le théoréeme de prolongement

Théoréme 2.7. Soit G un groupe abélien fini et soit H C G un sous-groupe. Il existe, pour
tout ¢ € H, un élément ¢ € G tel que ¢y = ¢.

Démonstration. Soit G un groupe abélien fini, soit H C G un sous-groupe de G et soit ¢ € H.

Considérons ’ensemble £ des paires (K, x) ot K est un sous-groupe de G contenant H et
x € K est un caractere tel que x|y = ¥. L'ensemble & n’est pas vide puisque (H, §) est dans
£. On peut donc considérer le nombre entier

m = max{|K|, (K,x) € £} € N*.

Soit (K, x) un élément de £ tel que |K| = m. Montrons que K = G, ce qui donnera le résultat
recherché.

Par I'absurde, si K & G, il existe g € G\ K. Considérons le sous-groupe N = K(g). On a
K S N. Nous allons démontrer qu'il existe ¢ € N tel que ¢|x = X, onaura donc (N, ¢) € £,
ce qui contredira la maximalité de |K]|.

Les éléments de N sont de la forme xg* avec x € K et k € Z. Cette écriture n’est pas
unique.
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On veut définir ¢(xg*). On doit avoir ¢(xg") = ¢(x)p(g*) = x(x)@(g)* puisque ¢ doit
étre un morphisme qui prolonge x. Si de plus g* € K, alors ¢(g)* = ¢(g") = x(g").

L'ensemble {t € Z | g' € K} est un sous-groupe de Z, il existe donc un unique d € NN tel
que {t € Z | g € K} = dZ. On doit avoir ¢(g)? = x(g?) d’apres ce qui précede.

Soit donc w € C* tel que w' = x(g) (si ¢(g) existait, w serait une valeur naturelle possible
pour ¢(g)).Sit = dq € dZ avec q € Z,on a alors ¢(g') = ¢(g?)1 = (w')T = w'.

Il est donc naturel de poser ¢(xg*) = x(x)w*.

Vérifions que ¢ est bien défini. Si xg¥ = yg’ avecy € Ket £ € Z, alors g/ = y~lx € K
donct:= ¢ —k € dZ.On a donc

X(y)w' = x(y)w™"
Donc ¢ est bien définie.

On vérifie facilement que ¢ est un morphisme de groupes (G est abélien) et ¢y = x par
construction, donc ¢ = ¢ et finalement (N, ¢) € £ avec [N| > [K| = m. On a obtenu une
contradiction.

Donc K = G et ¢ = x convient. v

= x(x(gHw" = x(yg")w* = x(yg" Mk = x(x)*.

Corollaire 2.8. Si1 — H -5 G & K — 1 est une suite exacte de groupes finis abéliens, alors

la suite 1 — K ﬁ> G & H — 1 est exacte.

Démonstration. Vérifions que p est injectif. Soit y € K tel que f(x) = 1, ¢’est-a-dire que pour
tout g € Gona xop(g) = 1. Donc pour tout k € Imp on a x(k) = 1. Mais par hypothese
Im p = Kdonc x = 1. Donc Ker p = {1} et p est injectif.

Vérifions que T est surjectif. Soit ¢ € H. (Moralement, on va prolonger ¢ a G mais il faut
passer par le sous-groupe Im(i) de G.) Soit j: H — Im i l'isomorphisme obtenu a partir de i en
restreignant le groupe d’arrivée. On a donc :

H S Imic G
\ l(Pojl ///
¢ 7@
c*” !

ol ¢ est obtenu grace au théoréeme de prolongement, il vérifie donc @|p,; = ¢ © j~1, donc
¢ = poi=1¢) € Im7. Donc 7 est surjectif.

Soit maintenant y € K. Alors 7o p(x) = xopoi. Or pourtouth € Hona poi(h) =1
donc pour tout h € Hon a yopoi(h) = 1. On en déduit que 70 p(x) = 1 et donc que
Imp C Ker1.

Enfin, soit ¢ € Ker7, c’est-a-dire que ¢ o i = 1. Donc pour tout h € H on a ¢(i(h)) = 1,
c’est-a-dire que Ker p = Imi C Ker . On cherche x € K tel que ¢ = p(x) = x o p. D’apres
le premier théoreme d’isomorphisme, p: G — K induit un isomorphisme a: G/ Kerp — K
telqueaxom = p,oum: G — G/ Kerp est la projection canonique. Or Ker p C Ker ¢ donc
d’apres le théoreme de factorisation, ¢ induit un morphisme ¥: G/ Kerp = G/Imi — C*
telque por =1h.Onpose x = poa~!.Onaalors p(x) = xop=Poalop=Ppor =1
donc ¢ € Im p et donc Ker7 = Im p.

G P K
G/ Kerp N/
¥ — 72
7
¥
c* v
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Corollaire 2.9. On a |G| = |G| pour tout groupe fini abélien G.

Démonstration. D’apres la proposition 2.5, le résultat est vrai pour les groupes cycliques.
Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur |G|.

> Initialisation. Si |G| < 3, alors G est cyclique (éventuellement trivial) donc G 2 G et donc
€l = cl.

> Hérédité. Soit G un groupe abélien d’ordre n > 4. Supposons que pour tout groupe
abélien H d’ordre < n —1ona |H| = |H]|.
Si G est simple alors G est cyclique d’apres le corollaire 1.29 , donc |G| = G|
Supposons donc que G n’est pas simple, et soit H un sous-groupe propre (normal) de G.
Soit K = G/H. Alors on a une suite exacte 1 — H - G 5 K — 1 oit i est I'inclusion et 77

est la projection canonique. On en déduit une suite exacte 1 — K — G—oH—1 d’apres
le corollaire 2.8.

Les groupes H et K sont abéliens finis, avec [H| < n et |[K| < 1, donc I'hypothese de
récurrence s’applique et on a |H| = et |[K| = |K|. En particulier, H et K sont finis et
ona |G| = |H||K| = |H||K| = |G| d’apres la proposition 1.37. v

Remarque. Le résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas G abélien. Par exemple |S3| =
2 < |83|. Voir travaux dirigés

La signature e: S3 — C* est un caractere non trivial, donc |§3| =2

Notons T = (12) la transposition qui échange 1 et 2 et ¢ = (123) le 3-cycle. Alors
(23) = c(12)ctet (13) = ¢ 1(12)0. De plus, ¢ = (13)(12) = ¢ 1(12)0(12) et o ! =
(12)c71(12)0.

Soit maintenant x: S3 — C* un caractere. On remarque que x((12))2 = x((12)) =
x(id) = 1 donc x((12)) € {£1}. De plus, puisque C* est abélien et x est un morphisme
de groupes, x((23)) = x((12)) = x((13)) et x(o) = x((12))> = let x(¢c~') = 1. Onen
déduit que x est entierement déterminé par x((12)).

Six((12)) =1,alors x =1.

Six((12)) = —1,alors x((23)) = —1 = x((13)) donc x = &.

Finalement, 53 = {1, ¢}.

On remarquera plus tard que c’est vrai pour toutn € N, n > 3 :ona

S,| =2et5, ={1,¢}.

Théoreme 2.10 (bidualité). Si G est un groupe fini abélien, le morphisme de groupes
G — G
g > & G—=C
p = 9(g)

est un isomorphisme.

Démonstration. Vérifions d’abord que ¢¢ est bien un élément de G. Soit (1, ) € G2 Alors

ec(Pp) = (P9)(g) = P(2)p(g) = eg(¥)eq () par définition de la loi sur G. Donc eg est bien
un morphisme de groupes.

Notons f: G — G l'application de 1’énoncé.
Vérifions d’abord que f est un morphisme de groupes. Soit (g, ) € G2. Alors f(gh) = Egh

Soit p € G. Alors
f(gh) () = eqn(y) = p(gh) = p(&)y(h) = ex(P)en(yp) = (egen) ()

ou la derniere égalité vient de la définition du produit dans G. On en déduit que f(gh) =

egen = f(g)f (h).
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Montrons que f est un isomorphisme. Soit ¢ € Ker f, on a donc ¢; = 1, c’est-a-dire que
pour tout » € G on a p(g) = eg() = 1. Supposons que g # 1. Alors le sous-groupe
H = (g) de G est cyclique et d’ordre d > 1 (puisque G est fini). Soit w une racine d'®™¢ de
l'unité avec w # 1 (elle existe puisque d > 1). On sait qu’il existe un unique « € H tel que
x(g) = w d’apres le théoreme 1.30. D’apres le théoreme de prolongement, il existe ¢ € G

tel que ¥y = a. En particulier, $(g) = a(g) = w # 1: on a obtenu une contradiction. Donc
g =1letdoncKer f = {1}.

Enfin, puisque G est abélien fini, on a |G| = |G|. De plus, G est abélien (toujours) et
fini d’apres ce qui précede, donc |G| = |G| = |G|. On en déduit finalement que f est un
isomorphisme. v

II. APPLICATION A LA CLASSIFICATION DES GROUPES FINIS ABELIENS

Définition 2.11. Soit G un groupe fini. L'exposant de G est le nombre entier défini par
exp(G) = ppem{o(g), g € G}

Exemples. exp(C,) = n,exp(Cy x Cp) = 2, exp(S3) = 6.

On peut vérifier que exp(S,) = ppem(1,2,...,n).

Il est clair que pour tout k avec 1 < k < n, chaque k-cycle est d’ordre k donc exp(Sy) est un
multiple de ppcm(1,2,...,n).

Soit maintenant o un élément de S,.. On sait que o peut s’écrire comme un produit de cycles dis-
joints 7y - - - ;. Notons d; la longueur de y; pour tout i. Puisque les vy; sont disjoints, ils commutent
deux a deux, donc l'ordre de o est ppem(dy, ..., d;). Or chacun des d; est dans {1,2,...,n}, donc
I'ordre de o divise ppem (1,2, ..., n). On en déduit finalement que exp (S, ) divise ppcm(1,2,...,n)
et donc qu’on a bien I'égalité.

Lemme 2.12. Soit G un groupe fini abélien. Il existe ¢ € G tel que 0(g) = exp(G).

Démonstration. Voir travaux dirigés

Soit G un groupe abélien fini, et notons exp(G) = py' - - - py” o py, . .., pr sont des nombres
premiers deux a deux distincts et a1, ..., &, > 0 sont des nombres entiers. Soiti € {1,...,r}.
Par définition de exp(G), il existe y; € G tel que o(y;) = p;'q; ot g; est un nombre entier
premier avec p;. D’apreés la proposition 1.23, 'élément x; = y¥' est alors un élément d’ordre
p;" de G etl’élément x = x; - - - x, est alors un élément d’ordre exp(G) de G. v

Remarque. Attention, le résultat est faux si on retire I’hypothése que le groupe est abélien.
Par exemple, exp(S3) = 6 mais S3 ne contient aucun élément d’ordre 6.

Théoreme 2.13. Un groupe fini abélien est isomorphe a un produit direct de groupes cy-
cliques.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur |G]|.

> Si |G| € {1,2,3}, le groupe est trivial ou cyclique, le résultat est donc vrai.

> Soit G un groupe abélien d’ordre > 3 et supposons le résultat montré pour tous les
groupes abéliens d’ordre < |G|. Soit ¢ € G un élément d’ordre m = exp(G) > 1. Soit w

une racine primitive m*™¢ de l'unité et soit x € (g) 'unique caractere tel que x(g) = w.
Notons que 1'image de x est p,; puisque x est a valeurs dans ,; et w engendre py,; de
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plus, |(g)| = |pm| donc x induit un isomorphisme de (g) sur p,. En particulier, x est
injectif.

Il existe, par le théoreme 2.7, x’ € G qui prolonge x. Puisque m = exp(G), ona x'(G) C
im. Considérons alors le morphisme de groupes

D:G— um x G/(g)
x — (X' (x), 7(x))

ou 7t: G — G/(g) est la surjection canonique. Le morphisme @ est injectif : en effet, soit
x € Ker®, alors 71(x) = 1donc x € (g) etdonc 1 = x'(x) = x(x) donc x = 1 puisque x
est injectif. De plus, |pm||G/(g)| = |(g)|% = |G| donc P est un isomorphisme. L'hypo-

these de récurrence, appliquée au groupe G/ (g), permet de conclure que G est isomorphe
a un produit de groupes cycliques. v

Corollaire 2.14. Si G est un groupe abélien fini, alors les groupes G et G sont isomorphes.

Démonstration. On applique le théoréeme 2.13 et le corollaire 2.6. v

Remarque. 111’y a pas d’isomorphisme canonique entre G et G.

Corollaire 2.15. Soit G un groupe fini abélien avec |G| = p‘i‘l e pi‘*, ou p1,...,pt sont des
nombres premiers deux a deux distincts et ay, . . ., a; sont dans IN*. Il existe des sous-groupes
Hy,...,H; de G, d’ordres respectifs p{', ..., p;*, tels que

G~H; x---x H;
avec pour touti € {1,...,t}, H; = {g € G | 0(g) est une puissance de p; }.

Démonstration. Puisque G est un groupe fini abélien, il existe des groupes cycliques Ky, . . ., Ks
tels que G = Kj X --- x K;. On applique le théoreme chinois a chacun des K;, qui se dé-
compose donc en produit de groupes cycliques dont les ordres sont des puissances de
nombres premiers distincts. De plus, chaque K; est isomorphe a un sous-groupe de G, donc
les nombres premiers qui apparaissent dans sa décomposition sont dans {p1,...,p:}. On
peut donc écrire, pour tout javec1 <j<s,K;j=1L;, X---xLj, oulLj, estsoitle groupe
trivial, soit un groupe cyclique dont I'ordre est une puissance de p; inférieure & p;'. On pose
alors H = Ly, X --- X L, et on obtient un isomorphisme ¢: G — Hj x --- X H{. Pour
toutiona |H!| = p!" avec 0 < B; < w;. De plus, |G| = [T |H!| = p* -+ p*, donc pour
toutiona f; = ; et donc |H!| = p'.

Pour tout i € [1;¢], soit H; = ¢~ ({1}'"' x H! x {1}"") € G. On a alors H; = H/ et
G%Hlx---th.

Il reste a vérifier que H; = {g € G | 0(g) est une puissance de p;}. Puisque |H;| = p’, il
est clair que H; C {g¢ € G | 0(g) est une puissance de p;} d’apres le théoreme de Lagrange.
Réciproquement, soit ¢ € G tel que 0(g) est une puissance de p;. Posons ¢(g) = (K, ..., h})
avec h, € H; pour tout k € [1;t] et posons hy = (1,...,1,h,1,...,1) € ¢(Hy) avec h; dans
la k**™¢ position pour tout k € [1;t]. Alors ¢(g) = hy - - - ht. Les hy commutent et de plus
leurs ordres sont premiers entre eux deux a deux. Donc 0(g) = o(¢(g)) = o(hy---ht) =
[Ti_; o(ht). On en déduit que pour tout k # i on doit avoir iy = 1 donc ¢(g) = h; € ¢(H;)
et finalement ¢ € H; puisque ¢ est un isomorphisme. On a donc bien I'égalité. v
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Théoréme 2.16. Soit G un groupe fini abélien non trivial. Il existe un nombre entier r € IN*
une suite (dq, . ..,d,) de nombres entiers supérieurs ou égaux a2 telsqued; |dy | --- | dy—1 |
d, et

G~Cy x---xCy,

Cette suite de nombres entiers détermine uniquement le groupe G a isomorphisme pres, et
est appelée la suite des facteurs invariants de G.

Remarque. On a exp(G) = d,.

Notons que exp(G) = exp(Cy, X - -+ x Cg,). Le générateur de C4, est d’ordre d,, donc d; |
exp(G). Soit maintenant x un élément quelconque de Cy4, x - - - x C4,. Posons x = (x1,..., x;)
avec x; € Cy4, pour toutiavec 1l <i <retsoity; = (1,...,1,x;,1,...,1). Alorsx = y;-- -y,
et les y; commutent donc o(x) = ppem{o(y;) | 1 < i < r}. De plus, pour touti on a o(x;) =
o(y;) | d; | d donc o(x) | d, et donc exp(G) | d;.

Théoreme 2.16, démonstration de I'existence. Grace au théoreme précédent, on a un isomor-
phisme

t S;
G = H(H L]bPi)
i=1 \ji=1
avec py,...,pt des nombres premiers deux a deux distincts et L;, ,, un groupe cyclique
d’ordre une puissance de p;. Quitte & réordonner les L; ,,, on peut supposer que |Lip,| |
‘LZPi_ [ o] ‘Lsi/Pi|' ) o

Soit Dy = Lg, p; X - -+ X L, p,. Alors D, est un groupe cyclique grace au théoreme chinois.
Notons d, = |D;|, ona donc D, = Cy..

Soit ensuite D, 1 = Lg—1p, X -+ X Lg,—1,,. De méme, D, 1 = C; . De plus, par
construction on a d,_1 | d,.

On continue jusqu’a avoir épuisé tous les L; , et on obtient 'isomorphisme recherché. v

Remarque. La démonstration de 'existence dans le théoreme 2.16 montre comment, étant
donnée une décomposition d'un groupe fini abélien G en produit de groupes cycliques dont
les ordres sont des puissances de nombres premiers, trouver les facteurs invariants de G.

Le passage de la décomposition en termes de facteurs invariants a la décomposition a la
décomposition du corollaire 2.15 se fait en décomposant chaque d; en produit de facteurs
premiers et en appliquant le théoreme chinois a Cy..

Pour l'unicité (pas faite en cours — admise), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme. Soit G un groupe abélien fini. Soit (x,y) € G tel que x et y soient d’ordre maximal dans
G. Alors il existe 6 € Aut(G) tel que 6(x) = y.

(Autrement dit, dans le vocabulaire du chapitre 4, le groupe Aut(G) opere transitivement sur
I'ensemble des éléments d’ordre maximal de G.)

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il y a bien des éléments d’ordre maximal dans G,
car G est abélien fini donc d’apres le lemme 2.12 on a exp(G) = max{o(g) | § € G}.

> Premier cas : supposons que |G| soit une puissance d'un nombre premier p. D’apres le
théoréme 2.13 et le théoreme de Lagrange, on a un isomorphisme G = [];_; L; avec
L; cyclique d’ordre p“ pour tout i. Quitte a réordonner les L;, on peut supposer que
a; < ay < ... < as. Les éléments d’ordre maximal de G sont donc d’ordre p“. On note
k={ie€[1l;s]|a;=as}|-
Soit x = (x1,...,%s) un élément d’ordre maximal dans G. Alors l'une des k derniéres
composantes x; de x engendre L; (car o(x) = ppem{o(x;) | 1 <i < s}). Soit « un généra-
teur fixé de Ls. Notons que I'unique morphisme de groupes L; — Ls qui envoie x; sur «
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donné par le théoreme 1.30 est un isomorphisme (surjectif car « engendre L, puis bijectif
car les cardinaux sont égaux).

Soit xg = (1,1,...,1,a) € G. Il suffit de démontrer qu’il existe un automorphisme 6 de G
tel que 6(xg) = x (il en existe alors également un qui envoie xg sur y et on compose).
Soit H= L X -+ x Li_1 x {1} X Liy1 x -+ X Lg et soit K = (x). Soit H' = L1 x --- X
Ly_q x {1} etsoit K = {1}* "1 x Ly = (xq).

En utilisant I'isomorphisme L; = L, on obtient un isomorphisme fy: H — H' défini par
fru(zi, ..., zic1,1,zi, - .,o/) = (z1,.. .,zi_l,xf,ziﬂ, e Zso1,1).

De plus, soit fx: K — K’ 1'unique morphisme tel que fx(x) = x( (théoréme 1.30), puisque
xo engendre K’ il est surjectif et |[K| = |K’| donc fx est un isomorphisme.

De plus, on vérifie facilement que H' N K’ = {1} et que G = H'K’. Comme G est abélien,
tous ses sous-groupes sont normaux dans G etona G = H' x K'. Cet isomorphisme est
donné par (z1,...,zs) — ((z1,.-.,2s-1,1),(1,...,1,25)).

On a également un isomorphisme H x K = G, donné par (h,k) — hk. En effet, c’est

bien un morphisme et puisque |H x K| = |G| il suffit de vérifier qu’il est injectif. Soit
donc (h, k) dans son noyau, on a donc k = k~! € H N K. On peut donc écrire h =
(z1,,zic1, 1, Zig1, . 25) = &b = (xf,...,xf) pour un £ € Z.On a donc x; = 1 mais
comme x; engendre L;, on en déduit que |L;| | £. Or |L;| | |L;| = |Ls| pour tout j, donc

x! = 1etfinalementh = letk =h"1 = 1.
Enfin, en composant ces isomorphismes, on obtient un automorphisme 6 de G :

—1 ¢—1
QLRI Y

0: G=H' x
tel que xo — (1,x9) — (1,x) — x.
> Cas général. Posons |G| = p1' - - p;” ot les p; sont des nombres premiers distincts et les
w; sont dans IN*. On sait qu'il existe des groupes Kj, .. ., K, tels que |K;| = p;’ pour tout i
et tels qu’on ait un isomorphisme ¢: G — K; x - - - X K;.
Soient x et y des éléments d’ordre maximal dans G, alors ¢(x) = (x1,...,x,) et (y) =
(y1,---,Yyr) sont des éléments d’ordre maximal dans K; x --- x K, avec (x;,y;) € K?
pour tout i. Alors, pour tout i, les éléments x; et y; sont d’ordre maximal dans K;. Grace
au premier cas, il existe un automorphisme 6; € Aut(K;) tel que 6;(x;) = y; pour tout

i. On obtient alors un automorphisme 0 € Aut(K; x --- x K,) en posant 0(zy,...,z,) =
(61(z1),...,0,(z/)) et cet automorphisme vérifie 0(¢(x)) = ¢(y). Finalement, =106 o
¢ € Aut(G) convient. v

Théoreme 2.16, démonstration de l'unicité. 1l faut maintenant démontrer 1'unicité des « facteurs
invariants ». Supposons que G = Cy, x -+ x Cy, et G = Cy; x -+ X Cy avecr, n,dy,...,d;
etuy,...,usdansIN*, dy | --- | dyetuy | --- | us. Notons a = exp(G). La remarque suivant
I'énoncé du théoreme montre que d, = a = us.
On raisonne par récurrence sur 7.
> Sirzl,alorscdl :CagGgCul X oo XCMS :Cul X oo XCM571 XCa.
En comparant les cardinaux des deux groupes, on en déduit que C,, x --- x C;_, est
trivial, c’est-a-direques =1 =retu; =a =d;.
> Soit r > 1 un nombre entier tel que le résultat soit vrai au rang r — 1. Grace aux remarques
précédentes, on a un isomorphisme
¢:D:=Cy X xCy  xCEGEC, X - xCy_, xCp=:U.

Soit @ un générateur de C,. Soit g1 = (1,...,1,a) € Detsoitgy = (1,...,1,a) € U. Ce
sont des éléments d’ordre maximal a dans leurs groupes respectifs. D’apres le lemme, il
existe 8 € Aut(U) tel que 0(¢(g1)) = g2. On a donc un isomorphisme 6 o ¢p: D — U
tel que 0 o ¢(g1) = g2. On considere les surjections canoniques 7tp: D — D/(g1) et
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s U — U/ (g2). Alors Ker(mry 0 6 o ¢) = (g1) et par le théoréme de factorisation on a
un morphisme ¢: D/(g1) — U/(g2) :

D% vy
NDJ/ lﬂu
D/{g1) —~U/(g2),

qui est un isomorphisme (exercice).

Or D/(g1) = Cy, x --- x Cy_,. En effet, le morphisme D — Cg4, X --- x Cy,_, de projec-
tion sur les r — 1 premieres composantes est surjectif et son noyau est {1}“1 X Cp = (1)
et on peut appliquer le premier théoreme d’isomorphisme. De méme, U/ (g») = Cy, X
- x Cuy -

On a donc obtenu un isomorphisme Cy, x -+ x Cy,_, & Cy; X -+ x Cy_, ouilyar—
1 facteurs cycliques a gauche. On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence, qui
donner —1 = s —1etd; = u; pour touti avec 1 < i < r — 1. Finalement, r = s et
puisqu’on a déja d, = u, = a, on a démontré 1"unicité. v

Exemples. (1) On peut donner, a isomorphisme pres, tous les groupes abéliens d’ordre 36.
En effet, 36 = 22 - 3? donc les possibilités pour décomposer le groupe comme dans le
corollaire 2.15 sont

CzXCzXC3XC3 C4><C3><C3
CZXCZXC9 C4XC9-

En appliquant la méthode de la démonstration du théoréme 2.16, on peut trouver la
décomposition en termes de facteurs invariants :

Ce x Cg C3 x Cp2

Gy x Cyg Cse
et on voit bien que ces groupes sont isomorphes aux précédents grace au théoreme chi-
nois.

(2) On peut déterminer de méme tous les groupes abéliens d’ordre inférieur ou égal a 16 par
exemple. On trouve :

Ordre | Groupes Ordre | Groupes
1 C; (groupe trivial) 9 C3 x Czet Gy
2 @3 10 Cy x C5 = Cqp
3 Cs 11 C1q
4 CoxCretCy 12 CoXCoxC=CyxChetCy xC3=Cop
5 Cs 13 Ci3
6 CryxC3=Ce 14 CryxCyp=Cyy
7 C7 15 C3 X C5 = C15
8 CoXCoyxCretCyx CyetCyg 16 CoXCoXxCoxCretCyxCyrxCy
et Cy X Cg et Cy x Cy et Cyg

38



CHAPITRE 3.

Produit semi-direct de groupes

On étudie dans ce chapitre une construction qui permet de construire de nouveaux groupes
a partir d’anciens : le produit semi-direct. C’est une généralisation du produit direct.

I. CONSTRUCTION DU PRODUIT SEMI-DIRECT

Définition 3.1. Soient G et N deux groupes. Une opération de G sur N par automorphismes
est la donnée d’un morphisme de groupes ¢: G — Aut(N).

Exemple. Soit N un groupe abélien et soit 6 'automorphisme de N défini par 6(x) = x~!

pour tout x € N. Alors il existe un unique morphisme de groupes ¢: C; — Aut(N) qui
envoie le générateur ¢ de C; sur 0 d’apres le théoréme 1.30.

Exemple. Soit G un groupe et soit N un sous-groupe normal de G. Pour tout ¢ € G, I’appli-
cation N — G qui envoie x sur gxg~! est a valeurs dans N, donc induit un endomorphisme
¢g de N, qui est un automorphisme (de réciproque ¢,-1). On obtient alors une application
¢: G — Aut(N) qui associe ¢, a g pour tout ¢ € G. C’est un morphisme de groupes et on
dit que G opére sur N par conjugaison.

Définition-Proposition 3.2. Soient G et N deux groupes et soit ¢: G —> Aut(N) une opéra-
tion de G sur N par automorphismes. On peut alors munir I'ensemble N x G d’une structure de
groupe pour la loi :

(x,8) - (v, 1) = (x()(y), 8h), pour tout (x,g,y,h) € (N x G)*.
L'élement neutre est (1n,1¢) et l'inverse d'un élément (x,g) est (p(g~1)(x71), g7 1). Le groupe
obtenu, noté N x4 G (ou plus simplement N x G), est appelé le produit semi-direct de N par G
relativement a ¢.

Démonstration. L'ensemble N x G n’est pas vide et I'expression de 1’énoncé définit bien une
loi sur N x G.
Cette loi est associative. En effet, soit (x,g,y,h,z,k) € (N x G)3, alors

k)
((x, &)y, 1)(z, k) = (x¢(8)(y), 8h) (2. k) = (x9(g)(y) p(gh)(2), ghk)
(x, 9(8)(y)(9(g) © ¢(h))(2),8hk) (¢ morphisme)
(x¢(8)(ye(h)(2)),ghk)  (¢(g) morphisme)
= (x,8)(yg(h)(2), hk)
= (%, 8)((y, h)(z,k)).

Pour tout (x,¢) € N x Gona (x,8)(In,16) = (x¢(g)(1n),81c) = (x1n,g) = (x,8) car
¢(g) est un morphisme de groupes, et (1n,15)(x,g) = (In¢(1c)(x),1cg) = (idn(x),8) =
(x,g) car @ est un morphisme de groupes, donc (1n, 1) est bien un élément neutre pour la
loi.
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Soit (x,g) € N x G. Alors
(v, 8)(p(eH(x 1), g7 =

xx 1 16) = (1n, 1)

(
(
(
(
= (xidy(x71),1¢) (¢ morphisme)
(
(p(e™H(x (g™ (x),87'8)
(¢(
(

¢(g ) (x'x),1c)  (p(¢~") morphisme)
o(g ) (1n), 16)
= (In,16)  (¢(g~") morphisme)
donc (¢(g71)(x71), g7 ') est bien I'inverse de (x, g). v

Remarque. Sile morphisme ¢ est trivial, alors le produit semi-direct associé est le produit
direct.

Exemple. Soit N un groupe abélien, soit 6 'unique automorphisme de N défini par 6(x) =
x~1 pour tout x € N et soit ¢: C; — Aut(N) I'unique morphisme de groupes qui envoie
le générateur ¢ de C; sur 6. Le groupe N x, C; est noté Di(N) et s’appelle le groupe diédral
généralisé. Lorsque N = C,, le groupe Di(C,) est isomorphe au groupe diédral D,,.
En effet, soit f: D, — Di(C,) l'application définie par f(rPs) = (u?,g*) ot C, = (u),
p € Z etk € Z. Vérifions d’abord que f est bien définie. Si rPs* = r1s’ avec (p,k, q,¢) € Z*,
alors r~1 = s'~% ¢ (r) N (s) = {1} donc n divise p — g et £ — k est pair. Posons g = p + na
et { = k+2bavec (a,b) € Z% On a alors (u9,¢") = (uP(u")?, ¢*(g")?) = (uP,g*) car u est
d’ordre n et g est d’ordre 2.
Vérifions que f est un morphisme de groupes. Soit (r7sk, r1s") € D2 avec (p,k,q,¢) € Z*.
> Si k = 0 (mod 2), alors f(rPskrist) = f(rPT9s") = (uPt9,¢%) et f(rPsh) f(rist) =
(uP,1)(uf,s") = (uP(1)(u),s") = (uPul,s’) = f(rPskrist).
> Sik =1 (mod 2), alors f(rPskrs’) = f(rPr"=9s'*1) = (uP=9,¢"*1) et f(rPsK) f(1s") =
(uP,8) (1, 8") = (wPO(u),s"1) = (uPu~1,5'+1) = F(rPstrist).
Soit maintenant r”s* € Ker f. Alors u? = letgk =1doncn | pet2 |k Orr" =lets? =1

donc rPsk = 1. Donc f est injectif.
Enfin, |Di(Cy)| = |Cn X Co| = 2n = |Dy| donc f est un isomorphisme.

Le produit semi-direct permet de construire tres facilement des groupes non abéliens :

Proposition 3.3. Soient G et N deux groupes non triviaux et soit ¢: G — Aut(N) une
opération non triviale de G sur N par automorphismes. Alors le groupe N %, G n’est pas
abélien.

Démonstration. Par hypothese, il existe ¢ € G tel que ¢(g) # idy, donc il existe y € N tel
que ¢(g)(y) # y. On aalors, dans N %, G,

(L)1) = (1)) g) = (¢(8) (), 8)
et (y,1)(Lg) = (ye(1)(1),8) = (v.8) # (¢(8) (). 8)
donc N X, G n’est pas abélien. v
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Exemple. Soit N un groupe abélien. S'il existe x € N tel que x> # 1 alors le groupe Di(N)
n’est pas abélien. En effet, il existe un automorphisme 0 € Aut(N) d’ordre 2, car 0: t — t~ ! ne
fixe pas x et est donc différent de id et par conséquent une opération par automorphismes de Cy sur
N qui n’est pas triviale.

Pour construire d’autres exemples, il est important de connaitre les automorphismes d'un
groupe. Le résultat suivant est trés utile.

Proposition 3.4. Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout k € [1;n] tel que
pgcd(k,n) = 1, il existe un unique automorphisme 6 de G tel que 6(g) = ¢*. Tout automor-
phisme de G est de cette forme.

Démonstration. Par hypothése, G est cyclique engendré par ¢ et (¢5)" = (¢")* = 1, donc il
existe un unique morphisme de groupes 6: G — G tel que 6(g) = g*.

Puisque pged (k, ) = 1, 1'élément ¢* de G engendre G, donc 6 est surjectif.

Enfin, G est fini, donc 6 est un automorphisme de G.

Si 77 est un autre automorphisme de G, on aura 77(g) = g7 pour un g entier tel que 0 < g <
n — 1. De plus, 7 est surjectif, donc g7 engendre G et donc pged(g,1) = 1. Donc 7 est bien

de la méme forme que 6. v

Remarque. On a un isomorphisme entre Aut(C,) et le groupe ((Z/nZ)*,-) des éléments
inversibles de 'anneau Z/nZ (ou des générateurs du groupe (Z/nZ,+)). Il est donné par
f(Z/nZ)* — Aut(Cy) : f(a)(g) = g” (il faut vérifier que f est bien définie et que c’est un
morphisme, la proposition montre que c’est une bijection).

En particulier, si p est un nombre premier, Aut(C,) est cyclique d’ordre p — 1.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour n € IN* on a n = Y, ¢(d). Cette identité
découle de la proposition 1.26 (le groupe cyclique C, est la réunion disjointe des ensembles
d’éléments d’ordre d, pour d | n, et le nombre d’éléments d’ordre d, qui sont tous des géné-
rateurs de l'unique sous-groupe d’ordre d de Cy, est ¢(d) = |{k | pged(k,d) = 1}|).

Soit maintenant G = (Z/pZ)*.On a |G| = p — 1. Pour tout d | (p — 1), posons G4 =
{geGlg' =1}

Si x est un élément d’ordre d de G, alors G = (x). En effet, on a (x) c Gl d’apres
le théoreme de Lagrange. De plus, les éléments de Gl sont les racines dans Z/pZ du po-
lynome X? — 1 € (Z/pZ)[X], qui a donc au moins d = |(x)| racines. Mais il a au plus
d = deg(X" — 1) racines car Z/pZ est un anneau intégre, donc ‘G[‘ﬂ ’ = d etdonc G = (x).

Soit d un diviseur de p — 1. S’il y a un élément d’ordre d, alors les éléments d’ordre d sont
dans Gl = (x) et sont les générateurs de (x), il y en a donc ¢(d). Donc pour tout diviseur
d de p — 1, le nombre n,; d’éléments d’ordre d de G est 0 ou ¢(d).

Le groupe G est la réunion de ses éléments d’ordre d pour d | (p — 1). On a donc

p—1=|Gl= ) ny
d|(p—1)

< ) e@d)
dl(p-1)

donc on doit avoir n; = ¢(d) pour toutd | (p —1).

En particulier, pour d = p — 1, on obtient n, 1 = @(p — 1) et il existe donc un élément
d’ordre p — 1 = |G| dans G, le groupe G est donc cyclique d’ordre p — 1.

Autre démonstration. Notons G = (Z/pZ)*. On sait que |G| = ¢(p) = p — 1.
Soient d’abord g un nombre premier et « € IN* tels que ¢* | (p — 1). Montrons qu’il
existe un élément d’ordre g% dans G. Pour tout x € G, posons y, = x’ /. D’aprés le petit
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théoréme de Fermat, on a y?j = xP~1 = 1 dans G donc o(yy) = gP* avec 1 < By < a. Notons

r = max{By | x € G} et montrons que r = a. Pour tout x € Gon a y?{r = 1 c’est-a-dire que
xP74" = 1, donc x est une racine du polynéme X’/ — 1, qui a donc au moins p — 1
racines distinctes, donc son degré est au moins p — 1 et donc « — 7 = 0. Donc il existe x € G
dont I'ordre est g“.

Posons maintenant p — 1 = ¢! - - - g5* avec gy, . .., gs des nombres premiers deux a deux
distincts et aq,...,as dans IN*. Pour tout i il existe un élément x; de G d’ordre q?‘i. Posons
X = x1---Xs. Puisque G est abélien et les ordres des x; sont premiers entre eux, o(x) =
ppem(o(x;) |1 <i<s) =TT_ 0(x;) =[T_14; = p — 1, donc G est cyclique d’ordre p — 1
(engendré par x). v

Exemple. 1l existe un groupe non abélien d’ordre 21 (on pourra démontrer, avec les outils
que nous verrons plus loin, que si G est un groupe d’ordre impair qui n’est pas abélien, alors
|G| > 21 - voir page 54).

En effet, soit § 'unique automorphisme de C; = (u) qui envoie u sur u? (il existe bien
puisque pged(2,7) = 1). On vérifie que 6° = 0060 0 6 = idc, (pour cela il suffit de vérifier
que 6°(u) = u). On en déduit qu'il existe un unique morphisme de groupes ¢: C3 = (g) —
Aut(Cy) tel que ¢(g) = 6. Puisque l'opération ¢ n’est pas triviale, le groupe C; 3, C3 n’est
pas abélien, et il est d’ordre 7 - 3 = 21.

Il est possible que les produits semi-directs associés a des opérations différentes soient
isomorphes. On n’a pas de résultat qui décrit les isomorphismes entre produits semi-directs
en toute généralité, mais on a les résultats partiels suivants.

Exercices. Voir travaux dirigés

(1) Soient @, : G — Aut(N) des opérations de G sur N par automorphismes. On suppose
¢ P p P pp
qu’il existe « € Aut(G) tel que p o @ = @. Montrer que les produits semi-directs N x4, G
et N xy G sont isomorphes.

L'isomorphisme est donné par N x, G — N Xy G: (x,8) — (x,a(g)).
(2) Soient ¢, p: G — Aut(N) des opérations de G sur N par automorphismes. On suppose
qu’il existe B € Aut(N) tel que
Vg EG, p(g) =Boy(g)op
Montrer que les produits semi-directs N X, G et N Xy G sont isomorphes.
L’isomorphisme est donné par N x, G — N x4 G: (x,8) — (B~ 1(x),8).

II. CARACTERISATION DU PRODUIT SEMI-DIRECT

Le résultat suivant est tres utile pour obtenir des résultats de classification.

Théoréme 3.5 (Caractérisation du produit semi-direct). Soit G un groupe et N et H deux
sous-groupes. On suppose :

(1) G = NH.
) NNH = {1}.
(3) N<«G.

Alors G est isomorphe a un produit semi-direct N x H.

Démonstration. On considere l'applicationm: N x H — G, (x,h) —> xh, qui est surjective
par hypothese (puisque G = NH). On a N < G, donc G opere sur N par conjugaison, et en
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restreignant cette opération a H, on obtient un morphisme de groupes
¢: H— Aut(N)
h—s (x +— hxh™1)

et on peut donc munir N x H de la structure de produit semi-direct N x, H.

Montrons alors que m: N xy H — G est un morphisme de groupes. Ona m((x, h)(y,k)) =
m(xhyh=, hk) = xhyk = m(x, h)m(y, k). De plus, si m(x,h) = 1alors xh = 1doncx = h~! €
N N H, ce qui implique que x = 1 et h = 1 puisque NN H = {1}. Ainsi m est un isomor-
phisme. v

Remarque. Sion ajoute 1’hypothese H < G, alors on obtient le produit direct N x H.

Remarque. Soit G = N x, H, on considére N' = N x {1} = N x {1} C Get H = {1}
H = {1} x H C G. Alors N’ et H' sont des sous-groupes de G, avec N’ <« G (Voir travaux
dirigés), et il est clair que NN H' = {(1,1)} et que G = N'H’ (car (x,h) = (x,1)(1,h)
pour tout (x,h) € N x H). Ainsi, les propriétés (1) — (3) sont vérifiées pour N’ et H'. On
aalors G = N’ x, H avec ¢/ ((1,h))((x,1)) = (L h)(x,1)(1,h) ! = (¢(h)(x),h)(1,h~ 1) =
(o) (x) (1) (1), ) = () (x), ).

Notons que i: N — N’ et j: H — H' définis par i(x) = (x,1) et j(h) = (1,h) sont
des isomorphismes, que i induit un isomorphisme c: Aut(N) — Aut (N ') défini pour tout
a € Aut(N) par c(a) =ioaoi . Onaalors ¢'(j(h)) =iog@(h)oi~! = c(¢(h)) pour tout
h € H donc ¢’ correspond a ¢ via ces isomorphismes :

H -2~ Aut(N)

P

H' ——~ Aut(N).
¢

Voici un exemple d’application du produit semi-direct.

Théoreme 3.6. Soit G un groupe d’ordre 2p, ot p > 3 est un nombre premier impair. Alors
G = CypouG =Dy

Démonstration. Par le théoréme de Lagrange, les ordres des éléments de G sont dans
{1,2,p,2p}. Démontrons qu'il existe nécessairement un élément g d’ordre 2 et un élément u
d’ordre p dans G.

> S'il existe un élément ¢ € G d’ordre 2p, alors u = t? est d’ordre p et ¢ = t? est d’ordre 2.

> Si tous les éléments de G \ {1} sont d’ordre 2, on sait que G est abélien et d’ordre une
puissance de 2 (exercice vers la fin du chapitre 1); on a donc une contradiction. Il y a
donc au moins un élément u d’ordre p dans G.

> Soit N = (u). Alors [N| = o(u) = pdonc [G: N] =2etdonc N<G.Soit 1: G — G/Nla
surjection canonique. Le groupe N /G est isomorphe au groupe cyclique C;, notons a un
générateur de N/G. Puisque 7t est surjectif, il existe x € G tel que 7r(x) = a. Supposons
que x soit d’ordre p, alors on aurait 1 = (1) = 7w (x”) = 7(x)P = aP = a car p est impair
et a est d’ordre 2, et on aurait une contradiction. Donc x est d’ordre 2 ou 2p et finalement

x ou xF est d’ordre 2. Il existe donc également un élément ¢ d’ordre 2 dans G. Posons

On a vu que N < G. De plus, [N N H| divise les ordres 2 et p de H et N,donc [NNH| =1

et NN H = {1}. Enfin, [NH| = (g5} = 2p = |G| done NH = G.

On en déduit que G = N x, H pour un morphisme ¢: H — Aut(N). Puisque H = C, il
y a deux possibilités :
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> @ esttrivial, alors G = N X H = Cp, x C; = Cyp par le théoreme chinois;

> @ n’est pas trivial. Alors 6 = ¢(g) est un élément d’ordre 2, qui d’apres la proposition
3.4 est donné par 6(u) = u* pour un k entier tel que 2 < k < p — 1. L'automorphisme 6
est d’ordre 2 si, et seulement si, 0% (1) = u c’est-a-dire uF = u soit u¥"~1 = 1. On cherche
donclesk € [2;p — 1] telsque p | (k* —1) = (k—1)(k + 1). Puisque p est premier et ne
divise pas k — 1 (qui est entre 1 et p — 2), par le lemme d’Euclide (ou le lemme de Gauss)
il divise k + 1 donck = p — 1. On en déduit que 0(u) = u?~! = u~! et grace a un exemple
page 40 que G = N x, H =2 Di(Cp) = D,. v

Remarque. L'existence d’éléments d’ordres 2 et p peut se démontrer a 1’aide des théoremes
de Sylow du prochain chapitre.

Mais sans les théoremes de Sylow, on peut démontrer que tout groupe d’ordre pair contient
un élément d’ordre 2. Voir travaux dirigés (exercice complémentaire)

En effet, soit G un groupe d’ordre pair. Soit R la relation définie sur G par :

V(x,y) € G, (xRy <— y € {x,x’l}).

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence. Pour tout x € G, notons C(x) la
classe d’équivalence de x.

Il est clair que C(1) = {1}. De plus, pour tout x € Gona |C(x)| € {1,2} et |C(x)| = 15si,
et seulement si, x> = 1. Si on suppose que G ne contient pas d’élément d’ordre 2, alors pour
toutx € G\ {1} ona|C(x)| = 2. Si le nombre de classes d’équivalence distinctes pour R est
ketsionnote {g1 =1,82,...,8x} un systéme de représentants de ces classes d’équivalence,
alors G = ]_[;":1 C(gj) (union disjointe) et |G| = |C(1)] + 2;{:2‘6(8]'” =1+2(k—1)estala
fois pair et impair, on a une contradiction. Donc G contient un élément d’ordre 2.
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CHAPITRE 4.

Groupes opérant sur un ensemble.
Applications.

Ce chapitre est consacré a la notion de groupe opérant sur un ensemble. C’est un concept
extrémement utile pour obtenir des informations sur les groupes. Les applications que nous
avons en vue sont les théoremes de Sylow (qui permettent par exemple de démontrer que
de nombreux groupes ne sont pas simples).

I. DEFINITIONS ET EXEMPLES

Définition 4.1. Soient G un groupe et E un ensemble non vide. Une opération (ou action) a
gauche de G sur E est la donnée d'une application

GXE—E
(g, x) —> g.x
telle que
(1) V(g1,82) € G% Vx € E,ona (g182).x = g1.(g2.x).
(2) Vx € E,onalx = x.

Exemple. Soit E un ensemble et soit Sg le groupe des bijections de E dans lui-méme. Alors
Sgoperesur E :

SgexE— E

(o,x) — o(x).

On peut reformuler la notion d’opération de groupe sur un ensemble en termes de mor-
phismes de groupes. Cette reformulation est souvent utile pour construire des sous-groupes
normaux, et donc montrer qu'un groupe n’est pas simple.

Proposition 4.2. Soit G un groupe et soit E un ensemble non vide. La donnée d"une opéra-
tion a gauche de G sur E est équivalente a la donnée d"un morphisme de groupesa: G — Sg.
On appelera Ker « le noyau de 'action.

Démonstration. Supposons que G opere sur E. Pour ¢ € G, considérons I'applicationag: E —
E définie par ag(x) = g.x. On vérifie (exercice) que a; = idg et ag;, = ag o oy, pour tout
(§,h) € G? En particulier agon, 1 = idg = w
morphisme de groupes

-1 0. Ainsi oy € Sg, et on obtient un

g g

a: G— Sg
g — g
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Réciproquement, si a: G — Sg est un morphisme de groupes, on vérifie (exercice) que
I'application

GxE-—E
(8,%) — g.x = a(g)(x)
définit une opération de G sur E. v

Exemples. Soit G un groupe.

(@) G opere sur lui-méme par « translations » :
GxG—G
(8/%) > g.x = gx

(b) G opere sur lui-méme par conjugaison :

GxG—G

(8 %) — g.x = gxg ™"
(c) G opere sur P(G), ’ensemble de ses parties, par conjugaison :
G xP(G) — P(G)
(8,5) — g5 =g5¢""
(d) Soit H C G un sous-groupe. Alors G opere sur l'ensemble G/ H par translations :
GxG/H— G/H
(¢,xH) — g.(xH) = gxH
Si H ; G, le morphisme de groupe associé a: G — S, est non trivial (Ker a # G).
(e) Soit N un sous-groupe normal de G et soit H un sous-groupe de G. Alors H opere par
conjugaison sur N :
HxN —N
(h,n) — hon = hnh ™1,
(f) Soit V un espace vectoriel : GL(V') opeére sur V :
GL(V)xV —V
(f,0) = fo=f(0)

Voici une premiére illustration de 1"utilisation des opérations de groupes.

Application. Soit G un groupe fini, soit p le plus petit nombre premier qui divise I'ordre de
G et soit H un sous-groupe d’indice p dans G. Alors H est normal dans G.

Voir travaux dirigés

G agit sur 'ensemble G/H par translations. On en déduit un morphisme de groupes
¢: G — Sg/g = Sp.

Si ¢ € Ker g, alors en particulier ¢(g)(H) = H donc gH = Hetdonc g € H.On a
démontré que Ker ¢ C H. Montrons que Ker ¢ = H.

Par le premier théoréme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme @: G/ Ker ¢ =
Im¢ — Sy, donc [G : Kerg] | p!. Or [G : Ker ¢] = [G: H|[H : Ker ¢] = p[H : Ker ¢| donc
[H : Ker ¢] | (p —1)!. Supposons que [H : Ker ¢] > 1, il existe alors un diviseur premier g de
[H : Ker ¢] (qui divise donc |G| par le théoreme de Lagrange), on doit donc avoirg | (p —1)!,
donc g divise un nombre entier dans [1; p — 1] par le lemme d’Euclide et donc g < p : cela
contredit la minimalité de p comme diviseur premier de |G|. Donc [H : Ker ¢] = 1 et donc
H = Ker ¢ est le noyau d'un morphisme de groupes ¢: G — S, et par conséquent H est
normal dans G.
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On peut aussi utiliser les actions de groupes pour caractériser les produits semi-directs a
I'aide de suites exactes de groupes.

Remarquons d’abord que si G = N %, H est un produit semi-direct, alors on a une suite
exacte

1NL 685 o1

ou f(n) = (n,1) et g(n,h) = h pour tout (n,h) € N x H. (Voir travaux dirigés)
Dans l'autre sens, soit

1oNLeSh kot

une suite exacte (on rappelle que cela implique en particulier que f(N) <G et K = G/ f(N)).

Définition 4.3. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est un relévement de K si la restriction
de g a H induit un isomorphisme H = K.

Sion note N' = f(N) = N, alors NNH = {1} et G = N'H (exercice). Voir travaux
dirigés
En effet :
> Soitx € NN H. Alors x € N’ = Ker g donc g(x) = 1. De plus, x € H et g est injectif,
doncx = 1. Donc N' N H = {1}.
> Puisque N’ = Ker ¢ < G, on sait que N'H est un sous-groupe de G. Soit maintenant x € G.

Soit h € H l'unique antécédent dans H de g(x) par g. On a alors g(h) = g(x) donc
xh~1 € Kerg = N'. On en déduit que x = (xh ')k € N'H et donc que G = N'H.

Proposition 4.4. Soit

1oL eS kot

une suite exacte.
Si K admet un relevement H, alors G est isomorphe a un produit semi-direct N x H.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Le sous-groupe H de G agit par conjugaison sur N’ (qui est normal dans G). Cette action
induit donc un morphisme de groupes ¢: H — Aut(N’). On considere l'application

w:N'xoH — G
(n,h) —— mnh.
Vérifions que a est un morphisme de groupes. On a
a((n,h)(n', 1)) = a(ne(h)(n'),hh') = a(nhn’'h =1, hh') = nhn' W =*hh' = nhn'W = a(n, h)a(n'H).

Soit (n,h) € Kera. Alors nh = 1dans G,doncn =h~ ! € NNNH = {1},doncn =1=het
donc (n,h) = (1,1). Donc « est injectif.

Enfin, « est surjectif car G = N'H. On a démontré que « est un isomorphisme, c’est-a-dire
que G = N’ %, H= N x H. v

II. ORBITES, STABILISATEURS

Dans ce paragraphe on introduit les notions d’orbite et de stabilisateur, qui permettent
d’analyser 'opération d"un groupe sur un ensemb]e.

Définition 4.5. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit x € E. Alors l'ensemble
Q(x) = {g.x | § € G} C E est appelé I'orbite de x sous 'action de G.
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L'orbite Q)(x) est parfois notée Qg (x), ou encore G.x.
Remarque. Une orbite est stable sous 'action du groupe.

Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. La relation R sur E définie par
V(x,y) € E?, (xRy <= 3g€Gtqy=g.x)
est une relation d’équivalence sur E (exercice). L'orbite ()(x) d'un élément x € E est la

classe d’équivalence de x pour la relation R. Les orbites des éléments de E sous 'action de
G forment donc une partition de E.

Définition-Proposition 4.6. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit x € E. Alors
I'ensemble Stabg (x) = {g € G | g.x = x} est un sous-groupe de G, appelé le stabilisateur de x
dans G.

La vérification est laissée en exercice.

Démonstration. Soit x € E. Il est clair que Stabg(x) est une partie de G, qui contient 1 par
définition d’"une action.

Soit (g, 1) € Stabg(x)?, alors (gh).x = g.(h.x) = g.x = x donc gh € Stabg(x).

De plus, puisque g.x = xona g 1.(g.x) = ¢ Lx.Or g7 1.(¢.x) = (¢ !¢).x = 1x = x donc
x = ¢ lxetdonc g~! € Stabg(x).

Par conséquent, Stabg (x) est un sous-groupe de G. v

Définition 4.7. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.

(1) On dit que G opere transitivement sur E si V(x,y) € E?, 3¢ € G tel que y = g.x.
(2) Ondit que G opére librement sur EsiVg € G,Vx € E, gx=x & g=1

Ainsi G opere transitivement sur E si, et seulement si, il n’y a qu'une seule orbite, et G
opere librement sur E si et seulement si pour tout x € E on a Stabg(x) = {1}.

Exemples. (a) L'opération de G sur lui méme par translations est libre et transitive.
(b) On fait opérer G sur lui-méme par conjugaison. Pour x € G,
e l'orbite de x est I’ensemble {gxg~! | ¢ € G}, C’est la classe de conjugaison de x;

e le stabilisateur de x est le sous-groupe Zg(x) = {g € G | gx = xg}, il est appelé
centralisateur de x.

(c) On fait opérer G sur l'ensemble de ses parties par conjugaison. L'orbite de S C G est
'ensemble {¢Sg~!,¢ € G}.
Le stabilisateur de S est le sous-groupe Ng(S) = {g € G | ¢Sg~! = S}, il est appelé
normalisateur de S. Si S = H est un sous-groupe de G, alors H <t Ng(H).

(d) Si H est un sous-groupe de G, 'opération de G sur G/H par translations est transitive,
et le stabilisateur de xH est le sous-groupe xHx 1.

(e) Pour l'opération naturelle de GL(V) sur un espace vectoriel V, il y a deux orbites : {0}
et V'\ {0}.
En effet, il est clair que QQ(0) = {0}. Soit v € V un vecteur non nul fixé et montrons
que Q(v) = V \ {0}, dans le cas out V est de dimension finie n (c’est également vrai
en dimension infinie, en utilisant le théoréme 7.24). Soit v’ € V \ {0} un vecteur quel-
conque. Les familles {v} et {v'} étant libres, il existe des bases B = (v; = v,vy,...,vy) et
B = (v) =v,7),...,0,)deV d’apres le théoreme de la base incomplete. Soit f: V — V
'unique application linéaire définie sur la base B par f(v;) = v pour tout i € [1;n].
Alors I'image de la base B par f estla base ', donc f est un automorphisme, ¢’est-a-dire
que f € GL(V).Deplus, v' = f(v) = fvdonc v’ € Q(v).
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Proposition 4.8. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. Soit (x,y) € E2. Si x et y sont
dans la méme orbite, c’est-a-dire s’il existe ¢ € G tel que y = g.x, alors les sous-groupes
Stabg(x) et Stabg(y) sont conjugués dans G.

Démonstration. On vérifie que Stabg (g.x) = g Stabg(x)g ™!, ce qui donne le résultat.
En effet, soit h € G. Alors

h € gStabg(x)g ™!

<= 3Ju € Stabg(x), h = gug™!

<= ¢ 'hg € Stabg(x)

— g lhgx=x

< h.(g.x) =gx

<= h € Stabg(g.x). v

Le résultat suivant est le résultat clé pour décrire les ensembles sur lesquels opére un
groupe.

Théoreme 4.9. Soit G un groupe opérant sur E et soit x € E. Alors on a une bijection :
G/ Stabg(x) ~ Q(x).
En particulier, |QQ(x)| = [G : Stabg(x)].

Démonstration. Soit f: G — Q(x) l'application définie par f(g) = g.x. Elle est surjective
par définition de Q(x). Soit (g, 1) € G*. Alors

f(g)=f(h) <= gx=hx < (hlg)x =x <= hlg € Stabg(x)
<= g Stabg(x) = hStabg(x)
(les éléments g et h sont équivalents modulo Stabg (x)).

On peut donc considérer I'application f: G/ Stabg(x) — Q(x) induite par f, c’est-a-dire
que f(gStabg(x)) = f(g). Les équivalences ci-dessus montrent qu’elle est bien définie et
qu’elle est injective.

Ainsi f induit la bijection annoncée f. v

En combinant la proposition précédente et le théoréme de Lagrange, on obtient :

Corollaire 4.10. Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble E. Alors le cardinal d"une
orbite est fini et divise I’ordre du groupe.

Corollaire 4.11. (Equation aux classes)
Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E. Soit (X;)1<;<, une famille de représen-

tants des orbites distinctes. Alors
.

|E| = Z[G : Stabg (x;)]
i=1

Démonstration. Les orbites forment une partition de E, donc il existe r € IN* et des élé-
ments xi,...,x, de E tels que E = [[/_; Q(x;). On en déduit que |E| = Y _{|Q(x;)| =
Z;’:l[G : Stabc(x,')]. v

Corollaire 4.12. (Equation aux classes)

Soit G un groupe fini (opérant sur lui-méme par conjugaison). Soit (x;);<j<, une famille
de représentants des classes de conjugaison distinctes qui ne sont pas réduites a un élément.
Alors

G = |Z(G)| + )f%[c : Zo(%)].
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Démonstration. On fait opérer G sur lui-méme par conjugaison. Pour cette opération on a
Stabg (xi) = Zg(x:).

Soit x € G. Alors Q)(x) est réduite a un élément si, et seulement si, pour tout ¢ € G on a
gxg~! = ¢.x = x, C'est-a-dire gx = xg, ce qui revienta x € Z(G).

On en déduit que
G=| J] Q@) |1 (]:[Q(xl)> = JJ] {x}| OO <I:[Q(xl)>
x€Z(G) i=1 x€Z(G) i=1
etdoncque |G| = ) |{x}|+i|0(xl)| = |Z(G)|-|—i[G:Stab(;(xi)]. v
x€Z(G) i=1 i=1

On va appliquer ces premiers résultats sur les opérations de groupes aux p-groupes.

| Définition 4.13. Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe d’ordre p" avec n € IN*.

On commence par deux lemmes.

Lemme 4.14. Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe opérant sur un ensemble fini
I2,
Alors |E¢| = |E| (mod p), ot

E¢C ={x€E|Vg€G, gx=x}

est I’ensemble de points fixes de E sous 'action de G.

Démonstration. Les éléments de EC sont exactement les éléments de E dont l’orbite est ré-
duite a un point. Si E = E G on a le résultat. Sinon, on a
r
|E| = |EG| + Z[G : Stabg (x;)]
i=1
ol x1, ..., X, sont les représentants des orbites qui ne sont pas réduites a un point. Ainsi pour
touti € [1;r] ona [G : Stabg(x;)] > 1. Or [G : Stabg(x;)] | |G| = p" donc il existe, pour tout
i, un nombre entier d; € IN* tel que [G : Zg(x;)] = p%. En particulier, p divise [G : Zg(x;)]
pour tout i et on a donc bien |E®| = |E| (mod p). v

Lemme 4.15. Soit G un groupe. Si le groupe G/Z(G) est monogene, alors G est abélien.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Notons 71: G — G/Z(G) la projection canonique. Soit x = 77(a) un générateur du groupe
monogene G/Z(G), aveca € G.

Soit (g,h) € G2 Il existe (k,¢) € ZZ tel que n(g) = m(a)k et w(h) = m(a)’ et donc
(z1,20) € Z(G)? tel que ¢ = a*z; et h = a’z,. Puisque z; et z; sont centraux dans G on
obtient

k., ¢ k¢ k+¢ l, _k L4k k+¢

Sh=a"z1a"z) =a"a'z1zy =a" "z1zpethg =a'zpa"z1 =a "zz1 = 2" 1z =gh. YV
Théoréme 4.16. Soit p un nombre premier.
(1) Soit G un p-groupe. Alors le centre de G n’est pas trivial.
(2) Soit G un groupe d’ordre p2. Alors G est abélien et G est isomorphe a CprouaCy xCp.

(3) Soit G un groupe d’ordre p" avec n € IN*. Alors pour tout i € [0;n] le groupe G
contient un sous-groupe normal d’ordre p'. En particulier, si n > 2 le groupe G n’est
pas simple.
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Démonstration. (1) Le centre d'un groupe G est ’ensemble des points fixes de G pour 1'opé-
ration sur lui-méme par conjugaison. Ainsi le lemme 4.14 donne |G| = |Z(G)| (mod p),
et puisque |Z(G)| > 1, on abien |Z(G)| > 1.

(2) Soit G un groupe d’ordre p2. On sait que |Z(G)| > 1 et, comme |Z(G)| divise p? (théo-
réme de Lagrange), on a |Z(G)| = pou |Z(G)| = p*.
Si|Z(G)| = p, le groupe G/Z(G) est d’ordre p premier, donc il est cyclique et le lemme
4.15 affirme que G est abélien; mais Z(G) # G et on a une contradiction.
Ainsi, |Z(G)| = p? donc Z(G) = G et finalement G est abélien.

Le théoreme de classification des groupes abéliens finis nous permet alors d’affirmer que

(3) On procede par récurrence sur n.

4 Initialisation. Si n = 1, le groupe G est d’ordre premier et le résultat est évidemment
vrai.

+ Hérédité. Soit n > 1 tel que tout groupe d’ordre p/ avec 1 < j < n possede des sous-
groupes normaux de tous les ordres possibles. Soit G un groupe d’ordre p".

On sait que Z(G) # {1}.Si G est abélien, alors G n’est pas simple car les seuls groupes
simples abéliens sont d’ordre premier. Ainsi, G contient un sous-groupe normal H avec
{1} S HSG G = Z(G). Si G n’est pas abélien, alors H = Z(G) vérifie {1} S H G Get
ona H<G.
Dans tous les cas, il existe un sous-groupe normal H de G, contenu dans Z(G) et tel
que {1} & H G G. Il existe alors un nombre entier k avec 0 < k < n tel que |H| = p* et
[G:H| = p” k. L'hypothése de récurrence fournit des sous-groupes de H et donc de
G d’ordre p' pour tout i € [0;k], qui sont normaux dans G car contenus dans Z(G).
L’hypothese de récurrence fournit également pour tout ¢ € [0; n — k] un sous-groupe
normal K, de G/H d’ordre p’. Soit 7: G — G/H la surjection canonique. Alors
~1(Ky) est un sous-groupe normal de G contenant H, avec K, = 7t~ 1(K,)/H. Ainsi
|7T_1(Kg)’ = |H||K,| = p**t.Siie [k+1; n]] il existe £ € [1; n—k]] tel quei = k+ ¢,
et donc il existe un sous-groupe normal 77! (K,) de G d’ordre p'. v

III. THEOREMES DE SYLOW
Dans ce paragraphe on énonce et démontre les théoremes de Sylow, qui assurent 1’exis-

tence de certains sous-groupes, et donnent des informations sur leur nombre.
Dans la suite, p est un nombre premier.

Définition 4.17. Soit G un groupe d’ordre p*m ot &« € IN* et p ne divise pas m. Un p-sous-
groupe de Sylow (ou p-Sylow) de G est un sous-groupe de G d’ordre p*.

Remarque. Soit H un sous-groupe de G. Alors H est un p-sous-groupe de Sylow de G si, et
seulement si, H est un p-groupe et p ne divise pas |G : HJ.

Théoreme 4.18 (Premier théoréme de Sylow). Soit G un groupe fini et p un diviseur pre-
mier de |G|. Alors G contient un p-sous-groupe de Sylow.

Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons les deux lemmes qui suivent, qui concernent
les groupes abéliens.

Lemme 4.19. Soit G un groupe abélien d’ordre N, et soit n € IN* tel que pour tout x € G on
ait x" = 1. Alors N divise une puissance de n.
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Ne sert nulle part il me semble...

Démonstration. On sait qu'il existe des nombres entiers r € N* et dy, ..., d, tels que dy | dy |
<o dret G = Cy, X -+ = Cy, d’apres le théoréme 2.16. On a également N = d; - - - d,. Pour
tout i € [1;7], il existe un élément x; d’ordre d; dans G (un générateur de C,), qui vérifie
x!! = 1 par hypothese, donc d; divise n. Posons donc n = d;q; avec g; € IN*. On a alors

n" =dy---drg1---9r = Ngp---gr donc N divise n’. v

Lemme 4.20 (de Cauchy pour les groupes abéliens). Soit G un groupe abélien fini et soit p
un diviseur premier de |G|. Alors G contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Posons |G| = p|'---p;" avec py, ..., pr des nombres premiers deux a deux
distincts et (aq,...,a,) € (IN*)". Le nombre premier p est 1'un des p;.
Grace au corollaire 2.15, il existe des sous-groupes Hj, ..., H, de G tels que |H;| = p}’

pour touti € [1;r]etG = Hy X --- X H,.
Soiti € [1;r]. D’apres le théoréme 4.16 le groupe H;, et donc G, contient un sous-groupe
d’ordre (premier) p;, qui est cyclique, donc H; et G contiennent un élément d’ordre p;. v

Démonstration du premier théoreme de Sylow. On procede par récurrence sur |G|.

Initialisation : n < 5. Si |G| est un p-groupe, le résultat est clair (G est lui-méme un p-sous-
groupe de Sylow de G). Le résultat est donc vrai si |G| < 5.

Hérédité. Soit n > 6 tel que le premier théoreme de Sylow soit vrai pour les groupes
d’ordre < n. Soit G un groupe d’ordre 1 et soit p un diviseur premier de |G|; posons |G| =
p*m avec o € IN* et m € IN* tels que p { m.

On distingue deux cas :

Cas 1. Il existe un sous-groupe propre H de G tel que p 1 [G : H]. Alors p* | |H|, donc on
a |H| = p*q avecq | m, g < m et 'hypothese de récurrence fournit un p-sous-groupe
de Sylow de H, qui est d’ordre p*, et qui est donc un p-sous-groupe de Sylow de G, et le
résultat est démontré.

Cas 2. Pour tout sous-groupe propre H de G, ona p | [G : H]. Montrons que p | |Z(G)|.Si G

est abélien c’est clair puisque Z(G) = G. Sinon, I'équation aux classes donne
r
Gl =1Z(G)] + Y_[G : Zg(xi)]
i=1

ol les x; sont les représentants des classes de conjugaison qui ne sont pas réduites a un
élément. Ona 1l < |Z(G)| < |G|, donc pour toutiona |G| > [G: Zg(x;)] > 1. Les Zg(x;)
sont des sous-groupes propres de G donc par hypothese (Cas 2.) p | [G : Zg(x;)] pour tout
i.Onen déduit que p | |Z(G)|.
Puisque Z(G) est abélien, le lemme de Cauchy pour les groupes abéliens montre qu’il existe
un élément 2 € Z(G) d’ordre p. Soit H = (a). Alors H<a G car H C Z(G), et G/H est
un groupe d’ordre p*~!m. L'hypothese de récurrence fournit un sous-groupe K de G/H
d’ordre p*~!, et il existe un sous-groupe K de G contenant H tel que K = K/H. On a alors
|K| = |H||K| = p*, et K est donc un p-sous-groupe de Sylow de G. v

Corollaire 4.21. Soit G un groupe d’ordre p*m avec p { m. Alors G possede des sous-groupes
d’ordre p' pour tout i tel que 0 < i < a.

Démonstration. Le premier théoréme de Sylow fournit un p-sous-groupe de Sylow H de G,
qui est d’ordre p*. D’apres le théoréme 4.16, le p-groupe H et donc G contient des sous-
groupes d’ordre p' pour touti € [0;«]. v

Conséquence 4.22 (Théoreme de Cauchy). Soit G un groupe fini et soit p un diviseur pre-
mier de |G|. Alors il existe un élément d’ordre p dans G.
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Exercice. Soit G un groupe fini non trivial et soit p un nombre premier tel que pour tout
g € G, l'ordre de g est une puissance de p. Alors |G| est une puissance de p.

Correction. Puisque G n’est pas trivial, il contient un élément dont 1’ordre est une puissance
de p différente de 1 et par conséquent p divise |G|. Posons |G| = p*m aveca € N* etm € IN*
tel que p { m. Si m # 1, il existe un diviseur premier g de m, on a donc q # p. D’apres le
théoréme de Cauchy, il existe un élément de G dont 'ordre est g, ce qui contredit '’hypothése
sur G. Donc m = 1 et |G| = p*. v

Remarque. Soit p un nombre premier. La définition générale d'un p-groupe est un groupe
tel que les ordres de tous ses éléments sont des puissances de p.

On voit grace a I'exercice précédent et le théoreme de Lagrange que pour un groupe fini,
cette définition est équivalente a la notre.

Théoréeme 4.23. (Deuxiéme théoreme de Sylow)
Soit G un groupe d’ordre |G| = p*m, avec p premier, « € IN*, m € IN* et p { m.

(1) Si H est un p-sous-groupe de G, alors H est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow
de G.

(2) Tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués entre eux.

(3) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow est congru a 1 modulo p et divise m.

On commence par un lemme.

Lemme 4.24. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G et soit H un p-sous-groupe de G. Si
H C Ng(P), alors H C P.

Démonstration. On suppose que H C Ng(P). Il est clair que P C HP. Montrons que HP C P,
ce qui impliquera H C P.
Puisque H C Ng(P) et P C Ng(P), on a HP C Ng(P). De plus, P est normal dans

Ng(P) donc HP est un sous-groupe de Ng(P) et donc de G.On a |[HP| = Jg%l‘,

puissance de p (car H et P sont des p-groupes). Puisque P est un p-sous-groupe de Sylow de
G,ona |HP| < |P|etdonc HP = P,d’ot H C P. v

qui est une

Démonstration du deuxieme théoreme de Sylow. Soit S 1'ensemble des p-sous-groupes de Sy-
low de G. On remarque que si P est un p-sous-groupe de Sylow de G et si g € G, alors
¢Pg¢~! est un sous-groupe de G d’ordre | ng_1| = |P|, donc gPg~! est un p-sous-groupe de
Sylow de G. On peut considérer 'action de G sur S par conjugaison.

Soit P € S un p-sous-groupe de Sylow fixé. Soit E = Q(P) = {xPx~! | x € G} la classe
de conjugaison de P. On sait que |E| = [G : Stabg(P)] = ixGNg(P). De plus, puisque P C
Ng(P),ona |E| | [G:P] =m.

Soit H un p-sous-groupe de G. Alors H opere par conjugaison sur E. D’apres le lemme
4.14,0ona |E¥| = |E| (mod p).Or |E| divise m et p { m donc |E| £ 0 (mod p). On en déduit
que |EF| # 0 (mod p) et en particulier que EFf # @. Soit donc Q € EH. Pour tout h € H
onahQh~! = Q donc H C Ng(Q) etdonc H C Q d’apreés le lemme précédent. Nous avons
donc démontré 1’assertion (1).

Supposons dans la suite que H est un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors si Q € Ef on
aH C Qet |H| = |Q|]donc H = Q € E. Donc H et P sont conjugués et on a démontré
l'assertion (2). On a également démontré que EF = {H}.

On déduit de ce qui précede que S = E et donc que |S| = |E|. On a donc |S| = |E|
|[EH| =1 (mod p). Enfin, on a remarqué plus tot que |E| | m donc |S| | m et on a démontr
I’assertion (3).

a i
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Remarque. 1l découle de la démonstration précédente que le nombre de p-sous-groupes de
Sylow de G est [G : Ng(H)] ot H est un p-sous-groupe de Sylow de G.

Corollaire 4.25. Un groupe fini posséde un seul p-sous-groupe de Sylow si et seulement si
ce sous-groupe est normal.

Démonstration. Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G. L'ensemble des p-sous-groupes de
Sylow de G est
S={xHx'|xecG}

Alors |S|=1 <= S={H} < Vx€G, (xHx ! =H) < H<G. v

IV. APPLICATIONS A LA CLASSIFICATION DES GROUPES FINIS

On propose dans ce paragraphe des applications des théorémes de Sylow.

Théoreme 4.26. Soient p et ¢ des nombres premiers distincts et soit G un groupe d’ordre pq.

(1) Alors G n’est pas simple et si p > ¢, alors G est isomorphe a un produit semi-direct
Cp x Cy.
(2) Sip#1 (mod g) etg #1 (mod p), alors G est cyclique. (exemples : |G| = 15,35...).

Démonstration. (1) Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G et soit K un g-sous-groupe de
Sylow de G (qui existent par le premier théoréeme de Sylow). Alors |H| = p est premier
donc H = C, et |K| = g donc K = C,. Le nombre 1, de p-sous-groupes de Sylow vérifie
np, =1 (mod p) etn, | q d’apres le deuxieme théoréme de Sylow. Si on pose n, = 1 +kp
avec k € IN, puisque p > g et n, | g, on doit avoir k = 0 et donc n, = 1. Donc H est
I"'unique p-sous-groupe de Sylow de G et par conséquent H < G d’apres le corollaire 4.25.
En particulier, G n’est pas simple.

Puisque pged(p,q) = 1, grace au théoréme de Lagrange ona HN K = {1} et |HK| =
pq = |G| donc G = HK. On en déduit grace a la caractérisation du produit semi-direct
du théoreme 3.5 que G = H X K= C, x C,.

(2) Quitte a échanger p et g on peut supposer que p > g et on reprend les notations de

la premiere partie de la démonstration. Soit 7, le nombre de g-sous-groupes de Sylow
de G. On sait que n; = 1 (mod q) et que n, | p, donc n, € {1;p}. Si ny # 1, alors
p = ny; =1 (mod g) et on a obtenu une contradiction. Donc n; = 1, ce qui implique
que K <4 G (corollaire 4.25) et donc que G = C, x C; grace a la caractérisation du produit
direct. Enfin, d’apres le théoréme chinois, G = C,, est cyclique.
Autre méthode. Quitte a échanger p et g on peut supposer que p > g et on sait d’apres la
partie (1) que G = Cp x4, C; pour une action par automorphismes ¢: C; — Aut(C,) de
C, sur Cp. Notons a un générateur de C;. Alors ¢ est entierement déterminé par ¢(a), qui
doit étre un élément de Aut(C,) tel que ¢(a)7 = 1, c’est-a-dire que l'ordre de ¢(a) est 1
ou g. Mais puisque p est premier, Aut(C,) est (cyclique) d’ordre p — 1. Par hypothese, q
ne divise pas p — 1 donc Aut(C,) ne contient pas d’élément d’ordre gq. Ainsi, p(a) = 1,
I’action est triviale et Cp x, Cy = Cp x Cj = Cyy

Exemple. Les groupes d’ordre 15 et 35 sont cycliques.

Exemple. Nous pouvons maintenant compléter I'exemple page 42 : si G est un groupe qui
n’est pas abélien et dont ’ordre est impair, alors |G| > 21.

En effet, soit G un groupe d’ordre impair tel que |G| < 21. Si |G| est premier alors G est
cyclique donc abélien et si |G| = p? avec p premier alors G est abélien d’apres le théoreme
4.16. Il reste le cas d"un groupe d’ordre 15, qui est abélien d’apres le théoreme précédent.
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Remarque. Si p et g sont deux nombres premiers tels que p > getg | (p — 1), on peut
montrer qu’il y a, a isomorphisme pres, deux groupes d’ordre pq : le groupe cyclique Cp, et
un produit semi-direct non abélien C, x Cg. (C’est le cas par exemple des groupes d’ordre 21.)

En effet, puisque p > g, nous avons vu dans la démonstration du théoreme 4.26 que si
|G| = pq alors G est isomorphe a un produit semi-direct G = Cj, x, Cy, ot1 ¢: Cj — Aut(Cp)
est le morphisme d'une opération de C, sur C, par automorphismes.

Notons a un générateur de C,;. Alors ¢ est entierement déterminé par ¢(a) € Aut(Cp),
qui doit étre un élément dont 1'ordre divise g, c’est-a-dire 1 ou g. Or Aut(C,) = C,_ et
q | (p — 1) donc il existe des éléments d’ordre g dans Aut(Cp).

Si ¢(a) = idc,, alors I'opération ¢ est triviale. Ainsi, G est abélien et G = Cp,.

Si @(a) est d’ordre g, alors l'opération ¢ n’est pas triviale et G n’est pas abélien. Nous
devons démontrer que toutes les opérations non triviales de C; sur C, par automorphismes
induisent des produits semi-directs isomorphes.

Soient maintenant ¢, ¢: C; — Aut(C,) deux actions non triviales. Alors ¢(C;) et (Cy)
sont des sous-groupes de Aut(C,) d’ordre q. Puisque Aut(Cp) est un cyclique d’ordre p — 1
et g divise p — 1, il admet un unique sous-groupe cyclique L d’ordre 4. On en déduit que ¢(a)
et ¢(a) sont deux générateurs de L = ¢(C;) = ¢(C;) et donc qu'il existe un nombre entier
k € [1;9 — 1] (premier a q) tel que ¢(a) = y(a). Soit a: C; — C, I'unique automorphisme
de C, défini par a(a) = a¥ (voir la proposition 3.4). Ona o a(a) = p(a*) = p(a)* = ¢(a)
donc Y o = ¢ (car a engendre C;). On en déduit que C, x, C; = Cp Xy C; grace a un
exercice page 42.

Classification des groupes d’ordre n < 15.

Définition-Proposition 4.27. Soit Qg le sous-groupe de GL,(C) engendré par les éléments a, b

et ¢ donnés par
0 1 0 i i 0

C’est un groupe d’ordre 8 qui n’est pas abélien et dont tous les sous-groupes sont normaux dans
Qg (en particulier, Qg n’est pas isomorphe a Dy). 1l est appelé groupe quaternionique.

Démonstration. Voir travaux dirigés

On vérifie que a?> = b?> = ¢> = —1,ab = ¢ = —ba (donc Qg est engendré par {a,b}),
bc = a = —cbetca =b = —ac. En particulier, Qg n’est pas abélien.
Les éléments de Qg sont des produits de puissances de a et de b; comme ba = —ab = a®b et

a* = 1 = b*, on en déduit que les éléments de Qg sont tous de la forme akbt avec (k,0) € 72,
0 < k, £ < 4 et dong, puisque a2 = —1 = b?, de la forme +a*b’ avec (k,0) € 22,0 <k, 1 <1,
ce qui donne

Qs = {£1,+a, £b, ab = +c}.

Donc Qg est d’ordre 8.

Les sous-groupes de Qg doivent donc étre d’ordre 1, 2, 4 ou 8.

Le seul élément d’ordre 2 de Qg est —1, donc le seul sous-groupe d’ordre 2 est {+1}.

Les autres éléments de Qg distincts de I'élément neutre sont tous d’ordre 4. Puisque
(—a) = (a®) = (a) (et de méme avec les autres éléments), on en déduit qu’il y a trois sous-
groupes d’ordre 4, qui sont (a), (b) et (c). Ils sont tous normaux dans Qg car ils sont d’indice
2 dans Qs.

Il est évident que le groupe trivial et le groupe Qg sont les seuls autres sous-groupes de
Qg et qu’ils sont normaux dans Qs.

Vérifions donc que {41} est normal dans Qg. Pour tout x € Qgonax(—1)x~ ! = —xx~ ! =
—1 € {#£1} (etbien str x1x~! =1 € {£1}). Donc {£1} est un sous-groupe normal de Qs.

Enfin, il reste a vérifier que Qg n’est pas isomorphe a Dy. Cela découle du fait que le
sous-groupe de Dy engendré par s n’est pas normal dans Dy. En effet, rsr 1 = r%s & (s). v

-1
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Définition-Proposition 4.28. Le groupe dicyclique Dic,, d’ordre 4n est le sous-groupe de
GL;(C) engendré par les matrices a et b données par

_ (e 0 _ /(0 1
a= < ) e"”/”> et b= (_1 0).
Ces éléments vérifient les relations a®" = 1,b*> = a”",ba = a 'betona
Dic, = {akbl|0<k<2n—1, 0<z<1}.

On a Dicy, = Qg et Dicg & C3 X C4 pour 'opération ¢: C4 = (g) — Aut(Cs) définie par
P(g)(x) = x~! pour tout x € Cs.

Démonstration. Voir travaux dirigés
On vérifie facilement les relations. On peut méme préciser que a est d’ordre 2n et que b
est d’ordre 4. De plus, les relations ba = a~'b et b*> = a"* permettent d’affirmer que b> = a"b
puis que
Dicn:{a”bl|u€Z,O<l<1}.

Effectuons la division euclidienne de u par 2n, qui s’écrit u = g2n +kavec 0 < k < 2n — 1.
Alors a"b! = (a*")7ab' = a*b'. Donc les éléments de Dic, sont bien ceux de I’énoncé.

On en déduit que |Dics| < 27 -2 = 4n. Soit maintenant (k,1,u,v) € Z* avec 0 < k,u <
2n—1et0<,v < 1tel que akv! = a"b?. Alors a “a* = b'b L.

Siv # 1, alors a*~* = b*! = £b. Mais 4" est diagonale alors que +b ne 'est pas, c’est
donc impossible. On en deduit que v = I. Alors ak=* = I, donc 2n (I'ordre de a) divise k — 1.
Or 2n+1<k—u<2n—1donck—u = 0etonak = u. Ainsi, Dic, a exactement 4n
éléments.

Il nous faut maintenant vérifier les isomorphismes.

i 0

> Casn =2 Alorsonaa = (; _; \

et par conséquent ab = <(l) 0)' Le groupe Dic; est le
sous-groupe de GL;(C) engendré par a et b, donc par 4, b et ab. Il s’agit bien de Qg (par
définition de Qg).

> Casn =3.0Onaalorsa® = —I, = b2
Soit N le sous-groupe de Dics engendré par 42, il est isomorphe a Cs. Alors N est normal
dans Dics; eneffet, a-a2-a ' =a?> € Netba?b ' =abab=' =a 2001 =a2c N.
Soit H le sous-groupe de Dic; engendré par b. Il est isomorphe a C4,. Onadonc NN H =
{1} puisque pged(|N|, [H]) = 1.
De plus, [NH| = Il = 3! = 12 = |Dics| donc Dics = NH.
On en déduit que Dicz = N x, H = C3 x4 C4 pour un morphisme ¢: C4 — Aut(Cs).
Le groupe Dics n’est pas abélien (par exemple, en utilisant les calculs ci-dessus, a~'b =
a?ba~! = a?ba # ba~! car a? = <é 2) # ), donc le produit ne peut pas étre direct
et donc ¢ n’est pas trivial. Le seul automorphisme de Cz différent de idc, est I’automor-
phisme 6 défini par 6(x) = x~!; de plus, il existe bien un morphisme ¢: C; — Aut(Cs)
tel que ¢(b) = 6 car 6* = id (théoréme 1.30). On a donc obtenu le résultat cherché. v
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Théoréme 4.29. Tous les groupes d’ordre n < 15 sont donnés, a isomorphisme pres, dans le
tableau suivant.

ordre du groupe | groupes abéliens groupes non abéliens
1 G = {1}
2 G
3 Cs
4 C4
CoxC =Dy
5 Cs
6 Co = Cy x C3 D3 = S5
7 Cy
8 (c:i x Cy 84
Co x Co x Cy i
9 Co
C3 X C3
10 Cip = C x Cs Ds
11 Ci1
- Cio = Cy X Gs Zj
Co X Ce=ZCorxCyx(Cs Dics
13 Cis
14 Clu=2CxCy Dy
15 Ci5 = C3xCs

Démonstration. Pour tous les groupes abéliens et pour les groupes d’ordre p, p> ou 2p avec p
premier, cela découle des théoremes 2.16, 1.27, 4.16 et 3.6. Pour les groupes d’ordre 15, c’est
le théoreme précédent. Il reste les groupes d’ordres 8 et 12, qui seront traités en TD et en
DM. v
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CHAPITRE 5.

Groupes symétriques et alternés

Soit n € IN*. On considere le groupe symétrique S, des bijections de [1;7] dans [1;n]
(la loi de groupe est la composition des bijections). C’est un groupe d’ordre 1!, qui n’est pas
abélien si n > 3 (nous verrons méme que son centre est trivial si n > 3).

Ce chapitre est consacré a une étude détaillée des groupes symétriques et de sous-groupes
remarquables, les groupes alternés. Du point de vue des groupes abstraits, la motivation est
fournie par le théoréeme suivant.

Théoréme 5.1 (Théoreme de Cayley). Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors G est isomorphe
a un sous-groupe de Sj,.

Démonstration. Le groupe G opere sur lui-méme par translations (multiplication a gauche),
cela induit un morphisme de groupes ¢: G — Sg = S, défini par ¢(g)(x) = g.x = gx. Il est
facile de vérifier que ¢ est injectif, donc ¢ induit un isomorphisme G = Im ¢ et Im ¢ est un
sous-groupe de Sj,. v

Nous rappelons également des définitions et résultats vus en L3 (sans démonstration).

I. GENERATEURS DU GROUPE SYMETRIQUE

Soient k > 2 et iy,...,i dans [1;n] deux a deux distincts. On note (i1 in ... ik) la
permutation définie par

l Silg{il,...,l’k}
(i1 i ... Zk)(l) =<1, sil=1i, € {ilz---/ik—l}
i1 sil = ik
Une permutation de ce type est appelée un k-cycle.
On a le résultat suivant, extremement utile pour faire des calculs.

Lemme 5.2. Soiento € Sy et (i i ... i) estunk-cycle.Ona

o(iy i ... ip)o t=(c(ir) olix) ... o(iy))

Démonstration. Exercice.

Notonsc = (iy ip ... i)ety= (c(i1) o(ix) ... o(i)).Soitj € [1;n].

Supposons que ¢~ 1(j) & {i1,...,ix}. Alors oco1(j) = o(c71(j)) = j = 7(j) car, par
hypothese, j n’est pas dans le support de 7.

Supposons maintenant qu'il existe 4 € [1;k] tel que o~ 1(j) = i,. Alors gco(j) =
oe(ig) - 0(ige1) = v(o(ig)) = 7(j) siq < ketoeo™(j) = oc(ix) = o (ir) = v(o(ix)) = 71(j)
sig=k.

1_

On en déduit que oco~(j) = 7(j) pour tout j € [1;n] et donc que occo™! = 7. v



Définition 5.3. Le support d'une permutation o € S, est l'ensemble Supp(c) = {i € [1;n] |
o(i) # i}. Par exemple, sic = (iy ... iy) est un k-cycle, le support de o est {i1, ..., iy }.

On peut vérifier que deux permutations a supports disjoints commutent.
On ne démontrera pas le théoreme (bien connu) suivant.

Théoreme 5.4. Soito € S, \ {id}. Alors :

(1) La permutation ¢ s’écrit comme un produit de cycles a supports disjoints.

(2) La décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints est unique a 1’ordre

pres des cycles. En particulier, le nombre r et les longueurs /4, ..., ¢, des cycles non
triviaux a supports disjoints dont le produit est égal a o est entierement déterminé par
o, etla suite [¢1, ..., {;] rangée dans I'ordre croissant est appelée le type de o.

(3) Deux permutations sont conjuguées si, et seulement si, elles ont le méme type.

Démonstration. Voir cours de L3.
Etant donné un cycle ¢, on notera ¢(c) = |Supp(c)| sa longueur.

(1)

()
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Soito € S, \ {id}. Le groupe S, agit naturellement sur [1; 7] (le morphisme de groupes
correspondant étantid: S, — S;). On restreint cette action au sous-groupe H = (o) de
Sn.

Les orbites sous 'action de H forment une partition de [1;#]; notons-les X, ..., X;.
Pour tout k € [1;7], on choisit un iy € Xy, onadonc Xy = Qg (ix) = {7(ix) | v € H} =
{U](ik) | ] € Z}

Pour tout i € [1;n], I'ensemble {k € N* | o*(i) = i} n’est pas vide car ¢ est d’ordre
fini, on peut donc considérer m; = min{k € N* | o*(i) = i}. Vérifions que Qp (i) =
{o7(i) | 0 <j < m;}.Nestclair que {¢/(i) | 0 < j < m;} C Qp(i).Soitdoncu € Qpy(i),
il existe j € Z tel que u = 0/(i). Effectuons la division euclidienne de j par m;, il
existe donc (g,s) € Z%> tel que j = gm; +set0 < s < m;. On aalors u = /(i) =
ofo (o™ ‘)‘7(1') =0 (z) car (rml( ) =i. On en déduit que u € {07/(i) | 0 < j < m;} et donc
que Qp (i) = {0/(i) | 0 < j < m;}. De plus, si (j,j') € [0;m; — 1]* avec j # j/, on peut
supposer sans perte de généralité que j < j/etonaalors 0 < j/—j < m; et donc
o/ ~i(i) # i par définition de m; et finalement O’j/( ) # ol (i).

En particulier, pour k € [1;7], ona X, = {0/(i) | 0 <j < m; } etles o7 (i) avec 0 <

j < m;_sont deux a deux distincts.

m; -1

On a donc un m; -cycle cx = <ik o(iy) ... 0k (ik)> et Supp(cx) = Xx.
On a construit ainsi r cycles a supports disjoints ¢y, . . ., ¢, qui commutent donc deux a
deux. Montrons que ¢ = ¢; - - - ¢;. Soit i € [1;n]. Puisque les X} forment une partition
de [1;n], il existe un unique k € [[1 r]] tel quei € Xk = Supp(ck) Pour tout j € [1;7]
avecj # k,ona c]( i) =1i,donccy---cr(i) = 1+ Cp1Ckr1 -6 (i) = cx (i) = (i) et
finalement ¢y - - - ¢, = 0.
Nous allons démontrer, par récurrence sur r € IN*, la proposition P, suivante :
P, : «Soientcy,...,c, des cycles de longueurs au moins 2 a supports disjoints, soit
g € N avec g > r et soient ¢}, .. .,c; des cycles de longueurs au moins 2 a
supports disjoints tels que c; - - - ¢, = ¢ - - c,;. Alors g = retil existe T € S, tel
que c’T(i) = ¢; pour touti € [1;r].»

Notons que sous les hypotheses de P,, ona Ji_; Supp(c;) = U 1 Supp(c ) (unions dis-

jointes) d’apres la demonstration de (1). De plus, si ¢ est un cycle pour tout i € Supp(c)
onaSupp(c) = {c/(i) | j€ N}etc= (i c(i) ... ¢"1(i)) avecm = |Supp(c)|.



> Initialisation (r = 1). Soiti € Supp(c1) = U! i1 Supp(c ) Alors il existe un unique
k € [1;4] tel que i € Supp(c;). On a donc cl( () = c1---¢cq(i) = ¢ (i) et, pour tout
j €N, c]i(i) = c’{c(i) donc Supp(c1) = Supp(cy) et ¢ = c;. Donc nécessairement
q=1,k=1etc; = c}. La proposition P; est donc vérifiée.

> Hérédité. Soit maintenant r > 2 tel que P,_; est vraie.

Soient ¢1---¢r = ¢} -+ c; deux décompositions en produits de cycles a supports
disjoints non réduits a un point avec r < g.

Soit i € Supp(cy) C U?Zl Supp(c;). Il existe un unique k € [1;4] tel que i €
Supp(c;) et le méme raisonnement que pour l'initialisation montre que ¢; = c.
Onaalors cy- ¢y = ¢} ¢ _qC, - c5. Comme r — 1 < g — 1, par hypothese de
récurrence il existe une bijection t: [2;7] — [1;4] \ {k} telle que pour tout; € [2;7]
k sij=1

T(j) sije[2;r].

Alors, pour tout j € [1;r] onacj = ! ()" La proposition P; est donc vérifiée.

onacj = c, #(j)- On définit T € S, par T(j) =

(3) Soient ¢ et ¢’ deux permutations de S,,.

> Supposons que ¢ et ¢’ sont conjuguées : il existe T € S, tel que ¢’ = ot !. Posons
o =c1---Ccraveccy,...,cr des cycles de longueurs au moins 2 a supports disjoints.
Alors ¢’ = ¢} -+ ¢} avec ¢} = T¢;T ! pour tout i € [1;7]. De plus, on sait d’apres le
lemme 5.2 que c} est un cycle de méme longueur que c; et de support T(Supp(ci)).
Comme T est une bijection de [1;n] dans [1;#], on en déduit que les c! sont des
cycles a supports disjoints et que ¢(c;) = £(c}) pour tout i € [1;n]. Ainsi, o et o’ ont
le méme type.

> Supposons que o et ¢’ ont le méme type. On peut donc écrire 0 = ¢1---¢, et 0/ =
¢j---cyaveccy,...,cr des cycles a supports disjoints, ¢}, . . ., ¢, des cycles a supports
dls]01nts et {(¢c;) = 6( ') = 2 pour tout i € [1;r].

On définit une permutation T € S, de la fagon suivante. Pour tout i € [1;n], notons
¢ = (a1 ... dim)etc; = (aj; ... a;, ); on pose, pour touti € [1;n] et tout
je;m], t(a;;) = ”;,j' De plus, comme Supp(c) et Supp(c”’) ont le méme cardinal,
il existe une bijection E := [1;n] \ Supp(c) — [1;n] \ Supp(¢’) =: E’; on en choisit

une pour définir’ 7g: E — E'. Ainsi, T € Sy. De plus, pour tout i € [1;7] on

! ! ! _ . . _ ——1 37 X
ac; = (ay ... a,) = (t(a;1) ... T(aim)) = Te;T d’apreés le lemme 5.2 et
finalement ¢/ = tc;T!- 71,771 = ToT ! : les permutations ¢ et ¢’ sont bien
conjuguées. v

Ainsi les cycles engendrent le groupe symétrique. Le lemme suivant va étre utile pour
trouver des familles plus petites de générateurs.

Lemme 5.5. (1) Soient iy, ...,i; des éléments de [1;n] deux a deux distincts. Alors on a

(1 ... i) = (i1 i2)(i2 d3) - (fke1 k)
(2) Soienti,j>2aveci<j—1.0Ona(i j)=(G—-1 j)(@ j=1)(G—-1 j).
(3) Soient1 <i<j<n.Ona (i j)=(1 i)(1 j)(1 i).
(4) Soitc=(1 2 ... n).Pouri<n—1l,ona(i i+1)=0c"1(1 2)ol~

Démonstration. Ce sont des calculs immédiats. v
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Théoréme 5.6. Soit n > 2. Le groupe S, est engendré par 'une quelconque des familles
suivantes.

(1) Les transpositions.

(2) Les transpositions (i i+1) avecl <i<n—1.

(3) Les transpositions (1 i) avec2 < i < n.

(4) La transposition (1 2) etlen-cyclec = (1 2 ... n).

(5) Une transposition (i i+1)avecl <i<n—1letlen-cyceoc=(1 2 ... n).

Démonstration. Les points (1) a (4) découlent des points correspondants du lemme précédent
(en répétant le point (2) autant de fois que nécessaire). ' '
Le point (5) découle du point (4) en utilisant (1 2) =o'~ (i i+1)o' L. v

Le résultat suivant sera probablement utile pour 'étude de la résolubilité des polynomes
(Semestre 2).

Proposition 5.7. Soit p un nombre premier et soit G un sous-groupe de S,. Supposons que
p | |G| et que G contient une transposition. Alors G = S,,.

Démonstration. 11 suffit de montrer que G contient un p-cycle (1 2 ... p) et une transpo-
sition (i i+ 1). Tout d’abord on sait que G contient un élément ¢ d’ordre p (conséquence
du premier théoreme de Sylow), et un élément d’ordre p de S, est nécessairement un p-cycle
car p est premier. En effet, si o est un élément d’ordre p, soit ¢ = ;- - - 7, sa décomposi-
tion en produit de cycles a supports disjoints. Alors les ; commutent deux a deux donc
o(c) = ppem(o(7y;) | 1 <i < r).Oro(y;) > 1pour tout i et p est premier donc o(y;) = p
pour tout i. Mais ce sont des cycles de Sy, leur support est donc [1;p] doncr = leto = 7,
est un p-cycle.

Ecrivons 0 = (i1 ... ip) etsoitv € S, la permutation définie par v(iy) = k,onavoco
v1=(1 2 ... p) €vGr 1. Ona|[vGv~!| = |G|, et comme pour montrer que G = Sy, il
suffit de voir que |G| = |S,|, on peut remplacer G par vGv~! et donc supposer sans perte de
généralité que (1 2 ... p) € G.Notonso = (1 2 ... p).

_A ce stade il est commode de changer de notation : on remplace [1;p] par Z/pZ =
{0,...,p — 1}, et G est un sous-groupe du groupe des permutations de Z/pZ contenant

c=(0 1 ... p—1)etune transpositiont = (i j)aveci,jdans{0,...,p—1}eti <j.

On peut alors écrire, pour tout k € Z/pZ, o(k) = k + 1. Montrons, par récurrence sur k, que
Vke[1;p—1], ona (6 k(]——z)> € G.
> Initialisation. Sik =1,onac~'(i j)o'= (0 j—i) €G.
> Hérédité. Soit maintenant k € [[1; p — 2] tel que (5 s(]——z)) € G pour tout s € [1;k] on
doit démontrer que (6 W(]—l)) € G.Ona
(0 kG—9)o T =(j jk+1) k) eG
etonajk+1)—ki= (—i)(k+1)+i=(G—ik+] ¢ {i;j} cark #0,k+1 #17,
j—i# 0etZ/pZ estun corps. Donc
(DG E+D=HR)G 5= (7 k1K) <G

et
o (i jk+ D) —ki)o'= (0 *k+1)(—1)€GC
et on a bien le résultat désiré.
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Comme Z/pZ est un corps, il existe k € [1;p — 1] tel que k(j — i) = 1, etainsi (0 1) € G,
et on conclut bien que G = §,. v

Remarque. Le résultat est faux en général si n n’est pas premier. Par exemple le groupe Sy
n’est pas engendrépar (1 2 3 4)et(1 3).
En effet, on a T¢ = ¢~ 17 donc
(o,T) = {O'kTé | (k,0) € ZZ} = {O'kTg |0<k<3,0</< 1}
= {id, 7, (1 4)(2 3),(2 4),(1 2)(3 4),0,(1 3)(2 4),(1 4 3 2)}
# Sa.

II. LE GROUPE ALTERNE

Définition-Proposition 5.8. Soit n > 2. Il existe unique morphisme de groupes surijectif
e: S, — {£1}
tel que pour tout k-cycle o, on ait e(c) = (—1)k=1. Le morphisme e est appelé la signature, et

le groupe alterné A, est défini comme le noyau de e. On a A, < Sy, (puisque Ay est le noyau du
morphisme ¢, ou parce qu’il est d'indice 2 dans Sy,) et |A,| =

Démonstration. L'existence a été démontrée en L3. Pour 1'unicité, soit ¢: S, — {£1} un
autre morphisme surjectif. On sait que les transpositions engendrent S, donc il suffit de
vérifier que ¢(7) = ¢(T) pour toute transposition 7. Notons que les transpositions sont
toutes conjuguées dans S, et que tout morphisme défini sur S, prendra donc la méme valeur
sur toutes les transpositions. Il y a donc deux cas :

Cas 1 : pour toute transposition T on a ¢(7) = 1. Mais alors ¢ = 1 donc ¢ n’est pas surjectif;
on a obtenu une contradiction.

Cas 2 : pour toute transposition T on a ¢(t) = —1. On a alors ¢(7) = ¢(7) pour toute
transposition T et donc ¢ = e. v

Pour compléter : une démonstration de I'existence de e. Soit o € S,,. Nous savons qu’il existe des
transpositions 74, . . ., Tp telles que o = 17 - - - 7. Si € existe, la démonstration de I"unicité nous
impose e(0) = &(1y) - - - €(7p) = (—1)”. Mais l'écriture de ¢ comme produit de transpositions
n’est pas unique, il faut donc démontrer que la parité du nombre de transpositions dans
I'écriture de 0 ne dépend que de o.

Etape 1. On suppose que n > 3. Soient p € IN*, 7y, .. T des transpositions et i € [[1;n]
fixé. Montrons qu'il existe alors g € IN et des transpositions 17, . . ., Té telles que
47T =1 T, (lorsque g = 0 le produit de droite est id, de support vide);
*+p+qg estpair'
+i ¢ U Supp( ') (attention, i peut étre dans le support de 7).

On raisonne par récurrence a deux pas sur p.

e Initialisation : si p = 1, on choisit une transposition quelconque T telle que
i € Supp( ) (C’est possible car n > 3). On a alors 7; = T27; donc en posant
7| = T, = Tet T§ = 7y on a démontré le résultat. Si p = 2, posons 7y = (i j);
on distingue quatre cas :

Cas 1. 7y et T, sont a supports disjoints. Alors on pose 7| = T et T) = 1.

Cas 2. 1 = Tp. Soit T une transposition telle que i ¢ Supp(7) (il en existe car
> 3). Alorsona7yTp = id = T2 eton pose 7] = T} = T.

Cas3.m = (i k)aveck & {i,j}. Alorsonpose 7] = (k j)etty= (i j).
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Cas4.7 = (j k)aveck & {i,j}. Alorsonpose | = (k j)etty= (i k).
* Soit p > 3 tel que le résultat soit vrai aux rangs p —2 et p — 1. Soient 7y, ..., Tp
des transpositions.

Sitgy = ;palors 1y -+ Ty = T3 Ty et on utilise 'hypothese de récurrence au
rang p — 2 (cela fonctionne car p et p — 2 ont la méme parité).

Si 71 # Tp, on sait par le cas p = 2 qu'il existe des transpositions "et ) telles

que {1y = i eti € Supp(7]).Onat - 17 = 4//13- - T On apphque

I'hypothese de récurrence aurang p —2 a T2 T3 -+ Tp, cela fournit des transpo-

sitions 77,..., Ty tellesque /i3 =11 -+, p— 1 + q est pair et i n’est pas
dans les supports de 7, ..., 7. On en déduit que T - p = 7T+ T, avec

p +q+ 1 pair et i n’est pas dans le support de 7', 77, ..., ;. Donc la propriété
est vraie au rang p.
Etape 2. Montrons, par récurrence sur n > 2, que la permutation id[;,,] ne peut s’écrire que
comme un nombre pair de transpositions de S,.
4 Initialisation. Si n = 2, la seule transposition est T = (1 2), etona ¢ =id si, et
seulement si, k est pair. Donc la propriété est vraie au rang 2.
4 Soit n > 2 tel que la propriété soit vraie au rang n — 1. Soient 7y, .. ., Ty des trans-
positions telles que idp,,;;) = T - Tp. D’aprés I'étape 1, il existe q € N avec
p + q pair et des transpositions 17,..., 7y telles que idy,,) = 7/ -+~ 75 et n n'est
pas dans le support de T, .. .,Téil Supposons par l'absurde que n soit dans
Supp(7y). Alors n = id(n) = 1;(n) # n et on a une contradiction. Donc n n’est

pas dans Supp(77). Mais alors id[y,,) est un produit de g transpositions de S, 1,
donc idpy;,—1j aus31 On peut donc appliquer '’hypothese de récurrence pour dé-
duire que g est pair et par conséquent que p, qui a la méme parité que g, est pair.

Etape 3. Conclusion. Soit ¢ €& S, et supposons qu’il existe des transpositions
’L'l,...,Tp,Tll,...,T‘; telles que o = 7y --- 7, = 17 - - -Té. Alorsid = 7 -+ - 1,7y - - -T,;
donc p + g est pair. Finalement on a bien (—1)? = (—1)7.

Nous avons donc défini une application e: S, — {£1} qui n’est pas constante et qui est
donc surjective. De plus, si (¢, 0”) € S2, il existe des transpositions T, . . ., Ty, Ty enes Té telles
quec =T - -Tpetoc =1 - T etonaalors

e(r)e(e)) = (=D)P(-1)1 = (1) =e(n - 11 - 1) = &(00’)
donc ¢ est bien un morphisme de groupes. v

Remarque. On en déduit que S, = {1, ¢}.
Proposition 5.9. Soitn > 3. Le groupe A, est engendré par les 3-cycles (1 2 i) pouri > 3.

Démonstration. On sait que Sy, est engendré par les cycles (1 i),i > 2. Ainsisic € A, ona
o= (1 i) (1 in)

avec, pour tout k, iy > 2 et m pair. Donc A, est engendré par les éléments (1 i)(1 ), avec

i,j=2eti#j.0Ona

(100 )= )siz<izi<n,
(1ji)=@1 2 i1 2 j)’sid<i#j<n
1i2)=012i’sii>3
On a donc le résultat. v
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Lemme 5.10. Pour n > 3, le groupe A, opére (n — 2) fois transitivement sur [1;n], c’est-
a-dire que pour tout ((a1,...,a,_2), (b1,...,bu_2)) € ([1;n]" 2)? avec les a; deux a deux
distincts et les b; deux a deux distincts, il existe o € A, tel que pour touti € [1;7n — 2] on a
o(a;) = b;.

Démonstration. On complete les ensembles de a; et b; de facon a avoir {ay,...,a,-2,4,-1,a,} =
[1;n] = {by,...,by—2,b,—1,by}. Il est clair qu'il existe une (unique) bijection f: [1;n] —
[1;n] qui envoie i sur a; pour tout i et une (unique) bijection g: [1;n] — [1;n] qui envoie i
sur b; pour tout i. En les composant, on obtient 7 = go f~! € S, telle que (a;) = b; pour
tout i.

Siy € Ay, c'est terminé. Sinon, ¢ = y(a,_1 a,) € Ay et vérifie 0(a;) = b; pour tout i
avecl <i<n—2. v

Proposition 5.11. Soit n > 5. Les 3-cycles sont conjugués dans A;,.

Démonstration. Voir travaux dirigés.

Soient y, = (a1 ax a3)ety, = (b1 by b3) deux 3-cycles. Puisque 1 > 5, on peut com-
pléter en des ensembles {ay,...,a,_2} et {b1,...,b,_2} & n — 2 éléments. Puisque 1'action
de A, sur [1;n] est (n — 2)-transitive, il existe ¢ € A, tel que o(a;) = b; pour tout i avec
1<i<n—2.Onaalorsy, =0cy,0 L v

Remarque. C’est faux sin = 3 ou n = 4. Voir travaux dirigés

En effet, si n = 3 alors A3 est abélien donc les classes de conjugaison sont des singletons.
Sin = 4ily a8 cycles d’ordre 3; s’ils formaient une seule orbite pour 'opération de conju-
gaison de A4 sur lui-méme, elle serait donc de cardinal 8. Mais le cardinal d"une orbite divise
'ordre du groupe et ici |A4| = 12 n’est pas multiple de 8, on a obtenu une contradiction.

Théoreme 5.12. Soit n > 5. Le groupe A, est simple.

Démonstration. Soit H # {id} un sous-groupe normal de A,. On veut démontrer que H =
Ay. 11 suffit de démontrer que H contient un 3-cycle. En effet, si H contient un 3-cycle, il
contient tous ses conjugués (car H < A;,) et donc tous les 3-cycles (proposition précédente),
qui engendrent A,, donc A, C H et puisque H est un sous-groupe de A;,, on aura bien
H = A,.

Soitc € H \ {id}. On remarque que pour tout T € Ay, onacto 't =o(roe 1t !) € H
carc € H o le HetHx A, etde méme T loto~! € H.

Notons ¢ = 71 - - - 7, la décomposition de ¢ en produit de cycles a supports disjoints. En
particulier, ces cycles 71, ..., 7, commutent deux a deux, donc on peut supposer qu’ils sont
ordonnés par longueur décroissante. On distingue quatre cas.

Cas 1. /(1) > 4. Posons y; = (i1 iy ... i¢) avec t > 4. Soit T = (ij iy i3). Les supports de T,
Y2, - .., ¥r sont disjoints, donc ces cycles commutent et on a

1T_1 =91 r)/rr)/r_l e ,)/Z_lrr)/l_lT_l
= ’)/1’[")/1711'71 = (12 i3 l‘4)T71 = (12 i3 14)(11 i3 12) = (11 i4 12)

et c’est un élément de H, donc H contient un 3-cycle.

oToO

Cas 2. ((7y1) = 3. Alors 0> € Het0? = 7} - - - o2 est un produit de 3-cycles disjoints car pour
tout i, soit y; est un 3-cycle et 'yiz aussi, soit y; est une transposition et 'ylz = id. Ainsi, quitte
a remplacer ¢ par ¢, on peut supposer que la décomposition de ¢ en produit de cycles
disjoints ne contient pas de transposition, c’est-a-dire que ¢(y;) = 3 pour touti. Sir = 1
c’est terminé, supposons donc que r > 1.
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Alors 0 = 170" avec y1 = (i1 i3 i3), v2 = (ig i5 ig) et 0’ = 3y, Soit T = (i7 iy i5).
Alors comme ci-dessus, cto 77! est un élément de H et il est égal a (ip i5 ig) (i1 i5 is) =
(i1 ig iy i5 ig). On est donc ramenés au cas 1 et H doit donc contenir un 3-cycle.

Cas3./(y1) = 2etr = 2. Posons y; = (i1 ip) et vo = (i3 ig). Puisque n > 5 il existe
is € [1;n]\ {i1;iz;i3;is}. Posons T = (i3 iy i5). Alors T loto™ € Het 7 loro™! =
(i3 i5 i4)(ig i3 i5) = (i3 ig i5). Donc H contient un 3-cycle.

Cas4.l(y1) =2etr > 2. Alors 0 = y1720" avec v = (i1 1), 72 = (i3 ig) et 0’ = y3 - -7y
Posons T = (i1 iy i3). Alors T 1oto ™! est un élément de H et puisque T commute avec o’
onaadt lote ! = v 11 (v172) Tt = (iq i3 i0) (i2 i1 is) = (i7 is)(i2 i3) et on est ramenés
au cas 3. Donc H contient un 3-cycle. v

ITI. QUELQUES RESULTATS SUR LES SOUS-GROUPES DE S,

Proposition 5.13. Sin > 3, alors Z(S,) = {id}.

Démonstration. Voir travaux dirigés.

Soit ¢ € Z(Sy). Supposons que o # id. Soit i € Supp(c), on a donc o (i) # i. Puisque
n >3, ilexiste j € [1;n] tel que j & {i,o(i)} .Soit T = (i j). Alors tot(j) = 10 (i) = 0(i)
car (i) ¢ {i,j}, eto(i) # o(j) cari # j et o est injective, donc 70T # 0 et donc T # 07 :
on a obtenu une contradiction. Donc ¢ = id et on a bien Z(S,,) = {id}. v

Théoréme 5.14. Pour n # 4, les seuls sous-groupes normaux de S, sont {id}, A, et S,,.

Démonstration. Sin = 2, alors Sp = C; et ses seuls sous-groupes (nécessairement normaux)
sont {id} = Ay et Sy.

Traitons le cas n = 3. Soit H un sous-groupe normal de S3, avec {id} & H & S3. Alors
|H| =2ou |H| =3.Si|H| =2, posons H = {id, ¢} avec ¢ un élément d’ordre 2. Les seuls
éléments d’ordre 2 de S3 sont les transpositions. qui sont toutes conjuguées donc, puisque
H < S3 doivent toutes étre dans H : on a obtenu une contradiction. Si |H| = 3, alors H =
{id, o9, 02 } avec 0; d’ordre 3. Il y a exactement deux éléments d’ordre 3 dans S3, qui sont les
3-cycles. On en déduit que H = As.

Supposons maintenant que n > 5. Soit H un sous-groupe normal de S, avec {id} S H &
Sy. Alors HN A, < Ay,. Mais A, est simple donc HN A, = {id} ou HN A, = A,.

Si HN A, = {id}, alors toutes les permutations non triviales de H sont impaires. On en
déduit en particulier que pour tout ¢ € H on a ¢? = id (puisque ¢? est paire et dans H).
Fixons ¢ € H \ {id}. Alors pour tout T € H \ {id} on a ot = id (pour les mémes raisons)
donc T = ¢! = 0. Donc H = {id,c}. Mais si y € S, est du méme type que o, alors y et ¢
sont conjuguées, donc puisque H < S, on doit avoir vy € H et on a une contradiction.

Donc HN A, = Ay,onaalors A, C Het[S, : Ay] =2donc H = A,,. v

Remarque. C’est faux si n = 4; en effet, le sous-groupe
Vi={id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}
est normal dans Sy.

Théoréme 5.15. Soit n > 2 et H un sous-groupe de S;,.
(1) Si[S,:H]=20onaH=A,.
(2) Si[S,:H]=n,onaH =S, ;.
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Démonstration. (1) Puisque H est d’indice 2 dans Sy, il est normal dans S,, donc si n # 4 on
aH=A,.
Sin = 4, le sous-groupe H de S4 est toujours un sous-groupe normal de Sy, d’ordre 12.
Par le théoréme de Cauchy;, il contient un élément d’ordre 3, qui est dans S4 et qui est
donc un 3-cycle. De plus, puisque H < Sy, il suit que tous les 3-cycles sont dans H car
ils sont conjugués dans S4. Or les 3-cycles engendrent A4, donc A4 C H et finalement
H = A4

(2) Si n = 2 le résultat est trivial.

Sin = 4, alors H est un sous-groupe de S4 d’ordre 6. D’apres le théoréme 3.6, H est donc
isomorphe a Cg ou a S3. Or S4, donc en particulier H, ne contient aucun élément d’ordre
6, donc H 2 Cg et finalement H == Ss.

Sin # 4etn > 2, on considére 'opération de S, sur I'ensemble E = S, /H par trans-
lations a gauche, elle induit donc un morphisme de groupes ¢: S, — Sg défini par
@(0)(tH) = (cTH), ot1 (0, T) € S2. Puisque |E| = nona Sg & S,

Le noyau de ¢ est un sous-groupe normal de S;,. De plus, il est contenu dans H (si 0 €
Ker ¢, en particulier ¢(0)(H) = H, c’est-a-dire que c H = H donc ¢ € H), qui est d'indice
n > 2, donc Ker ¢ = {id} d’apres le théoréeme 5.14. Donc ¢ est un isomorphisme.

On remarque que ¢(H) C Stabg, (H). De plus, il est clair que Stabg, (H), qui est 1'en-
semble des permutations de E = S,,/H qui fixent le point H, s’identifie & S E\{H}/ qui
est isomorphe a S,,_1 (via l'identification Sg = S;). Puisque |H| = (n — 1)!, on obtient
H= q)(H) = Stabg, (H) =S, 1. v

Exercice. Soit G un groupe d’ordre 12 qui n’est pas abélien et qui contient un sous-groupe
normal H d’ordre 4. Alors G = Ay. Voir travaux dirigés

Correction. Notons que H est un 4-sous-groupe de Sylow de G (et, puisque H < G, c’est le
seul). On considere I'ensemble E des 3-sous-groupes de Sylow de G. Alors |[E| =1 (mod 3)
et |E| | 4.Si |E| = 1, alors il y a un unique 3-sous-groupe de Sylow L, qui est normal dans
G et on en déduit par des méthodes déja vues précédemment que G = H x K. Mais H et K
sont abéliens (d’ordres 3 premier et 4 carré d"un nombre premier) donc G est abélien : on a
obtenu une contradiction.

Donc |E| = 4. Puisque tous les 3-sous-groupes de Sylow sont conjugués, on peut consi-
dérer I'opération de G sur E par conjugaison. On obtient donc un morphisme de groupes
@: G — Sp = 54. 50it K = Ker ¢.

Soit ¢ € K. Alors, pour tout L € E, ona gLg~! = L donc g € Ng(L). On a donc K C
NreeNg(L). L'autre inclusion est facile a vérifier, donc K = NrcpNg(L). De plus, L C Ng(L)
et on sait que [G : Ng(L)] = |E| = 4 pour tout L € E, donc |[Ng(L)| = 3 = |L| et donc
L = Ng(L).Onadonc K = NregL.

Soient maintenant L et L’ deux 3-sous-groupes de Sylow de G (des éléments de E) et soit
x€LNL.Six #1,alorso(x) =3etonal = {1,x,x2} =L/, donc K = Npcpl = {1}. On
a démontré que ¢ est injectif et donc que ¢(G) est un sous-groupe de S; d’ordre 12, donc
d’indice 2. D’apres le théoreme 5.15, on a ¢(G) = Agetdonc G = ¢(G) = Ay. v
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CHAPITRE 6.

Groupes résolubles

On étudie dans ce chapitre une classe de groupes que 1'on peut « approximer » par des
groupes abéliens : les groupes résolubles. Cette notion sera utilisée plus tard (Semestre 2)
pour étudier la « résolubilité » par radicaux des équations polynomiales (c’est de 1a que
provient la terminologie).

I. DEFINITION ET EXEMPLES

Définition 6.1. Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il existe une suite croissante de
sous-groupes
GOZ{l}CG1C"-CGm:G

tels que pour tout i € [0;m — 1], on a G; < Gj11 et le groupe quotient G; 1/ G; est abélien. Une
telle suite est appelée suite de résolubilité pour G.

Exemples. (1) Un groupe abélien est résoluble.
(2) Le groupe S3 est résoluble, avec suite de résolubilité
{ld} C Az C Ss.

En effet, on a bien {id} < A3 < S3 et les quotients S3/ A3z = Cp et A3/{id} = C; sont
abéliens.

Lemme 6.2. Soit G un groupe et soit H un sous-groupe normal de G. Onnote 7: G - G/H
la surjection canonique.

(1) Soient K et L deux sous-groupes de G avec K < L. Alors les sous-groupes HK et HL de
G vérifient HK < HL et HK/H < HL/H. De plus, on a un morphisme surjectif L/K —
HL/HK.

(2) Soient K’ et L' deux sous-groupes de G/H avec K’ < L’. Alors 7~ }(K') a7 1(L’) et
oYL /m Y (K" 2 L'/K.

Démonstration. (1) Puisque H < G, on sait que HK et HL sont des sous-groupes de G et que
HK = KH. Soit (x,y) € HK x HL. Posons x = hk ety = h'¢ avec (h,k,I',¢) € H x K x
H x L. Alors

yxy L = Wehke W T = W eneVeke

Or K< L donc ¢k¢~! € K et donc ¢k¢~1(h')~! € KH = HK. De plus, H< G donc (h{~! €
H. On en déduit que yxy~! € HK et donc que HK < HL.
Le fait que HK/H < HL/H découle de la correspondance entre les sous-groupes normaux
de HL contenant H et les sous-groupes normaux de HL/ H.

Enfin, soit L — HL l'injection naturelle, on compose avec la surjection canonique HL —
HL/HK pour obtenir un morphisme de groupes ¢. Il est clair que K C Ker ¢ donc ¢

induit un morphisme p: L/K — HL/HK tel que 9(¢) = ¢(¢) pour tout £ € L.
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Soity € HL/HK. Il existe x € HL tel que y = X et il existe donc (h,¢) € H x L tel que
x = hl. Alors, dans HL/HK,onay =X = {;eneffet, onah € HKdonch = 1. Onen

déduit donc que y = X = ¢(¢) = ¢(¥) et donc que @ est surjectif.
(2) Puisque 7t est surjective, on a (7t~ 1(L')) = L’. On considére le morphisme surjectif

(L) 5 L' - L'/K'. Son noyau est 7~ 1(K’) et on applique le premier théoréme
d’isomorphisme pour conclure. v

Proposition 6.3. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe.
(1) Si G est résoluble, alors H est résoluble.

(2) Si H <G, alors G est résoluble <= H et G/H sont résolubles.

Démonstration. (1) Supposons G résoluble et soit
Go={1}<9Gy<---<2G, =G
une suite de résolubilité. Posons, pouri € [0;m], H; = HN G;. Alorson a
H0={1}CH1C"'CHm=H
etH;=HNG;<HNGjy1 = Hiy1pouri € [0;m— 1]. Le morphisme naturel H N G; 1 —
Gi+1 = Gj11/G; apour noyau H N G; donc il induit un morphisme injectif
Hiy1/Hi = (HNGiy1)/(HNG;) — Giy1/G;
et ainsi H;,1/H; est isomorphe a un sous-groupe du groupe abélien G;.1/G;, et par
conséquent H; 1/ H; est abélien.
Donc Hy = {1} C H; C --- C Hy, = H est une suite de résolubilité et H est résoluble.
(2) Supposons d’abord que G est résoluble et reprenons la suite de résolubilité précédente
pour G. On sait déja que H est résoluble.
Le sous-groupe H est normal dans G donc HG; est un sous-groupe de G pour tout i. On
considere les sous-groupes HG;/H de G/H, on obtient la suite de sous-groupes
HGy/H={1} CHG/HC---C HG,/H=G/H

Ona H<GetG;<Gjy1,donc HG;<HG; 1 et HG;/H <HG;1/H d’apres le lemme précé-
dent. Toujours d’apres ce lemme, on a un morphisme surjectif G;1/G; — HG;1/HG;
avec Gj,1/G; abélien. On en déduit que (HG;1/H)/(HG;/H), qui est isomorphe a
HG;1/HG,; par le troisieme théoréeme d’isomorphisme, est abélien. On a démontré que
G/ H est résoluble.

Réciproquement, supposons que H et G/ H sont résolubles, et considérons des suites de
résolubilité
Hy={1}<Hj<---<H, =H et

Ko ={1}<K;«---<«K,=G/H
Notons 7t: G — G/ H la surjection canonique. Alors
Hy={1}<H <« ---<Hy,=H=mnYKo)<amr }(Ky)a---am YK,) =G
est une suite de résolubilité pour G. En effet, d’apres le lemme précédent, les groupes

7 Y Kiiq)/m Y(K;) =2 K41 /K; sont abéliens. v

Remarque. On peut reformuler le point (2) de la proposition de la fagon suivante.
Soit1 - H —+ G — K — 1 une suite exacte de groupes. Alors G est résoluble si, et
seulement si, H et K sont résolubles.

On peut maintenant donner de larges classes d’exemples de groupes résolubles et non
résolubles.
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Théoreme 6.4. Soit G un groupe fini.
(1) Si |G| = p", pour p premier, alors G est résoluble.
(2) Si |G| = pgq, pour p, q premiers, alors G est résoluble.
(3) Si |G| < 60, alors G est résoluble.

Démonstration. (1) On raisonne par récurrence sur 7.

4 Initialisation. Si n = 0 le résultat est clair, si n = 1 alors G est cyclique donc abélien et
donc résoluble.

+ Hérédité. Soit donc n > 1 tel que tous les groupes d’ordre p' avec i < n — 1 sont
résolubles. Soit G un groupe d’ordre p”. Le théoréeme 4.16 montre I'existence d"un sous-
groupe normal H de G d’ordre p"~!. Le quotient G/ H est d’ordre p donc cyclique et
donc résoluble, et H est résoluble par hypothese de récurrence, donc G est résoluble.

(2) Si p = g, on est dans le cadre du (1).
Supposons donc que p > g. Alors grace au théoreme 4.26, on peut supposer que G =
Cp x C4. On a une suite exacte 1 — Cp) — G = C, x C; — C; — 1 avec Cy, et C; abéliens,
donc résolubles. Donc G est également résoluble.

(3) Le 3 est a titre culturel. Voir I'annexe sur les groupes? v

Théoreme 6.5. Un groupe simple non abélien n’est pas résoluble.
En particulier, si n > 5 alors A, n’est pas résoluble.

Démonstration. Soit G un groupe simple qui n’est pas abélien. Puisque G est simple, la seule
suite de résolubilité possible est {1} C G, mais G n’est pas abélien donc ce n’est pas une
suite de résolubilité. v

Théoréme 6.6. Soit n € IN*. Le groupe S, est résoluble si et seulement si n < 4.

Démonstration. Sin < 2, alors S,, est abélien donc résoluble.

Sin = 3, alors {id} C A3 C S; est une suite de résolubilité.

Sin = 4, alors {id} < V4 < A4 <S4 est une suite de résolubilité. En effet, Ay < Sy car Ay est
d’indice 2 dans Sy, et V4 est normal dans S4 et donc dans A4 car la conjugaison préserve le
type d’une permutation et les éléments de V;, sont id et tous les produits de deux transposi-
tions disjointes. De plus, V4 = C; x C; est abélien (tous ses éléments ¢ vérifient 0? = id) et
les deux autres quotients sont d’ordres premiers donc sont cycliques et donc abéliens.

Enfin, si n > 5, on sait que A;, qui est un sous-groupe normal de S, n’est pas résoluble,
donc S, ne peut pas étre résoluble d’apres la proposition 6.3. v

II. GROUPE DERIVE

On propose dans ce paragraphe une nouvelle caractérisation des groupes résolubles.

Définition 6.7. Soit G un groupe. Le groupe dérivé de G, noté D(G) ou encore |G, G|, est le
sous-groupe de G engendré par les commutateurs de G, c’est-a-dire les éléments de la forme

[x,y] := xyx~ 1y~ pour (x,y) € G*

Pour (x,y) € GZona [x,y]! = [y, x] et donc l'inverse d’'un commutateur est encore un
Y y y

commutateur. Ainsi un élément arbitraire de D(G) est un produit fini de commutateurs.

71



Définition 6.8. Soient G un groupe et n € IN*. Le n'®™® groupe dérivé de G, noté D"(G), est
défini la maniére suivante :

DY(G) = D(G), D*(G) = D(D(G)), ..., D"(G)=D(D"}(G)), ...

Remarques. (1) Ona D"T1(G) c D"(G) pour tout n € IN*.
(2) Si H et K sont des sous-groupes de G avec H C K, alors D(H) C D(K).
(3) G est abélien si et seulement si D(G) = {1}.

Proposition 6.9. Pour tout n € IN*, le groupe D"(G) est un sous-groupe normal de G.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.

> Initialisation. Si n = 1, soit (x,y,¢) € G, ona g[x,ylg~! = [gxg !, gyg~!] € D(G).
Puisque les commutateurs engendrent D(G), on en déduit que D(G) < G. Voir travaux
dirigés.

> Hérédité. Soit n > 1 tel que D'(G) < G pour tout i < n. Démontrons que D"*1(G)
est normal dans G. Rappelons que D""1(G) = D(D"(G)) est engendré par les [x,y]
avec (x,y) € D*(G)?. Soit (x,y,8) € D*(G)?> x G, on a g[x,y]g™! = [gxg~!,gyg~!]. De
plus, par hypothése de récurrence, D"(G) < G donc gxg~! et gyg~! sont dans D"(G) et
donc g[x,y]g~! € D""1(G). Puisque les commutateurs d’éléments de D" (G) engendrent
D"*1(G), on en déduit que D"*1(G) < G. v

Définition-Proposition 6.10. Soit G un groupe. Le groupe G/D(G) est abélien. On dit que
G/D(G) est I'abélianisé de G, on le note souvent Gy,

Démonstration. Soit (u,v) € (G/D(G))?; il existe (x,y) € G*> tel que u = X et v = ¥. Alors

[u,v] = [x,9] = [x,y] = 1 dans G/D(G), donc X et § commutent. v

Proposition 6.11. Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe normal de G. Alors le
groupe G/ H est abélien si, et seulement si, D(G) C H.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Supposons que G/ H soit abélien. Soit (x,y) € G2. Ona [x,y] = [%,7] = 1 car G/H est
abélien. On en déduit que pour tout (x,y) € G2, on a [x,y] € H. Puisque les commutateurs
engendrent D(H), on en déduit que D(G) C H.

Réciproquement, supposons que D(G) C H. Soit (u,v) € (G/H)?; il existe (x,y) € G?
tel que u = X etv = 7. Alors [u,v] = [X, 7] = [x,y] et [x,y] € D(G) C H donc [u,v] =
{1}. Puisque les commutateurs d’élements de G/H engendrent D(G/H), on en déduit que
D(G/H) = {1} et donc que G/H est abélien. v

Exemples. (1) Pourn > 3,ona D(S,) = A,. Voir travaux dirigés
Puisque S, n’est pas abélien, on a D(S,) # {id}. De plus A, <S, et S,/ A, = C; est
abélien donc D(S,) C Ay.
Démontrons I'autre inclusion. Soit o un 3-cycle. Alors ¢ est aussi un 3-cycle donc d’apres
le théoréme 5.4 (3) ¢ et 0% sont conjugués dans S,,. Il existe donc v € S, tel que 0> =
yoy~1. On en déduit que ¢ = yoy ol = [y,0] € D(Sy). Puisque les 3-cycles en-
gendrent A4, on en déduit que Ay = D(Sy).
Remarque. Pour n # 4, on peut aussi utiliser le fait que D(Sy,) < S, pour déduire que D(S,) =
Ap, apres avoir précisé que {id} G D(S,) C Ay.
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(2) Pour n > 5,ona D(A,) = Ay. Voir travaux dirigés
Ona D(A,) <Ay Pour n > 5, le groupe A, est simple donc D(A,) = {id} ou D(A,) =
Ay. Mais si on avait D(A ) = {id} alors A, = A,/{id} = A,/D(A,) serait abélien, ce
qui n’est pas le cas. Donc D(A,) = Aj.

(3)Ona D(Ay) = Vy. Voir travaux dirigés
On a Vy< Ay et Ay/Vy = Cz abélien, donc D(A4) C Vy. De plus, si (i,j,k,1) € [1;4]*
aveci, j, k,1 deux a deux distincts, ona (i j)(k 1) =[(i j k), (i j I)] € D(A4) donc
Vi = D(Aq).

Théoréme 6.12. Soit G un groupe. Alors G est résoluble si, et seulement si, il existe n € IN*
tel que D"(G) = {1}.

Démonstration. > Supposons que G soit résoluble et soit
Gn={1}CGy1C---CG =G

une suite de résolubilité. Montrons, par récurrence sur i, que pour tout i € [1;m], on a
D'(G) C G;. On en déduira que D"(G) C G, = {1} et donc que D"'(G) = {1}.

« Initialisation. Sii = 1, le groupe G/G; = Gy/ Gy est abélien donc D(G) C Gp d’apres
la proposition 6.11.

« Hérédité. Soit donc i > 2 tel que D'"1(G) C G;_;. Le groupe G,_1/G; est abélien,
donc D(G;_1) C G;. Ainsi D'(G) = D(D'"1(G)) C D(G;_1) C G;, et on a le résultat.

> Réciproquement, la suite D"(G) = {1} ¢ D" }(G) c --- ¢ D}(G) c D°(G) := G
est une suite de résolubilité pour G. En effet, on a D'*!(G) < G donc D'*1(G) <« D'(G) et
D!(G)/D"*1(G) = D'(G)/D(D!(G)) est abélien pour tout i € [0;n — 1]. v

Le résultat précédent permet une nouvelle formulation pour la résolubilité.

Définition 6.13. Soit G un groupe. Une suite normale pour G est une suite croissante de sous-
groupes normaux de G

Go={1}CG C---CGy=0G.

Corollaire 6.14. Soit G un groupe non trivial. Alors G est résoluble si et seulement si G
possede une suite normale G = {1} C Gy C --- C G, = G telle que pour touti € [1;m] le
groupe G;/G;_1 soit abélien.

Démonstration. Soit G un groupe possédant une suite normale dont tous les quotients sont
abéliens. C’est alors une suite de résolubilité pour G, donc G est résoluble.
Réciproquement, supposons que G soit résoluble et soit n € IN* tel que D"(G) = {1}.
Alors on a vu dans la démonstration précédente que la suite D"(G) = {1} € D" !(G) C
- C D}(G) C G est une suite de résolubilité¢ pour G. De plus, pour tout i € [1;n] on a
D'(G) < G donc c’est une suite normale pour G dont tous les quotients sont abéliens. v

Exemple. On a vu que le groupe Sy est résoluble. La suite {id} C V4 C A4 C Sy est une
suite normale pour S4 dont tous les quotients sont abéliens.

La suite {id} < ((1 2)(3 4)) < V4 <Ay <5, est une suite de résolubilité pour Sy, mais ce
n’est pas une suite normale pour Sy car ((1 2)(3 4)) n’est pas un sous-groupe normal de
Ss4.
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ANNEXE A.

Annexes sur les groupes

I. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA DUALITE (ESPACES VECTORIELS)

Soit K un corps.

Définition A.1. Soit V un K-espace vectoriel. L'espace vectoriel dual V* de V est 'espace vectoriel
Hom(V, K) des formes linéaires sur V.

Proposition A.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Soit B = {ej, ..., e, } une base de
V.
On définit une base B* = {¢j, ..., ¢} de V* en posant

. 1 sij=i
H)== {0 sij #i.

Cette base B* est appelée base duale de B.
En particulier, on a dim(V*) = dim(V).

Démonstration. Soit x € V* une forme linéaire sur V.

Supposons que & = Y/ A;ej avec (Ay,...,A,) € K. Alors, pour toutj € {1,...,n} onaa(e;) =
Yisg Aier(ej) = Y Aidij = Aj. Donc w = Y.Iy a(e;)e; et 'écriture de # comme combinaison linéaire
des e est unique.

Soit maintenant « € V* soit quelconque. Posons p = YI' ; a(e;)ef € V*. Alors pour tout j €
{1,...,n}onaB(e) = 1L a(ei)e; (ej) = Yiq a(e;)d;; = a(e;), donc B et a coincident sur une base et
donc a = B € vect{ B*}.

Finalement, on a démontré que a s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des e; et
donc que B* est une base de V*. v

Remarque. Soit V un espace vectoriel de dimension finie 1, soit B = {ej,...,e,} une base de V et
soit B* = {e],...,e;} sa base duale. Pour tout&« € V*, ona

Remarque. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Alors V et V* sont isomorphes : il suffit de
fixer une base B = {ej,...,e,} de V etsabase duale B* = {ej, ..., e} }, et on définit un isomorphisme
f: V= V*par f(e;) =ef pourtouti € {1,...,n}.

Cet isomorphisme dépend de la base choisie de V.

Remarque. Vous verrez probablement au S2 que, dans le cas oit V est muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée b, on peut définir un isomorphisme V = V* qui ne dépend pas des bases (mais qui
dépend de b) :
Yy: V. — V¥
v — Yy(v)=b(—,v): V — K
w — b(w,v)

(cf. cours S2 Théorie des corps et algébre bilinéaire).
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Proposition A.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors

p:V — VT
v — ¢v): V' - V
a — wav)

est un isomorphisme naturel (il est indépendant de toutes bases de V' que 1’on pourrait fixer).

Démonstration. Puisque dim(V**) = dim(V*) = dim(V), d’apres le théoreme du rang il suffit de
vérifier que ¢ est injective.

Soit donc v € Ker(¢) avec v # 0. On a donc ¢(v) = 0, c’est-a-dire que pour toute forme linéaire
a € V*ona ¢(v)(a) =0, autrement dit a(v) = 0.

Supposons que v ne soit pas nul. On peut donc compléter {v} en une base B = {e; =v,ez,...,€,}
de V. Soit B* = {e¢],...,e;} sa base duale. Alors e] € V* mais ej(v) = ¢ (e1) = 1 # 0: on a obtenu
une contradiction. Donc v = 0.

On a démontré que ¢ est injective et donc un isomorphisme de V dans V**. v

Définition-Proposition A.4. Soient V et W deux espaces vectoriels sur K. Soit f: V. — W une applica-
tion linéaire.
Alors on définit une application linéaire f: W* — V* par

Va € W, f(a) =aof.

L'application linéaire f est appelée transposée de f.

Le résultat suivant justifie le nom de la transposée.

Proposition A.5. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies sur K. Soit By =
{v1,...,0n} une base de V et soit By = {wl, e, wp} une base de W. On note Bj, et B}, leurs bases

duales. Alors ~
Mg; 5: (f) = "Ms, 5, (f)-

Démonstration. Notons A = Mg, 5, (f) = (aij)1<i<p- Par définition de la matrice de f dans les bases
1<j<n
p ~
By et By ona, pour toutj € {1,...,n}, f(vj) = ) _ a;jw;. On doit démontrer que la matrice de f dans
i=1

les bases Bj, et B}, est ‘A, c’est-a-dire que pour tout £ € {1,...,p}, ona f(w}) Z ag vy
n
Puisque f(w}) est une forme linéaire sur V, on sait que f(w}) = Z ) (vk)vg. Or

p p
Fwp) (o) = wi (( <Z alkw> = ;ﬂikw?(wi) =Y awbyi = agy.

i=1

n
On en déduit donc que f(w}) = ) a0}, ce que 'on voulait. v
k=1

II. GROUPES D’ORDRE 1 AVEC n < 60

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition A.6. Soit G un groupe d’ordre n avec n < 60.
Si n n’est pas premier, alors G n’est pas simple.
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Supposons ce résultat démontré. Nous pouvons alors en déduire le résultat suivant.
Corollaire A.7. Soit G un groupe d’ordre n avec n < 60. Alors G est résoluble.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur n avec 1 < n < 59.

Si n est premier ou de la forme p” avec p premier et ¥ € IN*, alors G est résoluble.

Soit maintenant n > 6 tel que tout groupe d’ordre < 1 soit résoluble. Soit G un groupe d’ordre n.
Les groupes cycliques étant résolubles (car abéliens), nous pouvons supposer que 1 n’est pas premier.
D’apres la proposition, G n’est donc pas simple : soit H un sous-groupe normal propre de G. Alors
|H| < net|G/H| < ndonc H et G/H sont résolubles et donc G est résoluble. v

Soit maintenant G un groupe d’ordre n avec n < 60 et n pas premier.
On traite les cas suivants, en utilisant les résultats du cours :

n=p avecr >2;

n = pq avec p et g premiers;

n=2"pavecp € {511,138} etae € {2,3} oup =7eta =2;

n = 45.

Sin = p"avecr > 2ousin = pgavec p et q premiers, alors G n’est pas simple (théorémes 4.16 et
4.26).

Il nous reste donc a considérer les groupes d’ordres 12, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42, 44, 45, 48, 50,
52, 54 et 56.

Commengons par les cas les plus rapides.

>
>
> n = p“m avec p premier, p{m, p > meta >1;
>
>

> Sin = p“m avec p premier, p { m, p > m et a > 1, alors le nombre 1, de p-Sylow de G vérifie :
np, =1 (mod p) et ny, | m. En particulier, n, < p donc n, = 1. Donc G ne contient qu'un p-Sylow,
qui est donc normal dans G, donc G n’est pas simple.
Cela s’applique pour n = 18, n = 50 et n = 54.

> Sin=2"pavecp € {511,13} et € {2,3} oup =7eta = 2. Alorsn, =1 (mod p) et n, divise
2% et on en déduit dans chaque cas que 1, = 1. On conclut comme dans le cas précédent.
Cela s’applique pour n € {20,28,40,44,52}.

> Sin = 45 = 32 .5, on applique le méme type d’argument (il n’y a qu’un 5-Sylow dans G) pour
démontrer que G n’est pas simple.

Lemme A.8. Soit G un groupe d’ordre n = pqr avec p, q,r des nombres premiers, p < g < r. Alors G
n’est pas simple.

Démonstration. Supposons par I’absurde que G soit simple. Si on note 7, (resp. 14, resp. 1,) le nombre
de p-Sylow (resp. g-Sylow, resp. r-Sylow), alors n, # 1, n; # letn, # 1.

On sait que n, =1 (mod r) donc n, > r + 1. De plus, n, divise pq donc, puisque p < retgq < r on
doit avoir n, = pq.

On sait que n; = 1 (mod g) donc n; > g. De plus, n, | pr donc n; € {p;r; pr}. On en déduit que
ng =r. De méme, ny 2 4.

De plus, tous les sous-groupes de Sylow de G sont d’ordres premiers. Grace au théoreme de La-
grange, l'intersection de deux quelconques des sous-groupes de Sylow d’ordres différents est {1}.
De plus, I'intersection de deux sous-groupes de Sylow distincts de méme ordre est également {1} car
tout élément différent de 1’élément neutre engendre le groupe. On peut donc minimiser le nombre
d’éléments de G (en comptant les éléments non triviaux de chaque sous-groupe de Sylow et en ajou-
tant I’élément neutre) : il y a au moins

n(r—1)+ng(q—1) +n,(p—1)+1=pg(r—1)+r(g—1) +q(p—-1) +1
=pqgr+r(g-1)—q+1

éléments dans G.Orq > 3etr > gdoncr(q—1)—gq+1>r2—r+1=r+1>0doncil y aplus de
pqr éléments dans G et on a obtenu une contradiction.
Donc G n’est pas simple. v
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Ce lemme s’applique pour n = 30 et pour n = 42.

Un argument de comptage similaire permet de traiter le cas n = 56 = 23 7. Le nombre n; de
7-Sylow vérifie n; =1 (mod 7) et ny | 8, donc ny € {1,8}.Si ny = 1 alors le 7-Sylow est normal dans
G et G n’est donc pas simple. Supposons donc que n; = 8. L'intersection de deux quelconques des
7-sous-groupes de Sylow, qui sont cycliques d’ordre premier 7, est {1}, doncilya 8- (7 —1) = 48
éléments d’ordre 7 dans G. Ces éléments ne sont pas dans les 2-Sylow (d’ordre 8), il reste 8 éléments
dans G, donc il y a un unique 2-Sylow, qui est donc normal dans G et donc G n’est pas simple.

Pour les cas qui restent, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme A.9. Soit G un groupe d’ordre 7, soit p un diviseur premier de 1, soit 7, le nombre de p-
Sylow de G. On suppose que 71 { 11,!. Alors G n’est pas simple.

Démonstration. Supposons par I'absurde que G soit simple. En particulier, 7, > 1. Soit E 'ensemble
des p-Sylow de G. Le groupe G opere par conjugaison sur E (la conjugaison préserve les cardinaux).
On en déduit un morphisme de groupes ¢: G — Sg = S, On sait que les p-Sylow sont tous conju-
gués, donc l'action est transitive et par conséquent le morphisme ¢ n’est pas trivial. Puisque ¢ n’est
pas trivial, Ker ¢ # G. Or G est simple et Ker ¢ < G, donc Ker ¢ = {1}. Donc G = ¢(G) et ¢(G) est
un sous-groupe de S,, donc n divise [S,,| = 1,!. On a obtenu une contradiction, donc G n’est pas
simple. v

Corollaire A.10. Soit G un groupe d’ordre n = p*gP avec p et g deux nombres premiers distincts,
(a, B) € (IN*)2. On suppose que 7 { p*! ou 1 { gP!. Alors G n’est pas simple.

Démonstration. Supposons par exemple que 7 { ¢P. Le nombre 1, de p-Sylow de G divise gf donc en
particulier 1, < gf. Mais alors 1 { 11,,! et on peut appliquer le lemme. v

Ce corollaire s’applique directement pour n € {12,24,48,36}.
Nous avons donc traité tous les cas et démontré dans chacun des cas que G n’est pas simple.

III. GROUPES D’ORDRE 8

Voir travaux dirigés
Soit G un groupe d’ordre 8.

(1) Caractériser G a isomorphisme pres s’il contient un élément d’ordre 8 ou si tous ses éléments
distincts de 1’élément neutre sont d’ordre 2.

Dans la suite on suppose qu’on n’est pas dans un de ces deux cas.
(2) Démontrer que G contient un élément d’ordre 4, que 1'on notera a.
(3) Endéduire qu'il existe un élément b de G, quin’est pas dans (a), et tel que G = {1,a,4%,4%,b,ab,a?b,a’b}.
(4) Démontrer alors que ba € {ab,a*b} (on pourra calculer ba? pour éliminer une des possibilités).
(5) On suppose que ba = ab. Démontrer que G est commutatif et isomorphe & Z/47Z x Z./27.

(6) On suppose que ba = a3h. Démontrer que 1’on ne peut pas construire entierement la table de
multiplication de G avec cette information, puis démontrer que si b? = 1 alors G =2 Dy a l'aide
d’un produit semi-direct. Enfin, démontrer que si b> = a® alors G = Qg (on pourra écrire les tables
de multiplication des deux groupes).

(7) En déduire qu’il n’existe que cinq groupes d’ordre 8 a isomorphisme pres :

Z7/8Z, Z/AZ x Z./27, Z./]27Z x Z./27Z. x Z./]2Z, D4, Qs.

Correction. (1) On sait que si G contient un élément x d’ordre 8, alors G = (x) = Z/8Z. On a égale-
ment vu que si ¥2 = 1 pour tout x € G alors G est abélien et G = (Z/2Z)°.
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(2) Les ordres possibles d’éléments de G sont les diviseurs de 8, c’est-a-dire 1, 2, 4 ou 8. On a supposé
qu’ils ne sont pas tous d’ordre 2, qu’il n’y a pas d’élément d’ordre 8 et ils ne peut pas y avoir
d’autre élément que le neutre d’ordre 1, il y a donc nécessairement un élément a d’ordre 4 dans G.

(3) L'élément a engendre un sous-groupe d’ordre 4 de G, donc (a) & G. Soitdonc b € G\ (a). Notons
H = {1, a,a?,a%,b,ab,a?b, a3b}. Bienstirona H C G. Pour montrer que H = G, il suffit de vérifier
que |H| = |G| =8.

On a choisi b ¢ (a) = {1,a,a%a%}. On en déduit que pour tout k avec 0 < k < 3, ona a*b ¢
{1,a, a2,u3} (sinon b = u*k(ukb) serait dans (a)). De plus, si akb = a'b avec 0 < k, ¢ < 3, alors

a* = a’ donc k = /. Donc les éléments de H sont deux a deux distincts, ona |[H| = 8 et G = H.

(4) Si ba € (a), alors b = (ba)a~! € (a) et on a obtenu une contradiction. Si ba = b alors a = 1, une
contradiction. Enfin, si ba = a?b, alors ba®> = (ba)a = (a’b)a = a*(ba) = a*b = b, donc a®> = 1, une
contradiction. Donc ba € {ab,a’b}.

(5) Cas ol ba = ab. La description des éléments de G montre que G est engendré par a et b. Comme
ils commutent, le groupe G est abélien.

D’apres la classification des groupes abéliens finis (théoreme 2.16) et la question (1), on sait alors
que G = Z/2Z x Z/47Z.

Autre méthode, si on ne connait pas encore la classification des groupes abéliens finis : On consi-
dere les sous-groupes (forcément normaux) (a) et (b) de G. On a toujours (a) (b) C G. De plus, G
est abélien donc (a)(b) = (b)(a) = (a,b) = G.

L'ordre de b est 2 ou 4 (car il n'y a pas d’élément d’ordre 8).

Sio(b) = 2, alors |[(a) N (b)| = La)llb)] = 1 donc (a) N (b) = {1}. On en déduit alors que

[, )|
G = (a) x (b) = Z/AZ x Z/2Z.
Sio(b) = 4,alors b® # 1etb® ¢ {b,ab,a’b,a’b} (sinon b serait dans (a)), donc b* € (a) eto(b?) =2
donc b? = 4. On en déduit que (ab)? = a?b?> = a* = 1 donc ab est un élément d’ordre 2. De plus,

ab ¢ (a) donc (a) N (ab) = {1}. En calculant les cardinaux on voit que G = (a)(ab) et on conclut
que G = (a) x (ab) = Z/47Z x Z/27Z.

(6) Cas ot1 ba = a®b = a~'b. L'ordre de b est 2 ou 4 (car il n’y a pas d’élément d’ordre 8).

4+ Supposons que I'ordre de b soit 2, c’est-a-dire que b> = 1.Onadonca* = 1,b> = 1,ba = a~'b
(qui sont les relations vérifiées par les générateurs de Dy).
Soit K = (a) et L = (b). Alors |K| =4, |L| = 2 et G = KL. On en déduit grace aux cardinaux
que KN L = {1}. De plus, K est d'indice 2 donc normal dans G.
On en déduit que G = K x4 L avec ¢: L — Aut(K). Notons que K = C4 et L = C,. On sait que
Aut(Cy4) a deux éléments, I'automorphisme identité et 1'unique automorphisme « qui envoie le
générateur a de Cy sur a> = a~ 1. Dans le premier cas on obtient un produit direct, qui est donc
abélien, donc ce n’est pas G. Ainsi, ¢ est défini par ¢(b) = &, qui nest pas trivial, et on a vu en
cours que dans ce cas K xy L = Di(Cy) = Dy.

4 Supposons que l'ordre de b soit 4. Alors > £ leth? ¢ {b, ab, a%b, a3b} (sinon b serait dans
(a)), donc b* € {(a) et o(b*) = 2 donc b* = a?. Dans ce cas, a et b sont d’ordre 4 et on a
(ab)? = a’h® = a* = 1.

Posons A = (_01 é) etB = (? 6) dans GL;(C), ils engendrent Qg. Posons également C = AB.

Les tables de G et de Qg sont les mémes si on fait correspondre a et A d’une part, et b et B
d’autre part.

79



Gl 1| a|a>|a®| b |abla’|a®| |Qs| 1 | A|-1|—-A| B | C |-B|-C

1 1| al|a®>|a®| b |ab|a’h|a’ 1 1| A|-1|—-A| B —B|-C
a|la|a®|a®| 1 |ab|a®|a’b| b AlA|-1|-A 1 | C |-A|-C| B
a?>|a*|a®| 1| a|a®|a®b| b |ab| |-1|-1|-A| 1 | A |-B|-C|B|C
| a®| 1| a|a®|a®| b |ab|a’h| |-A|-A] 1 | A|-1|-C| A —B

b | b |a®h|a’b|ab|a®> | a |1 |ad B|B|-C|l-B|C|-1]A|1|-A
ab | ab | b |a®b|a’b|a® | a®> | a | 1 Clc|B|-C|-B|-A|-1| A |1
a?b|a*b|ab | b |a®b| 1 | a® | a® | a —-B]-B| C | B |-C|1|-A|l—-1|A
b |a®b|a’b|ab | b | a | 1 |a®|a? —-C|-C|-B|C|B|A|1]|-Al-1

(7) Les questions précédentes montrent qu’il y a au plus les cinq possibilités de 1’énoncé. Il faut véri-
fier qu’il n’y a aucun isomorphisme entre ces groupes.
Les groupes Dy et Qg ne sont pas abéliens, donc ne sont pas isomorphes a 1'un des trois autres
groupes.
On a vu que tous les sous-groupes de Qg sont normaux dans Qs. En revanche, le sous-groupe (s)
de D4 n’est pas normal dans Dy, car rsr—t = r?s ¢ (s). Donc Qg et D4 ne sont pas isomorphes.

Enfin, les groupes abéliens ne sont pas isomorphes entre eux grace au théoreme de classification
2.16. v

IV. GROUPES D’ORDRE 12

En devoir a la maison.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme A.11. Aut(Z/2Z x Z/2Z) = S;.

Démonstration. Notons V = Z/2Z x Z/2Z et E = V \ {(0,0)} = {a,b,c}. Posons 0 = (0,0). On
aa+b=cb+c=aeta+c = b Tout automorphisme a de V vérifie «(0) = 0 donc induit une
permutation de E (c’est-a-dire que a(E) C E). On a donc un morphisme de groupes ¢: Aut(V) —
Sg = S5 défini par ¢(a) = ap. Démontrons que ¢ est un isomorphisme. Il est clair qu'il est injectif.

Les transpositions engendrent S3, donc il suffit de vérifier que les transpositions de Sg définissent
des automorphismes de V (en posant a(0) = 0).

Soit aq = (a b), c'est-a-dire que a1(0) = 0, a1(a) = b, a1(b) = a et a1(c) = c. Il est clair que a; est
une bijection. De plus,

a1(a+0b) =a1(c) =c=b+a=ua(a)+a1(b)
ap(a+c) =a1(b) =a=b+c=wi(a)+ai(c)
a(b+c)=w1(a) =b=a+c=uwa1(b) +ai(c)
VxeV, a1(0+x)=a1(x) =a1(0) + ay(x)
VxeV, a(x+x)=a1(0) =0=aq(x) + ay(x)

donc a1 est bien un morphisme de groupes et donc un automorphisme de V.

De méme, ay = (a c) et a3 = (b c) définissent des automorphismes de V. Donc S3 = (a1, a2, a3) C
Im ¢ et donc ¢ est surjectif.

Donc Aut(V) = Sg = S;. v

Nous pourrons aussi utiliser le lemme suivant.

Lemme A.12. Il existe des produits semi-directs (Z/2Z x Z/2Z) x Z/3Z qui ne sont pas directs.
De plus, ces produits semi-directs sont tous isomorphes.
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Démonstration. 1l faut trouver les morphismes de groupes ¢: Z/3Z — Aut(V) non triviaux, c’est-a-
dire des éléments d’ordre 3 de Aut(V) (puisque 'image d'un élément de Z/3Z est nécessairement
d’ordre 1 ou 3). On reprend les notations de la démonstration du lemme A.11.
Puisque Aut(V) = Sg, il y a exactement deux éléments d’ordre 3 dans Aut(V'), quisonto = (a b c)

etc? = (ach).

1l y a donc deux morphismes non triviaux ¢, ¢: Z/3Z — Aut(V), définis par ¢(1) = cet (1) =
2.
Or (1) = 0> = moooa;’ = ajo¢@(l)oa;" donc, puisque 1 engendre Z/3Z, on a y(g) =
a1 0¢(g)oa; ! pourtoutg € Z/3Z.Eneffet, sig € Z/3Z ilexiste x € Ztelque g = Xetonap(g) =
Px-1) = p(1)* = (w0 9(T) 0a7))* =m0 p(T) oa;' =0 g(x-T) oy’ = a10p(g) oy . On
en déduit que V x, Z/3Z =V xy Z./3Z gréace aux exercices page 42. v

Soit maintenant G un groupe d’ordre 12.

Théoreme A.13. Soit G un groupe d’ordre 12. Alors G est isomorphe a exactement un des groupes
suivants :

> Ci;

> Cy x Cg;

> C% X Cs = Ay

> (C3 X C4 = Dics;

> C3 % C3 & Dg.

En particulier, les groupes Ay, Ds et Dicz ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Si G est abélien, en utilisant la classification des groupes abéliens finis on sait qu’il est
isomorphe a C; x Cg ou a Cyp.

On suppose dans la suite que G n’est pas abélien.
Soit n3 le nombre de 3-sous-groupes de Sylow de G. Alors n3 = 1 (mod 3) et n3 | 4 donc n3 €
{1,4}.
> Supposons que n3 = 4. Il y a donc quatre 3-sous-groupes de Sylow, qui sont cycliques d’ordre
premier 3. En particulier, si S et T sont deux 3-sous-groupes de Sylow, ona SNT = {1}. On en
déduit que dans les 3-sous-groupes de Sylowilyal+4-2 = 9 éléments (I'élément neutre et deux
éléments d’ordre 3 par 3-sous-groupe de Sylow).
Il reste donc 3 éléments dans G, qui sont nécessairement dans les 2-sous-groupes de Sylow. Mais
dans un 2-sous-groupe de Sylow, qui est d’ordre 4, il y a 3 éléments distincts de 1’élément neutre.
On en déduit qu’il y a un seul 2-sous-groupe de Sylow. Soit H ce 2-sous-groupe de Sylow. On a
donc H < G.

4 Premiere méthode : avec I'exercice 4 de la feuille 5. Le groupe G est d’ordre 12 et il a un sous-

groupe normal d’ordre 4, donc G est isomorphe a Ay.
4 Deuxieme méthode : avec les lemmes. Soit S un 3-sous-groupe de Sylow. Alors HNS = {1}
car pged(|H|,|S|) = 1 et |HS| = ‘EM?' = 12 = |G| donc HS = G. On en déduit donc que
G = H X, S pour un morphisme a: S — Aut(H).

On remarque que H et K sont abéliens (S est d’ordre 3 donc il est cyclique et K est d’ordre 4 = 22
donc il est abélien, isomorphe a C4 ou a C; x C3). Le morphisme ¢ ne peut donc pas étre trivial
car sinon le produit serait direct et comme S et H sont abéliens, G serait également abélien.

< Si H = Cy, alors |Aut(H)| = 2 etiln’y a donc pas de morphisme non trivial a: C3 — Aut(Cy)
(il faudrait avoir un automorphisme d’ordre 3).

< Donc H = C; x Cy. Le lemme A.12 nous permet de dire que G = H %, S avec a: S —

Aut(H) = S3 défini par a(1) = (12 3).
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> Supposons maintenant que n3 = 1. Alors l'unique 3-sous-groupe de Sylow S de G est normal

dans G. Soit H un 2-sous-groupe de Sylow de G. Alors comme dans l'autre casona SN H = {1},

G =SHetS<aGdoncG =S x H = C3 x4 H pour un morphisme ¢: H — Aut(Cs). Ici encore, ¢

n’est pas trivial.

On sait que Aut(Cs) = {1,0} avec 0 défini par 6(x) = x~! pour tout x € C3; on a en particulier

0% = idc,.

4 Premier cas: H = Z/47Z. Puisque 04 = id,, il existe un unique morphisme non trivial ¢: H —
Aut(Cs), qui vérifie ¢(1) = 0. Donc il y a un unique produit semi-direct Z /4Z x, Cs.

4 Deuxieme cas : H = Z/27Z x Z/2Z. On reprend les notations de la démonstration du lemme
A.11. Puisque ¢: H — Aut(Cz) n’est pas trivial, 6 est dans Im ¢. On a donc par exemple ¢(a) =
6. De plus, 6 = ¢(a) = ¢(b+c¢) = ¢(b) o ¢(c) donc on doit avoir par exemple ¢(b) = 0 et
¢(c) = id. Ceci définit bien un morphisme de groupes :

Soit maintenant i: H — Aut(Cz) un autre morphisme de groupes qui n’est pas trivial. Alors en
raisonnant comme pour ¢, on constate qu’il existe nécessairement une permutation de {a, b, c},
c’est-a-dire un automorphisme o de H d’apres le lemme A.11, tel que i = ¢ o 0. On en déduit
grace aux exercices page 42 que H xy C3 = H %, C3. Il y a donc un unique produit semi-direct
H x C3 a isomorphisme preés.

Nous avons épuisé toutes les possibilités, et nous avons obtenu que G est isomorphe a 1'un des
groupes suivants :

> Crz;

> (Cy x Cg;

> C%NC3011A4,'
> (C3 X Cy;

> C3 x C3.

Or nous connaissons déja des groupes non abéliens d’ordre 12, qui sont Ay, Dg et Dics. Il faut donc
les identifier aux produits semi-directs ci-dessus.

> Si nous avons appliqué la deuxieme méthode pour obtenir C3 x C3, nous pouvons observer a ce
stade que G est un groupe d’ordre 12 qui contient un sous-groupe normal C% d’ordre 4, donc G
est isomorphe a A4 (exercice 4 de la feuille 5). On peut aussi, si on veut éviter d’utiliser I’exercice
4 de la feuille 5, remarquer que A4 contient quatre 3-sous-groupes de Sylow, et C3 x C; est le seul
produit semi-direct ci-dessus qui contienne quatre 3-sous-groupes de Sylow.

> Nous avons déja vu que Dicz est isomorphe a C3 x C4 (exercice 6 de la feuille 3 et définition-
proposition 4.28).

> On remarque que le sous-groupe de Dy engendré par 72 est normal dans Ds et d’ordre 3 donc Ds
contient un unique 3-Sylow; de plus, il ne contient pas d’élément d’ordre 4 donc il ne peut pas
étre isomorphe a C3 x Cy et finalement Cs % C% = De. v

V. GROUPES DICYCLIQUES

On reprend les notations de la définition-proposition 4.28.

Proposition A.14. Soit 7 un nombre entier impair. Alors Dic, = C, 1 Cy via ¢: Cy = (b) — Aut(Cy)
défini par ¢(b): x — x~ L.
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Démonstration. Soient N = (a®) et H = (b). Alors N est cyclique d’ordre n et H est cyclique d’ordre
4. De plus,

> |N N H| divise pged(n,4) = 1 par le théoreme de Lagrange donc NN H = {1};

INIH]
INNH|
> N est normal dans Dic,; en effet, soit x € N, alors il existe k € Z tel que x = a°*, on a alors

axa~! = a** € Netbxb~! = a=2 € N donc, puisque a et b engendrent Dic,, ona gxg~' € N pour
tout ¢ € Dicy,.

> NH C Dic, et [NH| = = 4n = |Dic,| donc NH = Dic,;

2k

Par la caractérisation du produit semi-direct de sous-groupes, il existe un morphisme ¢: H — Aut(N)
tel que Dic, = N x4 H.

Précisons ¢; pour cela, il suffit de donner ¢(b) puisque H est cyclique engendré par b. La démons-
tration du théoréme 3.5 donne ¢(b)(x) = bxb~! pour tout x € N. On a donc ¢(b)(a?) = ba*b~! =
a=2 = (a®)~! et, comme a? engendre N on en déduit que ¢(b)(x) = x~! pour tout x € N. v

Proposition A.15. Pour tout r € IN* et tout s € IN impair, on a Dicors = Cs x Dicyr. En particulier,
DiC6 = C3 X Qg.

Démonstration. Soient N = (a?"') et H = (a%,b). Alors N est cyclique d’ordre s. De plus, a° =

in/2r el . .
(e 0 759”/2') donc par définition de Dicyr on a H = Dicy.

> |N N H| divise pged(s,2'72) = 1 par le théoréme de Lagrange donc NN H = {1} ;
INI[H]

> NH C Dic, et [NH| = NN

= 225 = |Dicys| donc NH = Dicyrs;

> N est normal dans Dicyrs; en effet, soit x € N, alors il existe k € Z tel que x = az”lk, on a alors
axa—! = x € Netbxb~! = x~! € N donc, puisque a et b engendrent Dicyrs, ona gxg~! € N pour
tout ¢ € Dicyrs.

Par la caractérisation du produit semi-direct de sous-groupes, il existe un morphisme ¢: H — Aut(N)
tel que Dicyrs & N %, H = C; x Dicyr.

Précisons ¢; pour cela, il suffit de donner ¢(a°) et ¢(b) puisque H est engendré par a° et b. La
démonstration du théoréme 3.5 donne ¢(a°)(x) = a*xa~* et ¢(b)(x) = bxb~! pour tout x € N.On a
donc @(a%)(a®") = a¥ " et (b)(a¥") = ba? bt = a 2" = (a¥"") " et, comme a?"" engendre N
on en déduit que ¢(a°)(x) = x et ¢(b)(x) = x~! pour tout x € N. v

Définition-Proposition A.16. Pour tout r € IN avec r > 3, on note Qo = Dicyr—2 et on I'appelle le
groupe quaternionique généralisé. C’est un groupe d’ordre 2". En particulier, pour r = 3 on obtient le
groupe quaternionique Qs.

Les groupes quaternioniques généralisés ne sont pas isomorphes a des produits semi-directs.

Démonstration. Supposons par ’absurde que 1’on ait un isomorphisme Qo = N x H. Puisque Qo est
un 2-groupe, N et H le sont aussi. Par le théoreme de Cauchy, N et H contiennent chacun au moins
un élément d’ordre 2 donc Qyr contient au moins deux éléments d’ordre 2.

Déterminons les ordres des éléments de Qx = {a*b’ | k € [0;2""1 — 1], £ € [0;1]}.

2r—1
Puisque a est d’ordre 2", on sait que o(a*) = pecd (2 k) donc o(a¥) = 2 si, et seulement si,
k=22

D’autre part, (a*b)? = a*ba*b = aka=p? = p? = a? " est d’ordre 2 donc a*b est d’ordre 4 pour tout
k.

Finalement, le seul élément d’ordre 2 de Q- est a2 = — I, et on a obtenu une contradiction.

Donc Qo n’est pas isomorphe a un produit semi-direct. v

Remarque. Pour Qg on peut utiliser un autre argument. Supposons par 1'absurde que 1'on ait un
isomorphisme Qg = N x H. Tous les sous-groupes de Qg sont normaux dans Qg donc en particulier
{1} x H est normal dans N x H. Grace & un exercice de TD, on en déduit que Qs = N x H (produit
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direct). Mais tous les sous-groupes de Qg sont abéliens (et méme cycliques), donc Qg est abélien et
on a obtenu une contradiction.
Donc Qg n’est pas isomorphe a un produit semi-direct.

Cet argument ne se généralise pas a Qo si ¥ > 3. En effet, le sous-groupe (b) n’est pas normal dans
Qyr dans ce cas. Vérifions-le.

On rappelle que Qy = {akbg |ke[0;2"1—1], £ €[0; 1]]} (tous les éléments de cette liste sont
distincts). On a aba~! = a?b, qui n’est pas égalal = a%b%, ab = a0, a % = 2 ouabd = azrfzb,
donc aba~! & (b).

Pour Qg, on peut aussi démontrer que les suites exactes 1 - N — Qs — H — 1 ne peuvent pas
étre scindées. Voir travaux dirigés.

VI. CARACTERES

On a vu le théoréme de prolongement 2.7, qui s’applique aux groupes abéliens finis. On peut se
demander si on peut supprimer ou relacher les hypotheses sur le groupe G.

La réponse est oui, mais il y a des limites, le théoréme de prolongement n’est pas vrai sans hypo-
these.

Exemple. Soit { = ¢"™, notons ¢ = (1 2 3) € Szetsoit x: A3 = (r) — C* l'unique caractere
défini par x (o) = {. Ce caractére ne se prolonge pas a Ss. En effet, supposons qu'il existe x: Sz — C*
tel que X4, = x. Soit T € S3 une transposition. Alors 'ordre de X(7) divise 2 (I’ordre de T) donc
X(7) € {£1}. Mais alors

¢ =x(0) =Xx(0) = x((12)(23)) = x((12))x((23)) =1

et on a obtenu une contradiction.

(a) Groupes abéliens quelconques

Une hypothése que 1’on peut enlever est celle que les groupes sont finis : le théoreme de prolonge-
ment est vrai pour tous les groupes abéliens.

Théoreme A.17. Soit G un groupe abélien et soit H C G un sous-groupe. Il existe, pour tout ¢ € H,
un élément § € G tel que P = .

Démonstration. > Commengons par démontrer que pour tout n € Z, tout caractere sur nZ se pro-
longe en un caractere sur Z.

Soit n € Z et soit x: nZ — C* un caractére. Si n = 0 alors le caractere trivial sur Z prolonge
X. Supposons donc que n € Z*. On cherche un morphisme x: Z — C*, qui sera entierement
déterminé par x(1) puisque Z est monogene. On doit avoir x(n) = x(n) = nx(1) donc (1) =

1
¢ (n).
- . - 1 : :
Soit donc X le caractere sur Z déterminé par x(1) = ” x(n), il prolonge bien y.

> Démontrons maintenant le cas général. Soit G un groupe abélien, soit H un sous-groupe de G et
soit x: H — C* un caractere sur H. Nous allons utiliser le lemme de Zorn (voir la section Il du
chapitre 7).
Considérons I’ensemble S formé des couples (x’, H') ott H' est un sous-groupe de G contenant H
ety € H prolonge x. Il est clair que S n’est pas vide (il contient (x, H)) et qu'il est partiellement
ordonné par la relation

(X, H) < (X" H") < H cH'etxly =x.
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De plus, I'ensemble ordonné (S, <) est inductif. En effet, si (x}, H!)ics est une partie totalement
ordonnée de S, elle admet un élément maximal (¥, H = U;crH;) ot § est défini de la facon sui-
vante; soit x € H, il existe i tel que x € H/, on pose %(x) = x!(x); de plus, si j € I est tel que
X € Hj, on a par exemple (x;, Hj) < (x}, H;) donc X;IHI' = x; et donc xi(x) = x;(x) et finalement

X est bien défini. Il reste a vérifier que H est un sous-groupe de G, que § est un morphisme de
groupes et que (jf, H) est bien un majorant de (x!, H!);c; dans S (exercice).

D’apres le lemme de Zorn, ’ensemble S admet donc un élément maximal, (xo, Ho). Il suffit pour
conclure de démontrer que Hy = H et de poser ¥ = Xo.

Supposons par I'absurde que Hy & H et soitdonc x € H \ Ho. L'ensemble I := {a € Z | ax € Ho}
est un idéal de Z, il existe donc n € Z tel que I = nZ. On consideére le morphisme de groupes
f:1=nZ — C* définipar f(a) = xo(ax). D’apres la premiere partie de la démonstration, on peut

~

prolonger f en un morphisme f: Z — C*. Posons X = Hy + Zx (le sous-groupe de G engendré
par Hy U {x}) et soit F: X — C* le morphisme de groupes défini par F(y + ax) = xo(y) + f(a) out
(y,a) € Hy x Z. Vérifions qu'il est bien défini. Si y + ax = y; + a;x avec (y1,a1) € Hy x Z, alors

~ ~ ~

(a—a)x =y —y € Hydonca—a; € [ =nZet f(a) — f(a1) = fla—a) = fla—ar) = xo((a—

o~

a1)x) = xo(y1 —y) = xo(y1) — xo(y) donc xo(y) + f(a) = xo(y1) + f(a1). On vérifie facilement
que F est un morphisme de groupes. De plus, Fy, = xo donc (F, X) € S et (xo, Ho) < (F, X), ce
qui contredit la maximalité de (xo, Ho).

Finalement Hy = H et ¥ = x( convient. v

@ Prolongement de certains caractéres dans le cas de groupes
quelconques

Enfin, on peut étendre cela a certains caracteres sur des groupes qui ne sont pas abéliens.

Remarque. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G et soit x: H — C* un caractere sur H.
Supposons qu’il existe un prolongement x: G — C* de x a G. Alors D(G) C Ker x car C* est abélien,
donc HN D(G) C Ker x, autrement dit, x|y~p(c) st le caractere trivial sur H N D(G).

Cette remarque impose I’hypothese que nous mettons sur le caractere sur H dans le résultat sui-
vant.

Théoreme A.18. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G et soit x: H — C* un caractere sur
H tel que X|ynp(c) est le caractere trivial sur H N D(G). Alors il existe un prolongement X de x a G :

Démonstration. Notons 1: G — G/D(G) la surjection canonique. Le schéma suivant illustre la dé-
monstration :
C*

g //
N

X2
(G)
EN

Ona Ker(7'(| H) = HND(G) C Ker x donc par factorisation on obtient un morphisme x;: t(H) —
C* tel que x1 0o Ty = .

=)

G
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Ensuite, 77(H) est un sous-groupe du groupe abélien 71(G) = G/D(G) et x1 est un caractere sur
nt(H) donc d’apres le théoreme de prolongement A.17, il existe un caractere x»: 7(G) — C* tel que

X2|n(H) = X1-
Enfin, posons ¥ = x2 o t: G — C*, c’est bien un caractére sur G qui prolonge x. v
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Deuxieme partie :

Anneaux






CHAPITRE 7.

Rappels et compléments sur les anneaux

I. RAPPELS DE BASE

On rappelle un certain nombre de définitions et propriétés de base sur les anneaux. Pour
plus de détails, on renvoie au cours de L3.

Définition 7.1. Un anneau est un groupe abélien (A, +) muni d'une deuxieme loi interne, la
multiplication ou le produit -: A x A — A, tel que :

> le produit est associatif : V(a,b,c) € A3, (ab)c = a(bc);

> le produit est distributif par rapport a I'addition : ¥(a,b,c) € A3, a(b+c) = ab + ac et
(a+b)c =ac+ bc.

Si de plus le produit possede un élément neutre 1, on dit que I'anneau A est unitaire et 1 est appelé
élément unité de A. 1l vérifie la = a = al pour tout a € A.

Enfin, si le produit est commutatif, c’est-a-dire que ab = ba pour tout (a,b) € A2, on dit que
I'anneau A est commutatif.

Pour mémoire, un groupe abélien est un ensemble non vide A muni d’une loi interne +: A X
A — A qui est associative (V(a,b,c) € A3, (a+b)+c = a+ (b+ c)), possede un élément
neutre noté 0 (Va € A, a+0 = a = 0+ a), est telle que tout élément a € A posséde un inverse
—a appelé opposé (Va € A, 3b € Atg.a+b =0=">b+a;b = —a) et qui est commutative
(V(a,b) € A%, a+b="Db+a).

Dans tout ce cours, anneau signifie anneau commutatif unitaire, sauf mention expresse
du contraire.

Définition 7.2. Un corps est un anneau (commutatif unitaire) tel que tout élément non nul
possede un inverse : Va € A\ {0}, 3b € A tel que ab = 1.

Définition 7.3. Un sous-anneau B d'un anneau A est une partie non vide B de A qui, munie
des opérations de A, est un anneau. Cela sous-entend en particulier que I'élément unité de A est
dans B.

On peut vérifier que B est un sous-anneau de A si, et seulement si,

> (B # @);

> V(a,b) € B>,onaa—b € B(oua+b € Bet —a € B)—d’oi B est un sous-groupe (abélien)
de (A, +);

> 1€ B;

> V(a,b) € B%, onaab € B.

Remarque. On doit vérifier que 1 € B, cela n’est pas automatique.
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Définition 7.4. Un morphisme d’anneaux d'un anneau A vers un anneau B est une application
f: A — Buérifiant, pour tout (a,b) € A2,

> fla+b) = f(a)+ f(b),
> flab) = f(a)f(b) et
> f(1) =1.

On peut vérifier que si un morphisme d’anneaux f est bijectif, alors I'application réciproque f =1
est aussi un morphisme d’anneaux. On dit alors que f est un isomorphisme d’anneaux.

Définition 7.5. Soit A un anneau.

> Un élément a € A est dit inversible s'il possede un inverse, noté a=*, pour le produit. On note
A l'ensemble des éléments inversibles de A.

> Un élément a € A est un diviseur de zéro si a # 0 s’il existe b € A avec b # 0 tel que
ab = 0.

> Un anneau A est dit intégre si A # {0} et sil ne contient pas de diviseur de zéro.

Un anneau integre n'est pas nul.
Un corps est en particulier un anneau integre.

Définition 7.6. Soit A un anneau. Un idéal de A est un sous-groupe abélien I de A qui vérifie
Vae A, Vxel,onaax € 1.
Une partie I de A est un idéal de A si, et seulement si,
> 1#;
> V(x,y) €2, x+y€let
> V(a,x) e AxIax €l

Propriétés 7.7. > Unidéal I de A est égal a A si, et seulementsi, 1 € I.

> Unidéal I de A est égal a A si, et seulement s’il contient un élément inversible de A.

> Une intersection d’idéaux est un idéal.

> Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

4 Si C est un sous-anneau de A, alors f(C) est un sous-anneau de B. En particulier,
Im f = f(A) est un sous-anneau de B.

4+ Si D est un sous-anneau de B, alors f~!(D) est un sous-anneau de A.

4 Si I est un idéal de B, alors f~!(I) est un idéal de A. En particulier, Ker f = f~1({0})
est unidéal de A.

4+ Si f est surjectif et si ] est un idéal de A, alors f(]) est un idéal de B.

Définition-Proposition 7.8. Soit A un anneau et soit X une partie de A. L’idéal de A engendré
par X est le plus petit idéal de A contenant X. Celui-ci existe et il est égal a l'intersection de tous
les idéaux de A contenant X. On le note (X) ou (x1,...,%n) si X = {x1,...,xXn}.
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Théoréme 7.9. Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On définit une relation d’équiva-
lence ~ sur A en posant
a~b < a—-bel

L’ensemble quotient A/ ~ est alors un anneau pour les lois
a+b=ua+b;
ab = ab
ou @ désigne la classe d’équivalence de a dans A/ ~ (celle-ci est parfois notée a + I). Cet
anneau est appelé anneau quotient de A par I et noté A/I.

L'application t: A — A/I définie par 7(a) = @ est un morphisme d’anneaux surjectif,
appelé projection canonique.

Théoréme 7.10 (Théoreme de passage au quotient). Soit f: A — B un morphisme d’an-
neaux. Soit I un idéal de A et soit J unidéal de B tel que f(I) C J.Onnote to: A — A/l et
ntg: B — B/] les projections canoniques.

Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f: A/I — B/] tel que fomy = mgo f
(on a donc f(@) = f(a)).

Schématiquement, on a

f

A B
nAl lng
A/l f>B/]

Réciproquement, si un tel f existe, alors f(I) C J.

Démonstration. > Supposons que f existe. Soit b € f(I). Alors il existe a € I tel que b =
f(a). On a alors (b)) = mp(f(a)) = f(ma(a)) = f(0) = 0 donc b € Ker rp = J. Donc
f .

> Réciproquement, supposons que f(I) C J. On doit avoir f(7t4(a)) = 7tg(f(a)) pour tout
a€ A Soitx € A/ Tlexistea € A tel que m4(a) = x. Posons donc f(x) = rtg(f(a)).

I faut vérifier que f est bien définie, c’est-a-dire que si on choisit un autre représentant
a’ de x dans A, on a bien 7t5(f(a')) = ntg(f(a)). Puisque a et a’ sont deux représentants
de xdans A,onada’ —a € Kermy = I,donc f(a’ —a) € ] etdonc rig(f(a’ —a)) =0.Or
g et f sont des morphismes d’anneaux donc 7t5(f(a’)) — tg(f(a)) = 0. On a donc bien
défini une application f.

De plus, f est un morphisme d’anneaux. Soit (x,y) € (A/I)? et soit (a,b) € A? tel que
x = 1a(a) ety = rtp(b). Alors

*[(Hy)_:f(ﬂA(ﬂﬂLb))—ﬂB(f( b)) = mp(f(a)) + 7a(f(b)) = f(x) + f(y);

& Flsy) = Frea(ab)) = ma(F(ab)) = malF@)ma(F3)) = PP ()

+ f(1) = f(ma(1)) = 7mp(f(1)) = 1.

Enfin, la condition f o 4 = 7p o f nous a imposé la définition de f, donc un tel mor-
phisme d’anneaux est unique. v

Remarque. Dans le cas particulier ott ] = {0}, la condition « f(I) C J» devient«I C Ker f ».
Ainsi, si f: A — B est un morphisme d’anneaux et si I est un idéal de A tel que I C Ker f,
alors f induit un unique morphisme d’anneaux f: A/I — B tel que f = f o 7r4 (c’est-a-dire

que f(@) = f(a)).

91



Théoréme 7.11 (Premier théoreme d’isomorphisme). Soit f: A — B un morphisme d’an-
neaux. Le morphisme f induit un isomorphisme d’anneaux

f:A/Kerf —Imf.

Théoréme 7.12 (Deuxiéme théoreme d’isomorphisme). Soit A un anneau, soit B un sous-
anneau de A et soit I un idéal de A. Alors I'ensemble B+ = {b+ x; (b,x) € B x I} estun
sous-anneau de A, 1'idéal I est un idéal de B + I, '’ensemble B N I est un idéal de B et on a
un isomorphisme d’anneaux

(B+I1)/I~B/(BNI).

Théoreme 7.13 (Troisieme théoreme d’isomorphisme). Soit A un anneau. Soit [ un idéal de
A. Notons t: A — A/I la projection canonique. Soit | un idéal de A contenant I (I C J).
Alors on a un isomorphisme d’anneaux

(A/D/r(]) = A/]
ce que l'on peut également écrire (A/I)/(]J/I) = A/].

Définition-Proposition 7.14. Soit A un anneau. Soient I et | deux idéaux de A. On note 1]
l'idéal engendré par les produits xy avec (x,y) € I X J et I + | l'idéal engendré par IU J. On a
donc

1] = {Zxkyk|n€1N, (xk,yk)elx]}

k=1

n
I+]:{Zakxk|n€1N,xkEIU],ak€A}:{x+y|(x,y)€I><]}.
k=1

Démonstration. Notons Z = {xy | (x,y) € I x J} etK = {Y}_xyx | n € N, (xg,yx) € I x J}.
On vérifie facilement que K est un idéal de A, qui contient Z. Donc I] C K. Soit K" un idéal
de A qui contient Z. Alors, puisque K’ est stable par somme, il contient tous les éléments
de K, donc K C K'. Ainsi, K est le plus petit idéal de A qui contient Z, c’est-a-dire que
K= (zZ)=1I].

Notons L = {x +y | (x,y) € I x J}.On sait déja que c’est un sous-groupe de (A, +) (pro-
position 1.33). Soit (a,x,y) € A x I x J. Alorsa(x +y) = ax +ay € L. Donc L est un idéal de
A, qui contient I U J. Donc I + ] C L. Soit L’ un idéal de A contenant I U J. Alors L’ contient
I et | donc, puisqu’il est stable par somme, il contient L. Ainsi, L est le plus petit idéal de A
qui contient [ U | et finalement L = (IU]) = I+ ]. v

Théoreme 7.15 (Théoreme Chinois). Soit A un anneau. Soient I et | deux idéaux de A tels
que [ + ] = A. Alors

@ IJ=InJ;

(b) les anneaux A/I] et A/I x A/] sont isomorphes.

Démonstration. (a) Il est clair que I] C I N ] (sans hypothese sur les idéaux I et J).

Réciproquement, soit x € I N J. Puisque I +] = Ailexistea € Ietb € | tels que
1=a+b.Onaalors x = ax + bx etax € I] puisque (a,x) € I x J et bx € I] puisque
(b,x) € ] x I.Donc x € I].

OnabienIN] =1]J.
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(b) Notons 71;: A — ITetrrj: A — A/] les projections canoniques (morphismes d’anneaux)
et considérons ¢: A — A/I x A/] définie par ¢(x) = (71;(x), rj(x)) pour tout x € A.
C’est un morphisme d’anneaux.

Il est clairque Kerp = INJ = IJ.

Démontrons que ¢ est surjective. Soit (1,v) € A/I x A/], il existe (y,z) € A? tel que
(u,v) = (mr1(y), mj(z)). On cherche x € A tel que ¢(x) = (u,v), c'est-a-dire tel que
mr(x) = mp(y) et mp(x) = mp(z).

Comme dans la premiere partie, il existe a € I et b € | tels que 1 = a + b. Posons
x = yb+ za. Alors mtj(x) = m(yb) = m(y(1 —a)) = m(y —ya) = m(y) = u et
np(x) = my(za) = mj(z — zb) = m7(z) = vdonc ¢(x) = (u,v).

Finalement, d’apres le premier théoréme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme

P: A/I] — A/I x A/] (donné par ¢ (%) = (rt7(x), rr7(x))). v

Conséquence 7.16. Soit A un anneau principal. Soient m et n deux éléments de A premiers
entre eux. Alors les anneaux A/ (m) x A/(n) et A/(mn) sont isomorphes.

Remarque. L'isomorphisme est donné par ¢(X) = (7t (x), 77y(x)) o0t Ty A — A/(m) et
7. A — A/(n) sont les projections canoniques. Pour exprimer g1, on applique la pro-
priété de Bézout, qui donne (u,v) € A? tel que mu + nv = 1. Alors ¢~ (11, (y), 74 (2)) =
zZmu + yno.

Ceci permet, dans le cas ou A = Z, de résoudre des systéemes de congruences du type

{x =a (mod m)
x=b (mod n)

avec m et n deux entiers premiers entre eux.
II. IDEAUX PREMIERS ET MAXIMAUX.

Définition 7.17. Soient A un anneau et I un idéal de A.

(1) L'idéal I est dit premier s’il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tous a, b € A,
abel—=—acloubel

(2) L’idéal I est dit maximal s’il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tout idéal
Jde A, IC]CA=]=1ou]=A.

On peut caractériser la primalité ou la maximalité de I'idéal I d’'un anneau A a 'aide de
I’anneau quotient A/ I.

Proposition 7.18. Soient A un anneau et [ un idéal de A.
(1) L'idéal I est premier si et seulement si ’'anneau A /I est integre.

(2) L'idéal I est maximal si et seulement si ’anneau A /I est un corps.

Démonstration. Exercice (L3). v

Remarque. > 1l est clair d’apres la proposition 7.18 que tout idéal maximal est premier.

> Par contre, il est facile de démontrer que {0} est un idéal premier et non maximal de
I'anneau Z. (En effet, Z/{0} = Z est intégre mais n’est pas un corps).
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Proposition 7.19. Soient A un anneau, I un idéal de A et 1: A — A/I la projection ca-
nonique. On note I4,; I'ensemble de tous les idéaux de A/I et J 4 ; 'ensemble de tous les
idéaux de A contenant I. Alors :

(1) les applications

« p
Jag — Tayp et Ly — Jar
K — n(K) L — (L)
sont des bijections réciproques 1'une de l'autre. Elles établissent donc une correspon-
dance bijective entre idéaux de A/ I et idéaux de A contenant I.

(2) la correspondance bijective ci-dessus induit des correspondances bijectives entre les
idéaux premiers (resp. maximaux) de A/I et les idéaux premiers (resp. maximaux) de
A contenant I.

Démonstration. (1) Puisque 7t est un morphisme d’anneaux, 77~ !(L) est un idéal de A pour
tout idéal L de A/I. De plus, 0 est dans L donc [ = 7w~ 1({0}) c =~ 1(L).

Puisque 7t est un morphisme d’anneaux surjectif, 77(K) est un idéal de A/I pour tout
idéal K de A.

Onaaopf =idy,, car mom (L) = L pour tout idéal L de A/1I.

Il reste a vérifier que f o a = idy, , pour tout idéal K de A contenant I. Soit K un tel idéal.
On a toujours 71 (7t(K)) D K. Soit maintenant x € 77~ !(7r(K)). Alors 7t(x) € 7(K) donc
il existe a € K tel que 7(x) = 7r(a). Mais alors x —a € I C K donc x € K. On a donc bien
71 (m(K)) = K.

Ainsi, « et B sont des bijections réciproques.

(2) Le troisieme théoreme d’isomorphisme précise que pour tout idéal K de A contenant I,
on a un isomorphisme d’anneaux

A/K = (A/])/7(K).

Ainsi, d’apres la proposition 7.18, pour tout idéal K de A contenant I, K est premier (resp.
maximal) dans A si et seulement si 77(K) est premier (resp. maximal) dans A/ 1. v

Il est clair par définition que I’anneau nul ne contient pas d’idéaux premiers (et donc pas
d’idéaux maximaux). La premiere question légitime est alors la suivante : étant donné un
anneau non nul A, existe-t-il toujours des idéaux premiers, des idéaux maximaux, dans A?
La réponse est donnée par le théoréme de Krull.

ITII. ENSEMBLES ORDONNES ET LEMME DE ZORN

Ce lemme est utilisé pour faire certaines démonstrations ott une récurrence est impos-
sible (si I’ensemble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent a 1’axiome du choix
(indépendant des autres axiomes, Cohen 1963). Vous le verrez également dans le cours de
topologie.

Axiome du choix. Le produit d"une famille non vide d’ensembles non vides n’est pas
vide.

Autrement dit, si (A;);e; est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut
choisir simultanément x; € A; pour touti € I.

Nous nous contenterons d’énoncer le lemme de Zorn, et admettrons qu’il est équivalent a
I’axiome du choix.
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A. Lemme de Zorn

Définition 7.20. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire <, réflexive, anti-
symétrique et transitive, c’est-a-dire telle que :

>VxeE x<x;
>V (x,y) EE%six<syety < x alorsx =y;
>V (x,y,z) €Esix<yety<zalorsx <z

On dit alors que I'ensemble (E, <) est un ensemble ordonné.

Remarque. 1l est clair que, si F est un sous-ensemble de I'ensemble E et si < est un ordre sur
E, alors < induit un ordre sur F.

Exemples. (R, <), (Q, <), (IN*,|) et (P(C), C) sont des ensembles ordonnés.

Définition 7.21. Si (E, <) est un ensemble ordonné et si, pour tous (x,y) € E?, ona x < y ou
y < x, on dit que < est un ordre total ou que (E, <) est un ensemble totalement ordonné. Dans
le cas contraire, on dit que < est un ordre partiel ou que (E, <) est un ensemble partiellement
ordonné.

Exemples. Dans les exemples précédents, (R, <) et (Q, <) sont totalement ordonnés alors
que (IN*,|) et (P(C), C) sont partiellement ordonnés.

Définition 7.22. Soit (E, <) un ensemble ordonné.

> Un élément maximal de (E, <) est un élément x € E tel que, pour tout y € E, si x <y, alors
x=y.

> Soit F un sous-ensemble de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour
tout x € F, x < m.

> On dit que (E, <) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que
(F, =) soit totalement ordonné admet un majorant dans E.

Remarque. Soient A un anneau et £ 'ensemble de tous les idéaux de A distincts de A.
L'inclusion définit une relation d’ordre (partiel) sur £ et on note (£, C) I’ensemble ordonné
ainsi obtenu. Alors, I est un idéal maximal de A si et seulement si I est un élément maximal

de (€, Q).

Théoréme 7.23 (Lemme de Zorn). Soit (E, <) un ensemble ordonné, inductif et non vide.
Alors il existe un élément maximal dans E.

Démonstration. (admis) v

B. Applications

Théoréme 7.24 (Théoréme de la base incomplete). Soit KK un corps. Toute famille libre d'un
espace vectoriel non nul E sur K est contenu dans une base de E.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel sur K et soit £ une famille libre de E. Soit S 'en-
semble des parties libres de E qui contiennent £, muni de l'ordre fourni par l'inclusion.
Comme £ € S,ona S # @.

95



S muni de cet ordre est inductif : soit F = (S;);e; une partie totalement ordonnée de S.
Alors K = Uj¢1S; contient £ et tous les S; pour i € I. Il reste a vérifier que c’est un élément
de S, c’est-a-dire une famille libre, pour démontrer que K est un majorant de F dans S. Soit
Y.jejAjxj = 0 une relation de dépendance avec | une partie finie de I, x; € Sjet A; € K
pour tout j € J. Puisque | est fini et F est totalement ordonnée, on peut choisir iy € | tel que
S; C Sj, pour tout j € J. Alors x; € §;; pour tout j € J. Or §;; est libre, donc A; = 0 pour tout
j € J. Donc K est libre.

D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie libre maximale dans S, notons-la B. La
famille B contient L. Il reste a démontrer que B est un systeme générateur : sinon, il existe
y € Etel que y ¢ vect{ B}, donc {y} U B est libre, ce qui contredit la maximalité de B. v

Théoreme 7.25 (Théoreme de Krull). Soit A un anneau unitaire. Alors tout idéal de A dis-
tinct de A est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Soit I un idéal de A distinct de A. Soit S 1’ensemble des idéaux de A qui
contiennent I et qui sont distincts de A, ordonné par l'inclusion. Puisque I € S, cet en-
semble n’est pas vide. De plus, S muni de cet ordre est inductif : soit F = (I;);e; une famille
totalement ordonnée d’idéaux qui contiennent I et qui sont distincts de A. Alors K = Uj¢l;
contient tous les I j pour j € ], donc si c’est un élément de S, c’est-a-dire un idéal distinct de
A et contenant I, alors c’est un majorant de F dans S.

Vérifions donc que K € S. Tout d’abord, 1 € Ujcjl;j donc K # A. 1l est clair que I C
Ujesl; = K. De plus, si x et y sont dans K il existe jy tel que x et y soient dans I} (puisque
la famille des I; est totalement ordonnée). Alors x +y € [;, C Ketax € [;; C K pour tout
a € A, donc c’est bien un idéal de A. On en déduit que K est dans S.

D’apres le lemme de Zorn, S contient un élément maximal. C’est un idéal maximal de A
contenant . v

Remarque. Vous verrez également le théoréme de Hahn-Banach qui se démontre a ’aide du
lemme de Zorn.

IV. CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU INTEGRE

Soit A un anneau intégre. Notons S = A \ {0}.
On veut construire un corps K contenant A comme sous-anneau (d’ot la nécessité d’avoir

un anneau integre) et qui soit minimal pour cette propriété. La construction est la méme que
N . gy . a
celle de Q a partir de Z : on va considérer un ensemble de quotients de la forme — avec

s
(a,s) € A% et s # 0, et le munir d’une structure d’anneau (qui se trouvera étre un corps).

On définit une relation d’équivalence sur A x S par
(a,s) ~ (d',s') < as’' —da's =0.
C’est bien une relation d’équivalence :
> (a,s) ~ (a,s) car as — sa = 0.
> Si(a,s) ~ (d,s'),alorsas’ —a’s = 0,donc a’s — as’ = 0 et donc (a',s") ~ (a,s).

> Si(a,s) ~ (d,s') et (d/,s") ~ (a",s"),alors as’ —a’s = 0 eta’s’” —a’’s’ = 0. Donc (as’ —

a's)s” + (a's" —a"s")s = as's" —a'’s's = 0 etdoncas” —a’’s = 0 car A estintegreets’ # 0.

Donc (a,s) ~ (a”,s").
. 1, , a .
On forme le quotient A X S/ ~, dont les éléments sont notés —. On note ce quotient
S
Frac(A).
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Définition-Proposition 7.26. Frac(A) est un corps (commutatif), dit corps des fractions de
A, pour les opérations suivantes :

a a as'+a's

> -4+ - =
s s ss’
aa  ad

> - —
ss’ ss’

. | 0
L'unité est 1 et l'élément nul est 1
) . L e ca ap _d @ o
Démonstration. Les opérations sont bien définies : si S = - et 7 = 7 on doit vérifier que
1 1
/ /
aa a1a
= -1 (IV.2)

asy +ajs1 as' +a's aa
s’ s18)

) = - (IV.1) et que
518} Ss
Par hypothese, onaajs —as; = 0etajs’ —a’s) =0.Onadonc0 = (a15 — asy)s’s] + (a]s’ —
1./ _ !(! / / !/ / . 4 _ ! ./

a's})ssy = ss'(sya1 + s1a]) — sy1s7(as’ + sa ), ce qui démontre (IV.1), et 0 = (a3s — asy)ajs’ +

(ays’ —a's|)asy = aja}ss’ — aa’sqs], ce qui démontre (IV.2).
Il reste a vérifier que A est bien un anneau, commutatif et unitaire, et que tout élément
non nul est inversible (exercice). v

Remarque. L'application ¢: A — Frac(A) définie par ¢(a) = % est un morphisme d’an-

neaux injectif. Ainsi A peut étre identifié a un sous-anneau de Frac(A).

Proposition 7.27. Soit A un anneau integre et soit ¢: A — Frac(A) le morphisme d’an-
neaux ci-dessus. Pour tout anneau B et pour tout morphisme d’anneaux f: A — B tel que
pour tout s € S, f(s) est inversible dans B (autrement dit, f(S) C B*), il existe un unique
morphisme d’anneaux g: Frac(A) — B tel que go ¢ = f.

Démonstration. Commengons par démontrer 1'unicité. Supposons que g existe. Alors on doit

: a as a s a a , .
avoir f(a) = g(p(a)) = g(7) = 2(57) = 2(%)s(5) = 8(%)2(e(s) = (%) £(s), dron
"unicité pour g (g) .

Maintenant, posons g <§

%) = (f(s)) "' f(a). Alors

/
> ¢ est bien défini : si N alors as’ —a's = 0, d’ou f(a’)f(s) — f(a)f(s’) = 0. En
multipliant par f(s) ! f(s')~!, on obtient f(s) "' f(a) = f(s') "1 f(a).
> ¢ est un morphisme. En effet, on a
/ / /
*g(%—l— a ) :g(as +a s> — Flas' +d's)f(ss') !

s’ ss’

= f@)f()f(s)7 ()T + fla)f(s)f ()7 £ (")

— f )+ F@)5) T = g(2) +5( %)
+5(25) = (%) = fla)f(s5) " = @ @)f(s) )

a

— ffe) ) =g (2)s(5):
+s5(q) = s =1

g(5) = f)71 (@) = fla). %
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Remarque. Le morphisme g est nécessairement injectif.
Conséquence 7.28 (« Minimalité » du corps des fractions). Soit K un corps contenant A
comme sous-anneau. Alors Frac(A) est (s’identifie a) un sous-corps de K.

Autrement dit, Frac(A) est le plus petit corps contenant A.
Pour vérifier cela, il suffit d’appliquer la proposition avec f I'inclusion de A dans K.

Exemple. Si A = Z on obtient Frac(A) = Q.

Exemple. Soit K un corps. Le corps des fractions de ’anneau de polynémes K[X] est le corps
des fractions rationnelles K(X).
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CHAPITRE 8.

Arithmétique dans les anneaux

I. RAPPELS D’ARITHMETIQUE.

Dans cette partie, on étudie et rappelle des propriétés arithmétiques des anneaux, c’est-a-
dire des propriétés des anneaux liées a la divisibilité.

Dans toute cette partie, sauf mention expresse du contraire, A désigne un anneau (com-
mutatif, unitaire) intégre (et donc non nul). On note alors A* le groupe des éléments inver-
sibles de A.

Définition 8.1. Soit (a,b) € A2.
(1) On dit que a divise b, et on note a | b, s'il existe un élément c de A tel que b = ac.

(2) On dit que a et b sont associéssia | bet b | a. On note a ~ b.

Remarque. Soit (a,b) € A2. Les points suivants sont clairs :
(1) a divise b si et seulement si (b) C (a);
(2) a et b sont associés si et seulement si (a) = (b);

(3) a et b sont associés si et seulement s'il existe u € A* tel que a = ub.

Définition 8.2. Soit p un élément de A.
> On dit que p est irréductible (dans A) s'il satisfait aux conditions suivantes :
G p&A*;
(i) p = abavec (a,b) € A? entraine que a ou b est un élément inversible de A.

> On dit que p est premier (dans A) s'il n’est pas nul et si l'idéal engendré (p) de A est premier.

Remarques. (1) Le produit d’un élément irréductible de A par un élément inversible de A
est un élément irréductible de A.

(2) L'élément 0 n’est pas irréductible car 0 = 0 - 0. Ainsi, un corps n’a pas d’éléments irré-
ductibles.

(3) Soit p un élément de A; p est irréductible dans A si et seulement si :
G pgA;
(i) p # 0 et les seuls diviseurs de p sont les éléments inversibles de A et les éléments
de A associés a p.

Démonstration. Supposons que p est un élément irréductible de A et soit 2 un diviseur de
p. Alors il existe b € A\ {0} tel que p = ab. On en déduit que a ou b est inversible. Si b
est inversible, alors a est associé a p. Ainsi, a est inversible ou associé a p.

Réciproquement, soit p € A\ A* et supposons que les seuls diviseurs de p sont les
éléments inversibles de A et les éléments de A associés a p. On suppose que p = ab avec
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(a,b) € A2. Alors a divise p donc a est inversible ou associé a p. Si a est associé a p alors il
existe u € A* tel que a = up, donc p = upb et donc, puisque A est integre, 1 = ub donc
b est inversible. Donc a ou b est inversible et p est bien irréductible dans A. v

(4) Soit p € A un élément non nul. Alors p est premier si et seulement s’il n’est pas inversible
et si pour tout (a,b) € A%, p|ab= (p|aoup]|b).

(5) Soit p € A; si p est premier, alors p est irréductible.

Démonstration. Soit p € A un élément premier. En particulier, p n’est pas inversible (sinon
(p) = A n’est pas premier). Supposons que p = ab avec (a,b) € A2. Alors p divise ab
donc p divise a ou p divise b; par exemple, p divise a. Alors il existe c € A tel que a = pc
donc p = pcb et donc, puisque A est integre, 1 = cb. Donc b est inversible. On en déduit
que p est irréductible. v
(6) Attention! Les notions d’irréductibilité et de primalité dépendent de I'anneau ambiant.

Par exemple, le polynome 2X est irréductible et premier dans Q[X] (voir chapitre suivant)
mais n’est ni irréductible, ni premier dans Z[X]. Dans 'autre sens, le nombre entier 2 est
irréductible (et premier) dans Z mais pas dans Q puisqu’il est inversible dans Q.

Ainsi, sauf s'il n'y a pas de confusion possible, on précise toujours irréductible (ou pre-
mier) dans A.

Définition 8.3. Soient I un ensemble non vide et (a;);c; une famille d’éléments de A.
(1) On dit que a € A est un diviseur (resp. multiple) commun de (a;);cy si, pour tout i € I,
a | a; (resp. a; | a).

(2) On suppose que les a;, i € I, ne sont pas tous nuls. On dit que d € A est un plus grand
commun diviseur (en abrégé pged) de (a;);c; si ¢’est un diviseur commun de (a;);c; et si tout
diviseur commun de (a;);c divise d.

(3) On suppose que tous les a;, i € I, sont non nuls. On dit que m € A est un plus petit commun
multiple (en abrégé ppcm) de (a;)icy si ¢’est un multiple commun de (a;);c; qui divise tout
multiple commun de (a;);cy.

(4) On dit que les a;, i € I, sont premiers entre eux si 1 est un pgcd de (a;);c].

Remarque. Soit I un ensemble non vide et soit A = (4;);c; une famille d’éléments de A.
On suppose que les a;, i € I, ne sont pas tous nuls (resp. sont tous non nuls). On démontre
facilement que si a € A est un pged (resp. ppcm) de A, un élément b est un pged (resp.
ppcm) de A si et seulement s’il est associé a a.

On notera donc d ~ pged(a;, i € I) (resp. m ~ ppem(a;, i € I)) sid (resp. m) est un pged
(resp. ppem) de (4;)je;.

Remarque. Soita € A\ {0} etsoitb € A. Alors a et b sont premiers entre eux si, et seulement
si, les seuls diviseurs communs a a et b sont les éléments inversibles de A.

En particulier, puisque a divise 0, a et 0 sont premiers entre eux si et seulement si a est un
élément inversible de A.

Démonstration. Supposons que a et b sont premiers entre eux et soit ¢ un diviseur commun a
a et b. Par hypothese, a et b admettent 1 comme pgcd donc ¢ divise 1 et donc c est inversible.

Réciproquement, supposons que les seuls diviseurs communs a a et b sont les éléments
inversibles de A. Il est clair que 1 est un diviseur commun a a et b. Soit maintenant ¢ un
diviseur commun a a et b. Par hypothese ¢ est inversible donc ¢ divise 1. On en déduit que 1
est un pged de a et b, c’est-a-dire que a et b sont premiers entre eux. v

Proposition 8.4. Soit (a,b) € A2, ab # 0. Soit d un pgcd de a et b et soit m un ppcm de a et
b. Alors ab et dm sont associés.
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Démonstration. Puisque a et b divisent ab, leur ppcm m divise ab. Posons ab = me pour un
e € A. Pour conclure, il suffit de démontrer que e est associé a d.

Posons a = da’, b = db’, et m = aa” = bb”.

Onaab = me = aa”e donc b = a”¢ et donc e divise b. De méme, e divise a, donc e divise d
qui est un pged de a et b.

Puisque d divise a et b, il divise ab, posons ab = dx. On a alors dx = ab = da'b = dal’
donc x = ab’ = a’b et donc a et b divisent tous deux x, donc m divise x. Posons x = my. On
a alors me = ab = dx = dmy donc e = dy est un multiple de 4.

On en déduit finalement que d est associé a e et donc que ab = me est associé a md. v

Proposition 8.5. Soit a4 un élément irréductible de A et b un élément de A. Alors, a et b sont
premiers entre eux si et seulement si 4 ne divise pas b.

Démonstration. Supposons que a divise b. Alors a est un diviseur commun a a et b qui n’est
pas inversible. D’apres la remarque plus haut, on en déduit que a et b ne sont pas premiers
entre eux.

Réciproquement, supposons que a ne divise pas b. Soit x un diviseur commun de a et b.
Il existe a’ € A tel que a = xa’. Comme a est irréductible, x ou a’ est inversible et puisque a
ne divise pas b, on en déduit que x est inversible. Donc tout diviseur commun de a et b est
inversible, c’est-a-dire que a et b sont premiers entre eux. v

II. ANNEAUX FACTORIELS

A. Anneaux factoriels.

Définition 8.6. (1) On dit que A satisfait la condition (E) si tout élément non nul et non inversible
a € A admet une décomposition en produit d’éléments irréductibles, c’est-a-dire qu’il existe
r € IN* et des éléments irréductibles pq, ..., p, de A telsquea = py ... p;.

(2) On dit que A satisfait la condition (U) si pour tout élément non nul et non inversible de A,
une décomposition en produit d'éléments irréductibles (si elle existe) est essentiellement unique,
c’est-a-dire que, sia = py...pr =q1...qs 00t (r,5) € N* x N*et p1,...,Pr,q1,--.,qs SOnt
des éléments irréductibles de A, alors r = s et il existe ¢ € S, tel que, pour 1 < i < r, p; et
(o (i) Soient associés.

(3) On dit que A est factoriel s'il est integre et s'il satisfait aux conditions (E) et (U).

Exemple. Tout corps est un anneau factoriel.

On va donner une définition équivalente d'un anneau factoriel, dans laquelle on a vrai-
ment unicité de la décomposition. Pour cela on introduit la définition suivante.

Définition 8.7. Soit A un anneau. Une partie P de A est un systéme de représentants des
éléments irréductibles de A si c’est un systeme de représentants des classes d’équivalence des
éléments irréductibles de A pour la relation ~ (association), autrement dit,

> tout élément de P est irréductible dans A ;

> sia € A estirréductible alors il existe p € P tel que a ~ p;

> deux éléments distincts de P ne sont pas associés.
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Définition-Proposition 8.8. Un anneau A est factoriel si, et seulement s’il est integre et si tout
élément non nul a € A se décompose de maniere unique sous la forme a = g [pep p?r(@) quec

u, € A%, vp(a) € IN pour tout p € P et les vy(a) sont nuls sauf pour un nombre fini de p € P.
Pour p € P, le nombre entier v, (a) est appelé valuation p-adique de a.

Démonstration. C’est clair. v

Exemple. L'anneau Z est factoriel (les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers
et leurs opposés). Si A = Z, on peut prendre 1’ensemble des nombres premiers (positifs)
pour P, ou bien I'ensemble des opposés de nombres premiers.

Propriétés 8.9. Soit A un anneau factoriel et soient a et b deux éléments non nuls de A. Alors
(1) pour tout p € P onavy(ab) = vp(a) + v,(b).
(2) a divise b si, et seulement si, v,(a) < v,(b) pour tout p € P.

(3) a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, v,(a)v,(b) = 0 pour tout p € P.

Démonstration. Pour toutx € A\ {0}, onnote x = uyx [T ep p?(*) comme dans la définition-
proposition 8.8.

(1) Onaab = <ua [Tpep pvp(a)> (”b [Tpep pvp(b)> = gty [Tpep por(@)+op(0) — 4 [Tpep pPrab),
Par unicité de la décomposition on en déduit que uy, = a1y et vy(ab) = vy(a) 4 v, (b)
pour tout p € P.

(2) (<) Sivp(a) < vp(b) pour tout i, alors b = au, 'uy, [Tyep p?r(0)=2(2) donc a divise b. [Les

hypotheses sur A ne servent pas ici.]
(=) S’il existe c € A tel que b = ac, alors pour tout p € P ona v,(b) = vy(a) +vp(c) =
vp(a).

(3) (=) S'il existe p tel que v,(a)v,(b) # 0, alors p divise a et b donc, comme p n’est pas
inversible, a et b ne sont pas premiers entre eux. [Les hypothéses sur A ne servent pas
ici.]

(<) Supposons que l’on ait, pour tout p € P, v,(a)v,(b) = 0. Soit ¢ un diviseur commun
de a et b. On a donc 0 < vy(c) < min(vy(a),vy(b)) = 0 pour tout p € P donc
vp(c) = 0 pour tout p € P et donc c = u. € A*. D’apres une remarque page 100, a
et b sont premiers entre eux.

Dans un anneau integre quelconque, les pgcd et ppcm n’existent pas toujours. Cependant,
dans un anneau factoriel, ils existent toujours.

Proposition 8.10. Supposons A factoriel. Si ay, ..., a, (r € IN*) sont des éléments non nuls
de A, alors ils admettent un pgcd et un ppcm.

Démonstration. Posons a; = ug [,cp p?r(@) pour tout .
Pour tout p € P, posons 6, = min{v,(a;) | i € [1;7]} et considérons d = [T,ep p (no-

tons que c’est bien le produit d'un nombre fini d’éléments distincts de 1).

> Il est clair que d est un diviseur de chacun des a; (pour tout p € P on a v,(d) = 5, <
vp(a;)).

> Soit x € A un diviseur commun des a;. Puisque x divise tous les a;, on a v,(x) <
min{v,(a;) | i € [1;7]} = 6, = vp(d) pour tout p € P, donc x divise d.

L’élément d est donc bien un pged des a;.

Pour le ppcm on fait un raisonnement similaire.
Pour tout p € P, posons p, = max{v,(a;) | i € [1;r]} et considérons m = [T ep p'.
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> Il est clair que m est un multiple de tous les ;.

> Soit y € A un multiple commun des ;. Puisque 4; divise y pour tout i, on a v,(y) >
max{vy(a;) | i € [1;r]} = pp = vp(m) pour tout p € P, donc m divise y.

L’élément m est donc bien un ppcm de a et b. v

Lemme 8.11. Soit A un anneau (intégre) dans lequel tout (a,b) € A2\ {(0,0)} admet un
pged (par exemple un anneau factoriel), soit {a; | i € I} une famille finie d’éléments non
tous nuls de A etsoitb € A, b # 0.

(1) Soit d un pged des a;. Alors bd est un pged des ba;, i € .

(2) Si d est un pged des a; alors pour tout i € I il existe a; € A tel que a; = da}, etlesal,i € I,
sont premiers entre eux.

Démonstration. (1) Soit c un pged des ba;. 1l est clair que bd est un diviseur commun des ba;
donc bd divise c. Réciproquement, puisque b | ba; pour tout i € I, on en déduit que b | ¢
donc ¢ = bc’ avec ¢’ € A. Puisque ¢ = bc’ | ba; pour touti € I, ona ¢’ | a; pour tout i et
donc ¢’ | d. Finalement, ¢ = bc’ divise bd. Donc bd ~ ¢ est un pged des ba;.

On peut aussi utiliser les décompositions en produits de facteurs irréductibles pour démontrer ce
résultat, mais alors il faut supposer que A est factoriel.

(2) Puisque d est un diviseur commun des a;, il existe a; tel que a; = da/ pour tout i € I.
D’apres ce qui précede, si d’ est un pged des a; (qui existe car A est factoriel), alors dd’ est
un pged des a; donc il est associé a d et donc d’ est inversible. v

Proposition 8.12. Soit A un anneau (intégre) dans lequel tout (a,b) € A% avec ab # 0 admet
un ppcm (par exemple un anneau factoriel). Soient ay, . .., 4, (r € IN*) des éléments de A qui
sont tous non nuls.

Alors un élément de A est un ppcm de {ay,...,a,} si et seulement s’il engendre 1'idéal
mAN---Na,A=(a1)N...N(ar).

Démonstration. Notons I = [1;1].

Soit m un ppcm de {ay,...,a,}. Alors pour tout i € [ on a (m) C (a;), donc (m) C
(ap)N---N(ay).

Soit maintenant x € (a;3) N ---N (a,). Alors, pour tout i, on a a; | x donc, par définition
du ppcm, ona m | x et donc x € (m). Par conséquent, (a1) N---N(a,) C (m) et finalement
(a1)N---N(a,) = (m).

Réciproquement, si m € A est tel que (m) = (a;) N ---N(a,), alors m est un multiple
commun des a;, i € I, et pour tout autre multiple commun ¢ des a;, i € I, ona (m) =
(a1) N---N(a,) D (c) donc m divise ¢ et donc m est un ppem des a;, i € 1. v

Théoreme 8.13. Soit A un anneau integre satisfaisant la condition (E). Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) A est factoriel
(b) A satisfait la condition (U).

(c) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A tel que a # 0, si a et b sont premiers entre eux
etsia | be, alors a | ¢ (condition de Gauss).

(d) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A, si a est irréductible et divise bc, alors a divise
b ou a divise ¢ (condition d’Euclide).

(e) Pour p dans A, p est premier si et seulement si p est irréductible (condition de primalité).

Démonstration. (a)<>(b) par définition d’un anneau factoriel.
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(a)=-(c) On suppose que A est factoriel. Soient a et b premiers entre eux divisant bc.

> Si b = 0, puisque a et b sont premiers entre eux on en déduit que a est inversible
(voir remarque page 100) donc a divise c.

> Sic =0, alors a divise c.
> Supposons donc que 4, b et ¢ ne sont pas nuls. Puisque A est factoriel, on peut
décomposer 4, b et ¢ de maniére unique sous la forme a = uz[[,ep por@, b =

up[Ipep por ) et ¢ = u, [Lep p?»(©) avec les notations de la définition-proposition
8.8. Alors, puisque a et b sont premiers entre eux, on a v,(a)v,(b) = 0 pour tout
p € P. Puisque a divise bc on a v,(a) < vp(b) + vp(c) pour tout p € P. On en
déduit facilement que v, (a) < v,(c) pour tout p € P et donc que a divise c.

(c)=(d) On suppose que la condition de Gauss est vérifiée. Soit a un élément irréductible
divisant bc. Si a ne divise pas b, alors d’apreés la proposition 8.5 a et b sont premiers
entre eux, donc d’apres la condition de Gauss a divise c.

(d)=-(e) On suppose que la condition d’Euclide est vérifiée. On sait déja que si p est premier
alors p est irréductible. Soit p un élément irréductible. Il n’est pas nul et il n’est pas
inversible. Supposons que p divise ab avec (a,b) € A2. Si p ne divise pas 4, alors p et
a sont premiers entre eux d’apres la proposition 8.5 donc d’apres I'hypothese (d) on en
déduit que p divise b. Donc p divise a ou p divise b. Finalement, p est premier.

(e)=-(b) On suppose que la condition de primalité est vérifiée. Soit 2 € A et supposons que
a=p1...Pm =q1-.-Gn aVeC p1,...,Pm,q1,- - -, qn irréductibles et m < n. On raisonne
par récurrence sur 1.

> Initialisation. Sim = 1,onaa = p; = qy...4,. Donc g1 | p1, p1 est irréductible et
g1 € A*,donc gy = up; avecu € A*.Doncugy...q, € A* etdoncn = 1.

> Hérédité. Soit m > 1 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang m — 1; démontrons-le
aurang m.Ona p1(p2...Pm) = q1 ... qn. Puisque pp est irréductible, p; est premier
d’apres (e), et il divise 41 . ..q,, donc il existe i tel que p1 | g; : on a q; = ujp; avec
uy € A.Puisque g; est irréductible, u; € A*.
On a donc pi(p2---pm) = wip1(g1-.-9i-19i4x1---qn), donc pr...pm =
U1q1 - . -4i—1qi+1 - - - qn et par hypothese de récurrence on a m —1 = n — 1, donc
m = n, et il existe une bijection T: {2,...,m} — {1,...,m} \ {i} telle que p; ~ g(;
pour tout j = 2,...,m. On conclut en définissant o € S, par 0(1) = ieto(j) = 7(j)
pourj=2,...,m. v

B. Exemples d’anneaux factoriels.

Dans cette partie, on étudie les anneaux principaux et les anneaux euclidiens. Ce sont des
exemples d’anneaux factoriels.

On commence par I'étude des anneaux principaux. On rappelle qu'un idéal I d"un anneau
A est dit principal s'il existe 2 € A tel que I = (a) et qu'un anneau A est dit principal s’il
est intégre et si tout idéal de A est principal.

Lemme 8.14. Soit A un anneau principal et soit Iy C I C ... C I, C ... C A une suite
croissante d’idéaux de A. Alors cette suite stationne, c’est-a-dire qu’il existe N € IN* tel que
pour tout n > N on ait [;, = Iy.

Démonstration. Posons I = U,cN+I,;. Alors I est un idéal de A (exercice), donc comme A est
principal il existe 2 € A tel que I = (a). Alors a € U,en+1,, donc il existe N € IN* tel que
a € Iy. Par conséquent, (a) C Iy C I = (a), donc I = Iy. De plus, pour tout n > N, on a
InC I, CI=IydonclI, = Iy. v
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Proposition 8.15. Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps. Soit a € A. Alors a est
irréductible si et seulement si (a) est maximal.

En particulier, un anneau principal satisfait la condition de primalité. De plus, les idéaux
premiers non nuls d"un anneau principal sont maximaux.

Démonstration. On sait déja que 1’on a les implications suivantes pour touta € A\ {0} :

. . déf. . 99 L .
(a) maximal = (a) premier <= a premier B~ sirréductible

Il suffit donc de démontrer que si a est irréductible alors (a) est maximal.

Supposons donc a irréductible. Soit I un idéal de A tel que (a) C I C A. Puisque A est
principal, il existe b € A tel que I = (b). Donc b | a et comme a est irréductible et que b
n’est pas associé a a (puisque (a) # (b)), b est inversible et donc I = (b) = A. Donc (a) est
maximal.

Le reste est clair. v

Remarque. Soit A un anneau integre et soit a € A un élément non nul. On a les implications
suivantes :
A principal
(a) maximal == (a) premier

A principal;

a irréductible <———a premier

A FACTORIEL
Théoréme 8.16. Si A est principal, alors il est factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau principal. On sait déja que A est integre.

Si A est un corps, il est factoriel (voir p. 101). Supposons donc que A n’est pas un corps.

D’apres la proposition 8.15, la condition de primalité est satisfaite par A. Pour démontrer
que A est factoriel, il suffit donc d’apres le théoreme 8.13 de démontrer qu'il satisfait a la
condition (E), c’est-a-dire que tout élément non nul et non inversible de A est un produit
d’éléments irréductibles.

Soit S 'ensemble des idéaux (a) engendrés par les éléments a non nuls, non inversibles
et nadmettant pas de factorisation en produit d’éléments irréductibles. Supposons par 1’ab-
surde que S # @.

Démontrons que S admet un élément maximal. Si ce n’est pas le cas, soit (a1) € S. Alors
(a1) n'est pas maximal dans S donc il existe (a2) € S tel que (a1) & (a2). De méme, (a2)
n’est pas maximal donc il existe (a3) € S tel que (a2) & (a3). En procédant ainsi, on construit
une suite strictement croissante d’idéaux dans A, contredisant ainsi le lemme 8.14.

Donc S admet un élément maximal, notons-le (ag). En particulier, comme (a9) € S, 1'élé-

ment ap n’est pas irréductible, donc on peut écrire a9 = bc avec b et ¢ non nuls et non
inversibles. On a alors (a9) & (b) et (a0) & (c) donc par maximalité de (a9) dans S, on a

(b) ¢ Set(c) € S. Par définition de S il existe donc des éléments irréductibles py, ..., pr
etqy,...,qs telsque b = py---pretc = q1---qs. Mais alors ag = py---prq1---gs ce qui
contredit le fait que (ag) € S.

Finalement, S = & et donc la propriété (E) est bien vérifiée. v
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Remarque. On suppose que A est principal.
(1) Si A est un corps, son unique idéal premier est {0}.

(2) Si A n’est pas un corps, ses idéaux premiers sont {0} (qui n’est pas maximal) et les idéaux
(p) ot p estirréductible (et un tel idéal est maximal d’apres la proposition 8.15).

Le théoreme 8.16 montre que toute famille finie d’éléments non tous nuls (respectivement
tous non nuls) d’un anneau principal admet un pgcd (respectivement un ppcm) grace a la
proposition 8.10; on peut les caractériser au moyen d’idéaux.

Proposition 8.17. Soit A un anneau principal et soient ay, ..., a, (r € IN*) des éléments de A.
On suppose que les ay, .. .,a, ne sont pas tous nuls. Alors un élément de A est un pged de
{m,...,a,} sietseulements’il engendre l'idéal ;1A + - - - + a,A = (ay,...,a;).

Démonstration. Notons I = [1;1].

Soit d un pged de {ay,...,a,}. Alors pour touti € I onaa; € (d), donc (ay,...,a,) =
(a1)+ -+ (ay) C (d).

Puisque A est principal, il existe b € A tel que (ay,...,a,) = (b). Pour touti € I, on a
(a;) C (b) donc b divise a; pour tout i € I et donc b divise d qui est un pged des a;. Par
conséquent, (d) C (b) et finalement (a4, ...,a,) = (b) = (d).

Réciproquement, si d € A est tel que (d) = (ay,...,4a,), alors d est un diviseur commun
des a;, et pour tout autre diviseur commun b des a;,i € I, ona (d) = (ay,...,a,) C (b) donc
b divise d et donc d est un pged des a;, i € I. v

Remarque. La proposition 8.17 est fausse si on suppose que A est factoriel et pas principal.
Par exemple, dans 'anneau Z[X], qui est factoriel mais pas principal (voir chapitre 9) on a
(2,X) # (1) alors que pged(2, X) ~ 1 (exercice).

Corollaire 8.18 (Propriété de Bézout). Supposons A principal et soient ay,...,a, (r € IN¥)
des éléments non tous nuls de A. Alors, les éléments 4, . .., a, sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe x1,...,x, € A tels que a1x; + - - - + a,x, = 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 8.17. v

On passe maintenant au cas des anneaux euclidiens. Ce sont des exemples d’anneaux
principaux.

Définition 8.19. L'anneau A est dit euclidien s’il est integre et s'il existe une application v: A\
{0} — IN vérifiant : pour tout couple (a,b) d’éléments de A tel que b # 0, il existe un couple
(q,1) d’éléments de A tel que a = bg + r et ou bien r = 0, ou bien v(r) < v(b).

L’application v s’appelle un stathme euclidien.

Remarque. Dans la littérature, un tel v s’appelle parfois un pré-stathme euclidien, et il faut
ajouter la condition que pour tout (a,b) € A% avec ab # 0, on a v(a) < v(ab) pour avoir
un stathme euclidien. Mais on peut démontrer que si un pré-stathme existe, il existe aussi un
stathme, donc les deux définitions d’anneau euclidien sont équivalentes.

Théoréme 8.20. Si A est euclidien, il est principal.
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Démonstration. cf. cours de L3.

Soit A un anneau euclidien. Il est integre.

Soit I un idéal de A.Si I = {0} = (0), il est principal. Sinon, ’ensemble I \ {0} n’est pas
vide et par suite I'ensemble {v(a) | a € I\ {0}} est une partie non vide de N qui admet
donc un plus petit élément m. Soit alors a € I\ {0} tel que v(a) = m. Pour tout b € I, il
existe (q,7) € A?tel que b = ag +r avec r = 0 ou v(r) < v(a). Si 'on suppose que r # 0,
alors r = b — ag est un élément non nul de I tel que v(r) < v(a). Ceci contredit la définition
de a et, par suite, on doit avoir » = 0 et donc = ga € (a) donc I C (a). Puisquea € I, on a
(a) C I et on a donc démontré que I = (a). Tous les idéaux de A sont principaux.

Donc A est un anneau principal. v

Exemples. L'anneau Z est euclidien (considérer I'application v: Z \ {0} — IN définie par
v(n) = |n)).

Si K est un corps, I’anneau K[X] est euclidien (considérer 'application v: K[X] \ {0} —
IN définie par v(P) = degP).

Corollaire 8.21. Soit A un anneau commutatif unitaire quelconque (ie. qui n’est pas néces-
sairement integre). On a les équivalences :

A[X] est principal <= A est un corps <= A[X] est euclidien.

Démonstration. D’apres le théoreme 8.20 et I’exemple ci-dessus, si A est un corps, alors A[X]
est principal.

Réciproquement, supposons que A[X] est principal. Alors A est integre car ¢’est un sous-
anneau de A[X] qui est principal donc integre.

L'application ¢: A[X] — A définie par ¢(P) = P(0) est un morphisme d’anneaux surjec-
tif et de noyau (X), donc d’apres le premier théoréme d’isomorphisme on a A[X]/(X) = A.
Or A est integre, donc A[X]/(X) est integre, donc (X) est un idéal premier et non nul, donc
maximal puisque A[X] est principal, et donc A = A[X]/(X) est un corps. v

Enfin, bien que A[X] ne soit pas euclidien en général, on peut faire certaines divisions
euclidiennes dans A[X].

Proposition 8.22 (Un résultat utile : division euclidienne dans les anneaux de polyndmes.).
Soit A un anneau, soit F € A[X] et soit G € A[X] un polyndéme non nul. On suppose
que le coefficient dominant de G est inversible dans A. Alors il existe un unique couple
(Q,R) € A[X] x A[X] tel que F = GQ + R et deg R < deg G (convention : deg 0 = —o0).

Démonstration. Voir travaux dirigésExistence :
> Sideg F < degG, il suffit de prendre Q = 0et R = F.
> Sim = deg F > deg G = n, raisonnons par récurrence sur m > n.

4 Initialisation. Si m = n, notons F(X) = aX™ + H(X) et soit u le coefficient dominant
de G. Posons a = ub avec b € A. Il suffit alors de prendre Q = bet R = F — QG est de
degré < m.

4 Soit m > n tel que le résultat soit vrai en degré < m — 1. Notons m = deg F, n = deg G,
u le coefficient dominant de G et a le coefficient dominant de F.

Le degré du polyndme F — u~1aX" "G est < m — 1, donc par hypothese de récurrence
il existe Q; et Ry tels que F — u1aX" "G = QG + R et deg R; < deg G. On a donc
F = (u"'aX™ "+ Q)G + Ry, d’ot1 'existence.

Pour l'unicité : Supposons que F = QG+ R = Q'G + R’ avec deg R < deg G et deg R’ <
deg G. Alors G(Q — Q') = R’ — R. Puisque u est inversible, on a deg(R’ — R) = deg(Q —
Q') +degG > degG, ce qui est impossible si Q — Q" # 0 et R" — R # 0. Donc (Q',R") =
(Q R). v
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CHAPITRE 9.

Anneaux de polynémes

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau (commutatif unitaire).

I. ANNEAUX DE POLYNOMES EN PLUSIEURS INDETERMINEES

Vous avez défini en L3 I'anneau de polyndmes A[X] en une indéterminée. Pour mémoire,
il s’agit de ’ensemble des suites (a,),enN finies d’éléments de A, muni de I'addition compo-
sante & composante et du produit défini par (a,) - (by) = (cn) avec ¢, = Y i_oakby—r. On

note (a,)peN = EZ:O a XK ott d > max{k | a; # 0} et max{k | a # 0} = deg (ZZ:O aka>

est le degré du polynome Y-¢_ a; X* (par convention, deg(0) = —c0).
On définit alors récursivement les anneaux de polyndmes en plusieurs indéterminées.

Définition 9.1. Soit n € IN un nombre entier avec n > 1. L’anneau de polyndémes en n
indéterminées X1, ..., Xy, noté A[Xy, ..., Xy|, est défini récursivement par

A[Xl,. . .,Xn] = A[Xl,. . -/Xn—l][Xn]-

Remarque. On a une inclusion naturelle A — A[X] qui a un élément a € A associe le
polynome a. C’est un morphisme d’anneaux. Il découle de la définition qu’il existe des mor-
phismes injectifs d’anneaux naturels

> A<—>A[X1,...,Xn] et

> A[Xy,...,Xp] — A[Xy,...,Xy] pour tout p < n tel que X; a pour image X; pour tout
ie[1;p].

Proposition 9.2. Tout élément de A[Xj, ..., X,] s’écrit, de fagon unique, sous la forme

i1 i
( Z) a(il,m’in).Xl “e Xn",
i1,.--/in ) EN"

ouag, iy €A pourtout (iy,...,in) € N" (somme finie).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.

> Initialisation. C’est vrai pour n = 1 (L3 — écriture unique d’une suite (a,),cn dont toutes
les composantes sont nulles sauf un nombre fini d’entre elles sous la forme d"une somme
finie ) e 1 X5).

> Hérédité. Soit n > 1 tel que le résultat soit vrai pour 'anneau de polyndmes en 7 in-
déterminées. Soit P € A[Xy,...,Xu, Xu11], P # 0. Posons B = A[Xy,...,Xy]. Alors,
puisque A[Xy, ..., Xy, Xy41] = B[X)+1], le résultat au rang 1 nous permet d’écrire P =
Z?:o QiX}, ., avecd € Net Q; € B, Qg # 0. Par hypothese de récurrence, on a, pour tout

W ).Xil e Xi{‘ avec ol QEQ i) € A (somme finie). On en déduit

0= ()
10 Qj = L(iy,...in) N ”(51
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que

_ (7) ] iyl ] i yein
P—Z Z a(z‘l,...,in)'Xlll"'X;Xn+1_ Z b(il,...,in,inﬂ)'xlll---Xilflxnﬁ

]:0 (il/“-/i?‘l) (i1/~--/inrin+1)
ou b( = a(] ) ... On a démontré l'existence. Démontrons maintenant 1'unicité.

il/-'-/inrin+l) (il,...,ln) ] )
I suffit pour cela de démontrer que si P =} ).Xil X X;”ﬁ est le

! ue i1eewsinin 1) Hiteesinsing1
polynome nul, alors tous les coefficients a;,

einginsq) SONENUS.

On peut écrire 0 = }; N (Z(il,...,in) iy, iminer) X1 -+ XZ") Xyl = Y, €N Qi X
avec Q;, ., € B. Le résultat au rang 1 donne Q; = 0 pour tout j. L'hypothese de récur-
rence implique que tous les coefficients de tous les Q; sont nuls, c’est-a-dire que tous les
coefficients de P sont nuls. v

Définition 9.3. > Un élément de A[Xq, ..., X, de la forme Xil . X,i”, avec (iy,...,in) € N"
s’appelle un mondéme de A[X1q, ..., Xy (en Xq, ..., Xp).

> Soit P =} ;. i)eNn 4
correspondant au mondme X3' ... X"

La proposition ci-dessus dit que tout polynéme de A[Xq,..., X,| s'écrit de maniére unique
comme somme finie de termes monomiaux.

i) X1 X Alors a0 X3 X est le terme monomial

> Le degré, ou degré total, du monome XT ... X! ou du terme monomial “(il,...,in)-Xil X
(avec ag,, iy 7# 0)est Yp_qix.
Le degré, ou degré total, du polyndme P est le maximum des degrés des termes monomiaux
non nuls qui constituent P :

deg P := max{ Y i | Aiy,...in) 7 0}'
k=1

Proposition 9.4. Soit A un anneau intégre et n € IN*. L'anneau de polyndmes A[X, ..., Xj]
en n indéterminées est intégre.

Démonstration. On procéde par récurrence sur 7.
> Le résultat est connu si n = 1. Pour mémoire, si P = Z?:o a; X et Q = Z]t.zo ijj ne sont

pas nuls, avec a; # 0 et by # 0, alors PQ = a;b: X%t + R avec deg R < d + t. Puisque A
est integre, a;b; # 0 et donc PQ # 0.

> Hérédité. Soit n > 1 tel que B = A[Xj,..., X,] soit integre. Alors A[Xy,..., X,+1] =
B[X,,+1] est intégre d’apres le résultat au rang 1. v

Théoréme 9.5 (Propriété universelle des anneaux de polynomes). Soient B un anneau,
f: A — B un morphisme d’anneaux et by,...,b, € B.Onnote 0: A — A[Xy,..., Xy]
lI'inclusion naturelle.
Alors il existe un morphisme d’anneaux g: A[Xj,..., X,] — B et un seul tel que, pour
1 <j<ngX;) = bjettel que goo = f, Cest-a-dire que le diagramme suivant soit
commutatif :
A= A[Xq,..., Xy

f ig
B
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Remarque. La condition g oo = f s’écrit g4 = f lorsqu’on identifie A et 0(A). Autrement
dit, ¢ est un prolongement de f & A[X3, ..., Xu].

Démonstration. Si g existe, on doit avoir

8( )3 ”(il,...,i,,)-Xil---Xizn> )3 8(a(i1,...,in)-X§1~~~X;iq”)
(1 cIN" (l'l,...,'

.1/"'11.]1)

= Z f(ﬂ(il,...,in))bi1 e bf?

(il,...,in)GNn
donc g est nécessairement unique.
Vérifions que l'application g: A[Xj, ..., X,] — B définie par

8( Y ﬂ(il,...,in)-X?---X;"> = Y flag, )by ...l
( SN (i

il,...,in) '1,...,1';1)611\1”
vérifie les propriétés requises. En effet :
> Il est clair que g(c(a)) = g(a) = f(a) pour tout a € A (prendre (iy,...,in) = (0,...,0)).

> Il est clair que Q(Xx) = by pour tout k € [1;n] (prendre (iy,...,i,) = (0,...,0,1,0,...,0)
avec le 1 en k'*™€ position).

> Il reste a vérifier que g est bien un morphisme d’anneaux.
+3()=f1) =1
4+ Posons P = Y i, i yeNn A(iy,...in)- X S XretQ = Y- iy, i) ENP a(

g(P + Q) = g( Z (a(ill i) + ll(ll’ ))Xlll .. X,IQ”)
o

Jin) EN"

...,i,,)'Xil ... X,i”. Alors

= X Flagy )b

(il,...,in)EN”

= L (Flag,i) @, )by b

(il,...,in)GNn
- x f<a<z~1,...,in>>.b’f.--bf:+ Y fla )b b
(i1,...,in) EN" (1,.+sin) EN"

=8(P) +g(Q).
4+ <> Soient P = a.Xil L XnetQ=d .X]f ... X{;{’ des termes monomiaux. Alors

g(PQ) = g(aa’ X XUty = f(aa)b T bl

= fla)b ... bl - f(a) b} B = g(P)g(Q).

<> Soient P et Q quelconques dans A[Xq, ..., X,|. Alors P = Zlf:l Tr et Q = ZZ:I Sy
ou les Ty et les Sy sont des termes monomiaux. En utilisant ce que nous avons déja
démontré, on a

p p 4

p
g(PQ) =g()_ Y TSy :Z g(TiSe) = Y ) 8(Ti)g(Se)

7
—_
~
I
—_
T
—_
N
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Exemple. Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Le morphisme d’anneaux f: A —
(A/I)[X] obtenu par composition de la projection canonique 7t: A — A/I et de I'inclusion
A/I — (A/I)[X] induit donc grace au théoréme 9.5 un morphisme d’anneaux ¢;: A[X] —
(A/I)[X] quiprolonge f et tel que ¢;(X) = X (c’est-a-dire que ¢ (Y (a;X") = Y1 71(a;) X").
Il est clair que ¢ est surjectif.

De méme, si f: A — (A/I)[Xy,...,Xu] est la composée de la projection cano-
nique m: A — A/I et de l'inclusion A/I — (A/I)[Xy,...,Xu] , il existe un mor-
phisme d’anneaux surjectif ¢;: A[Xy,...,Xn] — (A/I)[X1,...,Xu] qui prolonge f et
tel que ¢;(X;) = X; pour tout i (c’est-a-dire que (PI(Z(il,...,in)elN"”(z‘l,...,in)le X)) =
Vi)t Ty, i) XD X0

Cas particulier. Soit p € IN un nombre premier et soit 7: Z — Z/pZ la projection ca-
nonique. On pose 7t(n) = 7. Le morphisme ¢,): Z[X] — (Z/pZ)[X] consiste a réduire
les coefficients des polyndome modulo p : ¢, (X_o a X*) = Y7_, 3 X*. On appelle P(p) le
morphisme de réduction modulo p.

Corollaire 9.6. Soit ¢ € S,. On a un isomorphisme d’anneaux A[Xj,...,X,| =
A[X(T(l)/ NPy X(T(n)]'

En particulier, on en déduit que pour tout i € [1;n], on peut identifier les anneaux
A[Xl, 50 .,Xn] et A[Xl, 50 -/Xi—lr Xi—l—l/ 50 /Xn][Xz]

Démonstration. On applique la propriété universelle des anneaux de polyndmes avec B =
AlXs)r -+ Xoml, f+ A — B linclusion et b; = X,; pour obtenir un morphisme d’an-
neaux ¢: A[Xy,..., Xu] = A[Xy(1), - -+, Xo(n)] qui fixe les éléments de A et envoie chaque X;
sur X, (j)-

On applique a nouveau la propriété universelle des anneaux de polyndomes avec B =
A[Xy, ..., Xn] et bj = X; (avec au départ I'anneau A[Xa(l), cel, XU(H)]) pour obtenir un mor-
phisme d’anneaux ¢: A[Xy(1), ..., Xom)] = A[X1,..., Xu] qui fixe les éléments de A et en-
voie chaque X, ;) sur X;.

Alors ¢ o ¢ est un endomorphisme d’anneaux de A[Xj, ..., X, qui fixe les éléments de A
etles Xj; orid(x,,. x,) est également un tel endomorphisme, donc par unicité ona ¢ o ¢ =
idax,,...x,] -

De méme, g o ¢ =idgx, e X donc ¢ et i sont des isomorphismes réciproques. v/

o(n)

Définition 9.7. > Le degré partiel du mondme XT X" (ou du terme monomial
a(il,...,in)le - X' avec agiy,..in) 7 0) en l'indéterminée Xy est iy. Il s’agit du degré de ce
mondme vu dans 'anneau A[Xq, ..., Xk 1, Xks1,-- -, Xn)[Xx|, ¢’est-a-dire un polynome en
Uindéterminée Xy et a coefficients dans A[Xq, ..., X1, Xks1, - - - » Xn-

> Le degré partiel du polynome P en l'indéterminée X est le maximum des degrés partiels en
Xy des termes monomiaux non nuls qui constituent P :

deng P:= max{ik | A(iy, i) 7 O}.
C’est le degré de P vu comme polynome dans A[Xq, ..., X1, Xk, -+ Xn) [ Xi]-

Exemples. Le degré partiel en X, du polyndome 2X2X,X3 — 4X3X5 € Z[X1, Xa, X3] est 2 et
le degré partiel en Y du polyndome X273 + X3Z —3XZ € R[X, Y, Z] est 0.

II. FONCTIONS POLYNOMIALES.

Dans toute cette section, A est un anneau (commutatif unitaire).
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Sin € IN¥, on note F (A", A) I'ensemble des applications de A" dans A. Il est bien connu
que F (A", A) est un anneau commutatif, pour les opérations suivantes : si f et ¢ sont dans
F (A", A),

(f+g)(x) = f(x) +g(x) pourtoutx € A"
(fg)(x) = f(x)g(x) pourtoutx € A"

L’élément neutre est’application constante égale a 0, I'élément unité est I’application constante
égale a 1.

Définition 9.8. Soit P = Y(;, i vewn (iy,.i) X1 - - Xt € A[X1,..., Xul, 0t ag, ;) € A
pour tout (i1, ...,i,) € IN". On associe a P l'application P € F (A", A) définie par
P : A" — A ‘
(@1 ) = iy i) €N Al i) O - 05
Cette application s’appelle la fonction polynomiale associée a P. Par abus de notation, pour
(a1,...,0n) € A", on écrira souvent P(ay, ..., &) au liew de P(aq, ..., ap).

Proposition 9.9. Soit n € IN*. L'application A[Xy,..., X,] — F(A", A), P — P est un
morphisme d’anneaux. Son image est notée J,, (A", A) et elle est appelée I'anneau des
fonctions polynomiales sur A”.

Démonstration. C’est une simple vérification.

On peut également, pour éviter des calculs techniques, utiliser la propriété universelle des
anneaux de polynomes (théoreme 9.5). Pour tout i € [1;n], soit 7r; € F (A", A) I'application
définie par 7t;(aq, ..., a,) = &; (la projection sur la i™¢ composante). Soit f: A — F(A", A)
I'application qui a x € A associe ’application constante égale a x; c’est un morphisme d’an-
neaux. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux A[Xj, ..., X,| = F (A", A) qui pro-
longe f et qui associe 77; & X;. On constate qu’il s’agit bien de I’application P — P. v

Soit n € IN*. La proposition 9.9 montre que 1’'on dispose d’un morphisme d’anneaux

surjectif
on o AlXy.., Xu] — Fpa(A", A)
P — P '

Remarque. Soit A un anneau integre. On sait que ¢1: A[X] — Fp01(A, A) est injectif si, et
seulement si, A est infini.

En effet, si A est fini, posons A = {t1,...,ts}. Alors le polynéome P = [T;_;(X — t;) n’est
pas nul (il est de degré s) mais la fonction polynomiale P: A — A est nulle.

D’autre part, si A est infini, puisqu’il est integre tout polyndme non nul de A[X] a un
nombre fini de racines (voir par exemple page 117), donc la fonction polynomiale associée ne
peut pas étre nulle.

Ce résultat est encore vrai pour les polynémes en plusieurs indéterminées.

Théoréme 9.10. Soit A un anneau integre et soit n € IN*. Le morphisme ¢, d’anneaux est
un isomorphisme si, et seulement si, A est infini.

Démonstration. > Supposons que A est infini. Il suffit de démontrer que, pour tout n € IN*,
@y est injectif (puisqu’il est surjectif par construction). On raisonne par récurrence sur 7.

4 Le casn = 1 est connu.
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4+ Soit s € IN* tel que ¢, est injectif pour tout n < s. Soit P € A[Xj,..., Xs41] un po-

lyndme non nul; il existe une famille finie {P;};cn d’éléments de A[X3, ..., X;] telle
que P = YienPX +1- Comme P n’est pas nul, il existe iy € IN tel que P;; # 0.
Par hypothése de récurrence, on en déduit 1'existence de (ay,...,a5) € A° tel que
¢s(P,) (a1, ...,as) = Py(a1,...,as) # 0.Soit enfin ¢: A[Xy,..., Xs11] — A[Xs41] le
morphisme d’anneaux tel que 4 = ida, P(X;) = a;pour1 <i <setp(Xsi1) = Xspa1-

Alors le polynome ¢(P) = Y;en Pi(ay, . . .,as)XéJrl de A[Xs+1] n’est pas nul puisque
P

io(a1,...,as) # 0.1l existe donc a € A tel que ¢1(y(P)) = gﬁP/)(a) # 0. On en déduit
aussitot que ¢z41(P) = P ne s’annule pas en (ay, ..., as,a), donc la fonction polyno-
miale ¢4 1(P) associée & P n’est pas nulle.

> Supposons que A est fini. On sait qu'il existe un polyndéme non nul P € A[X;] dont la
fonction polynodmiale associée P: A — Aestnulle. Posons P = 2;-1:0 aiXi.
On dispose d’un morphisme d’anneaux injectif o: A[X1] — A[Xq,..., X,] qui envoie X
sur X et fixe les éléments de A. Il est clair que o(P) # 0. Maison a

— d -

Pn(c(P)) (a1, ..., an) = o(P)(a1,...,00) = Y_a;a}y = P(ay) =0
i=0
donc la fonction polynomiale associée au polynéme non nul ¢(P) est nulle. Ainsi, ¢,
n’est pas injective. v

III. ARITHMETIQUE DANS LES ANNEAUX DE POLYNOMES

A. Théorémes de transfert.

On a vu dans le corollaire 9.4 que la propriété d’étre integre se transfere de 'anneau A a
I'anneau A[Xj, ..., X,]. On peut remarquer que, comme 1'indique le corollaire 8.21, la pro-
priété d'un anneau d’étre principal ne se transfere pas de 'anneau A a I'anneau A[X]. Il
résulte aussi du corollaire 8.21 que la propriété d'un anneau d’étre euclidien ne se transfére
pas de 'anneau A a 'anneau A[X].

Dans cette section, on étudie le transfert de la propriété d’étre factoriel de 'anneau A a
I'anneau A[X3, ..., Xu|. Pour ce faire, il faut introduire la notion de contenu d’un polynéme.

Définition 9.11. On suppose que A est un anneau factoriel.

(1) Si P € A[X]\ {0}, un élément de A est appelé un contenu de P si c’est un pgced des coefficients
de P.

(2) Un polynéme P € A[X] \ {0} est dit primitif si 1 est un pgcd de ses coefficients.

On notera ¢ ~ ¢(P) si c est un contenu de P.

Remarque. Le fait que A soit un anneau factoriel assure l'existence de pgced dans A et donc
la notion de contenu a bien un sens pour les polynomes a coefficients dans A.

Exemple. Les polyndmes 2X? + 3X + 4 et X3 + X + 1 de Z[X] sont primitifs, le polyndme

2X? + 6X + 4 admet 2 comme contenu. Notons que 2X? +6X +4 = 2 - (X2 +3X +2) avec
X? + 3X + 2 primitif.

Lemme 9.12. Soit A un anneau factoriel. Soit P € A[X] \ {0}. Alors p € A est un contenu
de P si et seulement s'il existe P} € A[X] primitif tel que P = pP;.
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Démonstration. (=) Notons P = Y ;a;X'. Soit p un contenu de P. Alors pour tout i il
existe a! € A tel que a; = pa) et 1 est un pged des a} d’apres le lemme 8.11. On a alors
P = pPjavec P, =Y ,a'X' € A[X] primitif.

(<) Supposons que P = pP; avec P; primitif. Posons P; = Y ,a;X". Alors P = Y, pa; X'
et p = p-1 est un pgcd des coefficients pa; d’apres le lemme 8.11 et donc p est un
contenu de P. v

Lemme 9.13 (Lemme de Gauss). On suppose A factoriel. Soient P et Q des polynémes non
nuls de A[X].
(1) Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif.

(2) Si p et g sont des contenus de P et Q respectivement, alors pg est un contenu de PQ.

Démonstration. (1) On raisonne par 1’absurde. Supposons que 1 ne soit pas un contenu de
PQ. Alors, puisque A est factoriel, il existe un contenu de PQ et un diviseur irréductible
t € A de ce contenu; il divise donc tous les coefficients de PQ. Soient d, e les degrés
respectifs de P et Q; comme P et Q sont primitifs, il existe au moins un coefficient de P et
un coefficient de Q qui ne sont pas divisibles par 7t. Posons P = Z?:O a; X, Q = Zf:o ijf ,
ip = min{i € [0;d] | 7t {a;} et jo = min{j € [0;e] | 7w 1 b;}. Le coefficient d'indice iy + jo

de PQ est
Y. abj=apb+ ), ab;
i+j=totjo SO

Mais alors, par définition de 71, 7t divise le membre de gauche et le second terme du
membre de droite dans I'équation ci-dessus, donc 7 | a;,b;,. Comme A est factoriel et 7t
est irréductible, il s’ensuit (condition d’Euclide) que 7t divise 4;, ou bj;, ce qui constitue
une contradiction. Ainsi 1 est un contenu de PQ, qui est donc primitif.

(2) On utilise le lemme 9.12. 1l existe des polynomes primitifs P;, Q; dans A[X] tels que
P = pP; et Q = gQ;. Alors PQ = pqP;Q; avec P;Qq primitif d’apres (1), donc pg est un
contenu de PQ d’apres le lemme 9.12. v

Remarque. Soit A un anneau factoriel. Alors A est integre, donc son corps des fractions K
existe et A peut étre identifié a un sous-anneau de K. On a alors une injection A — K — K[X]
qui est un morphisme d’anneaux. On en déduit donc grace a la propriété universelle des
anneaux de polynémes un morphisme d’anneaux A[X] — K[X] qui prolonge cette injection
A — K[X] et qui a X associe X. Il est facile de voir que ce morphisme est injectif, et donc
que A[X] peut étre identifié & un sous-anneau de K[X].

Lemme 9.14. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X]. On
suppose qu’il existe Q, R dans K[X] tels que P = QR. Alors il existe Q1, R dans A[X] et a, 8
dans K\ {0} tels que P = Q1R1, Q1 = aQ, et Ry = BR.

Démonstration. En réduisant tous les coefficients de Q et R aux mémes dénominateurs, on
voit qu'il existe (g,7) € A2 et Qp, Ro dans A[X] tels que gQ = Qg et rR = Rj. On a alors
QoRo = qrP.

Soient ¢ un contenu de Qy et 4 un contenu de Ry. On peut donc écrire Qp = cQz et Ry =
dR, avec Q; et Ry dans A[X] primitifs d’apres le lemme 9.12. On a donc qrP = cdQ,R; avec
Q2R; primitif (lemme de Gauss), donc a l'aide du lemme 9.12 on en déduit que cd est un
contenu de grP et donc que gqr divise cd : il existe A € A tel que cd = Aqr d’ott P = AQ7Ro.
Finalement on pose « = Ac"1g € K\ {0}, B =d~1r € K\ {0}, Q1 = «aQ et Ry = BR. v
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Théoréme 9.15. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Les éléments irréductibles de A[X] sont

> les éléments irréductibles de A et

> les polyndmes non constants et primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans K[X].

Démonstration. On rappelle que A[X]* = A* (A est integre).

(1) Soit a € A. Démontrons que 4 est irréductible dans A[X] si et seulement s'il est irréduc-
tible dans A.

4 Si a est irréductible dans A, il n’est ni nul ni inversible dans A et donc il n’est ni nul
ni inversible dans A[X]. De plus, si a = PQ avec P, Q dans A[X], alors P et Q sont de
degré 0 donc ils sont dans A et par conséquent P ou Q est un élément inversible de A
donc de A[X].

4+ Réciproquement, si a est irréductible dans A[X], il n’est ni nul ni inversible dans A[X]
et donc il n’est ni nul ni inversible dans A et si a = bc avec b, c dans A, alors b ou ¢ est
inversible dans A[X] et donc dans A.

(2) Soit P dans A[X] de degré supérieur ou égal a 1. Alors P n’est ni nul ni inversible dans
AlX].

4+ Supposons que P est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X].Si P = QR avec Q, R
dans A[X], l'irréductibilité de P dans K[X] assure que Q, par exemple, est un élément
inversible de K[X]. Donc, Q = aaveca € A\ {0}. L'égalité P = aR assure que si d est
un contenu de P, alors a | d. Mais P est primitif, donc a = Q est inversible. Ainsi, P est
irréductible dans A[X].

4+ Réciproquement, supposons que P est irréductible dans A[X]. Si d est un contenu de
P, alors P = dP; avec P; € A[X] primitif et de degré > 1 donc non inversible. Par
conséquent, d est inversible dans A[X] donc dans A et donc P est primitif.
Démontrons que P est irréductible dans K[X]. Il n’est pas inversible dans K[X] (de
degré > 1). Si P = QR dans K[X], grace au lemme 9.14 on peut supposer que Q et
R sont dans A[X]. Or P est irréductible dans A[X] donc par exemple Q est inversible
dans A[X] et donc Q est inversible dans K[X]. v

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X] de
contenu ¢ € A et tel que P = QR dans K[X]. Alors il existe des polynomes Q et R dans A[X]
qui sont primitifs, tels que Q ~ Q et R ~ R dans K[X] et qui vérifient P = cQR.

En effet, il suffit de combiner le lemme 9.12, le lemme de Gauss et le lemme 9.14.

En particulier, si P € A[X] est primitif et tel que P = QR dans K[X], alors il existe des
polynémes Q et R dans A[X] qui sont primitifs, tels que Q ~ Q et R ~ R dans K[X] et qui
vérifient P = QR.

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X].

On a vu dans la démonstration du théoréme si P est irréductible dans A[X] alors il est
irréductible dans K[X] (inutile de supposer que P est primitif, il I’est nécessairement).

Pour la réciproque, I'hypothese que P est primitif est indispensable. En effet, soit P =
2X € Z[X]. Alors P est irréductible dans Q[X] (car il est de degré 1) mais il n’est pas irré-
ductible dans Z[X] (car 2 et X ne sont pas inversibles dans Z[X]).

Théoréme 9.16 (Théoreme de Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.
Démonstration. Notons K = Frac A.
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> On sait déja que A[X] est integre puisque A est integre.
> On commence par démontrer que I'anneau A[X] satisfait la condition (E). Soit P € A[X],
non nul et non inversible dans A[X].

4 Si P est de degré 0, il s’écrit comme produit d’éléments irréductibles de A (et donc de
A[X] d’apres le théoreme 9.15) et c’est terminé.

4 Supposons donc que P est de degré > 1. En particulier, P n’est ni nul ni inversible dans
K[X]. Notons ¢ un contenu de P.

Comme K[X] est principal (K est un corps) et donc factoriel, il exister € N* et Py, ..., P,
des polynomes irréductibles de K[X] tels que P = P; ... P,. D'apres la remarque précé-
dente, il existe pour tout i € [1;7] des polyndmes primitifs B; € A[X] tels que B; ~ P;
dans K[X] vérifiant P = cP; - - - P,. Puisque A est factoriel, on peut écrire c = g1 ...qs
ou les g; sont des éléments irréductibles de A.Onaalors P =g . .. gsPy ... P, etd’apres
le théoreme précédent, les g; sont irréductibles dans A[X] et les P; aussi puisqu’ils ne
sont pas constants, ils sont primitifs et ils sont irréductibles dans K[X] (associés aux P;).

> Pour démontrer que A[X] est factoriel, c’est-a-dire que la condition (U) est vérifiée, il
suffit grace au théoréme 8.13 de démontrer que A[X] satisfait la condition de primalité,
c’est-a-dire de démontrer qu'un élément irréductible de A[X] engendre un idéal premier
de A[X]. Soit P un polyndme irréductible de A[X].

4+5i P = a € A, alors a est un élément irréductible de A. On a un morphisme surjec-
tif d’anneaux A[X] — (A/(a))[X] (¢f. exemple page 111), et il est facile de voir qu'il
induit un isomorphisme A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] par le premier théoreme d’iso-
morphisme. Or A est factoriel et a est irréductible dans A, donc A/ (a) est integre, donc
A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] est integre, et donc aA[X] est un idéal premier de A[X].

4 Si maintenant deg P > 1, alors P est primitif et irréductible dans K[X] d’apres le théo-
réme 9.15. Comme P est irréductible dans I'anneau factoriel K[X], I'idéal PK[X] est
premier dans K[X]. Il suffit donc de démontrer que PA[X] = PK[X] N A[X] pour
conclure que PA[X] est premier dans A[X] puisque PA[X] # A[X] (Voir travaux di-
rigés). Il est clair que PA[X] C PK[X] N A[X]. Démontrons l'autre inclusion : soit
PQ € PK[X]N A[X], avec Q € K[X] et PQ € A[X]. Nous allons démontrer que
Q € A[X]. En réduisant les coefficients de Q au méme dénominateur, on peut écrire
dQ = Qi avecd € Aet Q; € A[X]. Notons ¢ un contenu de Q;. Puisque P est pri-
mitif, ¢ est un contenu de PQq. Or PQ; = dPQ avec PQ € A[X], donc d divise c.
Posons ¢ = da avec a € A. On sait qu'il existe un polyndme primitif Q, € A[X] tel que
Q1 = cQy = daQ,. On en déduit que PQ = aPQ; et donc que Q = aQ, € A[X]. v

Théoréme 9.17. Si A est factoriel et n € IN*, alors A[Xj, ..., X;,| est factoriel.
Démonstration. Par récurrence sur 7 a l’aide du théoréme 9.16. ve

Remarque. On vérifie facilement que si A est un anneau tel que A[Xj, ..., X, est factoriel,
alors A est factoriel.

Cependant, en général, un sous-anneau ou un anneau quotient d'un anneau factoriel n’est
pas factoriel. Voir travaux dirigés. Par exemple, Z[i1/3] n’est pas factoriel mais c’est un sous-
anneau de C qui est factoriel et il est isomorphe au quotient Z[X]/(X? + 3) de Z[X] qui est
factoriel.

B. Tests d’irréductibilité.

Rappel. Un élément a € A est une racine d’un polynome f de A[X] si et seulement si le
polynéome X — a divise f dans A[X]. Il en découle que si A est intégre et f # 0, le nombre
de racines de f dans A est au plus deg(f).
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Démonstration. En effet, il est clair que si X — a divise f dans A[X] alors a est une racine de
f. Réciproquement, supposons que a soit une racine de f. Effectuons la division euclidienne
de f par le polyndme unitaire X — a dans A[X] (Voir travaux dirigés) : il existe (g,7) € A[X]?
telque f = (X —a)g+retdeg(r) < deg(X —a) = 1. Ainsi, r est constantetona 0 = f(a) =
r(a) donc r = 0 et finalement X — a divise f dans A[X].

Vérifions le deuxiéme point par récurrence sur le degré de f dans IN. L'initialisation (f
constant) est claire.

Soit n € IN* tel que tout polynome de degré strictement inférieur a n admet un nombre de
racines inférieur a son degré. Soit f € A[X] un polynome de degré n. Si f n’a pas de racine,
le résultat est vrai pour f. Supposons donc que f a au moins une racine dans A, notons-la a.
D’apres ce qui précede, il existe ¢ € A[X] tel que f = (X —a)g. Comme X — a est unitaire,
deg(g) = n — 1 donc par hypothése de récurrence, ¢ a au plus n — 1 racines. De plus, A est
intégre donc une racine de f est nécessairement égale a a4 ou est une racine de g, il y en a
donc au plus n. v

Proposition 9.18. Soit A un anneau.

(1) Soita € Aetsoit f € A[X]. Alors f estirréductible dans A[X] si, et seulementsi, f(X —a)
est irréductible dans A[X].

(2) On suppose que A est integre. Alors pour tout a € A le polynéme X — a est irréductible
dans A[X]. Si de plus A est un corps, tout polyndme de degre 1 est irréductible dans
A[X].

(3) On suppose que A est integre. Soit f € A[X] un polynome de degré deg(f) > 2.Si f est
irréductible dans A[X], alors f n’a pas de racine dans A.

(4) Soit K un corps. Soit f € K[X] un polynéme de degré 2 ou 3. Alors f est irréductible dans
K[X] si, et seulement si, f n"a pas de racine dans K.

Démonstration. (1) Vérifions d’abord que P € A[X] estinversible si, et seulement si, P(X + a)
est inversible. Il suffit de démontrer une implication, 1’autre se fait en remplagant a par
—a. Supposons donc que P est inversible. Alors il existe Q € A[X] tel que P(X)Q(X) = 1.
On en déduit que P(X +a)Q(X +a) = 1 donc que P(X + a) est inversible.

Soit maintenant f € A[X], non nul et non inversible. Alors f(X — a) n’est ni nul, ni
inversible. De plus,

f(X —a) =P(X)Q(X) avec P(X) et Q(X) non inversibles
< f(X)=P(X+a)Q(X+a)avec P(X +a) et Q(X + a) non inversibles
donc f(X) est irréductible si, et seulement si, f(X — a) est irréductible.

(2) On rappelle que A[X]* = A* lorsque A est integre. Notons que X — a n’est pas nul et
n’est pas inversible. Si X —a = PQ alors P et Q ne sont pas nuls et donc degP > 0,
degQ > O etdegP + deg Q = deg(X —a) = 1 (puisque A est inteégre), et finalement on
doit avoir deg P = 0 ou deg Q = 0 c’est-a-dire que P ou Q est constant, par exemple P.
Sionpose P =betQ = cX +d, on aalors ac = 1 (en identifiant) et donc P = a est
inversible dans A donc dans A[X].

Finalement, X — a est irréductible.
Si A est un corps et f est un polyndme de degré 1, alors f est associé a un polynéome de
la forme X — a qui est irréductible dans A[X].

(3) Si f a une racine a dans A, alors X — a divise f donc f = (X —a)P eton a degP =
deg f —1 > 1 (car A est integre). Puisque A est integre, les polyndmes non constants ne
sont pas inversibles donc f n’est pas irréductible.

(4) Voir travaux dirigés

Puisque K est intégre et que deg f > 2, on a déja vu que si f est irréductible alors f n’a
pas de racine dans A.
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Réciproquement, supposons que f est réductible. Alors il existe P et Q non constants tels
que f = PQ.OnadegP +degQ € {2;3} etdegP > 1,degQ > 1, donc degP = 1 ou
deg Q = 1. Or un polyndme de degré 1 a coefficients dans un corps K a nécessairement
une racine, donc f aussi. v

Remarque. Notons que si A n’est pas integre, les éléments inversibles de A[X] ne sont pas
tous de degré 0. Par exemple, dans Z/4Z[X] ona (2X + 1)? = 1 donc 2X + 1 est inversible
mais n’est pas constant. Il faut donc faire attention dans la démonstration de l'affirmation (1).

Remarque. Les affirmations (2) et (3) sont fausses si A n’est pas integre.
Exercice : rechercher des contre-exemples.

> Pour (2) : dans Z/6Z[X] ona X —1 = (2X +1)(3X — 1) avec 2X + 1 et 3X — 1 non in-
versibles. En effet, si (2X + 1)P = 1 avec P = 2?:0 a; X' et ag # 0, alors ag = 1,2a; = 0
et aj1 = 4a; pour tout i avec 0 < 1 < d—1,d'olt a; = 4 pour tout i € [1;d], mais alors
0=2a3=2-4=2(ou0 = 2ayp = 2sid = 0), une contradiction; pour 3X — 1 on peut
raisonner de la méme facon.
Autre contre-exemple : notons e = (1,0) € Z?; dans Z*[X], ona X = (eX+ (1 —e))((1 —
e)X +e) avec eX + (1 —e) et (1 — e) X + e non inversibles car leurs coefficients constants e et
1 — e ne sont pas inversibles.

> Pour (3),2X% + X € Z/4ZX] est de degré 2, il admet O comme racine, mais il est irréductible.
En effet, 2X% + X = (2X + 1) X avec 2X + 1 inversible (cf. remarque précédente), donc il suffit
de démontrer que X est irréductible. Supposons donc que X = PQ avec P = 2?:0 a; X' et
Q = Y% b X Alors aghy = 0 et agby + a1bg = 1. Dans Z./4Z, agby = 0 implique ag = 0
ou by = 0 ou (ag,by) = (2,2), mais si ag = 2 = by alors 2(by + a1) = 1 et donc 2 est
inversible, une contradiction. Donc ag ou by est nul, par exemple ay. Ecrivons P = XP;. On a
donc X(P1Q — 1) = 0. Mais si XR = 0, on vérifie facilement que R = 0 donc P;Q = 1 et donc
Q est inversible.

Remarque. L'affirmation (4) est fausse si on remplace K par un anneau (méme intégre).
Exercice : rechercher des contre-exemples.

Dans Z.[X], le polynome 2(X? + 1) est de degré 2 et sans racine mais il n’est pas irréductible (2 et
X? + 1 ne sont pas inversibles).

Proposition 9.19 (Test des racines entieres). Soit A un anneau factoriel et soit K son corps
des fractions. Soit P = }!' ;a;X' € A[X] aveca, #0,n > 1, et soita = g € K une racine de
P dans K avec p et g deux éléments premiers entre eux de A. Alors g divise a, et p divise ay.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Dans Kona} , aiZ—; = 0 d’oti, en multipliant par g, on a "', a;p'q"~* = 0. On a donc
> apq" = —pYta;p' g™  d’ott p | apq". Or p et g sont premiers entre eux donc p et
q" aussi : en effet, si t est un élément irréductible de A qui divise p et 4", alors t divise g

d’apres la condition d’Euclide, et t divise p donc t est inversible et on a une contradiction.
D’apres la condition de Gauss, p | 4.

> a,p" =Y aip'q" "1 d’ott q | a,p™ avec p et g premiers entre eux, donc a | ay. v

Exemple. Soit P = X3 — X +1 € Z[X]. Si P a une racine & = Z dans Q avec (p,q) € Z?

et pged(p,q) = 1,alors p | 1etq | 1 donc « = £1. Mais 1 et —1 ne sont pas racines de P
donc P n’a pas de racine dans Q. Comme Q est un corps et deg P = 3, on en déduit que P
est irréductible dans Q[X]. Enfin, puisque P est primitif, il est irréductible dans Z[X].
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Exemple. Soit P = 5Y3 —2Y + X € Q[X,Y]. On le considére comme un polyndme de
Q[X][Y]. L'anneau Q[X] est factoriel, de corps des fractions Q(X). Supposons que P ait une

racine dans Q(X), écrite sous forme irréductible = avec Q, R dans Q[X]. Grace au critere des

racines entieres, on sait que Q divise X et que R divise 5 dans Q[X]. Ainsi, R est inversible
dans Q[X] et ¢’est donc une constante non nulle de Q. De plus, X est irréductible dans Q[X]
donc Q est soit inversible, soit associé a X, c’est-a-dire que Q est soit une constante non nulle,

soit le produit de X et d"une constante non nulle. Finalement, % estdans {A,AX | A € Q*}.
Or P(A) =5A3 =24 + X # 0et P(AX) = 5A3X3 + (1 — 21)X # 0. Donc P n’a pas de racine
dans Q(X).

On en déduit que P est un polyndme a coefficients dans le corps Q(X), de degré 3 et
sans racine dans Q(X), donc P est irréductible dans Q(X)[Y]. Comme il est primitif, il est
également irréductible dans Q[X][Y] = Q[X, Y].

On peut remarquer que P est en fait dans Z[X,Y] = Z[X][Y], que 'anneau Z[X] est
factoriel de corps des fractions Q(X), que P est primitif et irréductible dans Q(X)[Y], donc
il est également irréductible dans Z[X][Y] = Z[X, Y].

Soit [ un idéal de ’'anneau A. On note ¢;: A[X]| — (A/I)[X] le morphisme d’anneaux de
I'exemple page 111.

Proposition 9.20 (Critére de réduction). Soient A un anneau factoriel et I un idéal premier
de A.Soit P =Y/ ya,;X' € A[X]|aveca, ¢ I, n > 1;si ¢;(P) est irréductible dans (A/I)[X]
ou dans (Frac(A/I))[X], alors P est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. On peut remarquer que I est premier donc A/I est
intégre, il a donc bien un corps des fractions.

Les hypotheses impliquent que P n’est pas nul (4, # 0 en particulier) et n’est pas inver-
sible (deg P > 1).

Supposons que P = QR avec Q,R dans K[X]. Grace au lemme 9.14, on peut supposer
que Q et R sont dans A[X]. Posons Q = 2?:0 biX'etR=Y"!_,c;X aveca, = bser € 1.0Ona
¢1(P) = ¢1(Q)¢@i(R). Puisque ¢ (P) estirréductible dans (A/I)[X] oudans (Frac(A/I))[X],
par exemple ¢;(Q) est inversible dans (A/I)[X] ou dans (Frac(A/I))[X], donc dans les
deux cas c’est un élément non nul de Frac(A/I). Donc deg ¢;(Q) = 0. Mais 0 # @, = ch_r,

donc Eq # 0, et donc deg ¢;(Q) = g. Donc deg Q = g = 0 et Q est une constante non nulle
de K, donc inversible dans K et donc dans K[X]. Donc P est irréductible dans K[X]. v

Exemple. Soit P = 7X3 —3X +75 € Z[X]. L'anneau Z est factoriel et I'idéal (2) = 2Z
est premier. On réduit modulo 2 et on obtient ¢,)(P) = X3+ X +1 € (Z/2Z)[X]. On
vérifie facilement que @) (P) n’a pas de racine dans Z/2Z. Puisque Z/2Z est un corps et
deg ¢(5)(P) = 3, le polyndme ¢, (P) est irréductible dans (Z/2Z)[X]. On en déduit que P
est irréductible dans Q[X]. De plus, puisqu’il est primitif, P est irréductible dans Z[X].

Exemple. Soit P = X?Y? + Y2 4+2XY +Y+1 = (X>+1)Y?+ 22X +1)Y +1 € R[X,Y] =
R[X][Y]. L anneau R[X] est factoriel de corps des fractions R(X). L’idéal (X) de R[X] est pre-

)

mier car X est irréductible dans R[X]. Notons que ¢ x) est & valeurs dans (R[X]/(X))[Y] =
R[Y]. Dans R[Y], le polynéme ¢ x(P) = Y2 + Y + 1 est irréductible car il est de degré 2
a coefficients dans le corps R et sans racine dans R donc, par le critere de réduction, P est
irréductible dans R(X)[Y]. De plus, P est primitif donc il est irréductible dans R[X, Y].

Proposition 9.21 (Critere d’Eisenstein). Supposons A factoriel et considérons P =
L oaiX' € A[X] avecn = degP > 1. S'il existe un élément irréductible p de A tel que
pfay, p|a;pour0 <i<n—1etp?tag, alors P estirréductible dans (Frac A)[X].
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Démonstration. Notons K = Frac A. Puisque deg P > 1, le polyndme P n’est pas inversible
dans K[X]. Supposons que P ne soit pas irréductible dans K[X]. Alors, il existe (Q, R) dans
K[X]>telque P = QRet0 < g = degQ < degPet0 < r = degR < degP. D’apres le
lemme 9.14, on peut supposer que Q et R sont dans A[X] (avec les mémes degrés). Posons
Q= Z;’:O ijf etR =Y, , ¢ XK. Comme p ne divise pas a4, = bycr, p ne divise ni b, ni
c;. Comme p divise ag et p? ne divise pas ag, I'égalité ag = byco assure que p divise by ou
co (car A satisfait la condition d’Euclide) mais pas les deux. Quitte a échanger Q et R, on
peut supposer que p divise ¢g et pas by. Soit donc ¢ = min{i € [1;r] tel que p 1 ¢;} ; comme
¢ < r < n, p divise a, et par définition de ¢, p divise ¢j pour tout j € [0;¢ — 1], donc
'égalité ay = bocy + (bicy_1 + - - - + bycp) montre que bocy est divisible par p et donc que ¢y
est divisible par p. Ceci constitue une contradiction. v

Exemple. Soit P(X) = 2X° — 28X3 4+ 98X? — 14 € Z[X]. I'anneau Z est factoriel. On ap-
plique le critere d’Eisenstein avec p = 7 qui est bien irréductible dans Z. En effet, 7 { 2, 7
divise —28, 98 et —14 mais 72 { —14. On en déduit que P est irréductible dans Q[X].
Cependant, il n’est pas irréductible dans Z[X] car P = 2Q avec Q(X) = X° — 14X3 +
49X? — 7 et ni 2 ni Q ne sont inversibles dans Z[X]. Mais Q € Z[X] est irréductible dans
Z[X] car, dans Q[X] il est associé & P donc il est irréductible, et il est primitif dans Z[X].

Exemple. Soit P = Y+ X?Y + X —-Y+1 € C[X,Y].OnaP = Y>+ (X>-1)Y + X +
1 € C[X][Y]. L'anneau C[X] est factoriel, de corps des fractions C(X). L'élément X + 1 est
irréductible dans C[X], il divise tous les coefficients de P sauf le coefficient dominant et (X +
1)? ne divise pas le coefficient constant X + 1. On peut donc appliquer le critére d’Eisenstein
avec p = X + 1 pour en déduire que P est irréductible dans C(X)[Y], et aussi dans C[X]|[Y] =
C[X, Y] car il est primitif.
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CHAPITRE 10.

Polynomes symétriques

I. L’ANNEAU DES POLYNOMES SYMETRIQUES

Soit A un anneau quelconque (commutatif et unitaire).

Définition-Proposition 10.1. Soit n € IN*. On définit une action de S, sur A[Xy, ..., Xy,] par
Sy x AlXy,..., Xn] — A[Xy,..., Xy
(o, f) — 7f = f(Xoq) s Xo(n)
pour tout o € Sy et tout f € A[Xy,..., Xyl

Définition 10.2. Un polynome f € A[Xy, ..., Xy] est dit symétrique si pour tout o € S, on a
7f = f (autrement dit, f € A[Xy,..., Xn]>").

Exemples. > X2+ Y? + Z?2 est un polyndme symétrique de Z[X, Y, Z] (mais pas de Z[X, Y, Z, T)).
> X1Xp + Xp X3 + X3X; est un polyndme symétrique de Z[X7, Xp, X3].
> X3Y + Y3Z + Z3X n’est pas un polynéme symétrique de Z[X, Y, Z].

Remarque. Si f est un polyndome symétrique, alors le degré partiel de f par rapport a cha-
cune de ses variables est le méme, et on 1’appelle degré partiel de f.

Lemme 10.3. Soit ¢: A[Xq,..., Xy — A[X3,..., X;—1] 'unique morphisme d’anneaux qui
fixe les éléments de A ainsi que Xj, ..., X,,_1 et qui vérifie ¢(X,,) = 0, obtenu grace a la
propriété universelle des anneaux de polyndmes. On a ¢(P) = P(Xy,...,X;-1,0).

Soit f € A[Xj,..., X;] un polyndme symétrique. Alors ¢(f) est un polyndme symétrique
de A[Xl, “en an—l]'

Démonstration. Soit v € S,_1 et soit 7/ € S, la permutation définie par 'y" a1 = 7 et
v (n) = n. Alors "p(f) = ¢("'f) = o(f), ce que l'on voulait. v

Lemme 10.4. Soit ¥ € S,. Soit 6,: A[Xy,..., X, — A[Xq,..., X,] I'application définie par
6, (P) = "P. Alors 6, est un automorphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A.

Démonstration. Notons que 0., est 'unique morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A
et qui vérifie 0,(X;) = X, ;) pour tout i. Il admet comme réciproque 6,1, qui est I'unique
morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A et qui vérifie 6, (X;) = X, 1(; pour tout
i. En effet, 0, 06,1 etiday, . x,) sont deux morphismes d’anneaux qui prolongent A —
A[Xy,..., X et qui fixent tous les X;, donc par l'unicité dans la propriété universelle 9.5
ils sont égaux. De méme, 0, 1 00, = id[x,,. . x,], donc 0, est bien un automorphisme d’an-
neaux. v
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Conséquence 10.5. L'ensemble A[Xj,...,X,]5" des polyndmes symétriques est un sous-
anneau de A[Xy, ..., Xy).

En effet, ona "(f —g) = 7f =, "(fg) = ("f)("g) et "1 = 1 puisque 6., est un mor-
phisme d’anneaux. En particulier, la somme et le produit de polyndmes symétriques sont
des polyndmes symétriques.

Remarque. L'action de S, sur A[Xj, ..., X,] induit donc un morphisme de groupes 6: S,, —
Aut(A[Xy,...,X,]) quia vy associe 6.

II. POLYNOMES SYMETRIQUES ELEMENTAIRES

Définition 10.6. Soit k € [1;n]. Le polynome o = ) _ (H Xi> de A[Xq,...,X,] est un
HcC[L;n] \ieH
|H|=k
polyndme symétrique, appelé k-ieme polyndme symétrique élémentaire. On pose oy = 1.

Remarque. On a deg oy = k (ou deg désigne le degré total).
On peut écrire 0y = 21<i1<i2<~--<ik<n X, Xiy - Xy -

Notation. Lorsqu’il peut y avoir ambiguité, on écrira o, pour le k-ieme polyndome symé-
trique élémentaire en Xj, ..., X, (on précise le nombre d’indéterminées dans la notation).
Exemples. > o1 = X1+ -+ + X,.

>0 =X X0+ X1 X5+ -+ X1 X, + X0 X35+ -+ X1 X5

> Un :X1X2"'Xn.

Lemme 10.7. Les polyndmes symétriques élémentaires sont symétriques.

Démonstration. Soit v € S,,. Alors

e |
e Y (HXW-)) m0 e (T x| Ty (ij)zak
Hc[1;n] \icH HC[Ln] \ jey(H) H'c[Ln] \jeH'
|H|=k |H|=k \H'|=k

en utilisant la bijection de 1’ensemble Py ([1;n]) des parties de [1;n] a k éléments dans lui-
méme définie par H — y(H). v

Lemme 10.8. > Soit ¢: A[Xq,..., Xu11] = A[X1, ..., Xn] le morphisme du lemme 10.3, dé-
fini par ¢(P) = P(Xy,...,X,,0). Alors ¢(0,,41%) = 0,k pour tout k € [0;n], autrement
dit, Onk = O-n+1,k(X1/ oo, X, 0).

> Onaocyi10 =1 0141 = OnnXnt1 €t Opi1k = Opk + 0 k—1Xn41 pour tout k € [1;n].

Démonstration. La premiere partie est évidente (ou se déduit de la deuxieme). Pour la deuxiéme,
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on a, pour tout k € [[1;n],

Onje + Onje1Xnt1 = ) (H Xi) + ) (H Xz’) Xn+1
i

HcC[1;n] \ieH H'c[1;n] \ieH’

|H|=k |H'|=k—1
- © (mx)e xo (11w
Hc[Ln+1] \i€H Hc[Ln+1] \i€H

\H|=k et n+1¢H |H|=k et n+1€H
- T (1) e y
Hc[Ln+1] \icH

|H|=k

ITI. STRUCTURE DES POLYNOMES SYMETRIQUES

Lemme 10.9. Soit P € A[X3, ..., X;| un polyndme symétrique et supposons que X; divise P
pouruni € [1;n]. Alors 0, divise P.

Démonstration. Quitte a permuter les indéterminées (ce qui ne change pas P), on peut sup-
poser que i = n. On raisonne par récurrence sur 1.

> Sin =1, c'est clair car 071 = Xj.

> Soitn € N, n > 1 unentier tel que le résultat est vraiaurang n — 1. Soit P € A[Xj, ..., X,]
un polyndme symétrique multiple de X;,. Posons

P=DPy+P X, +DPX2+ -+ PyX8
avec P; € A[Xj, ..., X,—1] pour tout i. Puisque P(Xj, ..., X;-1,0) = 0 par hypothése, on
a PO =0.
Vérifions que les P; sont des polynémes symétriques de A[Xj, ..., X,_1]. Soit donc ¢y €
S,—1 etsoity’ € S, défini par 'Y\/[[l;n—lﬂ = vet9y/(n) =n.Onaalors

d . d .

P="P=) "P("X,) =) "PX,
i=1 i=1

donc en identifiant, 7P; = P; pour tout i. Donc P; est symétrique.

Soit maintenant T = (n —1 n) € S,. Alors P = P = P(Xy,..., Xy—2, Xu, Xy—1)- On

applique le morphisme ¢ du lemme 10.3 (ie. X;, — 0). On obtient donc

d .
0=¢(P) =P(X1,..., Xu—2,0,Xy—1) = Y_Pi(Xq,..., Xp—2,0)X,,_;.
i=1

On en déduit par identification que pour tout i € [1;d] on a P;(Xy,...,X,-2,0) = 0
dans A[X3,..., X;,—1]. Par hypothése de récurrence, on sait que 0,1 ,-1 = X1--- X;—1
divise P; pour tout i, posons P; = Q;X; --- X,,—1 avec Q; € A[Xy,...,X;-1]. Alors P =
Y4 PXE=Y%  QiXq - X, 1X! est un multiple de X; - - - X, = 0y 0. v

Remarque. Pour tout polynome P € A[Xy,..., Xy, on a deg(Po,) = degP + n (ou deg
désigne le degré total). En particulier, si Po;, = 0 alors P = 0.

En effet, posons P = Yiene @ Xy - Xy et degP = max{¥}_ i;; a; #0}. On a
alors Poy, = Yepne Xy - Xpt! done deg(Poy) = max{Yl_,(ix+1); a; #0} =
max{(Y}_iix) +1; a; #0} = deg P +n.

Pour tout n € IN*, soit ¢,: A[Xy,..., Xu] — A[X3,..., Xu] le morphisme d’anneaux qui
prolonge l'inclusion A — A[Xj, ..., X,] et tel que ¥, (X;) = o; pour tout i € [1;n].
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Proposition 10.10. Soit P € A[Xj,..., X,] un polyndme tel que P(cq,...,04) = 0. Alors
P = 0. Autrement dit, ¢, est injectif.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.
> Sin =1, le résultat est clair (07 = Xj et 1 = id4(x,))-

> Soit n > 2 tel que le résultat soit vrai au rang n — 1, c’est-a-dire que ¢,,_ est injectif. Sup-
posons par "absurde que Ker(yp,) # {0}. Alors I'ensemble {deg f | f € Ker(y,) \ {0}}
est une partie non vide de IN donc elle admet un minimum dy. Soit P € Ker(¢,) \ {0} de

degré dy. Posons P = Z?:o P:X! avec P; € A[Xq,..., X, 1].
Si Py = 0alors P = X,Q pourun Q € A[Xj,..., X,]. Notons que Q # 0. On a dans ce cas
0="P(0n1,---,0nn) = OnnQ(0y1,...,0nn). Onendéduit que P, (Q) = Q(0y1,--.,0nn) =
0 d’apres la remarque précédente. Mais deg Q < dp et Q € Ker(,,) \ {0}, donc on a ob-
tenu une contradiction.
Par conséquent, Py # 0 et donc P(Xy,...,X;-1,0) = Py(Xy,...,Xy—1) # 0. Par hypo-
these de récurrence, on en déduit que Py(0y—11,---,0n—11-1) = Pn—1(P) # 0. Mais en
utilisant le lemme 10.8 avec le morphisme ¢: A[Xj, ..., Xu] = A[Xq,..., X;,—1] défini par
q)(f) = f(Xlr .. -/Xn—lro)/ ona
Yu-1(Po) = Po(0n-1,1,-- -+ On—1,n-1) = P(Cu—11,-- -, On—1n-1,0)
= P(p(01),---, ¢(Onn)) = @(P(0y1,---,0nn)) (¢ morphisme d’anneaux)
= p(pu(P)) = 9(0) =0.

On a donc bien une contradiction, donc Ker(y,,) = {0}. v

Définition 10.11. Le poids d’un mondme Xil e X,i” est l'entier iy + 2ip + 3i3 + - - - + niy,.

Le poids d’'un polynome est le maximum des poids des mondmes qui le constituent :
si P= Yiene@Xy - Xy, le poids de P est max{poids(Xll1 XY | g # O} =
max{i + 2ip + 3i3 + - - + niy | a; # 0}.

Exemple. Le polyndme P = X; + X1 X3 + X1 X3 est de poids max(1,5,4) = 5.

Remarque. Le degré de P(oy,...,0,) est inférieur ou égal au poids de P, soit deg(y,(P)) <
poids(P).

Vérifions d’abord cela dans le cas ou P = Xi‘ T... X est un mondme. On a
deg P(cy,...,0n) = aydegoy + - - - + a,dego, = Y/ 4 ;i qui est bien le poids de P (on a
égalité car tous les coefficients des polynémes oy sont inversibles).

Soit maintenant P = 2]’-:1 ajM; un polynéme non nul ot les M; sont des mondmes et les
a; sont des éléments non nuls de A. Par définition, poids(P) = max{poids(M;) | 1 <j < r}.
On a alors

degP(oy,...,00) = deg(

r
aij((Tl,...,O’n)> < max{deg M;(07,...,04) |1 <j<r}
j=1

= max{poids(M;) | 1 <j<r}
= poids(P).
Remarque. PourtoutP € A[Xy,..., X,|ettout A € S, onab,(¢,(P)) = P(0)(01)....,05(0n))) =

P(cy,...,04) = Pu(P), donc Im(y,) C A[Xy,..., Xu]%".
Nous allons voir qu’il y a égalité.
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Théoréme 10.12. Soit A un anneau. Soit P € A[X3, ..., X,| un polyndme symétrique. Alors
il existe un unique polynéome T € A[Yy,...,Yy| tel que T(oy,...,04) = P, autrement dit,
Pn: AlXy, ..., X = A[Xy, ..., Xn]S" est un isomorphisme d’anneaux. Ce polynome T est
de poids d = deg(P).

Exemple. > Si P = X3+ X5 € Z[X1,X2),ona P = (Xj + X2)? —2X1Xa = 07 — 20%. Le
polynéme T est donc T = Y? — 2Y5.

>SiP=X3X+X1X3 € Z[X1,Xp],onaP = X1 Xo(X3+ X3) = 0p(07 —20m;) et T =
YZY, — 2Y3.

Démonstration. Admise en 2022-2023 et en 2023-2024.
L'unicité de T (ou l'injectivité de ;) découle de la proposition 10.10.
Démontrons l’existence (ou A[Xy, ..., X% C Im(¢y)).
On raisonne par récurrence sur n (le nombre d’indéterminées).

> Sin =1, le résultat est évident, car 1 = id 4|x,] et A[Xq]5r = A[Xq].

> Soitn > 1 tel que Im(¢,_1) = A[Xq,..., X,_1]% 1.
On fait maintenant un raisonnement par récurrence sur le degré total 4 des polyndmes.

> Si P est un polyndme (symétrique) de degré total d = 0, il est évident que P € Im(¢,,)
(car P est constant).

> Soit d > 0 tel que tous les polyndmes de A[Xj, ..., X,]%" de degré total inférieur ou égal
a (d — 1) soient dans Im(¢,,).
Soit P € A[Xj, ..., X;] un polyndme symétrique de degré total d € IN.
Soit ¢ le morphisme du lemme 10.3. Puisque le polyndme ¢(P) est un polynéme sy-
métrique de A[Xj,..., X,,—1], par hypothese de récurrence (sur n), il existe un unique
polynéme V € A[Yj,...,Y,_1] de poids inférieur ou égal a d tel que ¢(P) = ¢,,_1(V) =
V(Un—l,ll . rUn—l,n—l)-
Posons P = V(0u1,.-.,0nn—1) (on a remplacé les 0,,_1 j par les oy, y correspondant). No-
tons que deg P < poids(V) < d. Alors P est un polyndme symétrique de A[Xj, ..., X,]
etona ¢(P — P) = 0 donc X, divise P — P dans A[X, ..., X,]. On en déduit grace au
lemme 10.9 que 0y, divise P — D.
Posons P — P = Q0. Alors Q est symétrique; en effet, si ¢ € S, alors ("Q)on, =
"(Qoyy) ="(P—P) =P —P = Quy, et on en déduit que 'Q = Q (cf. remarque p. 125).
De plus, deg Q = deg(Qoy,,) — n = deg(P — P) —n < d — n < d donc, par hypothese de
récurrence (sur d), il existe un unique polyndme W € A[Y3,...,Y,] tel que Q = ¢, (W) =
W(0y1,...,0un) etle poids de W est deg Q.
Posons enfin T = V + WY,,. On a ¢,(T) = T(0p1---,0un) = V(0u1--.,0un) +
W(ou1.-.)Onn)0nn = D+ Qo = P.On a donc démontré 1'existence.
On a de plus poids(T) < max(poids(V),n + poids(W)) < d et si poids(T) < d alors
d = degP = deg(y,(T)) < poids(T) < d, une contradiction. On en déduit donc que
poids(T) = d = degP. v

Définition 10.13. Un polynome f € A[Xy, ..., Xy, est dit homogéne si tous ses mondmes sont
de méme degré. Ce degré commun est nécessairement le degré total de f, on I'appelle degré du
polyndme homogene f.

Remarques. > Tout polyndme f s’écrit de maniére unique comme somme de polyndomes
homogenes, que 1’on appelle composantes homogenes de f.

En effet, soit f; la somme de tous les termes monomiaux de f de degré total i. Alors f;
est homogene de degré i ou nul et f = ) ;. fi (somme finie). De plus, s’il existe des
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polyndomes homogenes g;, i € IN, qui sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux,
avecdegg; =iet f =Y ;N Qi alors Y ien(fi — gi) = 0 avec f; — g; homogene de degré
i Si_i #* j, les termes monomiaux qui apparai_f,sgnt dans fi.— gi ne sont pas dans f; — g;
(puisqu’ils sont de degrés différents). Par unicité de 1’écriture d’'un polyndome comme
somme de termes monomiaux, on en déduit que f; — g; = 0 pour tout i.

> Si f est un polyndme symétrique, alors ses composantes homogenes sont symétriques.

En effet, posons f = Y[ ; fi avec f; homogenes de degrés deux a deux distincts. Soit
v E€Sp.AlorsY ), fi=f="7f=Y]_,"fi avec ’f; homogene de degré i, donc pour tout i
ona 'f; = f; par unicité des composantes homogenes de f.

> Pour tout k, le polyndme o} est homogene de degré k et de degré partiel 1.

Remarque. Dans la pratique, afin de simplifier les calculs, avant d’appliquer la méthode de
la démonstration pour trouver T, on écrit P comme somme de polyndmes homogeénes et on
applique la méthode a chaque composante homogene.

On suit alors la procédure suivante pour un polynéme homogene P :

(i) Oncalcule ¢(P)etontrouveV € A[Yy,...,Y,_1]telque ¢(P) = V(0y—11,---,0n—1n-1)
en suivant la procédure récursive (on recommence jusqu’a n’avoir qu'une indétermi-
née ou avoir une expression en les polyndmes symétriques élémentaires).

(i) Ondétermine Q € A[Xq, ..., X,] symétrique tel que P — V(0y,1,..., 00 n-1) = Q0 n.
(iii) Ontrouve W € A[Yy,...,Yy] telque Q = W(on1,..., 0nn) par la procédure récursive.
(iv) OnposeT =V + WY,,.

Exemples. (1) P = XYZ + X?Y + X?Z + Y?Z + XY? + XZ? + YZ2. Soit ¢z: A[X,Y,Z] —
A[X, Y] le morphisme d’anneaux donné par ¢z(P) = P(X,Y,0).
4+ Ona gz(P) = X2Y + XY?2 = XY(X + Y) = 022021 (autrement dit, V = XY).
4 Onconsidere P —V(031,032) =P — (X+Y+2)(XY+XZ+YZ) = —2XYZ = —2033
(autrement dit, Q = —2).
4+ OnposeT=V+ QZetonabien P = T(031,032,033) = 031032 — 2033

QP = X:{’ + Xg + Xg On note ¢3: A[Xl, Xo, Xg] — A[Xl, Xz] et ¢o: A[Xl, Xz] — A[Xl] les
morphismes d’anneaux du lemme 10.3.

4+ Ona ¢3(P) = X3 + X5.
Ona pa(s(P)) = X3 = o3,
¢ @3(P) — 03, = (X +X3) — (X1 + X2)* = =3X]Xp —3X1X3 = —3(X1 + Xp)op =
—303,10,2 done ¢3(P) = 031 — 302,1022.
¢ P — (03, —3031032) = 3X1 X, X3 = 3033 (d'ot1 Q = 3).
4+ Donc P = (T?:j’,l — 3031032 + 3033 = T(031,032,033) avec T = X% —3X1 X, + 3Xs.
Notons que le poids de T est bien 3 = deg P.

On peut résumer nos résultats.

Théoréme 10.14. L'endomorphisme d’anneaux ¥, de A[Xj,...,X,] qui a P associe
P(oy,...,0,) obtenu grace a la propriété universelle des anneaux de polyndmes est injec-
tif et a pour image le sous-anneau des polyndmes symétriques.
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IV. COEFFICIENTS ET RACINES DE POLYNOMES

A. Racines dans un sur-corps

Nous aurons besoin du résultat suivant, dont vous verrez des versions plus précises si
vous suivez l'option Théorie des corps au S2.

Proposition 10.15. Soit K un corps et soit P € K[X] un polyndme non constant. Alors
(1) 11 existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P a une racine dans L.

(2) Tl existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P est scindé dans L[X], c’est-a-dire
qu’il peut s’écrire comme un produit de polyndomes de degré 1 de L[X].

Remarque. Notons que si A est integre, on sait qu’il a un corps des fractions. Comme P €
Frac(A)[X], on a vu dans la proposition [?] qu’il existe un corps K, contenant Frac(A) et
donc A, sur lequel P est scindé.

Démonstration. (1) Supposons dans un premier temps que P est irréductible dans K[X].
Puisque K[X] est un anneau principal, I'idéal (P) est maximal, donc L := K[X]/(P) est
un corps. De plus, K s’identifie & un sous-corps de L par le biais du morphisme d’an-
neaux K — K[X] — L composé de l'injection naturelle et de la projection canonique
sur le quotient; ce morphisme est nécessairement injectif car il n’est pas nul (P n’est pas
constant) et son noyau est un idéal du corps K. Enfin, notons x la classe de X dans L.
Alors P(x) = P(X) = 0 donc x est une racine de P dans L.

Si maintenant P n’est pas irréductible dans K[X], soit Q un facteur irréductible de P. Il
existe alors un corps L dont K est un sous-corps dans lequel Q a une racine «. Puisque «
est aussi une racine de P, on a le résultat.

(2) On raisonne par récurrence sur le degré d > 0 de P. Sid = 1, il suffit de prendre L = K.

Soit donc d > 1 tel que le résultat est vrai pour les polyndmes a coefficients dans un corps
quelconque et de degré au plus d — 1. Soit P € K[X] un polyndéme de degré d. D’apres
la premiere partie, il existe un corps K’ dont K est un sous-corps et dans lequel P a une
racine «. Ainsi, dans K'[X]ona P = (X — a)Q. Or Q € K'[X] est de degré d — 1 donc il
existe un corps L dont K’ est un sous-corps et tel que Q est scindé dans L[X]. Mais alors
K est un sous-corps de L et P = (X — «)Q est scindé dans L[X]. Donc le résultat est vrai
pour les polyndmes de degre 4. v

B. Relation coefficients-racines

Théoréme 10.16. Dans l’anneau A[X3, ..., X, T| ona

ﬁ(T —X;) = i(—l)"_kanfka-
i=1 k=0

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 11.
> Pourn=1,onaP=(T—X;)=010T + (—1)tor1.

> Soit n € N* tel que le résultat soit vrai au rang n. Soit P = [T/ (T — X;). Par hypothese
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de récurrence, on a
n n
pP= <H(T - Xz)) (T - Xn+1) = (Z(_l)n_kan,n—ka> (T - Xn+1)

n
= Z(_l)nikan,n—kaJrl - Z(_l)nikan,n—kxn—&-l:rk
= k=0

n n
— (_1)n+1_k0-n,n+lfka 4 Z(_l)n+1_k0-n,n7kxn+lTk
k=1 k=0
n
- Un,OT”+1 + Z (_1)n+1_k(an,n+l—k + ‘Tn,n—an—&-l)Tk + (_1)n+10n,nxn+1
k=1
n+1

=) (=) K 1k T
k=0

en utilisant le lemme 10.8 pour la derniere ligne. v

Corollaire 10.17 (Relations coefficients /racines). Soit P = Y ;4,X* € A[X] un polyndme
avec a, € A*, et soient 31, ..., B les racines de P, dans A ou dans un corps K contenant A
(dans le cas ou A est integre). Alors, pour tout k € [0;n], ona

O'k(ﬁl, .. ,ﬁn) = (—1)kﬂn_kﬂ;1.
En particulier, oy (B1, ..., Bn) € A.

Démonstration. Onaa,'P = (X —B1) - (X—Bn) = X' -1 X" 1+ 0 X" 2+ .-+ (=1)"7,
d’apres le théoreme, ot 0y = 0x(B1, ..., Bn)- Le résultat s’en déduit par identification. v

Remarque. Pour n = 2, on retrouve le résultat trés classique (X — B1)(X — B2) = X? —
01X + 07 ol 0 est la somme des racines et 0, est leur produit.

Exemple. Soit P = X* + 12X — 5. Déterminons ses racines dans C, sachant que la somme de
deux d’entre elles est égale a 2.
Notons a7y, ap, a3, x4 les racines de P dans C, avec par exemple a1 + a = 2. On a alors
O=0=2+a3+uay
0 =0y = a0 + g3 + w104 + o3 + apoy + A304
—12 = 03 = wqaoa3 + oy + aqazng + a3y
—5 =04 = a3y
ott 0y désigne le k™€ polyndme symétrique élémentaire en les a;.
Posons p = ajap, s = a1 +ap = 2,9 = azay et t = a3z + a4. On a alors

(s =2 (s =2 (s =2

s4t=0 F= 2 =2 L
prajt+axt+q=0 <—=p+st+q=0 s=qptg=4 =5
pt+sq = —12 2(g—p)=-12 p—q==6 p:—l
Lpg =5 (pg=-5 (Pq = -5 T

Or a7 et ay sont les deux racines de X? — sX + p = X2 —2X 45 et a3 et ay sont les deux
racines de X> —tX +g = X?>+2X — 1.
On en déduit finalement que les racines de P sont 1 £2iet —1 £ V2.
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C. Application : Théoréme de d’Alembert-Gauss

Nous allons utiliser les polyndmes symétriques pour démontrer le théoreme de d’Alembert-
Gauss.

Théoreme 10.18 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Soit P € C[X] un polynéme non
constant. Alors P a une racine dans C.

Démonstration. Soit P € C[X] un polyndme non constant. Nous devons démontrer que P a
une racine dans C.

Remarquons que PP € R[X] (ou P désigne le conjugué de P). De plus, si P a une racine
dans C alors PP aussi et si PP a une racine dans C, alors soit P a une racine dans C soit P
a une racine « € C mais alors ¥ € C est une racine de P. Ainsi, P a une racine complexe
si, et seulement si, PP a une racine complexe et on peut donc supposer que P € R[X]. De
plus, quitte a multiplier par l'inverse du coefficient dominant, on peut supposer que P est
unitaire.

Posons deg P = d = 2"g avec g impair. On va raisonner par récurrence sur n € IN.

> Sin = 0, alors P est de degré impair et il a une racine réelle d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires.

> Soit n > 1 tel que le résultat est vrai pour les polynomes de degré 2"~ 14" avec g’ impair.
Soit P un polyndme unitaire de R[X] de degré 2" avec g impair.
Il existe un corps L dont C est un sous-corps et sur lequel P est scindé : on a donc P =
(X —a1) - (X —ay) avec aj € L pour tout j € [1;d]. On doit démontrer que 1'un au
moins des «; est dans C.
Notons o7, . . ., 0, les polyndmes symétriques élémentaires en X, ..., X; et posons 0y =
0i(aq, ..., a4). D’apres les relations coefficients-racines, pour tout k on a 0 € R.
Pour tout (i,j) € [1;n] et tout ¢ € R, on pose ,BSJ-C) = a; +a;j + ca;a; € L; nous allons

démontrer que pour tout ¢ € R, 'un des ,BZ(].C) est dans C. Pour cela, on considere les
polyndmes

Q= [l (x-p)eLlX], cer

1<i<j<d

Ona Q. = Qclay, ..., ) ot Qe = [Trcicjea(X — Xi — Xj — cX;X;) € R[X][Xy,..., Xy].
Le polyndme Q. est un polyndme symétrique en Xj, ..., X, donc il existe un polynoéme
T € R[X][Xy,...,X4] tel que Q. = T(01,...,04). On en déduit que Q. = T(cy,...,04) €
R[X] puisque les 0 sont réels.
De plus, deg Q. = |{(i,j) € [1;d]? | i < j}| = il (d — i) = U5 = 2771/ avec ' =
q(d — 1) impair. Donc d’apres I'hypothese de récurrence Q. a une racine -y, dans C.

Par conséquent, pour tout ¢ € R, il existe (i(c),j(c)) € [1;d]? tel que 7. = 151((?)] @ =
ie) + Aje) + i)ty € €.

Puisque R est infini et que les indices (i(c), j(c)) parcourent un ensemble fini, il existe des
nombres réels c; # ¢ tels que (i(c1),j(c1)) = (i(c2),j(c2)). Notons r = i(c1) = i(cp) et
s =j(c1) = j(c2). Alors ¢, = ay + s + cror05 € C et 7y, = &, + a5 + coay05 € C. Posons
U= o+ a5 etv = au. Alors (¢1 —2)0 = ¢, — e, € Cdoncv € Cetu =y, —c1v € C.
De plus, a, et a; sont les racines de X2 —uX+ve C[X], et 'on sait que ces racines sont
complexes.

On a donc démontré que les racines «; et a5 de P sont dans C, donc P a bien une racine
complexe. v
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V. EXEMPLE : LE DISCRIMINANT

Soit K un corps. Soit (t1,...,t,) € K".Soit P = (X — t1)(X — f) - - - (X — t») € K[X].

Définition 10.19. On appelle discriminant de P le produit Disc(P)= [] (t; —t;)*

1<i<j<n

Disc(P) est un polynéme symétrique en t4, ..., f, car tout y € S, agit sur Hl-<]-(t1- — tj) en
multipliant par +1. C’est donc un polyndme en les 0;, ott on note 0; = 0;(t4, ..., tn).

Exemples. (1) Pour deg P = 2, si P = X? + bX + c alors Disc(P) = (t; — t2)? = (t; + t2)? —
Aty = 0% — 4oy = b? — 4c.
En effet, le lien coefficients-racines nous permet de dire que 0y = —beto, = c.
(2) Pour deg P =3 et P = X° +aX + b, on a Disc(P) = —4a> — 27b.
Démonstration. On peut raisonner comme pour les polyndmes de degré 2 (mais les calculs
sont bien plus longs et compliqués). On peut aussi raisonner de fagon plus théorique.
Notons P = (X — tl)(X — tz)(X — t3). Onaoc = Ul(tl, to, t3) =00 = (Tz(tl, tr, f3) =a
et 03 = 03(t1,t2,t3) = —b. Le polyndome Disc(P) € K|[ty, t2, t3] est homogene de degré 6,
donc il existe un polynéme T € K]Y1, Y, Y3 de poids 6 tel que Disc(P) = T(cy, 02, 03).
Puisque 07 = 0, on cherche T € K[Y>, Y3].
Un monoéme Y}'Y} est de poids 2m + 3n, donc il est de poids 6 si et seulement si (1, 1) €
{(0,2),(3,0)}. Ainsi, T = AY} + uYZ et Disc(P) = T(01,02,03) = Aoy + pos = Aa® + ub>.
Ceci est vrai pour tout polynome P de la forme P = X3 + aX + b, c’est-a-dire que A et u
ne dépendent pas de a et b (on n’a utilisé que le fait que o3 = 0 pour donner T, pas les
valeurs de o et 03). On va donc spécialiser a des polyndmes particuliers.
4+Soit P = X>*-X = X(X-1)(X+1). On a alors Disc(P) =
((0—(=1))(0—1)(=1—(=1)))* = 4 donc, puisqu’icia = —letb = 0, on a
—A=4doul =—4.
+S0itP = X3 —1 = (X -1)(X —j)(X —j?) avec j = ¢**. On a alors Disc(P) =
(1= =)
(

Finalement, Disc

(j— ]'2))2 = —27 dong, puisqu’icia =0etb = —1,ona pu = —27.
P) = —4a® — 2712, v

Exercice 10.20. Faire le cas deg P = 3 en général. [Indication : Si P = X + aX? + bX + c, faire
le changement d'indéterminée Y = X + 3.1

Correction. Notons que le changement d’indéterminée Y = X + § ne change pas le discrimi-

nant; en effet, si P = [T>_;(X — t;) il a pour discriminant [T<icj<a(ti — tj)? et alors P(X) =
o 2

IT2, (Y — (i + %)) a pour discriminant [Ty<;je3 (£ +§) = (t + §))” = Thcicjea(ti — )%

Deplus,P()i) — (Y =2 +a(Y =)V 4+b(Y &) +c=Y3+pY +gavecp = b— % et

g=c— % + 2. On a retrouvé la forme précédente, donc le discriminant est —4p® — 274% =

a’b? — 4b% — 4a3c — 27¢® + 18abc. v

Proposition 10.21. Si P est scindé dans K[X], alors P n’a que des racines simples si, et seule-
ment si, Disc(P) # 0.

Démonstration. Evident. v
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ANNEXE B.

Annexes sur les anneaux

I. COMPLEMENT SUR LE LEMME DE ZORN

Le lemme de Zorn est utilisé pour faire certaines démonstrations o1 une récurrence est impossible
(si 'ensemble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent a ’axiome du choix (indépendant
des autres axiomes, Cohen 1963). Vous le verrez également dans le cours de topologie.

Nous allons démontrer que I’axiome du choix est équivalent au lemme de Zorn et au théoreme de
Zermelo.

(a) Définitions, notations, énoncés

Axiome du choix (Formulation 1). Le produit d'une famille non vide d’ensembles non vides n’est
pas vide.

Autrement dit, si (A;);es est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut choisir simulta-
nément x; € A; pour touti € I.

Axiome du choix (Formulation 2). Soit E un ensemble non vide et soit P*(E) ’ensemble des parties
non vides de E. Alors il existe une fonction de choix sur E, c’est-a-dire une application t: P*(E) — E
telle que, pour tout X € P*(E) on ait 7(X) € X.

Axiome du choix (Formulation 3). Soient E et F deux ensembles avec F # @ et soit f: E — F une
application surjective. Alors il existe une application s: F — E telle que f o s = idr (appelée section

de f).

Equivalence des trois versions.

> (Formulation 1 = Formulation 2). On suppose que tout produit d’'une famille non vide d’en-
sembles non vides n’est pas vide. Soit E un ensemble non vide et soit A = [[xep+(g) X. Par hypo-
these, A n’est pas vide donc il existe (ax)xcp+(r) € A, oliax € X pour tout X € P*(E). On définit
alors 7: P*(E) — E par 7(X) = ax € X C E pour tout X € P*(E).

> (Formulation 2 = Formulation 3). On suppose que pour tout ensemble non vide G, il existe une
fonction de choix sur G. Soit f: E — F une surjection entre deux ensembles non vides. Pour tout
y € F,'ensemble f~1({y}) nest pas vide car f est surjective. Soit G la réunion des f ~!({y}) pour
y € F et soit T une fonction de choix sur G. Alors, pour touty € F,ona t(f'({y})) € f1({y}).
On définit s: F — E par s(y) = t(f ({y})) pour tout y € F. Alors, pour tout y € F, on a

fosy)=f(x(f'({y})) € f(f '({y})) = {y} donc f o s(y) = y et finalement f o s = id.

> (Formulation 3 = Formulation 1). On suppose que toute surjection a valeurs dans un ensemble
non vide admet une section. Soit (A;);c; une famille non vide d’ensembles non vides. Soient F = I,
E = {(i,a;)|i€, a; € Aj} et f: E — F l'application définie par (i,a;) = i pour touti € I et
a; € A;. Comme chaque A; est non vide, 'application f est surjective. Par hypothese, il existe
s: F — E telle que f os = idr. On en déduit que pour tout i € I, il existe a; € A; tel que
s(i) = (i, ;) (pour que f(s(i,a;)) = i). Alors (a;)ie; € [lie; Ai donc [T;c; A; n’est pas vide.
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Définition B.1. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire <, réflexive, antisymétrique
et transitive, c’est-a-dire telle que :

> VxecE x<x;
> V(x,y) € E3Lsixxyety < x alorsx =y;
> V(x,y,z) € B3 sixxyety<zalorsx X z

On dit alors que l'ensemble (E, <) est un ensemble ordonné.

Remarque. 1l est clair que, si F est un sous-ensemble de 1’ensemble E et si < est un ordre sur E, alors
=< induit un ordre sur F.

Définition B.2. Si (E, <) est un ensemble ordonné et si, pour tous (x,y) € E?, x et y sont comparables,
c’est-a-dire que x < y ou y < x, on dit que < est un ordre total ou que (E, <) est un ensemble totale-
ment ordonné. Dans le cas contraire, on dit que < est un ordre partiel ou que (E, <) est un ensemble
partiellement ordonné.

Une partie totalement ordonnée d'un ensemble ordonné E sera aussi appelée une chaine de E.

Définition B.3. Soit (E, <) un ensemble ordonné.
> Un élément maximal de (E, <) est un élément x € E tel que, pour tout y € E, si x < y, alors x = y.

> Soit F un sous-ensemble non vide de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour
tout x € F, x < m. Ce majorant est dit strict si, pour tout x € F,ona x < m.

> On dit que (E, <) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que (F, <) soit
totalement ordonné admet un majorant dans E.

Théoréeme B.4 (Lemme de Zorn). Soit (E, <) un ensemble ordonné, inductif et non vide. Alors il
existe un élément maximal dans E.

Définition B.5. Soit (E, <) un ensemble ordonné.

> Soit F une partie non vide de E. Un minorant de F dans E est un élément m de E tel que pour tout
x€F,m<x.

> Soit F une partie non vide de E. On dit que m est un plus petit élément de F si m est un minorant de
FetsimeF.

> On dit que < est un bon ordre ou que (E, <) est bien ordonné si toute partie non vide de E admet un
plus petit élément.

Remarque. Un ensemble bien ordonné est en particulier totalement ordonné.
En effet, si (x,y) € EZ, alors la partie {x,y} admet un plus petit élément, par exemple x, et on a
alors x < y.

Nous pouvons alors énoncer le théoréeme suivant.

Théoreme B.6 (Théoreme de Zermelo). Tout ensemble non vide peut étre bien ordonné.

@ Le lemme de Zorn implique le théoréme de Zermelo

On suppose que le lemme de Zorn est vrai.
Soit E un ensemble non vide. On veut démontrer que toute partie non vide de E a un plus petit
élément.

On consideére I'ensemble F des couples (F, <r) ou F est une partie de E et <r est un bon ordre sur
F.
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Soit x € E, alors {x} muni de 'ordre évident (x = x) est bien ordonné, donc F n’est pas vide.
Nous allons munir F d"un ordre inductif de facon a pouvoir lui appliquer le lemme de Zorn :

V((F,<r),(G,<g)) € 72,

0l) FCG
(F,<r) X (G, <g) <= ((02) < estlarestricionde <gaF
(03) si(y,x) € Fx Gesttelque x <¢ y, alors x € F.

On vérifie facilement qu’il s’agit bien d"une relation d’ordre :
> Il est clair que < est réflexive.

> On suppose que (F,<r) =< (G,<¢) et que (G, <g) < (F,<p). Alors F C Get G C F donc
F = G. Par (02) les ordres <r et < sur F = G sont les mémes donc (F, <r) = (G, <g). Ainsi,
< est anti-symétrique.

> Enfin, < est transitive. On suppose que (F, <r) < (G, <g) etque (G, <g) < (H, <p). Il est clair
que F C H et que la restriction de <y a F est <p. Vérifions (03). Soit (z,x) € F x H tel que
x <y z.On a en particulier (z,x) € G x H et x <y z donc par (03) pour (G, <¢) et (H,<pg) on
ax € G.Mais alors x <g zavec (z,x) € F x G donc par (03) pour (F,<p) et (G,<g)onax € F,
ce que l'on voulait.

Pour démontrer que cet ordre est inductif, pour toute partie totalement ordonnée 7 de F nous
devons trouver un majorant de 7 dans F.

Soit T = {(F;,<p) | i € I} une partie totalement ordonnée de F. Soit G = ;c;F,ona F; C G
pour touti € I.

> Munissons G d’un ordre <g. Soit (x,y) € G2 alors il existe i € I tel que (x,y) € F? puisque
T est totalement ordonnée. On peut donc poser x <g y <= x <p y. De plus, sij € I est tel
que (x,y) € F].Z, on peut supposer par exemple que (F;, <p) < (Fj, <p) donc F; C F; et <p, est
la restriction de < raketona bien x <p y <= x < E Y- Ainsi la relation définie sur G ne
dépend pas du choixdei € I.

> La relation < est bien une relation d’ordre.
> Six € G,soiti € I tel que x € F;, alors x <, x donc x <¢ x par définition de <.
> Soit (x,y) € G* tel que x <g y ety <¢ x.Soiti € I tel que (x,y) € F2. Par définition de <,

onax <pyety < xdoncx =y.
> Soit (x,,z) € G® tel que x <g y ety <¢ z.Soiti € I tel que (x,y,z) € F>. Alors x <p, y et
y <p, z donc x <, z et finalement x < z.

> Vérifions que < est un bon ordre.
Soit H une partie non vide de G. Soit i € I tel que H N F; # @. Alors H N F; est une partie de F;
et <f, est un bon ordre donc F; N H admet un plus petit élément, m; € H N F;. Montrons que m;
ne dépend pas de i : soit j € I tel que H N F; # @ et soit m; le plus petit élément de H N F;. On
peut supposer par exemple que (F;, <r) < (F, gF].). Onaalors F;NH C F;N H donc mj <p; m;.
D’apres (03), onam; € F;, donc m; € H N F; et donc m; < m; et finalement m; = m;.
Soit x € H etsoitj € I tel quem; € Fyetx € F;;onadonc (m;,x) € (F;NH)?donc m; = m; <p, x
et donc m; < x. Ainsi, m; est le plus petit élément de H.
Par conséquent, (G, <g) € F.

> Enfin, soit (F;, <p) € T, nous devons vérifier que (F;, <r,)
que <p, est la restriction de < a F; par construction. Soit (y,x) € F; x G tel que x <¢ y; soit
j € Jtelque F; C Fyetx € F;. Alors x <p, y etcomme (F;, <p) < (Fj, <p;) onendéduitque x € F;
d’apres (03) pour F; et F;. Donc (03) est vérifiée pour F; et G et finalement (Fi, <p) < (G, <¢).

(G,<g).-llestclairque F; C G et

<A

~—

Ainsi, (G, <) est un élément de F qui majore 7.

Nous avons donc démontré que F est inductif. Nous pouvons par conséquent appliquer le lemme
de Zorn : il existe un élément maximal (F, <) dans F.

Montrons que F = E. Pour cela, supposons par I'absurde que F & E et soity € E \ F. Soit K =
F U {y}, muni du bon ordre <k dont la restriction a F est <r et tel que pour tout x € F on ait x <g y.
Alors (K, <k) € F et (F,<r) < (K, <k), ce qui contredit la maximalité de (F, <p).

Donc E = F € F et donc E est bien ordonné.
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(¢) Le théoréeme de Zermelo implique 1’axiome du choix

On suppose que le théoréme de Zermelo est vrai.

Soit {A; | i € I} une famille non vide d’ensembles non vides. D’apres le théoreme de Zermelo,
l'ensemble A = |J;c; A; peut étre muni d"un bon ordre. Chaque partie (non vide) A; de A admet
donc un plus petit élément x; € A;. On en déduit un élément (x;);c; € [T;c; Ai-

@ L'axiome du choix implique le lemme de Zorn

On suppose I'axiome du choix.

Soit (E, <) un ensemble inductif non vide. Nous devons démontrer qu’il a un élément maximal.
Supposons par I'absurde qu’il n’a pas d’élément maximal.

Pour toute chaine C de E, onnote M = {x € E | Vy € C, y < x} I'ensemble des majorants stricts
deC.Ona M C E\C.

Soit C une chaine de E. Alors M n’est pas vide. En effet, puisque E est inductif, C a un majorant
M. Par hypothese, M n’est pas un élément maximal de E, donc il existe x € E tel que M < x. En
particulier, pour touty € Conay < M < x donc x € Mc.

L'axiome du choix fournit une fonction de choix t: P*(E) — E sur E qui vérifie, en particulier,
que pour toute chaine C de E, ona (M) € Mc.

On note :

& = {C chaine de E | pour toute chaine S de C avec Mg ¢ Mc, ona t(Msg) € C}
&= {CES@’VC’GS@, C\C’CMC/}

c=Uc

Ceé&

Nous allons :
(1) démontrer que C* € &;
(2) poser u = T(Mc+) et C* = C* U {u} 2 C* et démontrer que C** € €.
Ce dernier point implique en particulier que C** C C*, par définition de C*, ce qui donne une

contradiction car C** 2 C*. On en déduit donc que E admet un élément maximal.

Démontrons donc (1), c’est-a-dire que C* € £.
> Soit C' € &. Alors C*\ C' C Uceg(C\ C') € M. Doncsi C* € &, alors C* € £.

> Montrons que C* est une chaine de E. Soit (x,y) € C* x C*. Il existe C € £ tel que x € C. Si
y € C alors x et y sont comparables car C est totalement ordonné. Sinon, y € C*\ C C Mc
d’apres ce qui précéde, donc x < y et x et y sont bien comparables.

> Soit S une chaine de C* telle que Mg ¢ Mc: = (Ncee Mc, alors il existe C € & tel que
Ms & Mc. Montrons que S C C pour pouvoir utiliser le fait que C € &.
Supposons par 1’absurde que S ¢ C, alors en utilisant le premier point, il existe y € (S\ C) C
(C*\C) C Mc.
Puisque Ms ¢ Mc, il existe x € Mgtelquex ¢ Mc.Onay € Setx € Mgdoncy < x.
Comme y € Mc, pour toutz € Conaz <y < x,donc x € M, une contradiction.
Donc S C Cetcomme C € £ C &), on en déduit que T(Mg) € C.Or C C C* donc t(Ms) € C*.
Ainsi, C* € & et par le premier point, C* € £.

Soit u = T(Mc+) € Mc+ C (E\ C*) et posons C** = C* U {u} 2 C*.

Pour tout x € C* on a x < u donc C** est bien une chaine de E.

Montrons enfin (2), c’est-a-dire que C** € £.

> Soit S C C** une chaine de C** telle que Mg ¢ Mc+. Supposons que u € S et soit m € Ms.
Alors u < m et donc, pour tout x € C**, ona x < u < m et par conséquent m € Mc«. Ainsi,
Mg C M+ et on a obtenu une contradiction.

Donc u ¢ S, ce qui, avec S C C** = C* U {u}, implique que S C C* et donc M¢+ C M.
Vérifions que 7(Msg) € C**.

> Si Mg C M+ alors Mg = M+ donc T1(Ms) = T1(Mc:) = u € C**,
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> Si Mg ¢ M+, alors T(Ms) € C* C C** car C* € &.

Dans les deux cas, on a bien T(Mg) € C**.

On a donc démontré que C** € &.

> Soit C’ € &. Nous devons démontrer que C**\ C' C M.

> Supposons que C* \ C" # @. Il existe donc x € C*\ C'. Comme C* € £, 0ona x € Mc. Or
x € C*doncx < u,doncu € Mg etona (C*\C') C ((C*\C')U{u}) C Mc.

> Supposons que C*\ C' = &, ’est-a-dire que C* C C'.Si M¢- C M, alorsu € M- C Me
etC*\C' Cc {u} € M¢e.Si Me» & Mcer,alorsu = t(Mce+) € C'car C' € et C* C C,
donc C*\ C' =@ C Mc.
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II. FORMULE DES DEGRES POUR LES POLYNOMES EN PLUSIEURS INDETERMINEES

Nous voulons démontrer le résultat suivant.

Proposition B.7. Soit A un anneau integre et soit n € IN*. Si f et ¢ sont deux polynémes non nuls de
A[Xy,..., Xy, alors deg(fg) = deg(f) + deg(g) (ot deg désigne le degré total).

On vérifie facilement que si f et ¢ sont des mondmes, la formule est satisfaite.
Pour la démontrer dans le cas général, nous allons :

(1) définir une relation d’ordre < sur ’ensemble M des mondémes de A[Xj, ..., X,];

(2) vérifier que c’est une relation d’ordre total;

(3) vérifier que si (P,Q,R,S) € M* sont tels que P < Q et R < S avec au moins une des deux
inégalités stricte, alors PR < QS;

(4) utiliser ce qui précede pour démontrer le résultat.

(1) Relation d’ordre. Soient P et Q dans M, notons-les P = Xj' - - - Xin et Q= X{l - X" On dit que

P < Q sil'une des conditions suivantes est satisfaite :

@ P=Q;

(ii) degP < degQ);

(iii) degP = degQ, P # Qet, sir = min{k € [1;n] | ix # ji}, alors i, < j, (ordre lexicogra-

phique sur les mondmes de méme degré).

Notons que si P < Q alors on a nécessairement deg P < deg Q.

Vérifions que c’est bien une relation d’ordre.

+ La réflexivité est évidente par (i).

+ Soit (P, Q) € M? avec les notations ci-dessus tel que P < Q et Q < P. Alors deg P < deg Q et
deg Q < deg P donc deg P = deg Q. Supposons que P # Q. Alors il existe r tel que i, # j, et
si on choisit un tel » minimal, on doit avoir (par définition de la relation <) a la fois i, < j, et
ir > jr, ce qui est impossible. Donc P = Q. La relation < est donc anti-symétrique.

4+ Soit (P,Q,R) € M? tel que P < QetQ x P.SiP = QousiQ = Ralors P < R. On peut
donc supposer que les trois mondmes sont distincts. Si deg P < deg Q, comme deg Q < degR
onadegP < degR etdonc P < R. De méme si deg Q < deg R. Il reste donc le cas ot1 deg P =
deg Q = degR.

Posons P = X1 - X, Q = XI'- .. XJi et R = X - - XK. Soit r = min{q € [1;n] | iy # j, } et
s =min{q € [1;n] | j; # k;}.Sir < s alors pour tout g < ronai, = j; = ks eti, < j, <k,
donc i, < k; etdonc P < R.Sir > s, alors pour tout g < sonai, = j; = k; etis = js < ks, donc
i < ksetdonc P < R.

Dans tous les cas, P < R. Donc la relation < est transitive.



(2) Relation d’ordre total et conséquence. De plus, cette relation d’ordre est totale. En effet, si (P, Q) €
M2, soit P et Q sont égaux donc comparables, soit ils ont des degrés différents, ils sont alors com-
parables, soit ils ne sont pas égaux et ont méme degré, mais alors {k € [1;n] | ix # jx} n’est pas
vide, il existe ¥ = min{k € [1;n] | ix # jx} et on a nécessairement i, < j, ou j, < i, c'est-a-dire
P<QouQ~<P.

Par conséquent, pour tout polyndme non nul f, il existe un unique terme monomial aP de f avec
a € A\{0}etP € M tel que P soit le plus grand élément parmi les mondmes qui apparaissent
dans f avec coefficient non nul.

(3) Propriété.
Soit (P,Q,R,S) € M*tel que P < Q et R < S et montrons que PR < QS. Notons que deg P <
deg Q etdeg R < deg$S.
Si deg R < deg$ alors deg(PR) = deg P + degR < deg Q + deg S = deg(QS) car la formule est
vraie pour les mondmes, donc PR < QS. De méme, si deg P < deg Q ona PR < QS.
Supposons donc que deg P = deg Q et deg R = degS. Notons P = X' --- Xy, Q = XI'--- X}y,
R = X'l‘1 o Xbn et § = Xfl ... X}". Comme R # S, il existe s = min{q € [1;n] | ky # £,}. Si
P = Q alors pour tout g € [1;n] ona i, = j,, sinon soit r = min{g € [1;n] | iy # j;} et soit
t = min(r,s). Alors, pour tout g < tona iy = j; etk; = £, donc iy +k; = j; + £, et, pour g = t, on
ai; < jretk; < ¢y avec au moins une des deux inégalités stricte, donc i; + k¢ < j; + ¢; et finalement
PR < QS.

Lecasou P < Qet R < S se traite de méme.

(4) Formule des degrés. Soient maintenant f et ¢ deux polynémes non nuls de A[Xj, ..., X,]. Notons

aP le terme monomial de f aveca € A\ {0} tel que P € M soit le plus grand élément parmi
les mondmes qui apparaissent dans f et bQ avec b € A\ {0} le terme monomial de g tel que
Q € M soit le plus grand élément parmi les mondmes qui apparaissent dans g. On peut donc
écrire f = aP + f; et g = bQ + g1 avec f1 et g1 dans A[Xj, ..., X,] tels que tous les mondmes
P; qui apparaissent dans f; vérifient P; < P et tous les mondmes Q; qui apparaissent dans g;
vérifient Q; < Q. Notons que 'on a aussi degP; < degP et degQ; < degQ pour tous ces
mondmes. En particulier, deg f = deg P et deg g = deg Q.
On a alors fg = abPQ + aPg + bQf1 + f1g1. Grace au point (3) précédent, tous les monomes
qui apparaissent dans aPg; + bQf; + f1g1 sont strictement inférieurs a PQ pour la relation <
et en particulier différents de PQ. Il ne peut donc pas y avoir de compensation avec le terme
abPQ. De plus, ils sont tous de degré inférieur ou égal & deg(PQ). Donc deg(fg) = deg(PQ) =
deg P + deg Q = deg f + deg g, ce que 1'on voulait.

III. RACINES ET FACTEURS IRREDUCTIBLES DE POLYNOMES ET POLYNOMES DERIVES
Soit A un anneau et soit f € A[X].

Définition B.8. On dit que « est une racine multiple de f si (X — a)? divise f.
On dit que « est une racine de multiplicité m € IN* de f si (X — o)™ divise f mais (X — )"+ ne
divise pas f, autrement dit, s'il existe g € A[X] tel que f(X) = (X —a)"g(X) et g(a) # 0.

Exemple. (Pour illustrer certaines particularités quand A n’est pas intégre.) Soit A = Z/127Z et soit
f(X) = X34 X2 — X —1. Alors —1 et 5 sont des racines de f de multiplicité 2. En effet, f(X) =
(X+1)2(X—-1)=(X-5)%(X—1) et —1 et 5 ne sont pas racines de (X — 1).

Proposition B.9. Soit & € A une racine de f. Alors « est une racine multiple de f si, et seulement si,
« est une racine de f’.

Démonstration. Supposons que & soit une racine multiple de f. Alors il existe ¢ € A[X] tel que f(X) =
(X —a)2¢(X).Onaalors f'(X) = (X —a)(2g(X) + (X — a)g’ (X)), donc « est racine de f'.
Réciproquement, supposons que « soit une racine simple de f. Alors il existe § € A[X] tel que
F(X) = (X — )g(X) et g(a) £ 0.On aalors f(X) = g(X) + (X — a)g(X) donc f'() — g(a) #
0. v
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Exemple. Si on reprend I'exemple précédent, f'(X) = 3X?>+2X -1 = (X+1)3X -1) = (X —

5)(3X +5).

Proposition B.10. Soit « une racine de f de multiplicité m > 2. On suppose que, dans A, m14 # 0 et
m14 n’est pas un diviseur de zéro. Alors « est une racine de f’ de multiplicité m — 1.

Démonstration. Soit g € A[X] tel que f(X) = (X —a)"g(X) avec g(x) # 0. Alors f'(X) = (X —
2)"h(X) avec h(X) = mg(X) + (X — a)g'(X). On a alors h(a) = mg(a) # 0 car g(a) # 0 et mly
n’est pas nul et n’est pas un diviseur de zéro. Donc « est une racine de f’ de multiplicitt m —1. v

Exemple. Méme si A est un corps, il faut I'hypothese m1l, # 0. En effet, soit p un nombre premier,
soit A = Z/pZ et soit f(X) = XP € A[X]. Alors 0 est racine de f de multiplicité p, mais f'(X) =
PXP~! = 0 donc 0 n’est pas de multiplicité p — 1 comme racine de f’.

Lemme B.11. Soit m € IN* tel que, dans A, m!14 # 0 et m!l14 n’est pas un diviseur de zéro et soit r
un polyndme de degré au plus m. Si v’ = 0 alors r est constant.

Démonstration. Posons r = Y/ a;X' avec a; € A pour touti € [0;m]. Alors ' = Y ia; X'~ 1.

Par hypothese, ¥ = 0 donc pour tout i € [1;m] on a ia; = 0, ’est-a-dire que i144; = 0. Or par
hypothese il 4 n’est ni nul, ni un diviseur de zéro dans A donc 4; = 0. On en déduit donc que r = ag
est constant. v

Proposition B.12. Soit & une racine de f et soit m € IN* tel que, dans A, m!1, # 0 et m!14 n’est pas

un diviseur de zéro. Alors a est une racine de f de multiplicité m si, et seulement si, f*) () = 0 pour
tout k € [0;m — 1] et £ (a) # 0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur .
> Sim =1, c’est la premiere proposition.
> Soit m > 1 tel que le résultat soit vrai au rang m — 1. Notons g = f'.

Si a est racine de f de multiplicité m alors, d’apres la deuxiéme proposition, « est racine de ¢ = f”
de multiplicité m — 1. Par hypothése de récurrence on a f*)(x) = ¢*~Y(a) = 0 pour tout k €
[1;m—1] et f")(a) = gV (a) # 0. Comme f(a) = 0 on a bien le résultat voulu pour f.

Réciproquement, supposons que f¥)(x) = 0 pour tout k € [0;m — 1] et f™ () = 0. Alors
¢®(a) = fU+D(a) = 0 pour tout k € [0;m — 2] et gV (a) = "=V (a) # 0. Par hypothese
de récurrence, «a est racine de ¢ de multiplicité m — 1. Il existe donc h € A[X] tel que f'(X) =
¢(X) = (X —a)" h(X) et h(a) # 0. D’autre part, le polynéme (X — a)™ est unitaire donc on peut
effectuer la division euclidienne de f par (X — a)™ : il existe un unique (q,7) € (A[X])? tel que
F(X) = (X —a)"q(X) + r(X) etdeg(r) < m. Alors f'(X) = (X — )" (mg(X) + (X — a)q'(X)) +
#'(X). Par unicité de la division euclidienne par un polyndéme unitaire, on a ¥’ = 0 et mg(X) +
(X —a)q'(X) = h(X). En particulier, mg(«) = h(a) # 0 donc q(«) # 0 et, d’apres le lemme, 7 est
constant. Mais r(a) = f(«) = 0 donc r = 0 et finalement f(X) = (X — a)"gq(X) avecg(a) # O etw
est bien une racine de f de multiplicité m. v

Si on veut pouvoir appliquer ces résultats a tous les polyndmes, il faut imposer des conditions sur
I'anneau A. Pour s’assurer que pour tout m € IN*, ni m1, ni m!14 ne sont des diviseurs de zéro, on
peut supposer que A est intégre (condition suffisante).

Ensuite, on considere le morphisme d’anneaux ¢: Z — A défini par ¢(n) = nl,. Pour s’assurer
que pour tout m € IN*, ni m1,4 ni m!14 ne sont nuls, on doit supposer que ¢ est injectif et cette condi-
tion est également suffisante. On dit alors que A est de caractéristique nulle. Plus généralement, en
remarquant que le noyau de ¢ est un idéal de Z, donc de la forme nZ, on introduit la définition
suivante :



| Définition B.13. La caractéristique de A est le nombre n € IN tel que Ker ¢ = nZ.

On peut noter que si A est integre, sa caractéristique est soit 0, soit un nombre premier. En effet, par
le premier théoreme d’isomorphisme, Z/nZ = Im ¢ et Im ¢ est un sous-anneau de I'anneau intégre
A, donc il est integre et donc n = 0 ou n est premier.

Finalement, si A est integre de caractéristique nulle, alors les résultats précédents sont vrais sans
hypothese sur m (les hypotheses sont automatiquement vérifiées).

Dans la suite, on suppose que A est factoriel de caractéristique nulle.

Soit k € A[X] un polynome irréductible non constant. On note v (f) la valuation de k comme
facteur irréductible de f (cette valuation existe grace a I’hypothese que A, et donc A[X], est factoriel).

Notons que le fait que A soit integre de caractéristique nulle implique en particulier que si f n’est
pas constant alors deg f' = deg f — 1 (exercice). En particulier, si f n’est pas constant, f' # 0 et on
peut considérer vi(f’).

Exemple. C’est faux si A n’est pas de caractéristique nulle, méme si A est un corps. En effet, soit
A =Z/2Z.Soit f(X) = X>+ 1, alors f' = 0. Soit f(X) = X*+ X, alors f'(X) = 1 et deg(f') =0
alors que deg(f) = 4.

Proposition B.14. Soit k € A[X] un facteur irréductible non constant de f. Alors v(f) > 2 si, et
seulement si, v (f') > 1.

Démonstration. Notons que k n’est pas constant donc f non plusetonak’ # O et f' # 0 (A est integre
de caractéristique nulle).

Supposons que k* divise f. Alors il existe ¢ € A[X] tel que f = k?¢. On a alors f' = k(2k'g +kg'),
donc k divise f.

Réciproquement, supposons que k? ne divise pas f. Alors il existe g € A[X] tel que f = kgetk?g.
Onaalors f' = kK'g + kg'. Or k divise kg’ mais k est irréductible, donc premier (car A[X] est factoriel),
k ne divise pas k' (car degk’ < degk) et ne divise pas g, donc k ne divise pas k’g et finalement k ne
divise pas f. v

Exemple. Ce résultat est faux si A n’est pas de caractéristique nulle, méme s’il est formulé sans va-
luations, c’est-a-dire :

Soit k € A[X] un facteur irréductible non constant de f.
Alors k% divise f si, et seulement si, k divise f'.

En effet, soit A = (Z/2Z)[T), cest un anneau factoriel. Soit f(X) = (X2 + T)(TX>+1) €
A[X]. On vérifie facilement que les deux facteurs de f n’ont pas de racine dans le corps Frac(A) =
(Z/2Z)(T) (on écrit une racine x sous la forme x = % avec P et Q dans A premiers entre eux) et sont
de degré 2 donc sont irréductibles dans Frac(A)[X] et donc dans A[X] car ils sont primitifs. Le seul
élément inversible de A[X] = (Z/2Z)|T, X] est 1, il est donc clair que ces deux facteurs ne sont pas

associés. Ainsi, k(X) = X? + T divise f mais k? ne divise pas f. Mais f’ = 0 donc k divise f'.

Proposition B.15. Soit k un facteur irréductible non constant de f. Alors vi(f') = v (f) — 1.

Démonstration. Notons m = vi(f) > 1. Soit g € A[X] tel que f = k™g avec k { g. Alors f' = k" 1h
avec h = mk'g + kg¢'. Comme dans la démonstration précédente, k divise kg’ mais k ne divise pas k'g
donc k ne divise pas & et finalement vy (f') = m — 1. v

Exemple. Ce résultat est faux si A n’est pas de caractéristique nulle. Soit f(X) = X?>(X3+ X2+ 1) €
(Z/227)[X]. ’anneau (Z/2Z)[X] est factoriel, X3 + X? + 1 est irréductible dans (Z/2Z)[X] car il est
de degré 3, a coefficients dans le corps Z/2Z et sans racine dans Z/2Z. Le facteur X est irréductible
dans (Z/2Z)[X] car il est de degré 1 et unitaire. Ces deux éléments irréductibles ne sont pas associés
(A[X]* = {1}). Ainsi, vx(f) = 2. Mais f/(X) = X* donc vx(f’) = 4. Ici, la dérivée de k(X) = X> est
nulle.
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Proposition B.16. Soit m € IN* et soit k un facteur irréductible de f. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

0 w(f) =m;
(i) k divise fU) pour tout j € [0;m — 1] et k ne divise pas f("), autrement dit, v(f\)) # 0 pour
tout j € [0;m — 1] et v (f™) = 0.

Démonstration. Par récurrence sur m.

> Sim = 1, cest une proposition précédente.

> Soit m > 1 tel que I'équivalence soit vraie au rang m — 1. Vérifions 1’équivalence au rang m. Notons
g=f"
Nous avons vu dans la proposition précédente que (i) au rang m pour f est équivalente a (i) au
rang m — 1 pour f’, qui est elle-méme équivalente par hypothese de récurrence a (ii) au rang m — 1
pour f’. Il reste & démontrer que (ii) au rang m — 1 pour f’ est équivalente a (ii) au rang m pour f.
On a, pour tout j € [0;m — 1], v(g7) = v (FUTV). De plus, v (V) = vi(f) # 0. Ainsi,

(Vj € [0;m = 1], ox(f7) #0) = (Vj € [0;m 2], ve(g") #0),

et Uk(f(m)) =0 < vk(g(mfl)) =0. v

IV. COMPLEMENT : RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

Le résultant, qui est un polynéme associé a un couple de polyndmes, permet de généraliser la
notion de discriminant et fournit des méthodes de calcul plus efficaces. Il permet aussi de définir le
discriminant d"un polyndme qui n’est pas scindé.

Soit K un corps. Notons K, [X] I’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus n. Par convention
on pose K_1[X] = {0}.

Définition B.17. Soit (P,Q) € K[X]? avec p = degP > letq = degQ > 1. Soit ¢: K,—1[X] x
K, _1[X] = Kp4-1[X] Uapplication linéaire définie par (U, V) = UP + VQ.
On appelle résultant de P et Q et on note Res(P, Q) € K le déterminant de ¢.

Remarque. Onmunit K, 1[X] x K,_1[X] delabase & = {(X971,0),...,(X,0),(1,0), (0, X 1),...,(0,X),(0,1)}
et K,4q-1[X] de la base F = {XP*171,... X,1}. Posons P = P aX et Q = Y1 b X avec

p
apb; # 0. Notons Cp la matrice colonne a (p+1) lignes Cp = ap:1 et, de la méme facon, soit Cg
ll.()
b
b,
la matrice colonne a (g + 1) lignes Co = q. " |. Soient A et B les matrices de taille respectivement
bo
g% (p+4q)etpx (p+q)suivantes
Cp 0 -+ 0 Co 0 - 0y
Cp Co
A= . et B=
Og-1 02 -+ Cp Op-1 Opp -~ Cg

Alors Res(P, Q) est le déterminant de la matrice par blocs (A B).

En effet, la colonne ¥0;, ‘Cp, Oq,l,i) pour 0 < i < g — 1 est la matrice de X7-1-1P dans la base F et
de méme pour les autres colonnes.

Pour la méme raison, on peut aussi remarquer que Res(P, Q) est le déterminant dans la base F du
systéme de vecteurs (X9°'P, X972P,...,XP,P,X’71Q, XP2Q,..., XQ, Q).



Exemple. Par exemplesi P = BXE+ X2+ X +agetQ=0X>+hX +byona

az 0 b, 0 O
a das b1 b2 0
Res(P, Q) = |a1 dap b() bl bz .
ap a1 0 bo b1
0 ap 0 0 b()

Définition B.18. Soit P un polynome de degré p > 1 et soit a une constante.

On appelle résultant de P et a et on note Res(P,a) le déterminant de l'application linéaire
¢: Kp1[X] — Kp_1[X] définie par p(U) = all. Autrement dit, Res(P,a) = a”.

On appelle résultant de a et P et on note Res(a,P) le déterminant de l'application linéaire
¢: K, 1[X] — K,_1[X] définie par o(U) = all. Autrement dit, Res(a, P) = a”.

Remarque. Avec la convention K_1[X] = {0}, cette définition coincide avec la définition précédente
pour les polyndmes non constants.

Proposition B.19. Soient P et Q deux polynémes non nuls dont I'un au moins n’est pas constant. On
note p = deg P et ¢ = deg Q. Alors

(1) Res(P, Q) = (—1)PRes(Q, P).

(2) Res(AP, Q) = A7uP Res(P, Q).

Démonstration. Si P ou Q est constant, le résultat est évident. Supposons donc que P et Q ne sont pas
constants.

(1) Rappelons que si on applique une permutation 7y € S, aux colonnes (ou lignes) d"une matrice M
de taille n x n pour obtenir la matrice N, alors det(N) = ¢(7y) det(M) ou € désigne la signature.
Soity = (p+q p+g—1 --- 3 2 1) € Sy, la permutation circulaire. Notons que ¢(y) =
()Pt cary = (prg—1 p+q=2)(p+q-2 p+qg=3)---(3 2)(2 (1 p+q) est
un produit de p + q — 1 transpositions. Si on permute les colonnes de (A B) avec v, cela revient
a décaler chaque colonne d'un cran vers la gauche et la premiere colonne devient la derniére.

Pour passer de la matrice (A B) a la matrice (B A), on doit donc appliquer la permutation
97 aux colonnes. Puisque ¢ est un morphisme de groupes, e(17) = e(y)1 = (—1)7r+ta-1) =
(=1)PIt7~4 = (=1)P car g* — g est pair. On en déduit que Res(P, Q) = (—1)PRes(Q, P).

(2) Cela découle de la multilinéarité du déterminant (chacune des g colonnes Cp de A est multipliée
par A et chacune des p colonnes Cg de B est multipliée par ). v

Proposition B.20. Soient P et Q deux polyndomes non nuls dont I'un au moins n’est pas constant. On
note p = deg P et ¢ = deg Q. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P et Q ontun facteur commun non-constant.
(i) Res(P,Q) =0.
(iii) Ilexiste U € K;_1[X] et V € K, _1[X] tels que UP + VQ = 0.

Démonstration. Si P ou Q est constant, il est facile de vérifier qu’aucune des trois assertions n’est
vraie. Supposons donc que P et Q ne sont pas constants.

> (i)=(ii). Soit R un diviseur commun de P et Q. Alors pour tout (U, V) le polyndme R divise
(U, V) = UP + VQ. En particulier, ¢ n’est pas surjective et donc Res(P, Q) = detp = 0.

> (ii)=-(iii). Puisque det ¢ = Res(P, Q) = 0, I'application linéaire ¢ n’est pas injective. Soit (U, V) €
Ker ¢. Alors UP +VQ = ¢(U,V) = 0.

> (iii)=-(ii). Supposons que (iii) est vérifiée et que P et Q soient premiers entre eux. Le polyndme
P divise VQ = —UP donc par la condition de Gauss (K[X] est factoriel) le polyndme P divise V
donc p = deg P < deg V < p — 1 donc on a obtenu une contradiction. v



Dans la suite, on fixe un polynéme P de degré p > 1 et de coefficient dominant a,. On note
E = K[X]/(P).

Lemme B.21. Notons x la classe de X dans E. Alors E est un K-espace vectoriel de dimension p et de
base B = {xP~1,xP72,...,x,1}.

Démonstration. Pour vérifier que E est bien un K-espace vectoriel, il suffit de vérifier que (P) =
{PQ | Q € K[X]} est un sous-K-espace vectoriel de K[X] (exercice). Nous allons vérifier que B est
une base de E.

Soit u € E. Alors il existe Q € K[X] tel que u = Q = Q(x). La division euclidienne de Q par P
donne Q = AP+ R avecdegR < p.Onaalors u = Q(x) = A(x)P(x) + R(x) = R(x) € vect{B}.
Donc B est une famille génératrice de E.

Supposons maintenant que Zf:_ol Aixt = 0avec (A, ..., Ap-1) € KP. Posons Q = 25:1—01 A; X Alors
Q(x) = 0donc Q € (P) et donc P divise Q. Mais deg Q < p = deg P donc Q = 0 et donc A; = 0 pour
tout i. Donc B est libre et c’est bien une base de E. v

Lemme B.22. Soit Q € K[X] \ {0}. L'application 6g: E — E qui a un vecteur u associe Q(x)u est une
application linéaire.

De plus, si pour i € [0;p — 1] on note R; le reste de la division euclidienne de X'Q par P, alors
la matrice de g dans B est la matrice du systéme de vecteurs { Ry-1,.. .,Ro} dans la base F de
Kpyqg-1[X].

Démonstration. 1l est facile de vérifier que 0 est une application linéaire.

De plus, on a fg(x) = Q(x)x' = R;(x) comme dans la démonstration du lemme précédent. Donc
la j™¢ colonne de la matrice de 6 est obtenue en écrivant les coefficients de R;(x) dans la base
B. Puisque degR; < p, ceci revient a écrire les coefficients de R; dans la base {XP~1,...,X,1} de
K,_1[X] ou dans la base F de K, 1[X].

Lemme B.23. Soit Q € K[X] \ {0} et soit 4 = deg Q. Alors Res(P, Q) = a} det(6g).

Démonstration. Si q = 0 alors Q = by € K et on a det(fg) = b = Res(P, by). Supposons donc que
g >0.

On rappelle que Res(P,Q) est le déterminant dans la base F du systtme de vecteurs
(X1-1p,X772p,...,XP,P,XP71Q,XP72Q,..., XQ, Q). Avec les notations des lemmes précédents,
puisque P est un des vecteurs de la famille et que X'Q = A;P + R; pour des polynomes A;, il s’agit
du déterminant dans la base F du systeme de vecteurs (X7 'P,X72P,...,XP,P,R,_,...,Rp). La

matrice dans la base F de ce systeme de vecteurs s’écrit < ;{] M> olt M est la matrice p x p de
{Rp,l,. ey RO} dans F et donc de 0 dans B, et ou la matrice T est triangulaire inférieure g x g de
T 0

termes diagonaux tous égaux a a,. Ainsi, Res(P, Q) = = a) det(M) = aj det(6p). v

IN M

Proposition B.24. Soit « € K et soient P, Q, R des polyndmes de K[X]. Alors
(i) Res(X—a,Q)=Q(a),
(i) Res(P,QR) = Res(P,Q)Res(P,R) et Res(PR,Q) = Res(P, Q) Res(R, Q),

(iii) Si R est le reste de la division euclidienne de Q par P et si degR = r > 0 alors Res(P,Q) =
a} " Res(P, R).

Démonstration. (i) Icip = 1,4, = 1 et Ry = Q(a) donc g = Q(a)idk et finalement Res(X —
a, Q) = det(Q(a)) = Q(a).
Une autre démonstration ne faisant pas intervenir les lemmes précédents mais seulement les propriétés

du déterminant.



Posons Q = Y_ b;X'. Alors Res(X — a, Q) est le déterminant (q + 1) x (q + 1) suivant :

1 00 0 b
—a 10 0 by
0 00 1 b
0 00 - —a b

On effectue I'opération suivante sur les lignes :

7
Lyst +— Lopntalg+a®Ly g+ +ally =) a'Loii.

On a alors
_1,X (1) 8 0 bbq 100 -0
9-1 —« 10 --- 0
Res(P,Q) = | : © | =0Q(a) : = Q(a)
0 00 --- 1 B ;
0 00 - 0 O 0 00 -1

en développant suivant la derniere ligne pour obtenir le déterminant d’une matrice triangulaire avec des
1 sur la diagonale.

(i) Notons r = degR. D’apres le lemme précédent, on a Res(P,QR) = ap "det(0gr). Mais il est
facile de vérifier que Ogr = 6r 0 6 donc

Res(P,QR) = ap "det(0gr) = apa det(0r) det(6g) = Res(P, Q) Res(P, R)

en utilisant 4 nouveau le lemme précédent.
La deuxiéme partie découle de la premiere et de la proposition B.19.

(iii) Dans E on a Q(x) = R(x) et on en déduit que 6y = 6. Le résultat découle alors du lemme
précédent. v

Théoreme B.25. Si P € K[X] est scindé sur K de racines «y, ..., a,, alors

Res(P,Q) = ajQ(ay) - - - Q(ay).
Si de plus Q € K[X] est scindé sur K de racines B4, ..., B4, alors

p

q
Res(P,Q) = abbf [T [ (i

i=1j=1

Démonstration. Ona P = a,(X — 1) - - - (X — &) donc d’apres la proposition B.19 on a Res(P, Q) =
ah Res((X —ay) -+ (X — ap), Q). On peut donc dans la suite supposer que a, = 1.

Démontrons la premiére formule par récurrence sur p. On a déja démontré dans la proposition
précédente que le résultat est vrai pour p = 1. Supposons donc le résultat vrai pour les polynémes
scindés de degré au plus p — 1. Soit P un polyndme scindé unitaire de racines a1, .. ., &, il sécrit P =
R(X —ap)avecR = (X —aq)--- (X —ap_1) scindé de degré p — 1. On a donc d’apres la proposition
précédente Res(P, Q) = Res(R(X —a), Q) = Res(R, Q) Res(X —ay, Q) = (Q(aq) - Q(ap—1)) Q(a)
en utilisant ’hypothése de récurrence.

Donc la premiére formule est vraie.

Side plus Q = b, H?:l(X — Bj) alors Res(P, Q) = aj [Ti = 17 Q(a;) = alb} [T, ]—[7 (ai—=Bj). v

On peut généraliser la définition de discriminant comme suit.



Définition B.26. Soit P € K[X]. On définit le discriminant de P par

Disc(P) = (—1)""""?a," Res(P, P’).

Remarque. Si P est scindé de racines a7, ..., &, dans K, alors
. _(_q\Pp—1)/2 2p—2 ) — 2p2 w2
Disc(P) = (—1) ay T [(wi —aj) = a" ] J (i — o)
i#] i<j

On constate que pour a, = 1 on retrouve la définition précédente du discriminant.

Corollaire B.27. Soit P € K[X]. Les polyndomes P et P’ sont premiers entre eux si, et seulement si,
Disc(P) # 0.

En particulier, si P est scindé sur K, alors P n’a que des racines simples si, et seulement si,
Disc(P) # 0.
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