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Préambule

Ce texte constitue un support de cours. La version distribuée en cours ne contient pas de
démonstrations, qui seront faites en cours.
Le cours est divisé en deux grandes parties :

> Une étude des groupes finis, de certains résultats de classification et des outils pour les
établir.

> De I'arithmétique dans les anneaux et les anneaux de polyndmes a plusieurs indétermi-
nées.

Ce document contient inévitablement des erreurs et fautes de frappe, merci de me les
signaler.
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CHAPITRE 1

Groupes : rappels et compléments

Les pages qui suivent fournissent des rappels et compléments sur les groupes. Pour plus
de détails, on consultera le polycopié de L3.

I PREMIERES DEFINITIONS

Définition 1.1. Un groupe G est un ensemble non vide muni d'une loi x: G x G — G véri-
fiant :

(1) V(x,v,2z) € GPonax* (y*z) = (x *y) * z (associativité).

(2) dJe € GtelqueVx € Gonaxxe = exx = x (élément neutre).

(3) Vx € G, d% € g tel que X x x = x x X = e (inverse ou symétrique)

Side plus x xy = y * x pour tout (x,y) € G2, alors on dit que G est abélien (ou commutatif).

Exercice. Montrer 1'unicité de 1'élément neutre d'un groupe, ainsi que 'unicité de 'inverse
d"un élément.

Correction. > Soient e et ¢’ deux éléments neutres de G. Alors e = ee’ = ¢’ puisque ce sont
des éléments neutres.

> Soit x € G et soient x1 et x, deux inverses de x. Alors xx; = e = xx, donc, en multipliant
a gauche par x; on obtient x;xx; = x1xxp et donc x; = x, puisque x1x = e. v

On passera tout de suite aux habituels abus de notation : x * y = xy pour la loi, e = 1 pour
l'élément neutre et ¥ = x~! pour l'inverse ou, dans le cas d’'une loi additive, x x y = x + v,
e=0etX=—ux.

Exemples. (1) (Z,+) est un groupe abélien.

(2) Soit E un ensemble. L'ensemble des bijections de E dans E est un groupe pour la loi de
composition. Il est noté Sg et il est appelé groupe symétrique de E.
Soit n € IN*. Le groupe symétrique de 'ensemble E = {1,...,n} = [1;n] est noté S,. Si
n > 3, alors S, n’est pas abélien.

(3) Le groupe linéaire GL,,(C) = {M € M, (C) | det(M) # 0} est un groupe pour le produit
des matrices. Il n’est pas abélien si n > 2 (exercice).

4) (C*,-) (= (GL1(C), -)) est un groupe abélien.

Définition 1.2. Soient G et G’ des groupes. Un morphisme de groupes f: G —> G’ est une

application f telle que pour tout (x,y) € G>ona f(xy) = f(x)f(y).
L’ensemble des morphismes de groupes de G dans G’ est noté Hom(G, G').



Un endomorphisme de groupes est un morphisme de groupes d'un groupe dans lui-méme.
L’ensemble des endomorphismes de G est noté End(G) = Hom(G, G).

Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Les groupes G et G’ sont dits isomorphes s'il
existe un isomorphisme de G vers G'. On note alors G = G'.

Un isomorphisme de G dans lui-méme est appelé automorphisme. L'ensemble des automor-
phismes de G est noté Aut(G).

On cherche a classifier les groupes a isomorphisme pres.

Exercices. (1) Démontrer que la composée de deux morphismes de groupes est encore un
morphisme de groupes.

Correction. Soient f et ¢ deux morphismes de groupes de G dans G'. Alors pour tout

(x,y) € G*onago f(xy) = g(f(x)g(y)) = g(f(x)g(f(y)) = (g0 f(x))(go f(y)) don/c

g o f est bien un morphisme de groupes.

(2) Démontrer que 'ensemble des automorphismes d"un groupe est un groupe (pour la loi
de composition; on doit donc démontrer en particulier que la bijection réciproque d'un
isomorphisme est encore un morphisme de groupes).

Correction. Démontrons que Aut(G) est un sous-groupe du groupe symétrique Sc.
> Aut(G) n’est pas vide puisque idg € Aut(G).

> Soit f € Aut(G). I faut démontrer que la bijection réciproque f~! est dans Aut(G);
c’est déja une bijection, il suffit de démontrer que c’est un morphisme de groupes.
Soit (g,¢") € Getsoit (h,h') € G*telque f(h) = get f(h') = g'. Alors f1(g)f1(¢') =
hi'. Or f(hh') = f(h)f(h') = g¢' donc, puisque f est une bijection, hh' = f~1(gg’).

Ainsi, f 1 est bien un morphisme de groupes.

> On a déja vérifié que si f et g sont dans Aut(G) alors fo g € End(G); de plus, fog
est une bijection donc f o g € Aut(G). v

Exemple. Le déterminant, det: GL,(C) — C¥, est un morphisme de groupes.

Définition 1.3. Un sous-groupe d'un groupe G est une partie non vide H de G telle que H est
un groupe pour la loi induite par celle de G.
Un sous-groupe H de G est dit propre s'il vérifie {1} S H G G.

Proposition 1.4. Soit H une partie d"un groupe G. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) H est un sous-groupe de G.

(2) H n’est pas vide et pour tout (x,y) € H>onax~! € Hetxy € H.
(3) H n’est pas vide et pour tout (x,y) € H2, ona x~ 'y € H.

(4) H n’est pas vide et pour tout (x,y) € H>, ona xy ! € H.

Démonstration. Le fait que H n’est pas vide est contenu dans tous les points (1)—(4).
> (1)=-(2). Par hypothese, la restriction de la loi de groupe G x G — G induit une loi de
groupe H x H — H. On en déduit que si (x,y) € H? alors xy € H.

Soit maintenant x € H et soit x~! son inverse dans G. Puisque H est un groupe, il a un
inverse X € H. Mais X est alors un inverse dans G. Par unicité de I'inverse d’un élément,
onax'=%¢€H.

> (2)=>(3). On sait que x ! € H puis, comme H est stable par produit et (x~1,y) € H?, ona
xly e H.
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> (3)=(4). Soit (x,y) € H2. Alors 1 = x !x € Hdonc (x,1) € Hdoncx~! = x~!1 € H par
hypothese, et de méme y~! € H. On applique a nouveau 'hypotheése a (x~1,y~!) et on
obtient xy~! = (x71)"ly~! € H.

> (4)=().
Soit x € H (H n’est pas vide). Alors (x,x) € H> donc 1 = xx~! € H. On en déduit que H
possede un élément neutre.
Soit x € H. Alors (x,1) € H? et on en déduit que x~! = 1x~! € H, c'est-a-dire que
I'inverse de x dans G est en fait dans H, donc x posséde un inverse dans H. .
Soit maintenant (x,y) € H2. D’aprés ce qui précede, (x,y 1) € H> doncxy = x(y~ 1)1 €
H.

La restriction de la loi de G a H x H induit donc une loi sur H. Cette loi est associative
comme celle de G.

Donc H est un groupe pour la loi induite par G. v

Exemples. (1) On a la suite de sous-groupes: (Z,+) C (Q,+) C (R,+) C (C, +).
(2) Soit n € Z. Alors nZ = {na, a € Z} est un sous-groupe de Z.

On connait en fait tous les sous-groupes de Z.

Proposition 1.5. Soit H un sous-groupe de Z. Alors il existe un unique n € IN tel que H =
n4.

Démonstration. Si H = {0}, le résultat est clair (on prend n = 0).

Supposons donc que H # {0}. Alors H contient un élément non nul, et quite a changer
son signe, on peut le supposer strictement positif (H est un sous-groupe de Z, doncsia € H,
alors —a € H). Soit alors n = min{a € H | a > 0} € IN*. Montrons que H = nZ.

Puisque n € H, on a évidemment nZ C H (récurrence et stabilité de H par passage a
I'opposé).

Démontrons que H C nZ. Soit a € H. On effectue la division euclidienne de a par n : il
existe (q,r) € Z x N tels que a = ng+ravec0 < r < n. Comme n € H,onang € H donc
r = a —nqg € H.Par minimalité de 7, on en déduit que r = 0. Donc a € nZ et finalement
H = nZ.

Enfin, vérifions 1'unicité de l'entier n € IN tel que H = nZ. C'est clair si H = {0}. Si
(n,m) € (IN*)? sont tels que nZ = H = mZ, alors n | m et m | n (dans IN*), ce qui donne
m = n et I'unicité de n. v

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 1.6. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

(1) Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'. En particulier
Im f = f(G) est un sous-groupe de G'.

(2) Si H' est un sous-groupe de G/, alors f~!(H’) est un sous-groupe de G. En particulier
Ker f = f~1({1¢/}) est un sous-groupe de G.

Démonstration. Exercice.
(1) Le sous-groupe H n’est pas vide donc f(H) n’est pas vide.
Soit (k, k') € f(H)? Nl existe (h,h') € H* tel que k = f(h) etk’ = f(I'). Alors k(kK')~! =
f(h)f(h)~ = f(h(h')71) € f(H) car h(W)~! € H.
Donc f(H) est un sous-groupe de G'.
Enfin, Im f = f(G) est donc un sous-groupe de G’ puisque G est un sous-groupe de G.
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(2)Ona f(1g) = 1¢ € H' donc 1 € f~1(H').
Soit (u,v) € (f~Y(H'))?. Alors f(u) € H' et f(v) € H' donc f(u)f(v)~' € H' et donc
f(uv~1) € H' car f est un morphisme de groupes. On en déduit que uv—! € f~1(H').
Donc f~1(H’) est un sous-groupe de G. Cest le cas en particulier de Ker f = f~1({1c/})
puisque {15/} est un sous-groupe de G'. v

IT CLASSES MODULO UN SOUS-GROUPE

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On définit une relation sur G :
xRy <= x 'ye H.

C’est une relation d’équivalence (exercice).
En effet :

> soit x € G. Alors x"'x = 1 € H (car H est un sous-groupe de G) donc xRx. Donc R est
réflexive.

> soit (x,y) € G? tel que xRy, c’est-a-dire x~'y € H. Alors, puisque H est un sous-groupe de G,
y~lx = (x"ly) 7! € H et donc yRx. Donc R est symétrique.

> soit (x,y,z) € G° tel que xRy et yRz, c'est-a-dire x 'y € H et y~'z € H. Puisque H est un
sous-groupe de G, il est stable par produit donc x 'z = (x~1y)(y~'z) € H et donc xRz. Ainsi,
R est transitive.

La classe d’équivalence d'un élément x pour la relation d’équivalence R est I'ensemble
xH = {xh | h € H} (exercice), qui est appelée classe a gauche modulo H de x.

Vérifions que xH est bien la classe d’équivalence de x. Sih € H, alors xhiRx car x ! - xh =
h € H, donc xH est contenu dans la classe d’équivalence de x. Réciproquement, soity € G
tel que yRx. Posons h = x~ 1y € H. Alors y = xh € xH.

La classe a gauche modulo H de x est souvent notée x. L'ensemble des classes a gauche
modulo H est noté G/ H.

Remarque. Deux classes a gauche modulo H ont le méme cardinal, qui est le nombre d’élé-
ments |H| de H lorsque H est fini. En effet, pour tout x € G l'application H — xH définie
par h — xh est une bijection, de bijection réciproque xH — H définie par y — x~1y.

Définition 1.7. (1) Soit G un groupe fini. L'ordre de G, noté |G|, est le cardinal de G.

(2) Soit H un sous-groupe de G. Si G/H est fini, l'indice de H dans G, noté [G : H], est le
cardinal de I"ensemble G/ H.

Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme 1.8 (Théoreme de Lagrange). Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de
G.Ona
|G| =[G : H] |H]|.

En particulier, I’ordre d"un sous-groupe divise 1’ordre du groupe.

Démonstration. Soit (x;);c; une famille de représentants distincts des classes a gauche mo-
dulo H.Ona G = Ujerx;H et ;HN xjH = @ sii # j. Alors card(I) = [G : H] et comme
|x;H| = |H| pour tout i € I, on trouve bien que |G| = card(I)|H| = [G : H||H]|. v

12



IIT SOUS-GOUPES NORMAUX

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Peut-on munir I'ensemble G/H d’une
structure de groupe induite par celle de G? La notion de sous-groupe normal permet de
répondre précisément a cette question.

Pour x € G,onnote xHx ! = {xhx™! | h € H} et Hx = {hx | h € H}.

Définition 1.9. Un sous-groupe H C G est dit normal dans G (ou distingué dans G) si pour
tout x € G,ona xHx~' = H. On note H < G lorsque H est normal dans G.

Remarques. (1) Pour montrer qu’un sous-groupe H est normal dans G, il suffit de montrer
que xHx~! C H pour tout x € G.
En effet, supposons que pour tout x € G ona xHx~! C H. On doit démontrer que pour
touty € G,ona H C yHy . Soitdoncy € G. Pourtouth € H,onak = y~lhy €
y~'Hy C H. On en déduit que h = yky ! € yHy ! et donc que H C yHy .

2QQH<«G < Vx e G, Hx = xH.

(=) Supposons que H est normal dans G. Fixons x € G. Soity € xH, alorsil existe h € H
tel que y = xh. Par hypothése ona xhx ! € xHx ! = Hdoncy = xh = xhx ! - x €
Hx etonaxH C Hx. L'autre inclusion se démontre de méme.

(<) Supposons que pour tout x € G ona xH = Hx. Soit x € G. Soit y € xHx L. Il existe
h € Htel quey = xhx~!'. Or xh € xH = Hx donc il existe k € H tel que xh = kx et
on en déduit que y = xhx~! = kxx~! = k € H et donc que xHx ! C H. On conclut
en utilisant la remarque (1).

Exemples. (1) On a toujours {15} <G et G<G.
(2) Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont normaux.

(3) Soit G un groupe et soit Z(G) = {x € G | Yy € G, yx = xy}. Alors Z(G) est un sous-
groupe normal (et abélien) de G, appelé le centre de G.

Les résultats suivants sont souvent utiles. Les preuves sont laissées en exercice.

Proposition 1.10. Soit G un groupe et soient H un sous-groupe de G et K un sous-groupe
de H.

(@) Si K< G alors K< H (mais H peut ne pas étre normal dans G).
(b) On peut avoir K < H et H < G sans que K ne soit normal dans G.

Démonstration. Exercice.

(a) Soitk € Ketsoith € H. Alors i € G donc par hypothese hkh~! € K. On en déduit que
K<H.

On a bien siir des exemples triviaux ott K < G mais H n’est pas normal dans G, par
exemple G = Sy, K = {id} <S4, H = {id; (1 2)}.

Autre exemple : G = Sq, K = V; = {id;(12)(34);(13)(24);(14)(23)} et H = V4 U
{(12);(34);(1423);(1324)}. Alors Vy<Sy, carsioc = (i j)(k £) € VyetT € S4
alors tot! = (i j)t t(k O)T! = (z(i) 7(j))(z(k) T(£)) € V4 (voir le lemme 5.2).
(Remarque : si on le vérifie sans le lemme 5.2, on peut se contenter de prendre les transpositions
pour T car elles engendrent Sy.) 1l faut vérifier que H est un sous-groupe de G (on peut
le vérifier directement ou par exemple anticiper et remarquer que H = V4L avec L =
{id; (12)} et V4 <« Sy et utiliser la proposition 1.33). Enfin, H n’est pas normal dans Sy car
(12) € Hmais (13)(12)(13)"!=(23) ¢ H.
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(b) On considere, dans Sy, les sous-groupes G = Ay (groupe alterné), H = V} et le sous-
groupe K = {id; (12)(3 4)}. On a vu ci-dessus que V; est normal dans S; donc dans Ay.
De plus, V, est abélien donc K est normal dans Vj. Cependant, K n’est pas normal dans
Agcar (123)(12)(34)(123)"1 =(14)(23) ¢ K. v

Proposition 1.11. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe tel que [G : H|] = 2. Alors
H<G.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans G. Il y a donc deux classes a gauche modulo H dans
G qui forment une partition de G; l'une d’elles est H, notons 'autre gH pourun g € G\ H.
On doit démontrer que pour tout x € G on a xHx~! C H. Démontrons-le d’abord pour
x=g.

Soity € gHg !. Posons y = ghg~ ' avech € H.On saitquey € Houy € ¢H.Siy € gH,
alors ¢~y € H donc hg™! = ¢7l¢hg™! = ¢~y € H, par conséquent ¢~ € H et enfin
¢ € H: on a obtenu une contradiction. Donc y € H et par suite gHg™ ' C H.

Soit maintenant x € G quelconque. Si x € H, il est clair que xHx~! C H. Supposons
donc que x € gH et posons x = g¢h pour un h € H. Soity € xHx~!, il existe k € H tel
que y = xkx~!. On en déduit que y = ghkh~'¢~! € ¢Hg¢~! C H. Finalement on a bien
xHx"! C H.

On a donc démontré que H est normal dans G. v

Proposition 1.12. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.
(1) Soit H' <« G’. Alors f~1(H') < G. En particulier Ker f < G.
(2) Soit H< G. Alors f(H) < f(G) = Im f.

Démonstration. Exercice.

(1) Soit (h,g) € F(H) x G. Alors f(ghg™") = f(9)f(1)f(g)"" € H' car f(h) € H' et
H'<G’,donc ghg~! € f~1(H’). Donc f~!(H') est normal dans G.

(2) Soit (¢', 1) € f(G ) X f(H). 1l existe donc (¢,h) € GXx Htelque g’ = f(g) eth’ = f(h).
On aalors ¢'h(¢") ™' = f(g)f(h)f(g)~! = f(ghg™!). Or H< G donc ghg™' € H et donc
¢'h(¢’)~! € f(H). Donc f(H) est normal dans f(G). v

Exercice. SoitSL, (C) = {M € GL,(C) | detM = 1}. Montrer que SL, (C) <GL,(C).

Correction. Le groupe SL, (C) est le noyau du morphisme de groupes det: GL,(C) — C*.11
est donc normal dans GL,(C). v

On répond maintenant a la question initiale.

Théoréme 1.13. Soient G un groupe et H < G. Soit m: G — G/ H la surjection canonique
qui associe a un élément x de G sa classe a gauche xH modulo H. Il existe sur G/H une
unique structure de groupe telle que 77 soit un morphisme de groupes.

Démonstration. Soit x € G, par définition 77(x) = xH. Puisque 7t doit étre un morphisme de

groupes, la seule structure possible est xH.yH = 7(x)7(y) = nt(xy) = xyH. On vérifie que

cette loi est bien définie (si xH = x'H et yH = y'H, alors xyH = x'y'H) et qu’elle fait de

G/ H un groupe (exercice).

> Soit (x,x',y,y') € G*tel que xH = x¥HetyH = y'H. Alors x 'x’ € Hety 'y € H.
Posons i = x 'x' etk = y~'y. On a donc ' = xh ety = yk donc (xy)~'(x'y) =
y~'x~lxhyk = y~'hyk. Or H est normal dans G, donc y~'hy € H et donc y~'hyk € H. On
en déduit donc que les classes de xy et de x'y’ sont les mémes, c’est-a-dire xyH = x'y'H.
Donc la loi est bien définie.
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> La loi est associative : (xH.yH).zH = xyH.zH = (xy)zH = x(yz)H = xH.(yH.zH) poru
tout (x,y,z) € G puisque la loi de G est associative.

> Il y a un élément neutre pour la loi, qui est H = 71(1); en effet, xH.H = (x1)H = xH =
(1x)H = H.xH pour tout x € G.

> Tout élément xH € G/H avec x € G posseéde un inverse dans G/H, qui est x 1 H.

Donc G/H est bien un groupe pour cette loi. De plus, il est clair que 7t est alors un mor-
phisme de groupes (la loi a été construite pour cela). v

Exemple. Soit n € IN". L'ensemble des classes (a gauche) modulo n dans Z est Z /nZ =
{0,...,n—1}.0Ona |Z/nZ| = n et la loi du groupe est définie par k + [ = k + I, pour tout
(k1) € Z2.

Remarque. Dans le théoréme précédent, on a H = Ker 7.

I1 découle donc des deux derniers résultats qu'un sous-groupe H d’un groupe G est nor-
mal dans G si, et seulement si, il existe un morphisme de groupes f: G — G’ tel que
H = Ker f.

Théoréme 1.14. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

1. (Théoréme de factorisation) Soit H < G tel que H C Ker f. Alors il existe un unique mor-
phisme de groupes f: G/H — G’ tel que f ot = f (ou w: G — G/H est la surjection
canonique).

G f

N 7G/

n G/Hmf

2. (Premier théoreme d’isomorphisme) Le morphisme f induit un isomorphisme
f:G/Kerf — Imf.

Démonstration. (1) Soity € G/H.Puisque 7 est surjectif il existe x € G tel que y = 7t(x). Par
hypotheése, on doit avoir f(y) = f(7(x)) = f(x). Nous devons donc poser f(y) = f(x)
pour un x € G tel que 77(x) = y. On en déduit en particulier que si f existe, il est unique.

Cependant, la définition de f semble dépendre du choix de x. Vérifions que ce n’est pas le
cas. Soit x’ € G tel que 7(x’) = y. Alors 7t(x) = 7r(x") donc x 'x’ € Ker m = H C Ker f,
donc 1 = f(x x') = f(x)"1f(x') et donc f(x) = f(x). On a vérifié que f est bien
définie.

Vérifions que f est un morphisme de groupes. Pour (x,x') € G* on a f(n(x)r(x')) =
f(rm(xx")) = f(xx') = f(x)f(x") = f(re(x))f(rt(x")) donc f est bien un morphisme de

groupes.

(2) On applique (1) & H = Ker f. On obtient donc un morphisme f: G/ Ker f — G/, qui
est par construction a valeurs dans Im f; de plus, pour tout y € Im f, il existe x € G
tel que y = f(x) = f(m(x)) donc f: G/ Ker f — Im f est surjective. Déterminons
maintenant Ker f. Soit y € Ker f, il existe x € G tel quey = 7(x) etonal = f(y) =
f((x)) = f(n(x)) = f(x) doncx € Kerf = H = Kermetdoncy = 7(x) = 1.Ona
donc Ker f = {1} et donc f est injective et par conséquent c’est un isomorphisme. v

Exercice. Montrer que GL,(C)/SL, (C) = C*.
Correction. On considéere le morphisme de groupes det: GL,(C) — C*. Il est surjectif (par

exemple, tout élément x € C* est I'image de (g I 0 1) ). Son noyau est SL,, (C). On en
e
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déduit donc grace au premier théoréme d’isomorphisme que det induit un isomorphisme
GL,(C)/SL, (C) = C*. v

Théoreme 1.15. (Théoreme de correspondance)

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe normal de G. Alors la surjection canonique
nm: G — G/H induit une correspondance bijective entre les sous-groupes de G contenant
H (resp. les sous-groupes normaux de G contenant H) et les sous-groupes de G/ H (resp. les
sous-groupes normaux de G/ H).

Démonstration. Soit K un sous-groupe de G avec H C K. Alors 71(K) = K/H est un sous-
groupe de G/H. Soit K* un sous groupe de G/H : alors 77~ !(K*) est un sous-groupe de G
qui contient H car H = w1 ({1g,4}).

De plus, si K< G, alors 71(K) < 7(G) = G/H, etsi K* <G/H alors 7 }(K*) 4 G.

Nous avons donc construit deux applications :

sous-groupes (normaux) de G contenant H % sous-groupes (normaux) de G/H
group v group

K +— n(K)=K/H
7 Y(K*) <+— K*

Vérifions que ce sont des bijections réciproques.

OnaK C 1 (7t(K)) = ®(¥(K)). De plus, soit x € 7! (7r(K)). Alors il existe y € K tel
que 7t(x) = 7t(y), donc x € yH. Comme H C K, ona x € K etainsi K = 77~ (7t(K)). Donc
Po¥ =id.

L'égalité K* = m(7r~1(K*)) provient de la surjectivité de 7 (c’est purement ensembliste).
Onadonc ¥ o ® =id.

On a bien les correspondances bijectives annoncées. v

Définition 1.16. Un groupe non trivial G est dit simple si ses seuls sous-groupes normaux sont
{1} et G.

Cette notion est importante pour la raison suivante. Supposons que 1’'on essaie de clas-
sifier les groupes finis par récurrence sur leur ordre. Si un groupe fini G n’est pas simple,
il contient un sous-groupe normal H tel que 1 < |H| < |G|, et on a aussi |G/H| < |G].
Alors, par hypothese de récurrence, on connait les groupes H et G/H, et on peut espérer
reconstruire G a partir de ces groupes (méme si c’est souvent difficile en pratique).

Les groupes simples sont les groupes auxquels on ne peut pas appliquer cette méthode, et
pour cette raison on les considére comme les «briques élémentaires» a partir desquelles on
construit les autres groupes.

IV PARTIES GENERATRICES, GROUPES CYCLIQUES

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 1.17. Soit G un groupe. Une intersection de sous-groupes de G (resp. de sous-
groupes normaux de G) est un sous-groupe de G (resp. un sous-groupe normal de G).

Démonstration. Exercice.
Soit (Hj)ic] une famille quelconque de sous-groupes de G. Posons H = ﬂ H;.
iel
Puisque H; est un sous-groupe de G pour touti € I, onal € H; pour toutidonc1 € H.
Soit (x,y) € H2. Alors, pour touti € I, ona (x,y) € H;. Puisque H; est un sous-groupe de
G, x !y € H; pour tout i € I. Donc x 'y € H et H est bien un sous-groupe de G.
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Supposons de plus que H; < G pour tout i € I. Soit (g,h) € G x H. Alors h € H; pour tout
i € I donc ghg! € H; pour touti € I et donc ghg~! € H. Donc H est normal dans G. v

Ce résultat permet d’introduire la définition suivante.

Définition 1.18. Soit G un groupe et soit S une partie de G. On note (S) l'intersection de tous
les sous-groupes de G contenant S. C’est un sous-groupe de G appelé sous-groupe de G engendré
parS.

Si G = (S), on dit que G est engendré par S.

La terminologie utilisée dans cette définition est justifiée par le résultat suivant, dont la
preuve est laissée en exercice.

Proposition 1.19. Le sous-groupe (S) est le plus petit sous-groupe de G qui contient S (au
sens ol tout sous-groupe de G qui contient S contient (S)), et

(S)={x1-+-xy | x; € Soux; ! €S}.

Démonstration. Exercice.

> Soit {H; | i € I} 'ensemble des sous-groupes de G contenant S. Alors (S) = (| H; par
iel
définition.
Soit H un sous-groupe de G contenant S. Alors H est I'un des H; donc (S) C H. Par
conséquent, (S) est bien le plus petit sous-groupe de G contenant S.

> Notons H = {x1...x, | x; € Sou xi_1 € S}. C’est une partie de G qui contient S et qui
en particulier n’est pas vide. Vérifions que c’est un sous-groupe de G. Soit (u,u’) € H>.
Alors on peut écrire . = xq - - - x, et u’ = x} - - - x}, avec, pour tout (i, ), x; € S ou xi_1 €S
et x; € Sou (x’)].*1 € S.On en déduit que u~'u’ = x;;1 -+ x;'x} - - - x), € H car chaque
facteur ou son inverse est dans S. Donc H est un sous-groupe de G, qui contient H et
d’apres la premiere partie de la démonstration on en déduit que (S) C H.
Soit maintenant u € H et posons u = xp - - - x,, avec, pour tout 7, x; € S ou x;l € S.0n
rappelle que (S) est un sous-groupe de G contenant S. En particulier, pour tout i on a
x; € (S) (six; € S ’estimmédiat etsix; ' € Salors x; ' € (S) doncx; = (x; 1)~ € (S)).

On en déduit donc que u € (S) et donc que (S) = H. v

Exemples. (1) Soit n € IN*. Le groupe multiplicatif y, des racines n-iémes de 'unité (com-
plexes) est engendré par {w}, ol w = e, puisque 1, = {wf | k € Z}.

(2) On rappelle que le groupe diédral D, est le groupe des isométries du plan affine eucli-
dien qui conservent un polygone régulier a n sommets. On a

Dn:{rksf|o<k<n—1,0<£<1}

: 2 :
ou r est la rotation d’angle " et de centre O, l'isobarycentre des sommets du polygone,

et s est la symétrie orthogonale par rapport a une droite passant par un sommet et par O.
On a les relations suivantes : ¥ = 1, s2 = 1 et srk = "~ kg,

La description des éléments de D, montre que le groupe diédral D, est engendré par
{r,s}.

En effet, il est clair que D, C ({r,s}). De plus, tout élément de ({r,s}) peut s’écrire sous
la forme r*s? grace a la relation sr* = r"~Ks. On effectue les divisions euclidiennes de u
parnetdevpar2, quis’écriventu = gn+ketv =2t +lavecO0<k<n—-1let0< /<L
On en déduit que r*s? = (r")1rk(s?)!s = 1k’ € D,,.
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De plus, D, est d’ordre 2n. En effet, I'écriture d'un élément de D, sous la forme rkst
avec 0 < k < net0 < £ < 1 est unique donc ces éléments sont deux a deux distincts.
Supposons le contraire, il existe alors k' € [0;1 — 1] et £/ € {0,1} tels que r*s* = r¥'s”".
Si ¢ # ¢, on peut supposer par exemple que ¢ = 0 et £/ = 1 et on a alors * ¥ = s;
mais s est une isométrie indirecte et 7% est une isométrie directe, on a donc obtenu une
contradiction. Donc ¢ = ¢’ et on en déduit que ¥ = r¥ donc k = k' car r est d’ordre .

Le résultat suivant est souvent utile. La preuve est laissée en exercice.

Proposition 1.20. Soit f: G — H un morphisme de groupes et S une partie de G. Alors

f(8)) = (£(S))-

Démonstration. Exercice.

Puisque (S) est un sous-groupe de G, son image f((S)) est un sous-groupe de H. De plus,
S C (S) donc f(S) C f((S)). On en déduit que (f(S)) est un sous-groupe de f((S)).

Soit maintenant y € f((S)). Il existe x € (S) tel que y = f(x). On peut donc écrire
X = x1- X, avec, pour touti, x; € Soux; ' € S.Onaalorsy = f(x1)--- f(x;) avec,
pour tout i, f(x;) € f(S) ou f(x;)™' = f(x;!) € f(S), doncy € (f(S)) et par conséquent
f(S)) = {f(S)- v

Si S = {x}, onnote (x) = ({x}) etona (x) = {x" | n € Z}.

Définition 1.21. Soit G un groupe et soit x € G. On dit que x est d’ordre fini s’il existe n € IN*
tel que x™ = 1. L’ordre de x, noté o(x), est alors le plus petit entier n € IN* tel que x" = 1.

Remarque. L'élément neutre est le seul élément d’ordre 1 d'un groupe.

Exemple. Soit G un groupe fini et soit x € G. Alors x est d’ordre fini avec o(x) < |G|. En
effet si n = |G|, le sous-ensemble {1, x,...,x"} de G posséde nécessairement deux éléments
égaux : il existe (i,j) € [0;n]? aveci > j tel que x' = x/, ce qui donne x'/ = 1 avec
0 <i—j< n doulerésultat.

Le résultat suivant donne les principales propriétés de 1’ordre d"un élément.

Proposition 1.22. Soit G un groupe et soit x € G.
(1) Soit m € IN* tel que x™ = 1. Alors x est d’ordre fini et o(x) | m.
(2) Si x est d’ordre fini, alors |{x)| = o(x).

(3) Si G est fini, alors x/°l = 1 et o(x) | |G|.

Démonstration. (1) On effectue la division euclidienne de m par o(x), il existe donc des en-
tiers g et r avec 0 < r < o(x) tels que m = o(x)g +r. Alors 1 = x™ = (x°¥))ix" = 7,
donc r = 0 et on a le résultat.

(2) Posons n = o(x). Montrons que {1, x,...,x" "'} = (x). Linclusion {1,x,...,x"" 1} C (x)
est claire. Soit a € (x), alors a = x™ pour m € Z. La division euclidienne de m par n dans
Z donnem = nq+r,avec0 < r < n.Donca = x™*" = (x")Ix" = x"eta € {1,...,x""1}.
Finalement il est clair, puisque o(x) = 1, que I’ensemble {1, x,...,x" 1} posséde bien n
éléments distincts.

(3) On sait que o(x) = |(x)| donc le théoreme de Lagrange assure que |G| = o(x)m pour un
m € IN*. Alors x/6| = (x0())ym =1, v
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On étudie maintenant le produit d’éléments d’ordre fini. On ne peut rien dire en toute géné-
ralité, mais on a le résultat suivant.

Proposition 1.23. Soient a et b des éléments d’ordres finis d"un groupe G tels que ab = ba.

(1) ab est d’ordre fini avec o(ab) | ppcm(o(a),o(D)).
(2) Si (a) N (b) = {1}, alors o(ab) = ppcm(o(a),o(b)).
(3) Si pged(o(a),o(b)) =1, alors o(ab) = o(a)o(b).

(4) Soit r € N. Alors o(a’) = %.

Démonstration. Comme ab = ba, on a (ab)™ = a™b™ pour tout entier m. Notons p = o(a),

g =o(b).

(1) Soit 4 = ppcm(p, q), alors il existe des entiers r et s tels que ¢ = rp = sq. On a donc
(ab)* = (aP)"(b7)° =1, donc ab est d’ordre fini et o(ab) | u.

(2) Soit m € IN* tel que (ab)™ = 1. Alorsa™ = b~ € (a) N (b) = {1}, donca™ =1etb™ =1
et donc p | metq | m; on en déduit que m est un multiple de p et de g et donc que u | m.
On applique cela a m = o(ab), et on conclut en utilisant (1).

(3) (a) N (b) est un sous-groupe de (a) et de (b), donc |(a) N (b)| divise a la fois |(a)] et |(b)]
qui sont premiers entre eux. Ainsi (a) N (b) = {1} et on applique (2) (avec ppcm(p, q) =
pa)-

(4) Soit d = pged(p,r). Posons p = dp’ et r = dr’ avec (p/,7') € (N*)? et pged(p/,7') = 1.
Ona (a")F = a®'?" = (aP)" =1, donco(a") | p'. Soit m € N* tel que (a’)" = 1. Alors p
divise rm, donc en divisant par d on obtient p’ | ¥'m donc d’apres le lemme de Gauss, p’
divise m. En appliquant cela a m = o(a"), on en déduit que p’ divise o(a") et finalement
queo(a”) =p' = §. v

Exercice. Donner un exemple de groupe G contenant des éléments d’ordres finis a et b tels
que ab ne soit pas d’ordre fini.
Voir travaux dirigés

Correction. > Dans l'espace euclidien IR?, soit s; (resp. sp) la symétrie orthogonale par rap-
port a la droite D1 = vect{u;} (resp. Dy = vect{uy}). Soit 6 = 27tx 'angle (up, u1) avec
x € R. Alors s 0 s; est la rotation r d’angle 26.

Les symétries s; et s, sont d’ordre 2, fini. Cependant, r est d’ordre fini si, et seulement si,
20 (ou, ce qui revient au méme, 0) est un multiple rationnel de 277 (c’est-a-dire que x € Q).

Il suffit donc de choisir x € R\ Q.
> Exemple plus concret : dans GL,(IR), les matrices A = ((1) (1)) et B = (1(/)2 é) sont d’ordre
2, mais AB = (162 8) est d’ordre infini. v

On s’intéresse maintenant aux groupes dont la structure est la plus simple possible, a
savoir les groupes monogenes.

Définition 1.24. Un groupe est dit monogéne s'il est engendré par un de ses éléments. 1l est dit
cyclique s’il est monogene fini.

Remarque. Soit G un groupe monogene, posons G = (x). Soit H un groupe. Tout mor-
phisme de groupes f: G — H est entierement déterminé par f(x).
En effet, on sait que G = {x* | k € Z}, et si f est un morphisme de groupes on doit avoir

f(x%) = f(x)¥, donc il suffit de connaitre f(x) pour connaitre f.
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Exemples. (1) Le groupe (Z, +) est monogene (de générateur 1).

(2) Pour n € IN*, le groupe Z/nZ est cyclique d’ordre n, engendré par 1.

(3) Pour n € IN*, le groupe i, des racines n-iemes de 1'unité (complexes) est cyclique d’ordre
n, engendré par w = e,

Les exemples présentés plus haut fournissent une liste compléte des groupes monogenes.

Théoréme 1.25. (Classification des groupes monogeénes) Soit G un groupe monogene.
(1) Si G est infini, alors G est isomorphe a Z.

(2) Si G est cyclique (fini), alors il existe n € IN* (n = |G|) tel que G soit isomorphe & Z/nZ.

Démonstration. Soit x € G un générateur de G et soit f: Z — G le morphisme de groupes
défini par f(k) = x* pour tout k € Z. Alors f est surjectif. Puisque Ker f est un sous-groupe
de Z, il existe n € IN tel que Ker f = nZ. Ainsi le théoréeme d’isomorphisme assure que f
induit un isomorphisme Z/nZ = G.

Par conséquent, G est fini si, et seulement si, n # 0, et on a le résultat voulu. v

Notations. Pour n € IN* on note C;, «le» groupe cyclique multiplicatif d’ordre n (il est donc
isomorphe au groupe additif Z/nZ).

Si x est un générateur de C,, ona C, = {1,x,...,x" 1}, avec x" = 1 et x' # 1 pour
1<i<n—1.

Proposition 1.26. Soit n € N* et soit C, = {1,x,...,x" "'} le groupe cyclique d’ordre n.

(1) Pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe de C,, d’ordre d; ce sous-groupe
est cyclique, engendré par x¥ avec k = .

(2) Les générateurs de C,, sont les éléments x* avec pged(k, n) = 1.
& p&

o)
pged(o(x) k)
n n

eIy = T = d, donc (a) est un sous-groupe de C, d’ordre d, et il est cyclique.

Supposons que H soit un sous-groupe de C, d'ordre d. Soit m =
min{¢ € [1;n—1] | x* € H}. Alors (x™) C H. Soit maintenant x' € H un élément
quelconque. Il existe des nombres entiers g et r avec 0 < r < m tels que t = qm +r.
On a alors x! = (x™)7x" donc x” € H et par définition de m on doit avoir » = 0. Donc
xt € (x™) etdonc H = (x™).

n dk

En particulier, x™ est d’ordre d = |H|. On a aussi o(x™) = = , donc
pged(n,m) pged(n,m)

pged(n,m) = k et en particulier k divise m. On en déduit que x™ € (x¥), donc H C (x*)
et finalement H = (x*) puisque les deux groupes ont le méme cardinal.

k

Démonstration. (1) Soitd un diviseur de n et soita = x* aveck = 4. Alorso(a) =

(2) Un élément x* de C,, engendre C, si, et seulement si, o(x*) = n. Puisque o(xk) = oae J’(n’k) ,

on en déduit que xk engendre C, si, et seulement si, pgcd(n, k) =1. ve

Théoréme 1.27. (Classification des groupes d’ordre premier) Soit G un groupe d’ordre p
premier. Alors G = Z/pZ.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Par hypothese, |G| = p > 2, donc il existe x € G avec x # 1. Alors |(x)| divise |G| = p
par le théoreme de Lagrange, donc puisque p est premier, |(x)| = p = |G| et donc G = (x).
Ainsi G est cyclique et le théoreme précédent permet de conclure. v
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Théoréme 1.28. Soit G un groupe qui n’est pas trivial. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) G ne possede pas de sous-groupe propre.
(2) L'ordre de G est un nombre premier.

(3) G est cyclique d’ordre premier.

Démonstration. L'implication (3) = (2) est évidente et 'implication (2) = (1) est une consé-
quence immédiate du théoreme de Lagrange.

Montrons (1) = (3). Puisque G n’est pas trivial, il existe x € G avec x # 1. Le sous-
groupe (x) nest pas réduit a {1}, donc (x) = G par (1). Donc G est monogene. Puisque Z
contient des sous-groupes propres, il suit du théoreme 1.25 que G = Z/nZ pour unn € IN*.
Si n n’est pas premier, alors il existe (a,b) € N> aveca > 1etb > 1 tels que n = ab. Alors
X" #£1lcarl <a<n (x") =1et |[{(x")| = o(x*) < b < n, donc (x) est un sous-groupe
propre de G, ce qui contredit (1). Ainsi 1 est premier. v

Corollaire 1.29. Soit G un groupe abélien. Alors G est simple si, et seulement si, il existe un
nombre premier p tel que G = Z/pZ.

Démonstration. Dans un groupe abélien tous les sous-groupes sont normaux donc le théo-
réme est une conséquence directe du théoreme précédent. v

On termine le paragraphe par un résultat trés utile pour construire des morphismes de
groupes.

Théoréme 1.30. Soient G un groupe cyclique d’ordre n € IN*, x un générateur de G, H un
groupe et h € H tel que h" = 1. Alors il existe un unique morphisme de groupes f: G — H
tel que f(x) = h.

Démonstration. Soient u: Z — G et v: Z — H les morphismes de groupes définis par
u(k) = xF et v(k) = h* pour tout k € Z. Puisque x engendre G, u est surjectif, et puisque
o(x) = nonaKeru = nZ, donc par le premier théoreme d’isomorphisme u induit un
isomorphisme ii: Z/nZ — G tel que ii(1) = x.

Puisque h" = 1, on a nZ C Kerv donc d’apres le théoréeme de factorisation v induit un
morphisme de groupes ¢: Z/nZ — H tel que 5(1) = h.

Alors f =7ou ': G —» H est un morphisme de groupes tel que f(x) = h.

L'unicité provient du fait que G = (x) (voir la remarque page 19). v

V PRODUIT DIRECT DE GROUPES

Il s’agit ici de décrire une opération qui permet construire de nouveaux groupes a partir
d’anciens : le produit direct de groupes.

Définition-Proposition 1.31. Soient G et Gy deux groupes. Alors l'ensemble G1 X Gy, muni de
la loi :

(x1,%2)-(y1,y2) = (x1y1,%2y2), V(x1,11) € GF,V(x2,42) € G5,
est un groupe. L'élement neutre est (1g,,1,) et l'inverse d'un élément (x,y) est (x~1,y1). Le

groupe obtenu, noté Gy x Gy, est appelé le produit direct (ou tout simplement produit) de Gy par
Ga.

On s’intéresse tout d’abord au produit direct de groupes cycliques.
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Théoreme 1.32. (Théoreéme chinois) Soient 1, m € IN*. Alors
Z/nZ xZ/mZ =Z/nmZ <= pgecd(n,m)=1.

Démonstration. On va utiliser les notations multiplicatives. On doit donc
montrer :
Cu X Cpy = Cpyyy <= pged(n,m) = 1.

Soient x un générateur de C, ety un générateur de C,,. Calculons o((x",y*)) pour (r,s) € IN2.
Soienta = (x,1) etb = (y,1).On a (x",y°) = a'b® avec a"b® = b°a" et (a") N (b°) = {1}. On
peut donc appliquer la proposition 1.23 :

e . o o(a) o(b)
o((+", %)) = ppem(o(a"), (b)) = Ppcm(pgcdw(a),r)’ pgcd<o<b>/s>>

— oem n m
— PP pged(n,r)” pged(m,s) )
Par conséquent, si pged(n,m) = 1 onao((x,y)) = ppem(n,m) = nm, et puisque |C, X
Cm| = nm, ce groupe est cyclique (engendré par (x,v)).
Réciproquement si C; X Cy = Cyyy, il contient un élément (x", y°) d’ordre mn. Ainsi nm =
ppcm(pgcc’l“(n,r), ngC?Zm,S)> < ppem(n,m) < nm et donc ppem(n, m) = nm et pged(n, m) =
v

Remarque. Supposons que pged(n,m) = 1. On peut donner un isomorphisme explicite
Z/nZ xZ/mZ — Z/nmZ.

Pour k € Z, notons 7ty: Z — Z/kZ la projection canonique. Soit f: Z — Z/nZ x Z./ mZ
le morphisme de groupes défini par f(x) = (71, (x), T (x)).

Puisque f(nm) = (0,0), on a nmZ C Ker f. De plus, soit x € Ker f, alors 7t,(x) = 0 donc
n | x et de méme m | x, donc puisque pged(n,m) = 1 on en déduit que nm | x et donc que
x € nmZ. Finalement, Ker f = nmZ.

Soit maintenant t = (7, (a), T (b)) € Z/nZ x Z/mZ un élément quelconque, avec
(a,b) € Z2. Puisque pgcd(n,m) = 1, d’apres le théoreme de Bézout il existe (u,v) € Z?
tel que un + vm = 1. Soit x = unb + vma. Alors

x=unb+ (1—un)a=un(b—a)+a
= (1—ovm)b+ovmb=ovm(a—"b)+0b
donc f(x) = (7tu(x), Tm(x)) = (7ta(a), mm(b)) = t, donc f est surjectif.

Alors, par le premier théoreme d’isomorphisme, f induit un isomorphisme f 1 Z/nmZ —
Z/nZ X Z./mZ.

Il est défini par f(7tym(x)) = (7n(x), Tm(x)) et sa bijection réciproque est donnée par
FY(mtu(a), T (b)) = (mtym(unb + vma)) ot (u,v) € Z2 est tel que un +vm = 1.

On peut également démontrer la réciproque du théoréme en travaillant avec les groupes additifs.

Supposons qu’il existe un isomorphisme ¢: Z/nmZ. — Z./nZ x Z./mZ. On doit démontrer
que pged(n, m) = 1.

Notons & = Yo myy: Z — Z/nZ x Z/mZ, soient p1: Z/nZ x Z/mZ — Z/nZ et
p2: Z/nZ x Z/mZ — Z/mZ les projections sur chacune des composantes et soient &1 = p; o a
pour i € {1,2}. On vérifie facilement que

> Kera = Ker(7) = nmZ (car  est injectif);
> Ker(a) = Ker(aq) NKer(ay);

> v est surjectif (composée de deux surjections), Ker ay est un sous-groupe de Z, donc de la forme
uZ avec u € Z, donc grice au premier théoreme d’isomorphisme on a un isomorphisme Z./uZ. =
Z./nZ, donc ces deux groupes ont le méme ordre, ¢’est- a-dire que u = n et finalement Ker(aq) =
n#z.
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On en déduit que nmZ = Ker(x) = nZ NmZ, donc ppcm(n, m) = nm et donc pged(n,m) = 1.

Soient G1 et G, deux groupes. Alors G; est naturellement isomorphe au sous-groupe G; x
{1} de G1 x G; et G; est naturellement isomorphe au sous-groupe {1} x G, de G1 x Gy.

On se pose alors naturellement la question suivante : si G est un groupe et si H et K sont
des sous-groupes de G, quand a-t-on G = H x K?

La réponse sera fournie par le théoréme 1.34.

Notation. Soit G un groupe et soient H et K des parties de G. On pose HK = {hk | h €
H, k € K}.

Proposition 1.33. Soit G un groupe et soient H et K des sous-groupes de G.

(1) Si H et K sont finis, alors |HK| = %

(2) HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
(3)Si H< G ou K<G, alors HK est un sous-groupe de G.
(4) Si H < G et K< G, alors HK est un sous-groupe normal de G.

Démonstration. (1) On considere 'application m: H x K — HK, (x,y) — xy, qui est surjec-
tive par définition de HK.
Soit R la relation d’équivalence sur H x K définie par (x,y)R(x',y') <= xy = x'y/.On
note cl(x,y) la classe de (x,y) € H x K pour R.
Puisque m est surjective, elle induit une bijection (H x K) /R = HK (la classe d’équiva-
lence cl(x,y) est ’ensemble des antécédents de xy). Soient (x;, ¥;)1<i<, les représentants
distincts des diverses classes d’équivalence pour R, on a donc H x K = []i_; cl(xj,v;)
(réunion disjointe) et |(H x K)/R| = |HK| =r.
Soit (x,y) € H x K, déterminons le cardinal de cl(x, ). On construit une bijection

c(x,y) — HNK
(& y) — =y ()
(xt,t7ly) «—it
Ainsi |H||K| = |H x K| = r|[HN K| = |[HK||HNK].
(2) > Supposons d’abord que HK est un sous-groupe de G et montrons que HK = KH.

Soit x € HK, alors x~! € HK puisque HK est un sous-groupe de G. Donc il existe
(h,k) € H x K tel que x~! = hk. On en déduit que x = (hk)~! = k~'h~! € KH. Donc
HK C KH.
Pour l'autre inclusion, on remarque que H et K sont contenus dans HK donc, puisque
le sous-groupe HK est stable par produit, KH C HK.

> Supposons que HK = KH et montrons que HK est un sous-groupe de G. Soient x; et
x, deux éléments de HK. Il existe donc (hy, k1, ho, ko) € (H x K)? tel que x; = hqk; et
Xo = hzkz.
Onax;! =k 'h' € KH = HK.
De plus, k1hy € KH = HK donc il existe (1, k') € H x K tel que kih, = K'k’, donc
X1X2 = hikihok, = hlh’k/kz € HK.
Donc HK est un sous-groupe de G.

(3) Supposons que H < G. D’apreés (2), on doit démontrer que HK = KH.

Soit x € HK, il existe (h,k) € H x K tel que x = hk. Puisque H < G, on sait que k~'hk €
H, donc k~!'x € H et donc x = k(k~'x) € KH. Donc HK C KH. L'autre inclusion se
démontre de la méme maniere.
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Si K < G, en échangeant les roles de H et K on en déduit que KH est un sous-groupe de
G et d’apres (2) HK = KH est donc un sous-groupe de G.

(4) Supposons que H < G et K < G. On sait d"apres (3) que HK est un sous-groupe de G. Soit
x € HK et soit ¢ € G. Il existe (h,k) € H x K tel que x = hk. On a alors gxg~! =
ghg~lgkg™' € HK car ghg™! € Het gkg™! € K. Donc HK < G. v

Le résultat qui suit est souvent utile dans les résultats de classification.

Théoreme 1.34. (Caractérisation du produit direct)
Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes de G. Supposons que :
(1) G = HK,
@ HNK = {1},
3) HaGetK«G.

Alors G est isomorphe au produit direct H x K.

Démonstration. Montrons que 1’application m: H x K — G définie par m(x,y) = xy pour
tout (x,y) € H x K est un isomorphisme de groupes.

On commence par remarquer que pour tout (h,k) € H x K on a hk = kh. En effet,
hkh='k=1 = (hkh=1)k=' € K car K< G et hkh~'k~! = h(kh~'k~1') € H car H< G, donc
hkh=1k~' € HNK = {1} et donc hkh 1k~ ! = 1.

Vérifions que m est un morphisme de groupes. Soient (h, k) et (h', k") deux éléments de
H x K. Alors en utilisant ce qui précede on a

m(h, K)ym(l, k') = hki'k' = hi'kk' = m(hi, kK').

L’application m est surjective par hypothese (1).
Enfin, soit (h,k) € Kerm. Alors hk = 1donch =k~ ' € HNKetdonch =1letk ! =1et
on en déduit que (h,k) = (1,1). Donc Kerm = {(1,1)} et donc m est injective. v

Voici des exemples d’application des résultats de ce paragraphe.

Exercice. Soit G un groupe fini contenant des sous-groupes normaux H et K tels que |G| =
|H||K| et pged(]H|, |[K|) = 1. Montrer que G = H x K. Voir travaux dirigés

Correction. Puisque pged(|H|, |[K|) = 1, grace au théoréme de Lagrange on obtient |H N K| =
1donc HNK = {1}.

HI||K
On a alors |HK| = [HIK]

k= HIIK = |G| done

Enfin, H < G et K < G par hypothese.
Donc G = H x K. v

Exercice. Montrer que si G un groupe abélien fini non trivial tel qu’il existe un nombre
premier p tel que x? = 1 pour tout x € G, alors il existe n € IN* tel que |G| = p" et
G = (Z/pZ)" (on pourra raisonner par récurrence sur |G|).

Remarque. Si p = 2, et si G est un groupe fini tel que x> = 1 pour tout x € G, alors G est
automatiquement abélien. Voir travaux dirigés

Correction. Remarquons que pour tout x € G avec x # 1, onao(x) = pet (x) = Z/pZ.
Nous allons démontrer les deux points séparément.

> Montrons que 'ordre de G est une puissance de p, par récurrence sur |G|. Notons que G
n’est pas trivial donc |G| > 2.

4 Initialisation. Si |G| =2, ona p = 2et |G| = 2.

24



+ Hérédité : soitd € IN*, d > 3 tel que |G| = d et tel que pour tout groupe fini abélien non
trivial H tel que |H| < d et x? = 1 pour tout x € H, il existe n € IN* tel que |H| = p".
Soit x € G avec x # 1. Alors (x) est normal dans G car G est abélien et la projection
canonique 77: G — G/ (x) est un morphisme surjectif de groupes abéliens de noyau
(x), donc |G| = |(x)||G/(x)]. Or |(x)| = pet|G/(x)| < |G| donc soit G/(x) = {1}
soit, par hypothese de récurrence, il existe n € IN* tel que |G/ (x)| = p". Dans les deux
cas, il existe n € N tel que |G/ (x)| = p™.

On en déduit finalement que |G| = p"*! avecn + 1 € IN*.
> Démontrons par récurrence sur n € IN* tel que |G| = p" que G = (Z/pZ)".

4 Initialisation. Si n = 1, alors |G| = p premier et on sait que G = Z/pZ.

+ Hérédité. Soit n € IN* avec n > 2 tel que pour tout groupe abélien H d’ordre p"~! tel
que |H| < netx? = 1pourtoutx € Hona H = (Z/pZ)" 1.

Soit x € G avec x # 1. Soit L = (x) = Z/pZ. Comme G est abélien, L < G.
Alors |G/L| = p" ! donc par hypothése de récurrence il existe un isomorphisme
a: G/L — (Z/pZ)"'. Notons = : G — G/L la projection canonique. Pour tout i
entier avec 1 < i < n—1,soite; = (0,...,0,1,0,...,0) € (Z/pZ)" ! avec 1 en ii®™e
position. Alors {a~!(e;),...,a 1(e,_1)} engendre G/L car « est un isomorphisme.
Pour tout i, choisissons g; € G tel que 7t(g;) = a~!(e;), on a donc 7w({g1,...,8u_1)) =
(re(g1), ..., m(gn-1)) = (@ er),...,a " (e,1)) = G/L.
Ainsi, comme 7T est surjectif, H = (g1,...,8n—1) est un sous-groupe de G d’ordre au
moins |7t(H)| = |G/L| = p"~!. De plus, G est abélien et z¥ = 1 pour tout z € G donc
H={g' g 1]0<u;<p—1},donc|H| <p" !donc|H|=p" L
Montrons que G = H x L. Puisque G est abélien, les sous-groupes H et L sont normaux
dans G. De plus, x est d’ordre p donc |L| = p et donc |H||L| = p"~! - p = p" = |G]|.
Il reste donc & vérifier que HNL = {1}. Soity € HN L. Alors n(y) = 1. Puisque
y € H on peut écrire y = g{"'---g'"7 avec u; € [0;p — 1] pour tout i. On a donc
0=a(l) =a(n(y)) = ' ue; = (Uy,...,U,—_1), donc #; = 0 dans Z/pZ pour tout
i,donc p | u; pour tout i et donc u; = 0 pour touti. On obtienty = 1. Donc HNL = {1}.
Onendéduitque G X H x K= (Z/pZ)" ' x Z/vZ = (Z./ pZ)".

> Remarque finale : cas p = 2. Soit G un groupe fini tel que pour tout x € G on a x*> = 1.

Notons que pour tout x € Gonadoncx = x~".

Soit (x,y) € G2. Alors xyx~1y~! = xyxy = (xy)? = 1 donc xy = yx.

Donc G est abélien. v

Exercice. Soit G un groupe abélien d’ordre pg ol p, g sont des nombres premiers distincts.
Montrer que G = Cp,. Voir travaux diriges

Correction. D’apres le théoréme de Lagrange, pour tout x € Gonao(x) € {1,p,49,pq}.

> S'il existe un élément x € G d’ordre pg, alors |(x)| = pg = |G| et (x) C G donc G = |x]
est cyclique d’ordre pq donc G = Cpy.

> Supposons que G contienne deux éléments x et y de G tels que o(x) = peto(y) = g.
Notons H = (x) et K = (y). Ona H = C, et K = C, puisque p et g sont premiers.
Puisque G est abélien, H et K sont normaux dans G.
De plus, |G| = pg = |H||K| et pged(|H|, |K|) = pged(p,q) = 1 donc d’apres un exercice
précédent, ona G = H x K= Cp, x C,.
Finalement, d’apres le théoreme chinois, G = Cy,.
Notons que G contient donc aussi un élément d’ordre pg.

Autre méthode : on démontre directement que xy est un élément d’ordre pg. En effet, G
est abélien donc xy = yx et donc o(xy) = ppem(o(x),0(y)) = ppecm(p,q) = pgcar petq
sont premiers entre eux. Donc G contient un élément d’ordre pg = |G|, donc G = Cp,.
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> Si nous ne sommes pas dans les cas précédents, alors soit x¥ = 1 pour tout x € G, soit
x7 = 1 pour tout x € G. Mais alors, d’apres 1'exercice précédent, |G| est une puissance
d’un nombre premier (p ou g) et on a obtenu une contradiction.

Donc G = Cp,. v

On conclut cette partie avec des applications du premier théoréme d’isomorphisme, que
I'on rappelle ici car elles sont classiques.

Théoreme 1.35. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe normal de G et soit K un sous-
groupe de G.

(1) (Deuxieme théoréme d’isomorphisme) Alors H N K est un sous-groupe normal de K et
H est un sous-groupe normal de HK etles groupes K/ H N K et HK/ H sont isomorphes.

(2) (Troisiéme théoreme d’isomorphisme) On suppose de plus que K est normal dans
G et que H C K. Alors K/H est un sous-groupe normal de G/H et les groupes
(G/H)/(K/H) et G/K sont isomorphes.

Démonstration. Voir travaux dirigés

(1) Puisque H < G, on sait que HK est un sous-groupe de G et que H < HK. De plus, H N K <K.
Donc les quotients sont bien des groupes. On considere le morphisme de groupes naturel
f: K — HK — HK/H. Alors f est surjectif, car pour tout (1, k) € H x Kona hk = k dans
HK/H (on a k~'hk € H car H < K). De plus, il est facile de vérifier que Ker f = H N K.
On conclut avec le premier théoréme d’isomorphisme.

(2) Soit t: G — G/ H la surjection canonique. Vérifions d’abord que les quotients sont bien
des groupes. On a H < G et K< G par hypothese. On sait que H < K. Il reste a vérifier que
K/H est normal dans G/H. Or K < G donc 7(K) < 7t(G) par la proposition 1.12 et donc
K/H<G/H.

Soit 7': G/H — (G/H)/(K/H) la surjection canonique. Alors 7’ o 7m: G —
(G/H)/(K/H) est un morphisme de groupes surjectif. On vérifie facilement que
Ker(7r' o 1) = m~1(K/H) = K (théoréme de correspondance) et on conclut avec le pre-
mier théoreme d’isomorphisme. v

VI SUITES EXACTES

Définition 1.36. Soient G, H et K trois groupes. Soienti: H — Get p: G — K deux morphismes
de groupes. On dit que la suite de morphismes
1+HLHGhK—1
est une suite exacte de groupes si les conditions suivantes sont vérifées :
(i) i est injectif,
(ii) p est surjectif,

(iii) Imi = Ker p.

Remarque. Le groupe H est isomorphe a Imi et Imi = Ker p est nécessairement normal
dans G, donc H est isomorphe a un sous-groupe normal de G.

Exemples. (1) Soient G = Cg = (g), H = C; = (a) aveca = g* et K = C4 = (k). Soit
i: H— Glinclusion (on a donc i(a) = g*) et p: G — K défini par p(g) = k.

Alorslasuitel — H & G ﬁ> K — 1 est exacte.
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En effet, il est clair que i est injectif et, puisque k engendre K, que p est surjectif. On a
également poi(a) = p(g*) = k* = 1doncImi C Ker p (notons que Imi = (i(a)) = (g*)).
Enfin, soit x € Kerp. Il existe n € Z tel que x = ¢" etonal = p(x) = p(g)" = k" donc
n = 4m est multiple de 4 et donc x = ¢*" = i(a)™ = i(a™) € Imi. Donc Ker p = Imi.

(2) Soient G1 et G, deux groupes. Soiti: G — Gj X Gy le morphisme défini par i(x) = (x,1)
pour tout x € Gy et soit p: G X G — G le morphisme défini par p(x1, x2) = xp pour
tout (x1,x2) € Gy X Gp.

Alors la suite 1 — Gy - Gy x Gy ©» G, — 1 est une suite exacte.

En effet, il est évident que i est injectif et p est surjectif, et que poi = 1 donc Imi C Ker p.
Enfin, soit (x1,x) € Kerp, alors x, = 1 donc (x1,x2) = (x1,1) = i(x1) € Imi donc
Kerp = Imi.

Proposition 1.37. Soit1 — H — G Py K — 1 une suite exacte de groupes.

Alors H = Imiet K= G/Imi. Donc si H est un sous-groupe de G et i est I'inclusion, on
aK=G/H.

De plus, G est fini si, et seulement si, H et K sont finis et on a alors |G| = |H||K].

Démonstration. En restreignant l’espace d’arrivée, i: H — Imi est un morphisme surjectif. Il
est injectif par hypothese donc H = Im i.

Ensuite, p est un morphisme surjectif, dont le noyau est Kerp = Imi donc d’apres le
premier théoreme d’isomorphisme, on a bien K = G/ Imi. (Notons en particulier que Imi <
G.)

Si G est fini, alors H = Imi et K sont finis (sous-groupe et quotient de G). Si H et K sont
finis, alors Imi = H et G/ Imi = K sont finis donc G est fini de cardinal |G| = [Imi|[G :
Imi] = |H||K| d’apres le théoréeme de Lagrange.

Exemple. On reprend la suite exacte 1 — G; — G X G2 — G2 — 1 de l'exemple précédent.
Alors G2 = (G1 X Gz)/(Gl X {1})
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CHAPITRE 2

Groupes finis abéliens

Dans ce chapitre on décrit les groupes finis abéliens, en montrant que tout groupe fini
abélien est isomorphe a un produit de groupes cycliques. L’outil essentiel pour montrer cela
sera le dual du groupe.

I DUAL D’UN GROUPE

A. Généralités

On cherche a imiter la construction du dual pour un espace vectoriel (rappelons que si
E est un K-espace vectoriel, I’espace vectoriel dual de E est E* = L(E,K)). Ici, le groupe
multiplicatif C* joue le role de 'espace vectoriel standard K de dimension 1.

| Définition 2.1. Un caractére sur un groupe G est un morphisme de groupes x : G — C*.

On remarque que si le groupe G est fini d’ordre 7, alors pour tout caractere x : G — C¥,
onax(G)Cu,={ze€C|z"=1}.

Exemples. (1) Le caractere trivial 1 : G — C* défini par g — 1 pour tout g € G.

(2) Pour tout k € Z, I'application p,, — C* donnée par x x* (a valeurs dans Hy) est un
caractere sur .
(3) La signature € : S, — C* (a valeurs dans {£1}) est un caractere sur le groupe sy-

métrique S,,. Cest le seul caractere non trivial sur S, (Voir travaux dirigés et chapitre
5).

Définition-Proposition 2.2. Soit G un groupe. Notons G I'ensemble des caracteres sur G. L ap-
plication
GxG — G
y) — x-¢: G=C,
g~ x(8)p(9)
munit G d'une structure de groupe dont I'élément neutre est le caractere trivial 1 et tel que, pour

tout x € Gettout g € Gona x (g) = x(g)~L. Le groupe G est abélien, et il est appelé le
groupe dual de G.

Démonstration. Exercice.
Puisque C* est un groupe (muni de la multiplication), on sait que I'ensemble F(G,C*)
des applications de G dans C* est aussi un groupe, dont la loi est définie par :

V(a, p) € (F(G,C))%, ap: G = C": Vg € G, (aP)(g) = #(g)B(g)
29



et donc I'élément neutre est I'application constante égale a 1, c’est-a-dire 1 et I'inverse de
a € F(G,C*) estdonné para~': ¢ — a(g) ! pour tout ¢ € G. Ce groupe est abélien car C*
est abélien.

Montrons que G est un sous-groupe de F(G,C*).

L’ensemble G n’est pas vide, car il contient 1.

Soit (x,9) € G2. Alors x - ¢ € G. En effetm pour tout (g,h) € G2 ona (x - ¢)(gh) =

x(gh)y(gh) = x(g)x(M)y(g)y(h) = x(g)w(g)x(h)y(h) = (x - ¢)(g)(x - ¥)(h) donc x - i est

un morphisme de groupes (on a utlhse le fait que C* est abélien).
Soit maintenant x € G. Alors x ! est un morphisme de groupes. En effet, si (g,h) € G2,

ona x~l(gh) = (x(gh)™" = (x(ex(h) ™ = x(&)'x(h) ™t = x71(g)x (k) car C* est
abélien. Donc x ! € G. v

La preuve est laissée en exercice, ainsi que la vérification du résultat suivant.

Proposition 2.3. Si f: G — H est un morphisme de groupes, alors ’application
f:H-G
x—xof

est un morphisme de groupes.

Démonstration. Exercice. Voir travaux dirigés

Tout d’abord, pour tout x € H I'application x o f: G — C* est un morphisme de groupes,
donc un élément de G. Donc f est bien définie.

Soit (x,¢) € H2. Pour toutg € Gona

Fw)(@) = () (£(9)) = x(F()9(f(8)) = ((xo )@ o )))(©) = F)FW))(g)

-~ -~

donc f(x9) = f(x)f (). Donc f est un morphisme de groupes. v

Corollaire 2.4. Si G et H sont des groupes, alors les groupes G x H et G x H sont iso-
morphes.

Démonstration. Considérons les morphismes de groupes
i:G—-GxH,g—(g,1), j:H—GxH, h— (1,h)

L —— ~ L —

Is induisent les morphismes 7: G x H — G et7: G x H — H et on peut définir I'application
9:GxH— GxH
X — (x), 7)) = (xoi,xoj)

qui est un morphisme de groupes car 7 et 7 sont des morphismes de groupes.
Enfin, notons p: G x H — G etg: G x H — H les projections naturelles (ce sont des

morphismes de groupes). Alors l'application 6': G x H — G x H définie par 0'(¢, ) =
(pop)(pogq)(quia (g, h) € G x H associe ¢(g)p(h)) est la bijection réciproque de 6.
v

B. Exemple fondamental : le cas d’un groupe cyclique

Comme premier exemple, on détermine le groupe dual d'un groupe cyclique.
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Proposition 2.5. Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout w € puy, il existe un
unique X € G tel que x(g) = w. Lapplication

pn — G
W Xw

est un isomorphisme de groupes. En particulier un groupe cyclique est isomorphe a son
groupe dual.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.30, pour tout w € py, il existe un unique morphisme
de groupes x,: G — C* tel que x,(g) = w.

Soit 1: G — C* 'application définie par ¢(x) = x(g) pour tout x € G. Par définition de
la structure de groupe sur G, ’est un morphisme de groupes.

On remarque que ¢" = 1 donc x(g)" = x(g') = x(1) = 1 donc ¢ est a valeurs dans y, et,
pour tout w € yuy,, le caractere x,, est I'unique antécédent de w par .

Donc ¢: G —> 1, est un isomorphisme de groupes, dont la réciproque ¥—': u, — G est
donnée par 1 (w) = X

Enfin, G est cyclique d’ordre 1 donc G = C,, =, = G. v

Corollaire 2.6. Si G est isomorphe a un produit direct fini de groupes cycliques, alors les
groupes G et G sont isomorphes.

Démonstration. Posons G = Gy X --- X G, avec Gy, ..., G, des groupes cycliques. Alors G=
Gy X --- X Gy =Gy X --- X Gy = G puisque les G; sont cycliques. v

C. Le théoréme de prolongement

Théoréme 2.7. Soit G un groupe abélien fini et soit H C G un sous-groupe. Il existe, pour
tout » € H, un élément § € G tel que P = ¢.

Démonstration. Soit G un groupe abélien fini, soit H C G un sous-groupe de G et soit ¢y € H.

Considérons 'ensemble £ des paires (K, x) ot K est un sous-groupe de G contenant H et
x € K est un caractere tel que x|y = ¥. L'ensemble & n’est pas vide puisque (H, ) est dans
£. On peut donc considérer le nombre entier

m = max{|K|, (K,x) € £} € N*.

Soit (K, x) un élément de £ tel que |K| = m. Montrons que K = G, ce qui donnera le résultat
recherché.

Par l'absurde, si K & G, il existe g € G\ K. Considérons le sous-groupe N = K(g). On a
K & N. Nous allons demontrer qu'il existe ¢ € N tel que @|x = X, onaura donc (N, ¢) € £,
ce qul contredira la maximalité de |K]|.

Les éléments de N sont de la forme x¢* avec x € K et k € Z. Cette écriture n’est pas
unique.

On veut définir ¢(xg*). On doit avoir ¢(xg") = ¢(x)p(g*) = x(x)@(g)* puisque ¢ doit
étre un morphisme qui prolonge x. Si de plus g* € K, alors ¢(g)* = ¢(g") = x(g5).

L'ensemble {t € Z | g' € K} est un sous-groupe de Z, il existe donc un unique d € NN tel
que {t € Z | g' € K} = dZ. On doit avoir ¢(g)? = x(g?) d’aprés ce qui précede.
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Soit donc w € C* tel que w? = x(g) (si ¢(g) existait, w serait une valeur naturelle possible
pour ¢(g)).Sit = dq € dZ avec q € Z,on a alors ¢(g') = ¢(g?)1 = (w')T = w'.

Il est donc naturel de poser ¢(xg*) = x(x)w*.

Vérifions que ¢ est bien défini. Si xg¥ = yg’ avecy € Ket £ € Z, alors g/ = y~lx € K
donct:= /¢ —k € dZ.Onadonc

X(y)w' = x(y)w™™!
Donc ¢ est bien définie.

On vérifie facilement que ¢ est un morphisme de groupes (G est abélien) et ¢y = x par
construction, donc ¢|; = 1 et finalement (N, ¢) € £ avec [N| > |K| = m. On a obtenu une
contradiction.

Donc K = G et ¢ = x convient. v

= x(y)x(g"w* = x(yg"w" = x(yg' w* = x(x)w*.

Corollaire 2.8. Si1— H -5 G 5 K — 1 est une suite exacte de groupes finis abéliens, alors

la suite1 — K ﬁ> G 5 H — 1 est exacte.

Démonstration. Vérifions que p est injectif. Soit x € K tel que p(x) = 1, ¢’est-a-dire que pour
tout g € Gona xop(g) = 1. Donc pour tout k € Imp on a x(k) = 1. Mais par hypothese
Imp = Kdonc x = 1. Donc Ker p = {1} et p est injectif.

Vérifions que 7 est surjectif. Soit ¢ € H. (Moralement, on va prolonger ¢ a G mais il faut
passer par le sous-groupe Im(i) de G.) Soit j: H — Imi l'isomorphisme obtenu a partir de i en
restreignant le groupe d’arrivée. On a donc :

i

e

H — Im i€ G

\ lw}'l/ L7

% At -9

ou ¢ est obtenu grace au théoréme de prolongement, il vérifie donc @|p,; = ¢ © j~1, donc
¢ = ¢oi=71(¢) € 1. Donc 7 est surjectif.

Soit maintenant y € K. Alors 7o p(x) = xopoi. Orpourtouth € Hona poi(h) =1
donc pour tout h € Hona xyopoi(h) = 1. On en déduit que 70 p(x) = 1 et donc que
Imp C Ker1.

Enfin, soit i € Ker7, c’est-a-dire que i oi = 1. Donc pour touth € Hon a ¢(i(h)) =1,
c’est-a-dire que Im i C Ker . On cherche x € K tel que ¢ = 5(x) = x o p. D’apres le premier
théoreme d’isomorphisme, p: G — K induit un isomorphisme a: G/ Kerp — K tel que
xom = p,oumn: G — G/Kerp estla projection canonique. Or Ker p = Imi C Ker ¢ donc
d’apres le théoreme de factorisation, ¢ induit un morphisme ¥: G/ Kerp = G/ Imi — C*
telque P ot = 1. Onpose x = Yoa '.Onaalors p(x) = xop=Poalop=Pom =19
donc ¢ € Im p et donc Ker7 = Im p.

p
G K
/
G/Kerp ,7
y —
v
%

C* v

Corollaire 2.9. On a |G| = |G| pour tout groupe fini abélien G.

Démonstration. D’apres la proposition 2.5, le résultat est vrai pour les groupes cycliques.
Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur |G|.
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> Initialisation. Si |G| < 3, alors G est cyclique (éventuellement trivial) donc G = G et donc
Gl =16
> Hérédité. Soit G un groupe abélien d’ordre n > 4. Supposons que pour tout groupe abé-
lien H d’ordre < n —1ona |H| = |H|.
Si G est simple alors G est cyclique d’apres le corollaire 1.29 , donc |G| = |G]|.

Supposons donc que G n’est pas simple, et soit H un sous-groupe propre (normal) de G.

Soit K = G/H. Alors on a une suite exacte 1 — H — G = K — 1 ot i est l'inclusion et 7t
est la projection canonique. On en déduit une suite exacte 1 — K — G—H—=1 d’apres
le corollaire 2.8.

Les groupes H et K sont abéliens finis, avec |H| < n et |K| < n, donc I'hypothese de
récurrence s’applique et on a |H| = |H| et |K| = |K|. En particulier, H et K sont finis et on
a |G| = |H||K| = |H||K| = |G| d’apres la proposition 1.37. v

Remarque. Le résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas G abélien. Par exemple |S3| =
2 < |83]. Voir travaux dirigés

La signature e: S3 — C* est un caractere non trivial, donc |§3| = 2.

Notons T = (12) la transposition qui échange 1 et 2 et ¢ = (123) le 3-cycle. Alors
(23) = c(12)ctet (13) = ¢ 1(12)0. De plus, ¢ = (13)(12) = ¢ 1(12)0(12) et o~ ! =
(12)c1(12)0.

Soit maintenant x: S3 — C* un caractere. On remarque que x((12))2 = x((12)) =
x(id) = 1 donc x((12)) € {£1}. De plus, puisque C* est abélien et x est un morphisme
de groupes, x((23)) = x((12)) = x((13)) et x(¢) = x((12))> = Tet x(¢~') = 1. Onen
déduit que x est entierement déterminé par x((12)).

Six((12)) =1,alors x =1.

Six((12)) = —1,alors x((23)) = —1 = x((13)) donc x = &.

Finalement, 53 = {1, ¢}.

On remarquera plus tard que c’est vrai pour toutn € N, n >3 :ona

-~

S.| =2et5, = {1,¢}.

Théoreme 2.10 (bidualité). Si G est un groupe fini abélien, le morphisme de groupes

-~
~

G — G
g > &g G — C*
P = P(g)

est un isomorphisme.

Démonstration. Vérifions d’abord que ¢¢ est bien un élément de G. Soit (¢, ) € G2 Alors

eg(Pp) = (P9)(g) = P(2)p(g) = eg(¥)eq () par définition de la loi sur G. Donc eg est bien
un morphisme de groupes.

Notons f: G — G l'application de 1’énoncé.
Vérifions d’abord que f est un morphisme de groupes. Soit (g,1) € G. Alors f(gh) = €.
Soit p € G. Alors

f(gh)(¥) = egn() = p(gh) = ¥(Q)y(h) = eg(P)en(¥) = (egen) ()

ou la derniere égalité vient de la définition du produit dans G. On en déduit que f(gh) =

egen = f(8)f ().

Montrons que f est un isomorphisme. Soit ¢ € Ker f, on a donc ¢; = 1, c’est-a-dire que
pour tout » € G on a P(g) = eg(1) = 1. Supposons que g # 1. Alors le sous-groupe
H = (g) de G est cyclique et d’ordre d > 1 (puisque G est fini). Soit w une racine d'®™¢ de
l'unité avec w # 1 (elle existe puisque d > 1). On sait qu’il existe un unique « € H tel que
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a(g) = w d’apres le théoreme 1.30. D’apres le théoreme de prolongement, il existe ¢ € G
tel que ¢y = a. En particulier, ¥(g) = a(g) = w # 1: on a obtenu une contradiction. Donc
g =1letdoncKer f = {1}.

Enfin, puisque G est abélien fini, on a |G| = |é |. De plus, G est abélien (toujours) et
fini d’apres ce qui précede, donc |G| = |G| = |G|. On en déduit finalement que f est un
isomorphisme. v

IT APPLICATION A LA CLASSIFICATION DES GROUPES FINIS ABELIENS

Définition 2.11. Soit G un groupe fini. L'exposant de G est I'entier défini par
exp(G) = ppem{o(g), ¢ € G}

Exemples. exp(Cp) = n, exp(Cy x C3) = 2, exp(S3) = 6.

On peut vérifier que exp(S,) = ppem(1,2,...,n).

Il est clair que pour tout k avec 1 < k < n, chaque k-cycle est d’ordre k donc exp(Sy) est un
multiple de ppcm(1,2,...,n).

Soit maintenant o un élément de S,,. On sait que o peut s’écrire comme un produit de cycles dis-
joints 71 - - - ;. Notons d; la longueur de y; pour tout i. Puisque les vy; sont disjoints, ils commutent
deux a deux, donc I'ordre de o est ppem(dy, . .., d;). Or chacun des d; est dans {1,2,...,n}, donc
l'ordre de o divise ppem(1,2, ..., n). On en déduit finalement que exp(Sy,) divise ppem(1,2,..., 1)
et donc qu’on a bien I'égalité.

Lemme 2.12. Soit G un groupe fini abélien. Il existe ¢ € G tel que 0(g) = exp(G).

Démonstration. Voir travaux dirigés

Soit G un groupe abélien fini, et notons exp(G) = p|' - - - p;” ot p1, . . ., pr sont des nombres
premiers deux a deux distincts et ay, ..., &, > 0 sont des nombres entiers. Soiti € {1,...,r}.
Par définition de exp(G), il existe y; € G tel que o(y;) = p:'q; ol g; est un entier premier
avec p;. D’aprés la proposition 1.23, 1'élément x; = y?i est alors un élément d’ordre p;’ de G
et'élément x = x7 - - - x, est alors un élément d’ordre exp(G) de G. v

Remarque. Attention, le résultat est faux si on retire I'hypothése que le groupe est abélien.
Par exemple, exp(S3) = 6 mais S3 ne contient aucun élément d’ordre 6.

Théoréme 2.13. Un groupe fini abélien est isomorphe a un produit direct de groupes cy-
cliques.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur |G]|.

> Si |G| € {1,2,3}, le groupe est trivial ou cyclique, le résultat est donc vrai.

> Soit G un groupe abélien d’ordre > 3 et supposons le résultat montré pour tous les
groupes abéliens d’ordre < |G|. Soit ¢ € G un élément d’ordre m = exp(G) > 1. Soit w

—

une racine primitive m-iéme de l'unité et soit x € (g) 'unique caractere tel que x(g) = w.
Notons que l'image de x est u;; puisque x est a valeurs dans y,, et w engendre y,; de
plus, |(g)| = |#m| donc x induit un isomorphisme de (g) sur y,. Il existe, par le théoreme
2.7, X' € G qui prolonge x. Puisque m = exp(G), on a x'(G) C . Considérons alors le
morphisme de groupes

P:G— pum x G/(g)

x — (X' (x), 7(x))
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o : G — G/(g) estla surjection canonique. Le morphisme & est injectif : en effet, soit
x € Ker®, alors 71(x) = 1 donc x € (g) etdonc1 = x/'(x) = x(x) donc x = 1 puisque x
est injectif. De plus, |um||G/(g)| = \<g>|% = |G| donc ® est un isomorphisme. L'’hypo-

these de récurrence, appliquée au groupe G/ (g), permet de conclure que G est isomorphe
a un produit de groupes cycliques. v

Corollaire 2.14. Si G est un groupe abélien fini, alors les groupes G et G sont isomorphes.

Démonstration. On applique le théoreme 2.13, la proposition 2.5 et le corollaire 2.6. v

Remarque. Il n’y a pas d’isomorphisme canonique entre G et G.

Corollaire 2.15. Soit G un groupe fini abélien avec |G| = pi' - p}’, ott py, ..., p, sont des
nombres premiers deux a deux distincts et a5, . . ., &, sont dans IN*. Il existe des sous-groupes
Hy,...,H, de G, d’ordres respectifs p'fl, ..., py’, tels que

G~H; x---xH,
avec pour touti € {1,...,r}, Hi = {g € G | 0(g) est une puissance de p; }.

Démonstration. Puisque G est un groupe fini abélien, il existe des groupes cycliques Kj, . .., K;
tels que G = Kj x -+ x K;. On applique le théoreme chinois a chacun des K;, qui se dé-
compose donc en produit de groupes cycliques dont les ordres sont des puissances de
nombres premiers distincts. De plus, chaque K; est isomorphe a un sous-groupe de G, donc
les nombres premiers qui apparaissent dans sa décomposition sont dans {pi,...,pr}. On
peut donc écrire, pour tout javec1 <j<s, K;j=1L;, X---xLj, oul;, estsoitle groupe
trivial, soit un groupe cyclique dont I'ordre est une puissance de p; inférieure & p;'. On pose
alors H/ = Ly, X --- X L p, et on obtient un isomorphisme ¢: G — Hj X --- x H;. Pour
toutiona |H/| = pi" avec 0 < B; < w;. De plus, |G| = [T/ |H]| = p}*- --pfr, donc pour
toutiona B; = «; et donc |Hj| = p:".

Pour tout i € [1;7], soit H; = ¢ '({1}' ' x H/ x {1}/") € G.On a alors H; = H!
et G = Hy x---x H;. De plus, G = Hj---H; (pour tout élément x de G, il existe
(Wy,...,h,) € H x---x Hltelquex = ¢ 1 (H},... h) = o 1 (IT_4(1,..., L H,1,...,1)) =

L9 '(L,...,LK,1,...,1) € H - Hy).

Il reste a vérifier que H; = {g € G | 0(g) est une puissance de p;}. Puisque |H;| = p}, il
est clair que H; C {g¢ € G | 0(g) est une puissance de p;} d’apres le théoreme de Lagrange.
Réciproquement, soit ¢ € G tel que o(g) est une puissance de p;. Alors ¢ = hy - - - h, avec
hy € Hy pour tout k € [1;r]. Puisque G est commutatif, les &, commutent et de plus leurs
ordres sont premiers entre eux deux a deux. Donc o(g) = [T;_; o(hx). On en déduit que pour
tout k # i on doit avoir i, = 1 et donc ¢ = h; € H;. On a donc bien I'égalité. v

Théoreme 2.16. Soit G un groupe fini abélien non trivial. Il existe un nombre entier r € IN*
une suite (dy, . ..,d,) de nombres entiers supérieurs ou égaux a2 telsquedy | dy | -+ | dy—q |
d, et

G~Cy X xCy,

Cette suite de nombres entiers détermine uniquement le groupe G a isomorphisme pres, et
est appelée la suite des facteurs invariants de G.

Remarque. On a exp(G) = d,.
Notons que exp(G) = exp(Cy, X - -+ x Cg,). Le générateur de C4, est d’ordre d,, donc d, |
exp(G). Soit maintenant x un élément quelconque de Cy, x - - - x Cy,. Posons x = (x1,...,xy)
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avec x; € Cy4, pour toutiavecl <i <retsoity; = (1,...,1,x;,1,...,1). Alorsx = y; - -y,
et les y; commutent donc o(x) = ppecm{o(y;) | 1 < i < r}. De plus, pour tout i on a o(x;) =
o(y;) | d; | d donco(x) | d, et donc exp(G) | d;.

Théoreme 2.16, démonstration de I'existence. Grace au théoréme précédent, on a un isomor-
phisme

t Si
6=T1(T1ti
i=1 \ji=1
avec p1,...,ptr des nombres premiers deux a deux distincts et L; ,, un groupe cyclique
d’ordre une puissance de p;. Quitte a réordonner les L; ,,, on peut supposer que |L1p,| |
‘LZ,Pi [ ] ‘Lsi/Pz‘|' ) o

Soit Dy = Ls, p, X - -+ X L, p,. Alors D, est un groupe cyclique grace au théoréme chinois.
Notons d, = |D,|, ona donc D, = Cy,.

Soit ensuite D, 1 = Lg, 1, X -+ X Lg,—1,,. De méme, D, 1 = C; . De plus, par
construction ona d,_1 | dy.

On continue jusqu’a avoir épuisé tous les L; , et on obtient I'isomorphisme recherché. v’

Remarque. La démonstration de 'existence dans le théoréme 2.16 montre comment, étant
donnée une décomposition d"un groupe fini abélien G en produit de groupes cycliques dont
les ordres sont des puissances de nombres premiers, trouver les facteurs invariants de G.

Le passage de la décomposition en termes de facteurs invariants a la décomposition a la
décomposition du corollaire 2.15 se fait en décomposant chaque d; en produit de facteurs
premiers et en appliquant le théoreme chinois a Cy..

Pour 'unicité (pas faite en cours — admise), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme. Soit G un groupe abélien fini. Soit (x,y) € G tel que x et y soient d’ordre maximal dans
G. Alors il existe 6 € Aut(G) tel que 6(x) = y.

(Autrement dit, dans le vocabulaire du chapitre 4, le groupe Aut(G) opere transitivement sur
I'ensemble des éléments maximaux de G.)

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il y a bien des éléments d’ordre maximal dans G,
car G est abélien fini donc d’apres le lemme 2.12 on a exp(G) = max{o(g) | g € G}.

> Premier cas : supposons que |G| soit une puissance d'un nombre premier p. D’apres le
théoreme 2.13 et le théoreme de Lagrange, on a un isomorphisme G = [];_; L; avec L;
cyclique d’ordre p% pour tout i. Quitte a réordonner les L;, on peut supposer que a; <
ap < ... < as. Les éléments d’ordre maximal de G sont donc d’ordre p%. On note k =
i € [1;s] | a; = as}|.
Soit x = (x1,...,xs) un élément d’ordre maximal dans G. Alors I'une des k dernieres com-
posantes x; de x engendre L; (car o(x) = ppcm{o(x;) | 1 <i < s}). Soit « un générateur
fixé de Ls. Notons que I'unique morphisme de groupes L; — Ls qui envoie x; sur x donné
par le théoreme 1.30 est un isomorphisme (surjectif car « engendre Ls puis bijectif car les
cardinaux sont égaux).

Soit xg = (1,1,...,1,a) € G. Il suffit de démontrer qu’il existe un automorphisme 6 de G
tel que 6(xp) = x (il en existe alors également un qui envoie xg sur y et on compose).

Soit H= Ly X---XxLi_1x{1} xLj;1 X+ X Lg etsoit K = (x).Soit H = L X -+ X
Le_1 x {1} etsoit K = {1}*" 1 x Ly = (xq).

En utilisant I'isomorphisme L; = L, on obtient un isomorphisme fy: H — H’ défini par
fH(er .. .,Zi,1,1,2i+1, Ce ,065) = (er e Zi—1, xf,zi+l, ce ,Zs_l,l).

De plus, soit fx: K — K’ l'unique morphisme tel que fx(x) = x¢ (théoreme 1.30), puisque
xo engendre K’ il est surjectif et |K| = |K'| donc fx est un isomorphisme.
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De plus, on vérifie facilement que H' N K’ = {1} et que G = H'K'. Comme G est abélien,
tous ses sous-groupes sont normaux dans G eton a G = H’ x K'. Cet isomorphisme est
donné par (z1,...,zs) — ((z1,...,2s-1,1),(1,...,1,25)).

On a également un isomorphisme H x K = G, donné par (h,k) — hk. En effet, c’est
bien un morphisme et puisque |H x K| = |G| il suffit de vérifier qu'il est injectif.
Soit donc (h, k) dans son noyau, on a donc h = k~! € HNK. On peut donc écrire
h=(z1,...,zi-1,1,2zi41,...,25) = x* = (xf,...,xf) pour un ¢ € Z. On a donc x; =
mais comme x; engendre L;, on en déduit que |L;| | £. Or |L;| | |L;| = |Ls| pour tout j,
donc x! = 1 et finalementh = letk=h"1 = 1.

Enfin, en composant ces isomorphismes, on obtient un automorphisme 6 de G :
L SN TR
0:G=H xK ——— H xK =G

tel que xo — (1,x9) — (1, x) — x.

> Cas général. Posons |G| = p]' - - - p;" ot les p; sont des nombres premiers distincts et les
a; sont dans IN*. On sait qu’il existe des groupes Ki, . .., K; tels que |K;| = p’ pour tout i
et tels qu’on ait un isomorphisme ¢: G = K; x - -+ x K.
Soient x et y des éléments d’ordre maximal dans G, alors ¢(x) = (x1,...,x,) et p(y) =
(y1,--.,yr) sont des éléments d’ordre maximal dans Kj X - - - x K;, avec (x;,y;) € Ki2 pour
tout i. Alors, pour tout i, les éléments x; et y; sont d’ordre maximal dans K;. Grace au
premier cas, il existe un automorphisme 6; € Aut(K;) tel que 0;(x;) = y; pour tout i.
On obtient alors un automorphisme 6 € Aut(Kj x --- x K;) en posant 6(z1,...,2z,) =
(01(z1),...,0,(zr)) et cet automorphisme vérifie 0(¢(x)) = ¢(y). Finalement, ¢~ 0 6 o
¢ € Aut(G) convient. v

Théoréme 2.16, démonstration de 'unicité. 1l faut maintenant démontrer I'unicité des «facteurs
invariants». Supposons que G = Cy, X -+ x C4, et G = Cy; X -+ x Cy  avecr, n, dy,...,d;
etuy,...,usdansIN*, dy | --- | dretug | --- | us. Notons a = exp(G). La remarque suivant
I'énoncé du théoreme montre que d, = a = us.
On raisonne par récurrence sur 7.
>Sir=1alorsCy, =C, =G =Cy; X+ X Cyy =Cyy X -+ X Cy_, xCyp.
En comparant les cardinaux des deux groupes, on en déduit que C,; x --- x C,_, est
trivial, c’est-a-direques =1 =retu; =a =d;.
> Soit r > 1 un entier tel que le résultat soit vrai au rang r — 1. Grace aux remarques précé-
dentes, on a un isomorphisme

¢p:D:=Cy X xCy xXC=G=Cy XXy, xCp=:U.

Soit & un générateur de C,. Soit g1 = (1,...,1,&) € Detsoitg, = (1,...,1,a) € U. Ce
sont des éléments d’ordre maximal a dans leurs groupes respectifs. D’apres le lemme, il
existe 8 € Aut(U) tel que 6(¢(g1)) = 2. On a donc un isomorphisme 0o ¢: D — U
tel que 0 o ¢(g1) = <. On considere les surjections canoniques p: D — D/(g1) et
my: U — U/(g2). Alors Ker(rry; 0 6 0 ) = (g1) et par le théoréeme de factorisation on a
un morphisme ¢ : D/(g1) — U/(g2) :

p— %" vy
HDL jﬂ'u
D/(g1) — Uu/(g2),

qui est un isomorphisme (exercice).
OrD/(g1) = Cy, x --- x Cy4_,.Eneffet, le morphisme D — Cy, X --- x C4_, de projection
sur les r — 1 premiéres composantes est surjectif et son noyau est {1}7_1 x Cq = (g1) et
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on peut appliquer le premier théoreme d’isomorphisme. De méme, U/ (g2) = Cy, X - - - X
Cu, ;-

On a donc obtenu un isomorphisme Cg, X -+ x Cy,_ = Cy; x --- x Cy_,ouilyar—1
facteurs cycliques a gauche. On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence, qui donne
r—1=s—1etd; = u; pour toutiavecl < i < r — 1. Finalement, r = s et puisqu’on a
déja d, = u, = a, on a démontré 1'unicité. v

Exemples. (1) On peut donner, a isomorphisme pres, tous les groupes abéliens d’ordre 36.
En effet, 36 = 22 - 3? donc les possibilités pour décomposer le groupe comme dans le
corollaire 2.15 sont

Co x Cy xC3 xC3 Cy X C3 x C3
C2><C2><C9 C4><C9.

En appliquant la méthode de la démonstration du théoréeme 2.16, on peut trouver la
décomposition en termes de facteurs invariants :

C6 X C6 C3 X C12
Co x Cig Cs6
et on voit bien que ces groupes sont isomorphes aux précédents grace au théoreme chi-

nois.

(2) On peut déterminer de méme tous les groupes abéliens d’ordre inférieur ou égal a 16 par
exemple. On trouve :

Ordre | Groupes Ordre | Groupes
1 C; (groupe trivial) 9 C3 x Czet Gy
2 Cz 10 Cz X C5 = C10
3 Cs 11 Cip
4 Cr xCretCy 12 CoXCXxC3=ECyxChetCy xCy3=Cypp
5 Cs 13 Ci3
6 C2XC3%C6 14 C2><C7%C14
7 Cy 15 C3 x C5 = Cy5
8 CyxCyxCretCyxCyetCy 16 CoXCoxXxCrxCretCyxCyxCy
et C; X Cg et Cy x Cy et Cyg
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CHAPITRE 3

Produit semi-direct de groupes

On étudie dans ce chapitre une construction qui permet de construire de nouveaux groupes
a partir d’anciens : le produit semi-direct. C’est une généralisation du produit direct.

I CONSTRUCTION DU PRODUIT SEMI-DIRECT

Définition 3.1. Soient G et N deux groupes. Une opération de G sur N par automorphismes
est la donnée d’un morphisme de groupes ¢: G — Aut(N).
Exemple. Soit N un groupe abélien et soit 6 'automorphisme de N défini par 6(x) = x~!
pour tout x € N. Alors il existe un unique morphisme de groupes ¢: C; — Aut(N) qui
envoie le générateur ¢ de C; sur 0 d’apres le théoréme 1.30.

Exemple. Soit G un groupe et soit N un sous-groupe normal de G. Pour tout ¢ € G, I'appli-
cation N — G qui envoie x sur gxg~! est a valeurs dans N, donc induit un endomorphisme
¢g de N, qui est un automorphisme (de réciproque ¢,-1). On obtient alors un morphisme
de groupes ¢: G — Aut(N) qui associe ¢4 a ¢ pour tout ¢ € G. C’est un morphisme de
groupes et on dit que G opére sur N par conjugaison.

Définition-Proposition 3.2. Soient G et N deux groupes et soit ¢: G —> Aut(N) une opéra-
tion de G sur N par automorphismes. On peut alors munir I'ensemble N x G d’une structure de
groupe pour la loi :

(x,8) - (y,h) = (x(8)(y), gh), pour tout (x,8,y,h) € (N x G)*.
L'élement neutre est (1y,1¢g) et l'inverse d'un élément (x,g) est (p(g~1)(x~1),¢~1). Le groupe
obtenu, noté N x, G (ou plus simplement N x G), est appelé le produit semi-direct de N par G
relativement a ¢.

Démonstration. L'ensemble N x G n’est pas vide et I'expression de 1’énoncé définit bien une
loisur N x G.
Cette loi est associative. En effet, soit (x,g,y,h,z,k) € (N x G)3, alors

k)
((x,8)(y, 1)) (z, k) = (x@(8)(v), 8h)(z, k) = (x(g)(y) p(8h)(2), ghk)
= (x,9(8)(y)(¢(g) o ¢(h))(z),ghk) (¢ morphisme)
= (x¢(g)(ye(h)(z)),ghk)  (¢(g) morphisme)
= (x,8)(yo(h)(2), hk)
= (%, &) (v, h)(z,k)).
Pour tout (x,¢) € N x Gona (x,8)(1n,16) = (x¢(g)(In),81c) = (x1N,8) = (x,g) car
¢(g) est un morphisme de groupes, et (1n,15)(x,g) = (In¢(16)(x),1cg) = (idn(x),8) =

39



(x,g) car @ est un morphisme de groupes, donc (1, 1) est bien un élément neutre pour la
loi.
Soit (x,g) € N x G. Alors

(x, &) (e(g ) (x™),87") = (xp(8)(@(g H(x1)), 887 ") =
= (x(p(g) o p(g (x 1)), 1¢)

x(p(gg ")(x1)),1g) (¢ morphisme)

xx 1, 16) = (1n,16)
g‘l)(X‘l)(P(g‘l)(X),g‘lg)
g H(x'x),16)  (p(g~') morphisme)

(

(

= (

( )

= (xidy(x71),1¢) (¢ morphisme)

(

(

= ( )

= (p(g7")(1n), 1¢)
)
(

S
I~ I/~

(1N/ 1G
donc (¢(g71)(x71), g~ !) est bien I'inverse de (x, g). v

(p(g~!) morphisme)

Remarque. Si le morphisme ¢ est trivial, alors le produit semi-direct associé est le produit
direct.

Exemple. Soit N un groupe abélien, soit 6 'unique automorphisme de N défini par 6(x) =
x~1 pour tout x € N et soit ¢: C; — Aut(N) I'unique morphisme de groupes qui envoie
le générateur ¢ de C; sur 6. Le groupe N x, C; est noté Di(N) et s’appelle le groupe diédral
généralisé. Lorsque N = C,, le groupe Di(C,) est isomorphe au groupe diédral D,,.
En effet, soit f: D, — Di(C,) 'application définie par f(r7s*) = (u?,¢") ot1 C,, = (u),0 <
p <n—1et0 <k < 1. Vérifions que f est un morphisme de groupes. Soit (r7s¥, r1s’) € D3.
> Sik = 0, alors f(rPskrist) = f(rPH9s) = (uP*4,¢%) et f(1PsK) f(r1s") = (uP,1)(u,s")
(uPp(1)(uf),s) = (uPu?,s‘) = f(rPs"ris’).
> Sik = 1,alors f(rPskst) = f(rPr"—9s'*1) = (uP=9, ¢+ 1) et f(rPs¥) f(r1s") = (uP, ) (ul,g") =
(uPO(uf),s1) = (uPu=1,s41) = f(rPskrist).
Soit maintenant r7s* € Ker f. Alors u? = letg =1doncn | pet2 | k. Orr" =lets? =1

donc rPs* = 1. Donc f est injectif.
Enfin, |Di(C,)| = 2n = |D,| donc f est un isomorphisme.

Le produit semi-direct permet de construire tres facilement des groupes non abéliens :

Proposition 3.3. Soient G et N deux groupes non triviaux et soit ¢: G — Aut(N) une
opération non triviale de G sur N par automorphismes. Alors le groupe N %, G n’est pas
abélien.

Démonstration. Par hypothese, il existe ¢ € G tel que ¢(g) # idy, donc il existe y € N tel
que ¢(g)(y) # y.On a alors, dans N x, G,

(Lg)y, 1) = (19(g) ). 8) = (¢(8) (). 8)
et (y,1)(1,8) = (ye(1)(1),8) = (v, 8) # (¢(8)(¥),8)

donc N %, G n’est pas abélien. v

Exemple. Soit N un groupe abélien. S'il existe x € N tel que x> # 1 alors le groupe Di(N)
n’est pas abélien.
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Pour construire d’autres exemples, il est important de connaitre les automorphismes d'un
groupe. Le résultat suivant est trés utile.

Proposition 3.4. Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout k € [1;n] tel que
pgcd(k,n) = 1, il existe un unique automorphisme 6 de G tel que 6(g) = ¢*. Tout automor-
phisme de G est de cette forme.

Démonstration. Par hypothése, G est cyclique engendré par g et (¢5)" = (¢")* = 1, donc il
existe un unique morphisme de groupes 6: G — G tel que 8(g) = g*.

Puisque pged (k, n) = 1, 'élément ¢ de G engendre G, donc 6 est surjectif.

Enfin, G est fini, donc 6 est un automorphisme de G.

Si 57 est un autre automorphisme de G, on aura #7(g) = g7 pour un g entier tel que 0 < g <
n — 1. De plus, 7 est surjectif, donc g7 engendre G et donc pged(g,1) = 1. Donc # est bien
de la méme forme que 6. v

Remarque. On a un isomorphisme entre Aut(C,) et le groupe (U(Z/nZ),-) des éléments
inversibles de 'anneau Z /nZ (ou des générateurs du groupe (Z/nZ,+)). Il est donné par
f:U(Z/nZ) — Aut(Cy) : f(a)(g) = g” (il faut vérifier que f est bien définie et que c’est un
morphisme, la proposition montre que c’est une bijection).

En particulier, si p est un nombre premier, Aut(C,) est cyclique d’ordre p — 1.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour n € IN* onan = ), ¢(d). Cette identité
découle de la proposition 1.26 (le groupe cyclique C, est la réunion disjointe des ensembles
d’éléments d’ordre d, pour d | n, et le nombre d’éléments d’ordre d, qui sont tous des géné-
rateurs de l'unique sous-groupe d’ordre d de C,, est ¢(d) = |{k | pgcd(k,d) = 1}).

Soit maintenant G = (Z/pZ)*.On a |G| = p — 1. Pour tout d | (p — 1), posons G4 =
{geGlg' =1}

Si x est un élément d’ordre d de G, alors G¥ = (x). En effet, on a (x) ¢ G4 d’apres
le théoreme de Lagrange. De plus, les éléments de Gl sont les racines dans Z/pZ du po-
lynome X? — 1 € (Z/pZ)[X], qui a donc au moins d = |(x)| racines. Mais il a au plus
d = deg(X" — 1) racines car Z/pZ est un anneau intégre, donc ‘G[‘ﬂ ’ = d etdonc G = (x).

Soit 4 un diviseur de p — 1. S’il y a un élément d’ordre d, alors les éléments d’ordre 4 sont
dans Gl = (x) et sont les générateurs de (x), il y en a donc ¢(d). Donc pour tout diviseur

d de p — 1, le nombre n; d’éléments d’ordre d de G est 0 ou ¢(d).
Le groupe G est la réunion de ses éléments d’ordre d pour d | (p — 1). On a donc

p—1=|Gl= ) ny
dl(p—1)

< ) eWd)
dl(p-1)

donc on doit avoir n; = ¢(d) pour toutd | (p —1).

En particulier, pour d = p — 1, on obtient n, 1 = @(p — 1) et il existe donc un élément
d’ordre p — 1 = |G| dans G, le groupe G est donc cyclique d’ordre p — 1.

Autre démonstration. Notons G = (Z/pZ)*. On sait que |G| = ¢(p) = p — 1.
Soient d’abord g un nombre premier et « € IN* tels que g | (p — 1). Montrons qu’il
existe un élément d’ordre g* dans G. Pour tout x € G, posons y, = XY D’apreés le petit

théoréme de Fermat, on a yza = xP~! = 1 dans G donc o(yy) = gP* avec 1 < By < . Notons
r = max{By | x € G} et montrons que r = a. Pour tout x € G on a y?; = 1 c’est-a-dire que
x’"Y1"" = 1, donc x est une racine du polynéme X? /7" — 1, qui a donc au moins p — 1
racines distinctes, donc son degré est au moins p — 1 et donc &« — r = 0. Donc il existe x € G
dont I’ordre est g*.
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Posons maintenant p — 1 = q}' - - - g5* avec gy, . .., gs des nombres premiers deux a deux
distincts et aq,...,as dans IN*. Pour tout i il existe un élément x; de G d’ordre q?‘i. Posons
X = x1---X;. Puisque G est abélien et les ordres des x; sont premiers entre eux, o(x) =
ppem(o(x;) |1 <i<s) =TT 0(x;) =IT;_14;" = p— 1, donc G est cyclique d’ordre p — 1
(engendré par x). v

Exemple. 1l existe un groupe non abélien d’ordre 21 (on pourra démontrer, avec les outils
que nous verrons plus loin, que si G est un groupe d’ordre impair qui n’est pas abélien, alors
|G| > 21 - voir page 54).

En effet, soit 6 'unique automorphisme de C; = (u) qui envoie u sur u? (il existe bien
puisque pged(2,7) = 1). On vérifie que 6> = 000 0 6 = idc, (pour cela il suffit de vérifier
que 63(u) = u). On en déduit qu'il existe un unique morphisme de groupes ¢: C3 = (g) —
Aut(Cy) tel que ¢(g) = 0. Puisque l'opération ¢ n’est pas triviale, le groupe C; 3, C3 nest
pas abélien, et il est d’ordre 7 - 3 = 21.

Il est possible que les produits semi-directs associés a des opérations différentes soient
isomorphes. On n’a pas de résultat qui décrit les isomorphismes entre produits semi-directs
en toute généralité, mais on a les résultats partiels suivants.

Exercices. Voir travaux dirigés

(1) Soient ¢, 1p: G — Aut(N) des opérations de G sur N par automorphismes. On suppose
qu'il existe & € Aut(G) tel que p o w = ¢. Montrer que les produits semi-directs N x, G
et N Xy G sont isomorphes.

L'isomorphisme est donné par N x, G — N xy G: (x,8) — (x,a(g)).
(2) Soient ¢, 1p: G — Aut(N) des opérations de G sur N par automorphismes. On suppose
qu’il existe B € Aut(N) tel que
Vg€ G, p(g) =poy(g)op
Montrer que les produits semi-directs N x4, G et N x4 G sont isomorphes.
L'isomorphisme est donné par N 1, G — N Xy G: (x,8) — (B71(x),8).

IT CARACTERISATION DU PRODUIT SEMI-DIRECT
Le résultat suivant est trés utile pour obtenir des résultats de classification.

Théoréme 3.5 (Caractérisation du produit semi-direct). Soit G un groupe et N et H deux
sous-groupes. On suppose :

(1) G = NH.
@) NNH = {1}.
3) N<G.

Alors G est isomorphe a un produit semi-direct N x H.

Démonstration. On considere I'application m: N x H — G, (x, h) — xh, qui est surjective
par hypothese (puisque G = NH). On a N < G, donc G opére sur N par conjugaison, et en
restreignant cette opération a H, on obtient un morphisme de groupes

¢: H— Aut(N)
h—s (x — hxh™1)

et on peut donc munir N x H de la structure de produit semi-direct N x, H.
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Montrons alors que m: N X, H — G est un morphisme de groupes. Onam((x, h)(y, k)) =
m(xhyh=!, hk) = xhyk = m(x, h)m(y, k). De plus, si m(x,h) = 1alors xh = 1doncx = h~! €
N N H, ce qui implique que x = 1 puisque N N H = {1}. Ainsi m est un isomorphisme. v/

Remarque. Sion ajoute 1'hypotheése H < G, alors on obtient le produit direct N x H.

Remarque. Soit G = N x4, H, on considére N’ = N x {1} = Nx1 C GetH = {1} x
H = {1} x H C G. Alors N’ et H' sont des sous-groupes de G, avec N’ < G (Voir travaux
dirigés), et il est clair que NN H' = {(1,1)} et que G = N'H’ (car (x,h) = (x,1)(1,h)
pour tout (x,h) € N x H). Ainsi, les propriétés (1) — (3) sont vérifiées pour N’ et H'. On
aalors G = N x, H" avec ¢'((1,h))((x,1)) = (1,h)(x,1) (L k)"t = (@(h)(x),h)(L,h1) =
(p() (x) () (1), ) = (g () (x), D).

Notons que i: N — N’ et j: H — H' définis par i(x) = (x,1) et j(h
des isomorphismes, que i induit un isomorphisme c: Aut(N) — Aut (N )
a € Aut(N) parc(a) =ioaoi~!.Onaalors ¢'(j(h)) =iogp(h)oi™t =c
h € H donc ¢’ correspond & ¢ via ces isomorphismes :

) = (1,h) sont
défini pour tout
(¢(h)) pour tout

H—"+ Aut(N)

b

H' — = Aut(N').

Voici un exemple d’application du produit semi-direct.

Théoréme 3.6. Soit G un groupe d’ordre 2p, o1 p > 3 est un nombre premier impair. Alors
G =CypouG =Dy

Démonstration. Par le théoréeme de Lagrange, les ordres des éléments de G sont dans
{1,2,p,2p}. Démontrons qu'il existe nécessairement un élément g d’ordre 2 et un élément u
d’ordre p dans G.

> S'il existe un élément t € G d’ordre 2p, alors u = t est d’ordre p et ¢ = t7 est d’ordre 2.

> Si tous les éléments de G \ {1} sont d’ordre 2, on sait que G est abélien et d’ordre une
puissance de 2 (exercice vers la fin du chapitre 1); on a donc une contradiction. Il y a donc
au moins un élément u d’ordre p dans G.

> 11 reste le cas ou tous les éléments de G \ {1} sont d’ordre p. Soit x € G\ {1} et soit
K = (x). Alors |[K| = o(x) = p donc [G : K] = 2 et donc K< G. Soit 7: G — G/K la
surjection canonique. Le groupe K/G est isomorphe au groupe cyclique Cp, notons a un
générateur de K/G. Puisque 7t est surjectif, il existe y € G tel que 7t(y) = a. On a alors
y? = 1donc n(y?) = m(1) = 1 mais aussi 71(y”) = 7(y)? = a? = a car p est impair et a
est d’ordre 2. On a donc une contradiction. Il existe donc également un élément g d’ordre
2 dans G.

Posons H = (g) = Cr et N = (u) = C,.
Ona [G : N] = 2 donc N <G. De plus, NN H| divise les ordres 2 et p de H et N, donc

INAH| =1et NN H = {1}. Enfin, [NH| = {{ll = 2p = |G| donc NH = G.
On en déduit que G = N x, H pour un morphisme ¢: H — Aut(N). Puisque H = G, il

y a deux possibilités :

> @ est trivial, alors G = N x H = CpxC = Czp par le théoreme chinois;

> ¢ n’est pas trivial. Alors 0 = ¢(g) est un élément d’ordre 2, qui d’apres la proposition 3.4
est donné par 8(u) = u* pour un k entier tel que 2 < k < p — 1. Lautomorphisme 6 est
k2

d’ordre 2 si, et seulement si, 62(1) = u c’est-a-dire u*" = u soit ¥ =1 = 1. On cherche
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donclesk € [2;p — 1] tels que p | (k* —1) = (k — 1)(k + 1). Puisque p est premier et ne
divise pas k — 1 (qui est entre 1 et p — 2), par le lemme d’Euclide (ou le lemme de Gauss)
il divise k + 1 donc k = p — 1. On en déduit que 0(u) = u?~! = u~! et grace a un exemple
page 40 que G = N x, H = Di(Cp) = D,,. v

Remarque. L'existence d’éléments d’ordres 2 et p peut se démontrer a 1’aide des théoremes
de Sylow du prochain chapitre.

Mais sans les théoremes de Sylow, on peut démontrer que tout groupe d’ordre pair contient
un élément d’ordre 2.

En effet, soit G un groupe d’ordre pair. Soit R la relation définie sur G par :

V(x,y) € G, (xRy <— y € {x,x’l}).

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence. Pour tout x € G, notons C(x) la
classe d’équivalence de x.

Il est clair que C(1) = {1}. De plus, pour tout x € Gona |C(x)| € {1,2} et |C(x)| = 15si,
et seulement si, x> = 1. Si on suppose que G ne contient pas d’élément d’ordre 2, alors pour
toutx € G\ {1} ona|C(x)| = 2. Si le nombre de classes d’équivalence distinctes pour R est
ketsionnote {g1 =1,82,...,8x} un systéme de représentants de ces classes d’équivalence,
alors G = ]_[;‘:1 C(gj) (union disjointe) et |G| = |C(1)] + 2;-‘:2]C(gj)| =1+2(k—1)estala
fois pair et impair, on a une contradiction. Donc G contient un élément d’ordre 2.
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CHAPITRE 4

Groupes opérant sur un ensemble.
Applications.

Ce chapitre est consacré a la notion de groupe opérant sur un ensemble. C’est un concept
extrémement utile pour obtenir des informations sur les groupes. Les applications que nous
avons en vue sont les théoremes de Sylow (qui permettent par exemple de démontrer que
de nombreux groupes ne sont pas simples).

I DEFINITIONS ET EXEMPLES

Définition 4.1. Soient G un groupe et E un ensemble non vide. Une opération (ou action) a
gauche de G sur E est la donnée d'une application

GXE-—E
(g,x) —> g.x
telle que
(1) V(g1,82) € G% Vx € E,ona (g182).x = g1.(g2.x).
(2) Vx € E,onal.x = x.

Exemple. Soit E un ensemble et soit Sg le groupe des bijections de E dans lui-méme. Alors
Sg opéresur E :

SE X E— E

(0,x) — o(x).

On peut reformuler la notion d’opération de groupe sur un ensemble en termes de mor-
phismes de groupes. Cette reformulation est souvent utile pour construire des sous-groupes
normaux, et donc montrer qu'un groupe n’est pas simple.

Proposition 4.2. Soit G un groupe et soit E un ensemble non vide. La donnée d"une opéra
tion a gauche de G sur E est équivalente a la donnée d"un morphisme de groupes a: G — Sg.
On appelera Ker « le noyau de 'action.

Démonstration. Supposons que G opere sur E. Pour ¢ € G, considérons I'applicationag: E —
E définie par gg(x) = g.x. On vérifie (exercice) que &y = idg et ag, = ag o aj, pour tout
(§,h) € G? En particulier agoa, 1 = idg = «
morphisme de groupes

-1 0 a&g. Ainsi &g € Sg, et on obtient un

8 8

DCZG—>SE
g|—>06g.
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Réciproquement, si a: G — Sg est un morphisme de groupes, on vérifie (exercice) que
I'application

GxE-—E
(8,%) — g.x = a(g)(x)
définit une opération de G sur E. v

Exemples. Soit G un groupe.
(a) G opere sur lui-méme par «translations» :
GxG—G
(8/%) = g.x = gx
(b) G opere sur lui-méme par conjugaison :
GxG—G
(/%) — gx = gxg™
(c) G opere sur P(G), ’ensemble de ses parties, par conjugaison :
G xP(G) — P(G)
(,5) — 88 =4gSg”"
(d) Soit H C G un sous-groupe. Alors G opere sur l'ensemble G/ H par translations :
GxG/H— G/H
(¢,xH) — g.(xH) = gxH
Si H G G, le morphisme de groupe associé a: G — S¢,p est non trivial (Kera # G).

(e) Soit N un sous-groupe normal de G et soit H un sous-groupe de G. Alors H opere par
conjugaison sur N :

HxN —N
(h,n) — hon = hnh ™1,
(f) Soit V un espace vectoriel : GL(V') opeére sur V :
GL(V) XV — V
(f,0) — fo=f(v)

Voici une premiére illustration de 1"utilisation des opérations de groupes.

Application. Soit G un groupe fini, soit p le plus petit nombre premier qui divise I'ordre de
G et soit H un sous-groupe d’indice p dans G. Alors H est normal dans G.

Voir travaux dirigés

G agit sur 'ensemble G/H par translations. On en déduit un morphisme de groupes
¢: G — Sg/g = Sp.

Si ¢ € Ker ¢, alors en particulier ¢(g)(H) = H donc gH = Hetdonc g € H.On a
démontré que Ker ¢ C H. Montrons que Ker ¢ = H.

Par le premier théoréme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme @: G/ Kerg —
Imp — Sp, donc [G : Kerg] | p!. Or [G : Kerg] = [G : H|[H : Ker¢] = p[H : Ker ¢]
donc [H : Ker¢] | (p —1)!. Supposons que [H : Ker¢p] > 1, il existe alors un diviseur
premier g de [H : Ker ¢] (qui divise donc |G| par le théoreme de Lagrange), on doit donc
avoir g | (p —1)! etdonc g < p : cela contredit la minimalité de p comme diviseur premier
de |G|. Donc [H : Ker ¢] = 1 et donc H = Ker ¢ est le noyau d’un morphisme de groupes
¢: G — Sy et par conséquent H est normal dans G.
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On peut aussi utiliser les actions de groupes pour caractériser les produits semi-directs a
I'aide de suites exactes de groupes.

Remarquons d’abord que si G = N %, H est un produit semi-direct, alors on a une suite
exacte

1NL 685 o1

ou f(n) = (n,1) et g(n,h) = h pour tout (n,h) € N x H. (Voir travaux dirigés)
Dans l'autre sens, soit

1-NLed kot

une suite exacte (on rappelle que cela implique en particulier que f(N) <G et K = G/ f(N)).

Définition 4.3. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est un relevement de K si la restriction
de g a H induit un isomorphisme H = K.

Si on note N' = f(N) = N, alors NNH = {1} et G = N'H (exercice). Voir travaux
dirigés
En effet :
> Soit x € N'N H. Alors x € N’ = Ker g donc g(x) = 1. De plus, x € H et g est injectif,
donc x = 1. Donc N'N H = {1}.
> Puisque N’ = Ker ¢ <G, on sait que N’H est un sous-groupe de G. Soit maintenant x € G.

Soit i € H l'unique antécédent dans H de g¢(x) par g. On a alors g(h) = g(x) donc
xh~1 € Kerg = N'. On en déduit que x = (xh ')k € N'H et donc que G = N'H.

Proposition 4.4. Soit

1oL ed kot

une suite exacte.
Si K admet un relevement H, alors G est isomorphe a un produit semi-direct N X H.

Démonstration. Voir travaux dirigés
Le sous-groupe H de G agit par conjugaison sur N’ (qui est normal dans G). Cette action
induit donc un morphisme de groupes ¢: H — Aut(N’). On considere l'application

w:N'xoH — G
(n,h) —— mnh.
Vérifions que a est un morphisme de groupes. On a
a((n,h)(n', 1)) = a(ne(h)(n'),hh') = a(nhn'h=1, hh') = nhn' W= hh' = nhn'W = a(n, h)a(n'H').

Soit (n,h) € Kera. Alors nh = 1dans G,doncn =h~ ! € NNNH = {1},doncn =1=het
donc (n,h) = (1,1). Donc « est injectif.

Enfin, « est surjectif car G = N'H. On a démontré que « est un isomorphisme, c’est-a-dire
que G = N' %, H = N x H. v

IT ORBITES, STABILISATEURS

Dans ce paragraphe on introduit les notions d’orbite et de stabilisateur, qui permettent
d’analyser I'opération d"un groupe sur un ensemble.

Définition 4.5. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit x € E. Alors I"’ensemble
Q(x) = {g.x | § € G} C E est appelé I'orbite de x sous 'action de G.
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L'orbite Q)(x) est parfois notée Qg (x), ou encore G.x.
Remarque. Une orbite est stable sous 'action du groupe.

Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. La relation R sur E définie par
V(x,y) € E?, (xRy <= 3g€Gtqy=gx)

est une relation d’équivalence sur E (exercice). L'orbite ()(x) d'un élément x € E est la
classe d’équivalence de x pour la relation R. Les orbites des éléments de E sous 'action de
G forment donc une partition de E.

Définition-Proposition 4.6. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit x € E. Alors
I'ensemble Stabg (x) = {g € G | g.x = x} est un sous-groupe de G, appelé le stabilisateur de x
dans G.

La vérification est laissée en exercice.

Définition 4.7. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.

(1) On dit que G opeére transitivement sur E si V(x,y) € E?, 3¢ € G tel que y = g.x.
(2) On dit que G opere librement sur EsiVg € G,Vx €c E,gx =x& g=1.

Ainsi G opere transitivement sur E si, et seulement si, il n’y a qu'une seule orbite, et G
opere librement sur E si et seulement si pour tout x € E on a Stabg(x) = {1}.

Exemples. (a) L'opération de G sur lui méme par translations est libre et transitive.

(b) On fait opérer G sur lui-méme par conjugaison. Pour x € G, I'orbite de x est ’ensemble
{gxg~1,g € G}, est la classe de conjugaison de x. Le stabilisateur de x est le sous-
groupe Zg(x) = {g € G | gx = xg}, 'est le centralisateur de x.

(c) On fait opérer G sur I’'ensemble de ses parties par conjugaison. L'orbite de S C G est
I'ensemble {¢S¢~!,¢ € G}. Le stabilisateur de S est le sous-groupe Ng(S) = {g €
G | §S¢! = S}, C’est le normalisateur de S. Si S = H est un sous-groupe de G, alors
H < Ng(H).

(d) Si H est un sous-groupe de G, 'opération de G sur G/ H par translations est transitive,
et le stabilisateur de xH est le sous-groupe xHx 1.

(e) Pour l'opération naturelle de GL(V) sur un espace vectoriel V, il y a deux orbites : {0}
et V\{0}.
En effet, il est clair que 3(0) = {0}. Soit v € V un vecteur non nul fixé et montrons
que Q(v) = V \ {0}, dans le cas out V est de dimension finie n (c’est également vrai
en dimension infinie, en utilisant le théoréme 7.23). Soit v’ € V' \ {0} un vecteur quel-
conque. Les familles {v} et {v'} étant libres, il existe des bases B = (v; = v,v,,...,v,) et
B = (v) =v,7),...,0,)deV d’apres le théoreme de la base incomplete. Soit f: V — V
1"'unique application linéaire définie sur la base B par f(v;) = v} pour tout i € [1;n].
Alors I'image de la base B par f estlabase ', donc f est un automorphisme, ¢’est-a-dire
que f € GL(V).Deplus, v' = f(v) = f.vdonc v’ € Q(v).

Proposition 4.8. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. Soit (x,y) € E2. Si x et y sont
dans la méme orbite, c’est-a-dire s’il existe ¢ € G tel que y = g.x, alors les sous-groupes
Stabg(x) et Stabg () sont conjugués dans G.

Démonstration. On vérifie que Stabg (g.x) = g Stabg(x)g ™!, ce qui donne le résultat. v
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Le résultat suivant est le résultat clé pour décrire les ensembles sur lesquels opére un
groupe.

Théoréme 4.9. Soit G un groupe opérant sur E et soit x € E. Alors on a une bijection :
G/ Stabg(x) ~ Q(x).
En particulier, |Q(x)| = [G : Stabg(x)].

Démonstration. Soit f: G — Q(x) l'application définie par f(g) = g.x. Elle est surjective
par définition de Q)(x). Soit (g, 1) € G*. Alors

f(§) =f(h) <= gx=hx <= (h7'g)x=x <= h~'g € Stabg(x)
<= g Stabg(x) = hStabg(x)
(les éléments g et h sont équivalents modulo Stabg(x)).

On peut donc considérer l'application f: G/ Stabg(x) — Q(x) induite par f, c’est-a-dire
que f(gStabg(x)) = f(g). Les équivalences ci-dessus montrent qu’elle est bien définie et
qu’elle est injective.

Ainsi f induit la bijection annoncée f. v

En combinant la proposition précédente et le théoreme de Lagrange, on obtient :

Corollaire 4.10. Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble E. Alors le cardinal d"une
orbite est fini et divise I'ordre du groupe.

Corollaire 4.11. (Equation aux classes)
Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E. Soit (x;)1<;<, une famille de représen-

tants des orbites distinctes. Alors
T

|E| = Zl[G : StabG(x,-)]

Démonstration. Les orbites forment une partition de E, donc il existe € IN* et des éléments
x1,...,% de E tels que E = [[/_; Q(x;). On en déduit que |E| = Y _1|Q(x;)| = Y7 4[G :
Stabg (x,')]. v

Corollaire 4.12. (Equation aux classes)

Soit G un groupe fini (opérant sur lui-méme par conjugaison). Soit (x;);<j<, une famille
de représentants des classes de conjugaison distinctes qui ne sont pas réduites a un élément.
Alors

1G] = 1Z(G)| + é[c : Zo(x).

Démonstration. On fait opérer G sur lui-méme par conjugaison. Pour cette opération on a
Stabg (x;) = Zg(xi).

Soit x € G. Alors Q)(x) est réduite a un élément si, et seulement si, pour tout ¢ € G on a
gxg~! = ¢.x = x, C’est-a-dire gx = xg, ce qui revienta x € Z(G).

On en déduit que
G= ( I 0<x>) I (ﬂ[mxi)) - ( I {x}) I (]i[mxi))
x€Z(G) i=1 x€Z(G) i=1
et donc que |G| = Lyez () {x} + Lz |Q(x:)| = |Z(G)| + i1 [G : Stabg (x;)]. v
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On va appliquer ces premiers résultats sur les opérations de groupes aux p-groupes.

| Définition 4.13. Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe d’ordre p" avec n € IN*.

On commence par deux lemmes.

Lemme 4.14. Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe opérant sur un ensemble fini
JE.
Alors |[E¢| = |E| (mod p), ot
E¢C ={x€E|gx=1x Vg €G}

est 'ensemble de points fixes de E sous 'action de G.

Démonstration. Les éléments de EC sont exactement les éléments de E dont l'orbite est ré-
duite a un point. Si E = E G on a le résultat. Sinon, on a

.
E| = |E| + }_[G : Stabg ()]
i=1
ou x1,...,x, sont les représentants des orbites qui ne sont pas réduites a un point. Ainsi
pour tout i € [1;r] ona [G : Stabg(x;)] > 1. Or [G : Stabg(x;)] | |G| = p" donc il existe,
pour tout i, un entier d; € IN* tel que [G : Zg(x;)] = p%. En particulier, p divise [G : Zg(x;)]
pour tout i et on a donc bien |E®| = |E| (mod p). v

Lemme 4.15. Soit G un groupe. Si le groupe G/Z(G) est monogene, alors G est abélien.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Notons 77: G — G/Z(G) la projection canonique. Soit x = 77(a) un générateur du groupe
monogene G/Z(G), aveca € G.

Soit (g,h) € G2 1l existe (k,¢) € Z? tel que n(g) = m(a)* et w(h) = m(a)’ et donc
(z1,22) € Z(G)? tel que g = akzy et h = a'z,. Puisque z; et zp sont centraux dans G on
obtient

gh = d'z1a'zy = d¥a’z12y = A" 2125 et hg = a'2ydk2) = " F2pz = Mz = gh. v

Théoréme 4.16. Soit p un nombre premier.
(1) Soit G un p-groupe. Alors le centre de G n’est pas trivial.
(2) Soit G un groupe d’ordre p2. Alors G est abélien et G est isomorphe a CprouaCy xCp.

(3) Soit G un groupe d’ordre p" avec n € IN*. Alors pour tout i € [0;n] le groupe G
contient un sous-groupe normal d’ordre p'. En particulier, si n > 2 le groupe G n’est
pas simple.

Démonstration. (1) Le centre d'un groupe G est ’ensemble des points fixes de G pour 1'opé-
ration sur lui-méme par conjugaison. Ainsi le lemme 4.14 donne |G| = |Z(G)| (mod p),
et puisque |Z(G)| > 1, on abien |Z(G)| > 1.

(2) Soit G un groupe d’ordre p?. On sait que |Z(G)| > 1, et comme |Z(G)| divise p?, on a
|Z(G)| = pou |Z(G)| = p? Si |Z(G)| = p?, alors G est abélien. Sinon |Z(G)| = p, le
groupe G/Z(G) est d’ordre p premier, donc il est cyclique et le lemme 4.15 permet de
conclure encore que G est abélien.

Le théoreme de classification des groupes abéliens finis nous permet alors d’affirmer que
G=CpouG=CpxCp.
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(3) On procede par récurrence sur n. Si n = 1, le groupe G est cyclique et le résultat est
évidemment vrai. Soit donc n > 1 tel que le résultat soit vrai pour les groupes d’ordre p/,
1 < j < n.Soit G un groupe d’ordre p".

On sait que Z(G) # {1}. Si G est abélien, alors G n’est pas simple car les seuls groupes
simples abéliens sont d’ordre premier. Ainsi, G contient un sous-groupe normal H avec
{1} S HS G = Z(G). Si G n’est pas abélien, alors H = Z(G) vérifie {1} S H & G eton
aH<G.

Dans tous les cas, il existe un sous-groupe normal H de G, contenu dans Z(G) et tel que
{1} € H S G. Il existe alors un nombre entier k avec 0 < k < n tel que |H| = p et
G : H] =p" k. L'hypothése de récurrence fournit des sous-groupes de H et donc de G
d’ordre p' pour tout i € [0;k], qui sont normaux dans G car contenus dans Z(G). L'’hy-
potheése de récurrence fournit également pour tout ¢ € [0; 7 — k] un sous-groupe normal
K, de G/H d’ordre p. Soit m: G — G/H la surjection canonique. Alors 7T_1(Kg) est
un sous-groupe normal de G contenant H, avec K, = 71 (K;)/H. Ainsi |t 1(K,)| =
|H||K;| = p**.Sii € [k+1;n], il existe £ € [1; n — k] tel que i = k + /, et donc il existe
un sous-groupe normal 77~ !(K,) de G d’ordre p'. v

III THEOREMES DE SYLOW

Dans ce paragraphe on énonce et démontre les théoremes de Sylow, qui assurent 'exis-
tence de certains sous-groupes, et donnent des informations sur leur nombre.
Dans la suite, p est un nombre premier.

Définition 4.17. Soit G un groupe d’ordre p*m ot &« € IN* et p ne divise pas m. Un p-sous-
groupe de Sylow (ou p-Sylow) de G est un sous-groupe de G d’ordre p“.

Remarque. Soit H un sous-groupe de G. Alors H est un p-sous-groupe de Sylow de G si, et
seulement si, H est un p-groupe et p ne divise pas [G : H|.

Théoreme 4.18 (Premier théoréme de Sylow). Soit G un groupe fini et p un diviseur pre-
mier de |G|. Alors G contient un p-sous-groupe de Sylow.

Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons les deux lemmes qui suivent, qui concernent
les groupes abéliens.

Lemme 4.19. Soit G un groupe abélien d’ordre N, et soit n € IN* tel que pour tout x € G on
ait x" = 1. Alors N divise une puissance de n.

Ne sert nulle part il me semb]e...

Démonstration. On sait qu’il existe des nombres entiers r € IN* et dy, ..., d, tels que dy | dy |

| dret G = Cy, X --- = Cy, d’apres le théoreme 2.16. On a également N = d - - - d,. Pour
tout i € [1;7r], il existe un élément x; d’ordre d; dans G (un générateur de Cg,), qui vérifie
x!! = 1 par hypothese, donc d; divise n. Posons donc n = d;q; avec g; € IN*. On a alors

n =dy---dg1---q, = Ng1---q, donc N divise n". v

Lemme 4.20 (de Cauchy pour les groupes abéliens). Soit G un groupe abélien fini et soit p
un diviseur premier de |G|. Alors G contient un élément d’ordre p.
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Démonstration. Posons |G| = pj'---p;" avec py, ..., pr des nombres premiers deux a deux
distincts et (aq,...,a,) € (IN*)". Le nombre premier p est 1'un des p;.

Grace au corollaire 2.15, il existe des sous-groupes Hj, ..., H, de G tels que |H;| = p}’
pour touti € [1;r]etG = Hy X --- X H,.

Soiti € [1;r]. D’apres le théoréme 4.16 le groupe H;, et donc G, contient un sous-groupe
d’ordre (premier) p;, qui est cyclique, donc H; et G contiennent un élément d’ordre p;. Vv

Démonstration du premier théoreme de Sylow. On procede par récurrence sur |G].

Si |G| est un p-groupe, le résultat est clair (G est lui-méme un p-sous-groupe de Sylow de
G). Le résultat est donc vrai si |G| < 5.

Soit n > 6 tel que le premier théoréme de Sylow soit vrai pour les groupes d’ordre < n.
Soit G un groupe d’ordre 7 et soit p un diviseur premier de |G|; posons |G| = p*m avec
a € N* etm € IN* tels que p { m.

On distingue deux cas :

Cas 1. Il existe un sous-groupe propre H de G tel que p t [G : H|. Alors p* | |H|, donc
ona |H| = p*q avec q | m, g < m et 'hypothese de récurrence fournit un p-sous-groupe
de Sylow de H, qui est d’ordre p*, et qui est donc un p-sous-groupe de Sylow de G, et le
résultat est démontré.

Cas 2. Pour tout sous-groupe propre H de G, ona p | [G : H]. Montrons que p | |Z(G)|.Si G
est abélien c’est clair puisque Z(G) = G. Sinon, 1’équation aux classes donne

,
Gl =1Z(G) + }_[G : Zg(xi)]
i=1

ot les x; sont les représentants des classes de conjugaison qui ne sont pas réduites a un
élément. Ona 1l < |Z(G)| < |G|, donc pour toutiona |G| > [G : Zg(x;)] > 1. Les Zg(x;)
sont des sous-groupes propres de G donc par hypothese (Cas 2.) p | [G : Zg(x;)] pour tout
i.On en déduit que p | |Z(G)]|.

Puisque Z(G) est abélien, le lemme de Cauchy pour les groupes abéliens montre qu'il existe
un élément 2 € Z(G) d’ordre p. Soit H = (a). Alors H<a G car H C Z(G), et G/H est
un groupe d’ordre p*~!m. L'hypothése de récurrence fournit un sous-groupe K de G/H
d’ordre p*~!, et il existe un sous-groupe K de G contenant H tel que K = K/H. On a alors
|K| = |H||K| = p*, et K est donc un p-sous-groupe de Sylow de G. v

Corollaire 4.21. Soit G un groupe d’ordre p*m avec p { m. Alors G posséde des sous-groupes
d’ordre p' pour tout i tel que 0 <7 < a.

Démonstration. Le premier théoréeme de Sylow fournit un p-sous-groupe de Sylow H de G,
qui est d’ordre p®. D’apres le théoreme 4.16, le p-groupe H et donc G contient des sous-
groupes d’ordre p' pour touti € [0;«]. v

Conséquence 4.22 (Théoreme de Cauchy). Soit G un groupe fini et soit p un diviseur pre-
mier de |G|. Alors il existe un élément d’ordre p dans G.

Exercice. Soit G un groupe fini non trivial et soit p un nombre premier tel que pour tout
g € G, l'ordre de g est une puissance de p. Alors |G| est une puissance de p.

Remarque. Soit p un nombre premier. La définition générale d'un p-groupe est un groupe
tel que les ordres de tous ses éléments sont des puissances de p.

On voit grace a l'exercice précédent et le théoreme de Lagrange que pour un groupe fini,
cette définition est équivalente a la notre.
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Théoreme 4.23. (Deuxiéme théoreme de Sylow)
Soit G un groupe d’ordre |G| = p*m, avec p premier, m € IN* et p { m.

(1) Si H est un p-sous-groupe de G, alors H est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow
de G.

(2) Tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués entre eux.

(3) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow est congru a 1 modulo p et divise m.

On commence par un lemme.

Lemme 4.24. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G et soit H un p-sous-groupe de G. Si
H C Ng(P),alors H C P.

Démonstration. On suppose que H C Ng(P). Il est clair que P C HP. Montrons que HP C P,
ce qui impliquera H C P.
Puisque H C Ng(P) et P C Ng(P), on a HP C Ng(P). De plus, P est normal dans

N (P) donc HP est un sous-groupe de Ng(P) et donc de G.On a |HP| = |‘g|r‘wllj|\’

puissance de p (car H et P sont des p-groupes). Puisque P est un p-sous-groupe de Sylow de
G,ona |HP| < |P|etdonc HP = P,d’ou H C P. v

qui est une

Démonstration du deuxiéme théoréeme de Sylow. Soit S 1’ensemble des p-sous-groupes de Sy-
low de G. On remarque que si P est un p-sous-groupe de Sylow de G et si ¢ € G, alors
¢P¢~! est un sous-groupe de G d’ordre | ng’1| = |P|, donc gPg~! est un p-sous-groupe de
Sylow de G. On peut considérer I’action de G sur S par conjugaison.

Soit P € S un p-sous-groupe de Sylow fixé. Soit E = Q(P) = {xPx~! | x € G} la classe
de conjugaison de P. On sait que |E| = [G : Stabg(P)] = [G : Ng(P)]. De plus, puisque
P C Ng(P),ona |E| | [G: P] =m.

Soit H un p-sous-groupe de G. Alors H opére par conjugaison sur E. D’apres le lemme
4.14,0ona |EH| = |E| (mod p). Or |E| divise m et p { m donc |E| Z 0 (mod p). On en déduit
que ‘EH| # 0 (mod p) et en particulier que E # &. Soit donc Q € E¥. Pour touth € H
onahQh™' = Qdonc H C Ng(Q) etdonc H C Q d’apres le lemme précédent. Nous avons
donc démontré 1’assertion (1).

Supposons dans la suite que H est un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors si Q € Ef on
aH C Qet|H| = |Q|donc H = Q € E. Donc H et P sont conjugués et on a démontré
l'assertion (2). On a également démontré que EF = {H}.

On déduit de ce qui précede que S = E et donc que |S| = |E|. On a donc |S| = |E| =
|[Ef| =1 (mod p). Enfin, on a remarqué plus tot que |E| | m donc |S| | m et on a démontré
I’assertion (3). v

Remarque. 11 découle de la démonstration précédente que le nombre de p-sous-groupes de
Sylow de G est [G : Ng(H)] ot H est un p-sous-groupe de Sylow de G.

Corollaire 4.25. Un groupe fini posséde un seul p-sous-groupe de Sylow si et seulement si
ce sous-groupe est normal.

Démonstration. Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G. L'ensemble des p-sous-groupes de
Sylow de G est
S={xHx !, x€ G}

Alors |S|=1 <= S={H} < Vx€G, (xHx ! =H) < H<G. v
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IV APPLICATIONS A LA CLASSIFICATION DES GROUPES FINIS

On propose dans ce paragraphe des applications des théorémes de Sylow.

Théoreme 4.26. Soient p et ¢ des nombres premiers distincts et soit G un groupe d’ordre pq.

(1) Alors G n’est pas simple et si p > ¢, alors G est isomorphe & un produit semi-direct
Cp x Cy.
(2) Sip #1 (mod q) etq # 1 (mod p), alors G est cyclique. (exemples : |G| = 15,35...).

Démonstration. (1) Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G et soit K un g-sous-groupe de
Sylow de G (qui existent par le premier théoreme de Sylow). Alors |H| = p est premier
donc H = C, et |[K| = g donc K = C,. Le nombre 1, de p-sous-groupes de Sylow vérifie
n, =1 (mod p) etn, | g d’apres le deuxieme théoreme de Sylow. Si on pose n, = 1+ kp
avec k € IN, puisque p > g et n, | g, on doit avoir k = 0 et donc n, = 1. Donc H est
I'unique p-sous-groupe de Sylow de G et par conséquent H < G d’apres le Corollaire 4.25.
En particulier, G n’est pas simple.

Puisque pged(p,q) = 1, grace au théoreme de Lagrange ona H N K = {1} et |HK| =
pq = |G| donc G = HK. On en déduit grace a la caractérisation du produit semi-direct
du théoreme 3.5 que G = H X K = Cy x C,.

(2) Quitte a échanger p et g on peut supposer que p > g et on reprend les notations de
la premiere partie de la démonstration. Soit 7, le nombre de g-sous-groupes de Sylow
de G. On sait que n; = 1 (mod q) et que n, | p, donc n; € {1;p}. Si ny # 1, alors
p = ny; =1 (mod g) et on a obtenu une contradiction. Donc n; = 1, ce qui implique
que K <4 G (corollaire 4.25) et donc que G = C, x C; grace a la caractérisation du produit
direct. Enfin, d’apres le théoréme chinois, G = C,, est cyclique. v

Exemple. Les groupes d’ordre 15 et 35 sont cycliques.

Exemple. Nous pouvons maintenant compléter I'exemple page 42 : si G est un groupe qui
n’est pas abélien et dont 1’ordre est impair, alors |G| > 21.

En effet, soit G un groupe d’ordre impair tel que |G| < 21. Si |G| est premier alors G est
cyclique donc abélien et si |G| = p? avec p premier alors G est abélien d’apres le théoréme
4.16. Il reste le cas d"un groupe d’ordre 15, qui est abélien d’aprés le théoreme précédent.

Remarque. Si p et q sont deux nombres premiers tels que p > getqg | (p — 1), on peut
montrer qu’il y a, a isomorphisme pres, deux groupes d’ordre pq : le groupe cyclique Cpy, et
un produit semi-direct non abélien C, x C.

En effet, puisque p > g, nous avons vu dans la démonstration du théoreme 4.26 que si
|G| = pq alors G est isomorphe a un produit semi-direct G = C,, x, Cy, ot1 ¢: C; — Aut(Cp)
est le morphisme d"une opération de C, sur C, par automorphismes.

Si l'opération ¢ est triviale, alors G est abélien et G = C,.

Si l'opération ¢ n’est pas triviale, alors G est n’est pas abélien. Vérifions qu’il en existe
bien. Soit 4 un générateur de C,. Alors tout morphisme ¢: C; — Aut(C,) est entierement
déterminé par ¢(a), qui doit étre un élément dont 'ordre divise o(a) = g; comme g est
premier, I’action n’est pas triviale si, et seulement si, ’'ordre de ¢(a) est égal a q. D’aprés une
remarque page 41, Aut(C,) est cyclique d’ordre p — 1. Puisque g divise p — 1, il existe bien
des éléments d’ordre g dans Aut(C,) et donc des opérations non-triviales.

Montrons enfin que toutes les opérations non triviales donnent des produits semi-directs
isomorphes. Soient ¢, 1: C; — Aut(C,) deux actions non triviales. Alors ¢(C,) et (C,) sont
des sous-groupes de Aut(C,) d’ordre g puisque g est premier. Mais on sait que Aut(C,) est
un groupe cyclique d’ordre p — 1, donc il admet un unique sous-groupe cyclique L d’ordre

54



g. On en déduit que ¢(a) et 1p(a) sont deux générateurs de L = ¢(C;) = 9(C;) et donc
qu'il existe un nombre entier k € [1;4 — 1] tel que ¢(a) = y(a)*. Soit a: C; — C, I'unique
endomorphisme de C, défini par a(a) = a*. C’est un automorphisme car a* engendre Cy,
donc a est surjectif, et c’est un endomorphisme d'un groupe fini et donc un automorphisme.
De plus, o a(a) = p(a¥) = ¢(a)* = ¢(a) donc ¢ ow = ¢ (car a engendre C;). On en déduit
que Cp x4 Cy = Cp Xy C, via I'isomorphisme donné par (x,y) — (x,«(y)) (voir page 42).

Classification des groupes d’ordre n < 15.

Définition-Proposition 4.27. Soit Qg le sous-groupe de GL,(C) engendré par les éléments a, b

et c donnés par
0 1 0 i 0

C’est un groupe d’ordre 8 qui n’est pas abélien et dont tous les sous-groupes sont normaux dans
Qg (en particulier, Qg n'est pas isomorphe a Dy). 1l est appelé groupe quaternionique.

Démonstration. Voir travaux dirigés

On vérifie que a?> = b*> = ¢> = —1,ab = ¢ = —ba (donc Qg est engendré par {a,b}),
bc =a = —cbetca =0b = —ac. En particulier, Qg n’est pas abélien.

Les éléments de Qg sont donc tous de la forme a*b! avec (k,0) € 72,0 <k ¢ < 4etdong,
puisque a?> = —1 = b2, de la forme +a*b’ avec (k,¢0) € 72,0<k(<1,ce qui donne

Qs = {1, +a, £b, +ab = +c}.

Donc Qg est d’ordre 8.

Les sous-groupes de Qg doivent donc étre d’ordre 1, 2, 4 ou 8.

Le seul élément d’ordre 2 de Qg est —1, donc le seul sous-groupe d’ordre 2 est {+1}.

Les autres éléments de Qg distincts de I'élément neutre sont tous d’ordre 4. Puisque
(—a) = (a®) = (a) (et de méme avec les autres éléments), on en déduit qu’il y a trois sous-
groupes d’ordre 4, qui sont (a), (b) et (c). Ils sont tous normaux dans Qg car ils sont d’indice
2 dans Qsg.

Il est évident que le groupe trivial et le groupe Qg sont les seuls autres sous-groupes de
Qg et qu’ils sont normaux dans Qs.

Vérifions donc que {41} est normal dans Q. Pour tout x € Qgonax(—1)x ! = —xx~ 1 =
—1 € {#£1} (etbien str x1x~! =1 € {£1}). Donc {£1} est un sous-groupe normal de Qs.

Enfin, il reste a vérifier que Qg n’est pas isomorphe a Dy. Cela découle du fait que le
sous-groupe de Dy engendré par s n’est pas normal dans Dy. En effet, rsr 1 = r%s & (s). v

-1

Définition-Proposition 4.28. Le groupe dicyclique Dic,, d’ordre 4n est le sous-groupe de
GL;(C) engendré par les matrices a et b données par

_ (e 0 _ /(0 1
a= < 0 ei”/"> et b= (_1 0).
Ces éléments vérifient les relations 2" =1,b>2=a"ba=a betona
Dic, = {akbl|0<k<2n—1, 0<z<1}.

On a Dic, = Qg et Dicg & C3 X C4 pour 'opération ¢: C4 = (g) — Aut(Cs) définie par
P(g)(x) = x~ ! pour tout x € Cs.

Démonstration. Voir travaux dirigés
On vérifie facilement les relations. On peut méme préciser que a est d’ordre 2n et que b
est d’ordre 4. De plus, les relations ba = a~'b et b?> = a”* permettent d’affirmer que b = a"b
puis que
Dicn:{a”bl|uEZ,O<l<1}.
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Effectuons la division euclidienne de u par 2n, qui s’écrit u = q2n +kavec 0 < k < 2n — 1.
Alors a"b! = (a*")7a"b' = a*b'. Donc les éléments de Dic, sont bien ceux de I’énoncé.

On en déduit que |Dics| < 27 -2 = 4n. Soit maintenant (k,1,u,v) € Z* avec 0 < k,u <
2n—1et0<,v < 1tel que akb! = ab°. Alors a—"aF = b'b".

Siv # 1, alors a*~* = b*! = 4b. Mais a*~* est diagonale alors que £b ne 'est pas, c’est
donc impossible. On en deduit que v = I. Alors ak=* = I, donc 2n (I'ordre de a) divise k — .
Or 2n+1<k—u<2n—1donck—u = 0etonak = u. Ainsi, Dic, a exactement 4n
éléments.

Il nous faut maintenant vérifier les isomorphismes.

> Casn = 2. Alorsonaa = (6 91) et par conséquent ab = (Q

; 6) Le groupe Dic; est le

sous-groupe de GL,(C) engendré par a et b, donc par a, b et ab. 1l s’agit bien de Qg (par
définition de Qsg).

> Cas n = 3.0Onaalors a®> = —I, = b2.
Soit N le sous-groupe de Dic; engendré par 42, il est isomorphe a C;. Alors N est normal
dans Dics; eneffet, a-a?-a ' =a?> € Netba?b ' =albab=' =a2bb1 =402 € N.
Soit H le sous-groupe de Dic3 engendré par b. Il est isomorphe a C4. Onadonc NN H =
{1} puisque pged(|N|, [H|) = 1.
De plus, INH| = J%Mgﬂ 34 = 12 = |Dics| donc Dicz = NH.
On en déduit que Dic3 = N x, H = C3 X C4 pour un morphisme ¢: C4 — Aut(Cs).

Le groupe D1C3 n’est pas abélien (par exemple en utilisant les calculs ci-dessus, a~'b =
a?ba~' = a’ba~! # ba~! car a? 0
et donc ¢ n’est pas trivial. Le seul automorphlsme de C; différent de idc, est I’automor-

phisme 6 défini par 6(x) = x~1; de plus, il existe bien un morphisme ¢: C; — Aut(C3)
tel que ¢(b) = 6 car 6* = id (théoréme 1.30). On a donc obtenu le résultat cherché. v

# Ip), donc le produit ne peut pas étre direct

Théoreme 4.29. Tous les groupes d’ordre n < 15 sont donnés, a isomorphisme pres, dans le
tableau suivant.

| ordre du groupe || groupes abéliens | groupes non abéliens |

1 G = {1}

2 (@)}

3 Cs

4 Cy
C2 X C2 = DZ

5 Cs

6 C62C2><C3 ’D3253

7 Cy

8 Cs Dy
Cy x G Qs
Cz X Cz X CZ

9 Co
C3 X C3

10 C10 = CZ X C5 D5

11 C11

12 C12 = C4 X C3 D6
C2><C6§C2><C2><C3 A4

Dng

13 Ci3

14 C14 = Cz X C7 D7

15 C15 = C3 X C5
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Démonstration. Pour tous les groupes abéliens et pour les groupes d’ordre p, p> ou 2p avec p
premier, cela découle des théoremes 2.16, 1.27, 4.16 et 3.6. Pour les groupes d’ordre 15, c’est

le théoreme précédent. Il reste les groupes d’ordres 8 et 12, qui seront traités en TD et en
DM. v
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CHAPITRE 5

Groupes symétriques et alternés

Soit n € IN*. On considere le groupe symétrique S, des bijections de [1;n] dans [1;n]
(la loi de groupe est la composition des bijections). C’est un groupe d’ordre n!, qui n’est pas
abélien si n > 3 (nous verrons méme que son centre est trivial si n > 3).

Ce chapitre est consacré a une étude détaillée des groupes symétriques et de sous-groupes
remarquables, les groupes alternés. Du point de vue des groupes abstraits, la motivation est
fournie par le théoréme suivant.

Théoréme 5.1 (Théoreme de Cayley). Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors G est isomorphe
a un sous-groupe de Sj,.

Démonstration. Le groupe G opere sur lui-méme par translations (multiplication a gauche),
cela induit un morphisme de groupes ¢: G — Sg = S, défini par ¢(g)(x) = g.x = gx. Il est
facile de vérifier que ¢ est injectif, donc ¢ induit un isomorphisme G = Im ¢ et Im ¢ est un
sous-groupe de Sj,. v

Nous rappelons également des définitions et résultats vus en L3 (sans démonstration).
I GENERATEURS DU GROUPE SYMETRIQUE

Soient k > 2 et iy,...,i dans [1;n] deux a deux distincts. On note (i7 i ... i) la
permutation définie par

[ silgé{il,...,ik}
(il ip ... lk)(l) = Qi sil=i, € {il,...,ik_l}
il sil = ik
Une permutation de ce type est appelée un k-cycle.
On a le résultat suivant, extremement utile pour faire des calculs.

Lemme 5.2. Soient o € S, et (i1 in ... ik) est un k-cycle. On a

o(iv ia ... i)ot= (o) (i) ... o))

Définition 5.3. Le support d'une permutation o € S, est l'ensemble Supp(c) = {i € [1;n] |
o(i) #i}. Parexemple, sioc = (i ... ix) est un k-cycle, le support de o est {iy, ..., i }.

On peut vérifier que deux permutations a supports disjoints commutent.
On ne démontrera pas le théoreme (bien connu) suivant.
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Théoréme 5.4. Soito € S, \ {id}.
(1) Alors o s’écrit comme un produit de cycles a supports disjoints.

(2) Le nombre r et les longueurs ¢4, . . ., ¢, des cycles non triviaux a supports disjoints dont
le produit est égal a o est entierement déterminé par o, et la suite [¢4,...,¢,] rangée
dans 'ordre croissant est appelée le type de o.

(3) Deux permutations sont conjuguées si, et seulement si, elles ont le méme type.

Ainsi les cycles engendrent le groupe symétrique. Le lemme suivant va étre utile pour
trouver des familles plus petites de générateurs.

Lemme 5.5. (1) Soient iy, ...,i; des éléments de [1;n] deux a deux distincts. Alors on a
(i oo ip) = (i i) (2 i3) - (ko1 ix).
(2) Soienti,j>2aveci<j—1.0na(i j)= (-1 j)(@ j=1)(G—1 j).
(3) Soient1 <i<j<mn.Ona (i j)= (1 i)(1 j)(1 i).
(4) Soitc = (1 2 ... n).Pouri<n—1l,ona(i i+1)=0c"1(1 2)ol

Démonstration. Ce sont des calculs immédiats. v

Théoréme 5.6. Soit n > 2. Le groupe S, est engendré par 'une quelconque des familles
suivantes.

(1) Les transpositions.

(2) Les transpositions (i i+1)avecl <i<n—1.

(3) Les transpositions (1 i) avec2 <i < n.

(4) La transposition (1 2) etle n-cycle (1 2 ... n).

(5) Une transposition (i i+1)avecl <i<n—Tletlen-cycle (1 2 ... n).

Démonstration. Les points (1) a (4) découlent des points correspondants du lemme précédent
(en répétant le point (2) autant de fois que nécessaire). ' '
Le point (5) découle du point (4) en utilisant (1 2) = o~ (i i+1)o' L. v

Le résultat suivant sera probablement utile pour 'étude de la résolubilité des polynomes
(Semestre 2).

Proposition 5.7. Soit p un nombre premier et soit G un sous-groupe de S,. Supposons que
p | |G| et que G contient une transposition. Alors G = S,,.

Démonstration. 1l suffit de montrer que G contient un p-cycle (1 2 ... p) et une transpo-
sition (i i+ 1). Tout d’abord on sait que G contient un élément ¢ d’ordre p (conséquence
du premier théoreme de Sylow), et un élément d’ordre p de S, est nécessairement un p-cycle
car p est premier. En effet, si o est un élément d’ordre p, soit ¢ = 1 - - - 7, sa décomposi-
tion en produit de cycles a supports disjoints. Alors les 7; commutent deux a deux donc
o(c) = ppem(o(7y;) | 1 <i < r).Oro(y;) > 1pour tout i et p est premier donc o(y;) = p
pour tout i. Mais ce sont des permutations de [1; p] doncr =1 et ¢ = 1 est un p-cycle.
Soit T € G une transposition. Ecrivons ¢ = (i ... i) et soit v € S, la permutation
définie par v(iy) = k,onavocov 'l = (1 2 ... p) € vGv L. Ona [vGvl| = |G|,
et comme pour montrer que G = S, il suffit de voir que |G| = |S,|, on peut remplacer
G par vGu~! et donc supposer sans perte de généralité que (1 2 ... p) € G. Notons

c=(1 2 ... p).
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_A ce stade il est commode de changer de notation : on remplace [1;p] par Z/pZ =
{0,...,p — 1}, et G est un sous-groupe du groupe des permutations de Z/pZ contenant

c=(0 1 ... p—T1)ett = (i j)aveci,jdans {0,...,p—1}eti < j. On peut alors
écrire, pour tout k € Z/pZ, o(k) = k + 1. Montrons, par récurrence sur k, que
vke{T,...,p—1} ona (0 k(G-1) €G.
Sik=1,0onac (i j)o'=(0 j—i) €.
Soit maintenant k € [1;p — 2] tel que (6 s(j— z)) € G pour tout s € [1;k] on doit
démontrer que <6 (k+1)(j — 1)) € G.Ona
(0 k(j—1)o7 = (j jk+1)—k)€G
etonajk+1)—ki= (j—i)k+1)+i= (j—i)k+j ¢ {i;j}cark #0,k+1 # 0,
j—1# 0etZ/pZ est un corps. Donc

@ DG ik —k)G )= (0 k1K) €G

et

o (i jk+1) K)o’ = (0 Gr D) €6
et on a bien le résultat désiré. Comme Z/pZ est un corps, il existe k € [1;p — 1] tel que
k(j—i) =1, etainsi (0 1) € G, et on conclut bien que G = S,,. v

Remarque. Le résultat est faux en général si n n’est pas premier. Par exemple le groupe Sy
n’est pas engendré par (1 2 3 4)et (1 3).
En effet, on a 7o = ¢~ !t donc
(o, 7T) = {O'k’L'é | (k,¢) € ZZ} = {(TkTZ |0<k<3,0</< 1}
={id, 7, (1 4)(2 3),(2 4),(1 2)(3 4),0,(1 3)(2 4),(1 4 3 2)}
# Sy.

II LE GROUPE ALTERNE

Définition-Proposition 5.8. Soit n > 2. Il existe unique morphisme de groupes surjectif
tel que pour tout k-cycle o, on ait e(c) = (—1)k=1. Le morphisme e est appelé la signature, et

le groupe alterné A, est défini comme le noyau de e. On a A, < Sy, (puisque Ay, est le noyau du
morphisme €, ou parce qu'il est d'indice 2 dans Sy,) et |A,| = %

Démonstration. L'existence a été démontrée L3. Pour 'unicité, soit ¢: S, — {1} un autre
morphisme surjectif. On sait que les transpositions engendrent S, donc il suffit de vérifier
que ¢(T) = &(7) pour toute transposition 7. Notons que les transpositions sont toutes conju-
guées dans S, et que tout morphisme défini sur S,, prendra donc la méme valeur sur toutes
les transpositions. Il y a donc deux cas :

Cas 1 : pour toute transposition T on a ¢(7) = 1. Mais alors ¢ = 1 donc ¢ n’est pas surjectif;
on a obtenu une contradiction.

Cas 2 : pour toute transposition 7 on a ¢(t) = —1. On a alors ¢(t) = &(7) pour toute
transposition T et donc ¢ = e. v

Remarque. On en déduit que S, = {1, ¢}.
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Proposition 5.9. Soit n > 3. Le groupe A, est engendré par les 3-cycles (1 2 i) pouri > 3.

Démonstration. On sait que S, est engendré par les cycles (1 i), i >2. Ainsisic € A,,ona
o= (1 i) (1 in)

avec, pour tout k, i > 2 et m pair. Donc A, est engendré par les éléments (1 i)(1 ), avec

i,j>2eti#j.Ona

1 (1 j)=(1 j i)si2<i#4j<mn,

1@ =0 7j i # ]
1 7 1)=(1 2 i)(1 2 )" si3<i#4j<n
(1ji=02ia 2 #]
(1i2)=012isii>3

On a donc le résultat. v

Lemme 5.10. Pour n > 3, le groupe A, opere (n — 2) fois transitivement sur [1;n], c’est-
a-dire que pour tout ((ay,...,a,_2), (b1, ..., by—2)) € ([1;1n]"%)? avec les a; deux a deux
distincts et les b; deux a deux distincts, il existe o € A, tel que pour touti € [1;n —2] on a
U(ﬂi) = bi-

Démonstration. On complete les ensembles de a; et b; de facon a avoir {ay,...,a,-2,4,-1,a,} =
[1;n] ={b1,...,by—2,b,_1,b,}. 1l est clair qu’il existe une (unique) bijection [1;n] — [1;#1]
qui envoie i sur a; pour tout i et une (unique) bijection [1;n] — [1;n] qui envoie i sur b;
pour tout i. En les composant, on obtient v € S, telle que y(a;) = b; pour tout i.

Siy € A, c'est terminé. Sinon, 0 = ’y(an_l an) € A, et vérifie o(a;) = b; pour tout i
avecl <i<n—2. v

Proposition 5.11. Soit n > 5. Les 3-cycles sont conjugués dans A,,.

Démonstration. Voir travaux dirigés.

Soient v, = (a1 ap az) ety, = (b1 by b3) deux 3-cycles. Puisque n > 5, on peut com-
pléter en des ensembles {ay,...,a,-2} et {b1,...,b,_2} a n — 2 éléments. Puisque l'action
de A, sur [1;n] est (n — 2)-transitive, il existe o € A, tel que o(a;) = b; pour tout i avec
1<i<n—20Onaalorsy, = ocy,0 L. v

Remarque. C’est faux sin = 3 oun = 4. Voir travaux dirigés

En effet, si n = 3 alors A3 est abélien donc les classes de conjugaison sont des singletons.
Sin = 4ilya8cycles d’ordre 3; s’ils formaient une seule orbite pour 'opération de conju-
gaison de A4 sur lui-méme, elle serait donc de cardinal 8. Mais le cardinal d"une orbite divise
'ordre du groupe et ici |A4| = 12 n’est pas multiple de 8, on a obtenu une contradiction.

Théoreme 5.12. Soit n > 5. Le groupe A, est simple.

Démonstration. Soit H # {id} un sous-groupe normal de A,. On veut démontrer que H =
Ay. 11 suftit de démontrer que H contient un 3-cycle. En effet, si H contient un 3-cycle, il
contient tous ses conjugués (car H < A;) et donc tous les 3-cycles (proposition précédente),
qui engendrent A, donc A, C H et puisque H est un sous-groupe de A;, on aura bien
H = A,.

Soit ¢ € H \ {id}. On remarque que pour tout T € Ay, onacte 't ! =c(te 1t !) e H
carc € H o le HetHa A, etde méme T~ loto~! € H.

Notons ¢ = 71 - - - 9, la décomposition de ¢ en produit de cycles a supports disjoints. En
particulier, ces cycles 71, ..., 7, commutent deux a deux, donc on peut supposer qu’ils sont
ordonnés par longueur décroissante. On distingue quatre cas.
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Cas 1. /(1) > 4. Posons y; = (i1 iy ... i¢) avec t > 4. Soit T = (i iy i3). Les supports de T,
Y2, - .., ¥r sont disjoints, donc ces cycles commutent et on a

R RRRE % PREERE oo o PR
=ty T = (s ig)T N = (ip i3 ia) (i1 i3 i) = (i1 ia i)

et c’est un élément de H, donc H contient un 3-cycle.

oTo

Cas 2. /(1) = 3. Alors 0> € Het0? = 7} - - - o2 est un produit de 3-cycles disjoints car pour
tout i, soit y; est un 3-cycle et 'yiz aussi, soit 7y; est une transposition et 'ylz = id. Ainsi, quitte
a remplacer ¢ par ¢, on peut supposer que la décomposition de ¢ en produit de cycles
disjoints ne contient pas de transposition, c’est-a-dire que ¢(y;) = 3 pour touti. Sir = 1
c’est terminé, supposons donc que r > 1.

Alors 0 = y1720" avec y1 = (i1 ip 13), v2 = (ig i5 ig) et 0/ = 3y, Soit T = (i iy i5).
Alors comme ci-dessus, cto 7! est un élément de H et il est égal a (ip i5 ig) (i1 i5 is) =
(i1 ig iy 15 ig). On est donc ramenés au cas 1 et H doit donc contenir un 3-cycle.

Cas3./(y1) = 2etr = 2. Posons y; = (i1 ip) et yo = (i3 ig). Puisque n > 5 il existe
is € [1;n]\ {i1;io;i3;is}. Posons T = (i3 iy i5). Alors T loto™' € Het 7 loto! =
(i3 i5 i4)(ig i3 i5) = (i3 ig i5). Donc H contient un 3-cycle.

Cas4. /(1) =2etr > 2. Alors 0 = y1720" avec y; = (i1 1), 72 = (i3 ig) et 0 = y3 -7y
Posons T = (i ip i3). Alors T loto~ ! est un élément de H et puisque T commute avec ¢’
onaadt lote ! = Tyt (v172) 7t = (i i3 i0) (i 11 is) = (i7 i4) (i2 i3) et on est ramenés
au cas 3. Donc H contient un 3-cycle. v

ITIT QUELQUES RESULTATS SUR LES SOUS-GROUPES DE S,

Proposition 5.13. Sin > 3, alors Z(S,) = {id}.

Démonstration. Voir travaux dirigés.

Soit ¢ € Z(Sy). Supposons que ¢ # id. Soit i € Supp(c), on a donc ¢ (i) # i. Puisque
n >3, ilexistej € [1;n] telquej & {i,c(i)}.Soit T = (i j).Alors tot(j) = t0(i) = 0 (i)
car o(i) & {i,j}, eto(i) # o(j) cari # j et o est injective, donc 10T # o et donc T # 07 :
on a obtenu une contradiction. Donc ¢ = id et on a bien Z(S,) = {id}. v

Théoréme 5.14. Pour n # 4, les seuls sous-groupes normaux de S, sont {id}, A, et S,,.

Démonstration. Sin = 2, alors S; = C; et ses seuls sous-groupes (nécessairement normaux)
sont {id} = Aj et S).

Traitons le cas n = 3. Soit H un sous-groupe normal de S3, avec {1} G H & S3. Alors
|H| =2ou|H| =3.Si|H| =2, posons H = {id, ¢} avec ¢ un élément d’ordre 2. Les seuls
éléments d’ordre 2 de S3 sont les transpositions. qui sont toutes conjuguées donc, puisque
H < S3 doivent toutes étre dans H : on a obtenu une contradiction. Si |H| = 3, alors H =
{id, 01,02} avec 0; d’ordre 3. Il y a exactement deux éléments d’ordre 3 dans Ss, qui sont les
3-cycles. On en déduit que H = As.

Supposons maintenant que # > 5. Soit H un sous-groupe normal de S, avec {1} G H &
Sp. Alors HN A, <Ay Mais Ay, est simple donc HN A, = {id} ou HN A, = A,.

Si HN A, = {1}, alors toutes les permutations non triviales de H sont impaires. On en
déduit en particulier que pour tout ¢ € H on a ¢ = id (puisque o? est paire et dans H).
Fixons 0 € H \ {id}. Alors pour tout T € H \ {id} on a o7 = id (pour les mémes raisons)
donc T = ¢! = ¢. Donc H = {id,c}. Mais si 7y € S,, est du méme type que o, alors y et &
sont conjuguées, donc puisque H < S, on doit avoir v € H et on a une contradiction.

Donc HN A, = Ay,onaalors A, C Het[S,: Ay] =2donc H = A,,. v
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Remarque. C’est fauxsin = 4; en effet, le sous-groupe
Vi={id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}

est normal dans Sy.

Théoréme 5.15. Soit n > 2 et H un sous-groupe de S,,.
(1) Si[S,:H]=20onaH=A,.
(2) Si[S,:H|=n,onaH=S, ;.

Démonstration. (1) Puisque H est d’indice 2 dans Sy, il est normal dans S,, donc si n # 4 on
aH=A,.
Sin = 4, le sous-groupe H de S4 est toujours un sous-groupe normal de Sy, d’ordre 12.
Par le théoréeme de Cauchy; il contient un élément d’ordre 3, qui est dans S4 et qui est
donc un 3-cycle. De plus, puisque H < Sy, il suit que tous les 3-cycles sont dans H car
ils sont conjugués dans S4. Or les 3-cycles engendrent A4, donc A4 C H et finalement
H = A4

(2) Si n = 2 le résultat est trivial.

Sin = 4, alors H est un sous-groupe de S4 d’ordre 6. D’apres le théoréme 3.6, H est donc
isomorphe a Cg ou a S3. Or S4, donc en particulier H, ne contient aucun élément d’ordre
6, donc H % Cg et finalement H = S3.

Sin # 4 etn > 2, on considere I'opération de S, sur 'ensemble E = S,/ H par transla-
tions a gauche, elle induit donc un morphisme de groupes ¢: S, — Sg = S;, défini par
@(0)(tH) = (cTH), ott (0, T) € S2. Puisque |E| =nona$S, = S,,.

Le noyau de ¢ est un sous-groupe normal de S;. De plus, il est contenu dans H (si o €
Ker ¢, en particulier ¢(c)(H) = H, c’est-a-dire que c H = H donc ¢ € H), qui est d'indice
n > 2,donc Ker ¢ = {id} d’apres le théoreme 5.14. Donc ¢ est un isomorphisme.

On remarque que ¢(H) C Stabg (H). De plus, il est clair que Stabg, (H), qui est 'en-
semble des permutations de E = S,/H qui fixent le point H, s’identifie a Sg\ (y}, qui
est isomorphe a S,,_1 (via l'identification Sg = S;). Puisque |H| = (n — 1)!, on obtient
H = ¢(H) = Stabg, (H) = S,_1. v

Exercice. Soit G un groupe d’ordre 12 qui n’est pas abélien et qui contient un sous-groupe
normal H d’ordre 4. Alors H = Ay. Voir travaux dirigés

Correction. Notons que H est un 4-sous-groupe de Sylow de G (et, puisque H < G, c’est le
seul). On considere 'ensemble E des 3-sous-groupes de Sylow de G. Alors |[E| =1 (mod 3)
et |E| | 4.Si |E| = 1, alors il y a un unique 3-sous-groupe de Sylow L, qui est normal dans
G et on en déduit par des méthodes déja vues précédemment que G = H x K. Mais H et K
sont abéliens (d’ordres 3 premier et 4 carré d"un nombre premier) donc G est abélien : on a
obtenu une contradiction.

Donc |E| = 4. Puisque tous les 3-sous-groupes de Sylow sont conjugués, on peut consi-
dérer l'opération de G sur E par conjugaison. On obtient donc un morphisme de groupes
@: G — Sg = 54. Soit K = Ker ¢.

Soit ¢ € K. Alors, pour tout L € E,ona gLg~! = L donc ¢ € Ng(L). On a donc K C
NLeeNg(L). Lautre inclusion est facile a vérifier, donc K = N cpNg(L). De plus, L C Ng(L)
et on sait que |G : Ng(L)] = |E| = 4 pour tout L € E, donc |[Ng(L)| = 3 = |L| et donc
L = Ng(L).Onadonc K = NgegL.

Soient maintenant L et L” deux 3-sous-groupes de Sylow de G (des éléments de E) et soit
x€LNL.Six #1,alorso(x) =3etonal = {1,x,x*} =L, donc K = NyegL = {1}.On
a démontré que ¢ est injectif et donc que ¢(G) est un sous-groupe de S; d’ordre 12, donc
d’indice 2. D’apres le théoreme 5.15, on a ¢(G) = Az etdonc G = ¢(G) = Ay. v
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CHAPITRE 6

Groupes résolubles

On étudie dans ce chapitre une classe de groupes que 1’'on peut «approximer» par des
groupes abéliens : les groupes résolubles. Cette notion sera utilisée plus tard (Semestre 2)
pour étudier la «résolubilité» des équations polynomiales (c’est de la que provient la termi-
nologie).

I DEFINITION ET EXEMPLES

Définition 6.1. Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il existe une suite croissante de
sous-groupes
G0={1}CG1C"'CGm=G

tels que pour tout i € [0;m — 1], on a G; < Gj41 et le groupe quotient G; 1/ G; est abélien. Une
telle suite est appelée suite de résolubilité pour G.

Exemples. (1) Un groupe abélien est résoluble.
(2) Le groupe S3 est résoluble, avec suite de résolubilité
{id} C A3 C Ss.

En effet, on a bien {id} < A3 < S3 et les quotients S3/ A3z = Cp et Az/{id} = C; sont
abéliens.

Lemme 6.2. Soit G un groupe. Soient H, K et L trois sous-groupes de G avec H <1 G et K< L.

(1) Les sous-groupes HK et HL de G vérifient HK < HL et HK/H <HL/H. De plus, on a
un morphisme surjectif L/K — HL/HK.

(2) Si on suppose de plus que H C K et si on note 77: G — G/H la surjection canonique,
alors 1 (K) <~ Y(L) et m~'(L)/m 1 (K) = L/K.

Démonstration. (1) Puisque H < G, on sait que HK et HL sont des sous-groupes de G et que
HK = KH. Soit (x,y) € HK x HL. Posons x = hk ety = h'¢ avec (h,k,h',¢) € H x K x
H x L. Alors

yxy L = Wehke W T = W eneVeke !

Or K<L donc ¢k¢~1 € K et donc ¢k¢~1(h')~1 € KH = HK. De plus, H < G donc fh{~! €
H. On en déduit que yxy~—! € HK et donc que HK < HL.
Le fait que HK/H < HL/H découle de la correspondance entre les sous-groupes normaux
de HL contenant H et les sous-groupes normaux de HL/H.

Enfin, soit L — HL l'injection naturelle, on compose avec la surjection canonique HL —
HL/HK pour obtenir un morphisme de groupes ¢. Il est clair que K C Ker ¢ donc ¢

induit un morphisme ¢: L/K — HL/HK tel que 9(¢) = ¢(¥).
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Soit y € HL/HK. Il existe x € HL tel que y = X et il existe donc (k,/) € H x L tel que
x = hl. Alors, dans HL/HK,onay = X = /; en effet, on a ¢~lx = ¢7w € H Cc HK car

H<Gdonc /~1x = Tetdonc 7' = . On en déduit donc quey =% = ¢(¢) =p(0) et
donc que @ est surjectif.
(2) Puisque 7 est surjective, on a (1 1(L)) = L. On considére le morphisme surjectif

n~ (L) &5 L — L/K. Son noyau est 7~ (K) et on applique le premier théoréme d’iso-
morphisme pour conclure. v

Proposition 6.3. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe.
(1) Si G est résoluble, alors H est résoluble.

(2) Si H< G, alors G est résoluble <= H et G/ H sont résolubles.

Démonstration. (1) Supposons G résoluble et soit
G(): {1}<1G1<1"'<1Gm =G
une suite de résolubilité. Posons, pour i € [0;m], H; = HN G;. Alors on a
Hy={1}cHyC---CH,=H
etH;=HNG;<HNG;y1 = Hjqpouri € [0;m—1]. Le morphisme naturel H N G; 1 —
Git1 — Giy+1/G; a pour noyau H N G; donc il induit un morphisme injectif
Hiy1/Hi = (HNGj1)/(HNG;) — Giy1/G;
et ainsi H;;q/H; est isomorphe a un sous-groupe du groupe abélien G;,1/G;, et par
conséquent H; 1/ H; est abélien.
Donc Hy = {1} C H; C - -+ C Hy = H est une suite de résolubilité et H est résoluble.
(2) Supposons d’abord que G est résoluble et reprenons la suite de résolubilité précédente
pour G. On sait déja que H est résoluble.
Le sous-groupe H est normal dans G donc HG; est un sous-groupe de G pour tout i. On
considere les sous-groupes HG;/H de G/ H, on obtient la suite de sous-groupes
HGy/H={1} C HG/HC ---C HG,/H =G/H

Ona H<GetG;<Gjy1,donc HG;<HG; 1 et HG;/H < HG; 1/H d’apres le lemme précé-
dent. Toujours d’apres ce lemme, on a un morphisme surjectif G;1/G; — HGj;1/HG;
avec Gj1/G; abélien. On en déduit que (HG;1/H)/(HG;/H), qui est isomorphe a
HG;1/HG,; par le troisiéme théoréme d’isomorphisme, est abélien. On a démontré que
G/ H est résoluble.

Réciproquement, supposons que H et G/ H sont résolubles, et considérons des suites de
résolubilité
Hy={1}<H;<---<H, =H et

Ko={1}<Ky«---<«K,=G/H
Notons m: G — G/ H la surjection canonique. Alors
Hy={1}<H;<---<H,=H=n1Ky)am ' (Ky)a---am }(K,) =G
est une suite de résolubilité pour G. En effet, d’apres le lemme précédent, les groupe s

Y (Kipq)/m Y(K;) & K;1/K; sont abéliens. v

Remarque. On peut reformuler le point (2) de la proposition de la fagon suivante.
Soit1 - H —+ G — K — 1 une suite exacte de groupes. Alors G est résoluble si, et
seulement si, H et K sont résolubles.

On peut maintenant donner de larges classes d’exemples de groupes résolubles et non
résolubles.
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Théoreme 6.4. Soit G un groupe fini.
(1) Si |G| = p", pour p premier, alors G est résoluble.
(2) Si |G| = pgq, pour p, g premiers, alors G est résoluble.
(3) Si |G| < 60, alors G est résoluble.

Démonstration. (1) On raisonne par récurrence sur 7.
Sin = 0 le résultat est clair, si n = 1 alors G est cyclique donc abélien et donc résoluble.
Soit donc 1 > 1 tel que tous les groupes d’ordre p' avec i < n — 1 sont résolubles. Soit G
un groupe d’ordre p”. Le théoreme 4.16 montre I'existence d"un sous-groupe normal H
de G d’ordre p"~!. Le quotient G/ H est d’ordre p donc cyclique et donc résoluble, et H
est résoluble par hypothese de récurrence, donc G est résoluble.

(2) Si p = g, on est dans le cadre du (1).
Supposons donc que p > gq. Alors grace au théoreme 4.26, on peut supposer que G =
Cp ¥ C4. On a une suite exacte 1 — Cp) — G = C, x C; — C; — 1 avec Cy, et C; abéliens,
donc résolubles. Donc G est également résoluble.

(3) Le 3 est a titre culturel. Voir I'annexe sur les groupes? v

Théoréme 6.5. Un groupe fini simple non abélien n’est pas résoluble.
En particulier, si n > 5 alors A, n’est pas résoluble.

Démonstration. Soit G un groupe simple qui n’est pas abélien. Puisque G est simple, la seule
suite de résolubilité possible est {1} C G, mais G n’est pas abélien donc ce n’est pas une
suite de résolubilité. v

Théoréme 6.6. Soit n € IN*. Le groupe S, est résoluble si et seulement si n < 4.

Démonstration. Sin < 2, alors S, est abélien donc résoluble.

Sin = 3, alors {id} C A3 C S3 est une suite de résolubilité.

Sin =4, alors {id} < V4 < A4 <S4 est une suite de résolubilité. En effet, A4 < Sy car A4 est
d’indice 2 dans Sy, et V4 est normal dans S4 et donc dans A4 car la conjugaison préserve le
type d’une permutation et les éléments de Vj sont id et tous les produits de deux transposi-
tions disjointes. De plus, V4 2 C, x C; est abélien (tous ses éléments o vérifient 2 = id) et
les deux autres quotients sont d’ordres premiers donc cycliques et donc abéliens.

Enfin, si n > 5, on sait que A;, qui est un sous-groupe normal de S,, n’est pas résoluble,
donc S, ne peut pas étre résoluble d’apres la proposition 6.3. v

II GROUPE DERIVE

On propose dans ce paragraphe une nouvelle caractérisation des groupes résolubles.

Définition 6.7. Soit G un groupe. Le groupe dérivé de G, noté D(G) ou encore |G, G|, est le
sous-groupe de G engendré par les commutateurs de G, c’est-a-dire les éléments de la forme

[x,y] := xyx~ 1y~ pour (x,y) € G*

Pour (x,y) € G>on a [x,y]~! = [y, x] et donc l'inverse d'un commutateur est encore un

commutateur. Ainsi un élément arbitraire de D(G) est un produit fini de commutateurs.
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Définition 6.8. Soient G un groupe et n € IN*. Le n-iéeme groupe dérivé de G, noté D" (G), est
défini la maniére suivante :

DY(G) = D(G), D*(G) = D(D(G)), ..., D"(G)=D(D"(G)), ...

Remarques. (1) Ona D"1(G) C D*(G) pour tout n € IN*.
(2) Si H et K sont des sous-groupes de G avec H C K, alors D(H) C D(K).
(3) G est abélien si et seulement si D(G) = {1}.

Proposition 6.9. Pour tout n € IN*, le groupe D"(G) est un sous-groupe normal de G.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.

Sin =1,soit (x,y,8) € G>,onag[x,y]g' = [gxg ', gyg '] € D(G). Puisque les commu-
tateurs engendrent D(G), on en déduit que D(G) < G.

Soit n > 1 tel que D'(G) < G pour tout i < n. Démontrons que D"*1(G) est normal dans
G. Rappelons que D"™1(G) = D(D"(G)) est engendré par les [x,y] avec (x,y) € D"(G)>.
Soit (x,y,¢) € D"(G)?> x G, on a g[x,y]g"! = [¢gxg~!,gyg~!]. De plus, par hypotheése de
récurrence, D"(G) <G donc gxg~! et gyg~! sont dans D"(G) et donc g[x,y]g~! € D"*1(G).
Puisque les commutateurs d’éléments de D"(G) engendrent D"*1(G), on en déduit que
D"(G) «G. v

Définition-Proposition 6.10. Soit G un groupe. Le groupe G/D(G) est abélien. On dit que
G/D(G) est I'abélianisé de G, on le note souvent Gy,

Démonstration. Soit (x,y) € G2. Alors [%,y] = [x,y] = 1 dans G/D(G), donc ¥ et § com-
mutent. v

Proposition 6.11. Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe normal de G. Alors le
groupe G/ H est abélien si, et seulement si, D(G) C H.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Supposons que G/ H soit abélien. Soit (x,y) € G2. Ona [x,y] = [%,7] = 1 car G/H est
abélien. On en déduit que pour tout (x,y) € G2, on a [x,y] € H. Puisque les commutateurs
engendrent D(H), on en déduit que D(G) C H.

Réciproquement, supposons que D(G) C H. Soit (%,7) € (G/H)2 Alors [%,7] = [x,y]
et [x,y] € D(G) C H donc [%,7] = {1}. Puisque les commutateurs d’élements de G/H
engendrent D(G/H), on en déduit que D(G/H) = {1} etdonc que G/H est abélien. v/

Exemples. (1) Pourn > 3,ona D(S,) = A,. Voir travaux dirigés
Puisque S, n’est pas abélien, on a D(S,) # {id}. De plus A, <S, et S,/ A, = C; est
abélien donc D(S,) C Ay.
Démontrons I'autre inclusion. Soit o un 3-cycle. Alors ¢ est aussi un 3-cycle donc d’aprés
le théoréme 5.4 (3) ¢ et ¢% sont conjugués dans S,,. Il existe donc ¢ € S, tel que ¢? =
voy~1. On en déduit que ¢ = yoy ol = [y,0] € D(Sy). Puisque les 3-cycles en-
gendrent A4, on en déduit que Ag = D(Sy).
Remarque. Pour n # 4, on peut aussi utiliser le fait que D(Sy,) < Sy, pour déduire que D(S,) =
Ap, apres avoir précisé que {id} G D(S,) C Ay.

(2) Pour n > 5,ona D(A,) = Ap. Voir travaux dirigés
Ona D(A,) <Ay Pour n > 5, le groupe A, est simple donc D(A,) = {id} ou D(A,) =
Ay. Mais si on avait D(A,) = {id} alors A, = A, /{id} = A,/D(A,) serait abélien, ce
qui n’est pas le cas. Donc D(A,) = Aj.
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(3) Ona D(A4) = V4. Voir travaux dirigés
On a V4 < Ay et Ay/Vy = Cz abélien, donc D(A4) C Vy. De plus, si (i,],k,1) € [1;4]*
aveci, j, k,1 deux a deux distincts, ona (i j)(k 1) =[(i j k), (i j I)] € D(A4) donc
Vi = D(Ay).

Théoréme 6.12. Soit G un groupe. Alors G est résoluble si, et seulement si, il existe n € IN*
tel que D"(G) = {1}.

Démonstration. Supposons que G soit résoluble et soit
Gm:{l}CGm_1C'--CGO:G

une suite de résolubilité. Montrons, par récurrence sur i, que pour tout i € [1;m], on a
D!(G) C G;. On en déduira que D™(G) = {1}.

Sii =1, le groupe G/G; = Gy/G est abélien donc D(G) C Gy d’apres la proposition
6.11.

Soit donc i > 2 tel que D'~1(G) C G;_1. Le groupe G;_1/G,; est abélien, donc D(G;_1) C
G;. Ainsi D(G) = D(D'"1(G)) € D(G;_1) C G, et on a le résultat.

Réciproquement, la suite D"(G) = {1} ¢ D" }(G) c --- ¢ DYG) c D(G) := G
est une suite de résolubilité pour G. En effet, on a D'*1(G) < G donc D'*1(G) <« D'(G) et
D!(G)/D'*1(G) = D(G)/D(D(G)) est abélien pour tout i € [0;n — 1]. v

Le résultat précédent permet une nouvelle formulation pour la résolubilité.

Définition 6.13. Soit G un groupe. Une suite normale pour G est une suite croissante de sous-
groupes normaux de G
Go={1}CcG C---CGy=0G.

Corollaire 6.14. Soit G un groupe non trivial. Alors G est résoluble si et seulement si G
possede une suite normale dont tous les quotients sont abéliens.

Démonstration. Soit G un groupe possédant une suite normale dont tous les quotients sont
abéliens. C’est alors une suite de résolubilité pour G, donc G est résoluble.
Réciproquement, supposons que G soit résoluble et soit n € IN* tel que D"(G) = {1}.
Alors on a vu dans la démonstration précédente que la suite D"(G) = {1} ¢ D" 1(G) C
.-+ C DY(G) C G est une suite de résolubilité pour G. De plus, pour tout i € [1;1] on a
D'(G) < G donc c’est une suite normale pour G dont tous les quotients sont abéliens. v

Exemple. On a vu que le groupe Sy est résoluble. La suite {id} C V4 C Ay C Sy est une
suite normale pour S4 dont tous les quotients sont abéliens.

La suite {id} < ((1 2)(3 4)) < V4 <Ay <5, est une suite de résolubilité pour Sy, mais ce
n’est pas une suite normale pour S4 car ((1 2)(3 4)) n’est pas un sous-groupe normal de
5.
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Deuxieme partie :

Anneaux






CHAPITRE 7

Rappels et compléments sur les anneaux

I RAPPELS DE BASE

On rappelle un certain nombre de définitions et propriétés de base sur les anneaux. Pour
plus de détails, on renvoie au cours de L3.

Définition 7.1. Un anneau est un groupe abélien (A, +) muni d’une deuxieme loi interne, la
multiplication ou le produit - : A x A — A, tel que :

+ le produit est associatif : V/(a,b,c) € A3, (ab)c = a(bc);

+ le produit est distributif par rapport a l'addition : ¥(a,b,c) € A3, a(b+c) = ab+ ac et
(a+b)c = ac + be.

Si de plus le produit possede un élément neutre 1, on dit que I'anneau A est unitaire et 1 est appelé
élément unité de A. Il vérifie la = a = al pour tout a € A.

Enfin, si le produit est commutatif, c’est-a-dire que ab = ba pour tout (a,b) € A2, on dit que
I'anneau A est commutatif.

Pour mémoire, un groupe abélien est un ensemble non vide A muni d'une loi interne + : A X
A — A qui est associative (V(a,b,c) € A3, (a+b)+c = a+ (b+ c)), possede un élément
neutre noté 0 (Va € A, a+0 = a = 0+ a), est telle que tout élément a € A possede un inverse
—a appelé opposé (Va € A, 3b € Atg.a+b =0=">b+a;b = —a) et qui est commutative
(V(a,b) € A2, a+b=>b+a)

Dans tout ce cours, anneau signifie anneau commutatif unitaire, sauf mention expresse
du contraire.

Définition 7.2. Un corps est un anneau (commutatif unitaire) tel que tout élément non nul
possede un inverse : Va € A\ {0}, 3b € A tel que ab = 1.

Définition 7.3. Un sous-anneau B d'un anneau A est une partie non vide B de A qui, munie
des opérations de A, est un anneau.
On peut vérifier que B est un sous-anneau de A si, et seulement si,

4+ (B#92);

+VY(ab) € B2, onaa—beBoua+be Bet —a e B)—doil Best un sous-groupe (abélien)
de (A, +);

4+1¢<B;
4+ V(a,b) € B, onaab c B.
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Définition 7.4. Un morphisme d’anneaux d'un anneau A vers un anneau B est une application
f : A — Buérifiant, pour tout (a,b) € A2,

+ fla+b) = fla) + f(b),
+ f(ab) = f(a)f(b) et
+f(1)=1.

On peut vérifier que si un morphisme d’anneaux f est bijectif, alors I'application réciproque f =1
est aussi un morphisme d’anneaux. On dit alors que f est un isomorphisme d’anneaux.

Définition 7.5. Soit A un anneau.

+ Un élément a € A est dit inversible s'il posséde un inverse, noté a=?1, pour le produit. On note
A 'ensemble des éléments inversibles de A.

4 Un élément a € A est un diviseur de zéro sia # 05s’il existe b € A avec b # 0 tel que ab = 0.
4 Un anneau A est dit intégre si A # {0} et s’il ne contient pas de diviseur de zéro.

Un anneau integre n'est pas nul.
Un corps est en particulier un anneau intégre.

Définition 7.6. Soit A un anneau. Un idéal de A est un sous-groupe abélien I de A qui vérifie
YVae A, Vxel, onaax € I.
Une partie I de A est un idéal de A si, et seulement si,
* [ #0;
+V(x,y) €’ x+yclet
+V(a,x)e AxIax €l

Propriétés. ¢ Unidéal I de A est égal a A si, et seulementsi, 1 € I.

4+ Unidéal I de A est égal a A si, et seulement s’il contient un élément inversible de A.
4 Une intersection d’idéaux est un idéal.

4+ Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

<> Si C est un sous-anneau de A, alors f(C) est un sous-anneau de B. En particulier, Im f =
f(A) est un sous-anneau de B.

4 Si D est un sous-anneau de B, alors f~!(D) est un sous-anneau de A.

<4 Si I est un idéal de B, alors f~!(I) est un idéal de A. En particulier, Ker f = f~1({0})
est un idéal de A.

<> Si f est surjectif etsi | est unidéal de A, alors f(J) est un idéal de B.

Définition-Proposition 7.7. Soit A un anneau et soit X une partie de A. L’idéal de A engendré
par X est le plus petit idéal de A contenant X. Celui-ci existe et il est égal a I'intersection de tous
les idéaux de A contenant X.
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Théoréme 7.8. Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On définit une relation d’équiva-
lence ~ sur A en posant
a~b << a-bel

L’ensemble quotient A/ ~ est alors un anneau pour les lois
a+b=ua+b;
ab = ab
ou @ désigne la classe d’équivalence de a dans A/ ~ (celle-ci est parfois notée a + I). Cet
anneau est appelé anneau quotient de A par I et noté A/I.

L'application t: A — A/I définie par 7(a) = @ est un morphisme d’anneaux surjectif,
appelé projection canonique.

Théoréme 7.9 (Théoreme de passage au quotient). Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.
Soit I un idéal de A et soit | un idéal de B tel que f(I) C J. Onnote m4: A — A/l et
ntg: B — B/] les projections canoniques.

Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A/I — B/] tel que fomy = mpo f
(on a donc f(@) = f(a)).

Schématiquement, on a

f

A B
nAl lnB
A/I ;»B/].

Réciproquement, si un tel f existe, alors f(I) C J.

Démonstration. 4 Supposons que f existe. Soit b € f(I). Alorsil existea € Itel queb = f(a).
On a alors 7p(b) = mp(f(a)) = f(mwa(a)) = f(0) = 0donc b € Kermg = J. Donc
D).

4+ Réciproquement, supposons que f(I) C J. On doit avoir f(7r4(a)) = 7g(f(a)) pour tout
a€ A.Soitx € A/ Tlexiste a € A tel que 7m4(a) = x. Posons donc f(x) = rtg(f(a)).

I faut vérifier que f est bien définie, c’est-a-dire que si on choisit un autre représentant a’
de x dans A, on a bien 7t5(f(a’)) = 7p(f(a)). Puisque a et a’ sont deux représentants de x
dans A,onaa’ —a € Kerrty = I, donc f(a' —a) € Jetdonc rtp(f(a’ —a)) = 0. Or 75 et
f sont des morphismes d’anneaux donc 7t5(f(a’)) — 7tg(f(a)) = 0. On a donc bien défini
une application f.

De plus, f est un morphisme d’anneaux. Soit (x,y) € (A/I)? et soit (a,b) € A? tel que
x = 1y(a) ety = rtp(b). Alors

¢ flx+y) = f(mala+b)) = mp(f(a+1b)) = 7p(f(a)) + mp(f (b))
& f(xy) = f(malab)) = mp(f(ab)) = mp(f(a))p(f (b)) = f(x)f(y);
¢ f(1) = f(ma(1)) = mp(f(1)) = 1.

Enfin, la condition f o w4 = 7t o f nous a imposé la définition de f, donc un tel mor-
phisme d’anneaux est unique. v

flx)+fy);

Remarque. Dans le cas particulier ou ] = {0}, la condition ”f(I) C ]J” devient “I C Ker f”.
Ainsi, si f : A — B est un morphisme d’anneaux et si I est un idéal de A tel que I C Ker f,
alors f induit un unique morphisme d’anneaux f : A/I — Btel que f = f o 74 (c’est-a-dire

que f(a) = f(a)).
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Théoréme 7.10 (Premier théoreme d’isomorphisme). Soit f: A — B un morphisme d’an-
neaux. Le morphisme f induit un isomorphisme d’anneaux

f:A/Kerf —Imf.

Théoréme 7.11 (Deuxiéme théoreme d’isomorphisme). Soit A un anneau, soit B un sous-
anneau de A et soit I un idéal de A. Alors l'ensemble B+ I = {b+ x; (b,x) € B x I} estun
sous-anneau de A, 'ensemble B N I est un idéal de B et on a un isomorphisme d’anneaux

(B+1)/I1=B/(BNI).

Théoreme 7.12 (Troisieme théoreme d’isomorphisme). Soit A un anneau. Soit I un idéal de
A. Notons 7w : A — A/I la projection canonique. Soit | un idéal de A contenant I (I C J).
Alors on a un isomorphisme d’anneaux

(A/L)/m(]) = A/]
ce que l'on peut également écrire (A/1)/(J/I) = A/].

Définition 7.13. Soit A un anneau. Soient I et | deux idéaux de A. On note I] l'idéal engendré
par les produits xy avec (x,y) € I x J et I + ] l'idéal engendré par I U J. On a donc

IJ = {Zxkyk? neN, (xyx) EIXI}

k=1

n
I+]:{Zakxk;nElN, x € I1U]J, akeA}:{x+y; (x,y) € I x J}.
k=1

Théoreme 7.14 (Théoreme Chinois). Soit A un anneau. Soient I et | deux idéaux de A tels
que I + ] = A. Alors

@ IJ=1INn]J;

(b) les anneaux A/I] et A/I x A/] sontisomorphes.

Démonstration. (a) 1l est clair que I] C I N ] (sans hypothese sur les idéaux I et J).
Réciproquement, soit x € I N J. Puisque I +] = Ailexistea € I etb € | tels que
1=a+b.Onaalors x = ax + bx et ax € I] puisque (a,x) € I x J et bx € I] puisque
(b,x) € ] x I.Donc x € I].

OnabienIN] =1]J.

(b) Notons 7r;: A — ITetmj: A — A/] les projections canoniques (morphismes d’anneaux)
et considérons ¢ : A — A/I x A/] définie par ¢(x) = (7r;(x), 7r;(x)) pour tout x € A.
C’est un morphisme d’anneaux.

Il est clair que Ker g = INJ = IJ.

Démontrons que ¢ est surjective. Soit (7,Z) € A/I x A/], avec (y,z) € A? tel que
Y = m1(y) et Z = mj(z). On cherche x € A tel que ¢(x) = (7, 2).

Comme dans la premiere partie, il existe s € I et b € | tels que 1 = a + b. Posons
x = yb+ za. Alors mt;(x) = mp(yb) = m(y(l—a)) = m(y —ya) = m(y) = 7 et
np(x) = my(za) = mj(z — zb) = m;(z) = Z donc @(x) = (V,Z).

Finalement, d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme
9:A/I] - A/I x A/] (donné par 9(X) = (rt(x), rj(x))). v
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Conséquence 7.15. Soit A un anneau principal. Soient m et n deux éléments de A premiers
entre eux. Alors les anneaux A/ (m) x A/(n) et A/(mn) sont isomorphes.

Remarque. L'isomorphisme est donné par ¢(x) = (7,(x), ma(x)) ot 7y : A — A/(m)
et T, : A — A/(n) sont les projections canoniques. Pour exprimer ¢!, on applique la
propriété de Bézout, qui donne (u,v) € A? tel que mu +nov = 1. Alors ¢~ (7t (y), 7T (z)) =
zmu + yno.

Ceci permet, dans le cas ou A = Z, de résoudre des systéemes de congruences du type

{x =a (mod m)
y=b (mod n)

avec m et n deux entiers premiers entre eux.

IT IDEAUX PREMIERS ET MAXIMAUX.

Définition 7.16. Soient A un anneau et I un idéal de A.

(1) L'idéal I est dit premier s’il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tous a, b € A,
abel=acloubel

(2) L'idéal I est dit maximal s'il est distinct de A et vérifie la condition suivante : pour tout idéal
JdeA,ICJ]CA=]=1ou]=A.

On peut caractériser la primalité ou la maximalité de I'idéal I d’'un anneau A a I'aide de
I'anneau quotient A/ I.

Proposition 7.17. Soient A un anneau et [ un idéal de A.
(1) L'idéal I est premier si et seulement si 'anneau A /I est integre.

(2) L'idéal I est maximal si et seulement si 'anneau A /I est un corps.

Démonstration. Exercice (L3). v

Remarque. 4 1l est clair d’aprés la proposition 7.17 que tout idéal maximal est premier.

4 Par contre, il est facile de démontrer que {0} est un idéal premier et non maximal de
I'anneau Z. (En effet, Z/{0} = Z est intégre mais n’est pas un corps).

Proposition 7.18. Soient A un anneau, I un idéal de Aet Tt : A — A/I la projection
canonique. On note I 4, 'ensemble de tous les idéaux de A/ et J 4 ; I'ensemble de tous les
idéaux de A contenant I. Alors :

(1) les applications

p
Jar == Taj et Ly = Jai
K ~ m(K) L — =m Y1)
sont des bijections réciproques 1'une de l'autre. Elles établissent donc une correspon-
dance bijective entre idéaux de A/ I et idéaux de A contenant I.

(2) la correspondance bijective ci-dessus induit des correspondances bijectives entre idéaux

premiers (resp. maximaux) de A/I et idéaux premiers (resp. maximaux) de A contenant
I

Démonstration. (1) Puisque 7t est un morphisme d’anneaux, 77~ !(L) est un idéal de A pour
tout idéal L de A/I. De plus, 0 est dans L donc I = 7~ 1({0}) c =~ 1(L).
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Puisque 77 est un morphisme d’anneaux surjectif, 77(K) est un idéal de A/I pour tout
idéal K de A.
Onaaopf =idy,, car o (L) = L pour tout idéal L de A/1I.
Il reste a vérifier que f o a = idy, ; pour tout idéal K de A contenant I. Soit K un tel idéal.
On a toujours 77~ (7t(K)) D K. Soit maintenant x € 77~ !(7r(K)). Alors 7t(x) € 7(K) donc
il existe a € K tel que 7t(x) = 7r(a). Mais alors x —a € I C Kdonc x € K. On a donc bien
7Y n(K)) =K.
Ainsi, « et B sont des bijections réciproques.

(2) Le troisieme théoreme d’isomorphisme précise que pour tout idéal K de A contenant I,
on a un isomorphisme d’anneaux

A/K = (A/I)/7(K).

Ainsi, d’apres la proposition 7.17, pour tout idéal K de A contenant I, K est premier (resp.
maximal) dans A si et seulement si 77(K) est premier (resp. maximal) dans A/ 1. v

Il est clair par définition que I’anneau nul ne contient pas d’idéaux premiers (et donc pas
d’idéaux maximaux). La premiere question légitime est alors la suivante : étant donné un
anneau non nul A, existe-t-il toujours des idéaux premiers, des idéaux maximaux, dans A?
La réponse est donnée par le théoreme de Krull.

IIT ENSEMBLES ORDONNES ET LEMME DE ZORN

Ce lemme est utilisé pour faire certaines démonstrations oli une récurrence est impos-
sible (si I’ensemble d’indices n’est pas dénombrable). Il est équivalent a 1’axiome du choix
(indépendant des autres axiomes, Cohen 1963). Vous le verrez également dans le cours de
topologie.

Axiome du choix. Un produit d’une famille non vide d’ensembles non vides est non
vide.

Autrement dit, si (A;);e; est une famille non vide d’ensembles non vides, on peut
choisir simultanément x; € A; pour touti € I.

Nous nous contenterons d’énoncer le lemme de Zorn, et admettrons qu’il est équivalent a
I’axiome du choix.

A. Lemme de Zorn

Définition 7.19. Soit E un ensemble. Un ordre sur E est une relation binaire <, réflexive, anti-
symétrique et transitive, c’est-a-dire telle que :

*+VxecE x<x;
*+V(xy) €ELsix<yety < x,alorsx =y;
+V(xy2) €E3,six<yety<zalorsxg<z.

On dit alors que I'ensemble (E, <) est un ensemble ordonné.

Remarque. 1l est clair que, si F est un sous-ensemble de I'ensemble E et si < est un ordre sur
E, alors < induit un ordre sur F.

Définition 7.20. Si (E, X) est un ensemble ordonné et si, pour tous (x,y) € E2,onax < you
Y < x, on dit que < est un ordre total ou que (E, X) est un ensemble totalement ordonné. Dans
le cas contraire, un dit que < est un ordre partiel ou que (E, <) est un ensemble partiellement
ordonné.

78



Définition 7.21. Soit (E, <) un ensemble ordonné.

4 Un élément maximal de (E, %) est un élément x € E tel que, pour tout y € E, si x < y, alors
X =Y.

4+ Soit F un sous-ensemble de E. Un majorant de F dans E est un élément m de E tel que pour
toutx € F, x < m.

4 On dit que (E, <) est un ensemble inductif si tout sous-ensemble non-vide F de E tel que
(F, }) soit totalement ordonné admet un majorant dans E.

Remarque. Soient A un anneau et £ 'ensemble de tous les idéaux de A distincts de A.
L'inclusion définit une relation d’ordre (partiel) sur £ et on note (€, C) I’ensemble ordonné
ainsi obtenu. Alors, I est un idéal maximal de A si et seulement si I est un élément maximal

de (&, Q).

Théoréme 7.22 (Lemme de Zorn). Soit (E, <) un ensemble ordonné, inductif et non vide.
Alors il existe un élément maximal dans E.

Démonstration. (admis) v

B. Applications

Théoréme 7.23 (Théoréme de la base incomplete). Soit KK un corps. Toute famille libre d"un
espace vectoriel non nul E sur K est contenu dans une base de E.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel sur K et soit £ une famille libre de E. Soit S I'en-
semble des parties libres de E qui contiennent £, muni de 'ordre fourni par l'inclusion.
Comme £ € S,ona S # @.

S muni de cet ordre est inductif : soit (S;);c; une partie totalement ordonnée de S. Alors
Uije1S; contient L et tous les S; pour i € I. Il reste a vérifier que c’est un élément de S, c’est-
a-dire une famille libre, pour démontrer que U;¢;S; est un majorant de (S;);c; dans S. Soit
Y jej Ajxj = 0 une relation de dépendance avec | une partie finie de I, x; € Sj et A; € K pour
tout j € J. Puisque ] est fini et (S;);c est totalement ordonnée, on peut choisir ig € | tel que
S; C Sj, pour tout j € J. Alors x; € S;; pour tout j € J. Or §;; est libre, donc A; = 0 pour tout
jE ]

D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie libre maximale dans S, notons-la B. La
famille B contient L. Il reste a démontrer que B est un systéme générateur : sinon, il existe
y € Etel que y & vect{ B}, donc {y} U B est libre, ce qui contredit la maximalité de B. v

Théoreme 7.24 (Théoreme de Krull). Soit A un anneau unitaire. Alors tout idéal de A dis-
tinct de A est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Soit I un idéal de A distinct de A. Soit S 1’ensemble des idéaux de A qui
contiennent I et qui sont distincts de A, ordonné par l'inclusion. Puisque I € S, cet ensemble
n’est pas vide. De plus, S muni de cet ordre est inductif : soit (;);c; une famille totalement
ordonnée d’idéaux qui contiennent I et qui sont distincts de A. Alors Uj¢;I; contient tous les
I; pour j € ], donc si c’est un élément de S, c’est-a-dire un idéal distinct de A et contenant I,
alors c’est un majorant de (I;) ey dans S.

Vérifions donc que Uje;l; € S. Tout d’abord, 1 € Ujejlj donc Ujejl; # A. 1l est clair que
I C Ujejl;. De plus, si x ety sont dans Uje; [, il existe jo tel que x et y soient dans [;; (puisque
la famille des I; est totalement ordonnée). Alors x +y € Ijj C Ujgjlj etax € Ijj C Ujegjl;
pour tout a € A, donc c’est bien un idéal. On en déduit que Ujc;I; est dans S.
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D’apres le lemme de Zorn, S contient un élément maximal. C’est un idéal maximal de A
contenant I. v

Remarque. Vous verrez également le théoreme de Hahn-Banach qui se démontre a 1’aide du
lemme de Zorn.

IV CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU INTEGRE

Soit A un anneau intégre. Notons S = A \ {0}.
On veut construire un corps K contenant A comme sous-anneau (d’ot1 la nécessité d’avoir
un anneau integre) et qui soit minimal pour cette propriété. La construction est la méme que

. . . a
celle de Q a partir de Z : on va considérer un ensemble de quotients de la forme S avec

(a,s) € A% ets # 0, et le munir d’une structure d’anneau (qui se trouvera étre un corps).
On définit une relation d’équivalence sur A x S par

(a,8) ~ (d',s') < as' —d's =0.
C’est bien une relation d’équivalence :
4+ (a,s) ~ (a,s) caras — sa = 0.
4+ Si(a,s) ~ (d',s'),alors as’ — a’s = 0,donc a’s — as’ = 0 et donc (da’,s") ~ (a,s).
+Si(a,s) ~ (a,s) et (a,s) ~ (a”,s"),alors as’ —a's = 0 eta's” —a"s’ = 0. Donc (as’ —
a's)s" + (a's"” —a’s")s = as's" —a"s’s = 0 etdoncas” —a"s = 0 car A estintegre ets’ # 0.
Donc (a,s) ~ (a”,s").
On forme le quotient A x S/ ~, dont les éléments sont notés g. On note ce quotient
Frac(A).

Définition-Proposition 7.25. Frac(A) est un corps (commutatif), dit corps des fractions de
A, pour les opérations suivantes :

/ /
a a as’' +a's
ot =
s s Ss
aa"  ad
ss'  ss!’

) 1 , 0
L'unité est 1 et l'élément nul est —.

/ /
5 . T . pe s .a a4 a a PP
Démonstration. Les opérations sont bien définies : si — = — et — = -1, on doit vérifier que
s 51 s s
/ / / / aa’ a,a)
a187 +/a131 _as +la s (IV.1) et que = /1 (IV.2)
5181 SS 58 5151

Par hypothese, ona a5 —as; = Oetajs’ —a’s) =0.Onadonc0 = (a1s —asy)s’s] + (a}s’ —
) (! / / !/ !/ : 4 ! ./
a's})ssy = ss'(sjay + s1ay) — s15q(as’ +sa’), ce qui démontre (IV.1), et 0 = (a1s — asy)ajs’ +
(ays’ —a's|)asy = aya)ss’ — aa’sqs), ce qui démontre (IV.2).
Il reste a vérifier que A est bien un anneau, commutatif et unitaire, et que tout élément
non nul est inversible (exercice). v

Remarque. L'application ¢ : A — Frac(A) définie par ¢(a) = % est un morphisme d’an-

neaux injectif. Ainsi A peut étre identifié a un sous-anneau de Frac(A).
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Proposition 7.26. Soit A un anneau intégre et soit ¢ : A — Frac(A) le morphisme d’an-
neaux ci-dessus. Pour tout anneau B et pour tout morphisme d’anneaux f : A — B tel que
pour tout s € S, f(s) est inversible dans B (autrement dit, f(S) C B*), il existe un unique
morphisme d’anneaux g : Frac(A) — Btel que go ¢ = f.

Démonstration. Commengons par démontrer 1'unicité. Supposons que g existe. Alors on doit

avoir f(a) = g(¢(a)) = g(%) = g(g;) = g(g)g(g) = g(g)g(qv(S)) = g(g)f(S), d’ou
I"unicité pour g(%).

Maintenant, posons g

/N
» |

) = (£(s))"'f(a). Alors

4 g est bien défini : si . = %, alors as’ —a's = 0, d’ou f(a')f(s) — f(a)f(s’) = 0. En
multipliant par f(s) ' f(s')~!, on obtient f(s)~'f(a) = f(s')"1f(a).

4 ¢ est un morphisme. En effet, on a

|

<>g(g+a/> :g(aS/—HIIS) = f(as' +a's)f(ss') !

s’ ss’

= f@)f(")f ()T f ()T + f(@) f(s)f(s) T f(s)

— f@f 4 ) =g(2) +5(%)
og(25) =(%5) = Fla)f(s5) T = @S )(0) )

Remarque. Le morphisme g est nécessairement injectif.
Conséquence 7.27 («Minimalité» du corps des fractions). Soit K un corps contenant A comme
sous-anneau. Alors Frac(A) est (s’identifie a) un sous-corps de K.

Autrement dit, Frac(A) est le plus petit corps contenant A.

Pour vérifier cela, il suffit d’appliquer la proposition avec f I'inclusion de A dans K.

Exemple. Si A = Z on obtient Frac(A) = Q.

Exemple. Soit K un corps. Le corps des fractions de ’anneau de polynémes K[X] est le corps
des fractions rationnelles K(X).
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CHAPITRE 8

Arithmétique dans les anneaux

I RAPPELS D’ ARITHMETIQUE.

Dans cette partie, on étudie et rappelle des propriétés arithmétiques des anneaux, c’est-a-
dire des propriétés des anneaux liées a la divisibilité.

Dans toute cette partie, sauf mention expresse du contraire, A désigne un anneau (com-
mutatif, unitaire) integre (et donc non nul). On note alors A* le groupe des éléments inver-
sibles de A.

Définition 8.1. Soit (a,b) € A2.
(1) On dit que a divise b, et on note a | b, s’il existe un élément c de A tel que b = ac.

(2) On dit que a et b sont associés sia | bet b | a. On note a ~ b.

Remarque. Soit (a,b) € A% Les points suivants sont clairs :
(1) a divise b si et seulement si (b) C (a);
(2) a et b sont associés si et seulement si (a) = (b);

(3) a et b sont associés si et seulement s'il existe u € A* tel que a = ub.

Définition 8.2. Soit p un élément de A.
> On dit que p est irréductible s'il satisfait aux conditions suivantes :
) pgA~;
(i) p = abavec (a,b) € A? entraine que a ou b est un élément inversible.

> On dit que p est premier sil n’est pas nul et si I'idéal engendré (p) est premier.

Remarques. (1) Le produit d'un élément irréductible par un élément inversible est un élé-
ment irréductible.

(2) L'élément 0 n’est pas irréductible car 0 = 0 - 0. Ainsi, un corps n’a pas d’éléments irré-
ductibles.

(3) Soit p un élément de A; p est irréductible si et seulement si :
G pé&A*;
(ii) p # 0 et les seuls diviseurs de p sont les éléments inversibles de A et les éléments
de A associés a p.
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Démonstration. Supposons que p est un élément irréductible et soit a un diviseur de p.
Alors il existe b € A\ {0} tel que p = ab. On en déduit que a ou b est inversible. Si b est
inversible, alors a est associé a p. Ainsi, a est inversible ou associé a p.

Réciproquement, soit p € A\ A* et supposons que les seuls diviseurs de p sont les
éléments inversibles de A et les éléments de A associés a p. On suppose que p = ab avec
(a,b) € A2. Alors a divise p donc a est inversible ou associé a p. Si a est associé a p alors il
existe u € A tel que a = up, donc p = upb et donc, puisque A est integre, 1 = ub donc
b est inversible. Donc a ou b est inversible et p est bien irréductible. v

(4) Soit p € A un élément non nul. Alors p est premier si et seulement s’il n’est pas inversible
et si pour tout (a,b) € A%, p|ab= (p|aoup|b).

(5) Soit p € A; si p est premier, alors p est irréductible.

Démonstration. Soit p € A un élément premier. En particulier, p n’est pas inversible (sinon
(p) = A n’est pas premier). Supposons que p = ab avec (a,b) € A2. Alors p divise ab
donc p divise a ou p divise b; par exemple, p divise a. Alors il existe c € A tel que a = pc
donc p = pcb et dong, puisque A est integre, 1 = cb. Donc b est inversible. On en déduit
que p est irréductible. v

Définition 8.3. Soient I un ensemble non vide et (a;);c; une famille d’éléments de A.

(1) On dit que a € A est un diviseur (resp. multiple) commun de (a;);c; si, pour tout i € 1, ala;
(resp. a;|a).

(2) On suppose que les a;, i € I, ne sont pas tous nuls. On dit que d € A est un plus grand
commun diviseur (en abrégé pged) de (a;);c; si ¢’est un diviseur commun de (a;);c; et si tout
diviseur commun de (a;);c divise d.

(3) On suppose que tous les a;, i € I, sont non nuls. On dit que m € A est un plus petit commun
multiple (en abrégé ppcm) de (a;)ic; si ¢’est un multiple commun de (a;);c; qui divise tout
multiple commun de (a;)c.

(4) On dit que les a;, i € I sont premiers entre eux si 1 est un pged de (a;)c;.

Remarque. Soit I un ensemble non vide et soit A = (4;);c; une famille d’éléments de A.
On suppose que les a;, i € I, ne sont pas tous nuls (resp. sont tous non nuls). On démontre
facilement que si a € A est un pgcd (resp. ppcm) de A, un élément b est un pged (resp.
ppcm) de A si et seulement s’il est associé a a.

On notera donc d ~ pged(a;, i € I) (resp. m ~ ppem(a;, i € I)) sid (resp. m) est un pged
(resp. ppcm) de (a;)je;.

Remarque. Soita € A\ {0};a et 0sont premiers entre eux si et seulement si 4 est un élément
inversible de A.

Proposition 8.4. Soit (a,b) € A2, ab # 0. Soit d un pgcd de a et b et soit m un ppcm de a et
b. Alors ab et dm sont associés.

Démonstration. Puisque a et b divisent ab, leur ppcm m divise ab. Posons ab = me pour un
e € A. Pour conclure, il suffit de démontrer que e est associé a d.

Posons a = da’, b = db’, et m = aa” = bb”.

Onaab = me = aa”e donc b = a”e et donc e divise b. De méme, e divise a, donc e divise d
qui est un pged de a et b.

Puisque d divise a et b, il divise ab, posons ab = dx. On a alors dx = ab = da’b = dal’
donc x = ab’ = a’b et donc a et b divisent tous deux x, donc m divise x. Posons x = my. On
a alors me = ab = dx = dmy donc e = dy est un multiple de d.

On en déduit finalement que d est associé a e et donc que ab = me est associé a md. v
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Proposition 8.5. Soit a2 un élément irréductible de A et b un élément de A. Alors, a et b sont
premiers entre eux si et seulement si a4 ne divise pas b.

Démonstration. Supposons que a divise b. Alors a est un diviseur commun a a et b qui n’est
pas inversible. En particulier, 1 n’est pas un pgcd de a et b car sinon a diviserait 1 et serait
donc inversible. Donc a et b ne sont pas premiers entre eux.

Réciproquement, supposons que a ne divise pas b. L'élément 1 est un diviseur commun
de a et b. Soit x un autre diviseur commun de a et b. Il existe a’ € A tel que a = xa’. Comme
a est irréductible, x ou a’ est inversible et puisque a ne divise pas b, on en déduit que x est
inversible. Donc tout diviseur commun de a et b est inversible donc divise 1. Par définition,
1 est donc un pged de a et b, c’est-a-dire que a et b sont premiers entre eux. v

IT ANNEAUX FACTORIELS

A. Anneaux factoriels.

Définition 8.6. (1) On dit que A satisfait la condition (E) si tout élément non nul et non inversible
a € A admet une décomposition en produit d’éléments irréductibles, c’est-a-dire qu’il existe
r € IN* et des éléments irréductibles pq, ..., py telsque a = py ... p;.

(2) On dit que A satisfait la condition (U) si pour tout élément non nul et non inversible de A,
une décomposition en produit d'éléments irréductibles (si elle existe) est essentiellement unique,
c’est-a-dire que, sia = py...pr =q1...qs 00t (r,5) € N* x N*et p1,...,Pr,q1,.-.,qs SOnt
des éléments irréductibles de A, alors r = s et il existe ¢ € S, tel que, pour 1 < i < r, p; et
(o (i) Soient associés.

(3) On dit que A est factoriel s'il est integre et s'il satisfait aux conditions (E) et (U).
Exemple. Tout corps est un anneau factoriel.

On va donner une définition équivalente d’un anneau factoriel, dans laquelle on a vrai-
ment unicité de la décomposition. Pour cela on introduit la définition suivante.

Définition 8.7. Soit A un anneau. Une partie P de A est un systéme de représentants des
irréductibles de A si c’est un systeme de représentants des classes d’équivalence des éléments
irréductibles de A pour la relation ~ (association), autrement dit,

> tout élément de P est irréductible;
> sia € A estirréductible alors il existe p € P tel quea ~ p;

> deux éléments distincts de P ne sont pas associés.

Définition-Proposition 8.8. Un anneau A est factoriel si, et seulement s'il est integre et si tout
élément non nul a € A se décompose de maniere unique sous la forme a = g [pep pr(@) goec

u, € A%, vp(a) € IN pour tout p € P et les vy(a) sont nuls sauf pour un nombre fini de p € P.
Pour p € P, l'entier v,(a) est appelé valuation p-adique de a.

Démonstration. C’est clair. v

Exemple. L'anneau Z est factoriel (les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers
et leurs opposés). Si A = Z, on peut prendre I'ensemble des nombres premiers (positifs)
pour P, ou bien I'ensemble des opposés de nombres premiers.
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Propriétés. Soit A un anneau factoriel et soient a et b deux éléments non nuls de A. Alors
(1) pour tout p € P ona v,(ab) = vy(a) 4 vy,(b).
(2) a divise b si, et seulement si, v, (a) < v,(b) pour tout p € P.

(3) a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, v,(a)v,(b) = 0 pour tout p € P.

Démonstration. (1) On a ab = (ua HpEP p‘l)p(ﬂ)> <”b HPGP pvp(b)) = Uyl HPG'P pvp(a)JrUp(b) =
ugh [ Tpep p?»(2) Par unicité de la décomposition on en déduit que u,, = 1,1y, et vp(ab) =
vp(a) +vp(b) pour tout p € P.

(2) (<) Sivp(a) < vy(b) pour tout i, alors b = au, 1uy, [Tpep p?r(1)=2(@) donc a divise b. [Les

hypotheses sur A ne servent pas ici.]
(=) Sib = ac, alors pour tout p € P onavy(b) = vy(a) +v,(c) = vp(a).

(3) (=) S'il existe p tel que v,(a)v,(b) # 0, alors p divise a et b donc, comme p n’est pas
inversible, a et b ne sont pas premiers entre eux. [Les hypothéses sur A ne servent pas
ici.]

(<) Supposons que l'on ait, pour tout p € P, vy(a)v,(b) = 0.1l est clair que 1 est
un diviseur commun de a et b. Soit ¢ un diviseur commun de a et b. On a donc
0 < vp(c) <min(vy(a),v,(b)) = 0 pour tout p € P donc v,(c) = 0 pour tout p € P
et doncc = u, € A*, donc c divise 1. Ainsi, 1 est un pgcd de a et b. v

Dans un anneau integre quelconque, les pged et ppcm n’existent pas toujours. Cependant,
dans un anneau factoriel, c’est le cas.

Proposition 8.9. Supposons A factoriel. Siay, ..., a, (r € IN*) sont des éléments non nuls de
A, alors ils admettent un pged et un ppcm.

Démonstration. Posons a; = ug, [ [,cp p?r(a) pour tout .
Pour tout p € P, posons 6, = min{vy(a;) | i € [1;7]} et considérons d = [,ep p (no-
tons que c’est bien le produit d"un nombre fini d’éléments distincts de 1).

> 11 est clair que d est un diviseur de chacun des 4; (pour tout p € P on a v,(d) = J, <
vp(ai)).

> Soit x € A un diviseur commun des a;. Puisque x divise tous les a;, on a v,(x) <
min{v,(a;) | i € [1;r]} = J, = v,(d) pour tout p € P, donc x divise d.

L'élément d est donc bien un pged des a;.

Pour le ppcm on fait un raisonnement similaire.
Pour tout p € P, posons p, = max{v,(a;) | i € [1;7]} et considérons m = [T,cp p*r.

> Il est clair que m est un multiple de tous les a;.

> Soit y € A un multiple commun des 4;. Puisque a; divise y pour tout i, on a v,(y) >
max{vy(a;) | i € [1;r]} = pup = vp(m) pour tout p € P, donc m divise y.

L’élément m est donc bien un ppcm de a et b. v

Lemme 8.10. Soit A un anneau factoriel, soit {a; | i € I} une famille finie d’éléments non
tous nuls de A etsoitb € A, b # 0.

(1) Soit d un pgcd des a;. Alors bd est un pged des ba;, i € I.

(2) Si d est un pged des a; alors pour tout i € I il existe a} € A tel que a; = dal, etlesal, i € I,
sont premiers entre eux.
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Démonstration. (1) Soit ¢ un pged des ba;. Il est clair que bd est un diviseur commun des ba;
donc bd divise c. Réciproquement, puisque b | ba; pour tout i € I, on en déduit que b | ¢
donc ¢ = bc’ avec ¢’ € A. Puisque ¢ = bc’ | ba; pour touti € I, ona ¢’ | a; pour tout i et
donc ¢’ | d. Finalement, ¢ = b¢’ divise bd. Donc bd ~ ¢ est un pged des ba;.

Remarquons qu’on n’utilise le fait que A est factoriel que pour justifier de I'existence de pgcd;
I'hypothese que les a;, i € I, et les ba;, i € I, admettent des pgcd aurait suffi. Mais on peut aussi
utiliser les décompositions en produits de facteurs irréductibles pour démontrer ce résultat, on
utilise alors vraiment le fait que A est factoriel.

(2) Puisque d est un diviseur commun des a;, il existe a; tel que a; = da; pour tout i € I.
D’apres ce qui précede, si d’ est un pged des a’ (qui existe car A est factoriel), alors dc est
un pged des a; donc il est associé a d et donc c est inversible. v

Théoreme 8.11. Soit A un anneau integre satisfaisant la condition (E). Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) A est factoriel
(b) A satisfait la condition (U).

(c) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A tel que a # 0, si a et b sont premiers entre eux
etsia | be,alors a | ¢ (condition de Gauss).

(d) Pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A, si a est irréductible et divise bc, alors a divise
b ou a divise ¢ (condition d’Euclide).

(e) Pour p dans A, p est premier si et seulement si p est irréductible (condition de primalité).

Démonstration. (a)<>(b) par définition d’un anneau factoriel.
(a)=-(c) On suppose que A est factoriel. Soient a et b premiers entre eux divisant bc.

> S5i b = 0, puisque a et b sont premiers entre eux on en déduit que a est inversible
(voir remarque page 84) donc a divise c.

> Sic = 0, alors a divise c.

> Supposons donc que a4, b et ¢ ne sont pas nuls. Puisque A est factoriel, on peut
décomposer a, b et ¢ de maniére unique sous la forme a = uy[[pep pr(@), b =

up[Tpep por(®) et ¢ = u, [Lep p?r(€) avec les notations de la définition-proposition
8.8. Alors, puisque a et b sont premiers entre eux, on a v,(a)v,(b) = 0 pour tout
p € P.Puisque a divise bc on a v, (a) < vp(b) 4+ vp(c) pour tout p € P. On en déduit
facilement que v,(a) < v,(c) pour tout p € P et donc que a divise c.

(c)=-(d) On suppose que la condition de Gauss est vérifiée. Soit 2 un élément irréductible
divisant bc. Si a ne divise pas b, alors d’aprés la proposition 8.5 a et b sont premiers
entre eux, donc d’apres la condition de Gauss a divise c.

(d)=-(e) On suppose que la condition d"Euclide est vérifiée. On sait déja que si p est premier
alors p est irréductible. Soit p un élément irréductible. Il n’est pas nul et il n’est pas
inversible. Supposons que p divise ab avec (a,b) € A2. Si p ne divise pas a, alors p et
a sont premiers entre eux d’apres la proposition 8.5 donc d’apreés ’hypothese (d) on en
déduit que p divise b. Donc p divise 4 ou p divise b. Finalement, p est premier.

(e)=(b) On suppose que la condition de primalité est vérifiée. Soit a € A et supposons que
a=p1...Pm = 4q1...qn avec pi,...,Pm,q1,- - -, qn irréductibles et m < n. On raisonne
par récurrence sur 1.

>Sim=1,0naa=p; =4gi...q,. Donc g1 | p1, p1 estirréductible et q; ¢ A*, donc
g1 =upiavecu € A*.Doncugy...q, € A* etdoncn = 1.
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> Supposons que le résultat soit vrai jusqu’au rang m — 1 et démontrons-le au rang
m.Ona p1(pa2...Pm) = q1-..qn- Puisque p; est irréductible, p; est premier d’apres
(d), et il divise g1 ...qn, donc il existe i tel que p1 | g; : ona q; = uypy avec u; € A.
Puisque g; est irréductible, u; € A*.
On a donc pi(p2...pm) = wip1(g1-..9i-1Gix1---qn), donc pyr...pm =
U141 - .. qi—1qi+1 - - - qn et par hypothese de récurrence ona m —1 = n — 1, donc
m = n, et il existe une bijection 7: {2,...,m} — {1,...,m} \ {i} telle que p; ~ q(;
pour tout j = 2,...,m. On conclut en définissant o € S, par o(1) =ieto(j) = T(j)
pourj=2,...,m. v

B. Exemples d’anneaux factoriels.

Dans cette partie, on étudie les anneaux principaux et les anneaux euclidiens. Ce sont des
exemples d’anneaux factoriels.

On commence par 1'étude des anneaux principaux. On rappelle qu'un idéal I d’un anneau
A est dit principal s’il existe 2 € A tel que [ = (a) et qu'un anneau A est dit principal s'il
est integre et si tout idéal de A est principal.

Lemme 8.12. Soit A un anneau principal et soit Iy C I C ... C I, C ... C A une suite
croissante d’idéaux de A. Alors cette suite stationne, c’est-a-dire qu’il existe N € IN* tel que
pour toutn > N on ait [;, = Iy.

Démonstration. Posons [ = U, cN+I;;. Alors [ est un idéal de A (exercice), donc comme A est
principal il existe a € A tel que I = (a). Alors a € Uyen+In, donc il existe N € IN* tel que
a € Iy. Par conséquent, (a) C Iy C I = (a), donc I = Iy. De plus, pour toutn > N, on a
Iy C I, CI=IydonclI, = Iy. v

Proposition 8.13. Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps. Soit a € A. Alors a est
irréductible si et seulement si (a) est maximal.

En particulier, un anneau principal satisfait la condition de primalité. De plus, les idéaux
premiers non nuls d'un anneau principal sont maximaux.

Démonstration. On sait déja que I'on a les implications suivantes :

.83
(a) maximal = (a) premier g a premier 22 1 irréductible

Il suffit donc de démontrer que si a est irréductible alors (a) est maximal.

Supposons donc a irréductible. Soit I un idéal de A tel que (a) C I C A. Puisque A est
principal, il existe b € A tel que I = (b). Donc b | a et comme a est irréductible et que b
n’est pas associé a a (puisque (a) # (b)), b est inversible et donc I = (b) = A. Donc (a) est
maximal.

Le reste est clair. v

Remarque. Soit A un anneau integre et soita € A un élément non nul. On a les implications

suivantes :
A principal

(a) maximal == (a) premier

A principal
a irréduc_tible <4 premier

T
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Théoréme 8.14. Si A est principal, alors il est factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau principal. On sait déja que A est integre.

Si A est un corps, il est factoriel (voir p. 85). Supposons donc que A n’est pas un corps.

D’apres la proposition 8.13, la condition de primalité est satisfaite par A. Pour démontrer
que A est factoriel, il suffit donc d’apres le théoreme 8.11 de démontrer qu'il satisfait a la
condition (E), c’est-a-dire que tout élément non nul et non inversible de A est un produit
d’éléments irréductibles.

Soit S I’ensemble des idéaux (a) engendrés par les éléments 4 non nuls, non inversibles
et n’admettant pas de factorisation en produit d’éléments irréductibles. Supposons par 1’ab-
surde que S # @.

Démontrons que S admet un élément maximal. Si ce n’est pas le cas, soit (a1) € S. Alors
(a1) n’est pas maximal dans S donc il existe (a2) € S tel que (a1) & (a2). De méme, (a5)

=

n’est pas maximal doncil existe (a3) € S tel que (a2) & (a3). En procédant ainsi, on construit

une suite strictement croissante d’idéaux dans A, contredisant ainsi le lemme 8.12.
Donc S admet un élément maximal, notons-le (ag). En particulier, comme (a9) € S, 1'élé-

ment a4y n’est pas irréductible, donc on peut écrire ap = bc avec b et ¢ non nuls et non
inversibles. On a alors (a9) & (b) et (ap) & (c) donc par maximalité de (a9) dans S, on a

(b) € Set(c) ¢ S. Par définition de S il existe donc des éléments irréductibles py, ..., p;
etqgi,...,qstelsqueb = p1---p,etc = gp---gs. Mais alors ag = p1---prg1---gs ce qui
contredit le fait que (ag) € S.

Finalement, S = @ et donc la propriété (E) est bien vérifiée. v

Remarque. On suppose que A est principal.
(1) Si A est un corps, son unique idéal premier est {0}.

(2) Si A n’est pas un corps, ses idéaux premiers sont {0} (qui n’est pas maximal) et les idéaux
(p) ot p estirréductible (et un tel idéal est maximal d’apres la proposition 8.13).

Le théoreme 8.14 montre que toute famille finie d’éléments non tous nuls (respectivement
tous non nuls) d’'un anneau principal admet un pgcd (respectivement un ppcm) grace a la
proposition 8.9; on peut les caractériser au moyen d’idéaux.

Proposition 8.15. Supposons A principal et soient ay, ..., a, (r € IN*) des éléments de A.

> Siles ay, . ..,a, ne sont pas tous nuls, alors un élément de A est un pged de {ay,...,a,} si
et seulement s’il engendre l'idéal ;A + - - - +a,A = (a1,...,4,).

> Siles ay, ..., a, sont tous non nuls, alors un élément de A est un ppcm de {ay,...,a,} siet
seulement s’il engendre 'idéal a1AN---Na,A = (a1) N...N (ar).

Démonstration. > Soit d un pged de {ay,...,a,}. Alors pour tout i on a (a;) C (d), donc
(a1,...,ay) = (1) + -+ (ay) C (d).
Puisque A est principal, il existe b € A tel que (ay,...,a,) = (b). Pour tout i, on a (a;) C
(b) donc b divise a; pour tout i et donc b divise d qui est un pged des a;. Par conséquent,
(d) C (b) et finalement (ay,...,a,) = (b) = (d).
Réciproquement, si d € A est tel que (d) = (ay,...,a,), alors d est un diviseur commun
des a;, et pour tout autre diviseur commun b des a;, on a (d) = (ay,...,a,) C (b) donc b
divise d et donc d est un pged des a;.

> Soit m un ppecm de {ay, ..., a,}. Alors pour toutiona (m) C (a;),donc (m) C (a;)N---N
(an).
Puisque A est principal, il existe b € A tel que (a1) N ---N (a,) = (b). Pour tout i, on a
(b) C (a;) donc a; divise b pour tout i et donc m, qui est un ppcm des a;, divise b. Par
conséquent, (b) C (m) et finalement (a1) N --- N (a,) = (b) = (m).
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Réciproquement, si m € A est tel que (m) = (a;) N --- N (a,), alors m est un multiple
commun des 4;, et pour tout autre multiple commun ¢ des a;, on a (m) = (a;)N---N
(ar) D (c) donc m divise ¢ et donc m est un ppcm des a;. v

Corollaire 8.16 (Propriété de Bézout). Supposons A principal et soient ay,...,a, (r € IN¥)
des éléments non tous nuls de A. Alors, les éléments 4, . .., a, sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe x1,...,x, € A tels que ajx; + - - - +a,x, = 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 8.15. v

On passe maintenant au cas des anneaux euclidiens. Ce sont des exemples d’anneaux
principaux.

Définition 8.17. L'anneau A est dit euclidien s'il est integre et s'il existe une application v: A\
{0} — IN oérifiant : pour tout couple (a,b) d’éléments de A tel que b # 0, il existe un couple
(q,1) d’éléments de A tel que a = bg + r et ou bien r = 0, ou bien v(r) < v(b).

L’application v s’appelle un stathme euclidien.

Remarque. Dans la littérature, un tel v s’appelle parfois un pré-stathme euclidien, et il faut
ajouter la condition que pour tout (a,b) € A% avec ab # 0, on a v(a) < v(ab) pour avoir
un stathme euclidien. Mais on peut démontrer que si un pré-stathme existe, il existe aussi un
stathme, donc les deux définitions d’anneau euclidien sont équivalentes.

Théoreme 8.18. Si A est euclidien, il est principal.

Démonstration. cf. cours de L3.

Soit A un anneau euclidien. Il est integre.

Soit I un idéal de A.Si I = {0} = (0), il est principal. Sinon, ’ensemble I \ {0} n’est pas
vide et par suite I'ensemble {v(a) | a € I\ {0}} est une partie non vide de N qui admet
donc un plus petit élément m. Soit alors a € I\ {0} tel que v(a) = m. Pour tout b € I, il
existe (q,7) € A?tel que b = ag +r avec r = 0 ou v(r) < v(a). Si 'on suppose que r # 0,
alors r = b — ag est un élément non nul de I tel que v(r) < v(a). Ceci contredit la définition
de a et, par suite, on doit avoir r = 0 et donc = ga € (a) donc I C (a). Puisquea € I, on a
(a) C I et on a donc démontré que I = (a). Tous les idéaux de A sont principaux.

Donc A est un anneau principal. v

Exemples. L'anneau Z est euclidien (considérer 'application v: Z \ {0} — IN définie par
v(n) = |n)).

Si K est un corps, I’anneau K[X] est euclidien (considérer 'application v: K[X] \ {0} —
IN définie par v(P) = degP).

Corollaire 8.19. Soit A un anneau commutatif unitaire quelconque (ie. qui n’est pas néces-
sairement inteégre). L’anneau A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Démonstration. D’apres le théoreme 8.18 et I’exemple ci-dessus, si A est un corps, alors A[X]
est principal.

Réciproquement, supposons que A[X] est principal. Alors A est intégre car ¢’est un sous-
anneau de A[X] qui est principal donc integre.

L'application ¢: A[X] — A définie par ¢(P) = P(0) est un morphisme d’anneaux surjec-
tif et de noyau (X), donc d’apres le premier théoréme d’isomorphisme on a A[X]/(X) = A.
Or A est integre, donc A[X]/(X) est integre, donc (X) est un idéal premier et non nul, donc
maximal puisque A[X] est principal, et donc A = A[X]/(X) est un corps. v
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CHAPITRE 9

Anneaux de polynémes

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau (commutatif unitaire).

I ANNEAUX DE POLYNOMES EN PLUSIEURS INDETERMINEES

Vous avez défini en L3 I'anneau de polyndmes A[X] en une indéterminée. Pour mémoire,
il s’agit de ’ensemble des suites (a,),en finies d’éléments de A, muni de I'addition compo-
sante a composante et du produit défini par (a,) - (by) = (cn) avec ¢, = Y }_yakby—. On
note (a,)peN = Zg:o 0 XK ot d > max{k | a; # 0} et max{k | a; # 0} = deg (ZI‘?:O aka>
est le degré du polynome Zi:o a Xk,

On définit alors récursivement les anneaux de polyndmes en plusieurs indéterminées.

Définition 9.1. Soit n € IN un entier avec n > 1. L'anneau de polynémes en n indéterminées
X1,...,Xn, noté A[Xq, ..., Xy, est défini récursivement par

A[Xl,. . .,Xn] = A[Xl,. . ~/Xn—1”Xn]-

Remarque. On a une inclusion naturelle A — A[X] qui a un élément 2 € A associe le
polynome a. C’est un morphisme d’anneaux. Il découle de la définition qu’il existe des mor-
phismes injectifs d’anneaux naturels

>A‘—>A[X1,...,Xn] et

> A[Xq,..., Xp] — A[Xq,...,X,] pour tout p < n tel que X; a pour image X; pour tout
ie[1;p]

Proposition 9.2. Tout élément de A[Xy, ..., X, s’écrit, de fagon unique, sous la forme
2 El(il,m,in).XT .. Xiln,
(i1 i) ENP

ouag, iy € A pourtout (iy,..., i) € N" (somme finie).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.

> C’est vrai pour n = 1 (L3 — écriture unique d’une suite (a,),en dont toutes les com-
posantes sont nulles sauf un nombre fini d’entre elles sous la forme d’une somme finie

Zne]N aan).

> Soitn > 1 tel que le résultat soit vrai pour 'anneau de polyndmes en n indéterminées. Soit
Pe AlXy,...,Xn, Xyt1]. Posons B = A[Xj, ..., Xy]. Alors, puisque A[X, ..., Xu, Xyt1] =
B[X,,+1], le résultat au rang 1 nous permet d’écrire P = Z?:o QiXiZ y1avecd € NetQ; € B,

91



Qg # 0. Par hypothese de récurrence, on a, pour toutj, Qj = Y.;, .. i,)enn aEJ ) i,,)'Xil X
()

avec ou a (.1 i) € A (somme finie). On en déduit que
7o rtn
inyl i in srint1
P = 2 ) a Zl, X XX = Yoo by i) XT e X X
j=0 (i1,1-.sin) (11seesinsdn+1)
OU by ivinir) = a&) )" On a démontré l'existence. Démontrons maintenant l'unicité.
a4 7 yeertn

11 suffit pour cela de démontrer que si P =} ;i i V@ ii

polynoéme nul, alors tous les coefficients a(;, _; ; ) sontnuls.

XL XX est le

On peut écrire 0 = }; N (Z (i1, i) a(z'l,...,in,inﬂ)-xlf---X;1”> ;"H Yi,eN Qiyyy ;”ﬂ
avec Q;, ., € B. Le résultat au rang 1 donne Q; = 0 pour tout j. L'hypothese de récur-
rence implique que tous les coefficients de tous les Q; sont nuls, c’est-a-dire que tous les
coefficients de P sont nuls. v

Définition 9.3. > Un élément de A[Xy, ..., X, de la forme Xil . X,i”, avec (i1, ..., i) € N"
s’appelle un mondéme de A[Xy,...,Xy,] (en X4, ..., Xn).

> Soit P = Y i,.in)eN" A(iy . in)- Xi1 X, Alors a(il,...,in)'Xil ... X est le terme monomial
correspondant au mondme X; 1 X,
La proposition ci-dessus dit que tout polynéme de A[X,..., Xy s'écrit de maniere unique
comme somme finie de termes monomiaux.

> Le degré ou degré total, du mondme Xil ... X" ou du terme monomial a(il,...,i,,)-Xil ¢
(aveca, . ;i) 7 0)est Y i ik
Le degre, ou degre total, du polynome P est le maximum des degrés des termes monomiaux
non-nuls qui constituent P :

degP = max{ Z ik | a(i1,~~~/in) 7& 0}

k=1

Proposition 9.4. Soit A un anneau inteégre et n € IN*. L'anneau de polyndmes A[Xj, ..., X,]
en n indéterminées est intégre.

Démonstration. On procéde par récurrence sur 1.
> Le résultat est connu si n = 1. Pour mémoire, si P = Z?:o a; X et Q = Z;:o ijj ne sont

pas nuls, avec a; # 0 et by # 0, alors PQ = a0 X 4+ R avec degR < d + t. Puisque A
est integre, a;b; # 0 et donc PQ # 0.

> Supposons que B = A[Xj, ..., X,] est intégre pour un n > 1. Alors A[Xy,..., Xy41] =
B[X,+1] est integre d’apres le résultat au rang 1. v

Théoreme 9.5 (Propriété universelle des anneaux de polynomes). Soient B un anneau,
f: A — B un morphisme d’anneaux et by,...,b, € B.Onnote o : A — A[Xy,..., Xy]
I'inclusion naturelle.
Alors il existe un morphisme d’anneaux ¢ : A[Xy, ..., X;] — B et un seul tel que, pour
1 <j<ngXj) = bjettel que goo = f, cest-a-dire que le diagramme suivant soit
commutatif :
A—T=AlXy,..., X

f lg
B
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Remarque. La condition go o = f s’écrit g4 = f lorsqu’on identifie A et o(A). Autrement
dit, g est un prolongement de f & A[X3, ..., Xu].

Démonstration. Si g existe, on doit avoir

8( )3 ”(il,...,i,,)-Xil---Xizn> )3 8(ﬂ(i1,...,in)-X§1~~~X;iq”)
(1 cIN" (l'l,...,'

.1/"'11.]1)

= Z f(ﬂ(il,...,in))bi1 e bf?

(il,...,in)GNn
donc g est nécessairement unique.
De plus, on vérifie facilement que 'application g: A[Xjy, ..., X,] — B définie par

8( Y. ﬂ(il,...,in)-X?---X;"> = Y flag, )by ...l
( SN (i

il,...,in) '1,...,1';1)611\1”
vérifie les propriétés requises. En effet :
> Il est clair que g(c(a)) = g(a) = f(a) pour touta € A (prendre (iy,...,iy) = (0,...,0)).

> 1l est clair que 2(Xy) = by pour tout k € [1;n] (prendre (iy,...,in) = (0,...,0,1,0,...,0)
avec le 1 en k*™¢ position).

> Il reste a vérifier que g est bien un morphisme d’anneaux.
+3()=f(1) =1

4 Posons P = Y i, i yeNn A(iy,.. i) X L XetQ = Y iy, i) ENP a( .Xil ... X! Alors

i)

g§P+Q)=¢g ((_ Z (”(il,...,in) + a/(il,,_,,in))-Xil e X;”)

in) EN"
= . ;Gan( /'1,. ,,1',,)).1031 ... b
= L (F@ i)+ Sl )b b
(i1 ) EN
B (z'l,...,z',,)eﬂ\wf(a(ill'"'in)).b;1 b+ (il,...,i;)ENn f(azil'“"""))'bil by
= g(P) +8(Q).

4+ <> Soient P = a.Xi1 L XnetQ=4d .X]f . X{{’ des termes monomiaux. Alors
¢(PQ) = g(aa’.Xilﬂ1 : ..X;”Jrj”) = f(aa’).bilﬂ1 bt
= f(a).b] ... by f(a).b]} .. b = g(P)g(Q).

<> Soient P et Q quelconques dans A[Xy, ..., X;,]. Alors P = 2521 Ty et Q = Ezzl Sy
ol les Ty et les Sy sont des termes monomiaux. En utilisant ce que nous avons déja
démontré, on a

8(iiTk55 :Z g(TiSe) =) Y 8(Ti)g(Sy)

k=1/¢=1 k=1/(=

QA s s



Exemple. Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Le morphisme d’anneaux f : A —
(A/I)[X] obtenu par composition de la projection canonique 7 : A — A/I et de l'in-
clusion A/I — (A/I)[X] induit donc grace au théoreme 9.5 un morphisme d’anneaux
@1 : A[X] = (A/I)[X] qui prolonge f et tel que ¢;(X) = X (c’est-a-dire que ¢; (X1, X') =
Yito 7(a;)X"). 1 est clair que @ est surjectif.

De méme, si f : A — (A/I)[Xy,..., Xy est la composée de la projection cano-
nique 7 : A — A/I et de l'inclusion A/I — (A/I)[Xy,...,Xn] , il existe un mor-
phisme d’anneaux surjectif ¢; : A[Xy,...,Xu] — (A/I)[Xy,...,Xu] qui prolonge f et
tel que ¢;(X;) = X; pour tout i (c'est-a-dire que @1(¥(;,, _iyenn 4(iy,.i) X7 - Xi) =
Y iy, it Ty i) X X,

Cas particulier. Soit p € IN un nombre premier et soit w : Z — Z/pZ la projection
canonique. On pose 77(n) = 7. Le morphisme ¢,y : Z[X] — (Z/pZ)[X] consiste a réduire
les coefficients des polyndme modulo p : ¢, (¢_¢ a X*) = Y7_, 3 X*. On appelle P(p) le
morphisme de réduction modulo p.

Corollaire 9.6. Soit ¢ € S,. On a un isomorphisme d’anneaux A[Xj,..., X, =
A[Xg(l), coog X(T(n)]

En particulier, on en déduit que pour tout i € [1;n], on peut identifier les anneaux
A[Xl, .. .,Xn] et A[Xl, coo, Xic1, Xig1, - ,Xn][Xl]

Démonstration. On applique la propriété universelle des anneaux de polyndomes avec B =
AlXsq) -+ Xom)l, f+ A — B linclusion et b; = X,; pour obtenir un morphisme d’an-
neaux ¢ : A[Xy,..., Xu] = A[Xsq), -, Xo(m)] qui fixe les éléments de A et envoie chaque
Xi sur X ;).

On applique a nouveau la propriété universelle des anneaux de polynéomes avec B =
A[Xy, ..., Xn] etb; = X; (avec au départ 'anneau A[Xy(q), ..., Xy(n)]) pour obtenir un mor-
phisme d’anneaux ¢ : A[X,(),..., Xo(m)] = A[X1,..., Xu] qui fixe les éléments de A et
envoie chaque X, ;) sur X;.

Alors ¢ o ¢ est un endomorphisme d’anneaux de A[Xj, ..., X;| qui fixe les éléments de A
etles Xj; orid(x,, . x,] est également un tel endomorphisme, donc par unicité ona ¢ o ¢ =

idax,,..x,) -
De méme, g o ¢ =id gx, 1 X donc ¢ et i sont des isomorphismes réciproques. v’

Définition 9.7. > Le degré partiel du monome Xil X (ou du terme monomial
a(ip---,in)Xle - X' avec giy,...iy) 7 0) en Uindéterminée Xy est iy. Il s'agit du degré de ce
mondme vu dans l'anneau A[X1, ..., Xk—1, Xka1, - -, Xn)[Xk], ¢'est-a-dire un polyndme en
Uindéterminée Xy et a coefficients dans A[X1, ..., Xx—1, X1, - - - » Xn-

> Le degré partiel du polynome P en 'indéterminée Xy, est le maximum des degrés partiels en Xy
des termes monomiaux non nuls qui constituent P :

deng P:= max{ik | Aiy,.in) # O}.
C’est le degré de P vu comme polynome dans A[Xy, ..., Xx_1, Xki1, - - Xn) [ Xk )-

Exemples. Le degré partiel en X, du polynome 2X2X,X5 — 4X5X;3 € Z[X;, Xp, X3] est 3 et
le degré partiel en Y du polyndome X273 + X3Z —3XZ € R[X, Y, Z] est 0.

IT FONCTIONS POLYNOMIALES.

Dans toute cette section, A est un anneau (commutatif unitaire).
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Sin € IN¥, on note F (A", A) 'ensemble des applications de A" dans A. Il est bien connu
que F (A", A) est un anneau commutatif, pour les opérations suivantes : si f et ¢ sont dans
F (A", A),

(f+g)(x) = f(x) +g(x) pourtoutx € A"

(fg)(x) = f(x)g(x) pourtoutx € A"
L’élément neutre (resp. unité) est 'application constante égale a 0 (resp. 1).

Définition 9.8. Soit P = L, i yemn A(iy,.in) X1 - - Xt € A[X1,..., Xul, 0t ag, ;) € A
pour tout (i, ...,i,) € IN". On associe a P I'application P € F (A", A) définie par
P : A" — A .
(@1, tn) = iy i) €N Al i) 01 - 05
Cette application s’appelle la fonction polynomiale associée a P. Par abus de notation, pour
(a1,...,0y) € A", on écrira souvent P(ay, ..., &) au liew de P(aq, ..., ap).

Proposition 9.9. Soit n € IN*. L’application A[X,...,X,] — F(A", A), P — P est un
morphisme d’anneaux. Son image est notée J,, (A", A) et elle est appelée I'anneau des
fonctions polynomiales sur A”.

Démonstration. C’est une simple vérification.

On peut également, pour éviter des calculs techniques, utiliser la propriété universelle des
anneaux de polynomes (théoreme 9.5). Pour tout i € [1;n], soit 7r; € F (A", A) 'application
définie par 7t;(aq, ..., a,) = a; (la projection sur la i™® composante). Soit f : A — F(A", A)
I'application qui a x € A associe I'application constante égale a x; c’est un morphisme d’an-
neaux. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux A[Xj, ..., X,] — F (A", A) qui pro-
longe f et qui associe 71; & X;. On constate qu'il s’agit bien de I'application P ~ P. v

Soit n € IN*. La proposition 9.9 montre que 'on dispose d'un morphisme d’anneaux
surjectif
on 2 AlXy,.., Xa] — Fpa(ATA)

Remarque. Soit A un anneau integre. On sait que ¢1 : A[X] — Fpo1(A, A) est injectif si, et
seulement si, A est infini.

En effet, si A est fini, posons A = {t1,...,ts}. Alors le polynéme P = [];_;(X —t;) n’est
pas nul (il est de degré s) mais la fonction polynomiale P : A — A est nulle.

D’autre part, si A est infini, puisqu’il est integre tout polyndme non nul de A[X] a un
nombire fini de racines, donc la fonction polynomiale associée ne peut pas étre nulle.

Ce résultat est encore vrai pour les polyndmes en plusieurs indéterminées.

Théoreme 9.10. Soit A un anneau integre et soit n € IN*. Le morphisme ¢, d’anneaux est
un isomorphisme si, et seulement si, A est infini.

Démonstration. > Supposons que A est infini. Il suffit de démontrer que, pour tout n € IN*,
@n est injectif (puisqu’il est surjectif par construction). On raisonne par récurrence sur 1.

Le cas n = 1 est connu.

Soit s € IN* tel que ¢, est injectif pour tout n < s. Soit P € A[Xq, ..., Xs41] un polyndme
non nul; il existe une famille finie {P;};cn d’éléments de A[Xq, ..., X;| telle que P =
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YieN PiXé +1- Comme P n’est pas nul, il existe ip € IN tel que P;; # 0. Par hypothese de ré-
currence, on en déduit l'existence de (ay, . ..,a5) € A° tel que 131'0 (ay,...,as) # 0.Soit enfin
¥ A[Xy,. .., Xs41] — A[Xs41] le morphisme d’anneaux tel que ¢4 = ida, P(X;) = a;

pour 1 < i <set(Xoy1) = Xoy1. Alors le polyndome ¢(P) = Y ;e Pi(ay, .. .,as)XéJrl de

A[Xs41] nest pas nul puisque P, (ay, .. ., a5) # 0. Il existe donc a € A tel que y(P)(a) # 0.
On en déduit aussitot que P ne s’annule pas en (ay,...,4as,a), donc la fonction polyno-
miale associée a P n’est pas nulle.

> Supposons que A est fini. On sait qu'il existe un polynéme non nul P € A[X;] dont la
fonction polynémiale associée P : A — A est nulle. Posons P = Z?:o a; X\
On dispose d’un morphisme d’anneaux injectif o : A[X;] — A[Xj, ..., Xx] qui envoie X;
sur X; et fixe les éléments de A. Il est clair que o(P) # 0. Mais on a

—_—

d . ~
o(P)(wq, ..., an) =Y aj) = P(ag) =0
i=0

donc la fonction polynomiale associée au polyndme non nul o (P) est nulle. Ainsi, ¢, n’est
pas injective. v

IIT ARITHMETIQUE DANS LES ANNEAUX DE POLYNOMES

A. Théorémes de transfert.

On a vu dans le corollaire 9.4 que la propriété d’étre integre se transfere de 'anneau A a
I'anneau A[Xj, ..., X,]. On peut remarquer que, comme 1'indique le corollaire 8.19, la pro-
priété d’un anneau d’étre principal ne se transfere pas de I'anneau A a 'anneau A[X]. Il
résulte aussi du corollaire 8.19 que la propriété d'un anneau d’étre euclidien ne se transfere
pas de 'anneau A a 'anneau A[X].

Dans cette section, on étudie le transfert de la propriété d’étre factoriel de 'anneau A a
I'anneau A[X3, ..., Xu|. Pour ce faire, il faut introduire la notion de contenu d’un polynéme.

Définition 9.11. On suppose que A est un anneau factoriel.

(1) Si P € A[X]\ {0}, un élément de A est appelé un contenu de P si c’est un pgcd des coefficients
de P.

(2) Un polynome P € A[X] \ {0} est dit primitif si 1 est un pgcd de ses coefficients.

On notera ¢ ~ ¢(P) si ¢ est un contenu de P.

Remarque. Le fait que A soit un anneau factoriel assure 1’existence de pgcd dans A et donc
la notion de contenu a bien un sens pour les polyndmes a coefficients dans A.

Exemple. Les polyndmes 2X? + 3X + 4 et X3 + X + 1 de Z[X] sont primitifs, le polyndme
2X? + 6X + 4 admet 2 comme contenu. Notons que 2X? 4+ 6X +4 = 2- (X2 +3X +2) avec
X2 + 3X + 2 primitif.

Lemme 9.12. Soit A un anneau factoriel. Soit P € A[X] \ {0}. Alors p € A est un contenu
de P si et seulement s'il existe P; € A[X] primitif tel que P = pP;.

Démonstration. (=) Notons P = Y ,a;X'. Soit p un contenu de P. Alors pour tout i il
existe a! € A tel que a; = pa) et 1 est un pged des a} d’apres le lemme 8.10. On a alors
P = pPjavec P, =Y (a'X' € A[X] primitif.
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(<) Supposons que P = pP; avec P; primitif. Posons P; = Y ,a;X". Alors P = Y"'_, pa; X'
et p = p-1 est un pged des coefficients pa; d’apreés le lemme 8.10 et donc p est un
contenu de P. v

Lemme 9.13 (Lemme de Gauss). On suppose A factoriel. Soient P et Q des polynémes non
nuls de A[X].

(1) Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif.

(2) Si p et g sont des contenus de P et Q respectivement, alors pq est un contenu de PQ.

Démonstration. (1) On raisonne par ’absurde. Supposons que 1 ne soit pas un pgcd des
coefficients de PQ. Alors, puisque A est factoriel, il existe un pged des coefficients de
PQ. Soit m € A un diviseur irréductible de ce pgcd; il divise donc tous les coeffi-
cients de PQ. Soient d,e les degrés respectifs de P et Q; comme P et Q sont primi-
tifs, il existe au moins un coefficient de P et un coefficient de Q qui ne sont pas divi-
sibles par 7r. Posons P = Y4 a; X', Q = Yo biX),ip = min{i € [0;d] | 7 1 a;} et
jo=min{j € [0;e] | 7t { b;}. Le coefficient d"indice iy + jo de PQ est

Z aibj = aiobjo + Z a,-b]-.

i+j:i0+j0 i+j=iy+jo
i<igpouj<jp

Mais alors, par définition de 7, 7t divise le membre de gauche et le second terme du
membre de droite dans I'équation ci-dessus, donc 7 | a;,b;,. Comme A est factoriel et 7t
irréductible, il s’ensuit (condition d’Euclide) que 7t divise a;, ou b, ce qui constitue une
contradiction. Ainsi 1 est un pgcd des coefficients de PQ.

(2) On utilise le lemme 9.12. Il existe des polynémes primitifs P;, Q; € A[X] tels que P = pP,
et Q = gQ;. Alors PQ = pqP;Q; avec P;Q; primitif d’apres (1), donc pg est un contenu
de PQ d’apres le lemme 9.12. v

Remarque. Soit A un anneau factoriel. Alors A est intégre, donc son corps des fractions K
existe et A peut étre identifié & un sous-anneau de K. On a alors une injection A — K — K[X]
qui est un morphisme d’anneaux. On en déduit donc grace a la propriété universelle des
anneaux de polyndmes un morphisme d’anneaux A[X] — K[X] qui prolonge cette injection
A — K[X] et qui a X associe X. Il est facile de voir que ce morphisme est injectif, et donc
que A[X] peut étre identifié & un sous-anneau de K[X].

Lemme 9.14. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X]. On
suppose qu'il existe Q, R dans K[X] tels que P = QR. Alors il existe Q1, Ry dans A[X] et «, B
dans K\ {0} tels que P = Q1R1, Q1 = aQ, et Ry = BR.

Démonstration. En réduisant tous les coefficients de Q et R aux mémes dénominateurs, on
voit qu’il existe g, € A et Qo, Ry € A[X] tels que gQ = Qp et YR = Rp. On a alors QyRy =
qrP.

Soient ¢ un contenu de Q et 4 un contenu de Ry. On peut donc écrire Qp = cQ; et Ry =
dR, avec Q; et Ry dans A[X] primitifs d’apres le lemme 9.12. On a donc qrP = cdQ,R; avec
2R, primitif (lemme de Gauss), donc a 'aide du lemme 9.12 on en déduit que cd est un
contenu de grP et donc que gqr divise cd : il existe A € A tel que cd = Aqr d’ott P = AQ7Ro.
Finalement on pose « = Ac 1g € K\ {0}, B =d~1r € K\ {0}, Q1 = «aQ et R; = BR. v

Théoreme 9.15. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Les éléments irréductibles de A[X] sont

> les éléments irréductibles de A et

> les polyndmes non constants et primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans K[X].

97



Démonstration. On rappelle que A[X]* = A* (A est integre).

(1) Soit a € A. Démontrons que a est irréductible dans A[X] si et seulement s'il est irréduc-
tible dans A.

> Si a est irréductible dans A, il n’est ni nul ni inversible dans A et donc il n’est ni nul
ni inversible dans A[X]. De plus, si a = PQ avec P, Q dans A[X], alors P et Q sont de
degré 0 donc ils sont dans A et par conséquent P ou Q est un élément inversible de A
donc de A[X].

> Réciproquement, si a est irréductible dans A[X], il n’est ni nul ni inversible dans A[X]
et donc il n’est ni nul ni inversible dans A et sia = bc avec b, c dans A, alors b ou c est
inversible dans A[X] et donc dans A.

(2) Soit P dans A[X] de degré supérieur ou égal a 1. Alors P n’est ni nul ni inversible dans
A[X].

> Supposons que P est primitif et irréductible dans K[X]. Si P = QR avec Q, R dans
A[X], 'irréductibilité de P dans K[X] assure que Q, par exemple, est un élément in-
versible de K[X]. Donc, Q = aaveca € A\ {0}. L'égalité P = aR assure que si d est
un contenu de P, alors a | d. Mais P est primitif, donc a = Q est inversible. Ainsi, P est
irréductible dans A[X].

> Réciproquement, supposons que P est irréductible dans A[X]. Si d est un contenu de
P, alors P = dP; avec P; € A[X] primitif et de degré > 1 donc non inversible. Par
conséquent, d est inversible dans A[X] donc dans A et donc P est primitif.
Démontrons que P est irréductible dans K[X]. Il n’est pas inversible dans K[X] (de
degré > 1). Si P = QR dans K[X], grace au lemme 9.14 on peut supposer que Q et
R sont dans A[X]. Or P est irréductible dans A[X] donc par exemple Q est inversible
dans A[X] et donc Q est inversible dans K[X]. v

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X] de
contenu ¢ € A ettel que P = QR dans K[X]. Alors il existe des polynomes Q et R dans A[X]
qui sont primitifs, tels que Q ~ Q et R ~ R dans K[X] et qui vérifient P = cQR.

En effet, il suffit de combiner le lemme 9.12, le lemme de Gauss et le lemme 9.14.

En particulier, si P € A[X] est primitif et tel que P = QR dans K[X], alors il existe des
polynémes Q et R dans A[X] qui sont primitifs, tels que Q ~ Q et R ~ R dans K[X] et qui
vérifient P = QR.

Remarque. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soit P € A[X].

On a vu dans la démonstration du théoréme si P est irréductible dans A[X] alors il est
irréductible dans K[X] (inutile de supposer que P est primitif, il 1’est nécessairement).

Pour la réciproque, 'hypothése que P est primitif est indispensable. En effet, soit P =
2X € Z[X]. Alors P est irréductible dans Q[X] (car il est de degré 1) mais il n’est pas irré-
ductible dans Z[X] (car 2 et X ne sont pas inversibles dans Z[X]).

Théoréme 9.16 (Théoreme de Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Démonstration. Notons K = Frac A.
> On sait déja que A[X] est intégre puisque A est integre.

> On commence par démontrer que I'anneau A[X] satisfait la condition (E). Soit P € A[X],
non nul et non inversible dans A[X].

4 Si P est de degré 0, il s’écrit comme produit d’éléments irréductibles de A (et donc de
A[X] d’apres le théoreme 9.15) et c’est terminé.
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4 Supposons donc que P est de degré > 1. En particulier, P n’est ni nul ni inversible dans
K[X]. Notons ¢ un contenu de P.

Comme K|[X] est principal (K est un corps) et donc factoriel, il exister € N* et Py, ..., P,
des polynoémes irréductibles de K[X] tels que P = P; ... P,. D’apres la remarque précé-
dente, il existe pour tout i € [1;r] des polyndmes primitifs P/ € A[X] tels que P/ ~ P;
dans K[X] vérifiant P = cP; - - - P. Puisque A est factoriel, on peut écrire ¢ = gq;...4s
ot les g; sont des éléments irréductibles de A. Onaalors P = gy ...qsP; ... P/ et d’apres
le théoreme précédent, les gq; sont irréductibles dans A[X] et les P; aussi puisqu’ils ne
sont pas constants, ils sont primitifs et ils sont irréductibles dans K[X] (associés aux P;).

> Pour démontrer que A[X] est factoriel, c’est-a-dire que la condition (U) est vérifiée, il
suffit grace au théoreme 8.11 de démontrer que A[X] satisfait la condition de primalité,
c’est-a-dire de démontrer qu'un élément irréductible de A[X]| engendre un idéal premier
de A[X]. Soit P un polyndme irréductible de A[X].

4+5i P =a € A, alors a est un élément irréductible de A. On a un morphisme surjec-
tif d’anneaux A[X] — (A/(a))[X] (cf. exemple page 93), et il est facile de voir qu’il
induit un isomorphisme A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] par le premier théoréme d’iso-
morphisme. Or A est factoriel et a est irréductible dans A, donc A/ (a) est intégre, donc
A[X]/(aA[X]) = (A/(a))[X] est integre, et donc aA[X] est un idéal premier de A[X].

4 Si maintenant degP > 1, alors P est primitif et irréductible dans K[X] d’apres le
théoreme 9.15. Comme P est irréductible dans "anneau factoriel K[X], 1'idéal PK[X]
est premier dans K[X]. Il suffit donc de démontrer que PA[X]| = PK[X] N A[X] pour
conclure que PA[X] est premier dans A[X] puisque PA[X] # A[X] (Voir travaux di-
rigés). Il est clair que PA[X] C PK[X] N A[X]. Démontrons 1'autre inclusion : soit
PQ € PK[X]N A[X], avec Q € K[X] et PQ € A[X]. Nous allons démontrer que
Q € A[X]. En réduisant les coefficients de Q au méme dénominateur, on peut écrire
dQ = Qi avecd € Aet Q) € A[X]. Notons ¢ un contenu de Q;. Puisque P est pri-
mitif, ¢ est un contenu de PQ;. Or PQ; = dPQ avec PQ € A[X], donc d divise c.
Posons ¢ = da avec a € A. On sait qu'il existe un polyndme primitif Q, € A[X] tel que
Q1 = cQy = daQy. On en déduit que PQ = aPQ; et donc que Q = aQ; € A[X]. v

Théoréme 9.17. Si A est factoriel et n € IN*, alors A[Xj, ..., X;,| est factoriel.

Démonstration. Par récurrence sur 7 a ’aide du théoréme 9.16. v

Remarque. On vérifie facilement que si A est un anneau tel que A[Xjy, ..., X, est factoriel,
alors A est factoriel.

Cependant, en général, un sous-anneau ou un anneau quotient d’'un anneau factoriel n’est
pas factoriel. Par exemple, Z[i1/3] n’est pas factoriel (Voir travaux dirigés) mais c’est un
sous-anneau de C qui est factoriel et il est isomorphe au quotient Z[X]/(X? + 3) de Z[X]
qui est factoriel.

B. Tests d’irréductibilité.

Rappel. Un élément a € A est une racine d’un polynome f de A[X] si et seulement si le
polynome X — a divise f dans A[X].
Il en découle que si A est integre, le nombre de racines de f dans A est au plus deg(f).
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Proposition 9.18. Soit A un anneau.

(1) Soita € Aetsoit f € A[X]. Alors f estirréductible dans A[X] si, et seulementsi, f(X —a)
est irréductible.

(2) On suppose que A est integre. Alors pour tout a € A le polynoéme X — a est irréductible.

(3) On suppose que A est integre. Soit f € K[X] un polyndme de degré deg(f) > 2.Si f est
irréductible, alors f n’a pas de racine dans A.

(4) Soit K un corps. Soit f € K[X] un polyndéme de degré 2 ou 3. Alors f est irréductible si,
et seulement si, f n’a pas de racine dans K.

Démonstration. (1) Vérifions d’abord que P € A[X] estinversible si, et seulement si, P(X + a)
est inversible. Il suffit de démontrer une implication, 1’autre se fait en remplagant a par
—a. Supposons donc que P est inversible. Alors il existe Q € A[X] tel que P(X)Q(X) = 1.
On en déduit que P(X +a)Q(X +a) = 1 donc que P(X + a) est inversible.

Soit maintenant f € A[X], non nul et non inversible. Alors f(X — a) n’est ni nul, ni
inversible. De plus,

f(X —a) =P(X)Q(X) avec P(X) et Q(X) non inversibles
<~ f(X)=P(X+a)Q(X+a)avec P(X + a) et Q(X + a) non inversibles

donc f(X) est irréductible si, et seulement si, f(X — a) est irréductible.

(2) On rappelle que A[X]* = A* lorsque A est integre. Notons que X — a n’est pas nul et
n’est pas inversible. Si X —a = PQ alors P et Q ne sont pas nuls et donc degP > 0,
degQ > 0 etdegP + deg Q = deg(X —a) = 1 (puisque A est integre), et finalement on
doit avoir deg P = 0 ou deg Q = 0 c’est-a-dire que P ou Q est constant, par exemple P.
Sionpose P =betQ = cX +d, onaalors ac = 1 (en identifiant) et donc P = a est
inversible dans A donc dans A[X].

Finalement, X — a est irréductible.

(3)Si f a une racine a dans A, alors X — a divise f donc f = (X —a)P eton a degP =
deg f —1 > 1 (car A est integre). Puisque A est integre, les polyndmes non constants ne
sont pas inversibles donc f n’est pas irréductible.

(4) Voir travaux dirigés
Puisque K est intégre et que deg f > 2, on a déja vu que si f est irréductible alors f n’a
pas de racine dans A.

Réciproquement, supposons que f est réductible. Alors il existe P et Q non constants tels
que f = PQ.OnadegP +degQ € {2;3} etdegP > 1,degQ > 1, donc degP = 1 ou
deg Q = 1. Or un polynéme de degré 1 a coefficients dans un corps K a nécessairement
une racine, donc f aussi. v

Remarque. Notons que si A n’est pas integre, les éléments inversibles de A[X] ne sont pas
tous de degré 0. Par exemple, dans Z/4Z[X] on a (2X + 1)?> = 1 donc 2X + 1 est inversible
mais n’est pas constant. Il faut donc faire attention dans la démonstration de l'affirmation

).

Remarque. Les affirmations (2) et (3) sont fausses si A n’est pas integre.
Exercice : rechercher des contre-exemples.

> Pour (2) :dans Z/6Z[X]ona X —1 = (2X+1)(3X —1) avec 2X + 1 et 3X — 1 non inversibles.
En effet, si (2X +1)P = 1avec P = Z?:o a; X' etay # 0,alors ag = 1,2a; = O et a1 = 4a;
pour tout iavec 0 <1< d—1,doit a; = 4 pour tout i € [1;d], maisalors 0 =2a; =2-4 =2
(ou 0 = 2ay = 2 sid = 0), une contradiction; pour 3X — 1 on peut raisonner de la méme fagon.
Autre contre-exemple : notons e = (1,0) € Z?; dans Z*[X], ona X = (eX + (1 —e))((1 —
e)X +e) avec eX + (1 —e) et (1 — e)X + e non inversibles car leurs coefficients constants e et
1 — e ne sont pas inversibles.
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> Pour (3),2X*+X € Z/ 47.[X] est de degré 2, il admet O comme racine, mais il est irréductible.
En effet, 2X? + X = (2X + 1) X avec 2X + 1 inversible (cf. remarque précédente), donc il suffit
de démontrer que X est irréductible. Supposons donc que X = PQ avec P = Z?:o a; X et Q=

¢ obiX'. Alors agbg = 0 et agby + a1by = 1. Dans Z./4Z, apby = 0 implique ay = 0 ou

bo = 0 ou (ag,by) = (2,2), mais si ag = 2 = by alors 2(by + a1) = 1 et donc 2 est inversible,
une contradiction. Donc agy ou by est nul, par exemple ay. Ecrivons P = XPy. Ona donc X (P1Q —

1) = 0. Mais si XR = 0, on vérifie facilement que R = 0 donc P1Q = 1 et donc Q est inversible.

Remarque. L'affirmation (4) est fausse si on remplace K par un anneau (méme integre).
Exercice : rechercher des contre-exemples.

Dans Z[X], le polynome 2(X? + 1) est de degré 2 et sans racine mais il n’est pas irréductible (2 et
X? + 1 ne sont pas inversibles).

Proposition 9.19 (Test des racines entieres). Soit A un anneau factoriel et soit K son corps
des fractions. Soit P = )\ ;a;X' € A[X] aveca, #0,n > 1, et soita = g € K une racine de
P dans K avec p et g deux éléments premiers entre eux de A. Alors g divise a, et p divise ay.

Démonstration. Voir travaux dirigés

Dans Kona ) aiZ—; = 0 d’oty, en multipliant par 4", ona )} , al-p"q”_i = 0. On a donc

>apq" = —p Y a;p'"g" " d’oti p | apq". Or p et g sont premiers entre eux donc p et ¢"
aussi : en effet, si t est un élément irréductible de A qui divise p et g", alors t divise g
d’apres la condition d"Euclide, et t divise p donc t est inversible et on a une contradiction.
D’apres la condition de Gauss, p | ap.

> ayp" = Y1 aip'qg" i1 d’ott q | ayp” avec p et g premiers entre eux, donc a | a,. v

Exemple. Soit P = X3 — X +1 € Z[X]. Si P a une racine & = g dans Q avec (p,q) € Z?

et pged(p,q) = 1,alors p | 1 etq | 1 donc @ = £1. Mais 1 et —1 ne sont pas racines de P
donc P n’a pas de racine dans Q. Comme Q est un corps et deg P = 3, on en déduit que P
est irréductible dans Q[X]. Enfin, puisque P est primitif, il est irréductible dans Z[X].

Soit [ un idéal de I'anneau A. On note ¢; : A[X] — (A/I)[X] le morphisme d’anneaux de
I'exemple page 93.

Proposition 9.20 (Critere de réduction). Soient A un anneau factoriel et I un idéal premier
de A.Soit P =Y/ ya; X' € A[X]|aveca, ¢ I, n > 1;si ¢;(P) est irréductible dans (A/I)[X]
ou dans (Frac(A/I))[X], alors P est irréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. On peut remarquer que I est premier donc A/I est
intégre, il a donc bien un corps des fractions.

Les hypotheses impliquent que P n’est pas nul (4, # 0 en particulier) et n’est pas inver-
sible (deg P > 1).

Supposons que P = QR avec Q, R dans K[X]. Grace au lemme 9.14, on peut supposer
que Q et R sont dans A[X]. Posons Q = 2?:0 biX'etR=Y"!_,c;X aveca, = bger € 1.0Ona
¢1(P) = ¢1(Q)¢@1(R). Puisque ¢ (P) estirréductible dans (A/I)[X] oudans (Frac(A/I))[X],
par exemple ¢;(Q) est inversible dans (A/I)[X] ou dans (Frac(A/I))[X], donc dans les
deux cas c’est un élément non nul de Frac(A/I). Donc deg ¢;(Q) = 0. Mais 0 # 7,, = bz,
donc Eq # 0, et donc deg ¢;(Q) = g. Donc deg Q = g = 0 et Q est une constante non nulle
de K, donc inversible dans K et donc dans K[X]. Donc P est irréductible dans K[X]. v
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Exemple. Soit P = 7X® —3X 475 € Z[X]. On réduit modulo 2 et on obtient ¢(y)(P) =
X? + X 41 € (Z/2Z)[X]. On vérifie facilement que ¢»)(P) n’a pas de racine dans Z/2Z.
Puisque Z/2Z est un corps et deg ¢(,)(P) = 3, le polyndme ¢ ) (P) est irréductible dans
(Z/2Z)[X]. On en déduit que P est irréductible dans Q[X]. De plus, puisqu’il est primitif, P
est irréductible dans Z[X].

Proposition 9.21 (Critere d’Eisenstein). Supposons A factoriel et considérons P =
o X' € A[X] avec n = degP > 1. S'il existe un élément irréductible p de A tel que
ptay, plapour0<i<n—1etp?fag, alors P estirréductible dans (Frac A)[X].

Démonstration. Notons K = Frac A. Puisque deg P > 1, le polyndme P n’est pas inversible
dans K[X]. Supposons que P ne soit pas irréductible dans K[X]. Alors, il existe (Q, R) dans
K[X]>telque P = QRet0 < g = degQ < degPet0 < r = degR < degP. D’apres le
lemme 9.14, on peut supposer que Q et R sont dans A[X] (avec les mémes degrés). Posons
Q= Z;’:O b]-Xf etR =Y, , ¢ XK. Comme p ne divise pas a, = bycr, p ne divise ni b, ni
c;. Comme p divise ag et p? ne divise pas ag, I'égalité ag = byco assure que p divise by ou
co (car A satisfait la condition d’Euclide) mais pas les deux. Quitte a échanger Q et R, on
peut supposer que p divise ¢g et pas by. Soit donc ¢ = min{i € [1;] tel que p 1 ¢;}; comme
¢ < r < n,p divise a, et par définition de ¢, p divise ¢j pour tout j € [0;¢ — 1], donc
'égalité ay = bocy + (bicy_1 + - - - + byco) montre que bocy est divisible par p et donc que ¢y
est divisible par p. Ceci constitue une contradiction. v

Exemple. Soit P(X) = 2X° — 28X3 +98X2 — 14 € Z[X]. On applique le critere d'Eisenstein
avec p = 7. En effet, 7 { 2, 7 divise —28, 98 et —14 mais 7> { —14. On en déduit que P est
irréductible dans Q[X].

Cependant, il nest pas irréductible dans Z[X] car P = 2Q avec Q(X) = X° — 14X3 +
49X? — 7 et ni 2 ni Q ne sont inversibles dans Z[X].
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CHAPITRE 10

Polynomes symétriques

I L’ANNEAU DES POLYNOMES SYMETRIQUES

Soit A un anneau quelconque (commutatif et unitaire).

Définition-Proposition 10.1. Soit n € IN*. On définit une action de S, sur A[Xa, ..., Xy| par
Sux AlXy,...,Xn] — A[Xy,..., X4
(@, f) — = fXoq) - Xow))
pour tout o € Sy, et tout f € A[Xq, ..., Xul.

Définition 10.2. Un polynome f € A[Xj, ..., Xy] est dit symétrique si pour tout o € S, on a
7f = f (autrement dit, f € A[Xy,..., Xn]%").

Exemples. 4 X%+ Y?+ Z? estun polyndome symétrique de Z[X, Y, Z] (mais pas de Z[X, Y, Z, T)).
+ X1 Xp + X X3 + X3X1 est un polyndme symétrique de Z[X1, Xa, X3.
+ X3Y + Y3Z + Z3X n’est pas un polyndéme symétrique de Z[X, Y, Z].

Remarque. Si f est un polyndme symétrique, alors le degré partiel de f par rapport a cha-
cune de ses variables est le méme, et on I'appelle degré partiel de f.

Lemme 10.3. Soit ¢ : A[Xy,..., Xy] = A[Xy,..., X;—1] 'unique morphisme d’anneaux qui
fixe les éléments de A ainsi que Xj, ..., X, 1 et qui vérifie ¢(X,,) = 0, obtenu grace a la
propriété universelle des anneaux de polyndmes. On a ¢(P) = P(Xj, ..., X;,_1,0).

Soit f € A[Xj, ..., X;] un polyndme symétrique. Alors ¢( f) est un polyndme symétrique
de A[Xl, 000 /anl]-

Démonstration. Soit y € S,_1 et soit v/ € S, la permutation définie par 7" 1] = 7 et

v (n) = n. Alors "p(f) = ¢("f) = @(f), ce que I'on voulait. v

Lemme 10.4. Soit v € S;. Soit ¢, : A[Xy,..., Xu] = A[Xy,..., X;] 'application définie par
P, (P) = "P. Alors 1p,, est un automorphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A.

Démonstration. Notons que 1, est 'unique morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A
et qui vérifie Y, (X;) = X,(;) pour tout i. Il admet comme réciproque . -1, qui est I'unique

morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de A et qui vérifie 1, (X;) = X, -1(;) pour tout
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i. En effet, ¢y o ¢, 1 etidyx, . x,] sont deux morphismes d’anneaux qui prolongent A —
A[Xy,..., X et qui fixent tous les X;, donc par l'unicité dans la propriété universelle 9.5
ils sont égaux. De méme, ¢, 1 0 ¢, = ida[x,,. x,), donc ¥, est bien un automorphisme
d’anneaux. v

Conséquence 10.5. L'ensemble des polyndmes symétriques est un sous-anneau de
A[Xy, ..., Xul.

En effet, ona "(f —g) = "f =, "(fg) = ("f)(7g) et "1 = 1 puisque ¢, est un mor-
phisme d’anneaux. En particulier, la somme et le produit de polyndmes symétriques sont
des polyndmes symétriques.

Remarque. L'actionde S, sur A[Xq, ..., X,] induit donc un morphisme de groupes ¢ : S,, —
Aut(A[X,...,X,]) quia vy associe .

II POLYNOMES SYMETRIQUES ELEMENTAIRES

Définition 10.6. Soit k € [1;n]. Le polynome o = Y (H Xi> de A[Xy,...,X,] est un
HcC[1;n] \ieH
|H|=k
polynome symétrique, appelé k-iéme polynéme symétrique élémentaire. On pose oy = 1.

Remarque. On a deg oy = k (ou deg désigne le degré total).
On peut écrire o} = Zl<i1<i2<-~<ik<n Xy Xy - Xy -

Notation. Lorsqu’il peut y avoir ambiguité, on écrira o, pour le k-iéme polyndéme symé-
trique élémentaire en Xj, ..., X, (on précise le nombre d’indéterminées dans la notation).
Exemples. 4 01 = X + -+ X,,.

*+0 =X X0+ X1 Xz54+ -+ X1 X, + X0 X35+ + X, 1 X5

‘0’;/1 :X1X2"'Xn.

Lemme 10.7. Les polynomes symétriques élémentaires sont symétriques.

Démonstration. Soit v € S;,. Alors

j=n(0) H'=y"(H)
= Y (Hm) oy Ik v (fo)wk
Hc[1;n] \icH Hc[1n] \ jey-1(H) H'c[Ln] \jeH'

|H|=k |H|=k |H'|=k

en utilisant la bijection de 1’ensemble Py ([1;n]) des parties de [1;n] a k éléments dans lui-
méme définie par H — 7~ (H). v

Lemme 10.8. 4 Soit ¢ : A[Xy,..., X,11] — A[Xy,..., Xs] le morphisme du lemme 10.3,
défini par ¢(P) = P(Xy,...,X,,0). Alors ¢(0,,11¢) = 0,k pour tout k € [0;n], autrement
dit, Onk = an+1,k(X1/ ceey Xn,O).

4+O0naocyy10=1 0411041 = OnuXnt1 €t 01k = Oy + 0y k—1Xn41 pour tout k € [1;n].

Démonstration. La premiere partie est évidente (ou se déduit de la deuxieéme). Pour la deuxiéme,
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on a, pour tout k € [1;n],

Onje + Onje1Xnt1 = ) (H Xi) + ). (H Xz’) Xn+1
HC[Ln]
|H|=k

icH H'c[1;n] \ieH'
\H'|=k—1

- © (mx)e xo(11x)
Hc[Tu+1]  \icH Hc[Tu+1]  \ieH

|H|=k et n-+1¢H \H|=k et n+1€H
= ) (Hxi>:(7n+1,k- v
Hc[Tn+1] \i€H

|H|=k

III STRUCTURE DES POLYNOMES SYMETRIQUES

Lemme 10.9. Soit P € A[X3, ..., X;;| un polyndme symétrique et supposons que X; divise P
pouruni € [1;n]. Alors 0, divise P.

Démonstration. Quitte a permuter les indéterminées (ce qui ne change pas P), on peut sup-
poser que i = n. On raisonne par récurrence sur 7.

4+ Sin =1, cest clair car 07 1 = Xj.

4 Soitn € IN, n > 1 un entier tel que le résultat est vrai aurang n — 1. Soit P € A[X, ..., Xy]
un polyndme symétrique multiple de X;,. Posons

P=Py+P X, +PX2+ - 4 P;X¢
avec P; € A[Xj,...,X,—1] pour tout i. Puisque P(Xj, ..., X,-1,0) = 0 par hypothese, on
a PO =0.
Vérifions que les P; sont des polyndmes symétriques de A[Xy, ..., X;,_1]. Soit donc v €
Sy—1 etsoit ¢ € S, défini par 7\/[[17171]] = yety/(n) = n.On aalors

d .
P="p= 27P ("Xq)' = Y PXE
i=1 i=1
donc en identifiant, "P; = P; pour tout i. Donc P; est symétrique.
Soit maintenant T = (n—1 n) € S,. Alors P = P = P(Xy,..., Xy—-2, Xu, X—1). On
applique le morphisme ¢ du lemme 10.3 (ie. X, — 0) On obtient donc
0=¢(P)=P(Xy,...,Xn2,0,X,_1) ZP Xi,. .., Xn2,00X .

n

On en déduit par identification que pour tout i € [[1 ;d]] ona P;(Xy,...,X;-2,0) = 0dans
A[X3,..., Xy—1]. Par hypothese de récurrence, on sait que 0,1 ,—1 = X3 - - - X;;—1 divise P;
pour tout i, posons P; = Q;X; - - - X,—1 avec Q; € A[Xqy,..., X;—1]. Alors P = 2?:1 PXi =
2?21 QiXy -+ X,_1 X! estun multiple de Xj - - - X, = oy v

Remarque. Pour tout polynéme P € A[Xj,...,Xy], on a deg(Po,) = degP + n (ou deg
désigne le degré total). En particulier, si Poy, = 0 alors P = 0.

En effet, posons P = Yienn Xy - Xy et degP = max{¥j_ji; a;#0}. On a
alors Poy, = }ienn aixllﬁl,..x;ﬁl donc deg(Po,) = max{zzzl(ik_,_l); ai;éO}
max{ (Lf_y i) +n; a; # 0} = deg P+ n.

Proposition 10.10. Soit P un polynome tel que P(0y,...,0,) = 0. Alors P = 0.
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Démonstration. Pour tout n € IN¥, soit ¢,: A[Xy,..., Xn] — A[X1,..., Xn]| le morphisme
d’anneaux qui prolonge l'inclusion A — A[Xj,..., X,] et tel que ¥,(X;) = 0; pour tout
i € [1;n].1ls’agit de démontrer que ¢, est injectif.

On raisonne par récurrence sur 7.
4+ Sin =1, lerésultat est clair (07 = X et ¢y = id 5[ ))-

4 Soit n > 2 tel que le résultat soit vrai au rang n — 1, c’est-a-dire que ¥,,_; est injectif. Sup-
posons par 1’absurde que Ker(y,) # {0}. Alors I’ensemble {deg f | f € Ker(y,) \ {0}}
est une partie non vide de IN donc elle admet un minimum dy. Soit P € Ker(y,,) \ {0} de
degré dy. Posons P = Z?:o P;Xi avec P € A[Xy,..., Xu_1].

Si Py = 0alors P = X,,Q pour un Q € A[Xj, ..., X,]. Notons que Q # 0. On a dans ce cas

0 — P(O-Tl,ll PN ,U—n,n) — Un,nQ(o-nll, [N ,0-;1/;1). Ol’l en dédllit que l/]n(Q) — Q(O—nll, “ e ,O-n,n) —
0 d’apres la remarque précédente. Mais deg Q < dy (on peut raisonner comme dans la
remarque) et Q € Ker(¢,) \ {0}, donc on a obtenu une contradiction.

Par conséquent, Py # 0 et donc P(Xj, ..., X,-1,0) = Py(Xy,..., Xy—1) # 0. Par hypothese
de récurrence, on en déduit que Py(0y,—11,- -, 0n—141-1) = Pu—1(Po) # 0. Mais en utilisant
le lemme 10.8 avec le morphisme ¢: A[Xy,..., X,] — A[Xy,..., X;,—1)] défini par ¢(f) =
f(X1,...,X,-1,0),ona
Pn-1(Po) = Po(0-11,- -+, On—1,n-1) = P(Cu—1,1,+ -+, 0n-1,n-1,0)
= P(p(041),---, @(Onn)) = @(P(0n1,--- ) 0nn)) (¢ morphisme d’anneaux)
= pgn(P)) = 9(0) = 0.

On a donc bien une contradiction, donc Ker(y,) = {0}. v

Définition 10.11. Le poids d'un mondme Xil e Xil” est l'entier iy + 2ip + 3i3 + - - - + niy,.
Le poids d’'un polyndme est le maximum des poids des mondmes qui le constituent :

si P = Yienn aiXil .. Xl le poids de P est max{poids(Xi1 XY | a; # O} =
max{ iy + 2ip + 3i3 + - - - + niy | a; # 0}.

Exemple. Le polyndome P = X + X1 X5 + X1 X3 est de poids max(1,5,4) = 5.

Remarque. Le degré de P(oy,...,0,) est inférieur ou égal au poids de P.

Vérifions d’abord cela dans le cas ou P = Xi‘ 1... X5 est un mondme. On a
deg P(04,...,04) = aydegoy + - - - +a,dego, = YI' 4 ;i qui est bien le poids de P (on a
égalité car tous les coefficients des polyndmes o} sont inversibles).

Soit maintenant P = 2;21 ajM; un polynéme non nul ot les M; sont des mondmes et les

a; sont des éléments non nuls de A. Par définition, poids(P) = max{poids(Mj) 11<j<r}
On a alors

T
deg P(oy,...,00) = deg(Z llej(O’l,...,O'n)> < max{degMj(al,...,an) 11<j<r}
=1
= max{poids(M;) |1 <j<r}

= poids(P).

Théoréme 10.12. Soit A un anneau. Soit P € A[X3, ..., X,| un polyndme symétrique. Alors
il existe un unique polynéme T € A[Y1,...,Y,] tel que T(0y,...,0,) = P. Ce polyndme est
de poids d = deg(P).

Exemple. ¢ SiP = X3+ X5 € Z[X1,Xz],ona P = (X1 + X2)? —2X1Xp = 07 —20». Le
polynome T est donc T = Y? — 2Y,.
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+SiP = XX+ X1X5 € Z[X1,Xp),ona P = X1 X(X2+ X3) = 0p(07 —203) et T =
YZY, — 2Y3.

Démonstration. Admise en 2022-2023.
L'unicité découle de la proposition 10.10. Démontrons l’existence.
On raisonne par récurrence sur n (le nombre d’indéterminées).

4+ Sin =1, le résultat est évident, car o7 ; = Xj.
4 Soit n > 1 tel que le résultat soit vrai pour les polyndmes symétriques de A[Xy, ..., X,_1].

Soit P € A[Xj, ..., X,] un polyndome symétrique de degré total d € IN. On fait maintenant
un raisonnement par récurrence sur d.

<> Sid = 0, c'est évident (P est constant).

<> Soit d > 0 tel que le résultat est vrai pour les polyndmes symétriques de A[Xy, ..., X]
de degré total inférieur ou égala (4 — 1).
Soit ¢ le morphisme du lemme 10.3. Puisque le polynéme ¢(P) est un polyndome
symétrique de A[Xjy,...,X,_1], par hypotheése de récurrence (sur n), il existe un
unique polynome V € A[Yy,...,Y,_1] de poids inférieur ou égal a d tel que ¢(P) =
V(Un—l,ll ey Un—l,n—l)'
Posons P = V(0u,-- ., Onn—1) (onaremplacé les 0,,_1 i par les 0, ; correspondant). No-
tons que deg P < poids(V) < d. Alors P est un polynome symétrique de A[Xj, ..., X]
etona ¢(P — P) = 0 donc X, divise P — P dans A[Xj, ..., X,]. On en déduit grace au
lemme 10.9 que 0y, , divise P — P.
Posons P — P = Q0. Alors Q est symétrique; en effet, si v € Sy, alors ("Q)oy,, =
"(Qoyy) = (P —P) = P— P = Qo , et on en déduit que 'Q = Q (cf. remarque p. 105).
De plus, deg Q = deg(Q0y,,,) —n = deg(P — P) —n < d — n < d donc, par hypothese
de récurrence, on peut écrire Q = W(0,1,...,0u,,) pour un unique polyndome W €
A[Y1,...,Yy] de poids deg Q.
Posons enfin T = V + WY,. On a T(oy1...,0nn) = V(0p1...,00n) +
W(on1..., Onn)0nn = D+ Qoyn = P. On a donc démontré I’existence.
On a de plus poids(T) < max(poids(V),n + poids(W)) < d et si poids(T) < d alors
d = degP = degT(0y1,...,0nn) < poids(T) < d, une contradiction. On en déduit
donc que poids(T) = d = deg P. v

Définition 10.13. Un polynome f € A[Xy, ..., X, est dit homogéne si tous ses mondmes sont
de méme degré. Ce degré commun est nécessairement le degré total de f, on I'appelle degré du
polyndme homogene f.

Remarques. 4 Tout polyndme f s’écrit de maniere unique comme somme de polyndmes
homogenes, que 1’on appelle composantes homogenes de f.

En effet, soit f; la somme de tous les termes monomiaux de f de degré total i. Alors f;
est homogene de degré i ou nul et f = ) ;- fi (somme finie). De plus, s’il existe des
polyndomes homogenes g;, i € IN, qui sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux,
avecdegg; = iet f = Y engi, alors Yien(fi — gi) = 0 avec f; — g; homogene de degré
i. Sii # ], les termes monomiaux qui apparaissent dans f; — g; ne sont pas dans f; —
gj (puisqu’ils sont de degrés différents). Par unicité de I'écriture d"un polyndme comme
somme de termes monomiaux, on en déduit que f; — g; = 0 pour tout i.

4+ Si f est un polyndome symétrique, alors ses composantes homogenes sont symétriques.

En effet, posons f = Y ; fi avec f; homogenes de degrés deux a deux distincts. Soit
v € Sp. AlorsY ! fi=f ="f=Y/_,"fi avec ’f; homogene de degré i, donc pour tout i
on a 'f; = f; par unicité des composantes homogenes de f.
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4+ Pour tout k, le polyndme o est homogene de degré k et de degré partiel 1.

Remarque. Dans la pratique, afin de simplifier les calculs, avant d’appliquer la méthode de
la démonstration pour trouver T, on écrit P comme somme de polyndmes homogeénes et on
applique la méthode a chaque composante homogene.

On suit alors la procédure suivante pour un polynéme homogene P :

(i) Oncalcule ¢(P)etontrouveV € A[Yy,...,Y,_1]telque ¢(P) = V(0y-11,---,0n—11-1)
en suivant la procédure récursive (on recommence jusqu’a n’avoir qu'une indétermi-
née ou avoir une expression en les polyndmes symétriques élémentaires).

(i) Ondétermine Q € A[Xj,..., X,] symétrique tel que P — V(0,1,...,011-1) = QOun-
(iii) Ontrouve W € A[Yy,...,Yy] telque Q = W(0y1,...,0un,) par la procédure récursive.
(iv) Onpose T =V + WY,,.

Exemples. (1) P = XYZ + X?Y + X?Z + Y?Z + XY? + XZ? + YZ2. Soit ¢z : A[X,Y,Z] —
A[X, Y] le morphisme d’anneaux donné par ¢z(P) = P(X,Y,0).
4+ Ona¢z(P) = X2Y + XY? = XY(X +Y) = 02,021 (autrement dit, V = XY).

4 Onconsidere P—V(031,032) =P — (X+Y+Z)(XY+XZ+YZ) = —2XYZ = 2033
(autrement dit, Q = —2).

4+ OnposeT=V+ QZetonabien P = T(031,032,033) = 031032 — 203 3.

(2) P = XJ + X3 + X3. On note ¢3: A[X1, Xa, X3] = A[X1, Xo] et ¢p: A[Xy, Xo] = A[Xq] les
morphismes d’anneaux du lemme 10.3.

4+ Onag3(P) = X3+ X5.
¢ Ona gy(¢3(P)) = X} = 035
¢ 3(P) =03, = (X] + X3) — (X1 + X2)° = =3X} Xy — 83X X5 = —3(X1 + Xa)onp =
—307 1045 donc @3(P) = ‘73,1 — 30109
& P — (037 —3031032) = 3X1 X2 X3 = 3033 (d'ot1 Q = 3).
+ Donc P = 03, — 3031032 + 3033 = T(031,032,033) avec T = X7 — 3X; X, + 3Xs.
Notons que le poids de T est bien 3 = deg P.

On peut résumer nos résultats.

Théoréme 10.14. L'endomorphisme d’anneaux i, de A[Xj,...,X,] qui a P associe
P(oy,...,04) obtenu grace a la propriété universelle des anneaux de polyndmes est injec-
tif et a pour image le sous-anneau des polyndmes symétriques.

IV COEFFICIENTS ET RACINES DE POLYNOMES

A. Racines dans un sur-corps

Nous aurons besoin du résultat suivant, dont vous verrez des versions plus précises si
vous suivez l'option Théorie des corps au S2.

Proposition 10.15. Soit K un corps et soit P € K[X] un polyndéme non constant. Alors
(1) 11 existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P a une racine dans L.

(2) T existe un corps L dont K est un sous-corps et tel que P est scindé dans L[X], c’est-a-dire
qu’il peut s’écrire comme un produit de polyndomes de degré 1 de L[X].
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Démonstration. (1) Supposons dans un premier temps que P est irréductible dans K[X].
Puisque K[X] est un anneau principal, I'idéal (P) est maximal, donc L := K[X]/(P) est
un corps. De plus, K s’identifie & un sous-corps de L par le biais du morphisme d’an-
neaux K — K[X] — L composé de l'injection naturelle et de la projection canonique
sur le quotient; ce morphisme est nécessairement injectif car il n’est pas nul (P n’est pas
constant) et son noyau est un idéal du corps K. Enfin, notons x la classe de X dans L.
Alors P(x) = P(X) = 0 donc x est une racine de P dans L.

Si maintenant P n’est pas irréductible dans K[X], soit Q un facteur irréductible de P. Il
existe alors un corps L dont K est un sous-corps dans lequel Q a une racine «. Puisque «
est aussi une racine de P, on a le résultat.

(2) On raisonne par récurrence sur le degré d > 0 de P. Sid = 1, il suffit de prendre L = K.

Soit doncd > 1 tel que le résultat est vrai pour les polyndmes a coefficients dans un corps
quelconque et de degré au plus d — 1. D’apres la premiére partie, il existe un corps K’ dont
K est un sous-corps et dans lequel P a une racine a. Ainsi, dans K'[X]ona P = (X — «)Q.
Or Q € K'[X] est de degré d — 1 donc il existe un corps L dont K’ est un sous-corps et
tel que Q est scindé dans L[X]. Mais alors K est un sous-corps de L et P = (X — a)Q est
scindé dans L[X]. Donc le résultat est vrai pour les polyndmes de degre d. v

B. Relation coefficients-racines

Théoréme 10.16. Dans l'anneau A[X3,..., X, T]ona

ﬁ(T - X;) = i(—l)"_kan,ka.
=1

k=0

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 1.
4 Pourn=1,0onaP=(T-X;)=010T + (—1)loq1.

+ Soit n € N* tel que le résultat soit vrai au rang n. Soit P = [T} (T — X;). Par hypothese
de récurrence, on a

P= (ﬁ(T X))(T Xyy1) = <i(—1)”kan,n_ka>(T—Xn+1)

k=0

n n
= Z(_l)n_kan,n—ka+1 - Z(_l)n_kgn,n—kxn+1 Tk
= k=0

n n
— (_1)n+1_k0-n,n+1fka 4 Z(_l)n_'—l_ko-n,nkan—i—l’rk
k=1 k=0

n
= UH,OTn—H + Z (_1)n+1_k(0n,n+1—k + Un,n—an+1)Tk + (_1)n+17n,nxn+1

k=1
n+1 - "
- Z n+ Un+1,n+1—kT
en utilisant le lemme 10.8 pour la derniere ligne. v
Corollaire 10.17 (Relations coefficients /racines). Soit P = Y ;4,X* € A[X] un polyndme

avec a, € A*, et soient 31, ..., By les racines de P, dans A ou dans un corps K contenant A
(dans le cas ou A est integre). Alors, pour tout k € [0;n], ona

O'k(,Bl, ... ,ﬁn) = (—1)kan_ka;1.
En particulier, 0 (B1,...,Bn) € A.

109



Démonstration. Onaa,'P = (X —B1) - (X—Bn) = X' — 1 X" 1+ X" 2+ ..+ (=1)"5,
d’apres le théoreme, ot 0 = 0y (B1, - .., Bn). Le résultat s’en déduit par identification. v

Remarque. Pour n = 2, on retrouve le résultat trés classique (X — B1)(X — B2) = X? —
01X + 07 ou 07 est la somme des racines et 0, est leur produit.

Exemple. Soit P = X* + 12X — 5. Déterminons ses racines dans C, sachant que la somme de
deux d’entre elles est égale a 2.
Notons a7y, ap, a3, x4 les racines de P dans C, avec par exemple o + a = 2. On a alors
O0=01=24a3+ay
0 =09 = a0 + g3 + w104 + o3 + ooy + a3y
—12 = 03 = wqonz + Ky + aqzng + o3y
—5 =0y = w0304
ot 0 désigne le k™€ polyndme symétrique élémentaire en les «;.
Posons p = ajap, s = a1 +ap = 2, g = azeg et t = a3 + ag. On a alors

(s =2 (s =2 (s =2

s =2
prett+axt+g=0 <<<p+st+g=0 =iptqg=4 = __5
pt+sq = —12 200 —p) = —12 pog=6 Z:_l
(P =—5 pq=—> (P =—5

Or a; et ay sont les deux racines de X? — sX + p = X? —2X + 5 et a3 et ay sont les deux
racines de X?> —tX +q = X2 +2X — 1.
On en déduit finalement que les racines de P sont 1 4+ 2i et —1 4+ /2.

C. Application : Théoreme de d’Alembert-Gauss

Nous allons utiliser les polyndmes symétriques pour démontrer le théoreme de d’Alembert-
Gauss.

Théoréme 10.18 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Soit P € C[X]| un polynéme non
constant. Alors P a une racine dans C.

Démonstration. Soit P € C[X] un polyndéme non constant. Nous devons démontrer que P a
une racine dans C.

Remarquons que PP € R[X] (ou P désigne le conjugué de P). De plus, si P a une racine
dans C alors PP aussi et si PP a une racine dans C, alors soit P a une racine dans C soit P
a une racine « € C mais alors @ € C est une racine de P. Ainsi, P a une racine complexe
si, et seulement si, PP a une racine complexe et on peut donc supposer que P € R[X]. De
plus, quitte & multiplier par l'inverse du coefficient dominant, on peut supposer que P est
unitaire.

Posons deg P = d = 2"g avec q impair. On va raisonner par récurrence sur n € IN.

4+ Sin = 0, alors P est de degré impair et il a une racine réelle d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires.

4+ Soit n > 1 tel que le résultat est vrai pour les polyndmes de degré 2" 14’ avec g’ impair.
Soit P un polyndme unitaire de R[X] de degré 2"g avec g impair.
I existe un corps L dont C est un sous-corps et sur lequel P est scindé : on a donc P =
(X —a1) (X —ay) avec &; € L pour tout j € [1;d]. On doit démontrer que I'un au
moins des «; est dans C.
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Notons o7y, ..., 0, les polyndmes symétriques élémentaires en Xj, ..., X, et posons 0, =
o (aq,...,a4). D'apres les relations coefficients-racines, pour tout k on a 0y € R.

Pour tout (i,]) € IN?Z avec 1 < i,j < dettoutc € R, on pose ,[SZ(]C) = a; + &j + ca;oj; nous
allons démontrer que pour tout ¢ € IR, I'un des ,BZ(JC) est dans C. Pour cela, on considére les
polyndmes

Q= [l (x-p)eLlX], cer

1<i<j<d

Ona @c = Qc(lxl, “en ,D(d) ou QC = HKK]-@(X - Xz' — X] - CXiX]') S ]R[X] [Xl/ o -/Xd]- Le
polynome Q. est un polyndome symétrique en Xj, ..., X, donc il existe un polynéome T €
R[X][Xy,...,X4] tel que Q, = T(04,...,04). On en déduit que Q. = T(cy,...,04) € R[X]
puisque les 0y sont réels.
De plus, deg Qe = |{(i,j) € [1;d]? | i < j}| = TioHd — i) = "1 = 21/ avec ¢’ =
q(d — 1) impair. Donc d’apres I'hypothese de récurrence Q. a une racine -y, dans C.

Par conséquent, pour tout ¢ € R, il existe (i(c),j(c)) € [1;d]? tel que 7. = ‘Bl(.fc))],(c) —
Xj(c) T Xj(c) + Cj(c)&j(c) € C.

Puisque R est infini et que les indices (i(c), j(c)) parcourent un ensemble fini, il existe des
nombres réels c; # ¢, tels que (i(c1),j(c1)) = (i(c2),j(c2)). Notons r = i(c1) = i(ca) et
s = j(c1) = j(c2). Alors ¢, = ar + a5 + c1a,05 € C et e, = ay + a5 + coa,05 € C. Posons
U=+ asetv =g Alors (¢c1 — c2)v = Y, — Ve, € Cdoncv € Cetu =, —cjv € C.
De plus, a; et a5 sont les racines de X2 —uX+ve C[X], et 'on sait que ces racines sont
complexes.

On a donc démontré que les racines a, et a; de P sont dans C, donc P a bien une racine
complexe. v

V EXEMPLE : LE DISCRIMINANT

Soit K un corps. Soit (t1,...,t,) € K".Soit P = (X — t1)(X — f) - - - (X — tn) € K[X].

| Définition 10.19. On appelle discriminant de P le produit Disc(P) = [T,;(t; — t;)*.

Disc(P) est un polyndome symétrique en ty, ..., t, car tout y € S, agit sur [T;;(t; — t;) en
multipliant par £1. C’est donc un polynéme en les 0;, ott on note 0; = 0;(t4, ..., tn).

Exemples. (1) Pour deg P = 2, si P = X? + bX + c alors Disc(P) = (t; — t2)? = (t; + t2)? —
Aty = 07 — 4oy = b* —4c.
En effet, le lien coefficients-racines nous permet de dire que oy = —betop = c.

(2) Pour deg P =3 et P = X° + aX + b, on a Disc(P) = —4a> — 27b%.

Démonstration. On peut raisonner comme pour les polyndmes de degré 2 (mais les calculs
sont bien plus longs et compliqués). On peut aussi raisonner de fagon plus théorique.
Notons P = (X — tl)(X — tz)(X — t3). Onao; = 0'1(t1, tht3) =0,00 = O’z(tl, tr, tg) =a
et 03 = 03(t1,t2,t3) = —b. Le polyndme Disc(P) € K|[ty, tp, t3] est homogene de degré 6,
donc il existe un polynéme T € K]Y1, Y3, Y3 de poids 6 tel que Disc(P) = T(cy, 03, 03).
Puisque 07 = 0, on cherche T € K[Y>, Y3].

Un mondme Y}'Y} est de poids 2m + 31, donc il est de poids 6 si et seulement si (m,1) €
{(0,2), (3,0)}. Ainsi, T = AYJ + uYZ et Disc(P) = T(01,02,03) = Aoy + pos = Aa® + ub>.
Ceci est vrai pour tout polynome P de la forme P = X3 + aX + b, ’est-a-dire que A et
 ne dépendent pas de a et b (le polyndme T =€ K[Y>, Y3] ne dépend pas des 0;). On va
donc spécialiser a des polyndmes particuliers.
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+Sit P = X} -X = X(X-1)(X+1). On a alors Disc(P) =
(0= (=1))(0—1)(=1—(=1)))*> = 4 donc, puisquicia = —leth = 0, on a
—A=4doul = -4

+S0itP = X3 —1 = (X-1)(X—j)(X—j) avec j = €/°. On a alors Disc(P) =
(1=HA-72)3- ]'2))2 = —27 donc, puisqu’icia =0etb = —1,onau = —27.

Finalement, Disc(P) = —4a° — 27b2. v

Exercice 10.20. Faire le cas deg P = 3 en général. [Indication : Si P = X3 + aX? + bX + c, faire
le changement d'indéterminée Y = X + 5.]

Correction. Notons que le changement d’indéterminée Y = X + § ne change pas le discrimi-

nant; en effet, si P = [T;_, (X — t;) il a pour discriminant [Th<icj<a(ti — tj)? etalors P(X) =
N 2

[T, (Y — (ti + %)) a pour discriminant [he<icjcs((ti+5) — (5 +5))" = Th<icjes(ti — t)2.

De plus, P(X) = (Y =9’ +a(Y =) Y2 +b(Y—2) +c=Y3+pY +qavecp =b— % et

g =c— %+ 2. On a retrouvé la forme précédente, donc le discriminant est —4p> — 274% =

a’b? — 4b3 — 4a3c — 27¢ + 18abc. v

Proposition 10.21. Si P est scindé dans K[X], alors P n’a que des racines simples si, et seule-
ment si, Disc(P) # 0.

Démonstration. Evident. v

Fin du cours.
VI COMPLEMENT : RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

Le résultant, qui est un polynéme associé a un couple de polyndmes, permet de générali-
ser la notion de discriminant et fournit des méthodes de calcul plus efficaces. Il permet aussi
de définir le discriminant d"un polynéme qui n’est pas scindé.

Soit K un corps. Notons K, [X] 1'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus n. Par
convention on pose K_1[X] = {0}.

Définition 10.22. Soit (P,Q) € K[X]? avec p = degP > 1letq = degQ > 1. Soit ¢ :
Ky-1[X] x Ky _1[X] = Kp14-1[X] l'application linéaire définie par (p('ll, V)=UP+VQ.
On appelle résultant de P et Q et on note Res(P, Q) € K le déterminant de ¢.

Remarque. On  munit K, 1[X] x K,q[X] de la  base E =
{(x771,0),...,(X,0),(1,0),(0,XP71),...,(0,X),(0,1)} et Kppg-1[X] de la base
F o= {xrti-1,. X,1}. Posons P = Y a;X' et Q = Y] b X' avec ayb, # 0. No-

p
tons Cp la matrice colonne a (p + 1) lignes Cp = apfl et, de la méme fagon, soit Cg
a0
by
b,—
la matrice colonne a (g + 1) lignes Cq = | " "|. Soient A et B les matrices de taille
by
respectivement g X (p + q) et p x (p + q) suivantes
Cp 0 -+ 0Opg Co 0 - 0,
C C
A= : et B= ©
0j-1 0p—2 -~ Cp 0p-1 Opa -+ Cg
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Alors Res(P, Q) est le déterminant de la matrice par blocs (A B )

En effet, la colonne (0;, ‘Cp,0,_1_;) pour 0 < i < g — 1 est la matrice de X9-1-p dans la
base F et de méme pour les autres colonnes.

Pour la méme raison, on peut aussi remarquer que Res(P, Q) est le déterminant dans la
base F du systéme de vecteurs (X7-1P, X972P,...,XP, P, XP~1Q,XP72Q,...,XQ, Q).

Exemple. Par exemple si P = BX2 4+ X2+ ;X +apetQ=0X>+b X' +byona
as 0 bz 0 O
ar das bl b2 0
Res(P, Q) = |da1 4ap bo bl bz .
ap a1 0 bo bl
0 ap 0 O bo

Définition 10.23. Soit P un polynéme de degré p > 1 et soit a une constante.

On appelle résultant de P et a et on note Res(P,a) le déterminant de 'application linéaire
¢ : K,_1[X] = K,_1[X] définie par p(U) = all. Autrement dit, Res(P,a) = a?.

On appelle résultant de a et P et on note Res(a, P) le déterminant de I'application linéaire
¢ : Ky_1[X] = Kp_1[X] définie par p(U) = all. Autrement dit, Res(a, P) = aP.

Remarque. Avec la convention K_1[X] = {0}, cette définition coincide avec la définition
précédente pour les polyndmes non constants.

Proposition 10.24. Soient P et Q deux polyndmes non nuls dont I'un au moins n’est pas
constant. On note p = deg P et g = deg Q. Alors

(1) Res(P,Q) = (—1)PRes(Q, P).
(2) Res(AP, uQ) = AMuP Res(P, Q).

Démonstration. Si P ou Q est constant, le résultat est évident. Supposons donc que P et Q ne
sont pas constants.

(1) Rappelons que si on applique une permutation y € S, aux colonnes (ou lignes) d'une
matrice M de taille n x n pour obtenir la matrice N, alors det(N) = ¢(y) det(M) ou ¢
désigne la signature.

Soit 7y = (p+qg p+q—1 --- 3 2 1) € Sp+q la  permu-
tation circulaire. Notons que &(v) = (=1)PT=1  car v =
(p+q—-1 p+q=2)(p+q9-2 p+q—=3)---(3 2)(2 1)(1 p+q) est un pro-
duit de p + g — 1 transpositions. Si on permute les colonnes de (A B) avec v, cela
revient a décaler chaque colonne d’un cran vers la gauche et la premiere colonne devient
la derniere.

Pour passer de la matrice (A B) a la matrice (B A), on doit donc appliquer la per-
mutation 7 aux colonnes. Puisque ¢ est un morphisme de groupes, ¢(v7) = ¢(y)7 =
(—1)1lp+a-1) = (_1)pq+q2—q = (—1)P1 car g* — q est pair. On en déduit que Res(P, Q) =
(—1)P1Res(Q, P).

(2) Cela découle de la multilinéarité du déterminant (chacune des g colonnes Cp de A est
multipliée par A et chacune des p colonnes Cg de B est multipliée par ). v
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Proposition 10.25. Soient P et Q deux polyndmes non nuls dont I'un au moins n’est pas
constant. On note p = deg P et g = deg Q. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P et Q ontun facteur commun non-constant.
(i) Res(P,Q) =0.
(iii) Ilexiste U € K, 1[X] etV € K, 1[X] tels que UP + VQ = 0.

Démonstration. Si P ou Q est constant, il est facile de vérifier qu’aucune des trois assertions
n’est vraie. Supposons donc que P et Q ne sont pas constants.

4 (i)=(ii). Soit R un diviseur commun de P et Q. Alors pour tout (U, V) le polynéme R
divise ¢(U,V) = UP + VQ. En particulier, ¢ n’est pas surjective et donc Res(P,Q) =
det ¢ = 0.

4 (ii)=(iii). Puisque det ¢ = Res(P, Q) = 0, 'application linéaire ¢ n’est pas injective. Soit
(U,V) € Kerg. Alors UP+ VQ = ¢(U,V) = 0.

+ (iii)=-(ii). Supposons que (iii) est vérifiée et que P et Q soient premiers entre eux. Le poly-
ndme P divise VQ = —UP donc par la condition de Gauss (K|[X] est factoriel) le polynome
P divise V donc p = deg P < deg V < p — 1 donc on a obtenu une contradiction. v

Dans la suite, on fixe un polyndme P de degré p > 1 et de coefficient dominant a;,. On
note E = K[X]/(P).

Lemme 10.26. Notons x la classe de X dans E. Alors E est un K-espace vectoriel de dimen-
sion p et de base B = {xV~1,xP2, ... x,1}.

Démonstration. Pour vérifier que E est bien un K-espace vectoriel, il suffit de vérifier que
(P) = {PQ; Q € K[X]} est un sous-K-espace vectoriel de K[X] (exercice). Nous allons véri-
tier que B est une base de E.

Soit u € E. Alors il existe Q € K[X] tel que u = Q = Q(x). La division euclidienne de
Q par P donne Q = AP+ R avecdegR < p.Onaalors u = Q(x) = A(x)P(x) + R(x) =
R(x) € vect{B}. Donc B est une famille génératrice de E.

Supposons maintenant que Zf;ol Aixt = 0avec (Ao, ..., Ap-1) € KP.Posons Q = Zf;ol AiXE
Alors Q(x) = 0donc Q € (P) et donc P divise Q. Mais degQ < p = deg P donc Q = O et
donc A; = 0 pour tout i. Donc B est libre et c’est bien une base de E. v

Lemme 10.27. Soit Q € K[X] \ {0}. L'application 65 : E — E qui & un vecteur u associe
Q(x)u est une application linéaire.

De plus, si pour i € [0; p — 1] on note R; le reste de la division euclidienne de XiQ par P,
alors la matrice de 0 dans B est la matrice du systéme de vecteurs {Rp_l, ceey RO} dans la
base F de K, 5_1[X].

Démonstration. 1l est facile de vérifier que 6 est une application linéaire.

De plus, on a 0p(x') = Q(x)x’ = R;(x) comme dans la démonstration du lemme pré-
cédent. Donc la j™¢ colonne de la matrice de 6 est obtenue en écrivant les coefficients de
R;(x) dans la base B. Puisque deg R; < p, ceci revient a écrire les coefficients de R; dans la

base {XP~1,...,X,1} de K,_1[X] ou dans la base F de K, ,_1[X]. v

Lemme 10.28. Soit Q € K[X] \ {0} et soit 4 = deg Q. Alors Res(P, Q) = a], det(6g).
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Démonstration. Si g = 0 alors Q = by € K et on a det(6g) = b = Res(P, bp). Supposons
donc que g > 0.

On rappelle que Res(P, Q) est le déterminant dans la base F du systeme de vecteurs
(Xq’lP, X7-2p,...,XP,P,XP~1Q, XP2Q,...,XQ, Q). Avec les notations des lemmes pré-
cédents, puisque P est un des vecteurs de la famille et que X'Q = A;P + R; pour
des polyndmes A;, il s’agit du déterminant dans la base F du systeme de vecteurs
(Xq_lp, X7-2p,...,XP,P, Rp-1,.-- ,Rp). La matrice dans la base F de ce systéeme de vec-
teurs s’écrit (11\; ]8[) ott M est la matrice p x p de {Rp_1,...,Ro} dans F et donc de 6g
dans B, et ot la matrice T est triangulaire inférieure g X g de termes diagonaux tous égaux

a ap. Ainsi, Res(P, Q) = ‘17\; Z?/I = aj det(M) = a} det(6p). v

Proposition 10.29. Soit « € K et soient P, Q, R des polynémes de K[X]. Alors
(1) ReS(X -4 Q) = Q(D(),
(ii)) Res(P,QR) = Res(P,Q)Res(P,R) et Res(PR, Q) = Res(P, Q) Res(R, Q),

(iii) Si R est le reste de la division euclidienne de Q par P et si degR = r > 0 alors
Res(P,Q) =a) 'Res(P,R).

Démonstration. (i) Icip = 1,4, = 1 et Ry = Q(a) donc 6 = Q(a)idk et finalement
Res(X — &, Q) = det(Q(a)) = Q(a).
Une autre démonstration ne faisant vas intervenir les lemmes précédents mais seulement les

ropriétés du déterminant.
Posons Q = Y1, b;X". Alors Res(X — o, Q) est le déterminant (q + 1) x (g + 1) suivant :

1 00 --- 0 b
—a 10 - 0 by
0 00 - 1 N
0 00 - —a by

On effectue I'opération suivante sur les lignes :

7
Lot1 «— Logpi+alg+a’Lo g+ +ally =) a'Loiq .
i=0

On a alors
l0 0 1000
q-1 — 10 --- 0
Res(P,Q) = | : D = Q(a)] = Q(a)
0 00 ---1 N ;
0 00 -0 Qa) 0 00 1

en développant suivant la derniere ligne pour obtenir le déterminant d"une matrice triangulaire
avec des 1 sur la diagonale.

(i) Notonsr = degR. D’apres le lemme précédent, on a Res(P, QR) = a?,ﬂ det(for). Mais
il est facile de vérifier que Ogr = 0 o 0o donc
Res(P,QR) = a?fr det(6gr) = a?,a; det(6r) det(fg) = Res(P, Q) Res(P, R)
en utilisant a nouveau le lemme précédent.
La deuxiéme partie découle de la premiére et de la proposition 10.24.
(iii) Dans E on a Q(x) = R(x) et on en déduit que 8y = 0. Le résultat découle alors du
lemme précédent. v
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Théoréme 10.30. Si P € K[X] est scindé sur K de racines ay, ..., &y, alors

Res(P, Q) = apQ(a1) - - Q(ap).
Si de plus Q € K[X] est scindé sur K de racines By, ..., B, alors

Res(P,Q) = anPHH(ocZ

i=1j=1

Démonstration. On a P = a,(X —aq)--- (X — ap) donc d’apres la proposition 10.24 on a
Res(P,Q) = aZ Res((X — 1) --- (X — ap), Q). On peut donc dans la suite supposer que
ap - 1.

Démontrons la premiere formule par récurrence sur p. On a déja démontré dans la pro-
position précédente que le résultat est vrai pour p = 1. Supposons donc le résultat vrai
pour les polyndmes scindés de degré au plus p — 1. Soit P un polyndme scindé unitaire de
racines a7y, ..., a&p, il sécrit P = R(X —ap) avec R = (X —aq) -+ (X — ap_1) scindé de de-
gré p — 1. On a donc d’apres la proposition précédente Res(P, Q) = Res(R(X — &), Q) =
Res(R, Q) Res(X — a, Q) = (Q(a1)---Q(ap-1))Q(ap) en utilisant 'hypothese de récur-
rence.

Donc la premiere formule est vraie.

Sideplus Q = by H?Zl(X — B;) alorsRes(P, Q) = aj [Ti = 17Q(a;) = a}bl [T, ]_[;’ L (o —
Bj)- v

On peut généraliser la définition de discriminant comme suit.

Définition 10.31. Soit P € K[X]. On définit le discriminant de P par
Disc(P) = (—1)""""/2a, 1 Res(P, P').

Remarque. Si P est scindé de racines «y, .. ., Xp dans K, alors
. - 2p—2 2p—2
Disc(P) = (—1)"""V2a,) 1}(“1 aj) = ay [ (e — o).
i#] i<j

On constate que pour a, = 1 on retrouve la définition précédente du discriminant.

Corollaire 10.32. Soit P € K[X]. Les polyndmes P et P’ sont premiers entre eux si, et seule-
ment si, Disc(P) # 0.

En particulier, si P est scindé sur K, alors P n’a que des racines simples si, et seulement si,
Disc(P) # 0.
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