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Chapitre 1

L’échantillonage

L’objectif de la statistique mathématique est principalement d’aider a
établir une décision a partir d’un échantilon d’une population trop vaste
pour étre étudiée en totalité.

On étudie une population comprenant un nombre fini N d’individus
discernables au niveau d’un caractere qui varie selon les individus dans
un certain ensemble, typiquement R. Le recensement des valeurs de ce
caractere sur tous les N individus étant trop couteux, on procede au tirage
d’un échantillon dans cette population. On peut procéder de facon aléatoire
ou non aléatoire, voire une combinaison des deux. Par exemple, si on sait
partitionner la population en catégories qui sont homogenes vis a vis d’un
critere, on peut établir un plan de sondage pour extraire un échantillon
représentatif de la population. Ces méthodes qui exploitent des renseignements
recueillis sur la population sont étudiées en théorie des sondages qui n’est
pas 'objet de ce cours.

On va s’interesser aux tirages aléatoires successifs dans la population
toute entiere en examinant le cas du tirage avec remise et celui du tirage
sans remise. Dans chacun de ces deux cas on supposera que tous les individus
dans la population ou on effectue un tirage ont la méme probabilité d’étre
tirés. On procede & n tirages successifs.

On s’interessera particulierement a la moyenne et a la variance du caractere
sur I’échantillon tiré appelées moyenne et variance empirique.

1.1 Tirage sans remise dans une population finie

On tire n individus, sans remise, dans une population ayant au total
N individus. Notons ( #;;51 < ¢ < N ) les valeurs du caractére (supposé
réel) sur les N individus formant la population totale. Notons ¢; la variable
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aléatoire qui vaut 1 si 'individu numéro i fait partie des n individus tirés.
En théorie des sondages, une telle variable est appelée variable Cornfield.
La moyenne empirique relative a cet échantillon est:

N

Yn:%z:xi&'

=1

Les variables (€;)1<;<n ne sont pas indépendantes. Leurs lois (marginales)
sont données par:

n—1
CN—I

P(QSZIl)Il—P({fZ:O):

n

N %
C’est a dire la loi de Bernoulli de parametre 3 . Quelle est alors I'espérance
de la moyenne empirique? Elle vaut

1 g 1
E(X,) = EZE(@) w; = WZ@

que l'on notera m et qui représente la valeur moyenne du caractere sur la
population toute entiere. Quelle est la variance de X, 7

L N 2 L N 2 N
V(X,) = E (; inei - m) = (; Z(xZ - m)&) car Zei =n
=1 =1 =1
1 1
= — D E(E) (i —m)? 3 > (= m)(xj - m)E(zig))
i=1 1<iZj<N
Or
v (N=2)!  a(N-n)! amn-1)
Bee) =Pleei == = moaiin—mi M NN =1
sii # j et toujours E(e?) = E(g;) = %. On obtient donc:
1 n 1 n(n-1)
X )= — N2 NPT L —
VXD = 52 gl m’+ Grm—y 2 (@-m—m).
1=1 1<i#<N

Pour simplifier cette expression, remarquons que

= Y (wi—m)(e—m)+ Y (e —m)

1<i#j<N i=1
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On trouve ainsi :

— N 9 1 n—1 N —n al 2
V&) =D (i —m)* (W T aN(N 1)) TAN(N - 1) 2 (wi—m)

Notons o2 la variance de la famille déterministe (z;;1 < i< N) définie par

1 N
ol = ¥ 2(902 —m)>

On conclut que:
— N —no?
V(X,) = —
(X) N-1n

Une autre grandeur notable pour ’échantillon est la variance empirique :

n

1 _
SP == (X, - X,)?

i=1

ot {X1,....X,} = {a;; &, = 1} est une énumération de I’échantillon tiré. On

a aussi
1 - -2 ~ 1 - 2 ~2
) 2
52 = EZ(Xj + X, -2X,X;) = ;ij -X,
en notant que X, = %2?21 X;. Cela s’écrit encore ou encore: S2 =

1N 2. 2 : .
=Y imp xiei — X, Son espérance est :

1 N —9
E(S7) = ;ZQC?E(&)—E(XH

=1
Mais )
—2 — — 9 N-no 9
E(X )=V(X, E(X,))° = .
(X2) = V(X + (BX )P = o+
Or
1 N
—fo = 02+m2
N =1
d’ou finalement N )
—1
F(S"2 n 2

Nous laissons le calcul de V(S/?) au lecteur courageux.
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1.2 Tirage avec remise dans une population finie

Procédons a n tirages successifs avec remise dans une population totale
de N individus. Notons X1,...,X,, les valeurs du caractere obtenues pour ces
n individus. Cette notation sous entend qu’un ordre sur les tirages existe
mais cela n’a pas d’importance pour ce qui suit. Avec ce mode de tirage
les variables X1,...,X}, sont indépendantes et de méme loi donnée pour x €
{wi;1< i< N} par:

]P’(ijw):%#{igl\f;xi:w}

Notons comme précédemment :

n

— I _ 1 T U —
Xn—E;va Sn_;Z(X]_Xn) _E;X]_Xn

i=1

On trouve cette fois, puisque les X; sont i.i.d.

E(X,) = %ZE(Xj):E(Xl):Zx.%#{igN;xi:x}

N
1
=1

Par ailleurs,
— 1 & 1
V(%) = 3 DIV = V(X
i=1
et, avec les notations du paragraphe précédent,

V(X)) = EX})-EX))*= sz%#{i < Nizj=2}—m?

L A U
N £

2 N . o .
et on conclut que V(X,) = >-. Passons a la variance empirique :

B(S7) = 1Y E(X?) ~ E(X}) = E(X}) ~ B(X})

j=1
Mais
<2 1 1 2 n? —n
BX) = — > E(XX)=-EXH)+ RN X)
1<i,j<n
1 9 n? —n
= CE(X3) + R E(X)
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On obtient
B(S?) = (1- JE(X?) — (1 )m’
= (- ) md) — (1 ym?
_ n—lg2

(1.1)

En conclusion de ces calculs on observera que dans le cas sans remise ou
le cas avec remise E(X,) =m, V(X,)~ % en étant légerement inférieure
dans le cas sans remise. Egalement dans les deux cas E(S/?) ~ o? sans
avoir ’égalité et nous y reviendrons dans la suite. Nous noterons que le cas
avec remise donne des calculs plus faciles. Ce sera notre modele statistique

fondamental.

1.3 Modele statistique fondamental

DORENAVANT notre modéle d’échantillonnage sera la donnée de n
variables aléatoire i.i.d. X7,Xs,...,X,,. Supposons les par exemple réélles,
on peut les construire sur l'espace canonique (R”,Bg») muni de la mesure
produit P = Q%" ot Q est la loi commune désirée pour les v.a. X1,...,X,, qui
sont alors simplement les coordonnées, w € R” s’écrivant w = (X (w),...,Xp(w)).

Le probleme de la statistique mathématique est d’obtenir des renseignements
sur la loi @ au vue de I’échantillon (Xy,...,X,). On pourra supposer que Q
appartient a une famille (Qg) de probabilités indexée par un parametre 6
réel ou vectoriel. Il ’agit alors de statistique parametrique. Si Q appartient
a une famille non parametrisable de cette maniere, il s’agit d’un probleme
de statistique non parametrique.

Notons que dans le probleme d’échantillonage d’une population finie
les v.a. Xi,...,X,, prennent leurs valeurs dans un ensemble fini, ’ensemble
des valeurs prises par le caractere étudié sur la population totale. Le cas
d’une population totale tres grande, assimilable a I'infini nous amene aussi
a considérer pour loi Q commune aux X; des lois continues, par exemple des
lois a densité.

1.4 Grandeurs empiriques

A Péchantillon X (w) = (X1(w),...,X,(w)) on associe la mesure empirique

"1
p(w) = Z ;5Xi(w)
=1
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qui est simplement une mesure ponctuelle ayant un nombre fini d’atomes.
Sont alors définis la moyenne empirique X,, la variance empirique S’2,
la fonction de répartition empirique, la médiane empirique, les moments
empiriques centrés ou non comme étant ces quantités évaluées sur la mesure
. Comment se comportent ces quantités quand n devient grand?

Le comportement des moments est une conséquence de la loi forte des
grands nombres de Kolmogorov.
Proposition 1. Soit (X1,...,X,,) un n-échantillon de la loi Q sur R supposée
admettre un moment d’ordre k > 1 défini par [, 2*Q(dz).

Alors le moment empirique d’ordre k vérifie quand n — +00 :

1< s,
—ZXfp'—>/ka(dw)
ni:l R

et le moment centré empirique d’ordre k converge p.s. vers le moment centré
de Q d’ordre k: quand n — +oo

%gm X 2% [ (o= [ @(dm)k@(dw)

En particulier si Q admet une espérance, c’est la limite p.s. de X,, et si
Q admet une variance c’est la limite p.s. de S/2 et de S2.

Passons au comportement de la mesure empirique.
Théoreme 2. (Glivenko-Cantelli)

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de la loi Q sur R. Alors la fonction de
répartition empirique converge uniformément vers la fonction de répartition
de Q, presque surement. Autrement dit, quand n — +00 :

1<
sSup | — Z 1{X¢Zr} - Q(] - OO,T‘]) p—> 0

n
reR i—1

On remarquera que pour énoncer les deux résultats qui précedent on doit
disposer de n-échantillon pour n arbitrairement grand, c’est a dire d’une suite
de v.a. indépendantes et de loi Q. On peut construire toutes ces variables
simultanément sur RY muni de la tribu produit des tribus boréliennes et de
la probabilité produit (infini) QY. L’existence de ce dernier objet résulte du
théoreme de prolongement de Kolmogorov.

On appelle statistique d’ordre du n-échantillon (Xy,...,X,,) le réordonnement
(X(1)s+-X(n)) de ces variables c’est a dire:

Xy X = {X1, X} et Xg) < Xg) <. < Xy

En notant F,, la fonction de répartition empirique i.e.

Falr) = ~ i X < 1,
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on remarque que, si X(z41) > X(p), on a Fo(X()) = k/n et dans le cas
général cette égalité est une inégalité. Soit o €]0,1[. Le plus petit entier k tel
que % > « est [na] + 1. On appelle fractile empirique d’ordre o la quantité
Jon = X([na41)-

Notons maintenant I la fonction de répartition de Q i.e. F'(r) = Q(] —
0o,r]). On appelle fractile d’ordre « de Q le réel n, = inf{r; F'(r) > a}.
Proposition 3. Si 5, est un point de croissance de F alors f, , B2y Na-

On entend par “n, point de croissance de 7 que

F(n,—9) <«
V5>0{ F(no +6) >

On notera que la seconde condition est automatique.
Preuve.Ona F,(f, ) > [m:lﬁ > «, d’oli en passant a la limite: F/(lim,, f, ,,) >
a d’ou lim,, fon > 74

Soit maintenant § > 0. On a F(n, 4+ 6) > «, donc il existe £ > 0 tel que
F(na +90) > o+ . Mais %ﬁ{z,XZ < No+ 6} — F(na+0) > a+e. Cela
entraine que pour n assez grand X ([na]+1) < 5,446, d’ou Mf%n < Na+6
et ceci pour tout § > 0. Cela acheve la preuve.

Par exemple la médiane empirique est définie par X[%]-I—l-

1.5 Cas d’un échantillon gaussien

On considére un n-échantillon (Xy,...,X,) delaloi normale Q = A (m,0?).
On définit la variance empirique modifiée par:

:n—l

Théoréme 4. (Fisher)
Pour un n-échantillon de la loi gaussienne N'(m,c?), la moyenne empirique

et la variance empirique (modifiée) sont telles que :
. X lot
(i) yaZe=m 19 pr(g 1)
(ii) (n — 1)§—§ (fes) X%i(n—1) loi du X? an— 1 degrés de liberté.
(iii) X,, et S% sont indépendants.
(iv) ﬁ()éiz_m) () Sp—1 loi de Student a n-1 degrés de liberté.
Preuve.
X1

(i) Puisque le vecteur X = . est gaussien, la combinaison linéaire
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X, = X1kt Xn quit une loi normale. De plus E(X,) = m donc la
variable \/nE2=" est centrée. De plus V(X,) = 6;—2 donc \/TE(Yn —m)
est de variance 1.

X,

Xy - X,

(iii) Le vecteur ' est gaussien comme image du vecteur gaussien

X, — X,
X

par une application linéaire.
X

Pour voir que X, est indépendante de S2, il suffit de voir que X,

X, - X,
est indépendante de . et par le résultat sur les vecteurs
Xn - Yn

gaussiens cela résultera de Cov(X,,X; — X,,) = 0 pour 1 < i < n.
Pour un tel i on a en effet:

_ _ 1
Cov(X,,Xi = X,) = —Cov(d_ X;nX; = Xy)
n
7 k

1
= —n D Cov(X;,X;) = Y Cov(X;, X))
J 5k

1
= ﬁ(n Cov(X;,X;) — Z Cov(X;,X;))
i >

o2

car seuls ces termes sont non nuls

= 0 comme souhaité (1.2)

(ii) On rappelle que la loi du X% & n — 1 degrés de liberté est la loi de
A
n—1 . ,
S22 oo | | YN0
=1 .
Zn—l

c’est a dire que Z£i,...,Z,_1 sont i.i.d. de loi normale centrée réduite.



1.5. CAS D’UN ECHANTILLON GAUSSIEN 13

On note que

S2 " Xi—-m 1 X;,—m
| P ¢ _ = j 2
(n )02 Z( o n 4 o )
=1 71=1
Quitte a remplacer X; par X";m, on peut se contenter de prouver le
X1
résultat quand m = 0, 0 = 1 i.e. X = . suit la loi N'(0,1,,).
X
X, - X, 1. . .1
‘ S G N A= L
Notons que . =X ﬁAX ou A= NG
X, - X, |

et que

1 1
(0= 1) = X = —AX|? = U(X ~ Z-AX)|f

pour toute matrice orthogonale U car une telle matrice préserve la
norme euclidienne. Le vecteur U(/— ﬁA)X suit la loi normale centrée

de matrice de variance covariance:

1 1 '
A= Ull-—A)T|UIl-—A
(1= 7)1 (v - 7)
1 1 1
— I Al o A ! - AA/ !
vvu \/ﬁU U \/ﬁU U+ nU U
Or on peut trouver une matrice orthogonale U telle que

LV | W 1
. 0 .

U . = . car les deux vecteurs . et

1/ 0 1/v/m 0

sont de norme 1.

1 . 1
0o . . 0
On a alors UA =
0o . . 0
1 0 0 N\ 0
0

et UAU=U| . . =
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n 0 0
0 .
et également UAA'U' = UA(UA) = . . de sorte
0o . . 0
qu’au total
10 0 0 0
0 0 1
A — I - =
0 0 0 1
00 . .0
(1of) 0 1
Ainsi (n — 1)S2 = [|Z]|? ot Z ‘=" N(0, . ) et cela
0 1

montre bien que (n — 1)S2 suit la loi X?(n — 1).

(iv)

VX, —m) %o N

S © [mmnsz/er [X
n—1 n—1

oit N et X2 | sont deux variables indépendantes de lois respectives
N(0,1) et X?(n — 1). Cest la définition méme d’une loi de student &
n — 1 degrés de liberté.

Proposition 5. Réciproqguement au résultat précédent, si (Xi,...,X,) est
un n-échantillon d’une loi Q et si X, , S2désignent comme d’habitude la
moyenne et la variance empirique, l'indépendance de X ,, et S? implique que
Q est une loi normale.

La preuve est en exercice ci-dessous.
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Exercice 1 (Tirage avec remise dans une population finie). On
effectue un tirage avec remise d’un échantillon de taille n dans une population
de taille N. On note Y7,Y5,...,Yny les nombres respectifs de fois ou les
individus 1,...,NV ont été tirés.

a) Quelle est la loi du vecteur (Y1,Ys,...,Yn)7

b) On étudie un caracteére dont la valeur sur le i-ieme individu est z; et on
note comme d’habitude X, la moyenne empirique de la valeur du caratére
sur I’échantillon tiré. En écrivant

X, -

N
> wiYi
=1

retrouver les valeurs de E(X ) et V(X,,) obtenues en cours.

3|

Exercice 2 (Variance de la variance empirique). Calculer la variance
. . . 2 . N , . . . s

de la variance empirique S’; relative & un échantillon de taille n tiré avec

remise dans une population.

Exercice 3 (Convergence du moment empirique centré). Prouver la
proposition du cours qui affirme le résultat suivant: si une loi @ admet un
moment centré d’ordre k alors c’est la limite presque stire quand n — 400
du moment empirique centré d’ordre k d’un n—échantillon de la loi Q.

Exercice 4 ( Utilisation du théoréme de Fisher). Calculer V(S?) pour
un échantillon gaussien, en utilisant le théoreme de Fisher. Cela confirme-t-il
le résultat général valable pour une loi quelconque?

Exercice 5 (Caractérisation d’un échantillon gaussien). Soit Xq,...,X,
un n—échantillon d’une loi Q centrée et de variance finie o2, dont la fonction
caractéristique sera notée . On suppose que les deux variables

Sn:zn:Xﬂ An:zn:(Xz_ %)2
=1 =1

sont indépendantes, c’est a dire que la variance empirique et la moyenne
empirique sont indépendantes. Calculer de deux manieres, pour ¢ réel, la
quantité E (An et S") et en déduire que ¢ vérifie ’équation différentielle

2
¢ (i’) — g
v \w

Résoudre et en conclure que Q est une loi normale. La condition de centrage
de Q peut elle étre levée?
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Chapitre 2

Modele statistique et
réduction des données

Un modele statistique est une famille ((2,F,Py), # € ©) d’espaces probabilisés
ou les probabilités Py sont indexées par un indice # qui varie dans I’ensemble
O. Quand O est une partie de R ou de R% on dit que ce modele est paramétrique.
L’essentiel de ce cours concernera le modele statistique de 1’échantillon de
taille n, comme défini au chapitre précédent. Dans la pratique on peut
construire ce modele sur Q = R" avec F = Bgn, Py = (Qg)®" et I’échantillon
est X (w) = (Xy(w),....Xn(w)) ol X est simplement 'identité de R™ dans
lui-méme. Cette description est appelée espace canonique.

On appelle statistique du modele ((Q2,F,Pg), 8 € ©) toute variable aléatoire
ou vecteur aléatoire T sur (£2,F). Dans le modele canonique on a trivialement

T=ToX="T(X).

Un modele statistique ((Q,F,Pg), 0 € O) est dit dominé si pour tout
6 € O, la probabilité Py est dominée (au sens absolument continue) par une
mesure o-finie p sur (,F), ce qui signifie que VB € F, u(B) = 0= Py(B) =
0 et cela équivaut a l'existence d’une densité de Py par rapport a pu.

On démontre que si le modele est dominé, on peut trouver une mesure
dominante p qui a en plus les propriétés suivantes :

— i est une probabilité;

— i est minimale au sens de la domination: toute mesure qui domine
tous les Py domine p.

— pour tout A € F, u(A) = 0 ssi (Py(A) = 0 pour tout § € O)

et on peut méme choisir cette “dominante privilégiée” de la forme ) a,Ps,
avec des a,, > 0 de somme 1.

Pour un modele (Q,7,Pg) dominé par P, la densité f(X,d) = % est
appelée vraisemblance du modele.
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2.1 Statistique exhaustive

On dit qu’une statistique 7" du modele statistique ((2,F,Py), 6§ € ©) est
exhaustive si la loi conditionnelle de X sachant T sous Py n’est pas fonction
de 6. Cela signifie que “toute I'information sur # donnée par X est dans la
valeur ¢t = T'(X) et la position de X sur la surface {z;7T(z) = t} n’apporte
aucune information supplémentaire”.

Théoréme 6 (de factorisation de Fisher-Neyman). Soit ((Q2,F,P), 0 €
©) un modeéle statistique dominé par P avec des densités f(X.,0) = Lo Ia

dP *
statistique T est exhaustive si et seulement si il existe g : Q@ — Ry et

h:Qx 0O — Ry mesurables telles que :
f(X.0) = g(X) h(T(X),0).
Preuve. Supposons d’abord T exhaustive. Soit 4 fonction test bornée, il
existe ¢(-) mesurable bornée telle que pour tout 8 € ©, on a Eg (¢p(X)|T) =

¢(T). Considérons PP la dominante privilégiée des (Pg, 8 € ©). On peut donc
écrire P =) a, Py,. Pour ¢ fonction test bornée,

BAT)(T) = 3 anB, (o(T)a(T)
Zanmn T)Ey, ((X)|T))

Z nBa, ((T) (X))
E((T) (X))

Cela prouve que E(¢(X)|T) = ¢(T) = Fy (1»(X)|T) pour tout 8, d’oir :

Eo(0(X)) = Eo(Bg(0(X)IT)) = B (B(¥(X)|T))

. . dP
= E(f(XORW(X)|T) ob f(X.0) ==
= B(E((X0)TEO|T)
= EE(f(X.0)T)(X))
Cela montre que % =F (f(X,0)|T) que 'on peut noter h(T ). On sait
ensuite que P est dominée par P et on note g(X) la den31te £ On obtient

au total que:

T W(T0)9(x)

Réciproquement supposons que

FOX0) = 2= W(T09(X).
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Soit ¢ et @ deux fonctions test.

Eo (p(1)0(X)) = E(/(X.0)e(T) (X)) = E(W(T,0)(T)g(X) (X))

d’ol

En prenant @) = 1 on obtient Ey (g&) |T) = IE"(g()l()|T)' D’ou finalement :

B((X) 0 (X0)I7)

(w017 = =g

ce qui montre que la loi conditionnelle de X sachant T n’est pas fonction de
f. Pour le probleme de la division par 0 on notera que

Fo(g(X) = 0) = E(1(y(x)o0) 9(X) A(1.8)) = 0.

Exemple 1 Soit le modele statistique (R”,Brn,P%7; a < bréels) ot Py

a,b?
est la loi uniforme sur [a,b]. La densité par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R™ s’écrit:

f(XvO) =

K3

L
g al[a,b] (X3)

1

_

= —1y .
(b _ a)n {Vz, aSX,Sb}
1
(b—a)" 1{a§min1§i§n X;<max) <;<n X;<b}
1
= (b— a)n]'[a,bP(T(X))
ou T'(X) = (min; X;, max; X;). Cette statistique T" est donc exhaustive.
Exemple 2 Considérons le modele statistique (R”,Bg»,P2" m € R) ou P,
est la loi gaussienne N (m,0?) ot m est inconnu mais o2 est fixé. La
vraisemblance est:

feemy =11

2
(Xi=—m)
202

1 _
e
2o

2
n __1l_sn 2 m oy _nm
27‘1’0’2)_56 2062 2im1 X; eo2 2= Xi 262

= g(X)A(T(X),m)

—~
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ot ¢ (T (X),m) = e27

On en déduit que la statistique T(X) = . X; est exhaustive donc
aussi la moyenne empirique X, = ;

2.2 Statistique exhaustive minimale

Définition. Une statistique exhaustive S est minimale si pour toute autre
statistique exhaustive 7 on a .S = ¢(T") ou (.) est une certaine application
mesurable.
Théoréme 7. (Lehmann-Scheffé)

Soit (,F ,Pg; 0 € ©) un modéle statistique dominé (par ]13’) de vraisemblance
f(-,0). Pour que la statistique S soit exhaustive minimale il suffit qu’on ait
Uéquivalence :

f(z,0)
f(y.0)

Preuve. Pour tout y € S(£2), on choisit de fagon mesurable S~ (y) tel que
S(S7(y)) = y. On fixe 6y € O. Pour tout € Q on a S(S~(S(z))) = S(x),

d’ou:
f(z,0) f(z,00)

FS=(S(@)).0) — F(S™(S(x)).0o)
h(y,0) = f(S™(y),0
Ainsi f(z,0) = g(z)h(S(2),0) ou (v )_ f(Jf(xﬁ(g) )
9(@) = 7 (500)
Cela prouve déja que S est exhaustive. Considerons T une autre statistique

est constante par rapport a 0

S(x) = S(y) =

exhaustive. On a donc

f(x,@) = §($) fNL(T(x),O)

) _ 9@) h(T(x)0) _ g(x)
) G h(T(y).0)  9W)
Donc S(z) = S(y). On a donc T'(z) = T(y) = S(z) = S(y) donc S est

une fonction de T'.

indépendant de 6.

Exemple. Dans le cas de I’exemple 2 ci-dessus on a:
__1_sn 2
f(wﬂn) _ e 202 Ez:l Ty 60%(2le l’i_zz;l yi)
f(y7m) e_#zzl:ly?

est indépendante de mssi >, x; = >, y;. Cela prouve que la statistique
S(X) =73 ", X, ouencore X, est exhaustive minimale.




2.3. COMPLETUDE 21

2.3 Complétude

Définition. On dit que le modele statistique (Q,F ,Pg; 6 € ©) est complet
si pour toute ¥ : Q@ — R mesurable et Pg-intégrable pour tout § € O, on
a:

(VO € @,/ P(a)dPg(x) = 0) = =0, Pg—pp pour tout 0 € ©.
Q

On dit qu’une statistique .S sur € est complete si pour toute ¥ bornée
(V8 € ©,E¢(¢(S)) = 0) = » = 0 pp par rapport a la loi de S sous Py, pour tout 8 € O.

Théoréme 8. Soit S une statistique exhaustive et compléte, ¢ valeurs dans
R?, sur le modéle (Q,F Pg; 0 € ©). Alors S est exhaustive minimale.

Preuve. Soit T une autre statistique exhaustive. Il s’agit de prouver
S = ~(T'). Quitte a prouver le résultat pour chaque composante de S, on
peut supposer que d = 1. Quitte a composer S par une fonction bijective
bornée on peut supposer que S est bornée. Posons alors

() =B (S|T =1), 0(s) =B (v(T)]|5 = 5)

ou la valeur du parametre ¢ dans ces expressions n’a pas d’importance
compte tenu de 'exhaustivité de T et S. Remarquons aussi la bonne définition
puisque .S est bornée. Alors:

Eo(S) = Eq(Eo(SI|T)) = Es(v(T))
= Ey(E (v(T)]9)) = Eq (6(5))
d’ott Eg(S — 8(5)) = 0 et cela est vrai pour tout # donc 6 = id p.p. par

rapport aux lois de S sous les Py. Ainsi Eg(y(7)|S) = S Alors la variance
de S s’écrit

Eg
[Eg

Vo(S) = Eg (Vo(S|T))+Ve(Eg (S|T)) par la formule d’analyse de la variance
N e’
Vo(v(T))
Par cette méme formule on a aussi:
Vo(v(T)) = Eg (Vo(v(T)|5)) + Vo(Es (v(T)]5))
N’
5(5):5
En sommant on trouve:
Eo (Vo(S|T)) + By (Vo(v(T)]S)) =0

Dot Vy(S|T) = 0= Vy(v(T)]95). La premiere égalité entraine que
S =Ey(S|T) =~(T') ce qui acheve la preuve.
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2.4 Liberté

Définition. Une statistique sur un modele statistique de parametre 6 est
dite libre si sa loi ne dépend pas de 6.

Exemple: On a vu que sur le modeéle (R™,Bgn, N (m,0%)®") paramétré
par (m,c?), les statistiques

X,—m n—1

JRan =™y

o o?

52

sont libres.

Théoréme 9 (“de Basu”). Soit S une statistique exhaustive et compléte
sur le modéle statistique (Q2,F Pg;0 € ©). Alors S est Py-indépendante de
toute statistique libre sur ce modéle.

Preuve. Voir exercice ci-dessous.

2.5 Exercices

Exercice 6 ( Exhaustivité dans le modéle gaussien et poissonien).
a) On considere le modele (R™B(R"),Q5") olt Qg est la loi normale (uni-
dimensionnelle) AV (m,0?) et § = (m,0?) € R x R%. En utilisant le théoreme
de Fisher-Neyman, trouver une statistique exhaustive pour ce modele.

b) Méme question si Qg est la loi de Poisson de parametre § € RY%. La
statistique trouvée est elle complete? Le modele est il complet?

Exercice 7 (Exhaustivité et minimalité d’une statistique). On considere

le modele statistique d’un n—échantillon X = (Xy,...,X,,) de vraisemblance
L(X,0) = ﬁ LX)
7 +ln(a) X; 77

ol & > 1 est une constante fixée et le parametre inconnu 6 varie dans R7.
Montrer que la statistique

min X;, max X;
1<i<n 1<i<n

est exhaustive minimale. Le modele est il complet?

Exercice 8 (Formule d’analyse de la variance). Pour S et T deux
statistiques sur (Q,F,P), montrer que

V(9) = E(V(S|T)) + V (E(S]T))
ot V(9|T') est la variance conditionnelle de S sachant 7" c’est & dire

V(S|T) = E ((S - E(S|T))2‘T)



2.5. EXERCICES 23

Exercice 9 ( Modéle & parameétre de position). On considere le modele
statistique (R”,B(R”),Q?n) a parametre de position § € R c’est a dire que
la loi Qg est la translatée de Qg par 8, autrement dit

/Qg(dw) P(x) = /Qo(dw) P(x+6)
Montrer que I’étendue de I’échantillon X = (X1,...,X,,) définie par

R(X) = max X; — min X;
1<i<n 1<i<n
est libre. Préciser sa loi si Qg est la loi uniforme sur ]6,6 4+ 1].

Exercice 10 (Théoréme de Basu). Soit S une statistique exhaustive
complete sur (Q,F,Pg; 0 € O) et T une statistique libre.
a) Pour ¢ mesurable bornée et

b(s) = B (p(T)) — Eg (p(T)]S = s)

que vaut Eg (¥(5))7

b) En déduire que S et T sont indépendantes.

¢) Comment appliquer ce résultat pour obtenir une nouvelle justification de
I'indépendance dans le théoreme de Fisher sur les échantillons gaussiens?
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Chapitre 3

Modele statistique:
classification information

Dans ce chapitre nous définissons une classe importante de modeles
parametriques: les modeles exponentiels. Nous introduisons également le
concept d’information qui interviendra a nouveau dans le prochain chapitre
consacré a ’estimation.

3.1 la famille exponentielle

Définition : Soit (Q2,F,Ps; 6 € ©) un modeéle statistique dominé par une
mesure o-finie et L(z,§) la vraisemblance. On dit que ce modele est un
modele exponentiel ou que la famille (Py) est une famille exponentielle si la
vraisemblance s’écrit:

L(z,0) = B(8)¢(x) exp((6).T (z))

ol
T : Q — R? est une statistique dite statistique naturelle.
o :©® — R? est une application mesurable dite parameétre naturel.
B:0 — Ry, & : Q — R, sont mesurables. L’entier d est appelé
dimension du modele.
Exemple 1: Soit A une matrice symétrique d x d définie positive et Py la

loi normale A/(8,A) sur R? ott § € R% La vraisemblance (par rapport & la
mesure de Lebesgue sur R?) s’écrit :

B 1 1 Iy —1
L(z,0) = r) 2 deth) 12 exp (—§($ —0)A" (z - 0))
_ e—ge'A—le 1 e—%x'A_lx eé’.A_lx
—— _ / d S——
5(0) (277) detA ea(6).T(x)

&(x)
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On a la forme d’un modele exponentiel avec a(f) =60 , T(z) = A~z ou
encore «(f) = A710 | T(z) = x. Noter que ce modele n’est pas celui d'un
n-échantillon d’une loi donnée.

Proposition 10. Si (R,Br,Q¢;8 € ©) est un modéle exponentiel alors le
modéle d’un n-échantillon (R”,BRng@n; 6 € ©) est un modele exponentiel.

Preuve. Soit y la mesure dominant les (Qg), ’hypothese s’écrit

L = B{6a) expla(8)1(0)
Alors
Z(ng = B(0)" li §(i) exp (sz; a(0).T(x5)))
5(0) ()

ot @(8) = (a(8),...,c(8)), T(x) = (T(x1),...,T(23)). D’oit le résultat.

Reste donc a examiner le cas de quelques lois classiques pour voir si elles
appartiennent a la famille exponentielle. C’est le cas pour

1. la loi normale A (m,0?)

L(x,(m,aQ)) = 27706_ 202

avec pour mesure dominante la mesure de Lebesgue sur R

m2

€ 27 (-5 )

2o

2. la loi binomiale B(n,p) de parametre p inconnu. Par rapport a la
mesure de comptage sur {0,...,n}, la vraisemblance est:

L(z,p) = Cop"(1—-p)"™"
y i

= Cp(1—pe=)
3. laloi de Poisson P(A). La mesure dominante sera la mesure de comptage
sur N.

Al’
e N

z!

L(z,\) =

1
—A e In(X)

= e
z!

4. la loi exponentielle £(6)

L(z,0) =0
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5. et plus généralement la loi gamma v (p,d). Par rapport a la mesure de
Lebesgue sur Ry, la vraisemblance est:

0° 6—91’ p=1 _ 0° e(—@,p—l).(x,lnac)
I'(p) I'(p)

Par contre la loi uniforme sur [0,6] i.e. L(z,0) = §1j¢(2) ou la loi de

Cauchy centrée en 0 i.e. L(z,0) = %m ne se mettent pas sous forme

L(z,(p,0)) =

exponentielle.

On dira qu’on a affaire au modele exponentiel standard sur R”™ si la
vraisemblance s’écrit, par rapport a la mesure dominante v,

L(x,0) = c()~Le™!

ol ¢(0) = [, e¥?dv(y) étant entendu que cette intégrale est finie, ce qui
sera vrai quand # appartient a un certain ensemble appelé espace naturel
des parametres (dont on montre qu’il s’agit d’une partie convexe de R").
Avec un bon choix de # on est dans cette situation pour les exemples
2,3.,4 ci-dessus.
Proposition 11. Pour le modéle statistique standard sur R", done de vraisemblance
s’€crivant par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ :

L(z,0) = c(§)te™!?

les moments sont donnés par:

E (ﬁx’“i) (0)—178%(0) b=k 4otk
g . = C — K1
L1 ao%1 .00k !
a Uintérieur de l'espace des parametres
Preuve. C’est une application du théoreme de dérivation sous le signe
intégrale.

Proposition 12. Pour un modéle exponentiel la statistique naturelle est
exhaustive. St Uespace image du parameétre naturel est d’intérieur non vide,
cette statistique naturelle est complete donc exhaustive minimale.

Preuve. L’exhaustivité est claire par le théoreme de factorisation de
Fisher-Neyman. Pour le caractere complet supposons que pour g bornée et
pour tout € © ,

| 9T e) BOEE) exp(a(8).T(w) i) =0

On a repris les notations de la définition ci-dessus avec une mesure o-finie
dominante p. D’oll, pour z € a(0©)(C RY)

o) T @) tdn) = [ - (1)) T ) ),
R4

B4
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Cela signifie que les mesures de densité respective gy et g_ par rapport
a la mesure image par T' de () ont méme transformée de Laplace pour
z € a(0). Si a(0) est d’intérieur non vide cela implique que ces deux mesures
sont égales donc

| S@RA g @)z =0

Il s’ensuit que p{z ; g4+ (T'(2)) # g-(T'(z)) et £(z) > 0} = 0et donc Py(g(T'(z)) #
0 et £(x) > 0) = 0 puisque g4 (2) # g-(2) < g(2) # 0. De plus

Polé(e) =0) = [ Lepmo€ (0)3(0)e T (i) =0

Ainsi Py(g(T(z)) # 0) = 0 et ceci pour tout 8 € O, ce qu’il fallait obtenir.

3.2 L’information au sens de Fisher : cas unidimensionnel

On considére un modele statistique (Q,F,Ps;6 € ©) dominé par la
mesure o-finie et © est un intervalle ouvert de R. On note la vraisemblance
dP
Définition. Sous réserve de bonne définition, I'information de Fisher au
point 6 est définie par

LIz
On appelle score la quantité S = 3%1(:;79’)0) = % In L(z,8). L’information est
I’espérance du carré du score et aussi sa variance car
o)
2 L(z,0)
E = | Z——L(x.0)d
(8) = | B L0t
J
= —L(z,0)d
[ il )into)
O 9 o) = 21 =0

a0 Jq 99

dans le cas ot on peut dériver sous 'intégrale pour écrire I’égalité (*).

Proposition 13. Sous réserve de bonne définition et sous les hypothéses
techniques faites dans la preuve ci-dessous, on a:

1(6) = — T (%mm,o))
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Preuve.

0? d (&L
0

L
_ K (83 .LL—Z(aeL)Z)
. (%TL —1(0) = Q%L(m,@)y(dw)—](@)
= g [ LOnida) - 16) = ~119)

en admettant que In L(x,0) est deux fois dérivable et qu’on peut dériver deux
fois sous le signe somme l'intégrale dépendant d’un parametre: [ L(z,0)u(dz).

Proposition 14. Soient (Q1,F1,P}) et (Q,72,P?) deuzr modéles statistiques
dominés respectivement par puy et po et parameétrés par 8 € O, avec pour
informations respectives 11(0) et 15(68). Alors Uinformation 1(0) du modéle
(@1 x Q. F1 @ Fo,Py @ P3) est 1(0) = [1(0) + 12(8) (sous réserve que les
hypothéses d’ordre 2 de la proposition précédente soient vérifiées).

Preuve. Avec des notations claires L((z,y),0) = L1(x,0).L3(y,0) est la
vraisemblance de ]P’;, ® ]P’Z par rapport a py @ po. Mais

2 2 2

8— In L(z,y,0) = 8— In Ly (z,0

802 802 In LQ(y70)

T

10) = [ [ L) e Ly ) daly)

2
= / %ln Li(z,0) Li(z,0)Ly(y,0)duy (v)dus(y) + 277 terme similaire
82
= 702 In Ly(z,0)L1(x,0)dp(x)) /Lg(yﬂ)d,ug(y) + ... par Fubini

= —11(0)*1—12(0)*1
3.3 L’information au sens de Fisher : cas multidimensionnel,

exemples

On suppose maintenant que (2,F,Pg) est un modeéle statistique dominé
(par p) parametré par 6 variant dans © ouvert de R?.On appelle maintenant
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score le vecteur de R? (identifié ensuite & une matrice colonne, comme

d’habitude) :
d d
Se(z) =<7 InL(z,0) = (8—01111 L(x,@),...,a—edln L(z.,9))

en notant comme d’habitude L(z,0) la vraisemblance, toujours sous réserve
d’existence des dérivées écrites.

Définition. On appelle information de Fisher la matrice d x d définie par
1(8) = Ey(SpSp)

On notera que sous les hypotheses techniques habituelles Eg(Sg) = 0 et
I(0) est donc aussi la matrice de variance-covariance de S¢. Il s’agit d’une
matrice symétrique positive de terme général:

_ 1 JL(x,0) OL(x,0)
Lij(#) = (L(x,0)2 96; 96 )

FPInl
= B (aoiaej)

par un calcul similaire a ceux effectués précédemment, sous réserve de certaines
conditions techniques.

Exemple: supposons que Py est la loi normale A(m,0%) parametrée par
8 = (m,0?). Dans ce cas:

(z—m)? 1

InL=- ——In2r —Ino
202
?InL 1 L  xz-m ’L (x—m)Q_l_l 1
om?2 o2 Omde?: ot T 90?2 (02)3 2 (0?)?

o (LY _ 111
’ do?2) o8 20 20t
L 0)
0=
o=(% &

3.4 Information et exhaustivité

Théoréme 15. Soit (Q2,F,Ps) un modeéle statistique dominé d’information
1(6) et T une statistique a valeurs dans (Y, 1) et PI la probabilité image de
Py par T, sur (Y,H). Les probabilités ]P’é,T sont dominées par ! image de p
par T et on suppose que l'on peut définir Uinformation I (8) de ce modéle
image. alors

' (6) < 1(0)

et Uégalité a lieu ssi T est exhaustive.
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3.5 Exercices

Exercice 11 ( Loi log—normale). On dit qu’une variable aléatoire réelle
suit la loi log—normale de parametres m et o2si son logarithme népérien suit
une loi normale A (m,o?).

a) Calculer la densité d’une telle loi.

b) Un n—échantillon d’une telle loi, paramétré par § = (m,0?) est-il un
modele exponentiel 7

Exercice 12 ( Propriétés de la fonction score). Soit (©2,7,Qg) un
modele statistique paramétré par 6 variant dans © intervalle ouvert de R,
qu’on suppose dominé par u. Soit (Q" F©" Py = Q?) le modele statistique

correspondant a un n—échantillon X = (Xy,...,X,,). La vraisemblance est
- . dQq
L(X,0) = [] £(Xi.0) ol f(-0) = i
=1

Comme d’habitude on appelle fonction score

Sp(X,8) = %ln L(X,0)
Déterminer le comportement asymptotique p.s. de %Sn (X,0) quand n —
400 et la convergence en loi de \/Lﬁ Sy (X,0) en faisant les hypotheéses techniques
nécessaires.
Exercice 13 ( Information pour une loi de Poisson ). Dans le modele
statistique d’un n—échantillon de la loi de Poisson P(#) de parametre 6,
calculer I'information de Fisher sur 6.
Exercice 14 (Information pour une loi de Paréto ). Dans le modele
statistique d’un n—échantillon de la loi de densité

1+6
f(z,0) = 10 11

avec 8 € R, calculer I'information de Fisher sur 6.
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Chapitre 4

Estimateurs

Soit (Q,F,Pg;8 € ©) un modele statistique paramétrique. On cherche
une statistique T'(X) (c’est & dire une fonction mesurable de X qui est ici
'identité sur ) qui estime une certaine fonction de 8 disons g(#). Une telle
statistique sera appelée estimateur de g(#) bien que, pour le moment, nous
n’ayons pas spécifié ce qu’on demande vraiment a cette statistique. Nous
supposerons que T et g(-) sont & valeurs dans R ou R? et selon, | -| désignera
la valeur absolue ou la norme euclidienne canonique.

4.1 Ordre, biais

En choisissant 7' comme estimateur de ¢(6) on commet une erreur qui
est quantifiée par:

Rr(8) =g (|T - g(6)]%)

dite fonction de risque quadratique car on a privilégié la fonction de perte

| -|% ce qui est le choix traditionnel. L’estimateur S sera préférable a T si

V6 € O, Rs(6) < Rr(6)

et méme strictement préférable si en plus, il existe 6, € O tel que: Rg(#;) <
Ry (6,).

Une qualité voulue pour un estimateur 1" de ¢(8) est d’étre sans biais ce
qui signifie :

Si ce n’est pas le cas on appelle biais la quantité Eg (1) — ¢(6). Dans le cas
ot T' est réel et sans biais, on notera que R7(8) = Vy(T).

On dira qu’un estimateur est optimal s’il est sans biais et de risque
quadratique minimal (de variance minimale dans le cas réel) parmi tous les
estimateurs sans biais.
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Exemple : Soit (R”,BRn,Qg@”) le modele statistique du n-échantillon d’une loi
Qp. On avait défini I'espérance empirique et la variance empirique modifiée
par les formules respectives:

— X1++Xn 2 1 T )2
X, =Sl T A g2 X;— X,)2
n " n—lz( )

=1

Un calcul fait précédemment montre que

By (X)) = /x Qu(de), Ep(52) = /szg(dx) _ (/ ng(dx))z

ce qui montre que X, et S? sont des estimateurs non biaisés de la moyenne
de Qg et de sa variance, respectivement. Par contre la variance empirique
non modifiée

1 —

2 2
s2= 13X - X
n <
=1

est un estimateur biaisé. Toutefois il est asymptotiquement sans biais au
sens de la définition ci-dessous.

4.2 Propriétés asymptotiques

Soit (7),) une suite d’estimateurs pour des modeles du n-échantillon
d’une loi Qg. On peut construire tous ces estimateurs sur le méme espace
(R, Bpr,Py = Q?N) avec T,, = T,,(X1,...,X,,), les X étant les projections
canoniques.

On dit que les estimateurs (77,) de ¢(#) sont asymptotiquement sans biais
si

lim Eg(7,) =g(6).

n——+oo

Par exemple S/? est un estimateur de Var(Qg) asymptotiquement sans
biais puisque g (S/2) = =1 Var(Qy).

Dans ce cadre une propriété souhaitable pour les estimateurs (7,,) de
g(0) est la suivante . On dira que (7},) est une suite d’estimateurs de ¢(6)
convergente si, quand n — 400, on a T,, — ¢(8) en Pg—probabilité c’est a
dire

V>0, Py(|T, — g(8)] > n) "Z5° 0.

Exemples. On a vu dans le chapitre consacré a I’échantillonnage que les
moments empiriques, les fractiles empiriques (par exemple la médiane empirique)
sont des estimateurs convergents respectivement des moments de Qg, des
fractiles de Qg (par exemple la médiane de Qg). Dans ce cas la convergence
a méme lieu p.s..

Le théoreme de Glivenko-Cantelli affirme que la fonction de répartition
empirique est un estimateur convergent de la fonction de répartition au sens
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de la convergence p.s. de la norme uniforme, puisqu’il s’agit dans ce cas d’un
estimateur dans un espace fonctionnel et non R ou R% Dans la méme veine
on peut dire que la mesure empirique p, tend vers la loi Qg au sens ou p.s.

d(pn,Qo) 250 0 ol d désigne une distance induisant la topologie de la
convergence étroite des mesures.

4.3 Borne de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao (F.D.C.R.):
cas unidimensionnel

Soit (2,F,Pg; 0 € ©) un modele statistique dominé par p et paramétré
par © C R. On note L(z,0) la vraisemblance. On suppose que l'information
de Fisher peut étre définie, soit I(#) supposée > 0. On rappelle que

1(8) = V(So)

ol Sg est le “score”: Sy(z) = %ln L(z.,9).
Soit T" un estimateur de la fonction réelle g() de 6 , supposé sans biais,
c’est a dire

By (1) = [ Tie)Lie d)utds) = 9(0).

On asupposé que % existe pour définir I'information de Fisher. En supposant

en plus que la dérivation sous l'intégrale est possible dans la formule ci-
dessus, on trouve que ¢(-) est dérivable et

J(0) = /S)T(x)%L(wﬂ)u(dw)
- /QT(x)S@(x)L(wﬂ)u(dw)
= Ey(T Sy)
= Covy(T,5%)

en se rappelant que Eg(7) = ¢(0) et Eg(Sy) = 0. L'inégalité de Cauchy-
Schwarz donne alors

g'(6)* < Vy(T) Vg(Sg) = V(T 1(6)

On peut résumer ce calcul dans un énoncé.

Proposition 16 (Inégalité de F.D.C.R.). Sous les hypothéses détaillées
ci-dessus , la variance d’un estimateur T' sans biais de g(0) est minorée par:

V@(T) >
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Cette borne conduit au vocabulaire suivant. Un estimateur sans biais est
dit efficace si sa variance est égale a la borne de Fréchet donnée ci-dessus.
On dit qu’une suite d’estimateurs est asymptotiquement efficace si la suite
des variances tend vers la borne de Fréchet.

Exemple. Dans le cas d’un n-échantillon de la loi A'(m,c?), en supposant
successivement que m est inconnu puis ¢ inconnu, on a déja calculé les
informations respectives de ces deux modeles

n n

I(m)= =51

— et I(c?%)
o

On connait deux estimateurs sans biais de m et ¢?: respectivement X, et

SZ et on sait que:

_ o? 2054
V(T =T, V(s =

n—1

Cela prouve que X, est efficace et que S2, sans étre efficace, est asymptotiquement
efficace.

4.4 Optimalité et efficacité d’un estimateur

Rappelons comme défini précédemment qu’un ESB, estimateur sans biais,
est optimal g’il est de variance minimale. Cette variance minimale sera
supérieure ou égale a la borne de Fréchet, sous réserve que les hypotheses
de I'inégalité de FDCR soient satisfaites. Quand il y a égalité 'estimateur
optimal est qualifié d’efficace.

Notons qu’on ne sait pas pour le moment s’il existe un estimateur optimal
et a fortiori s’il existe un estimateur eflicace. Commencons par un résultat
d’unicité.

Théoréme 17. 57l existe un estimateur sans biais optimal, il est unique
(Pg-p.s. pour tout 8).
Preuve. Soit T et T deux ESB optimaux supposés réels pour simplifier

les écritures. On a donc V(T') = V(T). Pour A réel, la considération de I'ESB
T+ XT —T) donne
VAER, V(T) < V(T+XNT-T))
V(T)+ A2 V(T = T) + 2\ Cov(T,T - T)
ce qui conduit & Cov(T,T — T) = 0. Alors:
V) =V(T-T+T)=V(T=T)+V(T)+2Cov(T - T,T).
S ———
V(T) 0

D’ou V(T - T) = 0. Dans toute cette preuve, V désigne la variance sous Py,
avec 8 € ©. On conclut que T =T, Pgp.s. pour tout 8 € O.
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Voyons maintenant un procédé qui permet a partir d’un ESB de réduire
(au sens large) la variance et dans certains cas d’atteindre I'optimalité.

Théoréeme 18. (i) (Rao-Blackwell ) Soit dans un modéle statistique (2,F Pg; 0 €
©) un ESB T de g(8) (réel) et U une statistique exhaustive. Alors
E(T|U) est un ESB de g(#) préférable a T':

Vo(T) > Vo(E(T|U)) pour tout 8 € ©.

(71) (Lehmann-Scheffé ) Si en plus U est compléte, alors E(T|U) est un ESB
optimal de g(9).

Preuve. [’énoncé du (i) peut sembler ambigii: sous quelle probabilité
est calculée E(T|U). En fait n’importe quelle Py, 6 € © donne le méme
résultat car la loi de I'observation X sachant U = u sous Py ne dépend pas
de 6. Alors:

By (B, (T|U)) = B (T) = g/(6)

donc E(T'|U) est ESB. La formule d’analyse de la variance s’écrit :
Vo(T) = Vo(Eq (T'|U)) + Eg (Vo(T|U)).-

Comme la variance conditionnelle Vy(T'|U) est positive p.s., on obtient bien
I'inégalité annoncée.

(i) Soit 7' un ESB de g(f). Montrons que V4(T) > V4(E(T|U)). Soit
P(u) = Eg (T|U = u) — B (T|U = )
qui est en fait indépendante de . Alors V6 € O,
By ((17)) = By (B (FIU) — B (T|0)) = By (T) — By (T) = () — 9(68) = 0.
Comme U est complete cela entraine que ¢ = 0, P{-ps. Ainsi E(T|U) =

E(T|U). Par (i) on a V¢(T) > V4(E(T|U)) = Vy(E(T|U)) ce qui montre bien
loptimalité de E(T|U).

Corollaire 19. Si un ESB est fonction d’une statistique exhaustive compléte
alors c’est 'unique FSB optimal.

Exemple de la famille exponentielle. Soit un modeéle exponentiel (Q,F Pg; 6 €

©) par rapport a une mesure dominante p ce qui, rappelons le, signifie que
la vraisemblance s’écrit :

L(z,0) = " DT 5(0)¢ ()

ot T(z), dite statistique naturelle, est & valeurs dans R ainsi que ().
Quant & © supposons que c’est une partie d’intérieur non vide de R*. Alors
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on sait que la statistique naturelle 7'(z) est exhaustive et complete. C’est
donc un ESB de:

9(0) = By (T) :/T(x)L(x,O),u(dw).

Q

Supposons par exemple que ’on remplace p par &() p(-) et qu’on reparametre
le modeéle pour remplacer a(f) par 6. On a alors

L(z,0) = e PO ITE) oy 20 = / ee'T(l’),u(dac).
Q

On dit parfois que le modele exponentiel est sous forme canonique. Dans ce
cas T'(z) et 8 sont supposés varier dans R% On a alors

g(0) = Eg(T(2)) = e~ 0 /QT(ac)e_e'T(g”)u(dx).

Alors la i-ieme composante de ce vecteur de R? est :

—0(0) / T(2)eZ 550 y(dy) = -0 2 / = 00Ty )
Q 00; Ja
= 0030y = Do)

90; = 06,

Ainsi g(8) = V®(6). On pourrait se demander si cette statistique naturelle
T(z) qui est un ESB optimal de g(8) = V& () est aussi efficace. Mais il faut
noter que pour le moment 'inégalité de FDCR et donc la notion d’efficacité
n’ont été définies que pour 6 réel (i.e. d = 1 ci-dessus). Nous allons donc
étendre au cadre multidimensionnel.

4.5 Inégalité de FDCR : cas multidimensionnel

Considérons le modele statistique (2,F ,PPg; 6 € ©) ol © est un ouvert de
R, dominé par p et on note L(z,0) = %(w) la vraisemblance. On rappelle

que la matrice d’information de Fisher est, quand elle est définie:

I(0) = Eg(SpSj) ou Sg(x) = Vgln L(z,0) = VoL(x,0).

L(z,0)

Soit alors une statistique 7" a valeurs dans R” et on note:

9(6) = Bo(1) = | T()L(ed)dniz) (R,
Q
Sous réserve que ’on puisse dériver sous le signe somme:

%9(0) = /QT($)%0$J70)(LM($) = (Taiej In L(xﬂ)) (G Rp)‘
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Supposons que la matrice d’information de Fisher () est inversible et
posons

Z =T —g(0) — Wel(6)~" 5,

ou

_ 8gi(0) _ /
Wﬁ_( o0, ) 1<j<d = Ee(TS)

= E[(T' - g(6))S]
en utilisant Eg (S;) =0

Le vecteur colonne Z de RP est centré sous Py, comme 1" — ¢(8) et Sy et sa
matrice de variance-covariance est une matrice définie positive qui s’écrit :

Bo(77) = By [((T — g(6)) — Wal; ' S0) (T~ g(8)) — S41(6)W))]
Covs (1) — By ((T = g(6))SpI ()~ W)) — By [Wal (6)~S(T_g(0))'

+ g [Wg](&)—IS@SgI(O)_IWé]
Cove(T) — Eg (T — g(6))Sg) 1(8) " Wy — Wl ()" [Eg (T — 9(6))S5)]

+W9](0)_1E9 (5955)1(0)‘11/1/6’,

en spécifiant les matrices aléatoires et celles qui sont déterministes
= Covg(T) — Wol(0) "W} — Wal(8) "W} + Wel(8)~ 1(6)I(6) W}
= Covyg(T) — Wel(6)~' W}

On obtient donc le résultat suivant.

Proposition 20. Soit T' un ESB de g(0) a valeurs dans R?. En faisant les
hypothéses de régularité ci-dessus on a:

Covg(T) > Wl (6) ™' W)

au sens ot la différence de ces deur matrices p X p est symétrique positive,
ot

Wy = (%g||ai0dg) matrice p X d

et 1(0) est la matrice d’information de Fisher, supposée inversible, du modéle
statistique parameétrée par 0 variant dans © ouvert de R,

Quand il y a égalité on dit que 'ESB T est efficace. En particulier si T
(et g(#)) sont a valeurs réelles on trouve:

Vo(T) > Vg (6)1(6)""Vg(6).

Exemple de la famille exponentielle. Soit un modele exponentiel canonique

de statistique naturelle 7" & valeurs dans R?. La vraisemblance s’écrit donc :

L(z,0) = exp(6.7(x) — ®(0)).
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On a déja vu que la statistique naturelle 7' est un ESB optimal de ¢(6) =
V®(6). Montrons maintenant plus: cet estimateur est efficace, c’est a dire
que sa matrice de covariance atteint la borne de Cramer-Rao. Rappelons
que 1(0) = Ep(VInL(VInL)'). Or InL = 6.T(z) — ®(#), dou VInL =
T-Vo=T-g(0) =T —Eg(T) et donc I(§) = Covg(T). Par ailleurs :

Wy = [(T ~ g(6))(VInL)] = B [(T ~ g(0))(T — (6))] = Covy(T).

On a donc égalité entre Covg(T') et Wyl (0)W} ce qui conclut.

4.6 comportement asymptotique des estimateurs

Au paragraphe 2, on a dit que (71),) est une suite convergente d’estimateurs
de ¢(#) dans le modele statistique (Q,F,Pg;0 € ©) si T, — g(0) en Py
probabilité.

On remarquera que, pour que ceci ait lieu, il suffit que

(i) Eg(1,) — g(0) i.e. (T},) asymptotiquement sans biais .
(ii) Vg(T,,) — 0 .
En effet, pour tout n > 0,

Py (|Tn CEy ()] > g) +P, (|1E9 (T,)) — g(0)] > g)

IN

Py (|0 —g(0) > )

1 n—+o0o

< WV@(Tn)‘|’1{|E9(Tn)_g(€)|>g} 570

La proposition qui suit confirme l'idée intuitive que les ESB optimaux (i.e.
de variance minimale) construits sur un nombre de plus en plus grand
d’observations vont tendre vers la vraie valeur du parametre. Dans ce qui suit
(Q2,F Pg; 0 € O) est un modele statistique avec 0 réel sur lequel on dispose de
X1,Xo,... suite de statistiques indépendantes de loi Qy; par exemple on fait
une construction par produit infini Py = Q?N et les X; sont les projections
canoniques.

Proposition 21. Soit (T},) une suite d’ESB optimaux de g(8) au sens ou,
pour tout n, T, est optimal dans la classe des FSB fonctions de Xq,...,X,
et en particulier T,, = T,,(X1,....X,).

Alors T, est une suite convergente d’estimateurs de ¢(8).

Preuve. La statistique S, = L 3/_, T7(X}) a pour espérance g(f) et

pour variance %V@(Tl). Mais T, étant optimal, sa variance est inférieure a

celle de ’ESB S,,:
V@(Tn) < V@(Sn).

et le résultat découle de la remarque précédant la proposition.
Définition : Une suite (7),) d’estimateurs réels de g(8) est dite asymptotiquement
normale si

V(T = g(8)) — N(0,0(6))
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”2
en loi, sous Py et normale asymptotiquement efficace si v(0) = gl(ée;) borne

de Fréchet (en supposant ici que 6 est réel).

Notons toutefois que si la variance d’un ESB T,, est minorée par la borne

de Fréchet fﬁ((g)), la variance asymptotique v(#) peut étre plus faible que

2
gI((;)’) (estimateur super efficace).

Exemple de suite d’estimateurs asymptotiquement normale : (X,,) moyennes
empiriques pour une loi de variance finie : c’est le théoreme central limite.

4.7 Exercices

Exercice 15 (Cas biaisé). Soit 7’ un estimateur de réel g(6) dans le modele
statistique dominé (2,F,Pg; 0 € ©) ou l'on peut définir I'information de
Fisher I(f) supposée > 0. On suppose que T peut étre biaisé, de biais
B(6) =E(T) — g(8).

1) Montrer que le risque quadratique de ’estimateur 7" est
Ry(8) = Vy(T) + B(8)?
2) En faisant les hypotheses techniques nécessaires, montrer la minoration

2, (g'(0) + B'(6))?
Rr(6) > B(0)* + 100)

Exercice 16 (Loi de Poisson). Considerons un n—échantillon de la loi de
Poisson de parametre . Comme on le sait 8 est égal a ’espérance et on peut
I’estimer par la moyenne empirique X, mais # est aussi égal & la variance
et on peut l’estimer par la variance empirique (modifiée) S2. Lequel de ces
deux estimateurs est préférable?

Exercice 17 (Recherche d’un ESB). Soit (R,B(R),Py; 6 €]0,1[) le modele
statistique d’un échantillon de taille 1 de la loi binomiale de parameétres
m > 1fixé et 6. Pouvez vous trouver un estimateur sans biais de g(6) = 1/07

Exercice 18 (Estimation optimale ou efficace ). On considére un n—
échantillon X = (Xy,...,X,,) de la loi de densité

L(zg)=0az""" e 1p (2)

ol ¢ > 0 est un parametre connu et @ est inconnu.

1) Montrer que ce modele est un modeéle exponentiel dont on précisera la
statistique naturelle T.

2) Trouver une statistique exhaustive et complete.

3) Montrer que (n — 1)/T est un ESB de 6 de variance minimale que l’on
calculera.

4) Montrer que cette variance est > a 1/1,,(0) ou /1,(8) est 'information de
Fisher. Commenter.
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Exercice 19 (Optimisation d’un estimateur). Un industriel produit des
articles dont une proportion p inconnue est défectueuse. Il livre ses produits
par caisse de k articles. Le client refuse une caisse quand le nombre d’articles
défectueux est > 2.

1) Calculer la probabilité g(p) qu’une caisse soit acceptée par le client.

2) Soit X1,Xg, .. .les nombres d’articles défectueux dans les caisses successivement
livrées. Quelle est la vraisemblance de X = (Xy,...,X,)? Trouver une
statistique exhaustive U.

3) Montrer que T' = 14 53(X1) est un ESB de g(p). Que pensez vous de sa
qualité?

4) Calculer 'amélioré de Rao-Blackwell de T' par U. Cet estimateur est il
optimal?

Exercice 20 (Validité asymptotique de FDCR). Sur le modele statistique
d’un échantillon de taille infinie de la loi normale A/(6,06%) ot 6 est inconnu,
on considere les moyennes empiriques X ,,. On fixe a > 0 et on pose

Sn = X L, zn-try + 0 Xn g, iy

Montrer que 5, est une suite convergente d’estimateurs de 8, qui est asymptotiquement
normale et calculer la variance asymptotique. Pour = 0, le résultat obtenu
est il en contradiction avec I'inégalité de FDCR?
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Chapitre 5

Estimation par maximum de
vraisemblance et autres
méthodes

5.1 Définition de ’estimateur du maximum de vraisemblance

Pour saisir le sens de la définition d’un tel estimateur, considérons I’exemple
introductif suivant. Une personne va faire un tirage d’une boule dans I'une
de ces deux urnes:

— Urne 1: 10 boules blanches et 1 noire,

— Urne 2: 10 boules noires et 1 blanche.

La statistique qui donne la couleur de la boule tirée est notée X € {B,N}.
Sa loi est Pg,0 € {1,2} avec:

10 1 1 10
Py = ﬁ(S{B} + H(S{N}v Py= ﬁ(S{B} + ﬁ5{N}7

selon 'urne choisie pour le tirage. Comment estimer # € {1,2} au vu du
tirage? Le bon sens dicte la regle suivante: X =B —=60=1, X =N —
f# = 2 Clest a dire que 'on choisit € qui maximise la probabilité que X
prenne la valeur observée.

Définition. Soit (Q,F, Pg,0 € O) un modele statistique dominé, X = idg
est 'observation et L(z,0) la vraisemblance. On dit que 6 est un estimateur
du maximum de vraisemblance de 8 si c’est une statistique qui vérifie:

L(X,0) = sup L(X,0).
€0

On écrira EMV en abrégé.
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A ce niveau de généralité rien ne prouve qu’un tel estimateur existe et
peut se calculer. En général il ne sera pas unique ni dépourvu de biais etc...
Toutefois dans les cas usuels les calculs pourront étre faits et on prouvera
de bonnes propriétés. L’estimation par maximum de vraisemblance est le
procédé le plus utilisé en estimation.

Exemple: Soit X = (Xj,...,X,,) un échantillon de la loi uniforme sur [ —
%,0 + %] La vraisemblance s’écrit:

n

L8 =[] 1o 104

=1

ot (X(1),--vX(n)) est la statistique d’ordre de (Xi,...,X,,). Autrement dit

1D = Lo texiy <X <045}

2=

(T(1)+++2 ()) €8t le réordonnement croissant de (21,...,2,) et donc en particulier
T = ming<;<n T3, T(n) = MaxXi<i<n Ti- Toute statistique € telle que
T(n) — % <h< T(1)+ % sera un EMV.

5.2 Propriétés de TEMV

Propriété. S’il existe une statistique exhaustive T et si le procédé de
recherche d’'un EMV 8 aboutit, il va conduire a un 8 fonction de 7.

En effet dans ce cas L(X,0) = g(X)h(T(X),0) par le théoréeme de factorisation
de Neyman-Fisher. A X fixé, maximiser L(X,0) revient a maximiser h(7'(X),0)
qui ne dépend que de T'(X).

La recherche de TEMYV est facilitée quand la vraisemblance est dérivable
par rapport a € (dans le cas 6 réel) car alors:

J
—L(X,0 =0
)
et pour # vectoriel cela s’écrit : V@L(X,é) = 0. Quand la vraisemblance est
> (0 pour & variant sur un domaine fixé, le maximum de L est obtenu quand
In L admet un maximum et les équations nécessaires ci-dessus s’écrivent :

% InL(X,0) =0 et dans le cas vectoriel VgIn L(X,8) = 0.

(est & dire avec la notation du “score” : S(X,4) = 0. L’équation ci-dessus
est appelée équation de la log-vraisemblance.
Exemple : famille exponentielle. Considérons une famille exponentielle sous

forme “canonique” c’est a dire que la vraisemblance s’écrit :

L(z,0) = exp(0.7(z) — ®(6))
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par rapport & une mesure dominante yu, avec ®(6) = In (f ee'Td,u). La log-
vraisemblance In L(X,0) = 0.7(X) — ®(8) est dérivable en 6 et

Voln L(X,0) = T(X) — V&(8) = T(X) — Eq(T).
Donc un EMYV sera une fonction de T, notons la OG(T)7 qui vérifie
T(X)= Eé(T(X))(T)v
c’est & dire que la fonction ¢ — (t) est solution de
t=K, (T)

(p.p- par rapport a la loi de 1" sous ). De plus la log-vraisemblance In L(z,6)
est deux fois dérivable (différentiable) en 6 et la différentielle seconde est (—)
la différentielle seconde de ®(8), c’est & dire la matrice de terme général:

J 0 o [T’ Tdu
a5 75 20 = - f ]€.T
08; 00; 20; [eTdy
fTiTjeé’.leufeé’.leu_ fTieé’.leuijeé’.Td,u

(f 69.leu)2
= —/TZ'T]‘L(X,O)d,u—I—/TZ'L(X,O)d,u/T]‘L(Xﬂ)d,u
= —Covy(1;,1;)

Il s’agit donc d’une matrice symétrique négative. Si on suppose qu’elle
est en fait définie négative pour tout 8 € O, on est assuré que la solution de
I’équation de log-vraisemblance sera un maximum global.

Revenons au cas général pour essayer de formuler un résultat général,
attendu bien sir qu’un certain nombre d’hypotheses de régularité et d’intégra-

bilité sont satisfaites.
Proposition 22. Soit un modéle statistique (QJF’@H 6 € ©) sur lequel on
dispose d’un échantillon infini X1,X5,Xs,... d’une loi Qg sur Q ayant une
densité fg par rapport a une mesure p. On note L, (X,0) la vraisemblance
du n-échantillon de la loi Qg,0 € © ot © est un ouvert de R.

Sous réserve d’hypotheses de régularité et d’intégrabilité détaillées dans

la preuve qui suit, on peut construire une suite (8,,) de solutions (respectives)
des équations de (log)-vraisemblance:

o N
g1 La(X.0,) =0

qui converge p.s. vers 8, sous Py et (én) est une suite asymptotiquement
normale et efficace de 6 : sous Py,

- (lot 1
(b, — o) N0 7757)
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Preuve. Notons déja que:
In L, (X,0) = > In fo(Xy).
=1
Cela entraine par la loi des grands nombres que, quand n — 400, Py — p.s.,

I L, (X0) — Balln fo(X1)) = [ Qutde)n fo(o)

en supposant la finitude du membre de droite.

Soit #y € O. Si l'application 0 — fy(x) est constante, Qq(dz)-p.s., pour
# voisin de 6y éventuellement uniquement a droite ou a gauche , on peut
choisir comme solutions de I'équation de Log-vraisemblance 6, (X) = 6y qui
converge bien p.s. vers . Excluons maintenant ce cas. Pour tout £ > 0 , il
existe d; et d, > 0 tels que

Joo -8, (x) ot Joo+61 (x)
f90($) f90($)

sont non constantes. On en déduit I'inégalité de Jensen stricte:

() o ()

Mais le membre de droite vaut :

= (/Q ng_gl(dx))

= Inl=0

g —c < by—681 <y <By+d; <by+cet

On a donc

Ee, (ln Joo—5, (Xl)) — Ky, (ln oo (Xl)) <0.
Mais cette quantité est la limite de:

1
n

(ln Ln(X700 — 51) —In Ln(X700)) .

On en déduit que pour n assez grand, L, (X,0p—01) < L,(X,0) et de facon
similaire, toujours pour n grand , L, (X80 + d2) < L,(X,6p).

Si on suppose que § — fg(z) est dérivable pour p-presque tout z,
lapplication 8 — In L, (X,0) est aussi dérivable p.s..
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Or les inégalités qui précedent montrent que cette application admet
un maximum en 8,(X) €]y — 41,00 + 2] et en ce point I'équation de log-
vraisemblance est satisfaite:

J ~ .

59 In L,(X,0,(X)) =0, avecb,(X)€lby—e,00+<].

En choisissant € de la forme % ou toute autre suite tendant vers 0, on a par
construction 8, (X) — 6y, Py, — p.s..

Montrons maintenant le caractere asymptotiquement gaussien et efficace
de 6,,. On suppose maintenant que 6 — fs(x) est deux fois dérivable pour
p-presque tout x. Dans le reste de cette preuve on notera les dérivées par
rapport a # avec un prime ’. On suppose que § — f//(z) est lipschitzienne
en #, avec une constante de Lipschitz qui ne dépend pas de x.

On réécrit alors ’équation de la log-vraisemblance et on la complete en
utilisant I'inégalité des accroissements finis :

8 n

0 = 5l Lo(X.0,(X)) = Z(ln f; )'(X3)
- Z {(m fo0) (X)) + (8, — 60)(In f@;‘l)”(Xi)}

ol 0; est compris entre 6y et én On réécrit cela:
77 i (In fa)'(X3)
i (In foy )7 (X5)

Les variables apparaissant au numérateur sont indépendantes de méme loi
et d’espérance:

V0, — o) = —

Ee, ((ln fé’o)/(Xi)) = q ;jo Ei;Qeo(dx)

= [ fh @)

=0

en supposant, comme dans le cours sur 'information, que la dérivation sous
I’intégrale est possible. Alors la variance de ces variables qu’on supposera
exister, est

V90 ((ln fé’o)/) = 1(00)
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qu’on supposera > 0 . Alors le théoreme central limite donne :

= Dl o) (X — NO.T60),

Par ailleurs, on a aussi avec les mémes hypotheses techniques supposées que
dans le cours sur l'information :

1(00) = _E% [(ln fé’o)”(Xl)] .
On écrit ensuite :
(In fgg)"(X:) = (In f3)"(X) + 018, = bol)
_A/_/
O(|0n—001)
Alors le dénominateur qui apparait ci-dessus s’écrit :

1 <& oo l n ) . .
E;(ln.fﬁ) (Xz)— n;(l f@o) (Xz) +O(|0n 00|)

220

3 Fog ((In foo)"(X1))=—1(6p)

En combinant cela avec le comportement du numérateur on trouve, sous

P@m
1

1(8o)

Vb, —00) N0, ——)

ce qu’il fallait prouver.

Il existe des versions multi-dimensionnelles de ce résultat, i.e. quand
© C R? ol I'on remplace ﬁ par I(6)~!.

Montrons maintenant que dans les situations favorables PEMV est le
meilleur. Pour la simplicité, on va se placer dans un modele paramétré uni-
dimensionnel.

Proposition 23. i il exviste un ESB efficace, cet estimateur coincide avec
UEMYV (sous réserve que les hypothéses de régularité de Uinégalité de FDCR
soient satisfaites).

Preuve. Soit T un ESB de 8 efficace. Rappelons que I'inégalité de FDCR
s’obtient de la facon suivante :

0 =Ey(T)= /T(x)L(ac,H),u(dx)

d’ol

1 = /T(x)ang’e)u(dx)

= /(T(x) — O)Z—g,u(dx) car Z—gd,u =0

—- K ((T — ) m;eL)
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et on utilise ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

it ) | = e

1 < Vy(T) Eg [( 70

Si T est efficace Vy(T') = ﬁ et I'inégalité de Cauchy-Schwarz est en fait

une égalité ce qui implique I'existence de ¢(f) telle que

TX)-6= c(0)%1n L(X), Pgps.

Mais § PEMYV est solution de I’équation de la log-vraisemblance %(é) =0
et on trouve

T(X)—6(X)=0 Pgps..

comme annonce.

Si on veut estimer une fonction de 6, disons ¢(€) on peut utiliser I’estimateur
défini comme suit.
Définition. Si 0 est un EMV de 6, on appelle EMV de g(0) la statistique

g9(0).

Cette définition se base sur la remarque suivante. Notons § = ¢(6) et
supposons que 3 réalise un nouveau paramétrage du modele statistique i.e. ¢
est injective. Notons alors Lg(z) la vraisemblance c¢’est a dire Lg(z) = L(z,0)
quand = ¢(#). On sait que pour tout # € O,

L(X,0) < L(X,0(X)).
Notons 3 = g(A(X)). L’inégalité précédente s'écrit :
Lp(X) < Ls(X).
ce qui prouve bien que ﬁ = g(é) est un EMV pour le modele paramétré par
B.
5.3 Retour sur I’échantillon gaussien

Reprenons le cas d’un n-échantillon de la loi gaussienne A (m,0?). 1l
s’agit d’un modele exponentiel puisqu’on peut écrire la vraisemblance sous
la forme:

L(X,mo?) = (2r0?)~% exp——Z(Xi— m)?

n 1 m nm?
_ 2\ — % 2 .
= (2707)72 exp (—202702) . (g X7, g XZ> ~ 5g2
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On voit ainsi que le paramétrage naturel est (—#,;”—2) et la statistique

naturelle (ZZ X255, XZ'). Cette statistique est exhaustive et complete. Notons
que

(Z X5 Xi) = (nS2+nX 0 X,) = ((n = 1)S2+nX, 0 X,)

ce qui montre que la statistique (X,,,52) est aussi exhaustive et compléte.
Il s’ensuit que c’est un estimateur optimal de son espérance: (m,o?).

Passons a ’estimation par maximum de vraisemblance. La log-vraisemblance

s’écrit :
In L(X,m,0%) = cste — z111(02) _ L (X; —m)?
A2 2 202 : 7
d’ou
ZInL =LY (X, m)
om o2 7
% InL = —gg% + 30my7 2i(Xi = m)?
Zi(XZ» —m)=0ie m=X,
qui a pour solution : et
Iy (Xi—m)? =067 ie 6?7=57
Ce qui montre que PEMV ne peut étre que (X,,5).
Par ailleurs on sait dans le cas gaussien que:
— X, et 5% (ou S?) sont indépendants,
B X (loz) ./\/,(77%6;_2)7
12 n—1)s2 (lot
,ni_g:(glz))sn() X2(n —1).
D’otli l'on tire que /n(X, — m) W) pr N(0,6%) (en fait c’est une égalité),
et
1 S2 oi
n—1)— *g N(0,2)
L (< 12— 0-1)

par le théoréme central limite i.e. /n — 1(S2—0?) Gl N(0,20%) ou encore
Vn(S%-o?) ig/\/’ 0,20%) et \/n(S*— ig/\/’ 0,204). Par indépendance

on peut déduire le comportement du Couple des 101s hmltes des marginales :

s ) ()

Cette matrice de variance covariance est précisément 'inverse de la matrice
d’information de la loi A/(m,0?).
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. X X . . .
L’estimateur 5 ] (ou 5 ) qui est sans biais) est un estimateur
G2 52
n n

de :; asymptotiquement normal et asymptotiquement efficace.

Question : la solution de la log-vraisemblance ( ) réalise-t-elle vraiment

n
5/2

n
le maximum de la vraisemblance?

On peut déja noter que la hessienne en ce point est

qui est bien définie négative.

L’estimateur considéré ici est un exemple d’une méthode plus générale
que nous étudions maintenant.

5.4 Estimation par la méthode des moments

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’une loi Qg, # € O inconnu dont on
note my(#),...,mi() les k premiers moments. Notons aussi les moments

empiriques p1(X),..,ux(X).

Déﬁnition.A On appelle estimateur de 6 par la méthode des moments une
statistique 8(X) telle que Vi <k, 1;(X) = m;(0(X)).

On peut travailler avec les moments centrés ou non centrés ou méme
panacher. L’ordre k dépendra de la dimension de © afin que les équations

Vi <k, p;(X)=m;(#(X)) aient une solution unique.

Par exemple a 'ordre 2 cela revient & prendre pour g la solution de:

X, = / 2 Qq(dz)

Sro= / (w— / x’Qg(dx’))ng(dx)

On peut montrer que, sous certaines conditions, ces estimateurs sont
convergents et asymptotiquement normaux mais pas en général asymptotiquement
efficace. Dans le cadre de ce cours on se contentera de traiter des exemples
en TD.
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5.5 Exercices

Exercice 21 (Loi de Paréto). On considere un n—échantillon de la loi de
densité:

f(z,0) = % 2+ (145) Lio>1)

1) De quel type de modele s’agit-il?

2) Trouver l'estimateur de maximum de vraisemblance 6. Est ce une statistique
exhaustive?

3) Calculer l'information de Fisher du modele.

4) 6 est il efficace? Est ce conforme aux résultats du cours?

Exercice 22 (Loi exponentielle décalée). Considérons un n—échantillon
X = (Xy,...,X,,) de la loi de densité

f(x,@) =l 1{1,29}

1) Trouver l'estimateur de maximum de vraisemblance 8 de 6.
2) Est il sans biais? Sinon, donner un ESB 6 de 6.
3) Calculer la variance de 6.

4) Calculer I'information de Fisher du modele et comparer avec le résultat
obtenu en 3). Que se passe-t-il?

5) Soit 7" un ESB de 6. Trouver un minorant de la variance de 7" en partant
de § = Epq5(T) — Eg(T) (pour § quelconque) et en écrivant une formule
intégrale pour le membre de droite puis en appliquant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz. La borne ainsi trouvée est elle atteinte par 67

Exercice 23 (Cas délicat: loi de Cauchy). On considere un échantillon
de la loi de Cauchy de densité

1 1
J(a0) = — [N
)
2) La méthode des moments est elle envisageable?
3) Quelle est la médiane de la loi de Cauchy considérée?
4) La médiane empirique est elle un estimateur convergent de 67
5) Pour un (2n 4 1)—échantillon, calculer la densité de la médiane empirique
M,,. Donner une forme générale non spécifique a l'expression de f(z,6)
donnée ci-dessus.

Est il aisé de calculer un estimateur du maximum de vraisemblance?

6) Dans le cas ou f(z,0) = g(z —6) avec g paire, comme dans le cas de la loi
de Cauchy étudiée ici, montrer que M,, est un estimateur sans biais de 6.
7) Dans le cas de la loi de Cauchy étudiée ici, donner des expressions
intégrales de la variance de M, et de l'information de Fisher du modele.
Que faudrait il vérifier pour savoir si M,, est asymptotiquement efficace?
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Chapitre 6

L’estimation par régions de
confiance

6.1 Principe

Soit, (2,7 Py, # € ©) un modele statistique et g : @ — R% On cherche
a estimer ¢(f). On se donne « €]0,1[. On note X l'observation.

On appelle région de confiance au niveau 1 — « toute statistique R a
valeurs dans I’ensemble des parties de R? telle que, pour tout 6 € ©,

Po(R(X) 3 g(6)) > 1 - a.

L’idée est donc d’estimer ¢g(€) non pas en donnant une valeur qu’on
espere proche de la vraie valeur mais en donnant une région qui contient la
vraie valeur avec une probabilité assez grande.

La définition ci-dessus -ne serait-ce qu’a travers le terme statistique-
pose le probleme de la mesurabilité de R. Ce qu’on demande a ’application
R:Q — P(RY est que: Vy € g(0),{R(X) 3>y} € F..

On remarquera que plus le niveau augmente plus la définition est exigeante
et plus R(X) risque d’étre grande. Il s’agira donc dans la pratique d’arbitrer
entre la valeur du niveau 1 — a qu’on souhaite élevé et la taille de R(X)
qui ne doit pas étre trop grande sinon l'information apportée est nulle. Par
exemple R? tout entier est une région de confiance & tout niveau de toute
fonction de 6 mais cela n’a aucun intérét . Ainsi, a un niveau donné, on
pourra chercher R(X) de fagcon que:

— R(X) a une mesure de Lebesgue minimale

— autre critére: R soit sans biais au sens suivant :

V0 € OVh £ g(8) Po(R(X)3h) <1-a.

La détermination de régions de confiance se fait souvent a 'aide d’un
pivot. On appelle pivot une application 7= : Q x ¢(©) — R* | mesurable,
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telle que la loi de w +— 7(w,g(8)) ne dépende pas de § € O. Notons v cette
loi. Soit « €]0,1[ et B C R* tel que v(B) > 1 — . Alors:

R(X)={y €g(0); n(Xy)e B}
est une région de confiance au niveau 1 — « car
Py(R(X) > g(0)) = Po(r(X,9(0)) € B) =v(B) 2 1 - a

Dans ce cadre on essaiera de prendre B de mesure de Lebesgue minimale ;
il y a bien sir beaucoup de régions de R? qui vérifient v(B)>1-a.

Par exemple dans le cas d = 1 on veut choisir [a,b] tel que v([a,b]) = 1 —a,
donc a et b tels que v(] — 00,a]) = ay et v(]b, + oo[) = @ avec a; + az = a.
Par exemple si v admet une densité f continue unimodale (i.e. croissante
sur | — oo,m[ , décroissante sur |m, + oo[) on voit que [a,b] est de longueur
minimale pour [a,b] = {f > ¢}.

Toutefois le contexte peut amener a préférer d’autres intervalles de confiance
notamment unilatéraux | — o0,b] (i.e. @ = —oo0, @z = «a) ou [a, + o0]
b= 400, 0y = a).

6.2 Exemples pour un échantillon gaussien

6.2.1 Intervalle de confiance pour la moyenne avec une variance
connue.

Considérons donc un n-échantillon d’une loi A'(m,o?) ott m est inconnu.
La variable \/E(X"U;m) est un pivot de loi v = N(0,1).

Un niveau 1 — a étant donné, on choisit v tel que v([—y,7]) =1 — a et
on peut affirmer alors que

(’7<\/_ 7)21—04

le.

v ay v ay
P.lX,——<m<X, =1-
( \/ﬁ_ B +\/ﬁ) “

6.2.2 Intervalle de confiance pour la moyenne avec une variance
inconnue.

Considérons maintenant un n—échantillon d’une loi A'(m,c?) olt m et o2

sont inconnus. On sait que \/_M est un pivot de méme loi v qu’une
variable T,,_1 de loi de Student & n — 1 degrés de liberté. On rappelle que
S, désigne la racine de la variance empirique modifiée. La loi de Student est
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la loi de T,y = v/n — 1% on U &) N(0,1) et V () X?%(n —1). Le niveau

1 — « étant choisi, on détermine v tel que
V[_777] = P(_7 <T,1 < 7) =1l—-«

et on a alors

YSn ~ YSn
< < =1-
NG <m<X,+ \/ﬁ) 11—«

P (n,02) (Yn —

Comme, lorsque n — +o00 , T, (lig N(0,1) , la valeur v trouvée ici sera
proche si n est grand de celle obtenue au paragraphe précédent dans le cas
de variance connue; on a aussi S, 225 o et lintervalle de confiance obtenu
est en cohérence avec celui du paragraphe précédent.

6.2.3 Intervalle de confiance pour la variance avec une moyenne
connue.

Soit X2 = L5 (X; — m)? La variable ni—zl a méme loi que X?(n) qui
suit une loi du X% & n degrés de liberté. Pour un niveau 1 — o donné, soit
A1 et Ay tels que

P(X%(n) € [A,0]) =1 —a

32 32
]P’(nX—n§02<nX—n):1—oe.

on a

2 1

6.2.4 Intervalle de confiance pour la variance avec une moyenne
inconnue

2
n

On utilise cette fois le pivot (n — 1)5—2 de loi X%(n —1).

6.3 Utilisation d’un estimateur asymptotiquement
normal

Dans un modele statistique (2, ,PPs) paramétré par le réel § € ©, on
suppose disposer d’une suite (7},) d’estimateurs de 6 asymptotiquement
normale:

T, —

0 (loi
% Y Ar(0,1).

On

Pour ¢ &) N(0,1) déterminons vy tel que P(—y < G <) =1-—a, ce
niveau 1 — « étant fixé. Alors

Py(T, — v0,(8) <0 < T, +v5,(0)) "25°1 - a.
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On dispose donc d’un intervalle de confiance asymptotique ; apparemment
au moins car il faut voir que les bornes de cet intervalle font intervenir o,,(6)
qui dépend de 6. 1l y a donc un travail supplémentaire pour obtenir quelque
chose d’utilisable.

Exemple : Intervalle de confiance pour le parametre d’une loi de Bernoulli.
Considérons un n-échantillon d’une loi de Bernoulli de parametre p. Alors
par le théoreme central limite :

_ V- M o).
p(1—p)

Pour un niveau 1 — o donné et v comme ci-dessus :

X, —
P,| —v < P <yl —1-oa.
p(1—p)
Or
X, —p X, -p)? _
EPVRD il LRI P Ak R
Ul s T
., . 2 2
= X,-2pX,+p’<Lp-Lp°
n n
2 2

= (1+%)p2—2(7n+%)p+7i <0

+ o
= pe€ |:p1(Xn7_)7p2(Xn7_):|
n n
ol py,p2 sont les deux racines du bindéme apparaissant ci-dessus. On dispose
donc d’un intervalle de confiance asymptotique:
2 2

Py (pl(ynv%) <p< Pz(Xn,;)) — 1 -

On peut é&tre encore plus direct en approximant p(1 — p) par X, (1 - X,,)
puisque I"on sait que X, 2 p et on écrira:
(-

P, Yn—’y ?_ngn‘F'Y

Application numérique : On réalise un sondage pré-électoral sur 1000 personnes:
candidat Nicolas 510
candidat Ségolene 490
Notons p la proportion vraie pour Nicolas. Quel est un intervalle de

confiance au niveau 95% de p?
On trouve 0,48 < p < 0,54.
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6.4 Exercices

Exercice 24. Soit un échantillon Xy, ..., X, de la loi uniforme sur [0,6] ou
# > 0 est inconnu.

1) Notons X(n) = maxj<i<n X; comme d’habitude. Montrer que ﬁ est un
pivot de densité unimodale.

2) Donner un intervalle de confiance pour 6 au niveau 1 — a.

Exercice 25. Soit un échantillon Xy,...,X,, de la loi exponentielle de
moyenne 1/6 > 0 inconnue.

1) Quelle est la loi de 26 >~ | X;?

2) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 1 — a de 6.
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Chapitre 7

Les tests: principe

On considere un modele statistique (Q2,F,Pg;0 € ©). On suppose que
Iespace des parametres © est partitionné en 2 parties disjointes :

0 =07U0;.

Le probleme est de décider au vu de I’échantillon X (= idg comme
d’habitude) s’il est raisonnable d’affirmer que 8 € ©¢ qu’on appelle I’hypothese nulle
Hg ou bien que 8 € O qu’on appelle 'hypothese alternative Hj.

Une idée naturelle est de prendre cette décision en fonction de ’appartenance
de X a une certaine région W de Q qu’on appelle région critique : on rejettera
I’hypothese nulle Hy ( et donc on admettra Hy) si X € W.

On peut généraliser un peu cette idée en introduisant la notion de fonction de test
qui désigna simplement une fonction ® de Q dans [0,1] et en adoptant pour
regle de décision associée & @ :

— on rejette Hg si ®(w) =1 (et donc on accepte Hy),
— on accepte Hy si ®(w) =0 (et donc on rejette Hy),

— si ®(w) €]0,1]: on hésite! On fait un tirage au sort qui conduit a rejeter
Hy avec probabilité ®(w).

Dans beaucoup de cas usuels on pratique un test non aléatoire c’est a dire
que ®(w) € {0,1},il n’y a pas d’hésitation, on accepte ou bien on rejette Hy.

En prenant la décision associée a un test on peut commettre deux types
d’erreurs : ’erreur de premiere espece qui consiste a rejeter I’hypothese nulle
Hy alors qu’elle est vraie et ’erreur de deuxieme espece qui consiste a accepter
I’hypothése nulle Hy alors qu’elle est fausse (i.e. ’hypothese alternative Hy
est vraie).
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On quantifie ces erreurs en appelant :

®0 — [071]

6 — Eg[P(X)]

®1 — [071]

00— Fg[l —P(X)]=1-Eg[P(X)]

— fonction de risque de premiere espece:
— fonction de risque de deuxieme espece :

Plagons nous par exemple dans le cas d’un test d’hypotheses simples ce
qio signifie que Qg et O sont des singletons: Oy = {6y} , Oy = {6} alors
la connaissance du risque se limite a deux réels: I’erreur de premiere espece

Py, (rejeter Hy ) que certains livres notent Py, (rejeter Hyp) et l'erreur de
deuxiéme espece Py, (accepter Hy ) = P, (accepter Hy)

7.1 Optimisation d’un test

Il est bien clair qu’un test ® est préférable & un test ® s’il y a un plus
faible risque de premiere espeéce, c’est a dire quand 8 € Og, et un plus fai
ble risque de deuxiéme espece, ¢’est a dire quand 6 € ©4.

Toutefois cela fait deux minimisations a gérer et il n’y a aucune raison
qu’un test qui minimise 'erreur de premiere espece, minimise aussi celle de
deuxieme espece.

En conséquence Neyman et Pearson ont proposé en 1933 de traiter les
deux risques de facon non symétrique. On appelle niveau d’un test ® ’erreur
maximale de premiere espece.

cup By (@)
06@0

Définition : un test ®* est UPP, uniformément plus puissant , au niveau
a(€]0,1]) si:
— il est de niveau a: supgee, Ey (®*) = a,

— il minimise 'erreur de deuxieme espece: pour tout test ® de niveau
< a et tout § € O1,Eg () < Ey (D).

En anglais on dit UMP ”uniformly most powerful”. Le terme puissance
désigne l'erreur de deuxi‘eme espéce c’est a dire Eq (P).

Ainsi un test UPP est un test pour lequel le risque de rejeter a tort Hg
est controllé par a et qui est le plus puissant pour rejeter Hy quand elle
n’est pas vrai.

Peut-on trouver facilement des test UPP? Nous allons étudier dans ce qui
suit des situations ol 'on dispose d’une méthode générale de construction.
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7.2 Le théoreme de Neyman-Pearson pour le test
d’hypothéses simples

On considere ici un modele statistique (2,7 ,Pg; 8 € {6,061 }) et les notations
précédentes se réduisent a Oy = {fp},0; = {61}. On note L(z,0) la
vraisemblance par rapport a la mesure dominante Py, 4 Py, .

Théoréme 24. Pour tout a €]0,1[ il existe un test ®* UPP de niveau o de
la forme :
1 si L(X,01) > kL(X,6))
" (X) =< v si L(X,0) =kL(X,b)
0 si L(X,61) < kL(X,6p)

avec k > 0 et v € [0,1]. De plus tout test UPP de niveau « est p.s. de la

forme ci-dessus (avec éventuellement ~ aléatoire).

Remarquons que souvent I’évenement L(X,0;) = kL(X,6p) est de probabilité
nulle et on pourra construire un test non aléatoire.

Exemple : test de 'espérance d’une loi normale

Considérons un n-échantillon d’une loi normale de variance o
d’espérance inconnue 6 pouvant étre soit #y soit 6, (fg < 61).

La vraisemblance d’un tel échantillon X = (X7y,...,X,,) s’écrit:

2 connue et

P 1 ¢ 2
LX) = (27) %0 exp—ﬁz;()(i—@)

_ -2 _-n 1 - 2 - 2
= (27) 20 exp—ﬁ(;Xi—QHZXiﬁ—nO)

=1

Alors L(X,01) > kL(X,0) équivaut & X,, > K avec:

0'2 In k 01—|—00
K=—
n01—00+ 2

3|

et comme d’habitude X, =

e
=1

Il reste a déterminer K (et donc k) de facon que la probabilité de la
région critique assure un test de niveau a qu’on se sera donné.

On note que sous Py, X, suit la loi N(G,%). Donc en notant F la fonction
de répartition de la loi normale A/(0,1), on a:

Pe(X, > K) = 1-P (@(E —6p) < g(K - 00))
= 1-F (@(K — 00))

g

Ainsi le test sera de niveau o en choisissant :

K=0+-2F(1-a).
n

NG
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Quelle est alors la puissance 3 de ce test que 'on sait UPP par le
théoreme de Neyman-Pearson? Elle vaut :

B=Py(X,>K) = Py (@(E —01) > g(K — 01))
- 1_F(@<K_el>)

g

ou de facon compléte: f=1— F (\/75(00 -0+ P71 - a)) .



