
Universit�e Ren�e Descartes Paris V

Document de synth�ese

pour l�Habilitation �a Diriger des Recherches

Contributions �a l��etude

du serpent brownien

et applications

au super�mouvement brownien

Laurent Serlet

�� f�evrier ����



Table des mati�eres

� Pr�esentation g�en�erale �

��� R�esum�e � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Organisation du document et des r�ef�erences � � � � � � � � � � �
��� Rappels sur le super�mouvement brownien � � � � � � � � � � � �
��� D�e�nition du serpent brownien � � � � � � � � � � � � � � � � � 	
��� Marginales �ni�dimensionnelles � � � � � � � � � � � � � � � � � �


� R�esultats de mesure de Hausdor� ��
��� Temps de visite d�un ensemble � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Un r�esultat uniforme sur l�image � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Points multiples � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Points de collision � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Grandes d�eviations ��

��� Obtention d�un principe de grandes d�eviations � � � � � � � � ��
��� Application aux grandes d�eviations du support � � � � � � � � �

��� Lois du logarithme it�er�e � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


� Calcul stochastique pour le serpent ��
��� G�en�erateur du serpent brownien � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Probl�eme de martingale� formule d�It�o � � � � � � � � � � � � � ��
��� Lien avec le super�mouvement brownien standard � � � � � � � ��
��� Construction du �A� c z�� b��super�processus � � � � � � � � � � ��

� Serpent avec d�erive � repr�esentation et utilisation ��

��� D�e�nition du serpent avec d�erive � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Repr�esentations du serpent avec d�erive � � � � � � � � � � � � � ��
��� Obtention d�une e�d�p� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� Serpent de Poisson et fragmentation � � � � � � � � � � � � � � �


�



� Conditionnements du super	mouvement brownien ��

��� Super�mouvement brownien conditionn�e �a ne pas mourir � � � ��
��� Mesure d�occupation du super�mouvement brownien �eternel � ��
��� Conditionnement �a rester dans un domaine � � � � � � � � � � ��
��� Conditionnement par la masse totale � � � � � � � � � � � � � � ��


 Bibliographie ��

�



Chapitre �

Pr�esentation g�en�erale

��� R�esum�e de ce m�emoire

Les travaux que ce m�emoire expose se situent tous dans le vaste domaine
des super�processus� qui a connu dans ces vingt derni�eres ann�ees une exten�
sion spectaculaire� L�objet central de ce domaine est le super�mouvement
brownien sur lequel nous fournissons des r�esultats nouveaux � dimension de
Hausdor� des temps de visite d�un ensemble� mesure de Hausdor� des en�
sembles de points multiples et des points de collision� Nous �etudions aussi le
�serpent brownien� qui entretient des liens �etroits avec le super�mouvement
brownien et qui peut �etre vu comme une g�en�eralisation des arbres continus�
Nous utilisons ce serpent brownien pour d�emontrer des r�esultats sur le super�
mouvement brownien� comme ceux �evoqu�es pr�ec�edemment� Nous d�ecrivons
des propri�et�es de grandes d�eviations du serpent brownien �qui peuvent se for�
muler en termes de super�mouvement brownien�� Nous en d�eduisons des lois
du logarithme it�er�e pour le serpent brownien� Nous d�eveloppons aussi des ou�
tils de calcul stochastique� comme une formule d�It�o� sp�eci�ques au serpent
brownien� Ces outils nous permettent de donner des nouvelles preuves de la
construction de super�processus par le serpent brownien ou ses g�en�eralisations�
Notamment� nous introduisons un serpent brownien avec d�erive dont nous
donnons de nombreuses repr�esentations� En utilisant ces r�esultats nous mon�
trons comment utiliser un serpent �de Poisson� pour repr�esenter un des pro�
cessus fondamentaux de fragmentation et donnons une approche par le calcul
stochastique des r�esultats relatifs �a cette fragmentation� Nous pr�esentons
�egalement divers conditionnements du super�mouvement brownien �ou de
fa�con �equivalente du serpent brownien� � conditionnement �a ne pas mourir�
conditionnement �a rester dans un domaine� conditionnement �a avoir une

�



masse totale donn�ee� Nous donnons des repr�esentations de ces processus
conditionn�es et certaines propri�et�es�

��� Organisation du document et des r�ef�erences

Les r�ef�erences personnelles sur lesquelles est bas�e ce m�emoire sont num�erot�ees
comme suit �

� Quelques propri�et�es du super�mouvement brownien�
Th�ese de doctorat de l�Universit�e Paris �� �

��

� Some dimension results for super�Brownian motion�
Probab� Th� Relat� Fields �
�� �����
�� �

��

� On the Hausdor� measure of multiple points and collision points of super�
Brownian motion�
Stochastics and stochastic Reports ��� ��
��
	� �

��

� The occupation measure of super Brownian motion conditioned to nonex�
tinction�
Journal of Th� Probab� 
 ���� ������	��

��

� A large deviation principle for the Brownian snake�
Stoch� Proc� and their Appl� ��� �
������ �

��

� Laws of the iterated logarithm for the Brownian snake�
S�eminaire de Probabilit�es XXXIV� Lect� Notes Math ���
� �
������
Springer� �


�


 avec J�S� Dhersin� A stochastic calculus approach for the Brownian snake�
Can� J� Math� �� ���� 
����	� �


�

� avec R� Abraham� Representations of the Brownian snake with drift�
Stochastics and stochastic Reports ��� �	���
	� �

��

� avec R� Abraham� Poisson snake and fragmentation�
Electronic Journal of Probability Vol� �� �

��

�
 Super�Brownian motion conditioned to its total mass� �

��

La totalit�e de ces travaux est annex�ee �a la suite du m�emoire avec rappel
de la num�erotation� Les r�ef�erences non personnelles auxquelles le texte ren�
voie sont rep�er�ees par les initiales des auteurs et list�ees dans le chapitre de
bibliographie� Les sujets abord�es ayant donn�e lieu �a un nombre consid�erable
de publications� nous avons limit�e notre liste �a celles qui ont un rapport di�
rect avec nos travaux� Bien d�autres publications devraient �etre cit�ees si on
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voulait rendre compte des contributions majeures de certains auteurs au do�
maine des super�processus� Des listes plus compl�etes peuvent �etre trouv�ees
dans �Da�� �Dy��� �Et�� �Pe��� �Lg���

Ce premier chapitre fait quelques rappels sur les objets �etudi�es dans
les travaux que nous pr�esentons� Les cinq chapitres suivants pr�esentent les
r�sultats obtenus et nous donnons parfois des �el�ements sur les preuves de ces
r�esultats a�n de donner une id�ee des m�ethodes employ�ees et de montrer les
interactions entre les di��erents travaux�

��� Rappels sur le super�mouvement brownien

Le super�mouvement brownien est le mod�ele limite qui d�ecrit l��evolution
temporelle d�un nuage de particules qui� d�une part� se d�eplacent au ha�
sard dans Rd et� d�autre part� se divisent ou meurent selon un certain taux�
Nous d�ecrirons plus pr�ecis�ement ci�dessous ce mod�ele particulaire� Le super�
mouvement brownien appartient �a la cat�egorie des processus �a valeurs me�
sures� que l�on appelle super�processus� La litt�erature d�evelopp�ee sur le sujet
en une vingtaine d�ann�ees est tr�es importante� Elle s�attache �a d�ecrire les
propri�et�es de ces super�processus et �a d�evelopper les applications� Parmi
celles�ci� il faut citer la repr�esentation des solutions de certaines �equations
aux d�eriv�ees partielles �typiquement �u � u��� les liens avec les mod�eles
de particules en interaction comme le mod�ele du votant ou le processus de
contact� l�utilisation en biologie et g�en�etique� Les quelques r�ef�erences sui�
vantes donnent une vision synth�etique du sujet et de ses applications � �Da��
�Pe��� �Dy��� �Et��

Revenons �a la description par un mod�ele de particules qui constitue
d�ailleurs l�origine historique� On consid�ere un param�etre entier N puis KN

�

particules situ�ees en des points XN
� �
�� � � � � XN

KN
�

�
� de Rd� Ces particules

vont se d�eplacer ind�ependamment dansRd selon des mouvements browniens�
A chaque date ��N� ��N� � � � chaque particule peut� avec �equi�probabilit�e�
soit mourir soit donner naissance �a deux particules qui vont alors ensuite
�evoluer ind�ependamment� En notant KN

t le nombre de particules �a l�instant
t et XN

� �t�� � � � � XN
KN
t
�t� leurs positions dans Rd� on pose

Y N
t �

�

N

KN
tX

k��

�XN
k �t��

Alors �Wt�� prouve que si Y N
� converge �etroitement vers la mesure �nie

� alors �Y N
t �t�� converge en loi vers un processus qui est appel�e super�
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mouvement brownien issu de �� La famille P� de lois ainsi obtenue est celle
d�un processus de Markov �a valeurs dans MF �R

d�� ensemble des mesures
�nies sur Rd�

Sur cette construction tr�es simple nous pouvons faire quelques remarques�

� Il est possible de remplacer le mouvement brownien dans Rd que nous
appellerons le �d�eplacement spatial� par un autre processus de Mar�
kov satisfaisant certaines propri�et�es de r�egularit�e� Suivant les auteurs
on trouvera diverses classes d�hypoth�eses � voir par exemple �Pe�� II���
Pour la plupart des r�esultats �enonc�es dans ce m�emoire on pourra sup�
poser� par exemple� que le d�eplacement spatial est une di�usion de
g�en�erateur A�

� On ne change pas le processus limite si on remplace la �loi de branche�
ment� qui donne le nombre de descendants d�une particule �jusqu�ici 

ou � particules avec �equi�probabilit�e� par toute autre loi critique �i�e�
de moyenne �� et de variance �nie� Par contre� on peut g�en�eraliser
le mod�ele en supposant que cette loi de branchement �N d�epend du
point de Rd o�u la particule se situe au moment o�u elle branche� tout
en restant toujours de variance �nie� On notera alors �N �x� �� et on
note c�x� sa variance �

c�x� �

Z
k� �N �x� dk��

�Z
k �N �x� dk�

��
� �����

Une g�en�eralisation suppl�ementaire est de supposer que le branchement
n�est qu�asymptotiquement critique� Ainsi� nous consid�ererons dans ce
qui suit une loi de branchement satisfaisant

Z
k�N �x� dk� � � �

b�x�

N
� �����

Suivant �Pe��� on fera en plus l�hypoth�ese technique suivante

sup
x�Rd

Z
k��� �N �x� dk� � ��

pour un certain � � 
�

� Des g�en�eralisations plus radicales� puisque bas�ees sur des lois de bran�
chement de variance in�nie� ont �et�e souvent d�ecrites et utilis�ees mais
cela ne concerne aucun des travaux d�ecrits dans ce m�emoire�

� Il est utile de consid�erer un processus qui garde la trace des trajectoires
des particules sans se contenter de leurs positions en cours� Ce sont
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les processus historiques �etudi�es notamment dans �Dy�� et �DP�� On
d�e�nit les  XN

k �t�� k � KN
t comme �etant les trajectoires des particules

en vie �a l�instant t depuis le temps origine 
 et stopp�ees au temps t� On
peut voir une telle trajectoire comme un �el�ement de W d�e�ni comme
l�ensemble des w � C�R��R

d� constants apr�es un temps 	w� qui est
ici �egal �a t � Alors le processus historique �Ht�t�� est le processus �a
valeurs dans MF �W� donn�e� pour tout t � 
� et toute fonction test
mesurable 
 �W � R�� par

Ht�
� � lim
N���

�

N

KN
tX

k��


�  XN
k �t���

Le super�mouvement brownien se d�eduit du processus historique par

Yt�
� �

Z
W
Ht�dw� 
�w�t��

o�u maintenant 
 � Rd� R��

� La construction ci�dessus qui sert de d�e�nition au super�mouvement
brownien n�en donne pas une caract�erisation utilisable� Pour cela plu�
sieurs directions sont possibles �

� description par le g�en�erateur� toutefois compliqu�ee par le fait qu�il
s�agit d�un processus �a valeurs dans MF �Rd�� voir �Da��

� description des fonctionnelles de Laplace pour �Yt��
��� � � � � Ytk�
k���
approche fructueuse qui �etablit d�eja le lien avec certaines �equations
aux d�eriv�ees partielles�

� caract�erisation par un probl�eme de martingale bien pos�e�

C�est ce dernier point que nous allons pr�eciser maintenant� Nous ap�
pellerons �A� c���z�� b�����super�processus le processus limite obtenu avec les
g�en�eralisations sur la loi de branchement d�ecrites ci�dessus par les �equations
���� ��� et d�eplacement spatial des particules r�egi par A� et �A� c���z�� b�����
processus historique� le processus historique correspondant� La convergence
du mod�ele particulaire avec ces hypoth�eses �elargies est prouv�ee par exemple
dans �Pe�� et il y est prouv�e que le �A� c���z�� b�����super�processus est l�unique
solution �Xt� du probl�eme de martingale suivant � pour toute fonction �
born�ee et dans le domaine du g�en�erateur A�

Mt��� � Xt����
Z t

�
ds Xs�A���

Z t

�
ds Xs�b c ��� t � 


�����

�



est une martingale de variation quadratique

hM���it �
Z t

�
ds Xs�c �

��� �����

Il est aussi possible d��ecrire un probl�eme de martingale pour le �A� c���z�� b�����
processus historique � nous l��ecrirons plus tard� Rappelons que le super�
mouvement brownien �standard� correspond �a b � 
� c � �� D�une mani�ere
g�en�erale� la caract�erisation par des probl�emes de martingale s�est r�ev�el�ee
fructueuse� notamment pour identi�er le super�mouvement brownien comme
limite des syst�emes de particules en interaction �par exemple �CDP�� �DuP���
Toutefois� certaines propri�et�es du super�mouvement brownien n�ecessitent de
disposer d�une description o�u persiste une certaine notion de particules et de
leurs trajectoires� Plusieurs auteurs ont utilis�e un mod�ele non�standard� Une
alternative est le serpent brownien introduit par Le Gall que nous d�ecrivons
dans la section qui suit�

��� D�e�nition du serpent brownien

C�est l�objet central de ce m�emoire� Ce processus� introduit par Le Gall
��Lg��Lg��� et d�enomm�e par Dynkin et Kutznetsov ��DK��� permet de donner
une description continue d�un arbre de trajectoires browniennes� Le super�
mouvement brownien est une fonction de ce processus et ainsi de nombreuses
propri�et�es du super�mouvement brownien ont pu �etre obtenues � voir par
exemple �LP�� De plus les liens entre super�mouvement brownien et �equations
aux d�eriv�ees partielles se reformulent en termes de serpent brownien et des
r�esultats importants ont �et�e obtenus par ce biais � voir �Lg�� et �Ms��

Nous rappelons rapidement la d�e�nition du serpent brownien et ren�
voyons �a �Lg�� pour un traitement complet� A ce stade� nous allons nous
placer dans le cadre g�en�eral d�un espace polonais �E� dE�� Comme introduit
ci�dessus� nous notons W l�ensemble des chemins arr�et�es� c�est �a dire des
couples �w� 	�� o�u 	 � 
 est le temps de vie du chemin et w � R� � E

est une application continue� constante sur �	����� Bien souvent nous no�
tons simplement w au lieu de �w� 	�� et �ecrivons alors 	�w� ou 	w pour le
temps de vie� Nous munissons W de la distance donn�ee par dW�w�w�� �
supt�� dE�w�t�� w��t�� � j	w � 	w� j� On utilise la notation �w � w�	w� pour le
point terminal de w et  x pour le chemin de temps de vie nul constamment
�egal �a x � E� En�n� la notation w�r d�esigne le chemin de temps de vie 	w�r
tel que pour u � 
� w�r�u� � w�u� r��

Nous choisissons ensuite un d�eplacement spatial dans E selon un pro�
cessus de Markov continu de g�en�erateur A� Le serpent brownien �standard�

	



dans E� issu de  x� de d�eplacement spatial r�egi par A� est le processus de
Markov W � �Ws� s � 
� �a valeurs dans W et dont la loi est caract�eris�ee
par �

�� Le processus des temps de vie 	s � 	�Ws� est un mouvement brownien
r�e!�echi dans R��

�� Conditionnellement �a �	s� s � 
�� la loi de �Ws� s � 
� est celle d�un
processus de Markov inhomog�ene dont les noyaux de transition sont
donn�es� pour s � s�� par

� Ws��t� � Ws�t� pour tout t � m�s� s�� � infr��s�s�� 	r�

� �Ws��m�s� s�� � t�� 
 � t � 	s� �m�s� s��� est ind�ependant de Ws

conditionnellement �a Ws�m�s� s��� et a la loi du A�processus de
Markov� issu de Ws�m�s� s��� et arr�et�e au temps 	s� �m�s� s����

Cette d�e�nition de la loi conditionnelle du serpent brownien sachant son
temps de vie peut se commenter de la mani�ere informelle suivante� Un ser�
pent brownien est une trajectoire du A�processus de Markov qu�on e�ace
�a partir de son point terminal quand le temps de vie diminue et qu�on ral�
longe par un morceau ind�ependant de trajectoire du A�processus de Markov
quand le temps de vie augmente�

En faisant une hypoth�ese de r�egularit�e suppl�ementaire sur le A�processus
de Markov qui dirige le d�eplacement spatial� satisfaite par exemple pour une
di�usion� on obtient la continuit�e de �Ws�s�� � voir �Lg�� IV���

Dans ce qui suit on envisagera plusieurs variantes de la d�e�nition ci�
dessus en modi�ant la loi du temps de vie� Notamment� on consid�erera le
cas o�u le temps de vie est un mouvement brownien issu de 	� et� dans ce
cas� le serpent d�emarre en un chemin �a pr�eciser w� de temps de vie 	�� Nous
envisagerons aussi le serpent brownien dont le temps de vie est une excursion
brownienne normalis�ee �a avoir la longueur �� De l�int�er�et a �et�e port�e sur ce
cas� notamment par ce qu�il est li�e �a la mesure al�eatoire I appel�ee Integrated
Super�Brownian Excursion et qui peut �etre d�e�nie par

I�
� �

Z �

�

� �Ws� ds�

En remarquant que  x est r�egulier pour le serpent brownien �standard�� on
peut d�e�nir une mesure d�excursion Nx hors de  x� sous laquelle nous serons
souvent amen�es �a travailler� Sous Nx� le serpent brownien a un temps de vie
qui suit la mesure d�It�o des excursions positives du mouvement brownien et
la loi conditionnelle du serpent sachant son temps de vie reste celle d�ecrite
pr�ec�edemment�






Rappelons maintenant comment on peut reconstruire le super�mouvement
brownien �a partir du serpent brownien� Nous allons ici consid�erer un super�
mouvement brownien standard i�e�� dans les notations ci�dessus� un �A� z�� 
��
superprocessus� c�est �a dire que la loi de branchement est exactement critique
�de variance �nie� non spatiallement d�ependante� que le d�eplacement spa�
tial se fait dans E � R

d suivant une di�usion de g�en�erateur A� Pour la
simplicit�e nous allons traiter le cas o�u la mesure initiale est � �x� � Dans ce
cas� le super�mouvement brownien �Xt�t�� peut �etre obtenu �a partir d�un
serpent brownien �Ws�s�� issu de  x� de d�eplacement spatial associ�e �a A par
la formule

Xt�
� �
�

�

Z ���

�
dsL

t
s�	� 
� �Ws�

o�u Lts�	� d�esigne le temps local de �	�� au niveau t et �a l�instant s� et 
	� �
inf

�
s � 
�L�

s�	� � ��
�
�

��� Marginales �ni�dimensionnelles du serpent brow�

nien

Un nombre important de r�esultas parmi ceux pr�esent�es dans ce rapport
reposent� au moins partiellement� sur des calculs e�ectu�es �a partir d�une
expression explicite des densit�es marginales du serpent brownien� Pour �ecrire
de telles densit�es� il faut rappeler qu�un �echantillonage �a des dates �x�ees du
serpent revient �a consid�erer un arbre de trajectoires browniennes� Il appara�"t
une structure d�arbre qui est dict�ee par le processus des temps de vie� Sur ce
squellette de branchement s�ajoutent des d�eplacements spatiaux browniens
ou plus g�en�eralement selon une di�usion admettant pour famille de densit�es
de transition �pt��� ���� La loi des arbres �nis qui sont� comme ici� obtenus par
�echantillonage de la trajectoire brownienne est en particulier d�ecrite dans
�Lg�� ou �Lg�� chap� III� Plus g�en�eralement� l�id�ee de coder un arbre continu
�a partir d�une trajectoire brownienne a �et�e largement exploit�ee� en premier
lieu par Aldous �Al����Al����Al���

En ce qui concerne les travaux d�ecrits ici nous avons utilis�e un formalisme
de description de l�arbre de branchement qui permet une �ecriture assez com�
mode des densit�es marginales du serpent brownien� cf th� � de ��� ou th� � de
���� Nous en d�eduisons en particulier des expressions explicites des moments
de la mesure d�occupation Z�B� du bor�elien B d�e�nie par

Z�B� �
Z �

�
�B� �Ws� ds

�




o�u 
 est un temps al�eatoire �a pr�eciser� Ces expressions des moments peuvent
�etre major�ees par un processus it�eratif et donner ainsi des estimations utiles
de Z�B�� Ces r�esultats sont essentiels dans ���������������� Par ailleurs� l�ex�
pression explicite des densit�es marginales est fondamentale dans ��������

��



Chapitre �

R�esultats de mesure de

Hausdor�

��� Temps de visite d	un ensemble

Nous commen�cons par nous int�eresser aux instants de visite d�un bor�elien
�x�e H de Rd par le support d�un super�mouvement brownien standard �Yt�
c�est �a dire �a l�ensemble ft � 
� Supp�Yt� � H 	� 
g� Nous calculons la
dimension de Hausdor� de cet ensemble en fonction de la dimension de
Hausdor� de H � Nous am�eliorons ainsi un travail de Krone ��Kr�� qui donne
un r�esultat partiel dans le cas o�u H est un singleton�

Th�eor�eme � �th� � de ��� � Soit H un bor�elien non vide de Rd �d � ��
et

D �

�
�� d

�
�

dimH

�

�
�
� �

Alors� presque s�urement�

dimft� Supp�Yt��H 	� 
g � D

et� pour tout � � 
� avec probabilit�e positive�

dimft� Supp�Yt� �H 	� 
g � D � �

Un exemple montre que le r�esultat donn�e avec probabilit�e positive n�est pas
vrai en g�en�eral presque s�urement� La traduction de ce th�eor�eme en terme
de serpent revient �a �etudier f	s� �Ws � Hg� Nous construisons alors une
fonctionnelle additive A �

A��p� q�� � lim
���

Z
�p�q�

dr

Z
��dx�p��x� �Wr�

��



o�u � est une mesure port�ee par H � Ici p���� �� est une approximation de la
mesure de Dirac � nous avons simplement consid�er�e la densit�e de transition
brownienne� Le calcul montre alors que nous pouvons contr�oler l�esp�erance
de Z Z

j	s � 	tj� A�ds� A�dt�
par l��energie de � et le lemme de Frostman fournit alors une minoration
de la dimension de l�ensemble �etudi�e� La majoration de la dimension est
un peu plus technique� Un ingr�edient essentiel est une estimation du temps
d�occupation d�une boule par le serpent brownien

Z�B�x� ��� �
Z ��

�
�B�x���� �Ws� ds

qui est obtenue gr�ace au calcul des moments de cette variable �lemme 	 de
�����

Le th�eor�eme � avait d�eja �et�e prouv�e par Krone ��Kr�� dans le cas o�u H
est un singleton �en dimension � ou ��� Dans ce cas nous pouvons apporter
une am�elioration �

Th�eor�eme � �th� � de ���� Pour x � R
d et d � f�� �g� on a presque

s�urement� d�es que ft� Supp�Yt� � xg 	� 
�

dimft� Supp�Yt� � xg � �� d

�

Cela provient essentiellement du comportement local du serpent au point
terminal o�u le serpent touche x� selon un r�esultat de �Lg���

��� Un r�esultat uniforme sur l	image

Les arguments d�evelopp�es dans la preuve du th�eor�eme � conduisent ra�
pidement au r�esultat suivant sur le serpent�

Th�eor�eme � � th� �
 de ���� En dimension � �� presque s�urement� pour
tout A � dimf �Ws� s � Ag � �dimA

Gr�ace �a un petit lemme de dimension sur le mouvement brownien lin�eaire�
prouv�e en annexe dans ���� nous en d�eduisons un r�esultat sur dimf �Ws� 	s �
Bg dont la traduction en termes de super�mouvement brownien est la sui�
vante

��



Th�eor�eme � �th� � de ���� Soit �Yt�t�� super�mouvement brownien dans
R
d avec d � �� de temps d	extinction 
 � Alors� presque s�urement� pour tout

bor�elien non vide B de �
� 
�� on a

dim

��
t�B

Supp�Yt�

�
� � � � dimB

Nous retrouvons ainsi un r�esultat d�ej�a obtenu par Tribe ��Tr�� en utilisant
des techniques d�analyse non�standard�

��� Points multiples

L�image R du super�mouvement brownien �Yt� dans R
d� d�e�nie par

R �
�
���

�
t��

Supp�Yt�

a �et�e intens�ement �etudi�ee� notamment en ce qui concerne ses propri�et�es de
Hausdor�� En dimension d � �� il est bien connu que R est de mesure
de Lebesgue strictement positive� En dimension d � �� nous savons par
�DIP� que la bonne fonction de mesure de Hausdor� de R� est ���r� �
r	 log log���r�� Cela signi�e que la ���mesure de Hausdor� de R v�eri�e �
�� � m�R� � �
����� Dans �DIP� est aussi d�e�ni l�ensemble des points
k�multiples de �Yt� par

Rk �
�

I����� �Ik

k�
j��

�
t�Ij

Supp�Yt�

o�u la premi�ere r�eunion est �etendue �a I�� � � � � Ik intervalles compacts disjoints
de �
���� et il est prouv�e que cet ensemble est presque s�urement non vide
si k � d��d � ��� De plus une conjecture est �enonc�ee concernant la bonne
fonction de mesure de Hausdor�� Nous prouvons cette conjecture �

Th�eor�eme � �th� � de ���� Soit d � � et k � d��d� �� et

�k � rd�k�	�d�
�
log log

�

r

�k

Alors la �k�mesure de Rk est strictement positive et ��
nie�

En dimension critique d � �� nous donnons �egalement un r�esultat de mesure
de Hausdor� mais sans identi�er la bonne fonction de mesure de Hausdor��

��



On voit assez facilement que la preuve de ce th�eor�eme se ram�ene �a mon�
trer que �k est la bonne fonction de mesure de Hausdor� de l�intersection
des images de k serpents browniens dansRd ind�ependantsW �� � � � �W k �th��
de ����� Nous construisons alors une mesure de collision T sur Rd port�ee
par cette intersection et donnons une expression explicite des moments des
variables T �B� �pour B bor�elien de Rd�� Ce calcul repose l�expression des
marginales �ni�dimensionnelles du serpent comme �evoqu�e dans le chapitre de
pr�esentation� Une technique it�erative permet alors de majorer les moments
de T �B� et cela conduit ensuite �a ce que T et la �k�mesure de Hausdor�
soient comparables� �a des constantes multiplicatives pr�es�

Notons que le th�eor�eme ci�dessus est aussi valable dans le cas k � �
et fournit ainsi une nouvelle preuve de la fonction de mesure de l�image en
dimension d � �� comme �enonc�e dans �DIP��

��� Points de collision

Les r�esultats obtenus dans l��etude des points multiples peuvent aussi
s�appliquer aux points de collision de k super�mouvements browniens ind�ependants
Y �� � � � � Y k dansRd� d � �� Nous d�e�nissons le graphe d�un super�mouvement
brownien par

G�Y � �
�
���

�
t��
ftg � Supp�Yt�

Par �BEP� nous savons que G�Y ���� � ��G�Y k� est non vide presque s�urement
si et seulement si � � d � k�� � d� � 
 c�est �a dire par exemple si d � �
quand k � �� Nous montrons alors dans ce cas la positivit�e de la mesure de
Hausdor� de cet ensemble� pour la fonction de Hausdor�

h�r� � r��d�k���d�
�
log log

�

r

�k

Voir le th� � de ���� Nous am�eliorons ainsi le r�esultat donn�e dans �BEP�� Nous
conjecturons que h est la bonne fonction de mesure de Hausdor�� Dans cette
�etude� pour tenir compte d�une homog�en�eit�e di��erente en temps et espace�
il faut prendre une d�e�nition sp�eciale de la mesure de Hausdor�� comme
expliqu�e dans �BEP��

��



Chapitre �

Grandes d�eviations

��� Obtention d	un principe de grandes d�eviations

Un des th�eor�emes de grandes d�eviations les plus connus est certainement
le th�eor�eme de Schilder� Il a#rme que si �Bt�t������ un mouvement brownien

dans Rd alors la loi de ��Bt�t������ satisfait un principe de grandes d�eviations
de vitesse ��� et de fonction de taux donn�ee par

I��� �
�

�

Z �

�
j $��s�j� ds

si ��t� �
R t
� $��s� ds avec $� � L���
� ��� et par I��� � �� sinon� Cela

signi�e que pour A 
 C��
� ���Rd� ouvert pour la topologie de la convergence
uniforme�

lim inf
���

�� ln P���Bt� � A� � � inffI���� � � Ag

et que� pour A 
 C��
� ���Rd� ferm�e�

lim sup
���

�� ln P���Bt� � A� � � inffI���� � � Ag�

Rappelons que la repr�esentation ��t� �
R t
� $��s� ds est possible si et seule�

ment si � est une fonction absolument continue au sens o�u� pour tout � � 
� il
existe � � 
 tel que� pour tout n � � et tous 
 � a� � b� � � � � � an � bn � �
satisfaisant

Pn
i�� jbi � aij � �� on a

Pn
i�� jf�bi�� f�ai�j � ��

Nous proposons de donner un principe de grandes d�eviations pour le
serpent brownien� Le serpent brownien que nous consid�erons maintenant a
un temps de vie qui est une excursion brownienne normalis�ee ��a avoir la
longueur �� et le d�eplacement spatial est le mouvement brownien dans Rd�

��



Commencons par quelques estimations tr�es grossi�eres de la probabilit�e d�un
�ev�enement de grandes d�eviations au sens le plus litt�eral du terme� �a savoir

P
h
sups������ jWs�	s�j � R

i
� Nous savons par le th�eor�eme de Schilder et dans

un langage informel� que si �B�s�� est un mouvement brownien dans Rd

P

�
sup

s����T �
jB�s�j � R

	
� exp�R

�

�T
�

Ainsi il n�est pas d�eraisonable de penser que

P

�
sup
s������

jWs�	s�j � R



 sup
s������

j	sj � R�

	
� exp�c R

�

R�

puisque nous avons a�aire �a un arbre de trajectoires browniennes de dur�ees
de vie de l�ordre de R�� Comme le temps de vie ob�eit au m�eme genre d�es�
timation �

P

�
sup
s������

j	sj � R�

	
� exp�cR��

on peut penser que

P

�
sup
s������

jWs�	s�j � R

	
� exp�c

�
R�

R�
�R��

�
�

L�ordre minimal de �R��R���R�� est atteint pour ��� � �� i�e� � � ����
Ainsi on est amen�e �a formuler un principe de grandes d�eviations pour la

loi de �
��Ws�	s�� �

�	
 	s�� s � �
� ��
�

quand � tend vers 
� On consid�ere l�ensemble E des fonctions s � �Us� �s�
de �
� �� dans W c�est �a dire que �s � 
 et Us est une fonction continue
sur �
���� �a valeurs dans Rd constante apr�es �s et on demande en plus �a
ces fonctions d�avoir la �propri�et�e de serpent� au sens suivant �� � �� � 
�
Us�
� � 
 pour tout s � �
� �� et pour tous 
 � s � t � �� tout u � inf �s�t� ��
Ut�u� � Us�u�� La topologie mise sur E est la topologie de la conver�
gence uniforme� W �etant pour sa part muni de sa topologie usuelle d�ecrite
pr�ec�edemment�

Th�eor�eme � �th� � de ���� La loi de
�
��Ws�	s�� ��	
 	s�� s � �
� ��

�
satis�

fait quand � tend vers � un principe de grandes d�eviations de vitesse �		
 et
de bonne fonction de taux J donn�ee par la formule

J�T� �� �
�

�

Z �

�
$��s ds�

�

�

Z �

�

j $Tsj�
j $�sj ds

��



quand Ts � Us��s� avec �U� �� � E et qu	en plus s � �s et s � Ts sont
absolument continues et on pose J�T� �� � �� si les conditions pr�ec�edentes
sur �T� �� ne sont pas r�eunies�

Ce th�eor�eme signi�e que

� pour tout L � �
����� l�ensemble J����L����� est compact�

� pour tout ouvert % de E �
lim inf
���

�		
 ln P
h
�� �Ws� �

�	
	s�s������ � f�Us��s�� �s�s������� �U� �� � %g
i
� � inf

�
J

� pour tout ferm�e K de E �
lim sup

���
�		
 ln P

h
�� �Ws� �

�	
	s�s������ � f�Us��s�� �s�s������� �U� �� � Kg
i
� � inf

K
J�

Nous allons d�ecrire bri�evement le sch�ema de la preuve� Nous commen�cons
par donner un principe de grandes d�eviations pour les marginales �ni�dimen�
sionnelles du processus consid�er�e� c�est �a dire

�� �Wu� � � � � � �
�Wun � �

�	
 	u� � � � � � �
�	
 	un�

o�u 
 � u� � � � � � un � � sont �x�es� Toutefois� la loi du serpent brownien
est telle qu�il est plus commode de faire intervenir simultan�ement les points
de branchement et de regarder

�� �Wu� � � � � � �
�Wun � �

�	
 	u� � � � � � �
�	
 	un �

��	
 	m�
� � � � � ��	
 	mn�� � �

�Wm�
� � � � � � �Wmn���

o�u mi est l�unique instant tel que 	mi � inf �ui�ui��� 	� La densit�e de ce ��n�
���uple peut parfaitement �etre explicit�ee� Cette expression conduit� par une
application de la traditionelle m�ethode de Laplace� �a une fonction de taux

I
�y�� � � � � yn� ��� � � � � �n� ��� � � � � �n��� z�� � � � � zn���

�
���
� u�

�
n��X
i��

��i � �i�� � ��i��

� �ui�� � ui�
�

n��X
i��

jzi � za�i�j�
� ��i � �a�i��

�
nX
i��

jyi � zva�i�j�
� ��i � �va�i��

si 
 � �i � �i � �i�� pour tout i et �� sinon� Dans cette �ecriture� a et v
sont des fonctions descriptives de l�arbre binaire engendr�e par les trajectoires
Wu� � � � � �Wun � cf section � de ����

L��etape suivante est la preuve de la tension exponentielle du processus
��� �Ws� �

�	
	s�� s � �
� ��� puis nous montrons comment le principe de grandes
d�eviations pour les marginales �ni�dimensionnelles conduit au r�esultat global
avec la fonction de taux pr�ecis�ee�

�	



��� Application aux grandes d�eviations du sup�

port

Une premi�ere application est l�estimation de la probabilit�e que le ser�
pent brownien sorte d�une �grosse boule�� Nous supposons toujours que
�Ws�s������ est un serpent brownien dont le temps de vie est une excursion
brownienne normalis�ee et le d�eplacement spatial un mouvement brownien
dans Rd�

Proposition 
 �prop� �� de ���� Quand R� ���

lim
���

�		
 ln P

�
sup

��s��
jWs�	s�j � �

�

	
� ��

�
�

Ce r�esultat s�applique en particulier au support de l�ISE� Integrated Super�
Brownian Excursion dont nous rappelons la d�e�nition en fonction du serpent
�etudi�e �

I�
� �
Z �

�

�Ws�	s�� ds

Cette mesure al�eatoire sur Rd d�ecrite par Aldous comme un mod�ele fon�
damental de r�epartition de masse ��Al��� a un support qui est pr�ecis�ement
l�ensemble des valeurs prises par le point terminal du serpent� Elle s�obtient
en particulier comme limite en grande dimension d�arbres uniformes sur un
r�eseau ��DS���

Nous donnons une seconde application qui a d�ej�a �et�e prouv�ee par �DZ�� ce
r�esultat �etant d�ailleurs ce qui a suscit�e ma recherche du principe de grandes
d�eviations sous�jacent�

Th�eor�eme � �th� �� de ���� Soit n boules disjointes B�x�� ��� � � � �B�xn� ��
dans Rd de rayon � � 
� On note ST ��x� l	in
mum de la somme des lon�
gueurs des c�ot�es des arbres binaires dans Rd qui intersectent les n boules

x�ees appel�ee distance de Steiner� Alors

lim
���

�		
 ln P ��i� f�Ws�	s�� s � �
� ��g � B�xi� �� 	� 
� � ��

�

�
ST ��x�

� �

� �

��� Lois du logarithme it�er�e

Nous revenons maintenant �a un serpent brownien dont le temps de vie
est simplement un mouvement brownien r�e!�echi� Le d�eplacement spatial
est un mouvement brownien dans Rd� issu de 
� Les m�ethodes utilis�ees

�




pr�ec�edemment quand le temps de vie �etait une excursion browniene nor�
malis�ee s�appliquent aussi sans di#cult�e �a ce cadre� En particulier il est
facile d��ecrire un principe de grandes d�eviations pour les marginales �ni�
dimensionnelles de ��� �Ws� �

�	
	s�� et d�en d�eduire l�estimation suivante �th� �
de ���� �

lim
A���

�

A		

ln P

�
sup
s������

j �Wsj � A

	
� �� ����	


Ces estimations conduisent� via un lemme de Borel�Cantelli pour des �ev�enements
corr�el�es� aux lois du logarithme it�er�e suivantes�

Th�eor�eme � �th� � et � de ��� � Soit h�s� � s�		 �ln ln s�
		� Alors� presque
s�urement�

lim sup
s���

j �Wsj
h�s�

� ��		 � ��
		

Soit ��s� � s�		 �ln ln���s��
		� Alors� presque s�urement�

lim sup
s��

j �Wsj
��s�

� ��		 � ��
		

Il est surprenant de constater que d�apr�es �CC�� une loi du logarithme it�er�e
totalement similaire est v�eri��ee pour le brownien it�er�e� Dans ce mod�ele�
une trajectoire brownienne �Bt� dans Rd est parcourue selon un brownien
r�e!�echi lin�eaire 	t c�est �a dire que l�on consid�ere �B�t�� Ce mod�ele semble
bien di��erent du serpent brownien o�u les accroissements du temps de vie
se r�epercutent spatialement en une prolongation par un nouveau morceau
ind�ependant du pass�e alors que� dans le cas du brownien it�er�e� c�est toujours
la m�eme trajectoire spatiale qui est parcourue�

�




Chapitre �

Calcul stochastique pour le

serpent

Ce chapitre r�esume les resultats obtenus dans ��� qui d�eveloppe quelques
outils de calcul stochastique relativement au serpent brownien comme l�ex�
pression du g�en�erateur� la d�e�nition en probl�eme de martingale� une formule
de type It�o� Comme application� nous montrons comment utiliser ces outils
pour retrouver le probl�eme de martingale pour le super�mouvement brow�
nien ou plus g�en�eralement un �A� c z�� b��super�processus�

��� G�en�erateur du serpent brownien

Dans cette section� nous voulons d�ecrire le g�en�erateur in�nit�esimal G du
serpent brownien qui est un processus de Markov homog�ene dans l�espaceW
des chemins arr�et�es� Nous consid�erons ici le serpent brownien standard� c�est
�a dire dont le temps de vie est un mouvement brownien r�e!�echi et dont le
d�eplacement spatial est r�egi par un certain processus de Markov homog�ene
dans Rd de g�en�erateurA� L�exemple le plus simple d�un processus de Markov
dans W est le processus dit �du A�chemin�� Un tel processus d�emarrant en
w � W � est tel qu�au temps s � 
� on a 	s � 	w � s� W��w

s � w et la loi
�Ws�	w � u�� u � �
� s�� est celle du processus de Markov de g�en�erateur A
issu �w� Nous noterons L son g�en�erateur� Par exemple si F �w� � h�	� �w� o�u

h � R��Rd� R est une fonction born�ee telle que
�



t � A

�
h existe et est

born�ee� alors

LF �w� �

�
�

�t
�A

�
h�	� �w��

��



Si F est donn�ee par F �w� �
R �
� g�w�r� dr o�u g �W � R est continue� alors

LF �w� � g�w�� Pour le calcul du g�en�erateur G du serpent brownien� nous
utilisons l�ensemble D des fonctions F �W � R donn�ees par

F �w� �
Z ��w�

�
g�w�r� dr�

o�u g � W � R est dans le domaine de L avec g et Lg born�ees�

Th�eor�eme �
 �th� � de �
�� Soit F � D et w � W avec 	�w� � 
� Alors

GF �w� � lim
s��

�

s
�Ew �F �Ws��� F �w�� �

�

�
Lg�w��

Le r�esultat est aussi valable si 	�w� � 
 et g�w��� � 
�

��� Probl
eme de martingale pour le serpent brow�

nien et formule d	It�o

Il r�esulte du calcul pr�ec�edent de g�en�erateur que� pour tout F � D� le
processus

Ms�F � � F �Ws�� F �W��� �

�

Z s

�
Lg�Wr� dr

est une martingale dans la �ltration �Fs� engendr�ee par le serpent� Nous
pouvons �enoncer un probl�eme de martingale pour le serpent� Nous noterons�
pour x � Rd�Wx l�ensemble des chemins qui d�emarrent en x etDx l�ensemble
des fonctions

F � w�
Z �

�
g�w�r� dr � D avec g� x� � 
�

Th�eor�eme �� �th�� de �
�� Soit w � W et x � w�
�� Le serpent brownien
issu de w est l	unique processus �Ws� s � 
� �a valeurs dans Wx solution du
probl�eme de martingale suivant �

W� � w�� �F � Dx� M�F �s � F �Ws�� �

�

Z s

�
Lg�Wr� dr

est une martingale de variation quadratique

� M�F � �s�
Z s

�
g��Wr� dr�

��



Nous donnons ensuite une repr�esentation des martingales M�F � inter�
venant dans ce probl�eme de martingale et obtenons une formule de type
It�o�

Th�eor�eme �� �th�� de �
�� Soit F � D et w � W� Alors le serpent brow�
nien �Ws� s � 
� issu de w v�eri
e� pour tout s � 
�

F �Ws� � F �W�� �

Z s

�
g�Wr� d	r �

�

�

Z s

�
Lg�Wr� dr�

��� Lien avec le probl
eme de martingale du super�

mouvement brownien standard

A titre d�application de la formule d�It�o obtenue pr�ec�edement nous don�
nons une nouvelle preuve de la repr�esentation du super�mouvement brownien
�a l�aide du serpent brownien� Nous avons explicit�e cette repr�esentation �a la
section ���� Nous allons l��ecrire ici en termes de processus historique � nous
consid�erons le processus �a valeurs dans MF �W� donn�e� pour g � W � R�

mesurable� par

Ht�g� �
Z ��

�
dsL

t
s�	� g�Ws�

o�u �Ws� est un serpent brownien issu d�un certain  x et 
� est le temps
d�atteinte de � par le temps local au niveau 
 du temps de vie brownien
r�e!�echi �	s�� Nous adoptons ici la d�e�nition choisie dans ��� pour simpli�er
les �ecritures� Elle di��ere simplement d�un facteur � de la d�e�nition classique
donn�ee dans la section ���� Alors �Ht� est le processus historique du super�
mouvement brownien ��a la petite renormalisation ci�dessus pr�es�� Dans les
notations de la section ��� c�est le �A� � z�� 
��processus historique� c�est �a
dire l�unique solution �a valeur initiale �x�ee du probl�eme de martingale qui
s�exprime comme suit � pour toute fonction g � W � R� dans le domaine
de L avec g et Lg born�ees�

Mt�g� � Ht�g��H��g��
Z t

�
dsHs�Lg�� t � 


est une martingale de variation quadratique

hM�g�it � �
Z t

�
dsHs�g

���

Ce r�esultat est prouv�e dans �Lg�� en comparant un mod�ele discret qui ap�
proxime le serpent brownien et l�arbre des trajectoires des particules qui ap�
proximent le super�mouvement brownien� Nous donnons dans ��� une preuve

��



bas�ee sur le calcul stochastique� L�id�ee est d�utiliser la formule d�It�o du
th�eor�eme �� pour des fonctions F� appropri�ees et de faire appara�"tre ainsi
Mt�g� sous la forme

Mt�g� � �
Z ��

�
����t��	s� g�Ws� d	s

dont nous prouvons le caract�ere martingale en la variable t�
Nous pouvons �etendre le champ d�application du serpent brownien �a la

construction du �A� c��� z�� b�����super�processus� C�est l�objet de la section
suivante�

��� Construction du �A� c z�� b��super�processus

Rappelons que le �A� c��� � z�� b�����processus historique est la solution
�Zt� �a valeurs dans MF �W� du probl�eme de martingale PM�b� c� suivant �
pour tout � � W � R born�ee dans le domaine de L�

Mt��� � Zt����
Z t

�
ds �Zs� L���

Z t

�
ds Zs�b c ��� t � 


�����

est une martingale de variation quadratique

hM���it � �
Z t

�
ds Zs�c �

��� �����

Nous pouvons obtenir un tel processus �a partir du serpent brownien de la
fa�con suivante� Nous suivons les directions donn�ees par �Wt�� et �Wt��� Nous
commen�cons par e�ectuer un changement de temps sur chaque trajectoire
du serpent� On pose� pour w � W �


�w� s� �

Z s

�

dr

c�w�r��

On consid�ere alors un serpent brownien �		s �W 	
s � dont le d�eplacement spatial

est le processus de Markov de g�en�erateur �
c A� On pose alors

	s � 
�W 	
s � 	

	
s �� Ws � W 	

s � 
���W 	
s � ���

En utilisant la formule d�It�o �enonc�ee pr�ec�edemment� il est facile d�identi�er
la loi de ce processus � P��c dans la prop� �� de ����� On introduit alors les
temps locaux du temps de vie�

Lts�	� � lim
���

�

�

Z s

�
�f�r��t�t���g dh	ir�

��



et le processus �a valeurs dansMF �W� d�e�ni� sur une fonction test F �W �
R born�ee� par

Ht�F � �

Z ��

�
dLts�	� c�

�Ws� F �Ws�

o�u


� � inffs� �
Z s

�
dL�

r�	� c�
�Wr� � �g

Alors celui�ci est un �A� c � z�� 
��processus historique identi��e comme solu�
tion du probl�eme de martingale PM�
� c�� explicit�e ci�dessus�

Pour faire intervenir le param�etre b qui appara�"t dans PM�b�c� nous mo�
di�ons le serpent brownien en faisant subir une d�erive �a son temps de vie�
Comme ce sujet est le th�eme du prochain chapitre� nous ne d�etaillons pas ici�
Nous renvoyons le lecteur �a la prop� �� de ��� qui pr�ecise la loi du serpent ob�
tenu ainsi et au th� �� de ��� qui montre qu�on obtient alors comme processus
historique une solution de PM�b�c�� c�est �a dire le �A� c��� � z�� b�����super�
processus�

L�id�ee de transformer les trajectoires du serpent brownien par des chan�
gements de temps sophistiqu�es a �et�e d�evelopp�ee par �DD�� Ils en d�eduisent
des super�processus en int�egrant par rapport au temps local selon une courbe
al�eatoire et donnent un probl�eme de martingale v�eri��e par ces super�processus
�avec interactions��

��



Chapitre �

Serpent avec d�erive �

repr�esentation et utilisation

��� D�e�nition du serpent avec d�erive

Le serpent brownien avec d�erive b �W � R di��ere du serpent brownien
standard par le fait que son temps de vie �	s� est non pas un mouvement
brownien r�e!�echi mais un mouvement brownien avec d�erive� toujours r�e!�echi
en 
� c�est �a dire que sur f	s � 
g� on a l��equation

d	s � d�s � b�Ws� ds

o�u ��s� est un mouvement brownien� Comme on autorise le terme de d�erive
�b�Ws� ds �a d�ependre de la trajectoire spatiale� il ne para�"t possible de
construire d�abord le temps de vie puis de rajouter le d�eplacement spatial�

On peut d�e�nir le b�serpent brownien �issu de w� et de d�eplacement
spatial de g�en�erateur A� comme la solution �Ws� du probl�eme de martingale
suivant � W� � w� et� en suivant les notations du chapitre pr�ec�edent� pour
toute

F �

�
w ��

Z �

�
g�w�r� dr

�
� Dx�

M�F �s � F �Ws�� �

�

Z s

�
Lg�Wr� dr�

Z s

�
b�Wr� g�Wr� dr

est une martingale de variation quadratique

� M�F � �s�
Z s

�
g��Wr� dr�

��



Pour montrer que ce probl�eme de martingale admet une solution unique�
il est naturel d�utiliser le th�eor�eme de Girsanov� Si Pw d�esigne la loi du
serpent brownien standard� issu de w� on veut d�e�nir des lois Pbw �w � W�
sur l�espace canonique C��
�����W� par �

dPbw
dPw





Fs

� exp

�
�
Z s

�
b�Wr� d�r � �

�

Z s

�
b��Wr� dr

�

o�u maintenant �Ws�s�� d�esigne le processus canonique� Fs � ��Wu� u � s��
et � est le mouvement brownien qui appara�"t dans la repr�esentation de
Tanaka 	s � �s � �

��
�
s�	�� Cette d�e�nition est licite si la martingale locale

exponentielle qui apparait au membre de droite est une martingale� c�est �a
dire a l�esp�erance � pour tout s� Nous devons �a ce point faire une hypoth�ese
sur b� Nous supposerons comme dans �	� que b est born�ee� D�autres conditions
su#santes peuvent �etre formul�ees comme dans la proposition �� de ��� en
utilisant les crit�eres de Kazamaki et Novikov�

��� Repr�esentations du serpent avec d�erive

Nous donnons dans �	� diverses repr�esentations du b�serpent� Pour la
premi�ere de ces repr�esentations nous supposerons que b est positive et du
type b�w� � �b� �w�� On part d�un serpent brownien �  Ws�s�� standard au
sens o�u son temps de vie est un mouvement brownien r�e!�echi mais avec
un d�eplacement spatial dirig�e par le processus de Markov de g�en�erateur A�
tu�e selon le taux � b� c�est �a dire que le d�eplacement spatial a maintenant
lieu dans Rd auquel on a rajout�e un point cimeti�ere �� On e�ace alors les
intervalles de temps o�u le point terminal du serpent est au point cimeti�ere�
On pose

As � inffr�
Z r

�
du �f 
Wu�
�u� 
�
g � sg et Ws �  WAs

alors �Ws�s�� est le b�serpent �th�� de �	��� Ainsi le meurtre spatial se traduit
par une d�erive sur le temps de vie�

Pour la seconde repr�esentation du b�serpent nous supposons que b est
continue et positive� L�id�ee est d��elaguer� de fa�con poissonnienne� l�arbre
associ�e au processus des temps de vie� Plus pr�ecis�ement� on part l�a encore
d�un serpent brownien standard �  Ws� de temps de vie � 	s� mouvement brow�
nien r�e!�echi et de d�eplacement spatial dans Rd gouvern�e par le processus de
Markov de g�en�erateur A� On d�e�nit l��epigraphe de � 	s� par

& � f�s� t� � �
����� �
����� t �  	sg�

��



Chaque �s� t� � & d�etermine une excursion du processus des temps de vie
� 	s�s�� au dessus du niveau t et contenant le temps s� Cette excursion est
���s� t�� ��s� t�� avec les notations �

��s� t� � supfs� � s�  	s� � tg et ��s� t� � inffs� � s�  	s� � tg�

On d�e�nit une mesure ponctuelle al�eatoire N dont la loi conditionnelle sa�
chant �  Ws�  	s�s�� est une mesure de Poisson

N �ds dt� �
X
i

��si�ti��ds dt�

sur �
����� �
���� d�intensit�e

���s� t�
� b�  W�t

s �

��s� t�� ��s� t�
ds dt�

On rappelle que� pour w � W � la notation w�t d�esigne le chemin arr�et�e
w�� � t� de temps de vie 	�w� � t� Ensuite on e�ace les branches qui cor�
respondent aux sous�excursions bas�ees sur les intervalles ���si� ti�� ��si� ti��
associ�es aux atomes de la mesure de Poisson� Ces intervalles �etant loin d��etre
disjoints� cet ��elagage� est tr�es redondant� Formellement� tout cela consiste
en un changement de temps� En notant Leb la mesure de Lebesgue et ���c le
compl�ementaire� on pose

Cs � Leb

�
�
� s��

��
i

���si� ti�� ��si� ti��

�
c
	
�

As � inffr� Cr � sg� Ws �  WAs

Alors �Ws�s�� est un b�serpent �th � de �	��� Notons� �a titre de corollaire�
qu�en oubliant toute notion de d�eplacement spatial ce r�esultat peut �etre
vu comme le moyen de faire appara�"tre �par e�acement� une d�erive sur un
mouvement brownien�

Une troisi�eme approche du b�serpent est l�approximation par des mod�eles
discrets� Par le tr�es c�el�ebre th�eor�eme de Donsker� le mouvement brownien
r�e!�echi est la limite quand N � �� d�une marche al�eatoire non biais�ee
r�e!�echie et r�e�echelonn�ee par un facteur ��N en abscisse et ��

p
N en or�

donn�ee� Ceci s�applique bien�s�ur au temps de vie du serpent brownien� Il
n�est donc pas surprenant que le serpent brownien soit la limite quand
N � �� d�une suite de �serpents discrets� standard �WN

t �t�� qui sont
tels que � le temps de vie �	Nt �t� �

N
N

est une marche al�eatoire sur �p
N
N�

�	



r�e!�echie en 
� ce temps de vie est a#ne entre deux temps cons�ecutifs de
�
NN et� en�n� la loi conditionnelle de �WN

t �t�� sachant �	Nt �t�� est celle du
serpent brownien standard� De fa�con identique� le b�serpent �Wt�t�� peut
�etre obtenu comme la limite quand N � �� d�une suite de �b�serpents dis�
crets� �WN

t �t�� qui sont tels que � le temps de vie �	Nt �t� �
N
N
est une marche

al�eatoire biais�ee selon b c�est �a dire que les probabilit�es de mont�ee ou de des�
cente au temps t � �

NN sont donn�ees respectivement par �
���� �p

N
b�WN

t ��

et �
��� �

�p
N
b�WN

t ��� C�est la proposition � de �	��

Nous pouvons interpr�eter ce r�esultat en termes d��elagage poissonien
comme �evoqu�e pr�ec�edemment� Par souci de simplicit�e� supposons que b est
constant et raisonnons sur les mod�eles discrets approximant� Un serpent dis�
cret standard est associ�e canoniquement �a un arbre de Galton�Watson de
loi de reproduction g�eom�etrique de param�etre �'�� au sens o�u son temps de
vie est le processus de contour d�un tel arbre� L��elagage poissonien dont il
est question pr�ec�edemment consiste �a faire une percolation sur cet arbre de
Galton�Watson et �a regarder l�arbre associ�e �a la composante connexe de la
racine� Il s�agit encore d�un arbre de Galton�Watson g�eom�etrique mais avec
un param�etre qui n�est plus �'� et le processus de contour devient biais�e�

En r�esum�e�

Th�eor�eme �� �th� ����� de ���� Selon les proc�edures d�etaill�ees ci�dessus
le b�serpent peut s	obtenir

� �a partir d	un serpent brownien standard dont le d�eplacement spatial
est tu�e selon b

� par �elagage poissonien du temps de vie d	un serpent brownien standard

� comme limite de serpents discrets 
biais�es�

��� Obtention d	une e�d�p�

La repr�esentation de certaines e�d�p� semi�lin�eaires du type �u � u�

par le super�mouvement brownien ou de fa�con �equivalente par le serpent
brownien est l�objet d�une abondante litt�erature� voir �Lg�� et �Ms� pour
un traitement centr�e sur le serpent brownien ou les nombreux travaux de
Dynkin et Kuznetsov�

Dans ces liens avec les e�d�p� un objet central est celui de mesure de
sortie� Pour D ouvert connexe born�e de Rd� le temps local de sortie de D
pour le serpent brownien standard �Ws� est d�e�ni par

LDs � lim
���

�

�

Z s

�
�f��Wu���u���Wu���gdu

�




o�u �w � W � 
�w� � infft � 
� wt 	� Dg avec la convention inf 
 � ���
Les solutions positives de �u � � u� dans D avec diverses conditions aux
fronti�eres �nies ou in�nies s�expriment alors �a l�aide de la mesure de sortie
XD d�e�nie par

XD��� �
Z �

�
�� �Ws� dL

D
s �

Ces objets peuvent encore �etre d�e�nis si on remplace le serpent brownien
standard par le b�serpent et on prouve le r�esultat suivant�

Proposition �� �prop� 
 de ���� Pour D domaine born�e r�egulier de Rd�
b � D � R� continue et Nx d�esignant la mesure d	excursion d	un  b�serpent
issu de x� o�u  b�w� � b� �w�� on pose

u��x� � Nx

h
�� exp

�
�XD�f�

�i
�

u��x� � Nx

h
XD 	� 


i
�

u
�x� � Nx

h
f �Ws� s � 
g �Dc 	� 


i
�

Alors les fonctions u�� u�� u
 sont des solutions positives de �u � � u���b u
dans D� La fonction u� satisfait la condition fronti�ere

lim
x�y� x�D

u��x� � f�y�� y � �D

Les fonctions u� et u
 satisfont la condition aux limites in
nie

lim
x�y� x�D

ui�x� � ��� y � �D� i � f�� �g

et elles sont les solutions respectivement minimale et maximale avec cette
condition aux limites in
nie�

��� Serpent de Poisson et fragmentation

Il est possible de consid�erer un serpent brownien dont le d�eplacement
spatial est un processus de Poisson de param�etre � � 
� le temps de vie
restant brownien� dans notre cas une excursion brownienne normalis�ee� Nous
avions pour le moment consid�er�e des d�eplacements spatiaux continus� mais
la d�e�nition d�un serpent brownien avec ce type de d�eplacement spatial est
�egalement possible� voir �Lg�� chap��� Cet objet a �et�e consid�er�e par �Wa�
et �Wt�� et appel�e serpent de Poisson� Nous utilisons une famille de tels
serpents de Poisson en faisant varier la valeur du param�etre �� Pour �etre plus

�




pr�ecis� nous faisons une construction coh�erente de ces di��erents serpents de
Poisson pour que l�augmentation du param�etre � consiste sur ces serpents en
l�ajout de sauts suppl�ementaires sur les processus de Poisson qui constituent
le d�eplacement spatial�

Th�eor�eme �� �th� � de ���� On peut construire une famille �	s� N
�
s �u�� u� s �


� � � 
� de fa�con que �

� �	s� s � 
� est une excursion brownienne normalis�ee

� Pour tout � � 
 �N�
s � s � 
� est un processus de trajectoires arr�et�ees

selon le temps de vie �	s� s � 
�� ayant la propri�et�e de serpent

� Pour tous s � 
� � � 
� �N�
s �u�� u � 
� est un processus de Poisson

d	intensit�e ���

� Pour 
 � � � � et s � 
� les instants de saut de N�
s ��� sont des

instants de saut de N�
s ��� et N�

s ����N�
s ��� est ind�ependant de N�

s ���
Alors cette famille de serpents de Poisson permet de d�e�nir un processus

de fragmentation� Les processus de fragmentation ont �et�e �etudi�es en pro�
fondeur ces derni�eres ann�ees� notamment par Bertoin� voir par exemple �Be�
pour le type fragmentation concern�e par notre travail� De mani�ere infor�
melle� un processus de fragmentation est un processus de Markov qui d�ecrit
la fa�con dont une masse se casse en petits morceaux� en satisfaisant une
propri�et�e d�ind�ependance dans la d�esagr�egation des di��erents fragments et�
dans notre cas� une propri�et�e d�auto�similarit�e au sens o�u chaque fragment
cr�e�e se d�esagr�ege de la m�eme fa�con que le processus initial� �a une multipli�
cation pr�es du taux de d�esagr�egation�

Le processus de fragmentation que nous obtenons est celui d�ecrit par
Aldous et Pitman ��AP�� comme processus dual de la coalescence additive�
Ils proc�edent par fragmentation poissonienne de l�arbre continu d�Aldous�
Notre mod�ele de serpent de Poisson est en fait une reformulation� avec un
formalisme assez di��erent du travail d�Aldous et Pitman� L�int�er�et de notre
approche est de permettre l�utilisation des r�esultats donn�es sur le serpent
pour obtenir une description de cette fragmentation� alors que les preuves
d�Aldous et Pitman consistent �a se ramener aux arbres �nis�

De fa�con plus pr�ecise� nous d�e�nissons un processus �F ���� � � 
�
�a valeurs dans S l�ensemble des suites d�ecroissantes positives de somme
� �� On pose F �
� � ��� 
� � � ��� Pour tout � � 
 on introduit la relation
d��equivalence R� sur �
� �� donn�ee par

uR�v ��
�
�N�
u � �N�

v � �N�
s for all s � �u� v�

�
�

Alors F ��� est d�e�ni comme la suite d�ecroissante des longueurs des classes
d��equivalence de R��

��



Proposition �� �th� � de ���� �F ���� � � 
� est une fragmentation auto�
similaire d	indice ��� c	est �a dire que �F ���� est un processus de Markov
�a valeurs dans S tel que� si p� d�esigne la loi de F ���� pour 
 � � � ��
la loi conditionnelle F ��� sachant F ��� � s � �s�� s�� � � �� est la loi du
r�earragement d�ecroissant de

S
i�� siFi o�u les Fi sont des variables ind�ependantes

�a valeurs dans S et de lois respectives p
����� s���i

�

Dans notre mod�ele� les propri�et�es d�auto�similarit�e d�ecoulent des propri�et�es
des accroissements du mouvement brownien et du processus de Poisson�
L�indice �'� correspond �a l�indice de changement d��echelle du mouvement
brownien�

Comme il est prouv�e dans �Be�� une telle fragmentation auto�similaire
d�indice �'� est d�etermin�ee par � param�etres � le coe#cient d��erosion qui
d�ecrit l��erosion continue de masse et qui est nul ici et la mesure de frag�
mentation � qui d�ecrit comment un fragment se brise� Dans notre cas� cela
correspond �a un nouvel atome du processus de Poisson et cela conduit �a la
dislocation d�une masse en deux masses� c�est �a dire que la fragmentation est
binaire� Alors d�apr�es �Be�� on peut caract�eriser la fragmentation en donnant
la loi d�un �fragment marqu�e� ce qui� dans notre cas� consiste �a choisir U
uniforme sur �
��� et �a regarder la loi de

�U��� � Leb �fs� sR�Ug� �

Proposition �
 �prop� � de ���� ��U���� a m�eme loi que ����� � ����
o�u ���� est un subordinateur stable d	indice ����

Ce r�esultat est essentiellement le th�eor�eme � de �AP�� Voir aussi la �n de �Be��
Toutefois nous donnons une preuve compl�etement di��erente� Nous montrons
d�abord que ce processus a m�eme loi que si U est identiquement nul� c�est
une propri�et�e de d�eplacement de la racine� Alors les r�esultats sur le meurtre
donn�es dans �	� et d�ecrits dans ce chapitre entrainent que le processus �etudi�e
a m�eme loi que �e�s�� � s� s � 
� arr�et�e au premier retour en z�ero� o�u e a
la loi de l�excursion brownienne normalis�ee et le r�esultat en d�ecoule�

A titre d�application de notre repr�esentation nous donnons un calcul
direct de la mesure de dislocation �� Nous prouvons qu�elle est donn�ee par

Z
F �s�� ��ds� �

Z �

�	�

dzp
�� z
	� ��� z�
	�

F �z�

Dans notre mod�ele cela se ram�ene au calcul de la longueur de la sous�
excursion du temps de vie au�dessus du niveau t et qui contient le temps s
o�u �s� t� est distribu�e al�eatoirement�

��



Chapitre �

Conditionnements du

super�mouvement brownien


�� Super�mouvement brownien conditionn�e 
a ne

pas mourir

Pour �Yt�t�� super�mouvement brownien issu de � sous P�� l��ev�enement
f�t � 
� Yt 	� 
g est de probabilit�e nulle mais la loi  P du super�mouvement
brownien conditionn�e �a ne pas mourir a �et�e d�e�nie ��EP�� au sens o�u� pour
tout T � 
 et toute ( � %� �
���� continue et ��Ys� s � T ��mesurable�

 P �(� � lim
H���

P��(jYH 	� 
��

Une repr�esentation de cette loi a �et�e donn�ee dans �Ev�� en faisant intervenir
notamment la contribution d�une particule immortelle� L�usage du serpent
brownien rend la description de  P ais�ee� En e�et� consid�erons un super�
mouvement brownien �Yt�t�� construit �a partir d�un serpent brownien �Ws�
comme expliqu�e dans la section ���� Pour simpli�er la pr�esente explication
supposons par exemple que la mesure initiale est �x� � Nous savons bien que
la construction de �Yt�t�� se fait �a partir de �Ws� s � 
	� o�u 
	 est le
temps d�atteinte de � par le temps local en 
 du temps de vie �	s�� Alors
le temps d�extinction H � infft � 
� Yt � 
g est simplement sups��� 	s�
Conditionner par H � h revient donc �a conditionner la mesure de Poisson
des excursions du temps de vie �a avoir une excursion de hauteur h� les autres
excursions �etant de hauteurs plus petites que h� Les th�eor�emes classiques sur
le conditionnement d�une mesure de Poisson s�appliquent alors� Pour d�ecrire
l�excursion du serpent associ�e �a l�excursion du temps de vie de hauteur h� on

��



utilise la d�ecomposition de Williams� Cela conduit �a distinguer la trajectoire
du serpent �a l�instant o�u la hauteur h est atteinte � c�est une trajectoire
brownienne dans Rd disons ���s�� s � h�� Les autres trajectoires du serpent
pendant l�excursion de hauteur h peuvent �etre vues comme branchant sur
cette trajectoire et on les d�ecrit par une mesure de Poisson �cf prop� ��� de
���� � cela provient de la description des excursions du temps de vie au�dessus
de son minimum�

Quand h � ��� la trajectoire ���s�� s � h� devient celle de la �parti�
cule immortelle� � les contributions des excursions de hauteurs inf�erieures �a
h donnent �a nouveau un super�mouvement brownien� On obtient la descrip�
tion suivante� que l�on peut voir comme une traduction en termes de serpent
brownien du th� ��� de �Ev��

Th�eor�eme �� �th� ��� de ���� La loi  P �x� du super�mouvement brownien
issu de �x�et conditionn�e �a ne pas mourir est la loi de Y � �  Y o�u Y � est un
super�mouvement brownien issu de �x� et  Y est un procesus �a valeurs dans
MF �R

d� ind�ependant de Y � et dont la loi est d�ecrite par la formule suivante

E�(�  Y �� �

Z
dPx���� E

���

�
(

�Z
fs�tg

N �ds dW �Xt�s�W �� t � 


�	
�����

pour toute ( � C�R��MF �R
d�� � R� mesurable� Ici Px� d�esigne la loi

du mouvement brownien dans Rd issu de x� et N est� sous P ��� une me�
sure de Poisson sur R��C�R��W� d	intensit�e � dsN��s��dW �� La notation

Xt�s�W � d�esigne le processus �a valeurs dans MF �R
d� associ�e �a W selon le

proc�ed�e habituel�


�� Mesure d	occupation du super�mouvement brow�

nien �eternel

Pour un super�mouvement brownien �Yt�t�� ordinaire� la mesure d�oc�
cupation Z sur Rd d�e�nie par Z��� � R��

� Yt��� dt est tout bonnement �nie
presque s�urement� Si maintenant �Yt�t�� d�esigne un super�mouvement brow�
nien conditionn�e �a ne pas mourir� on peut se demander si Z est �nie sur
les compacts� Un probl�eme de m�eme nature a �et�e trait�e dans �SW� pour un
syt�eme de branchement critique de particules browniennes�

Th�eor�eme �� �th� ��� de ���� Soit �Yt�t�� un super�mouvement brownien
conditionn�e �a ne pas mourir et issu de �x� � Alors

��



�i� si d � �� pour tout bor�elien born�e B 
 Rd� presque s�urement�

Z�B� �

Z ��

�
Yt�B� dt � ���

�ii� Si d � �� presque s�urement�

Z�B� �

Z ��

�
Yt�B� dt � ��

pour toute boule ouverte B�

Le cas �i� se traite facilement par un calcul du premier moment� Le cas �ii�
est plus technique� Il utilise bien s�ur la repr�esentation obtenue ci�dessus puis
une estimation assez pr�ecise des moments de la mesure d�occupation d�une
petite boule pour le super�mouvement brownien ordinaire �lemme ��� de
�����


�� Conditionnement 
a rester dans un domaine

Soit D un ouvert non vide de Rd� Nous avons d�ej�a introduit

R � f �Ws� s � 
g
ensemble image du serpent brownien standard �Ws�s��� Cet ensemble R est
aussi l�image du super�mouvement brownien�

Th�eor�eme �
 �th� � de ���� La loi du serpent brownien standard condi�
tionn�e �a rester dans l	ouvert D i�e� R 
 D est un b�serpent o�u b�x� �
Nx�R�Dc 	� 
��
Ce r�esultat peut bien s�ur se traduire en termes de super�mouvement brow�
nien� Notons qu�il est �etonnant que le con�nement spatial �a l�int�erieur de D
se traduise par une d�erive sur le temps de vie sans changer la loi des trajec�
toires� Le principe de la preuve est le suivant � nous utilisons la repr�esentation
poissonienne des excursions du temps de vie au�dessus de son minimum pour
un serpent brownien issu de w a�n d�obtenir une expression de la probabilit�e
que le serpent brownien� issu de w et tu�e �a son premier retour en z�ero� reste
dans D� Il se trouve que cette fonction de w est exp�F �w� o�u on peut appli�
quer �a F la formule d�It�o �enonc�ee au th�eor�eme ��� On voit alors appara�"tre
une densit�e exponentielle de type Girsanov entre la loi du serpent standard
et celle du serpent con�n�e� d�o�u l�apparition du terme de d�erive�

Ce r�esultat de conditionnement spatial est �a rapprocher de �SV� qui
�etudie le conditionnement du super�mouvement brownien par sa mesure de
sortie�

��




�� Conditionnement par la masse totale

Nous nous int�eressons maintenant �a un super�mouvement brownien X �
�Xt�t�� issu de � � MF �R

d� dont le d�eplacement spatial est une di�usion de
g�en�erateur A� Le processus des masses �Xt����t�� est un carr�e de processus
de Bessel de dimension 
 issu de ���� parfois appel�e �processus de Feller��
Nous appelons masse totale Z la quantit�eZ �

R��
� Xt��� dt� Si on consid�ere�

dans le cas � � ���x� pour simpli�er� la repr�esentation en termes d�un serpent
brownien standard �	s�Ws� �

Xt �
�

�

Z ����

�
�Ws��s� dL

t
s�	�

o�u� comme d�habitude� 
 est l�inverse de L�� �	� temps local en 
 du temps
de vie 	� le r�esultat pr�ec�edent sur le comportement de Xt��� � �

	L
t
����

est
simplement le th�eor�eme de Ray�Knight et la formule de densit�e des temps
d�occupation s��ecrit

Z �

Z ��

�
Xt��� dt �

�

�

Z ��

�
Lt���� dt �

�

�

	��

En termes de serpent� conditionner �Xt� par Z revient �a conditonner le
temps de vie du serpent sous�jacent �a 
	�� � �Z� c�est �a dire qu�un tel super�
mouvement brownien conditionn�e peut �etre fabriqu�e �a partir d�un serpent
dont le temps de vie  	 est un pont brownien r�e!�echi entre 
 et �Z conditonn�e
�a L�

	Z�
 	� � ���� Notons que ce temps de vie peut se repr�esenter sous la forme

 	 � �Bs � infr�sBr�s����	Z� o�u B est un mouvement brownien conditionn�e
�a B	Z � ���� et Bs � ���� pour s � �
� �Z��

Ind�ependamment de cette interpr�etation en termes de serpent� il semble
int�eressant de regarder ce conditionnement �a la masse totale du point de
vue du syst�eme approximant de particules� Nous savons qu�un tel syst�eme
qui approxime le super�mouvement brownien est construit �a partir d�une
structure de branchement qui est une for�et de Galton�Watson� dont la loi de
reproduction est critique de variance �nie� L�approximant discret de la masse
totale est� au facteur de normalisation pr�es� le nombre total d�individus de
cette for�et de Galton�Watson� Le conditionnement revient donc �a imposer le
nombre d�individus de cette for�et� Si par exemple la loi de reproduction est
la loi g�eom�etrique cela revient �a consid�erer une for�et de loi uniforme parmi
celles ayant un nombre �x�e d�individus� Pour faciliter les calculs nous avons�
dans ��
�� pr�ef�er�e travailler avec une loi de reproduction de type Bernoulli
et ainsi avec une for�et binaire uniforme� L�analyse du syst�eme de particules
conduit alors au r�esultat suivant�

��



Th�eor�eme �� �th� ��� de ��
�� Le processus �a valeurs mesures �XN
t � as�

soci�e �a un syst�eme de particules dont le d�eplacement spatial dans Rd suit une
di�usion de g�en�erateur A et dont les branchements sont r�egis par une loi
de reproduction binaire critique et qui de plus est conditionn�e �a un nombre
total �LN�� de particules� converge en loi vers l	unique solution du probl�eme
de martingale suivant �

CMP �L�


��������
��������

X� � �

�
 � D�A�� Xt�
� � X��
� �
R t
� Xs�A
� ds

� R t�
�

�
Xs���

� Xs���

L�
R s
�
Xr���dr

�
Xs�
� ds�Mt�
�

o�u M�
� est une martingale de variation quadratique

hM�
�it �
R t
� Xs�


�� ds

La famille des lois solutions de ces probl�emes de martingale
�
CMP�L�� L � R�

�
est une version des lois conditionnelles � �X jZ � L�� L � R�� o�u X �
�Xt�t�� est un super�mouvement brownien standard issu de � � MF �R

d� et
dont le d�eplacement spatial est une di�usion de g�en�erateur A�
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