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Chapitre 1

Rappels sur les objets de
base

Ce cours suppose connues les notions élémentaires de ’algebre linéaire :
notion d’espace vectoriel, famille libre et génératrice, base, sous-espace, som-
me de sous-espaces, sous-espaces supplémentaires, application linéaire, ma-
trice, déterminant, systeme linéaire ... . Il serait illusoire d’essayer d’aller
plus loin 8’il y a doute sur ces notions de base. Dans ce cas il faut se reporter
aux ouvrages d’introduction. Néanmoins dans ce chapitre nous commencons
par rappeler briévement certaines de ces notions élémentaires et, sans faire
de preuve, certains résultats afin de fixer les notations et de redessiner
succintement le cadre de notre étude.

La plus grande partie de ce cours se restreindra aux espaces de dimension
finie, traitant ainsi I’algebre matricielle. Toutefois certaines notions pourront
étre introduites dans le cas général. En particulier les produits scalaires sur
des espaces de fonctions de dimension infinie sont d’une grande importance
en analyse.

1.1 Matrices et applications linéaires

Les espaces avec lesquels nous allons travailler sont des espaces vectoriels
sur un corps K. Pour fixer les idées nous penserons que K est R ou C et nous
appelerons K corps des scalaires. Les espaces vectoriels intervenant dans le
présent chapitre seront tous supposés de dimension finie et il sera de méme
dans les chapitres suivants sauf indication contraire. Par choix d’une base il
revient au méme de travailler uniquement avec les espaces K¢.

On notera M,, ,(K) 'ensemble des matrices a coefficients dans K ayant
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8 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES OBJETS DE BASE

n lignes et p colonnes et simplement M, (K) pour I’ensemble des matrices
carrées M,, ,(K). On notera L(I, F) 'ensemble des applications linéaires
de ’espace vectoriel E dans ’espace vectoriel F.

Une application linéaire u d’un espace vectoriel I/ dans un espace vecto-
riel F' peut étre représentée, une fois des bases (¢;) et (f;) choisies respecti-
vement dans I et F, par une matrice A = (a;;) ayant (dim £) colonnes et
(dim F') lignes et dont le terme général a;; est fourni par :

dim F'
Vied{l,...,dimE}, u(ej) = Z a;; fi
=1
On note alors A = mat,) ,) u. On dispose des opérations addition et

multiplication par un scalaire sur les matrices et les applications linéaires.
Pour deux applications linéaires u et v la somme est simplement définie par
(u+wv)(z) = u(x) + v(z) et pour A scalaire, on pose (Au)(z) = A u(z). Pour
les matrices, la somme consiste a faire la somme des termes généraux; pour
le produit d’une matrice par un scalaire on multiplie le terme général par
ce scalaire. L’ensemble des applications linéaires entre deux espaces fixés
et identiquement ’ensemble des matrices de taille fixée, avec les opérations
somme et produit par un scalaire décrites précédemment, forment deux es-
paces vectoriels. Les définitions d’opérations sur les applications linéaires
d’une part et sur les matrices d’autre part sont cohérentes car, des bases
étant fixées, la matrice de la somme de deux applications linéaires est la
somme des matrices de ces deux applications linéaires et une propriété simi-
laire vaut pour le produit avec un scalaire. En termes choisis, 'application
de L(E, F) dans MgimFdim £(K) qui, a une application linéaire associe sa
matrice, dans des bases fixées, est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On dispose aussi de la composition des applications linéaires. Si F, F et
G sont trois K—espaces vectoriels, si u et v sont deux applications linéaires,
respectivement de F dans F' et de F' dans G, alors on peut définir la com-
posée vou par (vou)(z) = v(u(z)) pour tout 2 € L. Cette composée est une
application linéaire. Pour deux matrices A et B, on peut définir le produit
AB quand le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.
Le coefficient général (AB);; de la matrice AB s’obtient en fonction de ceux
de A et B par

(AB)ij = Y A Byj
k

Produit de matrices et composé d’applications linéaires se correspondent de
la facon suivante : si (e;), (f;), (gx) sont des bases de F, F', G respectivement,
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on a
mat (e (g0 1 = (maty) 0) (mate) )

La transposée d’une matrice A = (az’j)lgign, 1<j<p a n lignes et p colonnes
est la matrice a p lignes et n colonnes B = (bij)lgigp, 1<j<n donnée par
bi; = aj;. Dans ce cours elle sera notée YA. On trouve parfois la notation A’
dans les cours de statistique.

Un cas particulier important d’application linéaire est celui des endo-
morphismes qui sont des applications linéaires d’un espace vectoriel dans
lui-méme. L’ensemble des endomorphismes de I'espace vectoriel F sera noté
L(F) plutét que L(F, F). La matrice d’un endomorphisme est une matrice
carrée.

Parmi les matrices carrées, certaines sont inversibles; ce sont les ma-
trices A telles qu’il existe une matrice notée A~! vérifiant A A~! = I. Dans
cette égalité I est la matrice unité—on dit parfois matrice identité— qui est
précisement la matrice de 'endomorphisme identité. Dans le cours d’algebre
générale on dira que 'ensemble des matrices inversibles de taille n x n fixée
a coeflicients dans K, muni de la multiplication matricielle, est un groupe
(non commutatif) appelé groupe linéaire. On notera cet ensemble GL,, (K).

Les puissances de composition d’un endomorphisme sont bien définies :
w* =uowuo---ou. La matrice de u* dans une base donnée est la puissance
k-ieme de la matrice de u, dans la base considérée. Cette remarque sera
prolongée plus loin pour définir la notion de polynome d’endomorphisme.

Supposons que, dans un espace F donné on dispose de deux bases (e;)
et (h;). Un vecteur € F se décompose, de maniére unique, dans la base
(e;) et dans la base (h;). Disons

r=Y miei=y yih
i i

Notons X la matrice colonne dont les composantes sont les x; et Y la matrice
colonne dont les composantes sont les y;. Il y a entre X et Y une relation
matricielle : X = PY ou P désigne la matrice de passage de la base (e;)
a la base (h;). Les colonnes de cette matrice donnent les coordonnées des
vecteurs de la “nouvelle base” (h;) dans I’ “ancienne base” (e;). Ainsi, si
pi; est le terme général de la matrice P on a h; = >; pije;. On notera la
matrice de passage P = F.,)_(,)- Cette matrice de passage est une matrice
carrée inversible et son inverse est P~! = Fihi)=s(e;)- St u est une application
linéaire d’un espace E ayant deux bases (e;) et (h;) dans un espace I’ ayant
deux bases (f;) et (g;) on a

mat(c,y, () U= Pgy=(g;) MRy (9,) & Plhi)—(en)
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Dans le cas d’un endomorphisme u sur un espace F ayant deux bases (e;)
et (h;), la formule précédente se réécrit :
mat(h) = By h) mate) © Pl

Les matrices de u sur deux bases différentes sont donc deux matrices 4 et B
qui vérifient une relation du type A = P~' B P. Quand une telle relation a
lieu entre les matrices A et B, on dit que les matrices A et B sont semblables.
Ainsi on voit que deux matrices sont semblables si et seulement si ce sont
les matrices d’'un méme endomorphisme sur deux bases différentes. Cette
relation de similitude est une relation d’équivalence, c’est a dire qu’elle est
réflexive, symétrique et transitive. 1l ne faut pas confondre avec la notion de
matrices équivalentes, qui induit aussi comme son nom l'indique une relation
d’équivalence. Deux matrices A et B sont équivalentes si et seulement si
il existe deux matrices P et () inversibles telles que A = PB(@. En fait
on prouve que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme rang. Rappelons que le rang d’une matrice est égal a la dimension
de l'espace engendré par ses vecteurs colonnes. En particulier deux matrices
semblables ont méme rang. On peut donc définir le rang d’une application
linéaire u € L(E, F) comme le rang d’une de ses matrices. Ce rang est alors
la dimension de I’image de u :

Im(u) = {u(x);a € E)
Rappelons la formule des dimensions appelée parfois formule de Grassman
dim F = dim ker(u) + dim Im(u)

On rappelle que keru = {z € F,u(z) = 0} appelé noyau de u.

Certaines identifications de notations peuvent se révéler commodes. Ainsi
on peut convenir de noter de maniere identique une matrice d X d et ’endo-
morphisme qui a cette matrice sur la base canonique de K?. On identifiera
usuellement les vecteurs de K? et les matrices colonnes de leurs composantes
sur la base canonique.

1.2 Déterminants

Un outil utile en calcul matriciel est la notion de déterminant. Le déter-
minant d’une matrice carrée A = (az’j)lgi,jgn est un scalaire qui peut étre
défini par la formule

e

det A= 3" sign(o) [T a0

ogESH =1
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Dans cette formule S, désigne I’ensemble des bijections de {1,...,n} sur
lui-méme, qui sont aussi appelées permutations de {1,...,n}. Pour o € S,
sign (o) désigne la signature de la permutation o. Cette signature vaut 1
ou -1 selon que le nombre d’inversion de ¢ défini comme le cardinal de
{(#,7); 1 <i<j<mn, o(i) >0c(j)} est pair ou impair. En fait cette formule
ne peut étre exploitée que pour les petites dimensions n = 2 ou n = 3 (regle
de Sarrus). Remarquons que le déterminant d’une matrice A est égal a celui
de sa transposée ‘A.

Vu comme fonction des vecteurs colonnes de la matrice le déterminant
est une application de (K")" dans K qui, aux vecteurs Ay,...,4, de K?
associe le déterminant de la matrice A dont les colonnes sont successive-
ment Ay ...A,. Le déterminant est alors une forme n-linéaire —c’est a dire
qu’il y a linéarité par rapport a chacune des n variables de K"— et cette
forme n-linéaire est alternée—c’est a dire que le déterminant est nul des que
deux colonnes de la matrice sont identiques. Pour cette seconde propriété
il est équivalent de dire que le déterminant est changé en son opposé si on
échange deux colonnes. Toute forme n-linéaire alternée est proportionnelle
au déterminant qui est donc la seule forme n-linéaire alternée qui donne la
valeur 1 a la matrice identité.

Dans les calculs pratiques de déterminants de petite taille, il est commode
d’utiliser le développement par rapport a une ligne ou une colonne. Pour la
matrice A = (a;;)1<i,j<n choisissons un indice de ligne ig € {1,...,n} et un
indice de colonne jo € {1,...,n}. On a

det A= aip; (=) Ajgj = Y g, (=1)H° Ay,

Dans cette formule A;; désigne le déterminant de la matrice (n—1) X (n—1)
obtenue & partir de A en supprimant la i-ieme ligne et la j-ieme colonne.
Grace a cette formule on remplace le calcul d’un déterminant n X n par des
déterminants (n — 1) X (n —1). Cela est surtout intéressant siil y en a peu a
calculer ¢’est & dire si beaucoup de coeflicients de la ligne —ou de la colonne—
selon laquelle on développe sont nuls. La quantité (—1)i+j A;; est appelé
cofacteurs d’indices 7, 7. La matrice qui a ces quantités pour coefficients est
logiquement appelé matrice des cofacteurs. Dans ce cours elle sera notée
cof(A4). Dans les livres on peut rencontrer le terme de comatrice qui désigne
parfois la matrice des cofacteurs et parfois sa transposée. Avec nos notations
on a ’égalité

A'l(cof(A)) = (cof(A)) A = (det A) [
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En particulier on voit que pour une matrice A inversible, 'inverse est égal
a la transposée de la matrice des cofacteurs multipliée par 1/ det A.

Une propriété fondamentale du déterminant est que le déterminant du
produit de deux matrices est égal au produit des déterminants de ces ma-
trices. Il en résulte que deux matrices semblables ont méme déterminant. On
peut donc définir le déterminant d’un endomorphisme comme le déterminant
de sa matrice dans une base quelconque, le choix de cette base n’ayant au-
cune importance.

1.3 Un rappel concernant les sommes

Une notion importante en théorie des espaces vectoriels est la notion
de somme de sous-espaces vectoriels. Considérons I, ..., I}, sous-espaces
vectoriels d’un espace vectoriel F. On définit la somme de ces sous-espaces
par la formule

P
Fi+-+F=Y F={a1+-+a,; 11 €F,...,2,€F,}
=1
On dit que la somme est directe et on note alors cette somme @Y_; F; ou
Fy @ ---@ F), si et seulement si I'une des conditions équivalentes suivantes
est vérifiée
() ke {1 b B30 F = {0)
ik
k—1
i) ke (2.0} B F = {0)
=1

P
(vi7) VyEZ:FZ'7 Mzy,...,xp) € XX EFyy=a14+--F 2,

=1
() O=a14+---Fz,aveca; € F,...,0p€F,)=2r1=-=2,=0
P P
(v) (pour E de dimension finie) dim (Z E) = Zdim(ﬂ)
=1 =1

p
(vi)VBy,...,B, bases de Fy,...,F,, BiU...UB, est une base de ZE
=1
Dans cette derniere assertion on dit qu'une base de la forme B, U...U B,
est adaptée a la décomposition en somme directe.
Insistons. Il n’existe pas d’opération “somme directe” mais une opération
somme qui est dans certains cas directe. La preuve du résultat qui précede
est un bon exercice de révision.
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1.4 Polynomes

Nous ne donnons ici que de tres brefs rappels qui seront complétés au cha-
pitre 3. On appelle polynome & coefficient dans K une suite finie pg, ..., p,
d’éléments de K que 'on écrit sous la forme pg+p1 X +-- -+ p, X7 ou X est
appelé indéterminée. On dit alors que p; est le coeflicient du terme de degré
i. Sur I'ensemble des polynomes noté K[X] on définit 'opération d’addition
et de multiplication qui lui donnent la structure d’anneau commutatif. Avec
les lois d’addition et de multiplication par un scalaire, K[X] a la structure
d’espace vectoriel sur K. La base dite canonique est la base {1, X, X2, ...}.

Si P(X)=po+pX+---+p, X" avec p, # 0 on dit que P est de degré
n. Par convention on dira que le degré du polynome nul est —1. L’ensemble
des polynomes de degré inférieur ou égal a n, noté K, [X] est un sous-espace
vectoriel de K[X] de dimension n + 1 puisqu’on peut exhiber une base dite
canonique en la famille {1, X, X% ..., X"}.

On peut évaluer un polynéme P(X) =po+p X +---+p, X" en a €
K en calculant la valeur de I’écriture précédente quand X est remplacé
par a. Si P(a) = po + pra+ ---+ p,a™ = 0 on dit que a est une racine
de P. Cela équivaut au fait que P est multiple de X — a ce qui signifie
P(X) = (X —a) Q(X) ou @ € K[X]. On dira plus précisément que a est
racine de P de multiplicité ¢ (€ N*) si P est multiple de (X — @)? mais pas
de (X — a)?™!. Cela équivaut au critere suivant portant sur les dérivées :
Vi€ {0,...,q—1}, PU(a) =0 et PW(a) # 0. Quand P peut s’écrire
comme produit de polynomes de degré 1 avec éventuelles répétitions on dit
que P est scindé et si P peut s’écrire comme produit de polynémes de degré
1 distincts (en particulier n’a que des racines simples) on dit que P est
simplement scindé.
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1.5 Exercices

Exercice 1 Dans un espace vectoriel on considere trois sous-espaces vec-
toriels U, V., W et on suppose que U C V U W. Montrer que U C V ou
Ucw.

Exercice 2 Dans un espace vectoriel réel de dimension finie n, une famille
est dite positivement génératrice si tout vecteur de 'espace s’écrit comme
combinaison linéaire a coefficients positifs d’éléments de cette famille. Quel
est le cardinal minimum d’une telle famille ?

Exercice 3 Soit A, B € My(R) On suppose que A et B sont semblables
dans M4(C) c’est a dire qu’il existe P € GL4(C) telle que PB = AP.

Montrer alors que A et B sont semblables dans M 4(R) c’est a dire qu’il
existe € GL4(R) telle que QB = AQ.

Exercice 4 Montrer qu’un endomorphisme u d’un espace vectoriel £ de
dimension finie qui laisse stable toute droite vectorielle est une homothétie.
Montrer qu’il en est de méme si cet endomorphisme laisse stable tout hy-
perplan. Généralisation ?

Exercice 5 On note M(a, b, ¢) la matrice réelle avec des a au dessous de la
diagonale, des b sur la diagonale, des ¢ au dessus de la diagonale.

1) Montrer que, pour toute matrice carrée (m;;), par rapport a la variable
réelle ¢, det[(m;; + t)] est une fonction affine de ¢.

2) Pour a # ¢, calculer le déterminant de M (a,b,c).

On suppose dorénavant a = ¢ et on note M (a,b) pour M(a,b,a).

3) Calculer le déterminant de M (a,b)

Exercice 6 (Extrait du partiel de novembre 2000) Pour n € N* et
ai,...,q, nombres complexes donnés, on note M(aq,...,a,) la matrice
n x n de terme général (a;)?~! ol 7 désigne comme d’habitude I'indice de
ligne et j ’indice de colonne.

1) Dans le cas n = 3, écrire explicitement M (ay, ag, a3) et calculer son
déterminant.

2) On revient au cas général n € N* quelconque.

2.a) Soit P un polynome unitaire (c’est a dire de coefficient dominant égal
a 1) de degré n — 1. Montrer qu’on peut remplacer dans det M (aq, ..., a,)
la derniére colonne dont le terme général est o~ par la colonne de terme
général P(a;).

2.b) Déterminer P pour qu’il s’annule en ay,..., a,_1.

2.c¢) Avec ce choix de P en déduire une formule de récurrence sur det M (aq, . ..

c’est a dire exprimer det M (aq,...,a,) en fonction de aq,...,q, et de



1.5. EXERCICES 15

det M (aq, ... ,ap-1).

2.d) En déduire une expression de det M (aq,...,ay).

2.e) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice
M (o, ..., q,) # 0 soit inversible.
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Chapitre 2

Réduction : objectifs et
premiers résultats

2.1 Objectifs de la réduction des matrices

Considérons un endomorphisme u d’un espace vectoriel F de dimension
finie, qu’on aimerait pouvoir décrire de facon simple. On a ainsi I’espoir de
trouver des sous espaces vectoriels de F sur lesquels u agit simplement. Re-
marquons que si on veut parler de restriction de u a un sous-espace vectoriel
I au sens ou cette restriction serait un endomorphisme de F il faut que
I'image de F' par u soit incluse dans F. Cela conduit au vocabulaire suivant.
On dit qu’un sous-espace F' est stable si u(F) C F.

Une situation agréable est celle ot IV se décompose comme somme directe
de sous-espaces stables c’est a dire

E=F & k& & F avec u(F;) C F;

Dans ce cas on peut obtenir une base de F en réunissant k bases respectives
de I, F5, ..., Fy, une telle base étant dite adaptée a la décomposition en
somme directe. La matrice de u dans une telle base est diagonale par blocs
c’est a dire qu’elle s’écrit par blocs sous la forme

A 0 - 0
0 Ay

: ) .0
0 -~ 0 A

Dans cette écriture A; est une matrice carrée —un bloc— dont le nombre de
lignes et colonnes est dim F;. De méme, A5 est un bloc dont le nombre de

17
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lignes et colonnes est dim Fy, etc. Le 0 situé en dessous de A; désigne un bloc
de 0 —une matrice a coefficients tous nuls— ayant dim F; colonnes et dim F5
lignes. Pour se convaincre d’une telle forme pour la matrice de u, prenons un
des dim F; premiers vecteurs de la base. C’est donc un vecteur de Fj et son
image par u est dans Fj. Elle s’exprime donc comme combinaison linéaire
des dim F; premiers vecteurs de la base. On justifie ainsi la présence des
blocs de 0 sous Aj. Il en va de méme pour les autres blocs de 0 apparaissant
dans la matrice.

La décomposition évoquée ci-dessus est d’autant plus intéressante que
I’action de u sur chacun des sous-espaces stables est simple. Le plus simple
que ’on puisse imaginer est 'homothétie z — A x avec A scalaire. Dans ce cas
la matrice de la restriction de u a ce sous-espace est A I sur n’importe quelle
base. On étudiera le cas ol 'espace se décompose en somme directe de sous-
espaces sur lesquels u agit comme une homothétie. Il s’agit du cas o u est
diagonalisable. Ce cas est celui ol la matrice de u sur une certaine base est
diagonale. Malheureusement tout endomorphisme n’est pas diagonalisable.
On peut alors chercher des bases sur lesquelles la matrice est d’une autre
forme relativement simple. On pense a la forme triangulaire, par exemple
triangulaire supérieure ol tous les coefficients sous la diagonale sont nuls.

On ira encore plus loin dans un prochain chapitre avec la réduction
sous forme de Jordan qui est une forme diagonale par bloc comme évoqué
ci-dessus avec des blocs diagonaux tres simple, en particulier triangulaires
supérieurs.

2.2 Eléments propres

Rappelons que, disposant d’un endomorphisme u sur I'espace F de di-
mension finie d, le cas idéal serait de décomposer ’espace E en sous-espaces
ol u agit comme une homothétie. Cela nous conduit & introduire un certain
vocabulaire. Si un vecteur non nul z est tel que u(z) = Az, il est appelé
vecteur propre associé a la valeur propre A. Pour A valeur propre, 'ensemble
des vecteurs propres qui lui sont relatifs, auxquels on rajoute le vecteur nul,
a savoir,

{z € I; u(z) = A2} = ker(u — Aid)

est appelé sous-espace propre associé a la valeur propre A. Un tel sous-espace
est stable et la matrice de la restriction de u a ce sous-espace de dimension r
est A I, c’est & dire la matrice avec des A sur la diagonale et des 0 ailleurs. On
appelle spectre de u et on notera dans ce cours sp(u) I'ensemble des valeurs
propres de u. Notons que les valeurs propres sont les racines du polynome
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caractéristique de u noté dans ce cours €, et défini par
Cy(X) = det(X I — mat u)

Dans cette définition mat u désigne la matrice de u sur une base qui n’a pas
besoin d’étre spécifiée car le déterminant de deux matrices semblables est
le méme. Avec cette définition C, est un polynéme unitaire de degré d =
dim £. On trouve parfois dans les livres la définition C', = det(mat u — X I)
qui differe de la notre du facteur (—1)%.

Concernant le polynéme caractéristique faisons maintenant une petite
remarque qui interviendra bientot. Si F est un sous-espace stable de F alors
le polynéme caractéristique de la restriction de u a F' divise (. En effet
écrivons F = FF&& H ou H est un supplémentaire quelconque de F et prenons

une base adaptée a cette décomposition. Alors dans cette base

[ matulp A - [ XI—matu|p A
matu_( 0 B)douX]—matu_( 0 YI_B

ou A et B sont deux blocs sans importance. Alors
Cu(X) =det(X I —matulp) det(X - B) =0y (X) det(X 1 - B)

prouvant ainsi que ', est multiple de C'|,.

2.3 Diagonalisation, trigonalisation

Revenons & la réduction de u. On dit que I’endomorphisme u de FE est
diagonalisable si
E= @ ker(u — Aid)
AESDP(u)

ce qui équivaut a dire qu’il existe une base de E telle que

MIo 00 - 0
0 X :
0 ce 0 Mgl
en notant sp(u) = {A1,..., Ak}, ou plus simplement qu’il existe une base de

I sur laquelle la matrice de u est diagonale. Cela revient a dire également
qu’il existe une base de F formée de vecteurs propres de u.



20CHAPITRE 2. REDUCTION : OBJECTIFS ET PREMIERS RESULTATS

On dira qu’une matrice A est diagonalisable si 'endomorphisme qui a A
pour matrice dans une base quelconque est diagonalisable. 1l est équivalent
de dire que A est semblable a une matrice diagonale.

Selon la définition, pour savoir si un endomorphisme de F est diagona-
lisable, il faut calculer les valeurs propres puis les sous-espaces propres et
voir si ces sous-espaces propres sont en somme directe et si cette somme est
égale a F. En fait nous prouverons au prochain chapitre le résultat suivant
que nous admettons pour I'instant.

Proposition 1 La somme de sous-espaces propres (distincts) est toujours
directe.

Pour voir si u est diagonalisable il s’agit donc seulement de voir si la somme
(directe) des sous-espaces propres est égale & £/ ou de maniére équivalente si
la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale & F. A ce sujet
il faut remarquer que pour toute valeur propre A de I'endomorphisme u,
c’est a dire pour toute racine du polynéme caractéristique C,, la dimension
du sous-espace propre dy = dimker(u — Aid) est inférieure ou égale a la
multiplicité m) de A comme racine de C,. En effet on sait que le polynéome
caractéristique de la restriction de u & ker(u— A id) divise CY,. Or le polynéme
caractéristique de cette restriction est (X —\)% d’oti le résultat. En sommant
les inégalités dim ker(u — Aid) < my, on a

> dimker(u—Aid) < D> my < d(C,) = dim(F)
AesSp(u) A Cu(N)=0

On sait que u est diagonalisable si et seulement si les deux extremités de
I’inégalite sont égales. Cela a lieu si et seulement si toutes les inégalités que
I’on a sommé sont des égalités c’est a dire

Z my = d(Cy) et VA € sp(u), dimker(u — Aid) = m,
A; Cu(N)=0

Ainsi :
Proposition 2 Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si
son polynome caractéristique est scindé et la dimension de tout sous-espace

propre est égale a la multiplicité de cette valeur propre comme racine du
polynome caractéristique.

La diagonalisation d’un endomorphisme n’est pas toujours possible, que
le corps des scalaires soit R ou C. Il faut envisager une autre réduction
pour ces cas d’échec. On verra la réduction de Jordan au prochain chapitre.
Voyons tout de suite un peu moins sophistiqué. On dit qu’un endomorphisme



2.3. DIAGONALISATION, TRIGONALISATION 21

u est trigonalisable si il existe une base de F sur laquelle sa matrice est trian-
gulaire supérieure. Bien siir on dira qu’une matrice carrée est trigonalisable
si c’est la matrice d’un endomorphisme trigonalisable c’est a dire qu’elle est
semblable & une matrice triangulaire supérieure. On dit parfois triangulari-
sable voire trigonable au lieu de trigonalisable. On peut donner un critere
simple.

Proposition 3 Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scinde.

Comme tout polynome a coefficients complexes est scindé, toute matrice a
coeflicients complexes est trigonalisable dans I’ensemble des matrices com-
plexes M,,(C). On remarquera qu’une matrice a coefficients réels n’est qu’un
cas particulier de matrice a coefficients complexes. Elle est donc trigonali-
sable mais dans M, (C) c’est a dire avec matrice de passage et matrice
triangulaire semblable complexes.

Nous n’allons pas prouver la proposition 3 maintenant puisque nous au-
rons beaucoup mieux au prochain chapitre avec le théoreme de Jordan. Tou-
tefois une preuve est proposée a ’exercice 9.
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2.4 Exercices

Exercice 7 Cet exercice donne une localisation—assez grossiere-des valeurs
propres d’une matrice. Ce résultat s’appelle pompeusement théoreme de
Gerschgorin-Hadamard.

Dans R ou C on notera B(a,r) la boule fermée de centre a et de rayon
r. Il s’agit donc simplement de Uintervalle [a — r, @ + r] dans le cas réel et
le disque fermée de centre a et de rayon r dans le cas complexe. Soit A une
valeur propre de la matrice A = (az’j)lgi,jgn- Montrer que

A€

-

B(ay, L;) ot L; = Z |ag;]

i=1 1<j<niji

En déduire une condition suffisante appelée condition de diagonale domi-
nante qui porte sur les coefficients d’une matrice A = (a;5)1<;j<n €t qui
assure que cette matrice est inversible.

Exercice 8 L’application linéaire de M,,(K) dans lui méme qui, & une ma-
trice associe sa transposée est elle diagonalisable 7

Exercice 9 Il s’agit de prouver qu’un endomorphisme d’un espace vecto-
riel de dimension finie est trigonalisable si et seulement si son polynome
caractéristique est scindé.

Prouver d’abord que si un endomorphisme est trigonalisable, son po-
lynéme caractéristique est scindé.

Pour la réciproque, procéder par récurrence sur la dimension de ’espace.
Pour se ramener de la dimension n & ’hypothese de récurrence en dimension
n — 1, trouver un vecteur propre et appliquer 'hypothese de récurrence a la
composée de 'endomorphisme par la projection sur un supplémentaire de la
droite propre.

Exercice 10 Donner un exemple de matrice 2 X 2 trigonalisable mais non
diagonalisable. Donner un exemple de matrice 2 x 2 non trigonalisable (sur

RY).

Exercice 11 Soit A une matrice carrée a coefficients complexes et ¢ > 0.
Montrer qu’il existe une matrice inversible P telle que 7' = P~! A P soit
triangulaire supérieure et diagonale a € pres c’est a dire |¢;;| < € pour j > @.

Exercice 12 On reprend la matrice M (a, b, ¢) étudiée a I’exercice 5 qui a
des coeflicients réels égaux a a en dessous de la diagonale, a b sur la diago-
nale et a ¢ au dessus de la diagonale.

1) Calculer le polynéme caractéristique de M (a, b, c).
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2) Pour a # ¢, déterminer les valeurs propres complexes de M (a, b, ¢).
Si @ = ¢ et on note M (a,b) au lieu de M(a, b, a).

3) Déterminer le polynéme caractéristique de M (a,b).

4) Déterminer les valeurs propres de M (a, b) et leur multiplicité.

Exercice 13 (Extrait du partiel de novembre 2000) 1) Soit B est une
matrice carrée réelle ou complexe, nilpotente (i.e. 3¢ € N, B? = 0). Prouver
que, pour tout p € N* la trace de B? est nulle.

2) On suppose maintenant que A est une matrice carrée complexe telle que,
pour tout p € N*, la trace de AP est nulle.

2.a) Justifier que la polynéme caractéristique s’écrit

k
Ca(X) = [T(X = x)~®
=1
ou k € N*, A1,..., A\gsont des nombres complexes distincts et w(1),... ,w(k)

sont des entiers naturels non nuls.

2.b) Pour tout p € N* exprimer la trace de AP en fonction de p, des
Aty Ap et des w(l), ... ,w(k).

2.¢) Soit M (A1, ..., Ak) = (X)) Yi<ij<k déja étudiée & Pexercice 6. Cal-
culer M(Aq,..., )V out V est la matrice colonne V = (w(i) Aj)1<i<k-
2.d) Montrer que A est nilpotente.
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Chapitre 3

Polynomes et
endomorphismes

3.1 Polynémes d’endomorphismes

Nous allons introduire une notion fondamentale pour développer la théorie
de la réduction. Si A est une matrice carrée et si P(X)=po+p1 X +---+
pr X% est un polynome, on définit la matrice P(A) par

PA) =pol +p1 A+ -+ pp A

De méme si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel F, I’endomor-
phisme P(u) est
P(u) = poid +pru+ -+ pu*

k

ol u® =wuwowno---ou. Les deux définitions sont cohérentes dans la mesure

ol
matgP(u) = P(matgu)
Cette définition donne les propriétés algébriques souhaitables :

(P +@Q)(A) = P(A) +Q(4), P(A)Q(A) = (PQ)(A) = Q(A) P(4)

pour tous polynémes P, () et toute matrice carrée A. En particulier deux
matrices qui sont polynomes d’une méme matrice commutent. On peut aussi
I’exprimer en termes d’endomorphismes :

(P +Q)(u) = Plu) + Q(u), P(u)oQ(u) = (PQ)(u) = Qu) o P(u)

25
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Un exemple tres simple est le calcul d’un polynéme d’une matrice diagonale :

A1 0 P(A) 0
si A= et si P € K[X] alors P(A) = .
0 Ao 0 P(An)

En effet cela est vrai si P(X) = X* &k € N et le cas général s’en déduit.
Cette propriété sera prolongée a ’exercice 15. Notons aussi que :

si B=Q 1AQ et si P ¢ K[X] alors P(B) = Q' P(A)Q

La encore on peut le déduire du cas P(X) = X*, k € N qui se prouve
aisément pas récurrence.

L’intérét des concepts définis dans ce paragraphe est de pouvoir utiliser
les propriétés arithmétiques des polyndémes pour travailler sur les endomor-
phismes associés. Dans le paragraphe qui suit nous allons rappeler quelques
propriétés fondamentales des polynomes.

3.2 Arithmétique des polynomes

L’ensemble des polynémes muni des deux opérations addition et mul-
tiplication possede la structure algébrique d’anneau euclidien. Ce type de
structure sera étudié en détail dans le cours d’algebre générale. Pour nous
le terme euclidien signifiera que 'on dispose d’une division euclidienne a
savoir si A et B sont deux polynémes non nuls, il existe un unique couple
de polynoémes (@, R) tel que A = BQ + R et d(R) < d(B). Dans cette
derniere inégalité sur le degré, il faut rappeler que 'on convient que le degré
du polynéme nul est —1. On dispose alors de la notion de divisibilité : le
polynéme B divise le polynéome A si A = B(@. On note B|A. On dit aussi
que A est multiple de B. Au niveau de la divisibilité deux polynoémes qui
different d’une constante multiplicative non nulle ont les mémes propriétés.
On dit qu’ils sont associés. Par exemple tout polynéme est divisible par lui-
meéme et par tous les polynémes qui lui sont associés. Il est aussi divisible
par les polynémes associés a 1 qui sont les constantes non nulles.

On dit qu'un polynéme est irréductible s’il est de degré au moins 1
et 8’il n’est divisible que par 1 et lui-méme et leurs associés. Par exemple
dans "anneau C[X] des polynémes a coefficients complexes les polynémes
irréductibles sont ceux de degré 1; dans I'anneau R[X] des polynoémes a
coeflicients réels les polynémes irréductibles sont ceux de degré 1 et ceux
de degré deux sans racine réelle, c’est a dire de discriminant strictement
négatif.
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Dans I’ensemble K[X'] des polynomes a coefficients dans K et indéterminée
X, il est utile de considérer certaines parties appelées idéauz. Un idéal
de K[X] est une partie I non vide telle que A,B € [ = A+ B € I et
A€l = AP € I pour tout polynéme P. Par exemple pour un polynéome
H donné, la partie

(H) ={H P; PeKX]}

est un idéal appelé idéal engendré par le polynome H. C’est I’ensemble des
multiples du polynéme H. Il est facile de voir avec la division euclidienne
qu’en fait tout idéal de ’anneau des polynémes est de ce type. Notons que
deux polynomes engendrent le méme idéal si et seulement si ils sont associés.
Il est également facile de prouver que la somme d’idéaux ou 'intersection
d’idéaux donne un idéal. Ainsi si P, ..., P sont des polynémes il en existe
deux autres, D et M tels que

(P + -+ (B) = (D), (P)N---0(F) = (M)

Les deux polynomes D et M sont uniques a association pres. lls deviennent
donc uniques si on leur impose d’étre unitaires. On note

D =PGCD(P,,...,P,) et M = PPCM(P, ..., Py)

La dénomination PGCD —plus grand diviseur commun— vient de la ca-

ractérisation suivante de D : D |Py,... ,D|P; et si H|Py,...,H|P; alors
H |D. On pourra vérifier cela en exercice. Parallélement le PPCM M est le
plus petit multiple commun a Py, ..., Py c’est a dire que Py |M, ..., P |M

et P|H,...,P|H= M|H.

Si PGCD(Py, ..., Py) =1, les polynémes Py, ..., Py sont dits premiers
entre eux. On notera qu’avec la définition précédente de PGCD, on obtient
directement le résultat suivant.

Théoréme 4 (Bezout) Soit Pi,..., Py des polynomes et D leur PGCD
alors il existe des polynomes Ay, ..., Ay tels que

D=A P+ -+ A Py
Inversement si il existe des polynomes Ay, ..., Ay tels que
1=A1Pi+---+ A Py

alors les polynomes Py, ..., Py sont premiers entre eux c’est a dire que leur

PGCD est 1.



28 CHAPITRE 3. POLYNOMES ET ENDOMORPHISMES

On notera que le PGCD et le PPCM de deux polynémes A et B sont tels
que leur produit est associé a AB.

L’anneau des polyndémes a comme propriété fondamentale qu’il est “fac-
toriel” : tout polynéme se décompose de maniére unique (a lordre pres)
comme produit de polynémes irréductibles. Si on a écrit les décompositions
de deux polyndémes comme produits d’irréductibles affectés de certaines puis-
sances la décompostion en irréductibles du PGCD s’obtient en considérant
les facteurs irréductibles qui apparaissent dans les deux décompositions et
en les affectant de la plus petite des deux puissances apparaissant. Pour le
PPCM on prend tout facteur irréductible qui apparait dans au moins 'une
de deux décompositions et on ’affecte de la plus grande puissance apparais-
sant dans ces deux décompositions. On est parfois amené a utiliser les deux
résultats suivants. Le lemme d’Fuclide dit que si un polynome irréductible
H divise le produit A B alors il divise A ou B. Le théoréme de Gauss dit
que si H|A B et si H est premier avec A alors H |B.

Pour obtenir la décomposition d’un polynéme P € K[X] en produit
de polynoémes irréductibles et pour bien d’autres usages, on commence par
chercher les racines. On rappelle que ¢ est racine de P si P(¢) = 0 ou de
maniére équivalente si X — (|P. On dira plus précisément que ( est racine
de P de multiplicité ¢ (€ N*) si (X — ()7 divise P mais (X — ()7 ne
divise pas P. Cela équivaut au critere suivant portant sur les dérivées : Vj €
{0,...,¢q—1}, PW(C)=0et PO(C) #0. Ce critere vient essentiellement
de la formule de Taylor pour les polynémes qui ressemble a la formule de
Taylor de ’analyse mais qui est dans ce cadre algébrique exacte, c’est a dire
sans reste. Elle s’écrit pour P € Kj[X] et a € K|

4 pk)(q
k=0 .

C’est en fait I’écriture de P dans la base {(X — a)*, k < d}.

Quand K = C, le théoreme de d’Alembert dit que tout polynéme non
constant admet au moins une racine et donc que tout polynéme non constant
est scindé. C’est cela qui entraine que dans C[X] les seuls polynomes irréductibles
sont ceux de degré 1.

Quand K = R, on peut toujours considérer qu’un polynoéme a coefficients
réels est un cas particulier de polynome a coefficients complexes et effectuer
la factorisation dans C[X]. Il est trés facile de voir que si a € C est racine
de P € R[X] alors le conjugué @ est aussi racine de P et avec la méme

multiplicité que a. Cela entraine que dans la factorisation en irréductibles
de P dans C[X] on peut regrouper (X —a)* et (X —@)* en (X% —2Re(a)X —
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la|?)*. Ainsi la factorisation de P s’écrit comme produit de polynémes du
type précédent et de polyndomes de degré 1 qui correspondent aux racines
réelles. On voit donc bien que dans R[X] les polynémes irréductibles sont
ceux de degré 1 et ceux de degré deux sans racine réelle.

3.3 Le lemme des noyaux

Nous allons d’abord revenir a l'utilisation des polyndémes d’endomor-
phismes en énoncant un résultat qui nous sera utile dans les developpements
suivants.

Théoréme 5 (Lemme des noyaux) Soit Pi,..., Py des polynémes pre-
miers entre euxr deux a deux et u un endomorphisme alors

k
ker (74 Py) (u)] = @ ker [P (w)]

Preuve. Montrons que les polynomes [[;; P; pour ¢ € {1,...,k} sont
premiers entre eux dans leurs ensemble, c’est a dire que le PGCD de ces
k polynémes est 1. Supposons qu’ils sont tous divisibles par un polynoéme
irréductible H. Alors H divise le premier : [[;4, P; donc il existe j; # 1
tel que H |P;,. Mais H |[];4; P; donc il existe j» # ji tel que H |P},. Cela
contredit le fait que PGCD(F;,, P;,) = 1.

Par le théoreme de Bezout on en déduit I’existence de polynémes Aq, ..., Ag
tels que
k
1=>"A [P
i=1 g
d’ot
k
id = ZAZ(U) o H P;(u)
i=1 i

Soit alors = € ker {H?Zl Pj(u)}, Remarquons que
z; = Ai(u) o [] Pj(u)(z) € ker P;(u)
j#i
et qu'on a 2 = Y°¥_ | 2. Donc le résultat de somme annoncé est vrai. Il reste
a voir que cette somme est directe. Prenons donc i € {1,... k} et

y € ker [P;(u)]N (Z ker [P](u)])

J#
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Il s’agit de voir que y = 0. Nous écrivons y = >, y; avec y; € ker [P;(u)].
On voit facilement par le lemme d’Euclide que F; et [];; F; sont premiers
entre eux. Par le théoreme de Bezout, il existe A et B tels que

AP+ B[P =1
I#i

Donc en appliquant a u puis & y = 3 ;; y; on obtient

y = A(u) o Pi(u)(y) + B(u) o Y [T Pr(w)(y;)

J#iI#
En utilisant les hypotheéses sur y et sur y; cela conduit bien a y = 0.

Une conséquence de ce lemme des noyaux est que la somme de sous-espace
propres distincts est directe c’est a dire la preuve de la proposition 1.
En effet si Aq,...,Ar sont des valeurs propres distinctes, les polynémes
X — Aq,..., X — X sont premiers entre eux deux a deux donc la somme
S ker(u — \;id) est directe.

Le lemme des noyaux est particulierement intéressant si les polynomes
Py, ..., P, qui figurent dans son énoncé sont tels que Hle Pi(u) = 0 i.e.
P(u) = 0 avec P = [[%_, P; car alors le noyau de ce dernier endomorphisme
est F et on dispose d’une décomposition de F comme somme directe des
sous-espaces ker P;(u). Nous sommes donc naturellement amenés a étudier

{P e KIX]; P(u) =0}

3.4 Idéal annulateur

Soit u un endomorphisme de l'espace de dimension finie F. Dans ce
paragraphe on va noter Ann(u) 'ensemble des polynémes qui annulent u :
Ann(u) = {P; P(u) = 0}. Cet ensemble n’est pas réduit au polynéme nul.
En effet la famille d’endomorphismes {id,u,u?,..., vV} ot N = (dim F)?
est une famille qui possede N + 1 éléments dans 'espace vectoriel L(F)
des endomorphismes de E qui est de dimension (dim E)? = N. La famille
exhibée est donc liée et il existe des réels ag,...,ay non tous nuls tels que

aoid+a1u+a2u2+---+aNuN:0

ce qui veut exactement dire que H(u) = 0 ou H est le polynéme non nul
H(X)= 5N a0 X,

Il est élémentaire de vérifier que Ann(u) est un idéal de ’ensemble des
polynémes. On sait donc que cet idéal est engendré par un unique polynoéme
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unitaire que 'on va noter M, et que 'on appelle polynome minimal de wu.
Il s’agit ainsi du polynéme de plus petit degré parmi tous les polynémes
unitaires qui annulent u. L’étude du polynéme minimal est un des objectifs
du prochain chapitre.
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3.5 Exercices

Exercice 14 (Résultant) 1) Soit deux polynomes

PX)= > aXFetQ(X)= > b, XxF

0<k<n 0<k<m
de degrés respectifs n et m. Ecrire la matrice S(P, Q) de la famille
{P,XP,..., X" 'P.Q,XQ,..., X"'Q}

dans la base canonique.

2) Montrer que P et ) ont une racine commune dans C si et seulement si il
existe deux polynémes non nuls U et V tels que d(U) < d(Q) et d(V) < d(P)
et UP+ V(@ =0.

3) Montrer que P et ) ont une racine commune dans C si et seulement si

det[S(P, Q)] = 0.

Exercice 15 Montrer que si A est une matrice triangulaire supérieure nxn
de termes diagonaux Ay, ..., A, et si P est un polynoéme alors P(A) est une
matrice triangulaire supérieure de termes diagonaux P(A1),...P(A,).

Que se passe-t-il si en plus Ay =---= A, =07



Chapitre 4

Polynoémes minimaux et
caractéristiques

4.1 Polynéme minimal

Reprenons « un endomorphisme de ’espace de dimension finie . On
a vu au chapitre précédent que Ann(u) = {P; P(u) = 0} n’est pas réduit
au polynome nul et qu’il s’agit d’un idéal de ’ensemble des polynémes. On
sait donc que cet idéal est engendré par un unique polynéme unitaire que
I'on a noté M, et que 'on appelle polynome minimal de u. 1l s’agit ainsi
du polynéme de plus petit degré parmi tous les polynémes unitaires qui
annulent w. [’égalité Ann(u) = (M,) nous dit de plus que tout polynéme
qui annule » est un multiple de M,.

On définit le polynéme minimal My d’une matrice carrée A € M, (K)
de maniére similaire c’est & dire que M4 est I'unique générateur unitaire de
l'idéal Ann(A) ={P € K[X]; P(A)=0}. On remarque que si P € K[X],et
en notant matu la matrice de 'endomorphisme u dans une certaine base B
de F,on a

P(matpu) = matgP(u) d’ott Ann(u) = Ann(matgu)

Ainsi I'idéal annulateur d’un endomorphisme u est égal a I'idéal annulateur
d’une de ses matrices. Le polynéme minimal d’un endomorphisme est donc
égal au polynéme minimal (d’une) de ses matrices. Cela confirme que deux
matrices semblables ont méme polynéme minimal ce qui résulte trivialement

de :
VP € K[X], VA e M, (K),VQ € GL,(K)P(Q™1AQ) = Q' P(A)Q

33
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Nous allons maintenant voir quelques exemples. Considérons d’abord une
matrice diagonale :

A1 0 P(A) 0
A= alors VP € K[X], P(A)= .

0 Ao 0 P(An)
d’ou P(A) = 0 si et seulement si P(A1) =...= P(A,) = 0. Ainsi on obtient

déja le polynéme minimal de tout endomorphisme diagonalisable :

si u diagonalisable, M, (X) = H (X =X)
AESP(u)

Le calcul du polynéme minimal est facile si on connait a priori un polynéme
annulateur car le polynéme minimal en sera un diviseur. Par exemple une
projection p vérifie p? = p donc M,(X) est X2 — X ou X — 1 ou X les deux
dernieres possibilités étant a exclure sauf si p = id ou p = 0 respectivement.
De méme une symétrie s est involutive c’est a dire s* = id donc M(X) =
X?_1 pour une symétrie non dégénérée. Terminons par un dernier exemple.
On considére dans un espace vectoriel de base (b1, ... ,b,) 'endomorphisme
6 associé au décalage dans la base c’est a dire que 8 est tel que 6(b;) =
bz’+1(m0d )" Le lecteur prouvera en exercice que le polynéme minimal est

Mg(X) = X"

4.2 Application ala recherche de sous-espaces stables

Comme on ’a vu précédemment, la réduction des endomorphismes dé-
marre avec la recherche de sous-espaces stables pour cet endomorphisme.
Il est intéressant de remarquer que les polyndémes d’endomorphismes nous
donne de tels sous-espaces stables, par leurs noyaux. En effet si P est un po-
lynéme et si @ € E vérifie P(u)(z) = 0 alors P(u)(u(z)) = u[P(u)(z)] =0
montrant ainsi que ker P(u) est stable. Nous pouvons prolonger cette re-
marque par le résultat suivant.

Proposition 6 Si F est un espace vectoriel sur C de dimension finie et u
un endomorphisme de E alors u admet un sous-espace stable de dimension
1, c¢’est a dire une droite vectorielle stable. Si F est un espace vectoriel sur
R de dimension finie et u un endomorphisme de E alors u admet un sous-
espace stable de dimension 1 ou 2, c’est a dire une droite ou un plan vectoriel
stable.
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Preuve. Considérons un facteur irréductible unitaire H du polynéme mi-
nimal M, de u. C’est & dire que M,, = ) H. On ne peut avoir Q(u)(z) =0
pour tout z € F car sinon () serait le polynome minimal. Pour un certain
z on a donc y = Qu)(z) # 0. On a alors H(u)(y) = H(uw)[Q(u)(z)] =
(HQ)(u)(z) = My(u)(z) = 0. Ainsi le noyau ker H (u) est non trivial, c’est
a dire non réduit a {0}.

Dans le cas complexe H s’écrit H(X) = X — X et ker H (u) = ker(u— Aid)
n’est autre que le sous-espace propre associé a la valeur propre A. 1l y a donc
un vecteur propre associé a A et celui-ci engendre une droite vectorielle qui
est stable. Dans ce cas complexe nous aurions pu aussi raisonner sur le
polynéme caractéristique qui admet forcément une racine.

Dans le cas réel H peut étre de degré 1 et le raisonnement est identique
au cas complexe. Mais H peut aussi étre de degré 2i.e. H(X) = X?+a X+5.
Prenons comme avant  tel que H (u)(z) # 0. Le sous-espace engendré par z
et u(x) est stable par u. Il suffit en effet de voir que u(u(z)) est combinaison
linéaire de z et u(x) ce qui se déduit facilement de H(u)(z) = u(u(z)) +
au(z) + Bz = 0. Le sous-espace engendré par z et u(z) est évidemment
de dimension au plus 2 et il est en fait de dimension 2. Car si il était de
dimension 1 on aurait u(z) = Az et alors H(u)(z) = H(X)(z) = 0 ce qui
prouverait que H admet la racine réelle A ce qui absurde.

4.3 Critere de diagonalisation

Théoréme 7 Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si son
polynome minimal est scindé a racines simples.

Preuve. En effet si M, (X) = (X — A1) ... (X — Ag) alors le lemme des
noyaux donne F = ker0 = ker M, (u) = @®F, ker(u — \;id) ce qui prouve
bien que u est diagonalisable.

Inversement si u est diagonalisable on a ' = @iesp(u) ker(u — Aid).
On pose alors H(X) = [[\esp(u) (X — Aid). Pour tout @ € E on utilise la
décomposition & = 3 \cgp(y) T avec xy € ker(u — Aid). Alors pour tout
A €sp(u), H(u)(zy) = [Ty (uw—Nid) o (u— Aid)(2y) = 0 d’ott on déduit
H(u)(z) = 0. On adonc bien H(u) = 0. Le polynéme minimal divise  donc
est lui aussi scindé a racines simples. En fait on voit simplement M, = H.

4.4 Le théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréme 8 (Cayley-Hamilton) Soit v un endomorphisme de [’espace
de dimension finie F, C', son polynome caratéristique et M, son polynéome



36CHAPITRE 4. POLYNOMES MINIMAUX ET CARACTERISTIQUES

minimal. Alors Cy,(u) =0 et donc M, | C,.

Preuve. Soit z € F\{0}. Considérons I’ensemble des polynémes Ann(u,z) =
{P; P(u)(z) = 0}. C’est un idéal. 1l est donc engendré par un polynéme
My, = XP+ oep_lXp_l + -+ -+ «ag. Considerons le sous-espace vectoriel F},
engendré par z,u(z),...,u?"(z). Il est facile de voir en utilisant la rela-
tion u(u?P~Hz)) = uP(z) = —ap_1uP 1 (z) — - — agx que F, est stable par
w. De plus par la minimalité du degré de M, , dans Ann(u,z) on voit que
{z,u(z),...,uP71(2)} est une famille libre et subséquemment une base de
F,. Ainsi on notera au passage que la dimension de F est égale a p qui
est le degré de M, ;. Complétons cette famille libre en une base B de E et
écrivons la matrice de u dans cette base. Elle s’écrit par blocs sous la forme

A 7
matp u = 0 B

Le bloc carré A a un nombre de lignes et de colonnes égal a dim F, = p.
C’est la matrice de la restriction de u au sous-espace F). écrite dans la base

{z,u(z),...,uP~ (z)}. On voit que cette matrice A est
0 0 -+ 0 -w
1 0 0 0 —-m
0 1 0 0 -
A= . . .
: . . 0 _ap—Q
0 - o 0 1 —ap,

La forme par blocs de la matrice de u dans la base précisée et la définition
du polynéme caractéristique montre que €, = C4 Cp. Le polynéme ca-
ractéristique de A se calcule explicitement, par exemple en développant par
rapport a la derniere colonne le déterminant de X I — A. On trouve

CA(X) :Xp—I-Oép_1Xp_1 +--F+aog= Mu,x
Ainsi Cy(u)(z) = Cp(u) o My z(u)(z) = 0 . Comme cela vaut pour tout

z € F onaCy(u) =0 comme annoncé.

4.5 Décomposition en espaces caractéristiques

Le sous-espace stable

Car(u, \;) = ker [(u — A;id)*]
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est appelé sous-espace caractéristique de u relatif a la valeur propre A;.

Supposons que le polynéme caractéristique C, de I’endomorphisme u soit
scindé cest & dire Cy(X) = TT5, (X — X)) Les Ay, ..., A sont donc les
valeurs propres de u. Alors le lemme des noyaux et le théoreme de Cayley-
Hamilton donnent

k
E= @ker[(u — Ajid)?]

La restriction u; de u & Car(u, A;) s’écrit donc u; = A;id+n; et ny* = 0. On
dit que n; est nilpotent. On voit donc que quand le polynéme caractéristique
est scindé la réduction d’un endomorphisme se ramene a la réduction d’un
endomorphisme nilpotent.

4.6 Comparaison des polyndémes caractéristique et
minimal

Le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit déja que le polynéme ca-
ractéristique ', d’un endomorphisme u de I'espace vectoriel de dimension
finie £ est un multiple du polynéme minimal M, ce qui entraine que les
diviseurs irréductibles de M, sont des diviseurs irréductibles de C’,. Nous
pouvons dire un peu plus

Proposition 9 Soit v un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
ston finie E sur K = R ou C. Le polynome caractéristique C, de u et son
polynome minimal M, ont les mémes diviseurs irréductibles. En particulier
st K= C, ils s’écrivent
CX)= J[ x-20"" a MX)= J] (x-xW
AESP(u) AESP(u)
avec 0 < r(A) < m(A) et Z m(A) =dim F

Aesp(u)

La preuve est 'objet de ’exercice 20.
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4.7 Exercices

Exercice 16 On suppose qu’un espace vectoriel de dimension finie F se
décompose comme somme directe de sous-espaces stables pour un endomor-
phisme w de F c’est & dirve £ = Fy & Fr @ --- @ Fy, avec u(F;) C Fi. Que
valent le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de u en fonc-
tion des polynémes minimaux et caractéristiques des restrictions de u aux
sous-espaces Fy, ..., Fp?

Exercice 17 On considére la matrice n X n

A1 0 0
0 A 1
M, = 0 0 A
0
: oA 1
0 «++ «or v 0 A

1) Calculer les puissances successives de M.
2) En déduire le polynéme minimal de Mj.
3) Quel est le polynéme minimal de M) ?

4) Montrer que M) est semblable a ‘M.

Exercice 18 Est il vral que si A et B sont semblables alors M4 = Mp?
Et la réciproque? Si on a My = Mg et C'y = Cp, les deux matrices A et B
sont elles nécessairement semblables ?

Exercice 19 Soitn € N*et A € M,,(R) C M, (C). Selon que ’on considere
A comme une matrice coefficients réels ou complexes, le polynéme minimal
est il le méme?

Exercice 20 Soit A une matrice carrée complexe.

1) Montrer que toute valeur propre est racine de tout polynéme annulateur
de A.

2) Si le polynéme minimal de A s’écrit M4(X) = (X — A) Q(X), montrer
qu’il existe un vecteur v tel que Q(A)v # 0 et en déduire que X est valeur
propre de A.

3) En déduire que le polynéme minimal et le polynéme caractéristique ont
les mémes racines complexes .

4) En déduire que le polynéme minimal et le polynéme caractéristique ont
les mémes facteurs irréductibles.

5) Ce résultat persiste-t-il pour les matrices réelles?
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Exercice 21 Les affirmations suivantes sont elles vraies ou fausses :
a) A € Ma(R), My = X* + 1,

b) IB € M3(C), Mp = X2 +1,
¢) U € M3(R), My = X? +1

Exercice 22 Soit n € N* et A € M,,(C). Parmi les assertions suivantes,
quelles sont celles qui sont équivalentes a “A est nilpotente” :

(i) Sp(A) = {0}, (i) Ca = X", (iii) A" =0, (iv) Ma]X"

Exercice 23 On reprend la matrice M (a, b, ¢) étudiée aux exercices 5 et 12
qui est la matrice avec des a en dessous de la diagonale, des b sur la diagonale,
des ¢ au dessus de la diagonale.

1) Calculer le polynéme minimal de M(a,b).

2) Quand M (a,b) est inversible, calculer son inverse.

3) Trouver, pour tout entier k, des constantes ay, et by, telles que M (a, b)* =
a M(a,b)—l—bk I

Exercice 24 1) Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace vec-
toriel £ de dimension finie et F' un sous-espace stable pour u. Montrer que
la restriction de u & F est diagonalisable.

2) Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel qui commutent
c’est a dire v o v = v ou. Montrer que tout sous-espace propre pour ['un est
stable pour autre.

3) Montrer que si u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de F et
si wov = vouw alors il existe une base de I sur laquelle u et v diagonalisent.
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Chapitre 5

Réduction de Jordan

5.1 Réduction en espaces cycliques pour un endo-
morphisme nilpotent

Commencons par définir la notion de sous-espace cyclique. Soit un endo-
morphisme u d’un K-espace vectoriel de dimension finie F. Un vecteur v de
FE est u-cyclique de période r si u”(v) = 0 avec r le plus petit entier naturel
possible. On a déja dans la démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton
étudié 'ensemble Ann(u,v) des polynomes P tels que P(u)(v) = 0. C’est
un idéal de K[X] dont le générateur unitaire était noté M, ,. On dit donc
que v est u-cyclique de période r si M, ,(X) = X". Alors il est immédiat de
vérifier que la famille {v, u(v),...,u"~!(v)} est libre. Le sous-espace

{(u, v)) = Vect{v, u(v),...,u" " (v)}

est un sous-espace vectoriel de F stable par u et de dimension r que 'on
appellera sous-espace cyclique. Les matrices de la restriction de u a ((u,v))

dans les bases (v, u(v),...,u""1(v)) et (u""1(v),...,u(v),v) sont respecti-
vement

0 0 0 0 0 1 0 0

L 0o 0 ; 0 0 1

0 1 0 0 0 0

et
0
: - 0 : 0 1
0 -« -~ 0 1 0 0

Cette seconde matrice r x r sera notée M(r).

41
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Théoréme 10 Soit u un endomorphisme de Uespace vectoriel F de dimen-
ston finie qui est nilpotent c’est a dire v" = 0 pour un certain entier r.
Alors

E=F@--oF

avec

Fr = ({u,v3)) = Veet(vy, u(vg), ..., u" 1 ()

De plus la matrice de u sur la base

(u”_l(vl), u”_z(vl), cosu(v), v, ,urk_l(vk), ooy u(vg), vg)

est diagonale par blocs avec des blocs diagonauxr qui sont respectivement
M(r1), ..., M(ry). Enfin, les entiers k,r1,...,r, sont déterminés par u.
Preuve. Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de F. En di-
mension 0 (i.e. ' = {0}) et 1, le résultat est vrai car le seul endomorphisme
nilpotent est ’endomorphisme nul. Supposons le résultat acquis pour toutes
les dimensions strictement inférieures & N et considérons un espace E de
dimension N. Notons 7 Iindice de nilpotence de u c’est a dire que 'entier 7
vérifie u” = 0 et qu’il est le plus petit qui convient. Notons que I'image de F
par u, Im(u) = u(F) est un sous-espace vectoriel de E différent de F. En ef-
fet on a u”~1 # 0 donc il existe y tel que u”~!(y) # 0. Cet y n’appartient pas
a u(F) car sinon on aurait "~ (y) = 0. Comme u(F) est de dimension stric-
tement plus petite que E on peut lui appliquer I’hypothese de récurrence.
Elle affirme que u(F) est somme directe de sous-espaces cycliques :

wWE)=G1 & G,

avec

G = ((u,wp)) = Vect(w;, u(w;), . .. 7u”_z(wi))

ou r; > 2. Autrement dit le vecteur w; est supposé u-cyclique de période
ri — 1. On considere alors v; tel que u(v;) = w; et on pose

F; = ((u, vy)) = Vect (v, u(v;), . .. ,u”_l(vi))

Montrons dans un premier temps que la somme Y_-_, F; est directe. Il suf-
fit de montrer que 0 a une unique décomposition adaptée a cette somme.
Supposons donc que

0= Pi(u)(ve) + -+ Ppu)(v,)

ol F; est un polynome. Car la forme générique d’un élément de F; est
Pi(u)(v;). 1l s’agit de montrer que Py(u)(v1) = -+ = P,(u)(vp,) = 0. On
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fait agir u sur la décomposition de 0 ci-dessus ce qui donne 0 = P; (u)(w) +
o+ P,(u)(wy,). Alors le caracteére direct de la somme de G; prouve que
0 = Pi(u)(wy) = -+ = P,(u)(wp). Cela implique que X"~ | P, puisque
w; est u-cyclique de période r; — 1. En particulier X | P; et on peut écrire
P, = X @;. On utilise cette forme des polynomes P; dans la décompositon
de 0 faisant intevenir les v;. Cela donne 0 = Q1 (u)(w1)+- - -4+ Qp(u)(wy). On
en déduit que X"i71|Q; et donc que X7 | P; ce qui implique P;(u)(v;) = 0
comme désiré. On a donc établi que la somme des F; est directe.

Posons £/ = Fi1 & --- @& Fp,. On a w(l') = G1 & --- & G, = u(l).
Considérons alors un vecteur y quelconque de E. Comme u(E) = u(E') il
existe ¢’ € E’ tel que u(y) = u(e’) d’ou y—e€’ € keru. Ainsi £ = '+ ker(u).
Le théoreme de la base incomplete nous dit alors qu’on peut compléter
une base de £ en une base de I en ajoutant des vecteurs vpyq,..., 0k
de ker(u). Un vecteur de keru est cyclique de période 1. Les sous-espaces
F,11 = Vect(vpy1), ..., Fy, = Vect(vg) sont donc des sous-espaces cycliques
et on a au total £ = 1@ -+ D F, D Fpp1 @& -+ D F On a donc prouvé
Iexistence annoncée dans le théoreme. Reste a voir que k,ry,...,rg sont
uniquement déterminés par w. Pour cela il suffit de remarquer que pour
tout p,

dim w?*(F) — dim v? (F) = Card{i € {1,... ,k};r; > p}

5.2 Méthode pratique dans le cas nilpotent

Une premiere idée est d’utiliser la procédure mise en oeuvre dans la
preuve par récurrence du paragraphe précédent. On a vu que dimuP(F)
décroit strictement jusqu’a ce que k atteigne 'indice de nilpotence 7 de w.
On peut donc appliquer la technique de passage de u?(F) & uP~1(F) vue
ci-dessus pour des valeurs de p variant de 7 a 1. Pour p = 7, c’est facile;
il s’agit juste de trouver des vecteurs formant une base de u”~!(F). Ces
vecteurs étant choisis, on leur cherche des antécédents dans «”~?(FE) et on
compléte par les vecteurs de la restriction de ker u & «™~2(F). Et on continue
d’itérer le procédé. Toutefois cette approche n’est pas tres commode dans
la pratique. 1l est plus commode de travailler avec les noyaux plutot que les
images.

Pour les noyaux itérés, on a les inclusions

{0} C keru C keru? C ---C keru”" ' Ckeru” = E

Prenons une base d’'un supplémentaire de ker u”~! dans F, que ’on note G.
Ces vecteurs sont cycliques d’ordre 7. Leurs images engendrent u(G1) qui
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! mais qui vérifie u(G1)Nkeru”=? = {0}. On compléte

ces vecteurs de u((1) pour former un supplémentaire GGy de ker u”~2 dans
keru”~!. On forme une suite finie Gy, ..., G, de sous-espaces tels que G; &
keru” ™" = keru” ™! pouri € {1,...,7} et u(G;) C Giy1. La base cherchée
est obtenue en prenant les vecteurs utilisés a chaque étape pour compléter

est inclus dans ker ™~

ainsi que tous les itérés non nuls de ces vecteurs.

5.3 Théoréme de Jordan

Nous n’avons plus qu’a rassembler les résulats précédents pour obtenir
un théoreme puissant de réduction.

Théoréme 11 (Jordan) Soit u un endomorphisme d’un K-espace vecto-
riel de dimension finie tel que son polynome caractéristique C', est scindé.
Alors il existe une base sur laquelle la matrice de u est diagonale par bloc
avec des blocs diagonaux de Jordan c’est a dire de la forme

A1 0 0
0 A 1
JZOO/\

0

A1

0 0 A

ot A est une valeur propre de w. Cette forme est unique pour l'endomor-
phisme u, ¢ permutation prés des blocs de Jordan.

On notera qu’il peut y avoir plusieurs blocs de Jordan avec la méme valeur
propre A.

Preuve. On décompose d’abord F en sous-espaces caractéristiques. En-
suite sur le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A, u s’écrit
comme Aid plus un endomorphisme nilpotent. On sait réduire un tel endo-
morphisme par la section précédente. Plus précisément on sait trouver une
base sur-laquelle la matrice de I’endomorphisme nilpotent est diagonale par
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blocs avec des blocs de la forme

0 1 0 0
0 0 1
0 0 0

0
: 0 1
o I

En réunissant les bases trouvées pour les sous-espaces caractéristiques on
obtient une base de F qui convient. La méthode décrite qui fournit le résultat
théorique est aussi celle que 'on doit mettre en oeuvre dans les calculs
pratiques.

5.4 Calcul des puissances d’une matrice

Le théoreme de Jordan est tres utile pour calculer les puissances d’une
matrice. Pour cela il faut faire trois remarques. La premiere remarque est
que si M est diagonale par blocs alors les puissances sont encore diagonales
par blocs :

A 0 - 0 Av 0 oo 0
si M = 0 A alors M" = 0 Az
: . .0 P (
0 -~ 0 A 0 --- 0 A7
La seconde remarque est qu’un bloc de Jordan s’écrit
| 0 0 0 1 0
0 X 1 0 0 1
J = 0 0 A = AI+N avec N = 00 0
0
: | :
0 0 A 0

Comme I et N commutent on peut calculer les puissances par la formule du
binome de Newton :

AT+ N)"=>_ CI A" NJ

i=0
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Tout sera donc terminé si on sait calculer les puissances de N. Or N7 = 0 si
j est plus grand que l'ordre de la matrice et N2, N3, ... sont obtenus “en
déplacant 'alignement de 1 parallélement a la diagonale”. Prenons I'exemple
d’une matrice N d’ordre 6

01 00 00 001 0 00
001 000 00 01 00
1000 1T 0 0. Lo 000 O0T1O0/|
N= 000 010 VT = 000O0O0T1]|’
000 001 00 00 00
000 000 00 00 00
00 01 00 0000 10
0000 10 000001
s _{00O0O0O0CT1]|] L4 |0O0O0O0O0O0
N = 00 00 00 VU= 0000 O0O0]|’
00 00 00 00 00 00
00 00 00 00 00 00
000001
00 00 00
5 00 00 00 ; .
g M g >
N 0000 00 i N 0 pour 7 > 6
00 00 00
00 00 00
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5.5 Exercices

Exercice 25 Soit a et b deux réels distincts et A € Mg(R) de polynome
minimal M4 (X) = (X —a)? (X —b) et de polynome caractéristique C'4(X) =
(X — a)* (X —b)?. Quelles sont les réduites de Jordan possibles pour A?

Exercice 26 effectuer la réduction de Jordan des matrices suivantes :

-1 -2 -3 -3 -3
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1
1 1 1 2 3

-1 -1 -1 -1 =2

-15 12 -9 1
29 =24 19 =2
60 —49 38 —4
—6 5 —4 1

Exercice 27 Montrer que si A et B sont deux matrices n X n avec n < 4
qui vérifient My = Mp et C'y = Cp, alors les deux matrices A et B sont
semblables.

Exercice 28 Montrer que toute matrice réelle ou complexe est semblable
a sa transposée.

Exercice 29 (Partiel de novembre 2000, second des deux exercices)
On note W = (w;;)1<i j<3 la matrice 3 X 3 dont le terme général w;; vaut 1
si g =1+ 1 et 0 sinon.

1.a) Ecrire explicitement .J.

1.b) Trouver toutes les matrices M 3 x 3 telles que M J = J M.

1.c) L’ensemble des matrices M commutant avec J déterminé a la question
précédente coincide-t-il avec ’ensemble des polynomes en J 7

2) Soit H une matrice 4 X 4 réelle dont le polynome minimal est My (X) =
(X — @) (X — B) ot @ et 3 sont deux réels distincts. On note i I’endomor-
phisme de R* qui a pour matrice H sur la base canonique de R%.

2.a) Quel est le polynome caractéristique de H ?

2.b) La matrice H est elle diagonalisable 7

2.c) La matrice H est elle trigonalisable 7

2.d) Justifier que ker[(h — «id)?] et ker[h — 3id] sont deux sous-espaces
vectoriels stables par i supplémentaires dans R* (c’est a dire que R* est la
somme directe de ces deux sous-espaces).

2.e) Quelle est la réduite de Jordan de h?

3) On suppose que v est un endomorphisme de R* tel que voh = howv.
3.a) Montrer que ker[(u — aid)?] et ker[u — 3id] sont stables par v.

3.b) Montrer que la matrice de la restriction de v & ker[(u — «id)?], dans
une base bien choisie, commute avec .J.

3.c) Montrer que C = {v € L(R*); voh = hov} est un sous-espace vectoriel
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de L(RY).
3.d) Quelle est la dimension de C?

Exercice 30 (Partiel de novembre 2002, second des deux exercices)
On considere dans un K-espace vectoriel F de dimension 7 un endomor-
phisme u tel que, pour deux valeurs distinctes «, § € K,

dim ker(u — aid)? = 5, dim ker(u — aid) = 3, dimker(u — 3id) = 2

On demande alors

5.

1. de donner le polynéme minimal de u

2. de donner le polynéme caractéristique de u
3.
4

. de dire si le théoréeme de Jordan s’applique a u et si oui de donner la

de dire si u est diagonalisable

réduite de Jordan

de décrire ker(u — vid)? pour p € N*et v € K

On pourra répondre a ces questions dans ’ordre que "on souhaite mais toute
affirmation devra étre argumentée (a ’aide des résultats du cours).

Existe-t-il un endomorphisme v de méme polynéme minimal et caractéristique
que u et qui n’est pas semblable a u 7



Chapitre 6

Formes quadratiques

6.1 Formes quadratiques

Nous travaillons sur un R-espace vectoriel . Une forme bilinéaire symétrique
¢ est une application de F' x F dans R qui est linéaire par rapport a chacune
de ses variables : pour z,2',y,y’ € F et A € R,

oz + ' y) = oz, y) + o', y), oAz, y) = Xo(z,y),

¢($7y+y/) = ¢(z,y) —I—qﬁ(x,y’), P2, Ay) = Ao(a,y)

et symétrique : ¢(z,y) = ¢(y, x) pour tous z,y € F. En fait, compte tenu
de la symétrie, on peut se contenter d’énoncer la linéarité par rapport a une
des deux variables. L’application ¢ de F dans R définie par ¢(z) = ¢(z, z)
est appelée forme quadratique associée a ¢. Les identités qui suivent, dites
identités de polarisation, permettent alors de retrouver ¢ en fonction de ¢ :

Sey) = Slale+y) — () - a(v)

= %(q(w +y) —q(z —y))

Supposons que le R-espace vectoriel F est de dimension finie n et prenons
une base (by,...,b,).Siz =31y x;b; et y = 3 " y; b; alors on peut utiliser
la bilinéarité pour obtenir une expression en fonction des coordonnées :

ole,y) = D wiy; (b by), qlx) = D wiw; ¢(bibj)

1<i,5<n 1<i,5<n

On peut écrire cela sous forme matricielle ¢(z,y) = "X QY ol X est la
matrice colonne des coordonnées de x, Y celle des coordonnées de y et () est

49
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la matrice symétrique de terme général ¢(b;,b;) appelée matrice de ¢ (ou
de q) dans la base (by,...,b,) et notée mat(,, ¢ ou mat,)q. Bien sir on a
aussi ¢(z) =X Q X.

Nous pouvons alors nous poser la question du changement de base : si
on considere une nouvelle base (fi,..., f,), quelle est la matrice Q de ¢
sur cette base? Notons P la matrice de passage de la base (fi,..., f,) ala
base (b1, ...,b,). Notons X et Y les matrices colonnes des composantes de
z et y dans la base (fi1,..., f,). On sait que l'on a X =PX, Y = PY
et p(z,y) ='XQY =X PQPY =X QY. Par identification, on a ainsi
Q ='PQ P. On dit parfois que les deux matrices Q et @ sont congruentes.
Redonnons la formule avec des notations plus explicites :

mat(,)¢ = "Plr,)- 0 matr)d Py

Notons que deux matrices congruentes sont équivalentes. 1l en résulte en
particulier qu’elles ont méme rang. On peut donc définir le rang d’une forme
quadratique comme le rang de sa matrice sur une base quelconque.

6.2 Réduction par la méthode de Gauss

Etant donnée une forme bilinéaire symétrique ¢ par exemple par sa ma-
trice (2 dans une certaine base, un des problemes fondamentaux est de trou-
ver une base ou la matrice de ¢ est la plus simple possible, disons dia-
gonale. Nous verrons que cela est possible, avec en plus une matrice de
passage P? d’un type particulier que nous appelerons orthogonale ce qui si-
gnifie {P = P!, 1l s’agit alors de trouver P telle que P QP = P~1QP soit
diagonale. Le probleme est donc ramené a la diagonalisation de la matrice
symétrique () et on retrouve un type de probleme connu. Nous verrons cette
méthode en détail dans un prochain chapitre.

L’algorithme de Gauss donne une autre méthode d’obtention d’une ma-
trice P telle que 'PQ P diagonale mais cette fois avec une matrice P qui
est le plus souvent triangulaire. Nous résumons le résultat dans le théoreme
qui suit. La preuve par récurrence de ce théoreme donne le principe de la
méthode dite “de Gauss” qu’il faut appliquer itérativement dans les cas
pratiques.

Théoréme 12 (Sylvester) Soit ¢ forme quadratique sur le R-espace vec-
toriel F de dimension n. Alors il existe des formes linéaires indépendantes
Uiy ...,U, sur E telles que

n

q(z) = Zai (UZ($))2 avec a;; € {1,-1,0}

=1
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Le nombre de 1 et de -1 dépend de q et pas du choix des formes vy,...,v,.
Ces nombres de 1 et de -1 sont appelés signature de q.

Matriciellement, pour ¢) matrice symétrique, il existe une matrice P inver-
sible telle que ‘P @ P soit diagonale avec des termes diagonaux égaux a
1,-1 ou 0. La preuve qui suit donne dans beaucoup de cas une matrice P
triangulaire.

Preuve. Nous raisonnons par récurrence sur n = dim E. Le cas n = 1
est trivial. Supposons donc le résultat acquis pour un espace de dimension
inférieure ou égale a n — 1 et considérons ¢ forme quadratique sur F de
dimension n > 2. Alors pour z € E se décomposant z = ), z; b; sur une
certaine base fixée (by,...,b,) de E et (g;;) la matrice de ¢ dans cette base,
on a, en supposant d’abord ¢11 # 0,

q(z) = Z(]ij $i$j:(]11$%‘|‘22‘]1j T+ Z iy Ti Ty

0 i>1 i.5>2
2 2
q1; q1;
= 901-|-Z—96]‘ + Z Gij TiTj — qu11 Z—%‘
i>1 0j>2 i>1 1

= Signe(qll) U%($) + (j($27 s 7xn)

Dans cette derniere égalité

vi(z) = \/ lqi1] |21 + Z Zi—]le

i>1
est une forme linéaire sur F et
2

G(xay ... x,) = Z Qi T T — qu1 Z qixj
1,22 j>1

est une forme quadratique sur R?~! & laquelle on peut appliquer I’hypothése
de récurrence. Les formes linéaires vq,...,v, que 'on obtient alors sont
indépendantes de vy car elles ne s’expriment qu’en fonction de n—1 dernieres
composantes alors que vy fait intervenir z.

Quitte a permuter les variables on voit que le procédé fonctionne des
qu’il existe j tel que ¢;; # 0. Dans le cas contraire, on a ¢;; = 0 pour tout j.
Quitte & permuter encore les variables on peut supposer g2 # 0 et on écrit

q(x) = 2q2179+ QZQU T -I-QZf]zj Ty + Z Qij Tixj
i>3 i>3 753

1 1 _
2q12 |21+ — > 257, v+ — > qr; | +d(es, ..., @)
12 553 12 555
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ol
(s, .. w0) = Y g ria; — thg% > gy
1,523 >3 >3

On obtient alors

2
1 1
q(z) = q;—? (961 + . > qajri 4 xa+ . thjw]‘)
12

i>3 i>3

2
412
- 5 (xl—l— — g q2;T; — Ty — — E quxj)

]>3 ]>3
+ qG(s,...,2.)

On peut appliquer I’hypothese de récurrence a ¢(zs,...,z,) : il existe des
formes linéaires indépendantes ws, . .. , w, sur R" 2 telles que (23, ..., 2,) =
S sy (wies, ... 2,))% avec a; € {1,—1,0}. On pose

U1($) = @ ( +(]1_22q2]$]+$2+_2q1]$])

>3 12 i>3
U2($) = H |q12 1+—ZQ2]$]—9€2——ZQ1]9€]

]>3 ]>3
vi(z) = wi(as,...,z,)

pour ¢ > 3. Ces formes linéaires sont indépendantes et fournissent la représentation
voulue :

q(x) = sign(qi2) vi(z) + sign(—qi2) Z o; vi(®

I reste & voir que le nombre de «; égaux a 1 disons r4 et le nombre de
ceux égaux a -1 disons r_ ne dépend que de q. Cela va découler du fait que
r4 est le maximum des dimensions des sous-espaces vectoriels F' de I tels
que Yz € F'\ {0}, ¢(z) > 0 et de méme r_ est le maximum des dimensions
des sous-espaces vectoriels I de E tels que Vo € F'\ {0}, ¢(z) < 0. En
effet considérons la base (fi,..., f,) de F sur laquelle la matrice de ¢ est
diagonale avec r4 1 et r_ -1 puis des 0 sur la diagonale. On peut prendre
comme telle base celle ol les composantes d’un vecteur z sont donnés par
vi(z),...,v,(x). En termes sophistiqués, cette base est celle dont la base
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duale est vy,...,v,. Supposons qu’il existe F' tel que Va € F'\ {0}, ¢q(z) >
0. Alors Vect(fr,4+1,...,fn) et F sont en somme directe. Cela se voit en
évaluant ¢ sur un vecteur de l'intersection. La dimension de leur somme
(directe), est égale a la somme de leurs dimensions et elle est inférieure
a la dimension de F : (n — ry) +dim F < n c’est a dire dim F' < ry.
Dans cette inégalité on réalise ’égalité en prenant F' = Vect(fy,..., f,}).
La caractérisation de ry est donc prouvée et celle de r_ est similaire.

6.3 Signatures particulieres

On dit qu’une forme quadratique ¢ et sa forme bilinéaire associée sont
positives si r— = 0 i.e. g(z) > 0 pour tout z € FE. On dit qu'une forme
quadratique g et sa forme bilinéaire associée sont définies positives si signa-
ture est (ry,r_) = (dim £,0) ou ce qui est équivalent si g(z) > 0 pour
tout @ € E'\ {0}. On dit qu’une matrice n X n symétrique A est positive
si c’est la matrice d’une forme quadratique positive c’est & dire X AX > 0
pour toute matrice colonne X autrement dit Zi,j a;; r;x; > 0 pour tous
réels zq,...,2,. On dit qu’une matrice n X n symétrique A est définie po-
sitive si c’est la matrice d’une forme quadratique définie positive c’est a
dire X AX > 0 pour toute matrice colonne X non nulle autrement dit
Zi,j a;; x;x; > 0 pour tous réels z1,...,z, non tous nuls.

6.4 Cas des dimensions 2 et 3

Dans le cas des dimensions 2 et 3 la réduction de Gauss est parti-
culierement facile & mettre en oeuvre pour déterminer la signature d’une
forme quadratique. Les lignes de niveau des formes quadratiques donnent
des ensembles remarquables : les coniques en dimension 2 et certaines qua-
driques en dimension 3. Commencons par la dimension 2.

Les ensembles de points (z, y) du plan d’équation cartésienne ¢((z,y)) =
C' ol ¢ est une forme quadratique sont appelés coniques du plan. Le type
de conique dépend de la signature de q. Laissons tomber les cas dégénérés
et intéressons nous seulement aux cas ou le rang est 2. Alors il n’y a que 3
possibilités pour la signature : (2,0) cas défini positif, (1,1), (0,2) cas défini
négatif. Dans le premier cas, ou le troisieme par changement de signe, quitte
a se placer dans une bonne base (dont on verra plus tard qu’elle peut étre
prise orthogonale) une ligne de niveau de ¢ a typiquement ’équation
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qui est I’équation d’une ellipse. Le cas particulier a = b est celui du cercle.
Dans le cas de signature (1, 1), on obtient I’équation

qui est celle d’une hyperbole.

Dans le cas de la dimension 3, supposons encore le rang maximal sinon on
obtient un cylindre (au sens mathématique) basé sur une conique : cylindre
elliptique ou hyperbolique. Il a essentiellement trois cas apres choix d’une
bonne base, pour I’équation de lignes de niveau (non dégénérées)

$2 y2 2,2 $2 y2 2,2 $2 y2 2,2

ctptetatep-a~baetpy -2~
qui désignent respectivement ellipsoide, I’hyperboloide a une nappe et I’hy-
perboloide a deux nappes.

En fait une quadrique est un ensemble de ’espace affine de dimension 3
d’équation ¢(z,y,z) + L(z,y,z) = C ou L est une forme linéaire. Dans le
cas ol ¢ est de rang 3, la présence de L n’introduit pas de nouveau type.
Il'y ales 3 décrits précédemment plus les cas dégénérés : vide, point, cone.
Dans le cas du rang 2 signalons deux nouveaux types d’équations typiques

2 2 2
T
2V

a? = b2 =0

x y?
a?  b?
paraboloide elliptique et paraboloide hyperbolique. Pour le rang 1, on obtient
le cylindre parabolique : 2%/a®* — 2py = 0. Nous avons laissé de coté pour
les rangs 1 et 2 les cas dégénérés : vide, droite, deux plans, un plan.

La classification des quadriques dépassant le cadre de ce cours nous nous

contenterons de cette petite introduction.
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6.5 Exercices
Exercice 31 On considére la forme quadratique ¢ sur R® donnée par
q((zyy,2)) =2 +6y* +622 +day— 22z

1) Quelle est la matrice de ¢ dans la base canonique ?

2) Quelle est la forme bilinéaire symétrique associée 7

3) Appliquer I'algorithme de Gauss a la forme quadratique g.

4) Quelle est la signature de ¢7

5) Donner ’écriture matricielle qui découle des questions précédentes.
6) Quelle est la nature de ’ensemble d’équation ¢((z,y,2)) =17

Exercice 32 Reprendre I'exercice précédent avec
q((x,y,2)) = 2y +yz + oz

Exercice 33 Pour une matrice symétrique le fait d’avoir tous ses coeffi-
cients positifs est il une condition suffisante pour que la matrice soit posi-
tive 7 Est ce une condition nécessaire 7

Exercice 34 Montrer que la matrice n X n de terme général 1/(i+ j + 1)
est symétrique définie positive.

Exercice 35 On considere des réels 0 < t; < --- < t,. Montrer que la
matrice de terme général inf(¢;,¢;) est définie positive.

Exercice 36 Soit A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices symétriques posi-
tives. Montrer que la matrice de terme général ¢;; = a;; b;; est symétrique
positive.
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Chapitre 7

Structure euclidienne

7.1 Géométrie des espaces euclidiens

Un espace euclidien est un R-espace vectoriel ¥ muni d’un produit sca-
laire, c’est a dire d’une forme bilinéaire symétrique définie positive. Pour le
moment nous n’avons pas besoin de le supposer de dimension finie. On notera
(-, ) ce produit scalaire. On pose pour tout = € F, ||z|| = /(z,x). On verra
tres bientot par I'inégalité de Minkovski que cette notation est cohérente
avec la topologie car il s’agit effectivement d’une norme. Notons que pour
tous z,y € F, on aimmédiatement ||z +y||> = ||2|]*+]|y]|*+2 (=, y). Voyons
une inégalité importante.

Proposition 13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Vo,y € B, [(z,y)] < [l=]] [yl

La preuve est tres simple. Il suffit de remarquer que pour tout ¢ réel, 0 <
|z + ty||* = 2 ||z||* + 2t(z,y) + ||y||*. Mais pour qu’un trinome soit de
signe constant, il faut que son discriminant soit négatif ou nul ce qui donne
(2(z,y))* — 4]]z]]? |ly|]|* < 0 comme désiré. Le cas d’égalité a lieu si et
seulement si le discriminant est nul. Dans ce cas le trinome considéré a une
racine réelle c’est a dire qu’il existe un réel ¢ tel que ||z+ty|| = 0i.e. 2 = —ty.

Un corollaire est le résultat suivant qui prouve que la “norme” que nous
avons défini vérifie 'inégalité triangulaire et qu’elle est donc une norme au
sens du cours de topologie.

Proposition 14 (Inégalité de Minkovski)

Ve,y € B, le+yll < z]] + [yl
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Preuve. On développe le carré de la norme puis on utilise I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

le+yll* = el +llyll* + 22, y)
12112+ [1yl1* + 2 ]| ]y]]

<
< (=l + lyih?®

Les espaces euclidiens bénéficient de la notion géométrique d’orthogona-
lité. Deux vecteurs sont orthogonauz si leur produit scalaire vaut 0. En par-
ticulier si o et y sont orthogonaux, on a simplement ||z +y||? = [|=||*+]|y||?
ce qui constitue le théoréme de Pythagore. Pour A partie de E, 'orthogonal
est I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous ceux de A.

At ={ye B, Yac A, (a,y) =0}

C’est un sous-espace vectoriel de F. Il est immédiat que si A C B alors
Bt C AL. Deux sous-espaces vectoriels F' et (& sont orthogonaux si tout
vecteur du premier est orthogonal & tout vecteur du second i.e. F C G+ ou
G C F+. On dit qu'une famille {b;, i € I} de vecteurs de I’espace euclidien
E est orthogonale si (b;,b;) = 0 pour tous 7 # j. On dit que la famille est
orthonormale ou orthonormée si on a en plus ||b;|| = 1 pour tout ¢. On vérifie
tres facilement qu’un famille orthonormale est libre.

Proposition 15 Soit F' sous-espace vectoriel de dimension finie du R-espace
vectoriel euclidien E. On a alors

E=Fort

La projection p sur F parallélement a F* est appelée projection orthogonale
sur F'. Pour (by,...,by) base orthonormale de F, la projection p est donnée,

pour tout x € I, par
k

p(z) = Z<bi7 z) b;

=1

Preuve.Siz € FNF*ona (z,2) = 0 ce qui entraine z = 0 prouvant ainsi
que la somme considérée est directe. Si on définit p(z) comme le vecteur
de F donné par la formule de ’énoncé, on a (p(z),b;) = (b;, z) en utilisant
lorthonormalité de (bq,...,b;). On a donc pour tout j , (x —p(z),b;) = 0ce
qui prouve que x — p(z) est orthogonal & F. L’écriture 2 = p(z) + (z — p(z))
montre que tout vecteur est somme d’un élément de F et d’un vecteur
perpendiculaire a F', prouvant ainsi le résultat annoncé. Le point éclipsé



7.2. LA METHODE DE GRAM-SCHMIDT 59

dans cette preuve est 'existence d’une base orthonormale pour F'. Il suffira
d’attendre la proposition 16 du prochain paragraphe.

Dans le paragraphe que nous venons de traiter, la dimension de 'es-
pace considéré peut étre infinie. La plus grande partie du cours s’interesse
néanmoins au cas de la dimension finie. On notera que dans certains livres
le terme “euclidien” est réservé aux espaces de dimension finie.

Le cas générique d’espace euclidien de dimension finie est R? muni de sa
structure euclidienne canonique c’est a dire celle qui rend orthonormale la
base canonique, autrement dit, le produit scalaire est donné par

d
Vo = ($17... 7$d)7 vy: (y17"' 7yd)7 <$7y>22$2 Yi
=1

7.2 La méthode de Gram-Schmidt

Si (u1,ug,us,...) est une famille libre, il existe une famille orthonor-
male (by, by, bs, . ..) qui vérifie Vect(uy,...,u,) = Vect(by,...,b,) pour tout
entier p > 1. Il suffit de poser d’abord by = (1/||u1]||) ui. Ensuite suppo-
sons by,...,b,_q choisis (p > 2) de facon voulue. Le vecteur w, = u, +
a1 by + -+ ap_1 by—y peut étre rendu orthogonal & by,...,b0,—;. Il suffit
de prendre a; = —(u,, b;). Ce choix étant fait, on remarque que w, est non

nul. En fait w, est la différence de u, et de sa projection orthogonale sur
Vect(by,...,b,—1) = Vect(uy, ..., up_1). Finalement on normalise en posant
enfin b, = (1/|uw,|I) w,.

Ce procédé s’appelle procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Une conséquence est le résultat suivant.

Proposition 16 Tout espace euclidien de dimension finie ou tout sous-
espace de dimension finie d’un espace euclidien admet une base orthonor-
male.

Preuve. Il suffit de considérer une base quelconque et de lui appliquer le
procédé de Gram-Schmidt. En fait, sauf en dimension 1, il y a une infinité
de telles bases orthonormales, puisqu’il ¥y a une infinité de choix pour la
direction du premier vecteur. Notons que le procédé de Gram-Schmidt peut
également étre appliqué a une suite de vecteurs donc le résultat est vrai pour
un espace admettant une base dénombrable.

Voyons maintenant une conséquence matricielle.
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Proposition 17 Pour toute matrice symétrique définie positive A il existe
une unique matrice R triangulaire supérieure a coefficients diagonauz stric-
tement positifs vérifiant A ='RR

Preuve. Notons ¢ la forme quadratique sur R” de matrice A dans la base
canonique. La matrice R vérifie A = 'R R si et seulement si R~! est la ma-
trice de passage de la base canonique (ey,...,e,) a une base (fi,..., f,) ol
la matrice de ¢ est I c’est & dire une base orthonormale. On demande que la
matrice R soit triangulaire supérieure & coefficients diagonaux strictement
positifs ce qui revient au méme que de demander que R™! soit triangu-
laire supérieure a coeflicients diagonaux strictement positifs. La base ortho-
normale cherchée (fi,..., f,) s’obtient donc & partir de la base canonique
(é1,...,€,) de facon que, pour tout p, f, = rp, €p+rp_1p€p_1+---Fripes.
Dans cette égalité rp,, 7p—1 p, ..., 71, sont les coefficients de la p-ieme co-
lonne de R™! avec I’exigence que r,, > 0. On voit donc que (fy,..., f,)
s’obtient donc & partir de (ey,...,e,) par le procédé de Gram-Schmidt et
que c’est la seule fagon. Il y a donc existence et unicité de la base (fi,..., f.).
La matrice R~! et donc R existe et est unique ce qui achéve la preuve.

7.3 Endomorphismes orthogonaux

Dans un espace euclidien on dispose d’une notion de distance donnée
par la norme. Il paralt intéressant de se pencher sur les endomorphismes qui
préservent cette norme.

On dira qu’un endomorphisme u d’un espace euclidien de dimension finie
est orthogonal si et seulement si ||u(z)|| = ||z|| pour tout z € F.

Quelques remarques s’imposent. D’abord cette définition n’est pas vide
de contenu car il y a au moins I'identité (et —id) qui est orthogonale. La
définition montre qu’un endomorphisme orthogonal est injectif donc bijectif,
que son inverse est orthogonal et que la composée de deux endomorphismes
orthogonaux est orthogonal. Ainsi 'ensemble des endomorphismes orthogo-
naux est un sous-groupe du groupe linéaire de . On le note O(F). Remar-
quons que grace aux identités de polarisation, un endomorphisme orthogonal
conserve le produit scalaire : (u(z),u(y)) = (z,y) pour tous z,y € F. En
particulier I'image par un endomorphisme orthogonal de toute base ortho-
normale est une base orthonormale. Réciproquement, si une endomorphisme
transforme une certaine base orthonormale (¢;) en une autre base orthonor-
male, c¢’est un endomorphisme orthogonal. En effet si @ = >, 2;¢; est la
décomposition d’un vecteur quelconque & € F sur la base orthonormale (e;)
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alors on a

[lu(z)||* = ‘ cei| =Ml

2
SOIIBIES WER ‘
7

en utilisant deux fois le théoreme de Pythagore.

Passons maintenant a ’aspect matriciel. Une matrice carrée réelle M
est dite orthogonale si elle vérifie M M = I. Par conséquent cette matrice
a pour déterminant 1 ou -1 et en particulier est inversible. L’ensemble des
matrices réelles n X n orthogonales est un sous-groupe du groupe des ma-
trices inversibles et il est noté O(n). Dans O(n) ensemble des matrices de
déterminant 1 forme un sous-groupe noté O (n).

Proposition 18 Une matrice est orthogonale si et seulement si ¢’est, pour
un certain produit scalaire, la matrice de passage d’une base orthonormale
d une autre base orthonormale.

Preuve. Supposons d’abord que dans un espace euclidien, on dispose d’une
base orthonormale et d’une autre base telle que la matrice de passage de
la premiere base a la seconde base est une matrice orthogonale P. Alors la
matrice du produit scalaire dans la seconde est Y P I P = I ce qui montre bien
qu’elle est orthonormée. Inversement si P est la matrice de passage d’une
base orthonormale & une autre base orthonormale dans un certain espace
euclidien alors la matrice du produit scalaire dans chacune de ces bases
est I et la relation de passage entre ces deux matrices donne ‘PIP = |
prouvant ainsi que la matrice de passage est orthogonale.

Proposition 19 Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si sa
matrice sur une base orthonormale est orthogonale.

Preuve. La matrice d’un endomorphisme bijectif dans une base peut étre vu
comme la matrice de passage de cette base & la base image par cet automor-
phisme. L’endomorphisme est orthogonal si et seulement si il transforme une
base orthonormale en une autre base orthonormale donc si et seulement si la
matrice de passage— qui est la matrice de ’endomorphisme— est orthogonale.

7.4 Exemples d’endomorphismes orthogonaux
Quels exemples pouvons nous donner d’endomorphisme orthogonal 7 Com-

mencons par la dimension 2. Une condition nécessaire et suffisante est que sa
matrice dans une base orthonormale (e, e2) soit orthogonale ce qui conduit
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a I’équation :

a c a b _ 7 soit a?+c? ab+ed (10
b d e d ) T Vab+ed 2+a2 )TV 01

L’égalité des coeflicients diagonaux donne @ = cos o, ¢ = sin « puis b = cos 3,
d = sin 8. Alors I’égalité ab+cd = 0 s’écrit cos(a—3) = 0 donc f = a+(7/2)
modulo 27 ce qui donne les matrices

cosv —sina cosa  sin o

sina  cosa ot sina  —cosa
Le premier type correspond a la rotation d’angle «. Ces matrices donnent
d’ailleurs une paramétrisation de OF(2). Le second type correspond & des
matrices de déterminant -1. En particulier la matrice (1) _01 est la
matrice de la symétrie orthogonale selon Vect(eq). Toute matrice du second
type est produit de cette matrice par une matrice de rotation.

Donnons maintenant des exemples dans un espace F de dimension quel-
conque. Prenons un sous-espace F. Comme F = F @ FL, tout 2 € F se
décompose de maniere unique x = f 4 f* selon cette décomposition. L’ap-
plication qui & z associe f est la projection orthogonale sur F. [’application
qui & z associe f* est la projection orthogonale sur F'*. Ces deux projections
ne sont pas des endomorphismes orthogonaux. En revanche ’application qui
a x associe f— f* est orthogonale ; c’est la symétrie orthogonale par rapport
a F. Si on choisit une base orthonormale de F adaptée a la décompostion
FE = FGFY ce qui signifie que les premiers vecteurs forment une base ortho-
normale de F et les suivants une base orthonormale de F* alors la matrice
de la symétrie orthogonale par rapport a I est dans cette base

1

-1

Dans le prochain chapitre nous ferons la réduction des automorphismes or-
thogonaux et nous verrons que la réduction ramene aux deux types que nous
venons d’étudier : rotation vectorielle plane et symétrie orthogonale.
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7.5 Décompositions et systemes linéaires

Le probleme majeur de analyse numérique matricielle est la résolution
de systemes linéaires. Il s’agit, une matrice n X n inversible A et un vecteur
b étant donnés, de trouver le vecteur x tel que Ax = b.

Notons que le calcul de I'inverse de A revient a la résolution de n tels
systemes car les colonnes Cy Csy...C, de A™! sont solutions des systemes
AC; = ¢e; ou e; est le i-ieme vecteur de la base canonique. Ainsi il est
interessant de calculer I'inverse A~! si il faut résoudre un nombre de systemes
grand devant la taille de la matrice intervenant. Pour un petit nombre de
systemes & résoudre le calcul de A™! n’est pas nécessaire.

Il v a essentielement deux types de méthodes pour résoudre les systemes
linéaires. Les premieres sont les méthodes exactes. Ces méthodes fourniraient
le résultat exact si les ordinateurs menaient les calculs avec une précision
infinie. C’est possible par exemple dans le cas de systemes a coeflicients ra-
tionnels ou avec un logiciel de calcul formel pour des systemes de petite taille.
Un exemple de telle méthode est la méthode du pivot de Gauss que ’on uti-
lise pour résoudre a la main de petits systemes. Le second type de méthodes
de résolution des systemes consiste en les méthodes itératives qui fournissent
des approximations de la solution, approximations qui convergent vers la so-
lution quand le nombre de pas d’itérations tend vers +oo. Nous reparlerons
de ce second type de méthodes dans un prochain chapitre et nous allons pour
le moment décrire le principe de méthodes du premier type. Nous pouvons
déja revenir sur la proposition 17. Nous la rappellons.

Proposition 20 (Décomposition de Cholesky) Pour toute matrice sy-
métrique définie positive A il existe une unique matrice R triangulaire supérieure
a coefficients diagonaux strictement positifs vérifiant A ='R R

On voit son intérét pour la résolution du systeme linéaire de matrice A :
pour résoudre Az = b on résout successivement ‘Ry = b puis Rz = y
qui sont deux systemes triangulaires, le premier triangulaire inférieur et le
second triangulaire supérieur. La question qui reste est : comment trouver
la matrice R a partir de A7 Simplement par identification. L’équation A =
'R R s’écrit sur les termes généraux a;; = Y k<inf(i,j) Tki Tkj- On voit que
les coefficients r;;; + < j se trouvent les uns apres les autres en exprimant
I’équation précédente pour aiy puis aig, a9 etc ...

Cette méthode se généralise d’une certaine maniere a presque toute ma-
trice inversible a travers la décomposition dite L-U (de I’anglais lower-upper)
appelée aussi parfois méthode de Crout.

Proposition 21 Une matrice inversible A(a;;)1<; j<n s'écrit A = LU ou



64 CHAPITRE 7. STRUCTURE FEUCLIDIENNE

L est triangulaire inférieure a diagonale unité et U triangulaire supérieure
si et seulement si tous les déterminants det[(a;;)1<i j<r) avecr € {1,...,n}
appelés mineurs principaux sont non nuls.

Preuve. Nous n’allons pas faire la démonstration compléte qui figure mieux
a sa place dans tout cours d’analyse numérique matricielle. Fondamentale-
ment ce résultat est une traduction de ’algorithme du pivot de Gauss bien
connu. Car, pour trigonaliser un systeme par la méthode du pivot de Gauss,
on procede a des opérations élémentaires sur les lignes qui peuvent en fait
étre vues comme des produits par des matrices élémentaires que I'on appelle
dilatations (qui sont diagonales) et transvections (qui sont triangulaires).
Parmi ces opérations il y a I’échange de deux lignes rendue nécessaire pour
passer a un pivot non nul. C’est précisement ce qui n’arrive pas quand tous
les mineurs principaux sont non nuls. Dans ce cas on voit en explicitant les
matrices de transvection et de dilatations qui interviennent que 'on a au
total multiplié A par un produit de ces matrices de transvections ou dila-
tations qui se trouve étre une matrice triangulaire L inférieure de diagonale
unité. On a done L A = U triangulaire d’ou le résultat en inversant L.

La méthode de détermination pratique de L et U —qui serait d’ailleurs un
bon moyen de prouver 'existence de la décomposition— est tout simplement
d’identifier ce qui permet de déterminer de maniere échelonnée les coeffi-
cients de L et U. Bien siir I'intérét de la décomposition L-U est de ramener
la résolution du systeme linéaire de matrice A a deux systemes triangulaires.

Voyons maintenant une nouvelle méthode basée, elle aussi, sur une dé-
composition matricielle.

Proposition 22 (Décomposition de Householder) Pour toute matrice
inversible M il existe un unique couple (O, T) constitué d’une matrice ortho-
gonale O et d’une matrice T triangulaire supérieure a coefficients diagonauz
strictement positifs et qui vérifie M = OT.

Preuve. Si une telle décomposition a lieu, on a ‘M M = 'T'T. La matrice
!M M étant symétrique définie positive, I’existence et 'unicité d’une matrice
T vérifiant ’égalité précédente résulte donc de la proposition 17. Ensuite il
suffit de poser O = MT~! et on vérifie qu’il s’agit bien d’une matrice
orthogonale.

Pour la résolution des systemes linéaires et en fait pour inverser une ma-
trice M, on voit 'intérét de la décompostion M = O T car T est triangulaire
donc facile & inverser et O est orthogonale donc I'inverse est simplement la
transposée.
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7.6 Exercices

Exercice 37 1) Montrer qu’un endomorphisme trigonalisable d’un espace
euclidien est trigonalisable dans une base orthonormée.

2) Montrer que si A est une matrice dont le polynome caractéristique est
scindé alors il existe une matrice P telle que 'P A P est triangulaire supérieure
et 'PP=1

Exercice 38 Soit S une matrice réelle n x n symétrique positive. Montrer
que la matrice de ses cofacteurs est symétrique positive.

Exercice 39 (Inégalité d’Hadamard) Soit A une matrice réelle n X n.
L’espace M,, 1(R) des matrices colonnes réelles est muni de son produit sca-
laire canonique : pour X = (2;1)1<i<n €t Y = (yi1)1<i<n, matrices colonnes
réelles, le produit scalaire vaut >, #;; y;1. La norme associée est notée || -||.
1) On suppose d’abord les colonnes Ay,..., A, de A orthogonales au sens
donné ci-dessus. Montrer que

| det A| < [[Ag]] ..., [|An]|

2) Montrer que le résultat vaut dans le cas général. On se raménera au cas
des colonnes orthogonales en appliquant le procédé de Gram-Schmidt.

Exercice 40 1) Utiliser la proposition 17 pour montrer que si A = (a;5)1<ij<n
est une matrice symétrique définie positive alors

n
det A < H a;;
=1
2) Retrouver I'inégalité d’Hadamard obtenue a I’exercice 39 en appliquant
le résultat qui précede & A = M M olt M est une matrice inversible quel-
conque.

Exercice 41 Soit A une partie de I'espace vectoriel euclidien F de dimen-
sion finie.

1) Montrer que AL = Vect(A)® puis AN A+ = {0}

2) Montrer que A+L = Vect(A).

3) Montrer que pour I et GG sous-espaces vectoriels de F,

(F+@&t=rFrtnGt, FnG)t=r+t+at

Exercice 42 1) Montrer que I’on définit un produit scalaire sur M, (K) en
posant (A, B) = Tr(*A B).

2) Pour K = R, quels sont les orthogonaux de D,,, S, A, qui désignent res-
pectivement ’ensemble des matrices diagonales, symétriques, antisymétriques ?
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Exercice 43 (Matrices de Gram) (Ezamen de janvier 2004) 1) On définit
une matrice carrée M par blocs :

we(22)

ou A est une matrice carrée inversible.
1.a) Que vaut le produit de matrices suivant, les matrices étant écrites par

A0 I A'B
c I 0 D-CA™'B

1.b) En déduire une expression de det M.

2) Soit X € M,, ,(R). Montrer que les matrices X et 'X X € M,(R) ont
méme rang. On pourra par exemple comparer les noyaux de X et 'X X.
3) On note E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*, muni d’un

blocs :

produit scalaire (-, -).
3.a) Rappeler ce qu’est un produit scalaire.

Pour 24, ..., z, vecteurs de I, on appelle matrice de Gram de (z1,...,z;)
et on note G'(zy,...,,) la matrice carrée p x p de terme général (z;, z;).
3.b) Si p = n et (z1,...,2,) base de F, quel est le nom habituel de
Gz, ., 2,)7
3.c) Rappeler pourquoi il existe une base B de E orthonormale pour le
produit scalaire (-, -). Cette base est-elle unique ?.

Dorénavant B désigne une telle base. On note X la matrice n x p dont
les colonnes Xy,...,X, donnent les composantes respectives de z1,...,z,
sur la base 5.

3.d) Exprimer G(z1,...,x,) en fonction de X et 'X.

4) On suppose dorénavant que (z1,...,z,) est libre.

4.a) Justifier que det G'(zq,...,2,) # 0.

4.b) Soit F' = Vect(z1,...,x,). Rappeler la définition de F*, orthogonal
de F' et donner sa dimension.

4.c) Soit (7,41, ... ,7,) une base orthonormale de F+. Que dire de (zy,...,2,)?
4.d) Soit X la matrice carrée n x n dont les colonnes donnent les compo-
santes de z1,...,%p, Tpt1,..., 2, dans la base B. Comment appelle-t-on
habituellement cette matrice?

4.e) Ecrire G(z1,...,2,) puis exprimer detG/(zq,...,z,) en fonction de
det X.

4.f) Montrer que, pour tous Ay, ..., A,_; réels,

detG(ay, ... ,2p+ ZAJ z;) =detGzq,...,2p)

i<p
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5) Pour y € F'\ F, on note pr(y) la projection orthogonale de y sur F.
5.a) Montrer que

I

— — 1 — 2
1y = pr ()" = min [ly — 2|

Cette quantité sera désignée dans la suite par d(y, F).
5.b) Justifier que

detG(zq, ... ,2p,y) =detG(z1,..., 25,y — DF(y))

5.c) Donner une expression par blocs de G((z1,...,2,,y — pr(y)).
5.d) En déduire que

det G(z1,...,25,9)
d(y, F)? = —
(y, ) det G(zy,...,2p)

6.a) Montrer que la matrice de pr dans la base B est
~1
X ('xx)tx

6.b) En utilisant la notation Y pour la matrice des composantes de y dans
la base B, écrire G/(z1,..., 2, y) par blocs en fonction de X et Y (et leurs
transposées).

6.c) En utilisant 1.b), retrouver la formule obtenue en 5.d).
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Chapitre 8

Structure hermitienne

La théorie que nous avons développée jusqu’a présent pour les espaces
vectoriels réels s’adapte au cas d’un espace vectoriel dont le corps des sca-
laires est C. Grosso modo il sufflit d’ajouter des barres de conjugaison aux
bons endroits.

8.1 Forme quadratique hermitienne

Nous travaillons donc maintenant sur un C-espace vectoriel . Au lieu
de nous interesser comme avant aux formes bilinéaires, nous allons priviligier
la notion de forme sesquilinéaire. Le préfixe “sesqui” signifie 3/2. Une forme
sesquilinéaire ¢ est une application de F x F dans C qui est linéaire par
rapport a la seconde variable

Ve, y,y' € E, oz, y+y) = éa,y)+ oz, y),
Yo,y e B, VA€ C, oz, y) = Ao(x,y)

et semi-linéaire par rapport a la premiere variable

Ve, o',y € E, d(x+a'sy) = o(z,y)+ o', y),
Vo,ye E,VAeC, ¢(Az,y) = Xo(z,y)

Ainsi pour sortir une constante complexe en facteur de la premiere variable,
il faut la conjuguer. C’est la seule différence avec le cas réel. Au lieu de
favoriser comme avant les formes symétriques, nous regardons maintenant
les formes & symétrie hermitienne. Cela signifie que

Yo,y e E, ¢(x,y) = oy, x)

69
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On notera en particulier que ¢(z, x) est réel. En fait étant donné la symétrie
hermitienne on peut se contenter d’énoncer la linéarité par rapport a la
seconde variable. L’application ¢ de £ dans R définie par ¢(z) = ¢(z, 2)
est appelée forme quadratique associée a ¢. On notera que pour tout A €
C, q(Az) = |M? q(z). Les identités de polarisation s’écrivent de fagon
légérement plus compliquée :

q(z+y) = q(z)+q(y)+2 Rel[o(z,y)]
q(z+1y) = q(z)+q(y) -2 Imlo(z,y)]

Si le C-espace vectoriel F est de dimension finie n et admet pour base
(b1,...,b,) alors en fonction des décompositions = Y7, ;b et y =
St yibiona

o(z,y) = Y Tiy; o(bi,by)

1<i<n

Sous forme matricielle ¢(z,y) = X QY ol X est la matrice colonne des
coordonnées de z, Y celle des coordonnées de y; la matrice ¢ est la ma-
trice de terme général ¢(b;, b;) appelée matrice de ¢ (ou de ¢) dans la base
(b1,. .., bn) et notée mat(,, ¢ ou mat(,, g . On note usuellement X* = ‘X,

B

Bien sur on a alors ¢(z) = X*Q X. Comme ¢(b;,b;) = ¢(b;, b;), la matrice
(@ est hermitienne c’est & dire que Q* = Q).

Soit une nouvelle base (fi,...,f,) et P la matrice de passage de la
base (fi,..., fn) ala base by,...,b,). Notons X et Y les matrices colonnes
des composantes de z et y dans la base (f1,..., f,). On sait que l'on a

X = PX, Y = PY et ¢(x,y) = X*QY = X*P*QPY = X*QVY. Par
identification, on a ainsi ¢ = P*Q P.

8.2 Réduction de Gauss

Comme dans le cas réel, il est intéressant de trouver une base ou la
matrice de ¢ est diagonale. Nous verrons au prochain chapitre que cela est
possible, avec en plus une matrice de passage P d’un type particulier que
nous appelerons unitaire ce qui signifie P* = P~!. Il s’agit alors de trouver
P telle que P*QP = P~'QP soit diagonale. Le probleme est donc ramené
a la diagonalisation de la matrice hermitienne ). Nous reparlerons de ce
résultat.

Notons toutefois que, comme dans le cas réel, on peut utiliser I’algorithme
de Gauss. Le théoreme de Sylvester s’écrit dans le cas complexe de la maniere
suivante.
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Théoréme 23 (Sylvester complexe) Soit ¢ forme quadratique sur le C-
espace vectoriel E de dimension n. Alors il existe des formes linéaires indépendantes
Uiy ... ,0, sur B telles que

q(z) = Zai |v2(av)|2 avec a;; € {1,—1,0}
=1

Le nombre de 1 et de -1 dépend de q et pas du choix des formes vy,...,v,.
Ces nombres de 1 et de -1 sont appelés signature de q.

8.3 Espace hermitien

Nous allons nous concentrer maintenant sur le cas d’une forme quadra-
tique ¢ définie positive c’est & dire ¢(z) > 0 pour tout z € )\ {0}. Dans le
cas de la dimension finie cela veut dire que sa matrice A vérifie X* AX > 0
pour toute matrice colonne X non nulle autrement dit Zi,j ai; Tyx; > 0
pour tous complexes 1, ... ,x, non tous nuls.

Quand un C-espace vectoriel E est muni d’une forme sesquilinéaire a
symétrie hermitienne définie positive, on appelle F espace hermitien et la
forme sesquilinéaire est appelée produit scalaire. On notera comme avant
(-,-) ce produit scalaire et on pose pour tout € F| ||z]| = /(z, 2). Notons
que pour tous z,y € F,on a ||z+y||? = ||z]]*+]|y||*+2 Re[(z, y)]. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz s’écrit comme dans le cas réel. Pour la prouver on note
f un argument du complexe (z,y) et on étudie ||z 4+te 7 y||? = ||y||*t* +
2t [{x, y)| +]|z||?. Comme dans le cas réel on exprime que le discriminant de
ce trinome en ¢ est négatif ou nul.

Un exemple d’espace hermitien de dimension finie est la structure her-
mitienne canonique sur C* dont le produit scalaire est donné par

d
Vo = (xlw" 7$d> € (Cd7 vy: (y17"' 7yd) G(Cd7 <$7y>:ZEZ Yi
=1

Dans un espace hermitien, la notion d’orthogonalité pour deux vecteurs
ou deux sous-espaces se définit comme dans le cas réel. La proposition 15
reste vraie. De méme on définit les notions de bases orthogonales et ortho-
normales. Le procédé de Gram-Schmidt reste valide avec ses corollaires.
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8.4 Endomorphismes remarquables d’un espace her-
mitien

Dans un espace hermitien les endomorphismes qui préservent la norme
sont dits unitaires. Ce sont ceux dont la matrice U dans une base orthonor-
male est unitaire ce qui signifie U* U = I. Un endomorphisme est unitaire
si et seulement si il transforme une base orthonormale en une base ortho-
normale. On effectuera la réduction des matrices unitaires dans le prochain
chapitre.



Chapitre 9

Endomorphismes normaux

Dans ce chapitre nous allons traiter simultanément des espaces euclidiens
et hermitiens. Nous allons nous interesser aux endomorphismes sur ces es-
paces que nous appelons endomorphismes normaux. Ce type est une classe
assez large qui contient les types particuliers d’endomorphismes utiles dans
la pratique. Nous ne différentierons le cas complexe du cas réel qu’en cas de
nécessité.

On suppose donc que F est un K-espace vectoriel de dimension finie qui
est euclidien dans le cas K = R et hermitien dans le cas K = C. Cela signifie
que F est muni d’un produit scalaire que I'on notera (-, ).

Dans le cas réel K = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire
symétrique qui est définie positive ce qui veut dire que (z,z) > 0 pour
x #0.

Dans le cas complexe K = C, le produit scalaire est une forme sesqui-
linéaire & symetrie hermitienne définie positive. Cela signifie que la forme
est linéaire par rapport a la seconde variable et semi-linéaire par rapport a
la premiere

Vo,2',y € B, VA€ C, (z+2',y) = (z,y)+ (2, y), (Az,y)=X(z,y)

La symétrie hermitienne s’écrit (z,y) = (y, ). On notera en particulier que
(z,2) est réel. Le caractere défini positif s’exprime comme précédemment :
(z,z) > 0 pour z # 0.

Les notions d’orthogonalité, de norme, etc . . . et les résultats élémentaires
ont été abordés dans le précédent chapitre.
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9.1 Adjoint d’un endomorphisme

Si A est une matrice on pose A* = 'A. Dans le cas réel c’est donc la
transposée et dans le cas complexe la trans-conjuguée.

Proposition 24 Pour tout endomorphisme u de F, il existe un unique en-
domorphisme u* de E appelé adjoint de u qui vérifie, pour tout x,y de F,

(u(z),y) = (z, " (y))
Si B est une base orthonormale de I, on a
matg(u™) = (matg(u))”

Preuve. Voyons déja 'unicité en supposant que u* existe. Le coefficient sur
la i-iéme ligne et la j-ieme colonne de la matrice de u* dans la base ortho-
normée B = (by,...,b,) est la composante suivant b; de v*(b;). Mais comme
la base B est orthonormale cette composante est (b;, u*(b;)) = (u(b;),b;). Or
(u(b;), b;) est le coeflicient d’indices j,¢ de A. La matrice de u* dans B ne
peut donc étre que la trans-conjuguée de la matrice de u dans B, prouvant
ainsi I'unicité. Inversement si on définit de cette maniere la matrice de u™,
on a pour tous 7, j, (u(b;),b;) = (b;, u*(b;)). En sommant sur ¢, j avec des
coefficients, on passe facilement a (u(z),y) = (&, u*(y)) pour tous z,y.

9.2 Endomorphismes normaux

Nous allons étudier une classe d’endomorphismes qui regroupe plusieurs
cas intéressants. On dit qu’un endomorphisme u est normal si vou™ = u*ou
c’est a dire s’il commute avec son adjoint. Citons par exemple dans le cas
réel

— les endomorphismes symétriques (ou auto-adjoint) : u* = u

— les endomorphismes antisymétriques : u* = —u

— les endomorphismes orthogonaux : u* = u~!

et dans le cas complexe

— les endomorphismes hermitiens (ou auto-adjoint) : u* = u

— les endomorphismes antihermitiens : u* = —u

— les endomorphismes unitaires : u* = u~!
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On dit qu’une matrice A est normale si A A* = A* A. Ainsi un endomor-
phisme est normal si et seulement si sa matrice sur une base orthonormale
est normale.

A titre d’exemple déterminons les endomorphismes normaux de R? muni
de sa structure euclidienne canonique. Une matrice réelle 2 x 2 est normale
si et seulement si elle vérifie :

(o)) ()

a4+ ab+ced _ a4+ 0% ac+bd
abt+ed B2+d* | T\ ac+bd 2+ d?

soit

La premiere possibilité est b = ¢ ce qui fournit les matrices symétriques. La
seconde possibilité est ¢ = —b ce qui conduit ensuite & b(a — d) = 0 d’ou
b=0oua=d. Au total les matrices réelles 2 X 2 normales sont celles de la

forme
a b a b
b d) "\ b oa

Le second type est appelé matrice de similitude. Pour ¢ = 0 on retrouve
les matrices anti-symétriques. Pour a? + b*> = 1 on retrouve les matrices
orthogonales de déterminant 1 c’est & dire les matrices de rotation.

Nous allons procéder dans le prochain paragraphe a la réduction des
endomorphismes normaux. Le point clé est le résultat suivant.

Proposition 25 Soit uw un endomorphisme normal de E espace euclidien
ou hermitien. Si F est un sous-espace vectoriel u-stable, alors F* est u—
stable et les restrictions de u a I et a F+ sont normales.

Choisissons des bases orthonormales de F' et de FL. La réunion de ces deux
bases donne une base orthonormale B de F. La matrice de u sur B s’écrit

par blocs sous la forme
A B
0 C

Puisque B est orthonormée, la matrice de u* sur B est

A* 0
B* C*
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Alors la relation v o u* = u* o u s’écrit matriciellement
A B A0 [ A0 A B
0 C B* C* )\ B C* 0 C

AA*+ BB* BC*\ [ A*A  A*B
CB*  CcC* ) T\ B*A B*B+C*C

soit

Cela entraine en particulier BB* = 0. Or la trace de BB™ est >, >, birbik.
La nullité de cette quantité prouve que la matrice B = (b;;) est nulle donc
F* est stable par u. L’égalité matricielle donne de plus CC* = C*C' ce qui
montre que la restriction de v & F* est normale.

9.3 Réduction dans le cas complexe

Dans le cas hermitien tous les endomorphismes normaux sont diagona-
lisables.

Théoréme 26 Un endomorphisme d’un espace hermitien est normal si et
seulement si il est diagonalisable dans une base orthonormale. Les valeurs
propres sont réelles dans le cas auto-adjoint (hermitien), imaginaires pures
dans le cas anti-hermitien et de module 1 dans le cas unitaire.

Preuve. Nous procédons par récurrence sur la dimension de ’espace her-
mitien considéré. Le cas de la dimension 1 est trivial. Admettons le résultat
dans tout espace de dimension n — 1 avec n > 2 et considérons un endo-
morphisme normal u de ’espace hermitien F de dimension n. Par la pro-
position 6 on sait que u admet une droite stable F'. Alors la proposition 25
prouvée juste avant nous dit que FL est stable par u et que la restriction
de u & F* est normale. Nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence
cette restriction car F'* est de dimension 7 — 1. On conclut alors en prenant
comme base de diagonalisation la réunion d’un vecteur directeur de F et la
base de diagonalisation de la restriction de u & F'*.

On remarquera qu’une conséquence évidente du théoreme est que deux

sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogo-
naux.

9.4 Réduction dans le cas réel

Dans le cas réel la réduction est différente.
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Théoréme 27 Un endomorphisme d’un espace euclidien est normal si et
seulement si il existe une base orthonormale B sur laquelle la matrice de u
s’écrit sous la forme diagonale par blocs

A1

matg(u) = s,

Sy

oules A1, ..., A, sont des réels et Sy, ...,S, sont des blocs 2x2 a coefficients
réels qui sont des matrices de similitudes de la forme

a; —b;
S =
En particulier, si w est symétrique, u est diagonalisable. Si u est anti-

symétrique les coefficients A; et a; sont nuls. Si u est orthogonal, les A;
valent 1 ou -1 et les blocs 2 x 2 sont des matrices de rotation de la forme

cosff —sinf
sinf cosf

Preuve. Comme dans le cas complexe, nous procédons par récurrence sur la
dimension de I'espace euclidien considéré. Le cas de la dimension 1 est encore
trivial. Admettons le résultat dans tout espace de dimension inférieure ou
égale a n — 1 avec n > 2 et considérons un endomorphisme normal u de
Iespace euclidien F de dimension n. Par la proposition 6 on sait que u
admet une sous-espace stable F' de dimension 1 ou 2. Nous savons que dans
une base orthonormale de I’ quelconque la matrice de la restriction de u a F
a la forme voulue car nous avons étudié les endomorphismes normaux réels
en dimension 2 dans le paragraphe précédent. Par ailleurs la proposition 25
affirme que 'L est stable par u et que la restriction de u & F'* est normale.
Nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence a cette restriction car
FL est de dimension n — 1 ou n — 2. On conclut en prenant comme base
la réunion d’une base orthonormale de F et la base obtenue en appliquant
I’hypothese de récurrence a la restriction de u a F*.
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9.5 Formes quadratiques et endomorphismes

Les formes quadratiques et endomorphismes auto-adjoints sont intime-
ment liés. En effet munissons un espace vectoriel de dimension finie F réel
ou complexe d’une structure d’espace euclidien dans le cas réel et hermitien
dans le cas complexe par le biais d’une forme de référence ¢. Alors pour tout
forme bilinéaire symétrique dans le cas réel ou toute forme sesqui-linéaire a
symétrie hermitienne dans le cas complexe, que nous noterons ¢, il existe
un unique endomorphisme u de F tel que

Ve,y € B, ¢z, y) = ¢(z,u(y))

En effet, si on se donne une base B sur F, cette condition est équivalente a
la forme matricielle

matzd = (matse) (matpu)

Dans cette écriture figurent la notion de matrice d’une forme bilinéaire et
celle de matrice d’un endomorphisme. En particulier si la base B est or-
thonormée pour ¢, la matrice de ¢ et celle de u coincident. Il faut noter
que I’endomorphisme u est auto-adjoint relativement au produit scalaire ¢
car sa matrice dans une base orthonormée a la symétrie voulue. Or il résulte
des deux paragraphes précédents que les endomorphismes auto-adjoints sont
diagonalisables dans une base orthonormale. Parce que ce résultat est im-
portant, réecrivons le sous forme matricielle, dans le cas réel tout d’abord.

Proposition 28 Soit S une matrice symétrique réelle alors il existe une
matice orthogonale P et une matrice diagonale réelle D telles que S =
P'DP='PDP

On voit 1a un moyen facile de déterminer la signature (r4,r_) de la forme
bilinéaire symétrique associée a 5, il suffit de compter sur D le nombre r4 de
termes diagonaux strictements positifs et le nombre r_ de termes diagonaux
strictement négatifs.

Dans le cas complexe la formulation est similaire.

Proposition 29 Soit H une matrice complexe hermitienne ("H = H ) alors
il existe une matice unitaire U el une matrice diagonale réelle D telles que
H=U"'DU='UDU

Revenons aux formes bilinéaires pour obtenir un nouveau point de vue.

Proposition 30 (Théoréme de réduction simultanée) Soit F un es-
pace vectoriel réel [resp. complexe] et ¢ une forme bilinéaire symétrique
définie positive sur F [resp. une forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne
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définie positive sur F]. Soit ¢ une autre forme bilinéaire symétrique sur E
[resp. une autre forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne sur E], il existe

une base (fi,..., fn) de F telle que ¢(fi, fj) = & et qg(fz,f]) =0sii#]

autrement dit cette base est orthonormale pour ¢ et “orthogonale pour ¢”.

Voyons comment ce résultat se déduit de ce qui précede. Considérons une
base B orthonormale pour ¢. Nous avons vu qu’il existe un unique endo-
morphisme u de F tel que (/3(96, y) = ¢(z, u(y)) pour tous z,y et qu’il suffit
de choisir pour matrice de u sur la base B la matrice de ¢ dans cette méme
base. Cet endomorphisme u est auto-adjoint dans (F, ¢) car sa matrice dans
une base ¢-orthonormale est symétrique. On sait alors qu’il existe une base
(fi) qui est ¢-orthonormale et qui est une base de vecteurs propres pour u
disons u(fi) = A fi. Alors o(fi, f;) = o(fi,u(f;)) = ¢(fis Aj f;) = A; &7
On a bien trouvé en (f;) une base convenable. Ecrivons maintenant une
traduction matricielle.

Proposition 31 Soit A une matrice symétrique réelle définie positive et B
une matrice symétrique réelle. Alors il existe une matrice réelle inversible
P telle que 'PAP =1 et 'P B P diagonale.

Soit H une matrice complexe hermitienne définie positive et K une ma-
trice complexe hermitienne. Alors il existe une matrice complexe inversible
P telle que 'PH P =1 et "P K P diagonale réelle.

Signalons un critére classique de stricte positivité d’une matrice symétrique
réelle.

Proposition 32 Une matrice symétrique réelle A = (a;j)1<i j<n est définie
positive si et seulement si

Vr € {1, e ,n}, det[(aij)1§i7j§,,] >0

ces déterminants étant appelés mineurs principaux.

Preuve. Nous procédons par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial.
Supposons, pour n > 2, le résultat acquis pour toutes les dimensions stric-
tement inférieures & n et considérons une matrice A symétrique réelle n x n
dont tous les mineurs principaux sont strictement positifs. Notons ¢ la forme

quadratique sur R™ dont A est la matrice sur la base canonique (cq,...,¢,)
de R™ En appliquant 'hypothese de récurrence a la restriction de ¢ a
Vect(eq,...,¢,-1) On voit que cette restriction est définie positive. La si-

gnature de ¢ est donc (n —1,1), (n — 1,0) ou (n,0). Seul ce dernier cas est
possible car le déterminant est strictement positif ce qui conclut la preuve.
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9.6 Exercices

Exercice 44 Montrer que la matrice

n’est pas diagonalisable. Cela est il en contradiction avec la théorie?

Exercice 45 Soit M = (m;;)1<i j<n la matrice définie par m;; = a, m;; = b
si [i—j| = 1 et 0 pour les autres coefficients. Les constantes a et b sont réelles.
Justifier que la matrice M est diagonalisable dans une base orthonormale.
Procéder au calcul effectif. Vérifier 'orthogonalité des sous-espaces propres.
Quelle est la signature de la forme quadratique associée a M 7

Exercice 46 (Décomposition polaire) 1) Montrer que si U est une ma-
trice symétrique définie positive alors il existe une matrice symétrique définie
positive S telle que S? = U

2) Montrer que si S est une matrice diagonalisable alors il existe un poly-
nome H tel que S = H(S?).

3) Montrer que si deux matrices diagonalisables S et S’ & valeurs propres
positives vérifient S2 = S’* alors elles sont égales.

4) En déduire que la matrice S obtenue en fonction de U a la question 1 est
unique.

5) Soit M une matrice carrée inversible. On suppose que M = O S ou S est
symétrique définie positive et O est orthogonale. Montrer alors que S est
uniquement déterminée a partir de ‘A M par le procédé de la question 1.
6) Prouver que pour toute matrice inversible M, il existe effectivement un

unique couple (5,0) ou S est symétrique définie positive et O orthogonale
tel que M =0 5.

Exercice 47 Montrer qu’un endomorphisme u d’un espace hermitien (de
dimension finie) est normal si et seulement si son adjoint v* est un polynome
en u.

Exercice 48 1) Trouver un endomorphisme f non nul d’un espace F eu-
clidien qui vérifie (f(z),2) = 0 pour tout z € L.

2) Montrer qu’un endomorphisme f d’un espace F hermitien qui vérifie
(f(z),z) = 0 pour tout @ € E est nul.

3) Montrer qu’un endomorphisme u d’un espace F hermitien est normal si
et seulement si ||u(z)|| = ||u*(2)|| pour tout = € E.



9.6. EXFERCICES 81

Exercice 49 On considére deux matrices carrées complexes H et K qui
sont hermitiennes avec en plus H positive. Montrer que

|det(H + (K)| > det H

Exercice 50 Soit f un endomorphisme d’un espace hermitien (de dimen-
sion finie).

1) Montrer qu’il existe un unique couple (u,v) d’endomorphismes auto-
adjoints tels que f=u+ ¢ v.

2) Avec les notations de la question précédente montrer que f est normal si
et seulement si et v commutent.

Exercice 51 Soit A € GL,(C). Montrer qu’il existe deux matrices unitaires
U et V et une matrice diagonale D & coefficients réels strictement positifs
telles que A =U DV™.

Enoncer un résultat similaire dans le cas réel.
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Chapitre 10

Topologie des espaces de
matrices

Dans ce chapitre nous allons munir M4(R) ensemble des matrices carrées
d X d a coefficients réels ou My(C) ensemble des matrices carrées d X d a
coeflicients complexes d’une topologie. D’une part, nous souhaitons préciser
les propriétés topologiques des ensembles remarquables de matrices étudiés
précédemment. D’autre part, nous donnerons des exemples en cours ou en
exercice de méthodes analytiques pour 'obtention de résultats algébriques.

Nous privilégions "aspect matriciel pour sa commodité. Il va de soi que
nous pouvons faire les traductions en termes d’ensembles d’endomorphismes
sur des espaces vectoriels de dimension finie. Quand cela sera nécessaire nous
effectuerons d’ailleurs les identifications habituelles entre "aspect matriciel
et 'aspect vectoriel.

La structure topologique dont nous munissons les espaces de matrices est
la structure d’espace normé. Il s’agit donc d’un cas particulier de la théorie
des espaces vectoriels normés et en plus, il s’agit ici d’espaces de dimension
finie ce qui—on le sait—apporte une grande simplification. Pour I"autonomie
de ce cours nous rappelons d’abord un certain nombre de définitions et
résultats de cette théorie, bien sir sans démonstration.

10.1 Topologie issue d’une norme

Sur M4(R) ou My4(C), comme sur des espaces vectoriels généraux, on
appelle norme une application a valeurs réelles : M — ||M]|| qui a les pro-
priétés suivantes :

1L |IM||=0& M=0

83
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2. [[A M| = [A]{]Mm]]
3. [|[A+ Bl < [JAll + 11B]]

pour toutes matrices A, B, M et tout scalaire A (c’est a dire un réel ou
un complexe suivant le cas). Les espaces normés sont des cas particuliers
d’espace métrique. On peut en effet définir une distance par la formule
dist(A, B) = ||B— A||. Cette distance permet de définir les notions de boule
ouverte B(A,r) = {M; |[M —a|| < r} (r € R%) ou fermée B(A,r) =
{M; ||M — A|| < r}. On appelle ouvert une partie qui, pour chacun de
ses points, contient une boule ouverte centrée en ce point. L’ensemble des
ouverts est appelé topologie. Il y a propriété de stabilité par réunion (quel-
conque) ou intersection finie. On dit qu’une partie est fermée si son complé-
mentaire est ouvert.

Une notion fondamentale est la notion de limite. Rappelons en particulier
qu’une suite (A,) de matrices converge vers une matrice L pour la norme
-] si

lim ||L— A =0

n——+oo

Une partie est fermée si elle contient toute limite d’une suite d’éléments de
cette partie. Une partie est dite compacte si de toute suite d’éléments de
cette partie, on peut extraire une sous-suite convergente. Dans tout espace
vectoriel normé de dimension finie, les compacts sont simplement les parties
fermées et bornées.

Le détail de ces notions figure dans tout cours de topologie sur les espaces
vectoriels normés.

Il y a bien stur de nombreuses normes qui peuvent étre définies sur I’espace
des matrices. Nous verrons différents exemples plus loin mais il faut signaler
que toutes conduisent ala méme topologie. Autrement dit, les normes ne sont
pas toutes égales mais elles donnent les mémes notions d’ouvert, de fermé,
de compact, de limite. En effet 'espace des matrices est de dimension finie.
On sait alors que si || - ||, et || - ||» sont deux normes sur cet espace, il existe
deux constantes o, § > 0 telles que, pour toute matrice M,

a||Mlla <[IM]ls < B ||M]]a

On dit que les deux normes || - ||, et || - ||» sont équivalentes.

Une autre conséquence de la finitude de la dimension pour I'espace des
matrices est que celui-ci est complet. Cela signifie que toute suite de Cauchy
est convergente. Une suite (A4,,) de matrices est dite de Cauchy si, pour tout
e > 0 il existe un entier ng tel que, pour tous ¢ > p > ng, ||4, — Ap|| < e.
Comme la notion de limite, la notion de suite de Cauchy ne dépend pas, dans
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le cas de la dimension finie, de la norme choisie. Cela se vérifie facilement a
partir de la relation d’équivalence des normes.

10.2 Exemples de normes de matrices

Notons le corps des scalaires R ou C par K. Un bon moyen de construire

une norme sur M4(K) est de partir d’une norme | - | sur K? et de poser
|M]| = sup [M X|
X<t

On définit ainsi la norme de M comme la “norme” (au sens évoqué en
topologie) de ’endomorphisme de K¢ ~automatiquement continu— qui a pour
matrice M dans la base canonique de K?. On dit alors que la norme || -|| est
subordonnée & la norme |-| sur K%. Il y a trois exemples de normes classiques
sur K : pour @ = (zy,...,74) € K%,

d d 1/2
|x|1 = Z |x2|7 |x|2 = (Z |$2|2) — ($* $)1/27 |$|OO = sup |$Z|
=1 =1

1<i<d

On a noté z* pour la matrice ligne qui est la transconjuguée de la matrice
colonne z. C’est simplement la transposée dans le cas réel.

Les normes subordonnées correspondant aux normes ci-dessus peuvent
pour deux d’entre elles s’exprimer a l'aide des coefficients de la matrice.

Proposition 33 Pour toute matrice carrée M = (m;;)1<i j<d, on a

d
. d
(0) ||M|]y= sup |M X[y =sup)_[my]|
| X[1<1

J=1 =1

d
) d
(i) [|M]|oo = sup |M X|o =sup)_|mjl

(iii) ||M]]2 = sup |M X |5 = (sup{|A; A € Sp(M*M)})1/?
2_1

Preuve. (i) Pour X = (2;...24)7 on écrit d’abord

IMX[1 = > Zmz’j%‘
J

7

Z |21 Z |5
7 3
(SHPZ|mij|) > eyl
J j

IN

IN
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cq qui prouve déja que ||[M]]; < sup;l:1 S, [my;]. 11 reste & trouver X de
norme égale a 1 tel que |M X|; soit égal au membre de droite ci dessus. Si
on note jg qui réalise le sup dans le membre de droite, il suffit de prendre
zj =1({j = Jjo})-

Pour (ii) la méthode est similaire. Un vecteur qui réalise la norme est
cette fois donné par z; = 7, ;/|m;, ;| olt ig est I'indice qui réalise le sup dans
expression sup; 3, [m;|.

(iii) Pour || M]|]|2, quelques remarques s'imposent. On appelle rayon spectral

d’une matrice le plus grand module des valeurs propres de cette matrice
considérée comme matrice a coefficients complexes. Nous reviendrons sur
I’étude du rayon spectral dans un prochain paragraphe. Notons que la ma-
trice M*M est autoadjointe c’est a dire hermitienne dans le cas complexe
et symétrique dans le cas réel. Elle est donc diagonalisable a valeurs propres
réelles. Ces valeurs propres sont positives. En effet si x est vecteur propre
associé a la valeur propre A on a M*Mzxz = Az et, en multipliant a gauche
par x*, on trouve |Mz|3 = A |z|3. On sait méme que la matrice auto-adjointe
M*M est diagonalisable dans une base orthonormale c’est a dire qu’il existe
une matrice orthogonale dans le cas réel ou unitaire dans le cas complexe P

telle que P*M*M P = D = Diag(A1, ..., Ag). Alors

, M X |2 M PY |2 Y*P*M*MPY
||M||2 = Ssup X2 = PY2 = Y2
x£0 |X|3 v#0 |PY|3 Y #0 Y3
Y*DY 4\ y?
= sup 5 :sup%:sﬁlp/\i:p(M*M)
vzo Y3 vzo Yy =

On a effectué le changement X = PY puis remarqué que |PY |z = |Y]3. Cela
acheve la preuve de la proposition.

Les normes sur l’espace des matrices ne sont pas toutes subordonnées.
Par exemple la formule

1/2
_ 12 _ * 1/2
1Ml = | > Imi] = (Tr(M™ M)
]
définit une norme comme on pourra le vérifier en exercice. c’est méme une
norme issue du produit scalaire (A, B) — Tr(B* A). Mais elle n’est pas
subordonnée car sinon la matrice unité aurait une norme égale a 1.

Parmi les normes sur l'espace des matrices on préfere celles qui sont
sous-multiplicatives ce qui signifie que la propriété

1A B[ < [[A[lIB]]
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est vraie pour toutes matrices A et B. Les normes subordonnées sont sous-
multiplicatives. La norme ||-||. définie ci-dessus est sous-multiplicative (en-
core un bon exercice). Cela montre que les normes subordonnées ne sont pas
les seules a étre sous-multiplicatives. La norme définie par la formule

[[M]|s = sup |m]
27]

n’est pas sous-multiplicative. 1l suffit de prendre pour A et B la matrice
dont tout coeflicient vaut 1.

10.3 Groupe linéaire et orthogonal

Comme d’habitude nous désignons par K le corps des scalaires R ou C.
Proposition 34 Le groupe linéaire GL,(K) est un ouvert dense de M, (K)

Preuve. GL,(K) est un ouvert comme image réciproque de I'ouvert K\ {0}
par ’application continue déterminant. Pour la densité, prenons M non
inversible. Remarquons que I'application det(M — z I) est polynomiale en z
dont s’annule pour un nombre fini de valeurs au plus. Donc il existe € > 0
tel que det(M — zI) # 0 pour tout z €]0,¢[. Or M — z [ tend vers M si
z tend vers 0, montrant ainsi que M est la limite de matrices inversibles.
Donnons un exemple d’application.

Proposition 35 Pour toutes matrices A et B, AB et BA ont méme poly-
nome caratéristique.

Preuve. Il s’agit donc de prouver que pour tout A € K, det(AB — A[) =
det(BA — AI). Si B est inversible, c’est facile a voir : det(AB — AI) =
det[B~Y(BA — X)B] = det[B™1]det[BA — M]det[B] = det[BA — XI] Si
B n’est pas inversible, elle est la limite quand z | 0 des matrices inver-
sibles B, = B — z I pour lesquelles la relation est vraie : det(AB, — A [) =
det(B,A — AI). Il suffit donc de passer a la limite dans cette égalité en
utilisant la continuité des deux membres par rapport a B, pour obtenir le
résultat souhaité.

Proposition 36 L application A — A~! de GL,(K) dans lui-méme est
continue

Preuve. Il suffit de se rappeler que A=! = (1/det A) ‘cof A et que les
applications déterminants intervenant dans cette formule sont continues.
Nous passons maintenant & I’étude du groupe orthogonal de M,,(R)

Proposition 37 Le groupe orthogonal O(n) est un compact de M, (R).
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Preuve. Il suffit de remarquer qu’il est fermé et borné. Une petite applica-
tion pour suivre.

Proposition 38 Toute matrice M € M, (R) peut s’écrire M = O S ou O
est orthogonal et S symétrique

Preuve. Le résultat est déja connu si M est inversible. C’est la décomposition
polaire prouvée a l'exercice 46 du chapitre consacré a la réduction des en-
domorphismes normaux. Dans ce cas la matrice S est méme définie positive
et il y a unicité de la décomposition. Si M n’est pas inversible, elle est
néanmoins limite des matrices M}, inversibles. Pour ces matrices inversibles
on peut écrire la décomposition polaire : My = Oy Sk. De la suite (O) on
peut extraire une sous-suite (Oy(x)) convergeant vers la matrice orthogonale
O. Alors Syr) = O;(lk) My(ry converge vers O~ M que I’on notera S. Cette
matrice est symétrique comme limite de matrices symétriques. On a donc
en définitive M = O S comme souhaité. Notons qu’il n’y a pas unicité de la
décomposition dans ce cas. Ce résultat est prolongé par 'exercice 54.

10.4 Matrices diagonalisables et trigonalisables

Comme toujours K désigne R ou C.

Proposition 39 L’adhérence de l'ensemble D,,(K) des matrices diagonali-
sables de M,,(K) est égal a Uensemble T, (K) des matrices trigonalisables de
M, (K). En particulier D,,(C) est dense dans T,(C) = M, (C).

L’intérieur de D, (K) est égal a Uensemble V,,(K) des matrices diagona-
lisables a valeurs propres simples.

Preuve. Montrons d’abord que toute matrice trigonalisable est limite de
matrices diagonalisables et méme de matrices diagonalisables & valeurs propres
simples. Soit M une matrice trigonalisable i.e. M = P=1T P ot T est tri-
angulaire supérieure. Notons 11, ..., ¢, les termes diagonaux de T. Soit

1.
n= ;mf{“pp - tqq|? 1< p,g<n, ty # tqq}

Si tous les termes diagonaux tyy,...,t,, sont égaux on pose simplement
n = 1; la discussion qui suit vaut également dans ce cas plus facile que
nous exclurons dorénavant. Pour & € N* considérons la matrice T} de terme
général tfj = t;;+1g=;3nt/k. La matrice Ty est triangulaire supérieure avec
des termes diagonaux tous distincts. En effet si tf = té?j avec ¢ # j alors
tii +ni/k =1t;; +nj/k ce qui entraine déja t;; # ¢;; puis

. : l7 — 1 .
s = tal =l = i/ < (gl ) < gty = 1

pp7Flaq tppFlaq
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ce qui est absurde. La matrice T est diagonalisable & valeurs propres simples.
Il en est de méme des matrices P~ T}, P et ces matrices convergent vers
P'TP=M.

Maintenant il s’agit de prouver que toute suite convergente (M) de
matrices diagonalisables converge vers une limite M trigonalisable. Nous
pouvons supposer K = R car dans le cas complexe il n’y a rien a démontrer
puisque toute matrice complexe est trigonalisable. Nous savons aussi par la
premieére partie de la preuve qu’il existe des matrices diagonalisables By a
valeurs propres simples A¥ ... AF telles que ||[My — Bi|| < 1/k. Ainsi M
est aussi la limite de (By). Nous travaillerons avec une norme de matrice
|| - || subordonée. Alors [A¥| < ||B||. Donc les suites (AF);>1 pour 1 < i <n
sont bornées et on peut trouver une extraction qui les fait converger i.e.
/\f(k) — A; pour 1 < ¢ < n. Comme le polynome caractéristique dépend
continument de la matrice sur laquelle il est calculé, on a

n n

Cu(X)= lim Cp,, (X)= lim J[(X-2"W)=T[x - )

k—+o0 k—+oo < .
=1 =1

Dans cette derniere égalité nous avons simplement utilisé la continuité des
coefficients d’un polynome par rapport a ses racines. Au total on trouve que
C'pr est scindé ce qui prouve bien que M est trigonalisable.

Montrons maintenant que toute matrice V € V,,(K) est a U'intérieur de
D, (K). Sinon il existe une suite de matrices (W) qui ne sont pas dans
D..(K) et qui convergent vers V. Le polynome caractéristique de Wy admet
des racines complexes A¥.... AF écrites avec éventuelles répétitions. Par
un argument de compacité que nous avons déja explicité ci-dessus, on peut
trouver une sous-suite telle que (/\(f(k)7 . 7/\fi(k)) converge vers un certain
n-uple (A1,...,A;). Mais pour¢ € {1,...,n}ona Cwy) (/\?(k)) =0d’ol en
passant a la limite C'y (\;) = 0. Par conséquent, A,..., A, sont les racines
du polynome caractéristique de V' et ce sont donc n éléments distincts de K.
Nous pouvons trouver £ > 0 tel que les boules B(Ay,¢),..., B(A,,¢), dans
C, soient disjointes. Pour k suffisamment grand, disons k& > kg, nous avons
/\?(k) € B(A;,¢). Cela entraine que les /\(f(k)7 ceey /\fi(k) sont distincts. Il s’agit,
rappelons le, des racines complexes du polynome caractéristique de Wy).
Si K = C cela entraine la diagonalisabilité de W) ce qui est contraire a
I’hypothese. Dans le cas ou K =R pour i € {1,...,n} et k > ko, la racine
/\?(k) du polynome caractéristique CW¢(k) a coeflicients réels appartient a la
boule centrée en le réel A; et de rayon €. Le conjugué de cette racine est alors
aussi racine et dans cette méme boule. Il y a donc égalité entre la racine et la

racine conjuguée car on ne peut avoir de racine supplémentaire pour CW¢(k)
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qui est de degré n et a déja n racines. Donc en fait les /\(f(k)7 ey /\fi(k) sont des
réels distincts ce qui contredit 'hypothese que W) est non diagonalisable.

Maintenant supposons que H € D, (K)\V, (K). La matrice H admet donc
une valeur propre A qui n’est pas simple. Elle s’écrit P~ D P o1 la matrice
D est une matrice diagonale de diagonale A,... A, dy,...,d,. Considérons
la matrice D. obtenue en rajoutant a D le coeflicient ¢ sur la premiere
ligne en deuxiéme colonne. Alors quand ¢ | 0, P~ D, P converge vers
P~ D P = H. Mais P! D. P n’est pas diagonalisable car son polynome
minimal, égal & celui de D, est divisible par (X — A)? et il n’est donc pas
simplement scindé. Ainsi H est limite de matrices non diagonalisables ce qui
prouve que H n’est pas dans I'intérieur de D, (K).
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10.5 Exercices

Exercice 52 Soit un entier p montrer que ’ensemble des matrices carrées
n X n de rang supérieur a p est un ouvert.

Exercice 53 En utilisant le résultat de I'exercice 36, montrer que si A =
(az’j)lgi,jgn est une matrice symétrique positive alors la matrice de terme
général e est aussi symétrique positive.

Exercice 54 On sait par I'exercice 46 que pour toute matrice inversible M,
il existe un unique couple (S,0) ol S est symétrique définie positive et O
orthogonale tel que M = O S. Prouver que ’application qui a M associe
le couple (S,0) est une homéomorphie, c’est a dire que c’est une bijection
continue dont la réciproque est continue.

Exercice 55 (Preuve de la proposition 40) 1) Prouver d’abord que si
|| - || est une norme subordonnée & une norme vectorielle et A une valeur
propre de la matrice complexe A alors || < || A]].

2) Montrer que si P est une matrice inversible et ||-|| une norme subordonnée,
alors I'application M s ||P~1 M P|| est une autre norme subordonnée.

3) Soit £ > 0 et 7" une matrice triangulaire supérieure et diagonale & ¢ pres
c’est a dire [t;;| < e pour j > i. Trouver alors une norme subordonnée || - ||
telle que ||T']| < max{t;, 1 <i<n}+e.

4) En se rappelant I'exercice 11, montrer que pour £ > 0 et A matrice
complexe, trouver une norme subordonnée || -|| telle que ||A|| < p(A) +e.

Exercice 56 (Preuve de la proposition 42) 1) Prouver d’abord que si
|| - || est une norme sous-multiplicative et A une valeur propre de la matrice
complexe A alors |A| < [|A]].
Indication : si V' est un vecteur propre associé a A considérer la matrice W
dont toutes les colonnes sont V et calculer A W.
2) En déduire que p(A) < liminfy_s oo ||A%||M/5.
3) Soit € > 0, calculer p(B) ol B est la matrice (1/(p(A) +¢)) A.
4) En déduire que (||B¥|[) est bornée puis que limsup,_, . |[A*||'/* <
p(A
5)

)+

Conclure

Exercice 57 Prouver que A € M,,(C) est diagonalisable si et seulement si
sa classe de similitude

{P7YAP; PeGL,(C)}

est fermée.
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Chapitre 11

Quelques utilisations de
I’analyse

11.1 Méthodes analytiques pour les systemes

Nous commencons par introduire la notion de rayon spectral puis évoquons
des applications.

Nous appelons rayon spectral p(M) d’une matrice M réelle ou complexe
le plus grand module des valeurs propres complexes de cette matrice. Notons
déja que le rayon spectral peut étre nul sans que la matrice soit nulle, comme
dans le cas des matrices nilpotentes. Ce n’est donc pas une norme. Toutefois
le rapport avec les normes est précisé dans le résultat suivant.

Proposition 40 Le rayon spectral d’une matrice est égal a Uinfimum des
normes de cette matrice, pour toutes les normes subordonnées a une norme
vectorielle.

Preuve. Elle est 'objet de I’exercice 55. On en déduit tres facilement le
résultat suivant.

Proposition 41 Pour A € M, (C) il y a équivalence entre les assertions
suivantes :

1 limg_yoo A¥ =0

2. limgqoo AFz =0 pour tout x € C
3. p(A) <1
4. il existe une norme de matrice subordonnée || - || telle que ||A]] < 1.

93
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Proposition 42 Pour toute norme || - || sous-multiplicative sur M,,(C) et
pour toute matrice A € M,,(C), on a
p(A) = lim |lA%|/F

k—+o0

La preuve de ce résultat est proposée a 'exercice 56.

Maintenant, considérons le systeme linéaire Az = b ou A est une matrice
n X n inversible. Supposons que A s’écrive A = M — N ol M est une
matrice inversible facile a inverser. Alors le systeme Az = b équivaut a
2 =M"'N2z+ M~'b. La méthode des approximations successives est basée
sur la suite (x) dont le terme initial est quelconque et qui vérifie la relation
de récurrence

Tpyr = M Nap + M1

Proposition 43 La suite (xy) converge vers la solution x du systéme si et
seulement si p(M~1 N) < 1.

Preuve. On a a; — 2 = (M~IN)* (29 — @) et il suffit alors d’utiliser la
proposition 41.

La méthode de Jacobi consiste a prendre pour M la diagonale de A ce
qui, bien siir, ne peut se faire que si tous ces coeflicients diagonaux sont
non nuls. Dans la méthode de Gauss-Seidel on prend pour M la matrice
triangulaire inférieure qui correspond aux termes sous la diagonale de A. Les
méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent par exemple quand A est
a diagonale strictement dominante.On peut montrer aussi que la méthode
de Gauss-Seidel converge pour A définie positive.

Dans le cas d’une matrice A définie positive, on peut aussi se ramener a
une probleme de minimisation.
Proposition 44 Soit A une matrice n X n symétrique réelle définie positive

et b € R™. Alors Uapplication ¢ définie de R dans R par

1
p(z) = §tacAac ~ bz

admet un unique extremum local qui est un minimum global au point u so-
lution du systeme Au = b.

Preuve. En utlisant la relation Au = b, on peut écrire

Hz —u)A(z — u) — ltuAu



11.2. ’EXPONENTIELLE DE MATRICE 95

Comme A est définie positive on a si @ —u # 0, p(z) > —(1/2)'udu =
(u), ce qui montre déja que u réalise I'unique minimum global. Inversement
remarquons que @ est différentiable de différentielle

@) -h="2Ah—"bh="Az - b)h

Si ¢ admet un extremum local en un point » alors ¢’(u) est la forme linéaire
nulle donc Au — b = 0.

La résolution du systeme linéaire est donc ramenée a la recherche du
minimum d’une fonctionnelle quadratique, probleme pour lequel il existe des
techniques standard. Décrivons briévement la méthode du gradient. Cette
méthode, qui fait partie des méthodes de descente, construit une suite de
vecteurs (z,) qui converge vers le minimum. Pour trouver z,4; & partir
de z,, on choisit une direction de descente 4, et on regarde sur la droite
passant par x, et de direction 4, le point ot le minimum de ¢ est atteint.
Cela est facile car il s’agit d’une minimisation selon une variable réelle. Le
point trouvé est z,41. Reste a préciser le choix de la direction de descente.
Il y a une certaine liberté pour ce choix. Toutefois le bon sens nous dit que
la direction qui parait la meilleure est celle selon laquelle la variation de ¢
est la plus forte c’est & dire le gradient.

Détaillons les calculs. Les valeurs de ¢ sur la droite passant par z,, et de
direction &, sont données par

P, +16,) = %tfsnA&n £+ (Awy = ) t+ p(2n)

Le minimum est atteint pour tg = —'(Ax, — b)8,/'8,Ad,. Le point z,41
est 2,41 = 2, + to 6,. Nous choisissons pour ¢, le gradient de ¢ en z,, qui
est Az, — b. Avec ces choix (z,) converge vers la solution u de Au = b et
en plus |z, — uly tend vers 0 & la vitesse de (1 — cond(A))™2. La quantité
cond(A) = 1/(]|A]]2]|A71]]2) €]0, 1] est aussi égale & la racine du rapport de
la plus grande et de la plus petite valeurs propres de A.

11.2 L’exponentielle de matrice

Considérons sur ’espace des matrices carrées d X d une norme sous-
multiplicative || - || (subordonnée ou pas). Soit une matrice M. Alors pour

tout entier n on a ||M"|| < ||M]|" puisque la norme est sous-multiplicative.
(M|

—— est convergente. On en déduit

Il s’en suit que la série numérique )
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7 s . 7 7 . .
par complétude que la série ), ]\7{—, converge. On définit donc une matrice,

dite exponentielle de la matrice M, en posant

+0c0 k
M
exp(M) =" T
k=0
Il est immédiat que si M est diagonale de coefficients diagonaux pq, ..., g
alors exp(M) est également diagonale de coefficients diagonaux e, ... etd.

Par exemple I’exponentielle de la matrice nulle est la matrice unité. On
notera la propriété suivante qui se vérifie immédiatement :

P~ exp(M) P = exp(P™' M P)

valable pour toute matrice M et toute matrice inversible P. Il est également
facile de voir que si M est triangulaire supérieure de coeflicients diagonaux
His- .., g alors exp(M) est aussi triangulaire supérieure de coefficients dia-
gonaux e ... eMd. Si M est diagonale par blocs alors son exponentielle
est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux qui sont les exponentielles
des blocs diagonaux de la matrice de départ. Par conséquent si on dispose
de la réduction de Jordan d’une matrice, le calcul de I’exponentielle revient
au calcul de ’exponentielle des blocs de Jordan. Nous y reviendrons bientot.
Prouvons pour le moment que ’exponentielle de matrice a la méme propriété
de morphisme que 'exponentielle réelle.

Proposition 45 Pour toutes matrices carrées A et B qui commutent, on a
exp(A + B) = exp(A) exp(B)

Preuve. On a

N k N
I S I SIC P
k=0 ' k=0 """ i+j=k, 1,70
Ap X
= L g =R
1,720 k=0
A B
= Z.—'jl(oﬁiﬁ'jSN)
“ bl
2,720

On remplace N par 2 N. Alors

ZXN:%: > §E+R:(Z i) (Z A.—i)ﬂ%

1
k=0 0<iy<N U I
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avec 4
R= Z——l(l—l—j<2Net (t> N ouj>N))
bt
7]

Par une majoration directe

[1£2]]

IN

lejll ||B||‘7 (1G> N)+1(j > N))

(Z IETl ) Bl (Z ||B‘||f) A

>N >N

IN

On fait tendre IV vers +o00. La quantité R tend vers 0 et on obtient le résultat
annoncé.

Une conséquence de la proposition qui précede est que I'exponentielle
d’une matrice est inversible. Cela se déduit de exp(M) exp(—M) = 1. On
peut méme voir que, pour toute matrice M,

detexp(M) = 110D

Pour cela il suffit de triangulariser la matrice M, ce qui est possible dans le
corps des complexes.

Revenons au calcul de ’exponentielle d’un bloc de Jordan de taille » que
nous écrirons A I+N. Alors exp(AI+N) = exp(A 1) exp(N) = ¢ exp(N) =
e (Ez;é N%/kY) puisque N est nilpotente d’indice r. Cela montre qu’en
définitive, le calcul de la réduite de Jordan permet ensuite d’obtenir facile-
ment ’exponentielle.
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11.3 Exercices

Exercice 58 Calculer exp(M) dans les cas suivants :

31 0 —6 T —5V3
=5 5) =03 ) = 55 )
Exercice 59 Procéder ala réduction de Jordan de M puis calculer exp(tM)

pour tout ¢t € R dans les cas suivants :

9-¢ 1 0 0

38 -7 .
M=|07 -4 |, m=| L 2t 00
00 3 p 6i 0 4
1—i 143 -1 4

Exercice 60 Montrer que I’exponentielle réalise une surjection continue de
I’ensemble des matrices anti-symétriques réelles sur ’ensemble des matrices
orthogonales réelles de déterminant 1.

Exercice 61 Montrer que 'exponentielle réalise un homéomorphisme de
I’ensemble des matrices symétriques réelles sur ’ensembles des matrices
symétriques définies positives.

Exercice 62 Soit M une matrice carrée complexe. Montrer qu’il existe un
polynome P tel que exp(M) = P(M).

Exercice 63 Quelles sont les matrices carrées complexes M telles que exp(M) =
17



Chapitre 12

Auto-évaluation

12.1 Indications ou réponses pour les exercices

Exercice 1 Si U C W c’est fini; sinon il existe ug € U \ W donc ug €
V \ W. Montrer alors que tout u € U appartient a V. Pour cela procéder
par I’absurde en utilisant les égalités : u = ug 4 (u — up), wp = u — (u — ug).

Exercice 2 Soit (by,...,b,) une base de E. Tout z € I s’écrit
r=x1bi 4 Faby= (1 +y)bi+ -+ (@t y) by (—br— = by)

Pour un bon choix de y a préciser, cela permet de trouver une famille de
n+ 1 vecteurs qui est positivement génératrice. Achever en prouvant qu’une
famille de n vecteurs ne peut pas étre positivement génératrice.

Exercice 3 Ecrire P = U 4 iV ou U,V € My(R). Ecrire alors les deux
relations fournies par I’égalité PB = AP. Pour Q = U 4+ tV, t € R montrer
que QB = AQ. Comment trouver ¢ tel que ) soit inversible 7

Exercice 4 Déduire de ’hypothése que pour tout « € F il existe ¢(z) € K
tel que u(z) = ¢(x) z. Montrer que ¢: FE — K est constante i.e. ¢(z) = ¢(y)
pour tous z,y en séparant les deux cas x et y colinéaires et {z, y} libre.

Pour la stabilisation des hyperplans, se ramener a la question précédente en
remarquant qu’une droite est ’'intersection des hyperplans qui la contiennent.

99
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Exercice 5 1) Retrancher une ligne (ou une colonne) a toutes les autres
puis développer selon cette ligne (ou colonne).

2) Prendre deux valeurs judicieuses pour ¢.

3) A partir du calcul précédent, passer a la limite ¢ — a.

Exercice 7 Ecrire la définition de A valeur propre avec un vecteur propre
= (x1,...,2,). Exprimer la relation obtenue sur la ig-iéme coordonnée ot
ip est choisi pour maximiser |z;|.

Exercice 8 Montrer que 1 et -1 sont des valeurs propres avec des espaces
propres associés supplémentaires.

Exercice 11 Soit # ’endomorphisme canoniquement associé a A; prendre
une base de trigonalisation de u et multiplier chacun de ces vecteurs par un
coeflicient bien choisi.

Exercice 15 A quel type de polynéme P peut on se ramener ? La preuve se
fait alors par un procédé bien connu. Avec les 0 sur la diagonale, voir qu’au
fur et & mesure des itérations en puissance, les zéros remplissent la matrice
vers le coin haut droit. On pourra se convaincre par un exemple. Ecrire
comme propriété sur le terme général et prouver 'assertion par récurrence.

Exercice 16 Ecrire la matrice de u dans une base adaptée a la décomposition
en somme directe. Voir que les polyndémes de cette matrice diagonale par
blocs s’obtiennent en prenant les polynémes des blocs diagonaux ; on pourra
généraliser a partir des puissances. En déduire que P(u) = 0 si P(u|Fl) =0
pour toutes les restrictions de u a un sous-espace F;. En déduire le po-
lynéme minimal. Pour le polynéme caractéristique faire un calcul direct de
déterminant a partir de la matrice diagonale par blocs.

Exercice 17 3) Comme M) = My+ A, voir que P(X) € Ann(M)) si et ssi
P(X + X) € Ann(My).

4) Se ramener a A = 0. Soit u ’endomorphisme de matrice My dans la base
(b1,...,by), écrire la matrice de u dans la base (fi,..., fn) = (bn, ..., b1).

Exercice 18 Donner un contre-exemple avec deux matrices 4 x 4 de po-
lynéme carartéristique X* et de polynéme minimal X 2. L’une sera composée
de deux blocs diagonaux 2 x 2 du type My avec la notation de ’exercice 17.
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Exercice 21 V.,V F

Exercice 22 Toutes les assertions proposées sont équivalentes & la nilpo-
tence de A.

Exercice 24 a) Penser au critere avec le polynome minimal.

Exercice 26 Vérifier que la premiere matrice est nilpotente d’indice 4.

La seconde a pour polynéme caractéristique (X —1)% (X+1)2. En déterminant
les dimensions des sous-espaces propres, ce qui n’est pas dur, on peut déja
annoncer la forme de la réduite de Jordan.

Exercice 27 En examinant les différentes possibilités pour (C'4, M4), mon-
trer que dans ces petites dimensions la connaissance de (C'4, M 4) détermine
la forme de la réduite de Jordan.

Exercice 28 Se placer d’abord dans le cas complexe. Faire la réduction de
Jordan et utiliser 'exercice 17 4).

Exercice 34 Astuce : Se rappeler que 1/(k+ 1) = fol th dt.

Exercice 35 Introduire rp = ¢, — tx_; et écrire
oinf(tity) zia; =D D rklp<ing(i] i 7
i7j 27] k

Puis permuter les sommations.

Exercice 36 Par exemple réduire la matrice B avec une matrice de pas-
sage (inconnue) P = (p;;); écrire ce que cela entraine sur 'expression du
terme général b;; a 'aide des p;;; utiliser cette écriture pour vérifier, selon
la définition, le caractere positif.

Exercice 37 1) Faire une orthonormalisation de Gram-Schmidt & une base
de trigonalisation.
2) Traduire 1) en termes matriciels.

Exercice 38 On pourra discuter les cas selon que le rang de S est n, n — 1
ou inférieur ou égal & n — 2. Dans le cas de rang n, la matrice des cofacteurs
s’exprime simplement a ’aide de 'inverse. Dans le cas de rang < n — 2, la
matrice des cofacteurs est trés simple !
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Exercice 39 On pourra se ramener & une matrice orthogonale (pour laquelle
le déterminant a une valeur absolue bien connue).

Exercice 46 1) Faire la réduction de U.

2) En faisant une réduction, cela ramene au cas diagonal. Utiliser alors un
polynéme d’interpolation c’est a dire un polynome qui prend des valeurs
données en des points donnés.

3) Par 2) montrer que S et S’ commutent. Utiliser alors I'exercice 24.

Exercice 47 Si u est normal, le résultat de réduction vu dans ce chapitre
permet de se ramener a une matrice diagonale ; on pourra alors utiliser un
polynome d’interpolation.

Exercice 48 1) Penser & une rotation.
2) On pourra remplacer z par z + iy et z 4+ y pour z,y quelconques.

Exercice 49 Faire une réduction simultanée de H et K.

Exercice 51 Procéder par analyse et synthese.

12.2 QCM

QUESTION 1. Quelle partie de R[X] n’est pas un sous-espace vectoriel
de R[X]?

(a) {P; P"=0}

(b) {P; P'(1) (1+ P(-1)?) = 0}

(c) {P; P'(1).P(1) =0}

QUESTION 2. Quelle partie de R[X] n’est pas un idéal de R[X]?
(a) {P; P(0) = P'(0) = 0}

(b) {P; Jo P()*dt =0}

(c) {P; P"=0}
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QUESTION 3. Soit u un endomorphisme dont la matrice sur une base B
est A. Soit ‘H une base telle que la matrice de passage de B & H est notée
P. Alors la matrice de u sur la base H est

(a) P71 AP

(by P A P

(c)'PAP

QUESTION 4. Le déterminant

1 a; a?
1 ay a3
1 az d?

(a) est le célebre déterminant de Vanderplouc
(b) s’annule dés que ay, az, as ne sont pas distincts

(c) vaut JTy<; j<s(a; — ai)

QUESTION 5. La matrice

4 0 1 =2
1 7 2 =3
-4 0 =7 1
2 3 0 8

(a) est inversible
(b) est de rang 2
(c) est nilpotente

QUESTION 6. Soit v un endomorphisme dont la matrice dans une base

(bh bz) est
11
0 1

Dans quelle base a-t-il pour matrice

(o 7)
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(a) (%bh %bz)
(b) (%bl,ng)
(c) (b1,2b2)

QUESTION 7. Soit la matrice triangulaire supérieure T = (£;;)1<; j<n-
Alors

(a) pour tout polynéme P la matrice P(T') est triangulaire supérieure de
terme général égal a P(t;;) pour j > i

(b) T est nilpotente si et seulement si ¢;; = 0 pour tout 7 € {1,...,n}

(¢) T est nilpotente si et seulement si (Tr(7))* = 0 pour tout k € N*

QUESTION 8. Pour que A, B € M, (K) vérifient A B = B A,
(a) il faut que B soit un polynoéme en A
(b) il suffit que A et B soient toutes deux des polynémes de la méme matrice

() il suffit que det(AB — BA) =0

QUESTION 9. La matrice

S N R
w Lo o

1
0
0

(a) est diagonalisable si et seulement si v =0
(b) est diagonalisable pour tout o € R
(c) n’est diagonalisable dans M, (R) pour aucune valeur du réel a.

QUESTION 10. Parmi les 3 matrices suivantes déterminer celle qui n’est

pas trigonalisable dans M, (R) : (a) ( 8 1 ) (b) ( _01 (1) ) (c) ( (1) (1) )

QUESTION 11. Parmi les 3 polynomes ci-dessous déterminer celui qui
peut étre le polynéme minimal d’une matrice de M,,(R) diagonalisable dans
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M, (R) :
(a) X? - X
(b) X* - X2

() X2 —2X +1

QUESTION 12. Parmi les matrices suivantes déterminer la matrice qui
n’est semblable a aucune des deux autres

1100 100 0 100 0
0100 1100 01 2 0
@ oo 10l®lor 1090010
000 1 000 1 000 1

QUESTION 13. Si une matrice carrée A s’écrit par blocs carrés sous la
forme
U 0

(o)
Alors
(a) le polynéme caractéristique de A est donné en fonction de ceux de U et
V par C4(X) = PPCM(Cpy(X),Cv(X))
(b) le polynéme minimal de A est donné en fonction de ceux de U et V par
Ma(X) =PGCD(My(X), My (X))

(c) le polynéme minimal de A est donné en fonction de ceux de U et V par

M4 (X) = PPCM (M (X), My (X))

QUESTION 14. Dans la situation de la question précédente,

(a) A peut étre diagonalisable sans que U et V' le soient toutes deux

(b) A peut étre trigonalisable sans que U et V' le soient toutes deux

(c) A est diagonalisable [respectivement trigonalisable] si et seulement si U
et V sont diagonalisables [respectivement trigonalisables]

QUESTION 15. Quelle matrice a un polynéme minimal différent de celui
des deux autres matrices?



106 CHAPITRE 12. AUTO-EVALUATION

(c)

&
o O O N
o O N =
O NN OO
N O OO

—

=
o O O N
O O NN
O NN OO
N = O O
o O O N
O O NN
o N = O
N O OO

QUESTION 16. Parmi les trois assertions suivantes, une n’est pas équivalente
aux deux autres. Laquelle 7

(a) p est un endomorphisme de I’espace vectoriel £ de dimension finie qui
vérifie pop =1p

(b) Dans une certaine base de E la matrice de p s’écrit par blocs

[03)

ol [ est une matrice identité et 0 désigne un bloc carré de zéros.
(c) Le polynome caractéristique de p s’écrit C,(X) = X* (X — 1) 7% ot n
est la dimension de Fet k€ {1,...,n— 1}.

QUESTION 17. Parmi les trois polynémes ci-dessous, déterminer celui
qui peut étre le polynéme minimal d’une matrice réelle trigonalisable dans

M., (R) mais pas diagonalisable dans M, (R) :

(a) X2 - X
(b) X3 - X?
() X?+ X

QUESTION 18. On considére ’endomorphisme u de R™ (n > 3) dont la
matrice sur la base canonique est

2 1 1 1
1 2 1
1 1 2

1
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Alors

(a) ker(u — id) est une droite vectorielle

(b) ker(u — i¢d) est un hyperplan c’est a dire un sous-espace de dimension
n—1

(c) 1 n’est pas valeur propre de u

QUESTION 19. Dans la situation de la question précédente,

(a) le polynéme carac téristique €', de u n’est pas scindé.

(b) C est scindé avec pour seule racine 1 et u est trigonalisable sans étre
diagonalisable.

(c) u est diagonalisable.

QUESTION 20. Dans un seul des trois cas ci-dessous la donnée du po-
lynéme minimal My et du polynéme caractéristique C'y de la matrice A
permet de déterminer la réduite de Jordan de A. Lequel ?

(a) Ca(X) = (X = 1> (X +1)?, Mu(X)=(X-1)?(X+1)

(b) Ca(X) = (X = DT (X + 1), Ma(X)=(X-1)*(X+1)

(€) Ca(X) = (X +1)°, Mu(X)=(X+1)°

QUESTION 21. La matrice

—_ =
—_ =
—_ =

(a) est inversible
(b) admet une valeur propre réelle non nulle
(c) n’est pas diagonalisable dans M3(R)

QUESTION 22. Quelle matrice a un polynéme minimal différent de celui
des deux autres matrices?
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—~

&

S—’
o O O =
o O N =
O NN OO
NN OO

—~

=

S’
o O O N
o O NN O
o N = O
_ o o O

~

o

S’
o O O N
o O N =
o N = O
_ o o O

QUESTION 23. Dans un seul des trois cas ci-dessous la donnée du po-
lynéme minimal My et du polyndéme caractéristique C'4 de la matrice A
permet de déterminer la réduite de Jordan de A. Lequel ?

(a) Ca(X) = (X = DV (X +1), Ma(X) = (X - D? (X +1)

(b) Ca(X) = (X = )° (X + 1)?, Ma(X) = (X - 1)* (X +1)

(c) Ca(X) = (X +1)°, Ma(X)=(X+1)

QUESTION 24. Parmi les trois polynémes ci-dessous, déterminer celui
qui peut étre le polynéme minimal d’une matrice réelle trigonalisable dans
M., (R) mais pas diagonalisable dans M, (R) :

(a) X2+ X

(b) X3+ X?

(c) X°+2X

QUESTION 25. Soit # un endomorphisme de I'espace vectoriel F de di-
mension 5. Parmi les trois cas de figure ci-dessous, un est impossible, lequel 7
(a) dim ker w® = 5, dim ker «? = 4, dim keru = 2
(b) dim ker v® = 5, dim ker u? = 5, dim keru = 3
(c) dim ker v® = 5, dim ker u? = 3, dim ker u = 2

QUESTION 26. Soit ¢ une forme quadratique dont la matrice dans une

base (b1, by) est
11
11

Dans quelle base a-t-elle pour matrice

(+7)
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(a) (b1,v2b2)
(b) (b1,2b2)
(¢) (V2b1,v/2by)

QUESTION 27.0n considere la forme quadratique ¢ sur R® donnée par
a((@,9.2)) = (2 = )+ (y = 2 + (2 — )%

(a) Cette forme quadratique est de signature (3,0).

(b) Cette forme quadratique est positive mais pas définie positive.

(c) La matrice de cette forme quadratique sur la base canonique de R? n’est
pas diagonalisable.

QUESTION 28. Dans un espace euclidien (de dimension finie) F, une
projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel I/ # F est

(a) orthogonale

(b) symétrique

(c) anti-symétrique

QUESTION 29. Pour M € M,(R)et A="'M M,

(a) A n’est pas toujours symétrique définie positive

(b) si A est symétrique définie positive alors M est triangulaire supérieure
a coeflicients diagonaux strictement positifs

(c) si A € Ry est valeur propre de A alors V/X est valeur propre de M.

QUESTION 30. On se place dans un espace hermitien c’est a dire un es-
pace vectoriel complexe de dimension finie muni d’un produit scalaire. Une
seule des assertions suivantes n’est pas toujours vraie. Laquelle ?

(a) tout endomorphisme est trigonalisable dans une base orthonormale.

(b) tout endomorphisme unitaire est de trace nulle.

(b) tout endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable dans une base or-
thonormale avec des valeurs propres réelles.
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12.3 Quelques problemes de révision

Exercice 64 ( Examen de février 2001) Dans tout le probleme F désigne
un espace hermitien. Il s’agit donc d’un espace vectoriel sur C de dimen-
sion finie muni d’un produit scalaire c’est a dire d’une forme sesqui-linéaire
a symétrie hermitienne définie positive. Cette derniére sera notée (-,-). La
norme associée sera notée ||-||. Dans tout le probléme u désigne un endomor-
phisme de F c’est a dire une application linéaire de E dans F. L’adjoint de
u noté u* est I'unique endomorphisme de E qui vérifie (u(z),y) = (z, u*(y))
pour tous z,y € F.On dit que u est normal si et seulement si uou™ = v ou.
On rappelle, comme il a été prouvé en cours, que si u est normal alors u est
diagonalisable dans une base orthonormale c’est a dire qu’il existe une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Si A est une matrice carrée complexe on note A* son adjointe c’est a dire
la matrice obtenue en transposant et en changeant chaque coefficient en son
conjugué. On dit que A est normale si et seulement si A A* = A™ A.

1) Montrer qu’il y a en fait équivalence entre “u est normal” et “u est dia-
gonalisable dans une base orthonormale”.

2) Si u est normal, comparer les valeurs propres de u* et celles de u. Que
dire concernant les sous espaces propres?

3.a) Soit ay, ..., @, des nombres complexes distincts et pi1, . . . , 11, des nombres
complexes. Trouver une polynome a coefficients complexes H tel que H (o) =
w; pour tout i € {1,...,p}. Est il unique ? Y a-t-il existence et unicité si on
impose a H d’étre de degré p — 1.

3.b) Prouver que ’endomorphisme u est normal si et seulement si «* est un
polynome en wu.

4.a) Montrer que si ’endomorphisme u est normal alors I'image Im u de u
et son noyau ker u sont supplémentaires et orthogonaux dans F.

4.b) En déduire que si u et v sont deux endomorphismes normaux alors
wowv =0 siet seulement si vou = 0.

5) Soit un nombre complexe o et A une matrice carrée complexe n x n
normale telle que, pour tout i € {1,...,n}, > 74 a;; = a. Prouver qu’alors
pour tout j € {1,...,n}, >y a;; = .

Indication. On pourra par exemple étudier ’effet de A sur le vecteur 1 dont
toutes les composantes sont égales a 1.

6.a) Si w est normal, montrer que pour tout @ € F, ||u(z)|| = ||u*(2)]].

6.b) Réciproquement, on suppose que I'endomorphisme u est tel que ||u(z)|| =
||u*(x)|| pour tout & € F. Montrer alors que ¢ = u* o u — u o u* vérifie
(9(z),z) =0 pour tout z € I

6.c) En exprimant la relation précédente pour z +y et z +iyou a2,y € F
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quelconques, prouver que g = 0.
6.d) Que conclure alors sur u?
7) Soit A une matrice carrée complexe n x n de valeurs propres A1,..., A,
(écrites avec éventuelles répétitions).
7.a) Prouver que si on suppose A normale (dans cette sous-question seule-
ment) alors Tr(A A*) = | A2 + -+ |\, ]%
7.b) Montrer qu’il existe U matrice unitaire et T' triangulaire supérieure de
diagonale Ai,..., A, telles que A=U"1TU.
Indication. On pourra d’abord examiner la possibilité de trouver une base
ot I’endomorphisme associé a A (sur le base canonique) trigonalise ; puis on
pourra modifier cette base pour avoir une matrice de passage (depuis la base
canonique) qui est unitaire.
7.c) Montrer que si Tr(A A*) = [A1]? + - - -+ |A,|? alors A est normale.
8) Soit H et K deux matrices complexes hermitiennes positives. On veut
prouver que

0<Tr(HK)<Tr(H)Tr(K) (1)

8.a) Prouver I'inégalité (1) si on suppose en plus que K est diagonale.

8.b) En revenant au cas général, justifier I'existence d’une matrice unitaire
U et d’une matrice diagonale D telle que H = U D U™.

8.c) Comparer Tr(H K) avec Tr(DL) ou L=U*KU.

8.d) Que dire de la matrice L.

8.e) Prouver finalement (1).

Exercice 65 ( Examen de septembre 2001) On désigne par K le corps
R ou C. Soit § € K* = K\ {0} et n € N*. On consideére la matrice carrée A
ayant 2n lignes et 2n colonnes dont le terme général a;; vaut —6 si 1 4 j =
2n+1let j<m,vaut @sit4+j=2n+1et 7 > n et vaut 0 sinon. On note
u Pendomorphisme de K?” de matrice A sur la base canonique (by, ..., by,)
de K*".

l.a) Ecrire la matrice A dans le cas n = 3.

1.b) Que vaut la trace de A7 (on revient au cas général pour n)

l.c) Calculer le déterminant de A.

1.d) Que vaut *A la transposée de A?

L.e) Calculer A2

2.a) On note B la matrice 2 X 2 suivante

=5 0)

Donner la nature géométrique de cette transformation dans le cas 8§ = 1 et
K =R.
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2.b) Ecrire la matrice de u dans la base (b1, ban, b2, b2n—1, -+, bky b2ng1—ky -« 5 bpy brug1)
a ’aide du bloc B.

2.c) Le résultat de la question précédente confirme-t-il les calculs des ques-
tions l.cet l.e?

3.a) Quel est le polynome minimal de A7

3.b) Que vaut le polynome caractéristique de A7

4) On suppose dans cette question que K = C.

4.a) Prouver que u est diagonalisable dans M, (C) et préciser les valeurs
propres.

4.b) Dans le cas n = 1 —c’est & dire que A est simplement la matrice B
donner une base de vecteurs propres de u.

4.c) Donner une base de vecteurs propres de u dans le cas général n € N*.
5) On suppose dans cette question que K = R.

5.a) u est il diagonalisable dans M, (R)?

5.b) u est il trigonalisable dans M, (R)?

6) Calculer AP pour tout p € N*.

Désormais T désigne une matrice antisymétrique ("7 = —T) & coeffi-
cients réels ayant n lignes et n colonnes.
7.a) Montrer que la matrice ¢ 17" € M,,(C) est hermitienne.
7.b) Rappeler le résultat du cours concernant la réduction des matrices her-
mitiennes.
7.c) Que peut on en déduire sur le réduction dans M, (C) de T'?
7.d) La matrice T est elle diagonalisable dans M, (R)?
7.e) Montrer que det( +7) > 1.
8) Soit S une matrice a coefficients réels symétrique définie positive ayant
n lignes et n colonnes.
8.a) Rappeler ce que le terme “définie positive” signifie.
8.b) Que sait on sur le réduction d’une telle matrice dans M,,(R)?
8.c) Prouver que det(S + 7T') > detS. On pourra, par exemple, se ramener
au résultat prouvé en 7.e.

Exercice 66 ( Examen de janvier 2002) Les parties I et IT sont indépendantes
PARTIE I

Soit un entier n > 3. On consideére la matrice A = (a;;)1<i j<n carrée n x n
dont le terme général a;; vaut 1 si 'un des deux indices ¢ ou j (mais pas les
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deux) vaut n. Dans tous les autres cas a;; vaut 0. Ainsi A peut s’ écrire :

0 0 1
1 1 0

1.1) Quel est le rang de A7

1.2) 0 est il valeur propre? Si oui, quelle est la dimension de ’espace propre
Fqy associé?

1.3) Pourquoi peut on affirmer sans aucun calcul que A est diagonalisable ?
1.4) Pour A # 0, donner une forme équivalente simple du systéme

1 1
Al s ]=A

Tn, Tn,

1.5) En déduire que A admet deux valeurs propres non nulles, I'une A posi-
tive et I'autre A_ négative et déterminer les sous espaces propres F/y et [/_
respectivement associés.

1.6) Calculer la trace de A. Le résultat est il conforme aux résultats précédents
concernant les valeurs propres?

1.7) Quel est le polynome caractéristique de A7

1.8) Quel est le polynome minimal de A7

1.9) Jusqu’a la fin de cette partie on suppose désormais n = 4. On désigne
par (e, ..., eq) la base canonique. A partir de la base (e; —eg, e3 —e3) de Ey
déterminer selon le procédé de Gram-Schmidt une base de Fy orthonormale
pour le produit scalaire euclidien canonique.

1.10) En déduire une matrice P orthogonale telle que ‘P A P est diagonale
de diagonale 0,0, A4, A_.

I.11) On note ¢ la forme quadratique sur R* dont la matrice sur la base
canonique (eq, ... ,eq4) de R* est A. Que vaut ¢(z) pour z = (2q,...,24)7
1.12) Quelle est la signature de ¢?

PARTIE II

On considere une matrice M réelle carrée n x n inversible.

I1.1) Montrer que la matrice S = ‘M M est symétrique définie positive.
11.2) Prouver ’existence d’une matrice orthogonale ) et d’une matrice dia-
gonale D de termes diagonaux dy,...,d, vérifiant dy > dy > --- > d,, > 0
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telles que S = 'Q D?Q).

11.3) Y a-t-il unicité de la matrice D? Y a-t-il unicité de la matrice Q7
I1.4) On pose alors R = M 'Q D™!. Prouver que R est orthogonale.

11.5) Avec lidentification habituelle entre vecteurs de R™ et matrices co-
lonnes, on note ||-|| la norme euclidienne canonique : || X||? = X X. Montrer

que
x|\ Y'Y
sup ——— | =sup ————— =
xz0 |[X]] v0 WYY !

Les questions qui précedent prouvent donc qu’étant donnée une ma-
trice réelle inversible M, il existe une matrice diagonale D de termes dia-
gonaux strictement positifs et deux matrices orthogonales () et R telles que
M=RDQ.

I1.6) On suppose maintenant que M est une matrice carrée complexe inver-
sible. Prouver une décomposition M = R D Q similaire & ce qui précede ol
Q, D, R sont de types particuliers & spécifier.

Exercice 67 ( Examen de septembre 2002, second des deux exercices)
On considere la matrice 4 x 4 suivante

QO o O
Tt OO
[ I e R e R )
2O R

en supposant tout d’abord que a, b, ¢, d sont 4 réels avec a, b, ¢ non tous nuls.
1) Calculer le polynéme caractéristique de M.

2) Combien M a-t-elle de valeurs propres?

3) Pour chaque valeurs propres de M, quelle est la dimension de espace
propre associé?

4) M est elle diagonalisable 7 Pourquoi était il possible de I'affirmer sans
aucun calcul 7

5) Quel est le polynéme minimal de M ?

6) Quelle est la signature de la forme quadratique associée a M 7

7) Si a,b, ¢, d sont maintenant des nombres complexes, M est elle diagona-
lisable pout toutes valeurs de a,b,¢,d?

Exercice 68 ( Examen de janvier 2003) On considere la matrice



12.3. QUELQUES PROBLEMES DE REVISION 115

ol @ est un parametre réel.
1) Montrer que A est inversible.

On note C = (cy, ¢z, ¢3) la base canonique de R>. On définit une base
F = (f1, f2, f3) de R? comme étant la base telle que la matrice de passage
de C a F notée Fryr est A. On note (-, ) le produit scalaire euclidien
canonique sur R? :

3
(1,22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = Z T Yi
=1

et q(x) = (z,2) = ||z||? la forme quadratique associée.

2) Quelle est la matrice de ¢ dans la base C puis dans la base F?

3) A quoi se réduit le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt quand
on 'applique & F pour obtenir une base orthonormale B = (by, by, b3) ?

4) Quelle relation y a-t-il entre les matrices de passage

Per, Pssr, Feos

5) En déduire 'existence d’une matrice orthogonale © et d’une matrice dia-
gonale D telle que A =Q D.
6) En déduire A7

On suppose désormais que a = 2 et donc que

. V31 V2
0=—— 0 2 -2
Vil g1 vz

7) Rappeler le théoreme du cours sur la réduction des matrices orthogonales.
8) Calculer le polynéme caractéristique de . On pourra faire apparaitre la

2V3+3v2 4+ 2V6
f= G
9) En déduire la forme de la matrice réduite semblable a Q. Cette matrice
est diagonale par blocs et peut en particulier faire apparaitre un bloc 2 x 2
de rotation d’angle 6 €] — 7, 7).
10) Déterminer |#| par une formule qui pourra utiliser la fonction Arccos.
11) Déterminer ker(Q2 — I).

quantité




