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Résumé — L’objet de ce cours est de présenter la théorie des formes modulaires et
certains de ses développements récents. Dans un premier chapitre, on développe la
théorie des formes modulaires sur les sous-groupes de congruence Ip(N). Dans un
deuxiéme chapitre, on présente la notion de périodes de formes modulaires sur le
groupe modulaire. On en déduit des résultats concernant les structures rationnelles
des espaces de formes modulaires. Dans une troisieme partie, on étudie les structures
différentielles sur les espaces de formes modulaires. C’est ’occasion de développer les
notions de forme quasimodulaire et forme modulaire presque holomorphe introduites
par Zagier. Enfin, en annexe, on étudie la théorie des formes modulaires avec systémes
multiplicatifs.

Abstract(Periods and modular forms). — The aim of this course is the presentation of
the theory of modular forms and some of its recent developments. In the first chapter,
we develop the theory of modular forms on the congruence subgroups I'o(N). In the
second chapter, we present the notion of periods of modular forms on the modular
group. We deduce some results concerning the rational structures on the spaces of
modular forms. In a third chapter, we study the differential structures on spaces of
modular forms. We introduce, in that occasion, the notions of quasimodular forms
and quasi holomorphic modular forms developped by Zagier. In an appendix, we
study the modular forms with multiplicative systems.
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Mots clefs — Forme modulaire, période de forme parabolique, période de forme non parabolique, pro-
duit scalaire de Petersson, crochet de Rankin-Cohen, fonction L, isomorphisme d’Eichler-Shimura,
structure rationnelle, structure différentielle, forme quasimodulaire, forme modulaire presque holo-
morphe, valeur spéciale, systeme multiplicatif.
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d|N p|N

avec P ’ensemble des nombres premiers.

SEMINAIRES & CONGRES 12



FORMES MODULAIRES ET PERIODES 3

(X) est le groupe engendré par les éléments de X,

10 11 0-1 0-1 10
I = T = = = pr—
(o)) 7=(n) s=(%) v=(G2) v=(2")
5(E) = 1 sila propriété E est vraie
0 sinon.
Si u et v sont des entiers, (u,v) est le plus grand diviseur commun de u et v.

Si n € N*, on note w(n) le nombre de diviseurs premiers de n, comptés sans
multiplicité :

w(n) =#{peP:p|n}

et op(n) le nombre de diviseurs de n :
oo(n) =#{d e N*": d|n}.

Plus généralement, si s € C, on pose

os(n) = Z d°.

deN”
d|n

Pour n € N*, on note
1
v(n)=n 14+-1.
peP
pln

La fonction ¢ est la fonction indicatrice d’Euler, définie pour tout entier naturel n

weIl(-3)
pln

strictement positif par

Si z € C, on note x sa partie réelle et y sa partie imaginaire : z = x + iy. On note
aussi

q = e(z) = exp(2irz).

Pour tout entier d > 0, I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a
d est noté C4[X]. Si d > 2, on note aussi Vg = Cy_2[X].
On note By le k° nombre de Bernoulli, défini par

t X
et —1 - ZB"E
n=0
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PARTIE 1
FORMES MODULAIRES

1. Préliminaires sur les sous-groupes de SL(2,7)

1.1. Action homographique et domaine fondamental. — Soit 7 le demi-
plan de Poincaré défini par 7 = {z € C: Smz > 0}. Le groupe SL(2,R) opére
transitivement sur S par I’action homographique

SL(2,R) x H — H

ab az—+b
(cd)’z’—)cz+d‘

(1)

On s’intéresse dans ce texte & 1’action de sous-groupes de SL(2,Q), aussi on restreint
désormais I’étude & SL(2,Q).

On définit un point co (qu’on identifiera géométriquement au point ico) et on
étend 'action (1) restreinte & SL(2,Q) en une action sur # = # U P;(Q) avec
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P1(Q) = QU {0} en posant

Cette action n’est pas fidele puisque —I agit trivialement. Cependant, —I et I sont
les seules matrices a agir trivialement. Autrement dit, I’action induite par

PSL(2,Q) = SL(2.Q)/, y

est fidele.
Si I' est un sous-groupe discret") de SL(2,R), on appelle domaine fondamental
un ensemble qui satisfait a la définition suivante.

Définition 1. — Soit I" un sous-groupe discret de SL(2,R). On dit que F est un do-
maine fondamental de I" si

— ’ensemble F contient au moins un point de chaque orbite de 57 par I'action
de I';

— I’ensemble F est fermé;

— lintérieur de F ne contient qu'un point de chaque orbite de ## par l'action du

quotient F/F N {£I}

Tout sous-groupe discret de SL(2,R) admet un domaine fondamental connexe
[Miy89, §1.6]. On trouve dans [Ser77, chapitre VII, §1] la preuve des deux pro-
positions suivantes :

Proposition 2 — Le groupe SL(2,7) est engendré par les deux matrices

11 0-1
(1) se (0)

Proposition 3 — Un domaine fondamental de SL(2,7) est

|~

1
Fl{zef: - §§Rez<§,|z|>1}.

(U Ayant muni I" d’une norme, par exemple || (¢ ) || = max {|al, b, |c|,|d|}, on dit que I" est discret
si toutes les boules sont finies.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



6 F. MARTIN & E. ROYER

FIGURE 1. Domaine fondamental de SL(2,Z) et quelques transformées de
ce domaine

1.2. Sous-groupes de congruence. — Si NV > 0 est un entier, on appelle sous-
groupe principal de congruence de niveau N le sous-groupe distingué de SL(2,7Z)
défini par

I(N)={(2%) € SL(22,Z): a=d=1[N], b= c=0[N]}.

On appelle sous-groupe de congruence de niveau® N un sous-groupe I" de SL(2,7)
contenant I'(N). Un tel sous-groupe est d’indice fini, noté v[I'], dans SL(2,Z). Dans
ce texte, on utilise le sous-groupe

Io(N)={(2%) € SL(2,Z): c=0[N]}.

On note dés maintenant que —I € IH(N).

1.3. Géométrie des quotients F\%' — Soit I" un sous-groupe de congruence.

On rappelle des résultats utiles sur la géométrie des quotients F\%’ qui est celle de
Lobatchevski-Poincaré.
On étend la topologie naturelle de . en une topologie sur . de la facon suivante :

— Les voisinages des points de 7 sont ceux donnés par la topologie usuelle de C;
— Un systeme fondamental de voisinages du point co est donné par les demi-plans
{z € C: Sm(z) > M} U {icc};

— Un systéme fondamental de voisinages d’un point « € Q est donné par les CU{z},
ou C est un disque ouvert contenu dans 7 tangent a I’axe réel en x.
On munit I’\% de la topologie quotient. L’espace I’\% est séparé et compact
[Miy89, §1.7]. On sait munir I’\% d’une structure analytique qui en fait une surface
de Riemann compacte X (I") [Miy89, §1.8].

Les voisinages fondamentaux des nombres rationnels et du point oo sont appelés
des horocycles. L’action de SL(2,7Z) sur # transforme un horocycle en un horocycle.

(Q)Remarquer que le niveau d’un sous-groupe de congruence n’est pas défini de fagon unique.
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&
®,

FIGURE 2. Systémes de voisinages dans la géométrie de Lobatchevski-Poincaré

Soit v = (‘Z g) € GL(2,Q)7 (le sous-ensemble de GL(2,Q) constitué des matrices
a déterminant positif) et z € 7, on définit

. cz+d
](’Y;Z) = \/M

La normalisation par le déterminant implique

Jlay, z) = j(v,2)
pour toute matrice v € GL(2,Q)7 et tout réel @ > 0. Pour v € GL(2,Q)™, on a les
relations suivantes :

Sm(z) z—w

(2) Sm(yz) = T VE—Yw = 02 w) Jn2, 2) = j(71,722)7 (2, 2).-

La deuxiéme relation montre que d(yz) = . Ainsi, la métrique sur S définie

i(v,2)?
par
N
2 — dz? + dy?
( Z_) dzdz = _LQy
z—Z y
et appelée métrique hyperbolique est invariante sous action de SL(2,Z) et induit une
21 1
métrique sur X (1) = X (SL(2,Z)). On pose A(z) = - . La longueur d’un

z—2z Smz
arc ¢ de S paramétré par la fonction «: [0, 1] — 2 de classe C*° est donnée par

L(e) = / A(2)|dz| = / A()] |/ (8)] .

(&

Le volume d’une partie mesurable A C JZ est

Vol(A) = / )\(2)2% dz A dz = / Aa + iy)? dz dy.
A A

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005
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Si Fy est un domaine fondamental de SL(2,Z), on a Vol(F;) = w/3. Le groupe
PSL(2,R) est le groupe des isométries de 5 pour la métrique hyperbolique [Jos97,
Lemma 2.3.5]. Les géodésiques (les courbes minimisant I’énergie, cf. [Jos97, §2.3])
pour la métrique hyperbolique sont les arcs de cercle euclidiens de centre réel et
les segments de droites orthogonales & I’axe réel ([Jos97, Lemma 2.3.6, page 31] ou
[Miy89, Lemma 1.4.1]). La distance de z € 2 a w € J est la longueur de la
géodésique reliant ces points. Elle est donnée par

a2
p(z,w) = inf {L(c), ¢ chemin C* de z & w} = argch (1 + w)

23m z Smw

(voir, par exemple, [Rat94, §4.6]).

1.4. Pointes. — Soit I" un sous-groupe de congruence. On note
SL(2,Z)0o = {£T", n € Z}

le stabilisateur de oo par laction de SL(2,Z). Il résulte de la transitivité de Iaction
de SL(2,Z) sur P1(Q) que I'application
3) r\ SL(2, Z)/ SL(2,7)s — F\]Pl(@)

I'MSL(2,Z) 0 — I'Moco

est bijective. On appelle pointe de I" tout élément de \P (Q), et on note vo[I'] le
nombre de pointes de I'. Ainsi, vs[SL(2,Z)] =1, et on a

vaclll = # P\SL2.2)) 19 7). <VIT).

1.5. Quelques résultats sur les groupes I['(N),I3(N). — On trouve dans
[Miy89, Theorem 4.2.4 et 4.2.5] le calcul de I'indice des groupes rencontrés dans les
parties précédentes.

Proposition4 — Si N > 0 est un entier, l'indice de I'(N) dans SL(2,Z) est donné
par

v[['(N)] = #SL(2,Z/NZ) = N* | <1 - %) ,

p|N

Vindice de I'y(N) dans SL(2,7Z) est

v[[(N)] =v(N)=N]] (1 + %) .

p|N

On trouve dans [Miy89, Theorem 4.2.7 et 4.2.10] le décompte des pointes de ces
groupes.
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Proposition 5 — Soit N > 1 un entier. Le nombre de pointes de I'(N) est
N? 1
Voo ['(N)] = pIN b
3 si N =2.

Le nombre de pointes de IH(N) est
N
Voo T (N)] =Y ¢ ((d, E)) .
dIN

Remarque 6 — Les fonctions rencontrées dans les propositions 4 et 5 sont multipli-
catives. Une fonction f: N* — C est dite multiplicative lorsque f(nn') = f(n)f(n’)
pour tout couple d’entiers n > 0 et n’ > 0 premiers entre eux (voir, par exemple,
[Ten95] pour les propriétés élémentaires de ces fonctions).

FIGURE 3. Un domaine fondamental de I(256).

2. Définition des formes modulaires

Dans cette partie, on ne définit que les formes modulaires sur I'H(V). Il existe des
notions plus générales : formes modulaires avec un caractere, formes modulaires avec
un systeme multiplicatif. On retiendra que la situation des formes modulaires avec un
caracteére est trés semblable & celle décrite ici (voir, par exemple, [Miy89]) alors que
tres peu de résultats sont connus dans le cadre des formes modulaires avec systéme

multiplicatif (voir annexe).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



10 F. MARTIN & E. ROYER

Soit k > 2 un entier pair. Le groupe SL(2,Z) agit sur I'espace des fonctions holo-
morphes sur 7 grace a 'action

" B _ az+b
(@) 7] (25)6) = (s + ) (20

On dit que f vérifie la condition de modularité sur IH(N) si

(fIM)=f pour toute matrice M € IH(N).
k

Remarque 7 — Le choix de M = —I justifie la restriction aux entiers pairs de k :
il montre qu’il n’y a pas de forme modulaire de poids impair hors la fonction nulle.
Cette restriction n’est donc pas nécessaire si I'on remplace I'h(NN) par un groupe
ne contenant pas —I. Dans ce cas, les formes modulaires de poids 1 prennent une
importance particuliere. En particulier, on ne sait pas grand chose de la dimension de
Pespace qu’elles constituent (voir [DS74] et [MV02] et ’annexe F pour la définition
des formes modulaires associées & des caracteres).

Soit M € SL(2,Z), on définit
upy = inf{u € N*: T € M~ 'IH(N)M}.

Si une fonction f holomorphe sur 5 vérifie la condition de modularité sur I'o(N)
alors (f | M) est périodique de période uy; et elle admet un développement de Fourier
k

de la forme

) (71300 = 3 Frtme( 22

M

n=—oo
qui converge uniformément sur tout compact de 7. On dit que f est holomorphe auz
pointes si
fj\w(n) =0 pour toute M € SL(2,7Z) et tout n < 0.

Une fonction holomorphe sur .7, vérifiant la condition de modularité sur I'p(N) et
holomorphe aux pointes est une forme modulaire de poids k et de niveau N.

Lorsque M € Ih(N) on a upr = 1 et on écrira fA(n) au lieu de f/’;{(n) Cette
écriture ne préte pas a confusion puisque, si M et M’ sont deux matrices de I[H(N),
la condition de modularité implique

(6) (fIM) = (f|M') = f.
k k

D’autre part, si M et M’ sont deux matrices de SL(2,Z) telles que Moo = M'oo,

il existe h € Z tel que M' = +MT". On a alors uy; = upy et les coefficients de

Fourier de (f|M) et (f|M’) ne different que d’une racine de I'unité : pour tout n, on
k k

a f/A;(n) = f/z\\/[(n)e(nh/uM). Malgré cette ambiguité, on parle de développement de f
en la pointe Moo.
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Une forme modulaire de poids k et de niveau N qui vérifie la condition supplémen-
taire

Far(0) =0 pour toute M € SL(2,7)

est une forme parabolique de poids k et de miveau N. Le lemme suivant permet de
caractériser les formes paraboliques parmi les formes modulaires par une condition de
croissance.

Lemme 8 — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N. C’est une
forme parabolique de poids k et de niveau N si et seulement si la fonction
z+— (Sm 2)k/? |f(2)| est bornée sur .

Démonstration. — On pose F(z) = (Sm 2) (2)|, alors F est invariante par 'ac-

tion de IH(N). Si f est parabolique, les fonctions (f|M) sont & décroissance expo-
k

nentielle au voisinage de linfini pour toutes les matrices M de SL(2,Z). Donc, la
fonction f est bornée sur o N)\% puis sur 7. Réciproquement, supposons F' bor-

née. Si M € SL(2,Z) on a |(f|M)(z)| = (sz)_k/2|F(Mz)| et donc le premier
k
coefficient de Fourier de (f|M) est nul. O
k

On peut majorer les coefficients des développements de Fourier.

Lemme 9 — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N et M une matrice
de SL(2,Z). Pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout entier n > 0 on a
|f;1(n)| < enF~1re . Side plus f est parabolique, alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout
entiern >0 on a |f1\\4(n)| < enk/2,

Remarque 10 — La démonstration de ce lemme est assez élémentaire pour le cas
des formes paraboliques [Miy89, Corollary 2.1.6]. Pour le cas des formes modulaires
non paraboliques, la preuve est plus délicate. Elle résulte d’une connaissance explicite,
dans notre cas, du complémentaire des formes paraboliques dans les formes modulaires
[Miy89, Theorem 4.7.3].

Remarque 11— Il y a des formes paraboliques (les formes primitives, c¢f. §7) pour
lesquelles on dispose d’une meilleure majoration (voir la proposition 56), i.e. on peut

k/2 par oo(n)n*=1/2 11 en résulte que, pour toutes les formes parabo-

remplacer cn
liques, on peut remplacer en®/2 par en(*=1/2+¢ 1a constante ¢ dépendant de € > 0,

ket N.
Le lemme 8 n’est pas de grande utilité lorsque y devient grand. Mais la condition de

modularité permet d’en déduire le lemme 9. On déduit de ce lemme le résultat suivant
auquel on fait référence en parlant de « décroissance exponentielle aux pointes ».
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Lemme 12 — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N et M une matrice
de SL(2,Z). Pour tout réel yo, il existe C > 0 tel que, pour tout réel x et tout réel
Y 2 Yo, On G
(f[M)(2) = fm(0)| < Cexp(=2my/unm).
k

On note My, (N) I'espace vectoriel des formes modulaires de poids k et de niveau N
et S () le sous-espace vectoriel des formes paraboliques de poids k et de niveau N.
On note aussi M, (V) 'espace vectoriel somme des My (N) lorsque k parcourt les
entiers pairs.

Lemme 13 — Les espaces vectoriels de formes modulaires de méme niveau sont en
somme directe :
M, (N)= @ My (N).
kE€2N
Démonstration. — Soit {fj}i1<j<r une famille de formes modulaires de niveau N,
chaque forme f; étant de poids k;, les poids étant distincts deux a deux. On suppose
que

Z fi=0.
j=1

Pour toute matrice (25) € IH(N), et tout z € 5, on a
: az+b ) . ks
ij (m) =0, e Z(cz +d)™ f;(z) = 0.
j=1 j=1
On fixe z € 4. Le polyndome Z;Zl fi(2)X7 s’annule une infinité de fois et, pour
tout j, on a f;(z) = 0. O

Remarque 14 — On pose s~ = {z € C: Sm 2z < 0}. On définit la notion de forme
modulaire sur ##~ en remplagant S par S~ : plus précisément, 'espace My (N)~
des formes modulaires de poids k et de niveau N sur S~ est l'image de My (N) par
lapplication linéaire f — [z — f(—z)]. On note s: My (N)~ — My, (N) la réciproque
de cette application. On définit I'espace des formes paraboliques sur 2~ comme
I'image de Si (N) par s~!. On définit ensuite M} (N)i comme le sous-espace de
My (N) X My (N)™ constitué des couples (f, f~) tels que, pour toute matrice M €
SL(2,Z), on a ﬁ\;(O) = sﬂ;(O). Cet espace est en bijection avec My (N) x Sy, (N)
via (f, f7) = (f1, f2) avec fi(2) = [f(2)+ [~ (=2)]/2 et fa(z) = [f(z) = f7(=2)]/2. 11
est aussi en bijection avec I'espace des formes modulaires sur C \ R (i.e. une fonction
holomorphe F' sur C \ R dont la restriction F|, & 7 appartient a M, (N) et la
restriction F| _ a ¢~ appartient a My (V) ) dont les restrictions a J# et 7~ ont
mémes coefficients de Fourier constants : si F' est une telle forme modulaire, alors
(FL% ’ F"j’f*) € My (N)i

SEMINAIRES & CONGRES 12
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Remarque 15— On peut aussi définir 'espace des formes modulaires antiholo-
morphes sur S en remplacant dans la définition I’holomorphie par 1’antiholomor-
phie®) et I’action (f|v) par I'action (f|7) définie par

k k

az—i—b)

NN o —k
UE) =@+ a) ™ (25

pour tout z € S et toute matrice v = (‘; Z) € SL(2,Z). Une fonction f est donc
une forme modulaire antiholomorphe si et seulement si la fonction conjuguée f est
une forme modulaire. On note My, (V) Uensemble de ces formes et Sy, (N) V'espace des

formes paraboliques associé.

3. Exemples sur SL(2,7)
Pour k pair supérieur ou égal & 4, on pose(®)

(k — 1)1 1

(7) Gr(2) = m m

(m,n)eZ2~{(0,0)}

Cette série est analytique sur ¢, puisqu’il y a convergence uniforme de cette série
sur les compacts de S pour tout & > 2. Cela résulte d’'une comparaison avec une
intégrale grace a la majoration uniforme du

Lemme 16 — Soit K > 0 et T > 0 des réels. Il existe un réel € > 0 tel que, pour tout
(m,n) € R x R et tout nombre complexe z vérifiant

—K<Rez< K, Smz>T

on a
|mz 4+ n| = ev/m?2 4+ n2.
Démonstration. — Le résultat est juste pour (m,n) = (0,0). Par homogénéité, il suffit

de prouver le résultat pour les réels (m,n) tels que m? + n? = 1. On a |mz +n| >
|m(x 4 ¢T) 4+ n| et le résultat est conséquence de la continuité et de la stricte positivité
de la fonction

(m.n,x) — [m(z +iT) + |

sur le compact {(m,n) € R?: m?* +n? =1} x [-K, K]. O

(3)Si 2 est un ouvert de C on dit que f: 2 — C est antiholomorphe si f: z — f(2) est holomorphe

sur 2.

(k—1)!
2(2im)k
choisie ici la fonction Gy est une forme de Hecke (voir paragraphe 7.3).

. Grace a la normalisation

(1) Chez certains auteurs, la définition de G, differe du facteur
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14 F. MARTIN & E. ROYER

On vérifie que cette fonction est modulaire de poids k sur SL(2,Z) : soit v =

<a b> € SL(2,Z), on a

cd
2(2im)k _ 1
(kil),(GkH)(Z):(CZ‘Fd) g (M G )
ok (myn)ez2~{(0,0)} \Vezatd T

1
[(am + cn)z + (bm + dn)]*

(m,n)€Z?>~{(0,0)}
= Yy
- / "k
mt ) 000y E )
puisque I'ensemble {(am + cn, bm+dn), (m,n) € Z*~ {(0,0)} est égal & Z*~.{(0,0)},
grace a la bijection

7>~ {(0,0)} == 7%~ {(0,0)}

(m, ) — (g ;) (7;;) |

On peut calculer le développement de Fourier de G, : en posant ¢ = €2/"%, on a
By .
(8) Gilz) = —5 -+ > or-a(n)g

ou By, est le k® nombre de Bernoulli. Ces nombres sont rationnels, pour £ > 0, on a

Bori11 = 0 et on donne les premiers coefficients des développements de Fourier des
+ p pPp

premieres séries d’Eisenstein :

k 2 4 6 8 10 12
_ Br _ 11 __1 1 __1 691
2k 24 240 504 480 264 65520
or_1(1) 1 1 1 1 1
or—-1(2) 3 9 33 129 513 2049
or—-1(3) 4 28 244 | 2188 | 19684 | 177148
or—1(4) 7 73 | 1057 | 16513 | 262657 | 4196353
k 14 16 18 20
_ Bi 1 3617 43867 174611
2k 24 16320 28728 13200
or_1(1) 1 1 1 1
or—1(2) 8193 32769 131073 524289
or—1(3) || 1594324 | 14348908 129140164 1162261468
ok—1(4) || 67117057 | 1073774593 | 17180000257 | 274878431233

SEMINAIRES & CONGRES 12



FORMES MODULAIRES ET PERIODES 15

Avant de poursuivre, on rappelle quelques données nécessaires sur la fonction I

Remarque 17 — La fonction I est la fonction I d’Euler définie, pour tout s € C tel

que Re s > 0, par
+ee dt
I'(s) :/ e s —.
O t
En développant en série entiere la fonction exponentielle entre 0 et 1 puis en échan-
geant l'ordre de 'intégration et de la sommation, on obtient la formule de Prym

oo 1 \n +oo
(9) F(s):zﬁ L +/1 etyo

n!l s+n t

n=0
L’intégrale converge quelque soit la valeur de s et la somme quelque soit s non entier
négatif ou nul. Ainsi, la formule (9) définit un prolongement analytique de I" & C
privé des entiers négatifs ou nul. Soit s € C de partie réelle strictement positive, la
suite de fonctions f, définies sur |0, +oo[ par f,(t) = (1 — t/n)"t°5(t < n) converge
vers x — e~ *z® en restant dominée par cette fonction de sorte que

: " t " 5dt . 1 s(lo n—y"_,1/ ) s S - s/j
I'(s) = lim 1——) t*— = lim —e°\'°® g=1 /7 H 1+ - e,
0 J=1 J

n—-+o00 n t n—-+oo §

On obtient alors
1 S )
—— =s€e"’ (1 + —,) e=s/
I'(s) 1:[1 j
=
ou v est la constante d’Euler. Cette formule se prolonge a C puisque le membre de
droite est défini pour tout s € C. On en déduit que 1/I" est entiere. Si n > 0 est

entier, une intégration par parties donne I'(n) = (n — 1)! et pour tout s € C, on a la
relation de Legendre (voir, par exemple [FB95, §1V.1])

(10) F(f)r<sgl) — VT 257 ().

2

Enfin, la formule de Stirling donne

Il + it) = V3T 172612 <t> ten®], (1> 0)

ou €, est une fonction dépendant de o et telle que la fonction t — |te,(t)| est bornée
[Ten96, 11.3.1].

Remarque 18 — Pour démontrer la formule (8), on aura besoin de la fonction ¢ de
Riemann. On rappelle quelques faits sur cette fonction. Elle est définie pour tout
s € C tel que Res > 1 par

o)

pEP
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16 F. MARTIN & E. ROYER

et se prolonge en une fonction holomorphe sur C \ {1} admettant un péle simple en
s = 1 de résidu 1. Elle satisfait ’équation fonctionnelle

(11) §(s) =¢(1—s)

ou £ est la fonction entiere

§(s) = s(1 = 9)n ™21 () ¢(s)
(voir, par exemple, [Ten95, §I11.3] ou [KRO1]).

On démontre la formule (8) gréace a la formule de sommation de Poisson [Ten96,
ex. 1.4.5] : si ¢ est une fonction continue, & variations bornées et telle que fR |o| < o0,

de transformée de Fourier (E définie par

o~ +Oo
3(6) = / o(t) exp(—2intt) dt

— 00

alors

Z dlx+n)= Rlim Z H(r)e2imra.

— 400

neZ re€ZN[—R,R]

1
On applique cette formule a la fonction ¢,(x) = ——— pour y > 0, dont la
(z +iy)*

transformée de Fourier (calculable grace a la formule des résidus) est

e 0 sié<0

Gy(§) = { (—2im)kek1 .

((k%l)! eXp(727r§y) S1 g > 0.
On en déduit la formule de Lipschitz
= 217r

(12) > (mztn)F= |Z le(rmz) (mze #, k> 1).

(On pourra se reporter a [KRO1] et [PP01] pour une intéressante discussion et gé-
néralisation de la formule de Lipschitz). On en tire

(2im)* XX
2(k:—1) k(z) =2¢(k +22 Z mz+n)”
m=1n=—oo

On conclut grace a ’égalité
(=1)*2(k —1)! (k) =
(2m)k 2k
(valable car k est pair, voir [Ten95, théoréeme II.4]). La fonction Gy est donc une
forme modulaire non parabolique de poids k sur SL(2,Z) pour tout k > 2 pair.
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On remarque que ses coefficients de Fourier sont tous rationnels, et multiplicatifs(®)
(puisque la fonction arithmétique n — o,_1(n) est multiplicative).
Le terme de droite de la formule (8) est défini également pour k = 2. On pose

1
Ga2) = — 57 + Y (g
n=1

Cette fonction n’est pas une forme modulaire (on verra proposition 25 qu’il n’y a
pas de forme modulaire de poids 2 sur SL(2,7Z) hors la fonction nulle). On connait
cependant sa relation de transformation.

Lemme 19 — Soit vy = (¢4) € SL(2,Z). On a
c
(13) (G2L7)(Z> = Ga(2)

 dim(ez+d)

La preuve qui suit n’est ni la plus courte, ni la plus simple (voir [Ser77, §4.4]). Elle
est cependant instructive en vue de la théorie des séries d’Eisenstein (voir [Sar90,
§1.4] et [Iwa02, §3.2]) et est due & Maafl [Maa64, p208-214] (voir aussi [Sch74,
§111.2]).

Démonstration du lemme 19. — Le nceud de la preuve est le calcul du développement
de Fourier de la somme de droite de (7) aprés ajout d’un facteur de convergence
(suivant Hecke [Hec26])

1) (k —1)! 5 1

k 2 s’
2(24m) ()T (0.0} (mz 4+ n)?|mz + n|

Ce développement permet de donner un prolongement analytique de (14) en s = 0
(et méme en s € C).

Soit (a, B) € C? tels que Re(a+8) > 2 et z = x+iy € H. La formule de Lipschitz
(12) se généralise en

> +oo
1 .
15) Z z+n)(Z+n)s (=i)*~" Z hn(y; @, B)e(nz)
ou
s T(a+p-1) '
2 2 l—a—p 2 \"** "~ — ~) _ .
m(2) I'(a)I(B) sin=0;
ﬂ-(aJrﬁ)/ny(a+ﬁ)/2n(a+ﬁ)/2,1 |
ha(y; o, B) = I'(a) Wia-g)/2,(at+p-1)/2(4mny)  sin>0;
7T(Ot+ﬁ)/2y—(0t+ﬁ)/2(_n)(a+ﬁ)/2_1
rep) Wis—a)/2,(a+8-1)/2(—4mnY)
sin <0.

(%) Une raison non anecdotique de ce fait est que G est une forme de Hecke, voir §7.3.
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18 F. MARTIN & E. ROYER

On a utilisé la fonction de Whittaker définie, pour tout (A, u,z) € C3 tel que
Re(w — A+ 1/2) > 0 et Re(z) € S, par
Zu+1/2€—z/2 +oo
Wyu(z) = —————— tRATY2 (] )AL 2Rt g,
) = 1 (1+1)
Cette fonction admet un prolongement en fonction entiére de A et n [WW96, §16.12].
Soit k € Z* et v € C tel que Re(v) > 2. On définit

1
pr(ziv) = Z 024k (1% v/2—k"
(m,n)€Z?>~{(0,0)} (mz + n) (mz + TL)

Gréce a (15), on a
vr(z;v) = Xo(v) + X7 (v) + Xa(v)

_ —v 1—wv F(’U — 1)
Xo(v) = 20(0) + (=127 "my 00 = )
(D22 X 2
X1(v) = QW é;%q(ﬁ)g PWi (v—1)2(47ly)e(Lx)
et
-1 kﬂ.U/Q —v/2 to° )
Xo(v) = Q(Zﬂ)(WTyk) ZO’U71(€)€_U/ W_k7(v_1)/2(4ﬂ€y)e(—€x).

£=1

On peut prolonger X; et X5 en fonctions entieres grace a la majoration
(Wisu(2)] S Clzl?e™2 (Al < M, ] < M et y > yo)

valable pour tout M > 0 et yg > 0, le réel C' > 0 ne dépendant que de M et yo
[WW96, §16.3]. De plus, la fonction Xy est entiere sauf éventuellement & cause d’un
pole en v = 1. On montre maintenant que ce pole n’existe pas. En utilisant la fonction &
(voir la remarque 18), on récrit

/2 &(v) +(=1) 20 (v/2—1)  &(v—1)
(v/2+1)1—w I'w/2—KI'w/24+k) 1—v
/20 (v/2 — 1)
)kF(v/Q—k)I’(U/Q—i—k:)

Xo(’U) = T

171;71

v -1)—=

1—w

+ (=

Le prolongement de X en fonction entiére résulte des développements asymptotiques

fv) 1
1—viv—1+7+0(vil)

E(v—1) 1

1
1— o :U_1+§(’Y*1)+O(’U71).
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La fonction v — @i (2z;v) est donc entiere et

Z 1 v1(z, 8+ 2).

2 s =
(m,n)€Z2~{(0,0)} (mz + TL) |mz T TL|

En particulier,

lim E L o 82 +OOU (O)e(lz)
S— 2 s =9 o~ 1
0 () eZ2<{(0,0)} (mz +n)?|mz +n| 3y —
i
= —8m2Ga(2) — —.
2(2) "

On a utilisé Wy 1/2(z) = ze=*/2 (voir [GRO0, 9.237.3 et 8.970.3]). Puisque pour
(¢b) € SL(2,Z),on a
> 1

2 s
b b
(mn)€Z7~{(0,0)} (mgjjrrd + n) ‘mgzzid + n’

1
= (cz +d)*|ez +d|* |
(m n)EZE\{(O 0)} (mz + n)2|mz + nlé

on obtient, en faisant tendre s vers 0, I’égalité

o2 az+b o 9 o o2 T
8m°Ga (chrd) y|cz—|—d| = (cz+d) [ 8m°Ga(z) y}

qui conduit au résultat. O
Remarque 20 — Les résultats obtenus dans la preuve du lemme 19 peuvent étre uti-

lisés pour construire des formes modulaires de poids 2 de niveau N > 1. Posons en
effet

§ 1 1 1
= ey o b (mm)e;\{m,m} (mz +n)mz +nl*
Alors, G5 vérifie certes la condition de modularité de poids 2 mais elle n’est pas
holomorphe. Pour retrouver ’holomorphie, on considére une suite (cd)d| ~ telle que
Cd
—=0.
2
On a alors
Z caG3(dz) = Z caG2(dz)
d|N d|N
et la fonction
z Z caG3(dz)
d|N
est une forme modulaire de My (N), qu’on peut construire distincte de la fonction
nulle (dés que N > 1).
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Plutdt que la multiplicativité des coefficients, on privilégie parfois le fait que le
premier coefficient (appelé coeflicient constant) du développement de Fourier soit
égal a 1. On introduit, pour tout k£ > 2, les fonctions

2%k
Ep = — G,
k Bka

En particulier,

+oo
Ex(z)=1-24 Z o1(n)q"
n=1

=1—24q — 72¢* — 96¢> — 168¢* — 144¢° — 288¢° + O(q")
—+o0
Ei(2) =1+240 > o3(n)q"

n=1

=14 240q + 21604 4 6720¢> + 17520¢* + 302404° + 60480¢° + O(q")

+oo
Eg(z) =1-504)_ o5(n)q"
n=1

=1 —504q — 16632¢> — 122976¢> — 532728¢* — 1575504¢° — 4058208¢° + O(q").

En niveau 1, le plus petit poids pour lequel existe une forme parabolique est k = 12.
On définit la fonction A sur # par(®

(16) A(z) =g JJ (=g

Par dérivée logarithmique, on a
A T (1 - 24; g )~ W gt > O n)g™) = —48inGa(2).

Posant A(z) = A (-1),ona

A 1A /1 48im 1 1 A 12
- = —— —_ = — —_ = —4 ) — = — —_—.
A (2) 22 A ( z) 22 G ( z) sim [G2(Z) 4z'7rz} A (2) + z

On en déduit Pexistence d’un nombre complexe C' tel que A(z) = Cz12A(z) pour
tout z € J. Si z =i et n € N* alors ¢" = exp(—27n) # 1 donc A(i) # 0. Le choix
de z = ¢ implique C = 1 et on obtient

(A|T)=A, (A|S)=A, A(co)=0.

Puisque S et T" engendrent SL(2,7Z) cela montre que A € Sz (1). Pour une preuve
spectrale de ce résultat, voir [Sar90, Appendix 1.1]; pour une preuve analytique

(6) Certains auteurs utilisent une définition de A différant d’un facteur (27)12.
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directe, voir [Sie54]|. (Au moyen de ces preuves, on peut retrouver le développe-
ment de Fourier de G5 et son équation de modularité a partir de la définition de G4
comme double somme.) On appelle fonction de Ramanujan la fonction 7 définie
par le développement de Fourier : A(z) =Y | 7(n)¢". Cette fonction, & valeurs
dans Z, est multiplicative et vérifie pour p premier et n strictement positif, 1’égalité
(") = 7(p)T(p") — p*tr(p™1). (La fonction A est une forme primitive et 1'éga-
lité de multiplicativité est conséquence de la théorie des opérateurs de Hecke, voir la
proposition 45.)

n 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
T(n) || 1]-24 | 252 | -1472 | 4830 | -6048 | -16744 | 84480 | -113643 | -115920 | 534612

Une conjecture due a Lehmer affirme que 7 ne s’annule pas. Vérifiée jusqu’a de
trés grandes valeurs, cette conjecture n’est toujours pas démontrée. 11 suffit de vérifier
que pour tout nombre premier p, la fonction 7 ne s’annule pas en p : un lemme
de Kowalski, Robert & Wu montre que, pour p € P, si 7(p) # 0, alors 7(p”) # 0
pour tout entier v > 1 (voir [KRWO03| mais aussi [Ser81, pages 178-180] ce lemme
s’applique dans le cadre plus général des formes primitives & coefficients entiers).
Une autre conjecture liée & la fonction de Ramanujan (et plus généralement aux
coefficients de Fourier des formes primitives, voir §7) est la conjecture de Sato—Tate.
Cette conjecture affirme 1’équirépartition des valeurs 7(p)/p'*/? lorsque p varie parmi
les nombres premiers pour la mesure de Sato—Tate : autrement dit, pour tous nombres
réels (pour comprendre pourquoi on se restreint & | — 2,2[, voir la proposition 56)
—2<a<b<2,

1
I
s oo #{peP:p<uz}

#{peP:p<uzetap't/? <7(p) < bp'/?}

1 [ 2
= — 1— — dux.
7r/a 1

La figure 4 représente histogramme des valeurs 7(p)/p''/? pour p < 10° comparé &

1 2
la fonction —4/1 — x—.

T 4

Remarque 21 — De la formule

A/
N —48imGy
on déduit
n—1
24
T(n) = R— m:17'(m)01 (n—m)
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FIGURE 4. Loi de Sato—Tate

4. Dimensions des espaces de formes modulaires

Dans cette partie, on donne les dimensions des espaces My (N) et Sy (N). Il existe
une démonstration élémentaire du fait que ces espaces sont de dimension finie. Puisque
la preuve est valable dans le cas le plus général, on la donne dans 'annexe (proposi-
tion 161).

4.1. Dimensions des espaces de formes modulaires sur SL(2,7Z). — Si f est
une fonction méromorphe sur S et si zp € S, on note v,,(f) 'ordre de f en z.
C’est Ventier n tel que z — f(z)/(z — z0)™ est holomorphe et non nulle en z. Si f
vérifie la condition de modularité pour le poids k sur SL(2,Z), cet ordre ne dépend
que de la classe de zg modulo SL(2,Z). Pour la pointe SL(2,Z)oo, I'entier voo(f) est

le plus petit entier n tel que f(n) # 0. Pour décrire la structure vectorielle de My, (1),
on utilise la « formule % » [Ser77, chapitre 7, théoréme 3]. Pour I’énoncer, on pose

p= f% +i‘/7§ et on note Fi le domaine fondamental de SL(2,Z) vu a la proposition 3.

Lemme 22 — Soit k > 2 un entier et f une fonction méromorphe distincte de la
fonction nulle vérifiant la condition de modularité de poids k sur SL(2,7Z), on a

1 1 k
Voo (f) + 5 vilf) + 3 va(f) + > v(f) = 13-
z€F1~{i,p,—P}

Remarque 23 — Il n’y avait a priori aucune raison de se limiter & des poids k£ > 0. En
étendant la définition des formes modulaires aux poids négatifs, le lemme 22 demeure
vrai pour tout k£ € Z. Ce lemme implique alors qu’il n’existe pas de forme modulaire
de poids strictement négatif sur SL(2,Z) sauf la fonction constante égale & 0. Puisque
les formes paraboliques s’annulent & I'infini, la seule forme parabolique de poids 0 sur
SL(2,7Z) est 0. Si f est une forme modulaire de poids 0 sur SL(2,Z), on construit
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une forme parabolique de poids 0 sur SL(2,Z) en retranchant & f sa limite en 'infini
et donc f est constante.

Remarque 24 — Le lemme 22 implique que G4 n’a qu’un seul zéro, il est en p et est
simple. De méme, Gg n’a qu'un seul zéro, il est en 7 et est simple.

Proposition25 — - Si k =2 alors My (1) = S2 (1) = {0}
- Sik e {4,6,8,10,14} alors My (1) = CGy, et Sy (1) = {0}
— Sik >4 alors My, (1) = Sk (1) + CGy,
— L’espace S12 (1) est engendré par A ;
— Sik > 16 alors Sk (1) = AMg_12(1).

Démonstration. — La formule k/12 équivaut a 6v+3v;+2v,+6n = k/2 avec n € N.
Si k = 2, cette équation n’a pas de solution en entiers naturels. Cela prouve le premier

point. Si k > 4 alors Gy, € M, (1) donc si f € My (1) alors f — &Gk € Sk (1).

G(0)

Cela prouve le troisieme point. Si k < 12 ou k = 14, on a nécessairement v, = 0 donc
Sk (1) = {0}. Cela prouve le deuxiéme point. Enfin, le dernier point est conséquence
du fait que A est parabolique de poids 12 et ne s’annule pas (grace a la formule k/12

puisque voo (A) > 1). O
Corollaire 26. — Soit k > 2 un entier pair, on a
k L
{EJ si k= 2[12]
dim M (1) = § -
{E + 1J sinon.

Remarque 27 — Le corollaire 26 a de nombreuses conséquences arithmétiques. Par
exemple, les fonctions E? et Eg appartiennent toutes deux & I'espace Mg (1) qui est
de dimension 1 ; elles sont donc proportionnelles, et en comparant les développements
de Fourier, on obtient la formule

n—1
(17) o7(n) = o3(n) + 120 Z oz(m)os(n —m).
m=1
De la méme fagon, on a E14 = EyF19 = EgEs qui donne
o13(n) = —1003(n) + 11log(n) + 2640 "z_:l oz(m)og(n —m)
-
= 21o5(n) — 2007(n) 4+ 10080 Z os(m)oz(n —m).
m=1

On peut aussi raisonner sur les valeurs de k pour lesquelles Sy, (1) est de dimension 1.
Pour ces valeurs, i.e. pour k € {12, 16, 18,20,22,26}, on note Fj, un vecteur engen-
drant S, (1) normalisé par Fj(1) = 1. En particulier, on choisit F12 = A. On obtient
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les factorisations suivantes, et chacune donne une identité de type (17) :
Eg=Ej, Ey=FE4E;, Eiy=EyE) = FEgE
pour les formes non paraboliques, puis
Fig = E4A,  Fis = EgA,  Fy = EsA = FEyFig,

Foy = EgA = EgFie = EsFis
et
Fos = E1uA = EioFie = EglFig = Eglby = EyFo

pour les formes paraboliques. Ces factorisations sont les seules en un sens plus large
que de simplement remarquer qu’elles ne concernent que des espaces de dimension 1.
Ce sens est expliqué dans la remarque 59.

On peut aussi utiliser des raisonnements de ce type pour tenter de capturer les
propriétés de la fonction 7 de Ramanujan. Par exemple, A et Fi5 — Eg sont toutes
deux paraboliques de poids 12. Puisque S12 (1) est de dimension 1, la considération
des premiers coefficients de Fourier conduit a

762048
Eip — Ef =
2T el
On en déduit
n—1
7567(n) = 65011(n) + 69105(n) — 174132 Z os(m)os(n —m).
m=1

En particulier, 7(n) = o11(n)[691].
On voit aussi que (240G4)? — (504Gg)? et A sont deux éléments de Sia (1); il en
résulte que

(240G4)? — (504Gy)?

(18) A= 1728

Corollaire 28 — Soit k > 2 un entier pair. L’ensemble des fonctions GZ‘Gg lorsque
(o, B) parcourt les couples d’entiers naturels tels que 4o + 68 = k est une base de

My (1).

Démonstration. — La premiere étape est de montrer par récurrence sur k et grace
au corollaire 26 que le nombre de solutions de I'équation 4o+ 63 = k est dim My, (1).
La deuxieme étape est de montrer, de nouveau par récurrence sur k, que les fonctions
GZ‘Gg avec 4o + 603 = k engendrent My, (1). Pour les valeurs k < 12, cela résulte de
la proposition 25. Pour k > 12, cette méme proposition implique que si f € My (1) et
si 4o + 60 = k alors il existe ¢ € C et h € Mj_12 (1) tels que f — cGﬁng = Ah. Le
résultat est conséquence de (18). O

Lemme 29 — Les fonctions G4 et Gg sont algébriquement indépendantes sur C : soit
P e C[X,Y] tel que P(G4,Gg) =0, alors P =0.
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Démonstration. — Par regroupement des termes de P, on peut écrire
K
PX,Y)=> > papX°Y”
k=1 (a,p)EN?
4a+66=k

D’apres le lemme 13, I'égalité P(G4,Gs) = 0 implique que chaque terme

Y. PapGiGq

(a,8)EN?
4a+68=Fk

est nul et le corollaire 28 implique la nullité de chacun des coefficients p,g et donc
de P. O

On en déduit que M, (1) est isomorphe & C[X,Y] via 'isomorphisme X +— Gy,
Y — G6.

Il peut étre intéressant d’avoir une autre paramétrisation des formes de My (1).
Pour cela, on introduit
Gi
A )
Cette fonction est invariante par 'action de SL(2,Z), est holomorphe sur J#, admet
un pole simple & U'infini et définit une surjection sur C [Ser77, Proposition VIL.5]. On
trouve dans [Ser77, Proposition VIIL.6] une preuve de la

1
(19) j=212.3%.53 j(z):a+744+---

Proposition 30 — Soit f une fonction méromorphe sur . Elle est invariante par
Daction de SL(2,7) et méromorphe a linfini si, et seulement si, elle est fonction
rationnelle (sur C) de la fonction j.

Proposition 31 — Soit f une forme modulaire de poids k sur SL(2,7), il existe des
entiersm € N, § € {0,1,2} et e € {0,1} et un polynome f de degré au plus m tel que

f = A"GIGET().
Le triplet (m, d,€) est Uunique triplet de Nx{0,1,2}x{0,1} vérifiant k = 12m+40+6¢.

Démonstration. — Puisque tout entier pair k > 4 s’écrit de fagon unique sous la
forme k = 12m 445+ 6¢ avec m € N, 6 € {0,1,2} et € € {0, 1}, le lemme 22 implique
que l'ordre d’annulation de f en i est au moins € et que 'ordre d’annulation de f

S
AmGY Gy
est holomorphe sur . (la définition (16) de A montre qu’elle ne s’annule pas). De

en p est au moins 4. Il s’en suit, grace a la remarque 24 que la fonction

plus, elle est invariante par action de SL(2,Z). Par la proposition 30, il existe une
fonction rationnelle f telle que f = A™GSGEf(4). Supposons, par I'absurde, que f
n’est pas un polynéme. Puisque j est surjective, les poles de f conduisent & des poles

d ce qui est contradictoire. Pour montrer que le degré de fest au plus m,

¢ AmGIGE
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on remplace j par sa définition et on utilise le fait que f est holomorphe en la pointe

infinie (ol A s’annule mais pas G4 ni Gg). O
4.2. Cas général. — On introduit les notations
o) = 0 sid| N
[T~ [1 + (‘71)} sinon
0 si9| N
v3(N) =

[T~ [1 + (%3)} sinon

Voo (N) = voo[[o(N)] = > ¢ ((d, %)) .

d|N
Si p = 2, on définit (%1) =0et (%3) = —1(_ Si p est premier impair, (’71) et (’73)
sont donnés par le symbole de Legendre.

et

Remarque 32 — Si p est un nombre premier impair, le symbole de Legendre est défini

par
(;) : Z/pZ — {-1,0,1}
1 si x est inversible et si ¢’est un carré modulo p
r +— ¢ —1 six estinversible et si ce n’est pas un carré modulo p
0 si x n’est pas inversible modulo p

Ce symbole se calcule par applications successives de la multiplicativité : pour tous x

0-)

et de la loi de réciprocité quadratique : si p et ¢ sont deux entiers premiers impairs

(5)-crme ()

ou, pour tout n entier impair,
0 sin=1/4];
(20) n) = { Y

On a les formules
1 -1 2
DNy (22 = o, <_> ()=
()=t (F)-cven ()=

(7)Si I’on connait la définition du symbole de Kronecker, il faut faire attention au fait que la définition

et y,on a

distincts,

de (5) n’est pas celle du symbole de Kronecker [Hua82].
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avec pour tout n entier impair,
0 sin==+1[8]:
(21) ()= {0 Sn=*10
1  sin=+5[8].
Pour les détails, on peut consulter [Ser77, §1.3.2].

On trouve dans [Miy89, § 2.5 et §4.2] une preuve, & I’aide du théoréme de Riemann-
Roch, du résultat suivant.

Proposition 33 — Soit k > 2 un entier pair et N > 1 un entier. La dimension de
l’espace des formes modulaires de poids k et de niveau N est

dim My (N) = "= 1V(N)+<EJ - %) VQ(N)+<H - E) Vs(N)+ 2 ().

12 3 3 2

Si k > 4, la dimension de l'espace des formes paraboliques de poids k et de niveau N
est

. k—1 k k-1 k k-1 1
et si k=2,
, 1 1 1 1
dim Sy (N) = 121/(]\7)— 1 3 21/00(N)+1.
Remarque 34— On a v5(N), v3(N) < 2¢0Y) < 0o(N) et, pour d | N,

()<

de sorte que, si dim(k, N) est n’importe laquelle des dimensions calculées ci-dessus
alors

k—1 2
?V(N)‘ < 1—2\/N00(N) < C.N'/2te

ou C; est un réel strictement positif ne dépendant que de €.

dim(k, N) —

5. Produit scalaire de Petersson et séries d’Eisenstein

Soit N un entier, f un élément de Sy (N), et g un élément de My (N). Soit F(N)
un domaine fondamental pour I'y(N).

Définition 35. — Pour (f,g) € Sk (N) X M (N), on définit le produit scalaire de
Petersson de f et g par(®

_ 1 AT d
1.9 = 5757 [, T

1
(®8) Parfois la définition du produit scalaire de Petersson differe du facteur W
v
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Cette intégrale est absolument convergente : F\%ﬂ est de volume fini pour la mesure
%, et Im(2)*f(2)g(z) est bornée sur J# d’apres le lemme 8, car fg appartient &
Sar (N). De plus, la condition de modularité de f et g montre que cette intégrale ne
dépend pas du choix de F (V). L’espace vectoriel S (N) muni de ce produit hermitien
est un espace de Hilbert.

Remarques 36

(1) Cette définition se généralise aux formes modulaires sur un sous-groupe de
congruence I quelconque;

(2) Ce produit hermitien est indépendant du sous-groupe de congruence I" pour
lequel les formes sont modulaires (c’est la raison pour laquelle on divise par l'indice
de I'H(N) dans SL(2,7)).

Définition 37. — Une série d’Eisenstein de poids k pour I5(IV) est un élément g de
My, (N) vérifiant

(f,9) =0 pour tout f € S; (N).
Remarque 38 — On va montrer que les séries Gy, pour k > 4 sont des séries d’Eisen-

stein, d’out leur nom. Le résultat étant évident pour les poids sans forme parabolique
hors la fonction nulle, on suppose k > 12. Soit

§&== S i)

YETw\SL(2,Z)

1n
e (1) ne?)
et f € S; (1). On calcule

206 )= > / /F TRy 2 dedy

NET\SL(2,Z)

= > / FO2)i(y, 2)| 72y 2 de dy

~ET\SL(2,Z)

= Z //F (2)? d dy

~ET\SL(2,Z)

ol p(z) =z et F(z) = f(2)(Sm 2)F~2. Ainsi

2(&, f) = Z // Y2 dz dy.

NET\SL(2,Z)

avec

U YFy={z€C:0< <1H {zeC:o<Res <1}

NET\SL(2,Z)
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(les deux copies venant de action triviale de —1I) donc

to__ oo 1 .
€ =Y 70 [ ety [ ermras o
n=1 0 0
De la bijection
v € T \SL(2,Z) == {(c,d) € Z*: (¢c,d) = 1}
(£4) — (cd)

on déduit )
Er(z) = 5 > (cz+d)7"
(c,d)ez?
(e,d)=1
et donc
_ (k=1)!
Gh(2) = Gy CRE)

puis (G, f) = 0.
L’ensemble &£ (N) des séries d’Eisenstein de poids k pour I" forme un sous-espace

vectoriel de My, (), et on a My (N) = E(N) @& Sk (N).
La proposition 33 permet de calculer la dimension de &, (N).

Lemme 39 — On a les formules :
- Sik>4, dim&EL(N) = veo(N);
- Sik=2,dim&(N) = veo(N) — 1.

Remarque 40 — Une série d’Eisenstein non nulle est non parabolique : si f est une
série d’Eisenstein parabolique, alors (f, f) = 0 et donc f = 0.

Remarque 41 — On explique de facon heuristique pourquoi, dans le cas k = 2, la

dimension de ’espace des séries d’Eisenstein est inférieure au nombre de pointes : pour

f € Mz (N), lafonction h =31 (nygero(nv)(f19) (01 Ro(V) désigne un ensemble de
2

représentants de FO(N)\SL(Q, 7)) est une forme modulaire de poids 2 pour SL(2,7Z),

donc est la fonction nulle, ce qui entraine

—

> (fl9)0) =0

|
Ih(N)geRo(N) 2

Il y a donc une relation de dépendance linéaire entre les valeurs aux pointes. Cette
relation de dépendance n’est autre que la formule des résidus pour la différentielle
f(z)dz sur F\% (voir [Jos97, Lemma 5.3.1]). En effet, cette différentielle est holo-
morphe sur 1-,\%” et a des poles au plus simples aux pointes. La surface de Riemann

F\% étant compacte, on en déduit la relation de dépendance des valeurs aux pointes
de f.
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6. Crochets de Rankin-Cohen

Soit N un entier et k > 2 un entier pair. L’ensemble M, (N) des formes modulaires
de poids k sur IH(N) est un C-espace vectoriel. De plus, le produit d’une forme
modulaire de poids k et d’une forme modulaire de poids [ pour le groupe IH(N) est
une forme modulaire de poids k + [ sur IH(N) (c’est ainsi qu’on a montré que toute
forme modulaire sur SL(2,Z) est un polynéme en G4 et Gg). L'espace M, (N) =
@Dr>0 M (V) est donc muni d’une structure d’algebre graduée. Par exemple, M, (1)
est la C-algebre libre engendrée par G4 et G (voir corollaire 28). De fagon générale, la
somme directe des espaces de formes modulaires sur un sous-groupe de congruence I
fixé n’est pas une C-algebre libre, on peut montrer que c’est le cas si et seulement si
la surface de Riemann F\% est de genre nul(®.

On peut en fait définir pour tout n > 0 des opérateurs de degré n, qui envoient
My, (N) x M; (N) dans Mg yi42, (N). Cela généralise la multiplication, qui est ’opé-
rateur de degré 0. Soit f € My (N) et g € M; (N). On définit(?)

(22) f — Zn:(q)r <k e 1) (l - 1>f<r>g<nr>

(2im)™ = n—r r

dm
ot fm) = VW{ désigne la dérivée d’ordre m de f.

Ainsi, on a par exemple [f, glo = fg, et [f, g1 = %(szg(l) —1fMg). Le crochet
[, ]1 est antisymétrique, satisfait 'identité de Jacobi (si f, g et h sont trois formes
modulaires, [[f, g]1, h]1+[[h, f]1, 9]1+1[g, )1, f]1 = 0), et envoie My, (N)x M; (N) dans
Mict142 (V). Ainsi, en posant Ty (N) = Mg—2 (N), Pespace Tu(N) = P55 Ti(N) est
muni d’une structure d’algebre de Lie.

Proposition 42 — Soit n un entier. Le crochet de Rankin-Cohen [ , ], envoie
My, (N) x M;(N) dans Myyiyon (N). De plus, si n > 0, la forme modulaire [f, g]n
appartient ¢ Skiit2n (V).

Démonstration. — Soit f € My (N) ety = (2Y) € I'y(N). Par récurrence, la formule

@ =3 () e e o

est valide pour tous m > 0 et z € . (L’initialisation de la récurrence utilise la
modularité de f sur IH(N), et on utilise Pégalité £+ (v2) = (cz + d)?[f™) (v2)]).

9 Lorsque I" = I'h(N), la surface est de genre nul si et seulement si N € [1,10] U {12, 13, 16, 18,25}.
Voir [Miy89, §4.2] : les formules données permettent de minorer le genre par (N — 5v/N — 8)/12
(voir [CWZO05]). Pour N > 40, cette quantité est strictement positive et on calcule le genre pour
chacune des valeurs inférieures [Miy89, Table A et theorem 2.5.2].

(10)Selon les auteurs, le crochet de Rankin-Cohen d’ordre n est défini & un facteur (—1)™ pres.
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On introduit la fonction génératrice hy : 5 x C — C définie par

0 fm (2 m
hi(zX) = 3 m!(k—l—n(z)—l)!X '

Grace a la formule (23), la fonction hy vérifie I’équation
X C. cz
(24) by (o ) = s+ e o, )

b
(en utilisant e/ (=) = 5770 "L (X)),

Soit f € My (N) et g € M;(N). On a donc

Ty (=) (2)g 9™ (2) X
hy(z,—X)hg(z, X) = jz:(:)mz::o ml(k+m— DG —ml(+j—m—1)
—~_ (2in)I[f, g];(2) X7

S (k+j-1i+j- Db

D’apres I'équation (24) vérifiée par hy et hy, on en déduit 'égalité

hy <'yz, (CZT);)Q) hy <'yz, ﬁ) = (cz + )" hp(z, —X)hy(2, X),

ce qui montre que pour tout j > 0 on a [f,g];j(v2) = (cz + d)**H2[f, g];(2), pour
tout z € . La fonction [f, g]; est donc modulaire de poids k + [+ 25 sur I'y(N). De

~

plus, si le développement de Fourier de f est f(z) = > 2 f(n)e*™*, on a pour tout

m 2 1 la formule {2, gm) =32 n™f(n)e? ™, ce qui montre que les fonctions f(™)
iT

et ¢{™ sont sans terme constant si m > 1, donc que la forme [f, g]; est parabolique,

pour tout j > 1. O

Remarques 43

(1) On voit que le crochet de Rankin-Cohen préserve la structure rationnelle des
coefficients de Fourier des formes modulaires : si K est un corps de nombres, si f et g
ont tous leurs coefficients de Fourier dans K, alors pour tout n > 0 la forme modulaire
[, g]n a tous ses coefficients de Fourier dans K également. Cette constatation jouera
un role important par la suite (c’est la raison pour laquelle on introduit le facteur de

(2im)™ )
(2) Les crochets de Rankin-Cohen fournissent de nouvelles identités arithmétiques

normalisation

entre les coefficients de Fourier de différentes formes modulaires. Par exemple, A et
[G4,Ge)1 sont deux formes de la droite Sz (1), elles sont donc proportionnelles. Par
comparaison des premiers coefficients de Fourier,

1

M _erWea)_ L
- (464687 — 666 ) = A
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On en déduit la formule

n—1

127(n) = bnos(n) + Tnos(n) — 840 Z (5m — 2n)oz(m)os(n —m).
m=1
De méme, [A, G12]1 et AGFGe sont deux formes de la droite Sag (1). On en déduit

1 3980160
2 13

On a besoin, dans le deuxieme chapitre, des opérateurs de Rankin-Cohen générali-

AG3Gg.

(AG%’ - A<1>G12)

sés. Pour les construire, on considere la fonction G2 définie page 17. C’est une fonction

holomorphe mais elle n’est pas modulaire de poids 2 sur SL(2,7), puisqu’elle vérifie
d

- % pour tout v = (24) € SL(2,Z).

i

1
Si f € My, (N), on pose™) 9y(f) = %f(l) + 2kG2f. On a, pour tout v € IH(N)

I'équation Go(v2) = (cz + d)*Ga(2)

(1) (02) = 5o [(ez + a2 FO () 4 ke(ez + )+ (2)]

2m
(25) +2k[(cz + d)2Ga(z) — W

(26) = (cz + d)*"20x(f)(2)
ce qui montre que i (f) € Mp4o (IN). On définit, pour f € My, (N),

J(ez +d)" f(2)

X 1 1
L, G2lp :fG2+mf(1) = [f7G2]0+mf(l) € Myy2(N).

De la méme fagon, pour f € My (N), la fonction [f, Go] définie par

* (_1)71 n
[, Gal = 1, Goln + 2(2im) " (k + n)f( w

(en prenant g = G2 et | = 2 dans 'équation (22) pour définir [f, G2],) est un élément
de Mitasan (N). On définit [Ga, f]% = (—1)"[f, Ga]*.

De fagon plus générale, posons My (N) = My (N) @ 6(k = 2)CGs. On a la suite
exacte

0 — My (N) — My (N) = C —0,

ot si f +cGy € My (N) avec f € My (N), alors e(f 4 ¢Ga) = ¢/2 (et e(f) = 0si f
est modulaire de poids k quelconque). On définit, pour (f,g) € My (N) x M; (N)" et
pour n = 0,

e(f)gt e(g) Sty
(2im)" (1 4 n) (2im)" 1 (k+n)

On peut vérifier que [f, g € Myiyi+2n (N) (la seule chose restant & voir est que cette

fonction est bien modulaire pour f = g = Ga, ce qu’on vérifie grace a (13)). Il est
clair que si f et g sont modulaires, [f, g% = [f, g]n-

(D) yoir §17.3 pour une étude de cet opérateur.
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En particulier (c’est ce qui nous servira par la suite), on peut définir [Gy, G}]%, pour
tous h,l > 2.

7. Formes primitives

7.1. Opérateurs de Hecke. — La présentation des opérateurs de Hecke donnée
ici est celle d’Iwaniec dans [Iwa97, Ch.6]. On trouvera une autre présentation dans
[Kna92, §1X.6].

Soit n, N et k des entiers strictement positifs, on définit le n® opérateur de Hecke(12)
T,, comme ’endomorphisme sur Pespace F (4, C) des fonctions de 5 dans C donné
par la relation

d—1
@) TufE=- Y aYf (az;—b) . (feF(#,0).
(a,zﬁl)’i)1%§d:n e

Cet opérateur transforme une fonction de F (52, C) holomorphe et de période 1 de
développement de Fourier

+o00
f(z) =3 flm)e(mz)

en une fonction de F (4, C) holomorphe et de période 1 de développement de Fourier

I —
Tf(z) =Y Tuf(m)e(mz)

— i ~/mn
(28) T f(m) = Z d"'f (?) :
deN™
(d,N)=1,d|(m,n)

Remarque 44 — La formule (28) implique que, pour tout n € N, les coefficients de
T, f sont dans le Z-module engendré par les coefficients de f.

En particulier, il résulte de (28) que fn?(O) = 0_1(n)f(0). Lorsque f est pério-
dique de période 1, on peut évidemment remplacer la somme sur b dans (27) par
n’importe quelle somme de longueur d. On garde cela en mémoire en notant

>

bld]

cette somme. On a une relation de multiplicativité de ces opérateurs.

(12) Par souci de légereté, on oublie la dépendance en N et k dans la notation.
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Proposition 45 — Soit N, k, m et n des entiers strictement positifs. Sur l’espace des
fonctions de F(,C) holomorphes et de période 1, on a
T T, = > A

*

de
(d,N)=1,d|(m,n)

Démonstration. — Si f(z) = 1% F(n)e(nz), alors T Tnf(2) = S0 fmn(£)e(£2)

avec Fon(l) = Z (d1d2)k_1f((d€:nT§)2) -

d1|(¢,m)
d2|(¢m/d3,n)
(dyda,N)=1

Si (m,n) = 1 alors, étant donné d; un diviseur de (¢,m), on a da | (¢m/d3,n) si
et seulement si do | (¢,n) : en effet, si dy | fm/d? et da | n on a (dz,m) = 1 donc
(do,m/dy) =1 puis dg | £ donc da | (¢,n); réciproquement, si ds | (¢,n) on a (d1,n) =
1 donc do | (¢/dy,n) puis do | (¢m/d?,n). Ainsi

= 5 w1 - 5 ()

dy[(¢,m) d|(¢,mn)
dz|(€,n) (d,N)=1
(dyda,N)=1
d’ou
(29) TiTy = T lorsque (m,n) = 1.

Ensuite, si m = p, n = p” on voit que fp v (£) = Yﬁ(f) +d(pt N)pk_lTp/V:f(E).
Ainsi

(30) Tpor1 =TTy — 6(p{ N)p" T
La formule annoncée résulte des formules de multiplicativité (29) et (30). O

Corollaire 46. — Sur l’espace des fonctions de F (3, C) holomorphes et de période 1,
les opérateurs de Hecke commutent.

On étudie maintenant I’action des opérateurs de Hecke sur les fonctions de période 1
que sont les formes modulaires de My, (N). Pour cela, on remarque qu’en posant

A, ={(a8)eM(2,2):a>0,0<b<d, (a,N)=1,ad=n},

on a
Tof =n*=1 > (f|M).
Men, k
Posons
Gn={(2%)eM(2,Z): (a,N)=1,N |¢,ad —bc=n}.
On définit

[o(N)\Grn = {T0(N)M, M € G} .
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Lemme 47 — L’ensemble A,, est un systéme de représentants du quotient FO(N)\G”'

Démonstration. — Soit (2%) € Gp. On pose v = ¢/(a,c) et 6 = —a/(a,c) pour
obtenir (v,0) = 1 et ya4+dc =0. On a N | v car N | ¢ implique N | v(a,c), puis
(a, N) = 1 implique ((a,c), N) = 1. Soit alors « et 3 tels que ad — By = 1, on a
(3?) € I'v(N) puis (3?)(‘;3) = ('Y ). En multipliant & gauche par cl’/|d'|(1 )
avec u tel que 0 < b'd’/|d'|+|d'|u < |d'|, on construit ("/(l)d | IZ'I) € A telque (24) €
FO(N)("/(l)d/‘ ll;/,/‘). Soit alors (&%) et (0 b)) des matrices de A, et (5 %) € In(N)

tels que (‘6/ Z’,) = (O‘ﬁ)( Y). On ay =0 puis & = § = 1. Puisque d et d’ sont

positifs, « =5 = 1 puis d = d’' et a = a’. Enfin, 3 =0 car 0 < b,b’ < d. O

Si f € My (N), la fonction (f| M) ne dépend que de la classe de M modulo P’action
k

a gauche de IH(N) de sorte qu’on peut écrire

Tof=n*"" Y (f|M).

MEFO(N)\Gn k

Proposition 48 — Soit k > 2 et N > 1 des entiers. On suppose k pair. Les espaces
My, (N) et Sk (N) sont stables par action des opérateurs de Hecke.

Démonstration. — Soit A € IH(N), alors
{MA; M eA,}
est un ensemble de représentants('®) de o N)\G" donc

(Tf|A =nft Y (fIMA) =2t Y (fILL):

MeA, k LETG(N)\Gr

Cela implique la stabilité de M}, (N). La stabilité de Sy (IV) résulte de (28). O

Enfin la proposition suivante, dont on trouve une preuve dans [Iwa97, Theorem
6.20], est importante.

Proposition49 — Soit n > 1, k > 2, et N > 1 des entiers. On suppose k pair. Si
(n,N) =1, alors la restriction de Ty, a S, (N) est autoadjointe pour le produit scalaire
de Petersson :

(Tnfvg):(faTng) (f,gGSk(N))

En particulier, les valeurs propres des opérateurs de Hecke sont réelles.

(13) Cela résulte du fait quesi L € Gp et A € Ih(N) alors LA~! € Gy, de sorte qu’il existe K € I (N)
telle que KLA™1 € A,,.
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7.2. Formes primitives. — Puisque la famille {T,, (n, N) = 1} est une famille
commutative d’opérateurs autoadjoints, on déduit d’un théoreéme spectral (voir, par
exemple, [Gan66, Théoreme 9.11]) la

Proposition 50 — 1l existe une base orthonormale de l’espace S (N) formée de vec-
teurs propres de tous les opérateurs de Hecke T, tels que (n,N) = 1.

L’équation (28) permet d’affirmer que si f est vecteur propre de tous les opérateurs
Ty, (n,N) =1, avec valeur propre ts(n), alors

(31) fln) = Jts(n),  (n,N) =1.

o~

Cela ne suffit pas a dire que f(1) # 0. On peut trouver des formes f vecteurs propres
de tous les opérateurs T,,, (n, N) =1 telles que f(l) =0.

Soit L et M des entiers tels que LM = N et M # N. Soit f € S, (M) et fr:z+—
f(Lz). On a [Miy89, lemma 4.6.2]

fr € Sk (N)
Ef =ts(n)f = Tnfr =ts(n)fr pour tout n > 0 entier
fo(1) =0.

On définit 'espace des formes anciennes par rapport & N comme

Sg(N) = Vect{fr; fe€Sx(M), LMIN, M +#N}.
Cet espace est stable par tous les opérateurs T,,, (n, N) = 1 [Miy89, lemma 4.6.10].
Remarque 51 — Si k€ {2,4,6,8,10,14} et si N € P, alors S (N)={0} car S (1)={0}.

On définit 'espace des formes nouvelles par rapport a N comme 'orthogonal pour
le produit scalaire de Petersson de S§ (IN) dans Sy (N) :
mn a i
Si(N) = SE(N)™.
Le théoréme d’Atkin-Lehner [Miy89, theorem 4.6.8] affirme

Théoréme 52— Soit f € Sk (N) telle que

(n,N)=1= f(n) =0.
Alors
fesy(N).

On en déduit que si f € S (V) n’est pas la fonction nulle et si f est vecteur propre

de tous les opérateurs de Hecke Ty, (n, N) = 1 alors fA’(l) = 0. Si g est une autre forme
de SP (IN) ayant mémes valeurs propres on a
9(1)

(g%f)(n)o, (n,N)=1
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et donc Q)
g1
—=—=feSP(N)NSE(N
TR i (N) NS (N)
de sorte que
_9)
T

L’ensemble des vecteurs propres des opérateurs T,,, (n, N) = 1, associés & un systeéme
de valeurs propres est donc une droite dans ’espace des formes nouvelles. On obtient
ainsi le théoréeme de multiplicité un.

Théoréme 53Théoréme de multiplicité un). — Soit f € S}! (N) avec T,,f = t(n)f
pour tous (n,N) = 1. Si g € S (N) et T,g = t(n)g pour tous (n,N) = 1 alors
geCf.

Si f est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke T, avec (n, N) = 1 et si
f €Sy (N) on pose
oot
f()
L’ensemble H; (N) des formes f"°" lorsque f parcourt une base orthogonale B de
S (N) formée de vecteurs propres de tous les T),, (n, N) = 1, est appelé ensemble
des formes primitives de niveau N. Cet ensemble est une base orthogonale de S} (N),
a priort dépendante du choix de la base B. Elle est unique au sens ou l'on a la
proposition suivante.

Proposition 54 — Soit f € S} (N) telle que
(1) V(n,N)=1,3t(n) e C; T,f =t(n)f;

(2) f(1) =1
alors f € Hf (N).

Démonstration. — On pose Hf (N) = {fi1,..., fg}. Soit f comme dans I’énoncé. On a

g
f= Z vi fi
im1

avec (v;)1<icg € C9. Puisque f # 0, on fixe j tel que v; # 0. D’une part, les formes f;
étant vecteurs propres de T, on a

g
T.f= Z viti(n) fi
i=1
et d’autre part, f étant aussi vecteur propre de T}, on a

T.f = vit(n)fi.
i—1
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On a donc Pégalité v;t;(n) = v;t(n) puis t(n) = t;(n) de sorte que par le théoréme 53

A~

ona feCf;puis f=f; car f(1) = f;(1) = 1. O
Enfin, la restriction (n, N) = 1 est superflue grace a la proposition suivante.

Proposition 55 — Soit f € H} (N). Alors f est vecteur propre de tous les opérateurs
de Hecke et, pour tout entier n € N*, on a

Tnf = f(n)f
La premiere partie de cet énoncé résulte de la commutativité des opérateurs de
Hecke et du théoreme 53 : en effet, si (n, N) # 1 (c’est le seul cas nouveau), on pose
g = Ty f. Pour tout m premier & N,ona Ty,g = T, Tnf = TnTon f = t(m)T f = t(m)g
de sorte que g € Cf. La seconde partie résulte de I’équation (28).
Un résultat difficile et important de Deligne(!*) est la majoration des coefficients
de Fourier de toute forme f € H; (N).

Proposition 56 — Soit f € H (N) et n > 1 un entier. Alors
F(n)] < n*=D%a0(n).
Deligne montre en fait que pour tout nombre premier p, on peut écrire

(32) F(p) = az(p) + B¢ (p).

avec, lorsque p est premier & N, les égalités Bf(p) = ay(p) et |ay(p)| = p—1/2.

En particulier, pour tout £ > 0 réel, il existe un réel C. > 0 tel que pour tout entier
n>1ona |f(n) < Con®=D/2+< Un résultat d’équirépartition de Serre [Ser97b]
implique l'optimalité (asymptotique en N) de cette inégalité, au moins lorsque n est
premier.

On peut exprimer toute forme parabolique en fonction de formes primitives de
niveau plus petit, en effet par définition, on a
(33) Sp(N)=_ & & Vect{fs, (|L}.

LM=N feH; (M)
7.3. Formes de Hecke. — Dans le paragraphe précédent, on s’est attaché aux
vecteurs propres des restrictions & S, (N) des opérateurs de Hecke. On étudie main-
tenant ce qui se passe sur My (N). On appelle forme de Hecke une forme modulaire f
de My (N) qui est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke. On dit qu’une telle
forme est normalisée si de plus f(l) = 1. On a vu que les formes primitives sont des
formes de Hecke normalisées.

Sur My, (1), les séries d’Eisenstein sont vecteurs propres de tous les opérateurs de
Hecke : pour tout k > 2, pour tout entier n, on a

(34) TnGk = Uk_l(n)Gk.

(14) Fajsant suite & des travaux d’Eichler, Igusa et Shimura dans le cas du poids 2.
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Supposons l'existence d’'un nombre premier p et de deux formes modulaires non pa-
raboliques f et g de My (1) telles que Tp,f = Apf et Tpg = ppg. Grace a (28), on a
Ap = pp = 1+ p*~1. La forme h = f(0)g —g(0) f est donc parabolique, vecteur propre

()

. k/2 < pk/2-1 ’C\ k/2
ma |(3m 2"/ Tyh(z)| < /271 (14 p) mae | (Sm 2)*7* h(z)

de T}, de valeur propre A,. Cependant

p—1

_ 1
I Tph(2) < P [h(p2)] + » >
b=0

Grace au lemme 8, on a donc

puis, si h n’est pas la fonction constante nulle,
1 +pk—1 < pk/2—1(1 +p).

Cette dernieére inéquation n’ayant pas de solution dés que k > 4, on en déduit A = 0.
On a donc démontré de fagon élémentaire, et en particulier sans recourir a la
majoration de Deligne (proposition 56), le résultat suivant di & Elstrodt(%),

Proposition 57 — Soit f une forme modulaire non parabolique de My (1), vecteur
propre d’au moins un opérateur de Hecke T, avec p premier. Alors f est une série
d’Fisenstein.

Remarque 58 — On a défini les opérateurs de Hecke sur les fonctions holomorphes
sur JZ et périodiques de période 1. On peut donc considérer T,,G5 et 'équation (34)
est encore vraie pour k = 2.

Remarque 59 — Les égalités données a la remarque 27 et conduisant a des égalités
entre fonctions arithmétiques ont un point commun : elles sont toutes des factorisa-
tions d’une forme de Hecke en produit de deux formes de Hecke. On peut se demander
si ce sont les seules ayant cette propriété. Dans [Duk99], Duke donne une réponse
positive & cette question (voir aussi [Gha02] pour les formes modulaires de niveau
supérieur). Il est intéressant de remarquer que la preuve de Duke utilise les séries
d’Eisenstein non holomorphes et les fonctions L de Rankin—Selberg.

8. Fonctions L de formes modulaires

L’objet de cette partie est de donner une introduction aux fonctions L de formes
modulaires. Pour un traitement plus en profondeur de ce sujet, on renvoie aux pré-
sentations de Michel [Micre] et Iwaniec & Sarnak [IS00a].

(15) Elstrodt démontre en fait ce résultat dans le cadre plus général des formes de Siegel [Fre83| ou
la majoration de Deligne n’est pas connue (conjecture de Ramanujan—Petersson).
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8.1. Définition. — Soit f € M}, (N). Grace au lemme 9, la fonction
too
=>_ fn”
n=1

converge absolument sur le demi-plan $e s > k + & pour tout € > 0 et normalement
sur toute bande verticale de ce demi-plan. On pose Wy = ( J(\), _01) et

(F[ 1) = (et Wy)*/* (N=) ™ (Wv2).

Puisque Wy To(N)Wx' = Ih(N), la fonction (f|Wy) est modulaire de poids k et de
k
niveau N et on note

(f|W)(z wa

On définit la fonction L complétée de f par

A(f.s) = (ﬁ—f) T()L(f.5)

Proposition 60 — Soit f € My, (N). Les fonctions A(f,s) et A((f|Wn),s) admettent
k

un prolongement méromorphe a C ayant au plus deux péles. Les éventuels poles de
A(f,s) sont 0 et k et on a

res A(f.5) = —f(0) et res A(f.s) =" fir(0).
De plus
AUJ)ﬁA<UlWN%ks).

Démonstration. — On pose a = f(0) et b = fV\V(O) Par définition de I' et pour
Re s > k + €, en utilisant le développement de Fourier de f, on a

(35) .
e dt
it = [ (1) o

)f% o [(j—t—)a}f‘?
zt\/_ dT / —a}ts%

=t [T (2 )fbtk sdt + [T o

ce qui prouve le prolongement méromorphe de A(f, s). L’application de ces calculs a
(f|Wx) fournit ’équation fonctionnelle. O
k

a
=——+

s
/f°°f

a\ &

it
N

a
=——+
S

/\
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Remarque 61 — Dans le cas de SL(2,Z) I’équation fonctionnelle est autoduale : soit
feMy(1).Ona W, =8 € SL(2,Z) donc, (f|W1) = f et '"équation fonctionnelle
k

est

Les poles éventuels sont 0 et k avec résidus

er%A(f’s) = —f(O) et E%A(f,s) = ikf(O).

8.2. Fonctions L de formes de Hecke. — On déduit de 1’équation (31) et de la
proposition 45 que les fonctions L des formes de Hecke admettent un développement
eulérien.

Proposition 62 — Soit f une forme modulaire de poids k et de niveau N, vecteur
propre de tous les opérateurs de Hecke et telle que f(l) # 0. Pour tout s € C tel que
Res >k, on a

~

Lif.s) = FO T - tswp]" I [ -tsop 4o
PEP pEP
p|N (p,N)=1

o~

avec ty(n) = F(n)/F(1).
8.3. Fonctions L de formes primitives. — L’opérateur Wy : f — (f|Wnx) est
k

une isométrie de I'espace M;, (V) qui stabilise S}! (IV) et commute avec les opérateurs
de Hecke T, pour tout entier n premier & N [AL70, Lemma 25]. On en déduit, pour
tout (n,N) = 1, que T,,Wn[f = f(n)QUNf pour toute forme f € Hj (N). Gréace
au théoreme 53, on a donc Wy f = e;(N)f. Puisque QWn est une involution, on
a £4(N) = £1. On résume les propriétés des fonctions L des formes primitives(6)

dans le

Corollaire 63 — Soit f € Hf (N). La fonction L(f,s) admet un prolongement holo-
morphe a C et satisfait I’équation fonctionnelle

s k—s
(g) I'(s)L(f,s) = i*¢(N) <g> I(k—s)L(f,k—s).

D’autre part, si Res > (k+1)/2, on a

L =TL [t Fop~] " II [1-Fow+2]
pEP P
p|N (p,N)=1

(16) Ce corollaire montre que ces fonctions L appartiennent 2 la classe de Selberg. Cette classe contient
toutes les fonctions pour lesquelles on peut généraliser, parfois conjecturalement, les démonstrations
analytiques de la fonction ¢ de Riemann. Voir [KP99].
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Remarque 64 — Les fonctions L de formes primitives sont & comparer a la fonction ¢
de Riemann (voir la remarque 18).

9. Coefficients de Fourier des formes primitives

9.1. Cas de SL(2,7Z). — Pour le groupe SL(2,7Z), la définition méme montre qu’il
n’existe pas de formes anciennes et I'ensemble H; (1) est donc la base orthogonale
de Sk (1) dont les éléments sont vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke
et ont leur premier coefficient de Fourier égal a 1. Dans cette partie, on va montrer
en détail que les coefficients de Fourier des formes de H; (1) sont des entiers algé-
briques totalement réels, c’est-a-dire des entiers algébriques dont tous les conjugués

sont réels(17).

Lemme 65 — Soit n > 1 un entier. Il existe une base de Sk (1) dans laquelle la
matrice de Ty, est a coefficients entiers.

Démonstration. — Gréace a la remarque (44), cela résulte de 'existence d’une base
de Vespace S (1) a coefficients entiers. Une telle base est construite dans le lemme
suivant. 0

Le lemme suivant est dit & Victor Miller. Il construit une base de Sy (1) dont les
éléments sont a coefficients de Fourier entiers (qui a plus de propriétés que celles
requises par la preuve du lemme 65 mais qui est intéressante en soi).

Lemme 66 — I existe une base {f1,..., fa} de Sk (1) a coefficients dans Z et telle
que, pour tous 1 < 4,7 < d

FilG) = 8(i = j).

Démonstration. — On choisit a et b des entiers naturels tels que pour j = 1,...,d, la
forme parabolique g; = AJ (@=3+2 b g0t de poids k. Ces formes sont & coefficients

entiers et, si ¢ < j, alors g;(¢) = (¢ = j) puisque A est parabolique de premier
coefficient A(1) = 1 et E4(0) = Eg(0) = 1. On construit fg, fa—1,-.., f1 en posant
fa = ga et

1—1
fdfi:gdfifzg/dji(d*j)fdfj (i=1,...,d—1). O
=0

On note SZ(1) I'ensemble des formes paraboliques de poids k sur SL(2,Z) & coef-
ficients de Fourier entiers.

Proposition 67 — L’ensemble SZ(1) est un Z-module libre de rang la dimension de
Sk (1) et stable par les opérateurs de Hecke.

(17) Autrement dit, un entier algébrique totalement réel est une racine d’un polynéme unitaire, &
coefficients dans Z et dont toutes les racines sont réelles.

SEMINAIRES & CONGRES 12



FORMES MODULAIRES ET PERIODES 43

Démonstration. — On note d la dimension de Sy, (1) et { f; }1<i<d la base du lemme 66.
Par construction de cette base, on a

d
Zf; C Sp(1)
=1

K2

et il reste & montrer 'inclusion opposée. Soit donc f € SZ(1). Gréace au lemme 66, il
existe {¢; }1<i<a € C? tel que

d
F=Y cifs
i—1

Soit j € {1,...,d}, on va montrer que ¢; € Z. On a
~ d o~
FG) = efi(d)
i=1

o~

et, par construction des formes f;, il en résulte f(j) = ¢;. Ainsi, ¢; € Z et

d
@1 Zf; = SE(1).
La stabilité par les opérateurs de Hecke résulte du lemme 65. O

Grace au lemme 65, le polyndéme caractéristique de 7}, est a coefficients entiers et les
valeurs propres sont des entiers algébriques. Elles sont réelles puisque les opérateurs
de Hecke sont autoadjoints. Les racines conjuguées sont aussi réelles puisqu’elles sont
aussi des valeurs propres des opérateurs de Hecke. Ces racines conjuguées sont en
fait valeurs propres de formes primitives, ce qu’on montre maintenant. Soit ¢ un
automorphisme de C (il préserve Q) et f € H} (1). On définit

400

£7(:) = Y o [ Fm)] efnz).

Avec la base du lemme 66, on écrit

d
f= Ztifi-
im1

Puisque f; est a coefficients entiers on a

00 d
IHOEDY [Zo@i)ﬁ-(n)] e(nz) = 3 olti)fi € S (1)

n=1 Li=1 i=1

D’autre part, 1), f° = f;(n)f” : en effet, soit m > 1, on a
Tofrm = S d e [F(55)] = o [Tafm)] = F7 () f7(m).
d|(m,n)

On en déduit que les conjugués par les automorphismes de C des valeurs propres de
Hecke sont coefficients de formes primitives donc réels.
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9.2. Z-module de Hecke sur SL(2,Z). — On note 7; l'espace vectoriel sur C
engendré par les opérateurs de Hecke. On va montrer que 7y, est isomorphe a l’espace
L (Sk (1)) des formes linéaires de S, (1) et que S (1) est isomorphe & lespace L (7})
des formes linéaires de 7.

Lemme 68 — Les applications linéaires

T, — L(Sk (1)) Sk (1) — L(Tk)

T (e TH) T fee e TH)
sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Démonstration. — On note ¢ ’application linéaire de 7, dans L (Si (1)) et w2 I'ap-
plication linéaire de Sy (1) dans L (7). Soit T € T}, tel que ¢1(T) = 0. Alors, pour

PG

toute f € Sk (1), on a Tf(1) = 0 et, en particulier, pour toute f € S (1) et tout
n € N, on a T@)(l) = 0. Par commutativité des opérateurs de Hecke (voir le
corollaire 46), on en déduit Tn/(T\f)(l) = 0 puis ﬂ(n) = 0 (voir I’équation (28))
pour tout n € N. On a donc T'f = 0 pour toute f € Si (1) puis T = 0 et p; est
injective. Soit maintenant f € Si (1) telle que p2(f) = 0. Pour tout n € N, on a
i:f(l) =0, ie fA(n) = 0 et donc f = 0. Ainsi @9 est injective. L’injectivité de o1
implique dim 75 < dim Sk (1) et Uinjectivité de @9 implique dim Sy (1) < 7x. On a
donc dim S, (1) = 7, et les applications linéaire ¢ et @2 sont bijectives. O

Corollaire 69. — Les espaces vectoriels Ty, et Sk, (1) sont duauz.

Lemme 70 — Une base de T, est {Ti}1<i<a ot d est la dimension de Sy (1).

Démonstration. — Puisque 75 est de dimension d, il suffit de montrer que la famille
{Ti}lgigd est libre. Soit {ti}lgigd tel que
d
> tTi=0
i=1

En notant {f;}1<i<q la base construite au lemme 66, on a
d
S HTifi(1) =0
i=1
pour tout j € [1,d]. Il en résulte

d
D tifii) =0
=1

puis t; = 0 pour tout j. o

On note 7,2 et on appelle Z-module de Hecke sur SL(2,7) le Z-module engendré
par les opérateurs de Hecke.
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Lemme 71 — Le module T,Z est un Z-module libre de rang la dimension de Sy (1)
admettant {T;}1<i<dim s, (1) comme base.

Démonstration. — On note d la dimension de Sy (1). Soit n € N, il suffit de montrer
que

d
T, = Z t:T;
1=1

avec {t;}1<ica € Z%. L'existence de {t;}1<i<a € C? est donnée par le lemme 70. Soit
{fi}1<i<aq la base construite au lemme 66, pour tout j € [1,d], on a

d
T.f;(1) =Y tif;(i) =t;
1=1

—

puis, comme T;, f;(1) = f](n) €Z,onatje€Z. O

On termine ce paragraphe en donnant un exemple : on va exhiber la relation liant
Popérateur de Hecke T; aux opérateurs Ty, To, T3 et Ty dans 'espace Ssg (1) de
dimension 4. On construit la base B = {f1, f2, f3, fa} du lemme 66 en appliquant
I’algorithme donné dans la preuve. On trouve

fa=A'E}

f3 = A*EZ(E2 4 600A)

fo = A%E3(E; + 323784A% + 1584AFE7)

f1 = AE; (E§ + 173450720A% + 1685556 A2E5 + 2568AFg ).
On a T7 = I. Grace a la formule (28) et au fait que ﬁ(]) =i =j)pourl<i,j<d,
on a(1®)

Tof = Tof () fi + Tof ) f2 + Tof 3)fs + Tof(4)
= F@)f1 + [F(4) + 2 F()] f2 + F(6) f3 + [F(8) + 2 (2)] f

pour tout f € Ssg(1). On en déduit que la matrice de Ts dans la base B est

0 1 0 0
36028797018963968 0 0 1
3018950369280 23525573580 86415360 20304

4726301246593105920 40727509103997952 170609983488 122207160

De méme,

o~ ~ ~ o~ o~

Tsf = f(3)f1 + f(6)f2 + [£(9) + 3°° F(1)]f3 + f(12) f4

(18)Le lecteur attentif remarquera & la fin de ce calcul que seul le calcul de la premiere ligne de T5,
Ts, Ty et Ts est nécessaire a notre objectif, le calcul de la premiere ligne de T, T35 et Ty étant de
plus évident compte-tenu de la forme de B. Il nous semble cependant que le calcul des opérateurs est
instructif.
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de sorte que la matrice de T35 dans la base B est

0 0 1 0
3018950369280 23525573580 86415360 20304
174450593004249001685547888  418899261838141440 —11104393484520  —2974848768

847694338972715294439505920 828964318776646975488 —25097117470294016 4259397219660

Ensuite, Ty = T — 2°°1 (voir la formule (30)) d’ott la matrice de Ty dans la base B
est

0 0 0 1
4726301246593105920 40727509103997952 170609983488 122207160
847694338972715294439505920 828964318776646975488 —25097117470294016 4259397219660

1467363736698865003648772198629376 4981211645495010481889280 35593084692424949760 23097367145039936

Enfin, de méme que pour 75 et T3, on a

o~ ~ o~ -~

Tsf = f(5)f1+ f(10)f2 + f(15) f3 + f(20)f4

et la matrice de T5 dans la base B est

284181438 5528576
201003052704054641655808 15641003981516275566
12490303377554504555158188144576 347533111799651198103552
563526786340139122424725107055263744 1970815776876389316521689088
69732 384
71540149542912 48348916544

—10411146920885941986 1428278630266368
11918615556712710537216 9167080902472652142

On en déduit rapidement que

Ts = 28418143871 + 55285767 + 6973275 + 384T}.

9.3. Corps des coefficients, action galoisienne. — Les propriétés de la partie
précédente se généralisent au niveau N. Shimura a montré [Shi72, Proposition 2.1] la

Proposition 72 — Soit o un automorphisme de C et f € H} (N). On définit
+oo

ﬁ@zzomﬂdm»

Alors f7 € Hif (N).
On a alors la [Shi94, Proposition 3.48]

Proposition 73 — Les coefficients de Fourier des formes primitives sont des entiers
algébriques totalement réels.

Si f € Hi (N), on pose
(36) QN =Q(fn):n=1)=0(fp): peP)

(la derniére égalité étant obtenue grace a la proposition 45) et on a [Q(f): Q] =
#orbite(f) ot on a écrit orbite(f) pour désigner l'orbite de f sous l'action de
Cal(T/Q)

Lorsque k = 2, le degré du corps Q(f) a une interprétation géométrique qu’on
donne maintenant.
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Soit A une variété abélienne sur Q [Mur93]. A chaque nombre premier p, on sait
associer (voir [Ser70] et [Roh97, §3.1]) un polynéme unitaire Py, € Z[X] de degré
au plus égal a 2dim A, et exactement égal & 2 dim A sauf dans un nombre fini de cas
(nous notons S I'ensemble fini des cas ot deg P4, < 2dim A). De plus, si

2dim A

Pap(X)= [ [l - ai(p)X]
i=1
avec a;(p) € C, alors on a toujours |a;(p)| < /pet, sip ¢ S, on a |a;(p)| = /p. La
fonction L de A est alors
L(A,s) = [] Papr—) "

peEP
Lorsque A = E est une courbe elliptique (c’est-a-dire une variété abélienne de di-
mension 1 et de genre 1), les résultats de Wiles, Taylor, Diamond, Conrad et Breuil
prouvent qu’il existe un entier N et une forme primitive de poids 2 et de niveau NV
telle que L(E,s) = L(f,s). Toutes les formes primitives ne conduisent pas & une
courbe elliptique™. Néanmoins, on sait grace aux travaux de Shimura [Shi94, §7.5],
[Roh97, §3.7] que pour toute forme primitive f de poids 2 et de niveau N il existe
une variété abélienne sur Q notée A?, ne dépendant que de la classe de conjugaison
galoisienne de f telle? que

L(Ags)= ][ Llgs)

g€orbite(f)

1 “ﬂp)pS)rH[ [T (-gop+)

p|N - g€orbite(f) ptN - g€orbite(f)

-1

La dimension de A7 est le cardinal de I'orbite de f

(37) dim A7 = # orbite(f) = [Q(f) : Q.

Serre a montré [Ser97b] (voir aussi [Sar87] et [CDF97]) que le maximum sur Hj (N)
de cette dimension tend vers I'infini lorsque N tend vers l'infini. En rendant sa mé-
thode effective, on peut montrer [Roy00] qu’il existe C' > 0 (une constante explici-
table) telle que, pour tout N assez grand, il existe f € Hj (V) telle que

(38) dim A7 > C'v/loglog N.

On donne quelques idées de la preuve. Soit p un nombre premier ne divisant pas N
(cette condition sera nécessaire par la suite), pour toute forme f € Hj (N), on a la

(19)La relation (37) implique que la fonction L d’une forme primitive de poids 2 est la fonction L
d’une courbe elliptique si, et seulement si, tous les coefficients de Fourier de cette forme primitive
sont rationnels.

(20)7] faut 1a les travaux de Carayol suivant Deligne, Thara, Langlands. Voir par exemple [Roh97,
theorem 5].
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minoration
@) : Q> [(f) : Q]

de sorte qu’on est ramené & trouver F,(N) telle qu'il existe f € Hj (N) vérifiant

(39) degq (F(p)) = Fp(N).

Supposons connaitre d,(IN) telle que pour toute forme f € H; (N), on a

degg (F(p)) < dy(V).

o~

Puisque f(p) est un entier algébrique et que la norme de chacun de ses conjugués est
majorée par 2,/p, on a

(40)  #{f(p): f € Hi (N)} < dp(N)#{P € Z[X]: P unitaire, deg P < d,,(N),
P(x)=0=|z| < 2\/]_)}
dp(N)?
< (16yp) "
Pour obtenir cette derniere ligne, on a utilisé le fait que si M > letd > 2,il y a
au plus (6 M d2) polyndmes unitaires a coefficients entiers dont les racines sont toutes

de norme inférieure a M. Cela résulte immédiatement des relations entre racines et
coefficients d’un polynéme. On déduit de (40) 'inégalité

log #{f(p): f € H3 (N)}
B(N) > \/ log(167)

et dans (39), on peut choisir

(N) =+ log #{f(p): f € Hj (N)}
2 log(16./p) :

Il nous reste & minorer la taille du spectre de Tj,. A défaut de résultats algébriques,
on utilise 'analyse. Celle-ci (et en particulier I’analyse de Fourier) permet de trouver
une mesure de probabilité p, sur | — 2, 2[ telle que, pour tout € > 0, il existe Ce > 0
(une constante explicitable) telle que pour tout p € P et pour tout N premier & p,
on a

) ‘ﬁ 2 (@> _MP(I)’ < Cm = Gu)
#H; () o= N (log N)
pour tout intervalle I C]—2,2[ de fonction caractéristique x . La mesure i, est donnée
par :

p+1 1 liz_Q

A PV V) P - 7 4z
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Un intervalle ne contenant aucune valeur f(p) /+/P est de longueur pour p, inférieure
a Gp(N). Autrement dit, tout intervalle de longueur 2G,(N) pour p, contient au

moins une valeur f(p) /\/P et
Ry N log N
#{f(l?)- feH; (N)} = QCam-

Remarques 74

(1) Pour améliorer la racine carrée de (38), il serait intéressant de savoir si I’expo-
sant 2 de dp(IN) dans (40) est optimal. En particulier, en prenant en compte le fait
que les valeurs propres de Hecke sont totalement réelles.

(2) Si les opérateurs de Hecke étaient & racines simples, on pourrait remplacer
le terme (log N)'=¢ par le meilleur terme #Hj (N). Mais, cette hypothése est trop
grossieére : 'opérateur T, sur Hj (487) admet 0 comme valeur propre d’ordre 4. Il serait
intéressant d’avoir une hypothese raisonnable sur la multiplicité des valeurs propres
des opérateurs de Hecke.

(3) 11 résulte de (41) qu’étant donné un intervalle I C] — 2,2[, il existe N et f €
H} (N) tels que f(p)/\/ﬁ € I. Autrement dit, la majoration de Deligne est optimale
(le calcul menant & (41) reste valable en poids k # 2).

(4) L’égalité (41) est une version « verticale » de la conjecture de Sato-Tate (cf. §3).
En particulier, il est intéressant de noter que

1/ a2
li = —1/1— —duz.
pirﬁ{looup T 4 o

(5) En modifiant (41), on peut ajouter a (37) des conditions sur le rang de A (voir
[Roy00)).

(6) Lorsque N est premier, on conjecture qu’en dehors des formes modulaires &
coefficients rationnels (correspondant & des courbes elliptiques), il n’y a que deux
orbites sous I’action de Galois, I'une contenant toutes les formes f telles que e f(N)=1,
lautre contenant toutes les formes f telles que e7(N) = —1. Le lecteur pourra se
reporter aux calculs de Brumer [Bru95, §§6 et 8] pour des données numériques.

9.4. Valeur au centre de la bande critique, conjecture de Katz & Sarnak

En notant At?ors le sous-groupe de torsion de A?, un théoreme de Weil, généralisant
un résultat de Mordell (voir, par exemple, [Ser97a]) donne
rs rang A+
AF(Q) = Ale @ Zrns A7,
La conjecture (faible) de Birch et Swinnerton-Dyer affirme que
g)i(% L(Az,s) = rang A7
d’ou conjecturalement

rang Ay = Z (S)icllL(g,s).

g€E€orbite f
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Il est intéressant d’étudier les valeurs L(f,1). On dit que f € Hj (N) est paire lorsque
le signe de I'équation fonctionnelle —e¢(N) vaut 1 et impaire lorsque le signe de
Péquation fonctionnelle —;(N) vaut —1. On note Hj (N)* 1
paires de Hj (N) et Hy (N)~ l’ensemble des formes impaires.

ensemble des formes

D’apreés I’équation fonctionnelle, si f est impaire alors L(f,1) = 0 de sorte que
pour toute forme primitive f, paire ou impaire on a

(42) (1+7(N) L(f. 1) = 0.

Gréce a I’équation (35), L(f,x) est réel lorsque x est réel. De plus, le développement
eulérien de L(f,s) assure que L(f,z) > 0 pour z €]3/2,+00[. On en déduit, par
continuité de x +— L(f,x) que, si 'hypotheése de Riemann est vraie (c’est-a-dire, si
tous les zéros de A(f, s) sont sur 'axe e s = 1), alors L(f,1) > 0. Il est remarquable
que l'on sache démontrer ce résultat sans recourir a l’hypothése de Riemann suite a
des travaux commencés par Waldspurger et achevés par Guo [Guo96]. D’autre part,
si f est impaire les travaux de Gross et Zagier [GZ86] prouvent que si L(f,1) =0
alors L'(f,1) = 0. On conjecture que, en moyenne asymptotique, L(f,1) # 0 si f est
paire et L'(f,1) # 0 si f est impaire. Autrement dit, I'ordre de L(f,s) en s = 1 ne
serait gouverné que par le signe de (V). Cela est prédit par la conjecture de Katz
et Sarnak que nous expliquons ici. Pour tout entier j > 1, Katz et Sarnak définissent
sur R deux mesures®Y) v(+, j) et v(—, j) [KS99a, proposition 7.5.5] de probabilités,
supportées dans R* et absolument continues par rapport 3 la mesure de Lebesgue. Si
I’hypothése de Riemann est vérifiée pour L(f, s) avec f primitive, les zéros de A(f, )
sont de la forme 1 + iy avec

0< 1 <2<+

On a listé les zéros avec multiplicité. Si f est impaire, le zéro 1 est listé avec multiplicité
moins 1 (32). La conjecture prévoit que pour tout j > 1 et pour toute fonction h : R —
C continue a support compact on ait

. 1 log(4N) .
(43) lim ————op h<7f1j7> :/hdz/(:lz,j).
N=eo HH; (N) feﬂg‘z(z\r)i o ®

On choisit pour tout réel 0 < ¢t < 1 une fonction continue h; : R — [0, 1] & support
dans [—t,1] et telle que ht(0) = 1. On a

1 log(4N) 1 I
L (1 > #lf e L =0l
GO, 2 #H; (N)*

feH;(N)

(21) Ce sont les limites, lorsque N tend vers +oco des mesures de localisation de la 7 (resp. j + 1°)
phase propre de SO(2N) (resp. SO(2N + 1)) lorsqu’on les ordonne dans [0, 7).
(22) Autrement dit, on ne compte que les zéros non « évidents ».
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Lorsque N — oo puis ¢ — 0 on déduit de (43)

. * + . _ —
J\}I—Igom#{fEHQ (N) ) L(f,l)—O}— 0.
De méme

: 1 * —. / _ _

Ces faits sont exposés dans [KS99a, introduction]. Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS00] ont
prouvé (en supposant I’hypothése de Riemann des fonctions L des formes primitives,
mais aussi des caracteres de Dirichlet) que

(44a) lim inf %#{f e Hy (N)*; L(f,1) # o} > 2

VU i () 16
et

e 1 e 15
(441) ggggofm#{fem s B £ > 1

Iwaniec et Sarnak [ISO0b| prouvent — inconditionnellement — la minoration (44a)

avec > 1 au lieu de > %. Kowalski et Michel prouvent — inconditionnellement — la

2
minoration (44b) avec > % au lieu de > 12. Ils montrent avec VanderKam qu’au

moins 99 % des formes primitives annulent leur fonction L en 1 & un ordre inférieur
ou égal & 4 [KMVO00].

Les travaux de Gross et Zagier [GZ86, corollary (1.3)] permettent aussi de prouver
que si Pordre de la fonction L d’une forme primitive est inférieur ou égal a 1, alors il
est stable par action de Galois.

Proposition 75 — Soit f € H; (N). Alors
L(f,1) #0 siet seulement si L(f°,1)#0 Vo € Gal(Q/Q)
et
(S)icliL(f,s) =1 si et seulement si (s)icllL(f‘T,s) =1 Vo e Gal(Q/Q).

Pour une présentation de la conjecture de Katz & Sarnak dans le cadre général des
familles de fonctions L, le lecteur est invité a se reporter a [KS99b] et [Mic02].

PARTIE 11
STRUCTURES RATIONNELLES SUR LES FORMES MODULAIRES

Dans ce chapitre, on étudie exclusivement les formes modulaires sur SL(2,Z). On
indique brievement la fagon dont les résultats se généralisent au cas des sous-groupes
de congruence.
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10. Périodes de formes paraboliques
Soit k > 4 un entier pair, et soit f une forme parabolique de poids k sur SL(2,Z).

Définition 76. — Le polynéme de période de f est le polynéme ¢ de degré k—2 défini
par

)= [ T )X - 22

Cette intégrale est bien définie d’apres le lemme 12 car la forme f est parabolique.
On supposera (sauf précision contraire) que 'intégration entre deux points a et b de
J se fait le long de I'unique géodésique reliant a & b dans 2.

Pour tout n € {0,...,k—2}, on note®) r,(f) = fOOO f(2)z"dz. Les k — 1 nombres
complexes r,,(f) sont appelés les périodes de f. Ces périodes sont reliées aux valeurs
spéciales de la fonction L associée a f : on a en effet

(45) r(f) = "TA(fn + 1)

(avec les notations de la page 15) puis

k—2
) = X (Ut
(46) "o

k=2 L(f,n+1) . s
=-2. (k:(— 2 —)n)! ((22'77)”+1)Xk

n=0

(voir la remarque 61). Le groupe SL(2, Z) agit & gauche sur Cy_2[X] par (v, P) — - P,
ot le polynéme «y - P est défini par(?4

A7) (v P)(X) = (—cX +a)*2P <_dCXT+ba) pour = <Z Z) .

On remarque que la matrice —I agit trivialement, cette action se factorise par

PSL(2,7).

Proposition 77 — Pour toutes f € Sk (1) et v € SL(2,Z), on a

Yoo

(y- 1) (X) = / F)(X — 2)F2 .

~0

b
Démonstration. — Soit v = <a d>' On a
c

az —i—b)k_2 dz
(

(V.Tf)(X)z/Ooo(czﬂLd)’“f(Z) (X_cz+d (cz+d)*

(23)Selon les auteurs, la définition de rn(f) peut différer d’un facteur multiplicatif ¢7+1.
(24) Certains auteurs définissent plutét une action & droite notée (P|y) et définie par (P|y) =y~ 1 P.
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De (cz 4+ d)Ff(2) = f(2£2), on déduit

cz+d
k—2
< (az+b az+b dz vee b2
re)(X) = X — = X— d
a0 = [T (E5) (-E5) mip s, e
en faisant le changement de variable u = %IS = yz. O

Par linéarité, on étend I’action précédente de SL(2,Z) sur Cp_2[X] en une action
de lalgebre de groupel®) Z[SL(2,2)] : 8i 3 yresp(2.2) um[M] € Z[SL(2,Z)], on pose

( > uM[M]> P= Y uy(M-P)

MeSL(2,2) MeSL(2,2)
On déduit de la proposition 77 que pour tout élément /¢ 7 (o 7) unm[M]EZ[SL(2, Z)]
vérifiant dans Z[P1(Q)] I'égalité 3° /¢ g7(2,7) unm ([Moo] — [MO]) = 0, on a

Z ’U,I\/[(M . Tf) = 0
MeSL(2,2)

pour toute forme f de Si (1) (on étend par linéarité I'action de SL(2,Z) sur P1(Q)
en une action de Z[SL(2,Z)] sur Z[P1(Q)]).

Corollaire 78 — Pour toute f € Sy (1), le polynéme ry appartient ¢ Wy, le sous-
espace vectoriel de Cy_o[X| défini par Wy, = ker([I] + [S]) Nker([I] + [U] + [U?]).

Remarque 79 — Dans un souci d’allégement d’écriture, on écrit désormais sans cro-
chets les éléments de Z[SL(2,Z)].

Démonstration. — On a
(I + 5)([oo] = [0]) = [o0] = [0] + [0] — [o0], et
(I + U + U?)([oc] = [0]) = [oo] — [0] + [0] — [1] + [1] = [oc] = 0
dans Z[P1(Q)], ce qui démontre le corollaire. O

Ce corollaire permet de définir 'application linéaire r : Sy, (1) — Wy, par r(f) = ry.

(25)Si G est un groupe multiplicatif et R un anneau commutatif, on note R[G] Iensemble deG R.
Un élément x de R[G] s’écrit © = 3° o x(g)[g] avec z(g) € R et les coefficients z(g) non nuls sont
en nombre fini. On définit

S al@lal + D2 (@ld =D (2(9) +2'(9) [g] et

geqG gea geG
S alglgl x D @)1= D (x(9)2'(g)) 9]
geG g’'eqG g9,9'€G

Cela munit R[G] d’une structure d’anneau. Sir € R, on définit r (deG z(g) [g}) =2 4ec (rz(9)) lg]-
Cela munit R[G] d’une structure d’algebre sur R [Hun96, §§1I1.1 et IV.7].
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Remarque 80 — On peut démontrer (voir [Mar, Appendice]) que les relations I + S
et [+ U+ U? (dites relations de Manin) engendrent I'idéal de Z[SL(2,Z)] annulateur
de l’élément [oo] — [0] dans Z[P1(Q)].

Soit € la matrice (' 9). L’application P(X) — (- P)(X) = P(—X) est une invo-
lution sur Cj,_»[X]; notons C_5[X]* les parties invariantes (les polynoémes pairs) et
anti-invariantes (les polynémes impairs) par cette involution. Les égalités matricielles
eSe = =S et eUe = —SU?S montrent que ¢ - Wy, = Wy,. En effet, la matrice —I agit
de fagon triviale sur 'espace Cy_o[X]. Ainsi, W, = W, & W,, ou W, (resp. W)
désigne ensemble des polynémes pairs (resp. impairs) de Wy.(26)

SifeSk(l),onary= r}r + 77 selon cette décomposition, donc on peut définir

deux applications r* : Sy, (1) — I/VkjE ot rE(f) = T]jf.

11. Périodes de formes non paraboliques

On suppose que f est une forme modulaire de poids k sur SL(2,Z). On note
f(z) =3 f(n)g". Le but est de définir une notion de polynoéme de période pour
f qui généralise celle donnée auparavant pour les formes paraboliques.

Soit f € Sk (1), on peut récrire 'équation (46) sous la forme

r — ,L-lfn (k — 2)'A(f7 5) k—2—n
(48) £(X) ;Z T HHX

% vaut (kf) aux entiers n € {0,...,k — 2}, est

nulle en les autres entiers et la fonction s — A(f, s) est entiére.

Si f € My (1) n’est pas parabolique, la fonction s — (k — 2)!T"(s) " I'(k — s) 71 est
entiere et ses zéros sont simples, atteints en 0 et k. La dérivée de cette fonction vaut
1/(k—1)en0et —1/(k —1) en k. Les points 0 et k étant les pdles de s — A(f,s), la
fonction

puisque la fonction s —

(k — 2)!
— A
S Tt s )
est entiere. L’équation (48) permet donc de définir r;(X) méme si f ¢ Sy (1). On

obtient

(49)  rp(X) = kiil—" (k ; 2)A(f,n +1)Xk2n % [Xk‘l - %] :

n=0

(26) Certains auteurs privilégient I'involution P +— &- P, olt § = ((1) (1)), qui préserve également Wy. On
ad-P=—e-P pour P € Wy, ce qui conduit parfois & inverser les notations W,:r et W, . Il s’avere
que considérer 'involution § parait plus judicieux quand on généralise la définition des périodes a
d’autres espaces de formes modulaires. Ici, pour simplifier, on préfére considérer 'involution induite
par €, plus naturelle (WkJr représente ainsi les polynémes pairs!).
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Cette fonction n’est plus un polynéme des lors que f ¢ Si (1)! C’est un élément de

1//; = EB (CX ™. On garde cependant la terminologie « polynéme de période » par

prolongement du cas parabolique. En étendant (47) & P € Vk, on définit 'espace
vectoriel Wy, = ker(I + S) Nker(I + U + U?) N V.

Proposition 81 — On a linclusion r(Mj, (1)) C Wy.

Démonstration. — On peut montrer la proposition en utilisant la formule
Feo . iry s—1 fo . }‘\(O) s—1
(50) A(f)= | (/) = Foyedet | (7(in) - Zp) e
to 0

Iy tS k/2 tlg_s
o+ o),
7o) (2 4 (12—
valable pour tout ¢y > 0 (le fait que cette fonction ne dépende pas de t( se vérifie par

simple différentiation). Cela permet de donner une nouvelle expression du polynéme
de période de f par la formule (qui généralise la formule intégrale de la définition 76) :

) = [ 6 = Fopex - o2+ [ (1) - IO (x — 2y-2a

20 2k
f(0) o1, L Xk
e |
R A 4 Gl
quelque soit zg € . Un calcul similaire a celui effectué dans la preuve de la propo-
sition 77 implique que (I +S) -7 = (I +U +U?) -1y = 0. O

En fait, comme My, (1) = S (1) @ CGy, pour étendre la notion de polynéme de
période des formes paraboliques aux formes modulaires de poids k sur SL(2,Z), il
suffit par linéarité de définir le polynome de période de Gy.

Proposition 82 — Pour k > 4 pair, le polynéme de période de la série d’Fisenstein
Gy est €gal a

X)=— X N
TGk( ) 2 p ( ) + —— (2 ) 1 ( )
ot ' B
+ k—2 — n+1 k—n—1 N
HOO=X2-1 a 0= 3 X
—1<n<k—1 (n+ 1! (k—n-1)!
n impair
Démonstration. — On utilise 'équation (49) du polynéme de période de Gy, avec les

égalités G1,(0) = —By/2k, L(Gy, s) = C(s)¢(s — k+1) 27, et les valeurs de la fonction

(2T En particulier, puisque ress—1 ((s) = 1 et {(2 — k) = 0, on a L(Gy,1) = ¢/(2 — k). L’équation
fonctionnelle de ¢ (voir (11)) et la relation de Legendre (10) pour I" donnent, pour tout entier n > 2

pair, Pégalité ¢'(—n) = ———C(n+ 1).

2(2 )"
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¢ aux entiers : (1 — 2n) = —Ba,/2n, ((2n) = —(2im)?>" Ba,/2(2n)! et ((—2n) = 0
pour tout n > 1, et ((0) = —1/2 (voir, par exemple, [Ten95, chapitre I1.3]). O

Remarque 83 — On constate que les valeurs de la fonction ¢ aux entiers positifs

impairs sont directement reliées a la valeur en 1 des fonctions L de séries d’Eisenstein,
via la formule : -
2im)PT

ﬁL(Gk, 1).

Cela fournit un exemple de la richesse arithmétique des valeurs en les entiers de la

bande critique des fonctions L de formes de Hecke.

(k-1)=2

Remarque 84 — On peut montrer de facon directe que les fonctions pZ et p, sont
des éléments de Wy Les relations I+S)pf=0UI+9)p, =I+U+U?-pf =0
se vérifient aisément. Pour vérifier que (I + U + U?) - p;; = 0, on introduit la fonction
génératrice

+00

1 B .
P(X,T)Zﬁ‘FZ%m(Xﬂﬂ %
m=1

On peut vérifier par un calcul élémentaire que P(X,T) = 1 coth(XT/2) coth(T'/2).
Or la fonction coth vérifie la loi d’addition :

a+ [+ v =0<«= coth(a) coth(8) + coth(a) coth(y) + coth(8) coth(y) = —1.
En appliquant cette formule & « = —XT/2, 8 =T/2 et v = (XT — T)/2, on obtient

P(X,T)+ P(1— %,XT) +P(— ﬁ,(xf DT) = -

ce qui donne, en calculant le coefficient de T%~2, la relation (I + U + U?) p, =0
pour tout k > 2 pair.

Comme pour le cas de Wy traité §10, 'action de la matrice € décompose Wk
en somme directe des parties invariantes et anti-invariantes par cette involution :
/V[7k = /W,:r D /V[Z; . On remarque immédiatement que /W,:r = W,:r , tandis que W, est
un sous-espace de codimension 1 de ﬁ/\k_ En effet, si ® € /Wk_, comme (I +5)-® =0,
les coefficients de X1 et X*~! sont égaux, donc la codimension est inférieure ou
égale a 1, et p,_ & W, .

12. Structure hermitienne de Wj et isomorphisme d’Eichler-Shimura

On donne maintenant les résultats obtenus par Eichler et Shimura qui justifient
I'intérét de la théorie des périodes de formes modulaires. On présente en premier lieu
I’isomorphisme de périodes. Cet isomorphisme a été établi pour les formes parabo-
liques par Eichler et Shimura (voir par exemple [Lan95]), puis étendu aux formes
non paraboliques par Zagier dans [Zag91].
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Theéoreme 85— L’application r~ : Sy (1) — W, est un isomorphisme de C-espaces
vectoriels.

L’application v+ : My (1) — W,:r est un isomorphisme de C-espaces vectoriels.
On a ainsi W, =r+(S (1)) @ Cpj.

Remarques 86

(1) De fagon équivalente, I'isomorphisme peut étre énoncé de la fagon suivante :
les applications r* : My, (1) — ﬁ/\ki sont des isomorphismes de C-espaces vectoriels.

(2) On peut définir un polynéme de période pour un élément F = (f,f7) €
M;, (1)* (voir la remarque 14) : soit f; € My, (1) et fo € Si (1) les formes modulaires
données, pour z € S, par f1(z) = [f(2)+ [ (—2)]/2 et fa(2) = [f(2)— f~(—2)]/2. Le
terme constant F/(0) du développement de Fourier de F est F(0) = f(0) = s/(f?)(O)
On pose, pour (ug, zg) € £~ x I,

() e - Fopx -2z [ e - EQ)x e
(/—(x) /Z() ) /’u,o z

(ot l'intégrale de ug & 2o se fait le long du chemin constitué de la géodésique dans
2~ reliant ug & 0 et de la géodésique dans A reliant 0 & 20). La fonction rp ne
dépend pas du choix de ug et zg, et les intégrales sont bien définies. On a rp(X) =
Thaf(X) +rp—p(=X) = 27“}’1 (X) + 27, (X). L'isomorphisme précédent peut étre
énoncé de la fagon suivante (o1 ¢, désigne la fonction 7 avec F' = (f, s71(g)) si f et
g appartiennent & My, (1)) : Papplication r : My, (1)i — Wy, donnée par r(F) = rp est
un isomorphisme d’espaces vectoriels; Papplication r* définie par r+(f) = ry s/2 est
un isomorphisme de My, (1) dans W,:r ; Papplication r~ donnée par r=(f) =ry _s/2,
qui n’est définie que sur Sy, (1), est un isomorphisme de Sy, (1) dans W, .

L’espace de polynomes associé aux périodes de formes modulaires, Wy, est donc
isomorphe a Mj (1)i. En fait, en vue de généraliser a d’autres espaces de formes
modulaires (par exemple aux espaces de formes modulaires de poids 1, voir [Mar]),
il apparait qu’une notion naturelle est de construire les périodes associées aux formes
modulaires sur C \ R continues aux pointes.

(3) L’isomorphisme précédent s’exprime en termes de cohomologie des groupes,
c’est sous cette forme qu’il a été démontré originellement par Eichler et Shimura.
Notons Vj, = Cp_2[X], et soit

le)ar(SL(25 Z)a Vk) = Z;ar(SL(25 Z)a Vk)/Bl(SL(27Z)7 Vk)v

ot Z1, (SL(2,Z),V}) désigne I'ensemble des 1-cocycles ¢ de SL(2,Z) dans Vj, tels qu’il

par
existe v € Vj, vérifiant ¢(T') = v—T"v (un tel cocycle est dit parabolique), et 'ensemble
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BY(SL(2,7),Vy) désigne I'ensemble des 1-cobords de SL(2,7Z) dans V4.(?®) On peut
démontrer que P'application ¢ — ¢(S) définit un isomorphisme de HJ, (SL(2,7Z), Vi)
dans un hyperplan de W) qui ne contient pas (Cp;, ce qui démontre qu’il existe un
isomorphisme entre Sy, (1) et H},.(SL(2,7),V}) (en effet, par le théoréme précédent,
7~ est un isomorphisme de Sy (1) dans W, ~, et v est un isomorphisme de Mj, (1)
dans W', et en fait de Sy (1) dans un espace de codimension 1 de W;"). Un tel
isomorphisme est donné par (f, f') — fgf,f', ow, pour (f, f') € Sk (1)%, on note fgf,f’
la classe de cohomologie du 1-cocycle ¢y, ¢ défini par

~v0 0
brp(v) = ; FX = 2)*2da + . )X =22 dz
-

pour v € SL(2,7Z), ou la premiere intégrale se fait le long de la géodésique reliant 0 a
~0 dans 7, et la deuxiéme le long de la géodésique reliant —y0 & 0 dans %~ (on peut
d’ailleurs choisir n’importe quel élément de P1(Q) & la place de 0 dans la définition
de ¢y ¢/, puisque cela revient a ajouter un 1-cobord, donc cela définit la méme classe
de cohomologie).

(4) Dans ce chapitre, on a parlé uniquement des périodes pour les formes modu-
laires sur le groupe SL(2,Z). Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,7Z) et
k > 2 un entier. On définit, pour f € Si(I),

ri(X, I'g) = /Ooo(fllcg)(Z)(X —2)F2dz.

C’est une fonction définie sur R x F\SL(2,Z), les fonctions X — r¢(X,I'g) pour
g € SL(2,7Z) sont polynomiales. En fait, de fagon plus générale, les espaces Si(I")~,
S,L(VIV) et Si(I') (qui sont respectivement les formes paraboliques sur '~ pour
I, les formes paraboliques pour le sous-groupe de congruence VI'V, ou V désigne
la matrice (§ % ), et les formes paraboliques antiholomorphes sur . pour I") sont
isomorphes (par exemple par les applications s1 : S (I') — Sp(VI'V)et sy : S, (I') —
Sk(I") définies par s1(f7)(2) = f~(—2) et s2(f7)(2) = f~(Z)). On peut donc définir
plus généralement une période 7y s, pour un couple (f, f1) € Si(I') x Sk(I') de la
fagon suivante :

rrn(X.Lg) = /0 Oo<f,|€g><z><X —2)F P da + /0 T [DE)X -2 dz

ce qui plonge Sy, (I") x Sg(I") dans I'espace des fonctions définies sur R x I’\SL(2’ Z)
polynomiales en la premiére variable. On définit une action de SL(2,7Z) sur cet espace

(28)Soit G un groupe agissant & gauche sur un espace V (c’est-a-dire soit V' un espace ayant une
structure de C[G]-module), les I-cocycles de G a valeurs dans V sont les applications ¢ : G — V
vérifiant ¢(gg’) = g- ¢(g’) + #(g). L’ensemble des 1-cocycles de G & valeurs dans V forme un groupe
noté Z'(G,V). Les 1-cobords de G & valeurs dans V sont les applications ¢ : G — V telles qu'il
existe m € V tel que pour tout g € G, ¢(g9) = g - m — m. L’ensemble des 1-cobords de G & valeurs
dans V forme un sous-groupe de Z(G, V), noté BY(G,V).
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par

dX —b ab
. = (— k=2 _ =
v P(X,Tg) = (~cX +a) P<_c>r +a,rm> pour < d) € SL(2,7).

On peut montrer que les fonctions ry ¢ satisfont aux équations de Manin, c’est-a-
dire appartiennent au sous-espace Wi (I") des fonctions ¥ : R x F\SL(Q,Z) — C
polynomiales en la premiere variable vérifiant (I +S)-¥ = (I +U + U?)- ¥ = 0.
Shokurov (voir [Sok80] page 634) montre que I’application r ainsi définie de Sy, (I") x
Sk(I') dans Wy (I") est injective, et il calcule explicitement la codimension de I'image
de r dans Wy (I).

On présente désormais quelques résultats sur les périodes de formes modulaires, qui
vont permettre de définir une nouvelle structure rationnelle sur les formes modulaires
et de démontrer I'isomorphisme d’Eichler-Shimura. Le premier théoréme permet de
transporter la structure hermitienne existant sur les espaces de formes modulaires sur
I’espace des périodes.

On définit sur Cy_2[X] ® Ci—2[X] une forme bilinéaire symétrique par

(1"
(*.%)

(51) (X", X" =én+m=k—2)

La forme (, ) vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 87 — La forme bilinéaire symétrique {, ) vérifie les propriétés suivantes :
(1) Pour tout a € C, (P(X),(X —a)k=2) = P(a);
(2) Elle est non dégénérée ;
(3) Poury € SL(2,2), P € Cy»[X] et Q € Co[X], (7 P,y - Q) = (P, Q).

On montre le résultat suivant :

Théoréme 8§Haberland). — Soit k > 4 un entier pair, et soit [ et g deux éléments
de Sk (1). Le produit scalaire de Petersson de f et g est donné par la formule

R =D TG i W | 4 [t oyt

o<m<n<k—2
m#Zn[2]

De facon équivalente, la formule précédente peut s’écrire en fonction des polynémes
de périodes de f et g :

1 . _
(53) (f,g):W«T*T ) TfTg)-
Démonstration. — Haberland a utilisé des arguments cohomologiques pour démon-

trer originellement ce théoréme (voir [Hab83]). On donne ici une preuve plus directe,
due & Kohnen & Zagier. Par définition du produit scalaire de Petersson, on a

—(20)"Y(f, 9) /F F(2)9(z)dzdz = — //F dz}

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



60 F. MARTIN & E. ROYER

ot on pose F(z) = [(Z — 7)F=2f(r)dr. On a en effet d[¢(z,%) dz] = $2(2,%) dz dZ,

z
donc ici

- __9F _

d [F(z)g(z) dE} = g(z)g—(z,z) dzdz = —(2 —2)*2f(2)g(2) dz dz.
z

On applique la formule de Stokes pour obtenir

(20)1(f,9) = / F(2)g(z)dz

OF
ot OF1 est le bord du domaine fondamental Fy. On a 0F; = A+ B—TA, ou A désigne
le chemin reliant ico & p = €%"/3 et B 'arc de cercle reliant p & —p = €'™/3 (voir la
figure 5).

B

T

FIGURE 5. Frontiere OF7.

Ainsi, on a

(201 (f.9) = / F(2)g(2) dz + /B F(2)g(2) dz

A-TA
Mais on constate que F(z + 1) = F(z), puisque f est modulaire donc (f|T) = f.
k

En effectuant le changement de variables z — z 4+ 1 dans la premiere intégrale, on a

fA—TA F(z)g(z)dz = 0, donc

(2i)1(f,g) = /B F(2)9(0) d=.

La matrice S, d’ordre 2 dans PSL(2,Z), envoie I'arc de cercle B sur lui-méme en
renversant ’orientation, donc

@) =5 [ G- g ( | reaEe- [ F(g,Z)g(SE»ﬁ)

en effectuant dans la deuxiéme intégrale le changement z — Sz = —1/z. Gréace a la
S-modularité de g, on trouve
1 1\ | —
@) =g [ [re -2 (1) e
2 /B z

Or, on a la relation
00 k—2 z
1 1 d
s ()= [ (ze1) A0S - [E- 0 twa
< —1/z T T 0

SEMINAIRES & CONGRES 12



FORMES MODULAIRES ET PERIODES 61

par S-modularité de f, en faisant le changement de variables u = —1/7. On en déduit
que F(z) —zF2F (=1/z) = r¢(%). Posons

H(X) = S(_m (k - 2) (/B Sh=2n ) dz) X",

Le polynéme H appartient & Cy_2[X], et on a H(X) = [59(2)(X — 2)*2dz. Par
définition de I'accouplement (, ), et en utilisant la formule (46), on trouve

o) =S (F ) [ = [ e

n=0

On en déduit la formule 2(2i)*=1(f, g) = (ry, H).

La fonction z — g(z)(X — 2)¥~2 est holomorphe, donc

P
HOO = [ o)X -2
p
quelque soit le chemin d’intégration dans 7 joignant p & —p. Pour 2y € J#, posons

(0 = [ @00 -2

Z0

Alors H = H, — Hz. On a (par la méme démonstration que celle de la proposition 77)

(v -H  )(X)= /’YOO g(2)(X — 2)*=2dz pour tout v € SL(2,Z).

Z0

On en déduit les formules
(I-U)-H,|(X)= / g2 (X —2)*2de=ry(X) et T7' - H,=H_,

0

d’ou

H=(T"'-1)-H.
On obtient donc
2(20)" N (f,9) = (ry, (T~ = 1) - H_p) = (ry, T""H _p) — (ry, H p)
=(T-rp,Hog) —(rg, Hog) = (T = 1) 15, H_5).

Or on a

[(1=U*)(U-U?)([oc]-[0]) = (I=U*)([0]-2[1]+[oc]) = 3([0]—[1]) = 3(T"—I)([oc] - [0])
dans Z[P1(Q)]. D’aprés la remarque 80, on en déduit légalité (T' — I) - ry =
%(I — U (U - U?) - ry. Ainsi

2201 (f.9) = §<<I ~ U - U?) -1y )

(U=U?) 1y, (I-U) Hop) = (U -U?)ry,75).

C»Dl*—‘
Wl =
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Or on a les égalités U = ST~ et U? = T'S dans PSL(2,Z). Comme (I +5)-rf =
(I+S)-ry =0, on obtient

6(20)" 1 (f,9) = (ST™' = T8) - rs,7) = (ST +T) - rs,75)
= (T rp, S-Tg) + (T -15,7)
= (T —T7") rp,7y)

ce qui prouve la proposition. La formule (52) se déduit de la formule précédente,
puisque d’apres la formule (46) on a

(T—T7 ") rp(X)=rp(X —=1) —rp(X +1)

= % o=t ) () eeatnan. o

o<m<n<k—2

On montre ensuite le théoréme suivant, dit & Kohnen & Zagier (voir [KZ84| page
246(29)), qui généralise le théoreme 88 au cas ot 'une des deux formes n’est pas
parabolique.

Théoreme 89— Soit f € S; (1) et g € My (1). Le produit scalaire de Petersson de f
et g est donné par la formule

620 (f.9) = {(0-1)ry 7 2 (5) x4 )42 00t xe,

Remarque 90 — Le polynéme X*~! n’est pas un élément de Cy_o[X], mais les élé-
g(0

ments (771 —T) - X* 1 et ry(X) — %(I — 8) - X*~! appartiennent & Cj_5[X]

(d’apres la formule (49)), la formule précédente est donc bien définie.

Démonstration. — On reprend le schéma de la démonstration du théoreme 88 : on a

2(20)" 1 (f,9) = (ry. H)

~»
ou H(X) :/ g(2)(X — 2)*2dz. On définit, pour zy € S, le polynéme H,, €
o
Cr—2[X] par
Y RS Y N () Ry S R
Hao(X) = [ (9(2) =G(O)(X = 2)* P dz+ == [(X — 20) Xt

(29)On notera que dans cet article le polynéme de période pour une forme non parabolique est défini
de maniere différente.
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On a les relations suivantes :

(54) H=H,—H ;

(55) (I—U)-H,ﬁ:rf%(FU).X’H
(56) T°'H ;=H,— %(T‘l —1I)- Xk 1,

On obtient la formule

220" (f,9) = (ry, (071 = 1) - (A5 + g(fo)kal»
9(0)
k-1

=((T—-1)rs, H3) + (rp, (T71 = 1) X*=1y,

Comme dans la démonstration du théoréme 88, on a, en utilisant I’équation (55),

(T =1)-rs,Hp) = %<(ST_1 +T)-r;,(I-U)-Hp)

1 _1 — g(0) k-1
- 3<(ST +T) Ty — (- U)X >
puis, grace & S -ry = —r, et SU =T~ dans PSL(2,Z), on obtient
6(20)*1(f,9) = <T-rf Tg — 9(0) (I-U)- X’H>
’ Y k-1

(T g+ g(@(s ~ T XEY 4 (g, %(T‘l —1)- X5

ce qui donne la formule

620) () = (@ 17 rp75 — 201 -5y )

E

+ (BI+ST+T7 ) rp, (T —1)- X*71),

o~

-1

On a dans Z[Py (Q)] Pégalité (T~ +ST+3I)([oc] —[0]) = 2([oc] —[0]) +2([oc] — [~ 1])

63

2(I + T71)([oc] — [0]), donc d’apres la remarque 80 on a (31 + ST +T71) - ry =

2(I +T71)-r¢, on en déduit 'égalité

(BI+ST+HT™ Y rp, (T —1)- XY =2(rp, I+ T) (T — 1) - XF71)
2(ry, (T™H = T)- X*7)

ce qui montre le théoreme.
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On détermine I'image de Sy (1) par r+ : en effet, en appliquant le théoréme 89 &
g = Gy, on calcule

(57) 6(20)F1(f, Gr) = gf;r%(k =2)lry (1)

e N Buus B, 2
Sy D (n) (kkleﬁ)!(ﬁfrl)!rn(f)_Qk(Tkl)Z( n )r"(f)'

n=0/¢=n+1 n=0
pair impair pair

De plus, on a r;(l) = 0 : en effet, le polynéme ¢ appartient a W, , donc est
annulé par les relations de Manin, et en particulier on a (I —T—1—7"71). ry =0 (car
(I—=T71=T"71)(Joo] — [0]) = 0 dans Z[P1(Q)], voir la remarque 80). Cette égalité au
point X = 0 montre que 7} (1) = 0.

Puisque f est parabolique, on a (f, Gx) = 0, on déduit de la formule (57) la relation

k—2

(58) feSk(1)=> di(n)rn(f) =0
n=0

avec

k-3
By (k-1 £\ Br_1-¢ B
d =92k .
k() =273 ( n >+2_HZH (n) k—1-0({+1)
impair

pour 0 < n < k — 2 pair9),
Corollaire 91 — Le polynome p'k" n’appartient pas & limage de Sy (1) par r.

Corollaire 92 — Les morphismes v~ : S, (1) — W, et vt : My (1) — W5 sont
injectifs.

Démonstration. — Soit f € Sk (1) un élément de kerr™ Ukerr~. D’apres la formule
(52), on a (f,f) = 0 (puisque par hypothese les coefficients r,,(f) sont nuls soit
pour tout m pair, soit pour tout m impair). Cela entraine f = 0. On en déduit que
le morphisme r~ est injectif et que rt restreint & Sk (1) est injectif. Comme on a
My, (1) = Sk (1) & CGy, et r7(Gr) = p ¢ r7(Sk (1)) d’apres le corollaire 91, on en
conclut que le morphisme r : My, (1) — W, est injectif. O

Pour terminer la démonstration du théoreme 85, on va montrer que ces morphismes
sont en fait bijectifs par un argument de dimension.

Proposition 93 — On a ’égalité dim Wy, = dim My, (1) + dim Sy, (1) pour tout entier
pair k > 4.

(39 Dans [KZ84], Kohnen & Zagier obtiennent une expression différente de cet hyperplan en utilisant
certaines équations vérifiées par les nombres de Bernoulli.
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Démonstration. — On note dans cette démonstration Vi, = Ci_2[X]. Posons Vks
et VkU les sous-espaces de Vi invariants par ’action de S et U. L’action de S
définit un endomorphisme involutif de V; donc diagonalisable sur V;. On a ainsi
Vi = V2 @ ker(I + S). De méme, en notant w une racine primitive cubique de
I'unité, le polynéme minimal de I’endomorphisme de Vj induit par I'action de U est
(X — 1)(X —w)(X — w?). Ainsi Vy = ViV @ ker(U — wI) @ ker(U — w?I). D’apres
le lemme des noyaux, ker(I + U + U?) = ker(U — wI) @ ker(U — w?I). La forme
bilinéaire symétrique sur Vi, définie en (51) est non dégénérée. Pour tout sous-espace
vectoriel F' de Vi, on a donc dim F + dim F+ = dim Vj. Comme (, ) est invariante
par SL(2,Z), on a V;° | ker(I + S) (puisque si P € V¥ et Q € ker(I + S),
ona (PQ) =(S-PS-Q) =—(P,Q)). En comparant les dimensions on en dé-
duit que ker(I + S) = (V;%)*. Pour la méme raison, on a V;V L ker(U — wl) et
VYV L ker(U — w?I) :si P € VU et Q € ker(U — wl) (resp. ker(U — w?I)), alors
(P,Q)=(U-PU-Q)=w(P,Q) (resp. = w?(P,Q)). Ainsi

ker(I + U + U?) = ker(U — wI) @ ker(U — w?I) = (V}V)*.
On en déduit que
(59) Wi = (V) n (V)T = (v + vt = (e vt

La derniere égalité résulte de T = U2S : si P est un polyndéme invariant par S
et par U, il 'est par T et est périodique donc constant. Or si k # 2 les polynémes
constants non nuls ne peuvent pas étre invariants par S a cause de la propriété P(X) =
Xk=2P (~1/X). On déduit de (59) que dim W}, = dim V}; — dim V¥ — dim V}V.

On calcule ensuite la dimension de V;%. Posons S, (X) = (X —i)"(X +i)k—2—n,
_____ k—2 est une base de Vj. Chaque S,, est vecteur

propre de I’endomorphisme induit par 'action de S de valeur propre (—1)"i*~2. La
dimension de V;¥ est donc égale & #{n € {0,...,k —2}: (—=1)"i*=2 = 1}. On trouve

dim V¥ = #{n € {0,...,k —2}: 2n5k72[4]}:1+2L¥J.

Pour calculer dim VY, on considére les polynémes U, (X) = (X +w)"(X +w?)*=27n,
La famille de polynémes {Up}n=o.,...,
propre de ’endomorphisme induit par I'action de U de valeur propre w*=2*". On a
donc dim V)V = #{n € {0,...,k — 2}: wF=2*" = 1}. On trouve

k2 est une base de V. Chaque U, est vecteur

dikaU:#{nE{O,...,kf2}:2nzk72[6]}:1+2L$J.
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Ainsi, on a, pour tout k > 2 pair, la formule

dimW, =k —1— dim VkS — dim VkU
k—2 k—2
=k—-1—-(2+2|—— 2 ——
(2+2 21552

C[20E]+1 sik #2012
_{QL E]—1 sik=2[12]

[

[
= dim My, (1) + dim Sk (1)

(

d’apres les formules données dans le corollaire 26 (la troisieme égalité est vraie pour
tout k pair € {4,...,14}, et la différence entre les termes de gauche et de droite est
périodique modulo 12). O

On termine maintenant la démonstration du théoreme 85 & ’aide du corollaire 92
et de la proposition 93. Les morphismes 7+ : My, (1) — W, et r= : Sy, (1) — W, sont
injectifs d’apres le corollaire 92. En particulier, dim W,5 > dim M, (1) et dim W, >
dim Sy, (1). De plus, d’apres la proposition 93, on a

dim Wy, = dim W, 4+ dim W, = dim M, (1) + dim Sk (1) .

Cela prouve dim W, = dim My, (1) et dim W, = dim Sy, (1) puis la bijectivité de r*
et r~. De fagon équivalente, I'application r : Mj (1)i — W}, définie dans la re-
marque 86.3 est un isomorphisme.

Par un argument de dimension conséquence de la proposition 93, 'implication (58)
est en fait une équivalence : si f € My (1)

fESk <:>de =0.

palr

13. Structure rationnelle de W

Soit k > 4 un entier pair. On suppose désormais que f est une forme de Hecke
normalisée (voir paragraphe 7.3). Le résultat principal sur les structures rationnelles
des périodes est le théoréme suivant, di a Eichler et Shimura.

Théoréme 94 — Soit f une forme de Hecke normalisée de My, (1). Il existe deux
nombres complexes non nuls wf € iR et wy € R tels que les polynomes Ty /wf et

Ty /wf sont & coefficients dans Q(f). De plus, on peut choisir wf etwy de telle sorte
que w}"w; =i(f, f).

Ce théoreme, comme on le verra ci-apres, définit une structure rationnelle sur les
formes modulaires différente de celle donnée par les opérateurs de Hecke.

On va indiquer, dans ce qui suit, quelques résultats qui permettent d’établir le
théoreme d’Eichler et Shimura.

On utilise d’abord une proposition de Rankin [Ran52] :
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Proposition 95(Rankin). — On suppose que k = h + 1, avec h,l > 4 des entiers pairs
tels que h > 1. Soit f une forme primitive de Sy (1) et g € M, (1). On a

(fagGh) = -

Bk = 2)! & fm)or s (m)

2h(4m)k—1 mb-1

m=1

(60) (f,GrGy) = —

On applique le lemme suivant

Lemme 96 — Soit f une forme primitive de Sy (1) et soit s € C. Alors pour tout
u € C tel que?ﬁeu>s+(k—1)/2 on a

/\

- f L(f,u)L(f,u—s)
Z CCRu—k+1—s)

=1

Démonstration. — En utilisant (32) et la multiplicativité des coefficients de Fourier
de f, on obtient, pour tout j > 1 I'égalité

. —j+1
) = ar(p)*! = as(p)
ag(p) — ay(p)

ce qui implique le résultat par égalité des développements eulériens. O

L’expression des périodes grace aux fonctions L implique, lorsque h # [, la

Proposition 97 — On suppose que k = h + 1, avec h,l > 4 des entiers pairs. Soit f
une forme primitive de Sk (1). On a

sy =(5) niomaw)

Remarque 98 — Zagier montre dans [ZagT77, Proposition 6] que cette égalité est

valable également pour h =1 = 3

On peut généraliser cette identité en utilisant les crochets de Rankin-Cohen
(puisque G, G| =[G}, Gilo). On rappelle (voir §6) que pour f € My, (1), g € M; (1)
et n > 0, le n® crochet de Rankin-Cohen de f et g est défini par

[f, gl = (2;)” Z (—1)" (h + Z - 1) (l + 7; - 1) FOI gl

r4+s=n

qui est une forme modulaire appartenant & Mp 4oy, (1). Rankin [Ran52] généralise
le résultat obtenu dans la proposition 95 :
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Proposition 99(Rankin). — On suppose que k = h+ 1+ 2n, avec h,l > 4 des entiers
pairs et n > 0. Soit f € S (1) et g € M;(1). On a

(7 l0:Gl) =~ gy (’””‘1)Zf fmgtom),

De cela, on déduit

Proposition 100 — On suppose que k = h + 1+ 2n, avec h,l > 4 des entiers pairs et
n > 0. Soit f une forme primitive de Sy (1). On a

(/. 1Gh. Gil) = (f)H (")t

2 n

Enfin, on généralise la définition du crochet de Rankin-Cohen en prenant en compte
la série d’Eisenstein non modulaire G2 (voir §6). On pose, pour h,l > 2 des entiers
pairs et n = 0,

. 1 (=1)"(1=2) ((nt1) , 3(h=2) L(nt1)
[Gh,Gl]n_[Gh,Gl]n+2(2m)n+1( el S -

La fonction [G}, Gi]} est une forme modulaire appartenant a Mpi42, (1).
On obtient finalement [KZ84] :

Proposition 101 — Soit f € Sk (1) une forme primitive. On suppose que h+142n = k,
avec h,l > 2 des entiers pairs et n > 0. Alors on a

(.G, GilE) = (—) (") raOrnath),

2 n

Corollaire 102 — Soit f € Sy (1) une forme primitive, et soit 0 < n < m <

deuz entiers tels que m # n[2]. Alors on a

(—Qi)k_l
(*?)

Remarque 103— Pour prendre en compte la série d’Eisenstein G5 non modulaire de

B
\
—_

T (f)rm(f) = (fs [Grk—1-m—n, Gm—n+1]},) -

poids 2, on a besoin d’introduire les crochets de Rankin-Cohen [, ]%. Ainsi, on aura
la formule du corollaire précédent pour tous 0 < n < m < % — 1, avec n # m[2].

Corollaire 104 — Soit f une forme de Hecke normalisée de My (1), et m % n[2],
0<mn<k—2. 0Ona

rm (f)ra(f)
i(f, )

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que f est parabolique. On a

ri(f) = £re—2—;(f)

€ Q(f).
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puisque le polynome de période ry vérifie (I +5)-ry = 0; on peut donc supposer que
0<n<mc< % — 1. D’apres le corollaire 102, on a donc

. , _1)&9k-1
nDrald) _ CVE2 v Grnstll).

i (*7)
L’ensemble des formes de Hecke normalisées { fo = Gy, f1, fo, ..., fw} de M} (1) forme
une base orthogonale de Mj, (1). Ainsi, si g = >, ¢ fi, on a (g, fi) = ci(fi, fi)-
Or les crochets de Rankin-Cohen sont définis sur Q : pour tout corps de nombres K,
[, ] envoie M[(1) @ MF(1) sur M, 5, (1) (ou M (1) désigne I'ensemble des
formes modulaires de poids m sur SL(2,Z) dont tous les coefficients de Fourier ap-

partiennent a K). Les coefficients de Fourier des séries d’Eisenstein sont rationnels,
on en déduit que
[Gk—l—m—na Gm—n-‘rl]; € Ml?(l)
Notons Y., ¢; fi la décomposition de [Gr—1—m—n, Gm—n—-1]5 danslabase { fo, ..., fuw}-
Pour tout i € {0,...,w} on ac¢; € Q(f;) : en effet, soit o € Gal(Q/Q(f;)). On a d’une
part
U([kalfmfnv Gmfnfl]m = [kalfmfnv Gmfnfl]:z

et d’autre part,

o([Gr—1-m—n, Gm-n-1]y) = o(ci) fi + Z olc)ff
J#i
puisque f¢ = f;. D’apres la proposition 72, la base { fo, ..., fu} est globalement inva-
riante par o (car fo = Gj est a coefficients rationnels), donc {f;};zi = {f7};xi-
Par unicité de la décomposition dans cette base de [Gr—1-m—n,Gm-n-1]5, on a
o(c;) = ¢ pour tout o € Gal(Q/Q(f:)), donc ¢; € Q(f;). Cela montre ainsi que
(fs[Gr—1—m—n> Gm-n+1]i) = c(f, f) avec ¢ € Q(f) pour toute forme de Hecke nor-
malisée f € My (1), ce qui montre le corollaire pour les formes paraboliques. Lorsque
f n’est pas parabolique, c’est une série d’Eisenstein Gy, et la preuve dans ce cas résulte
des formules données ci-apres au début du paragraphe 14. O

On termine la preuve du théoréeme 94. Grace au théoreme 85, il existe n pair
(resp. impair) tel que 7, (f) # 0. D’autre part, r,(f) € i"*'R : si f est primitive cela

résulte de
+oo

o (f) ="t / Z Fln)e=2™ 4 at
0 n=1

(on rappelle, voir proposition 73, que si f est primitive f(n) € R pour tout n > 1)
et si f est une série d’Eisenstein cela résulte de la proposition 82. Le corollaire 104
implique donc 'existence de w}r € iR et wy € R tels que rfi /cu]jcE est a coefficients
dans Q(f). Pour tous m et n de parités différentes, on a r,,, (f)rn(f) € w}rwf_(@(f) et
le corollaire 104 implique w}"w]? e i(f, HQ(Sf). Quitte & diviser w}" par un élément de
Q(f), on obtient le théoréme 94.
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14. Quelques exemples

L’objet de cette partie est de montrer que la théorie introduite précédemment est
explicite. Autrement dit, on peut calculer, avec la précision voulue, les valeurs de
fonctions A aux entiers et les nombres w*.

On a déja vu que le polynéme de période de la série d’Eisenstein Gy, de poids k est

défini par
(k=2)TC(k=1) p > Bni1 Br-n-—1
X)=- X -1 X",
r6(X) T )+_1<;k_1 G+ D) (k—n—1)
n\im;air
On voit donc qu’en posant par exemple wg, = — (k;w et wgk = % Wg,» on a

bien rék/wa € Q[X] et g, /wg, € +Q[X].
De plus, Rankin a montré qu’on peut définir le produit scalaire de deux formes

modulaires non paraboliques de la fagon suivante : si f(z) = Y. - f(n)g" et g(z) =
>0 5 g(n)g™ sont des éléments de Mj, (1), on pose

m(k —1)! < Fn)aln)
(.0 = g e | 2 7]

On en déduit la formule (voir [Zag91]) :

(k—2)! By

(Gk,Gr) = W%C( —1).

On a wl wg, [i(Gr, Gr) = (=1)Fk!12572/(k — 1) By, € Q(Gx) = Q donc quitte & mul-
tiplier les constantes wgk et wg, par un rationnel on peut avoir wgkwék = i(Gg, G).

Considérons la forme parabolique A de poids 12 sur SL(2,7Z). On sait que Q(A) =
Q, et on peut calculer son polynéme de période. En traduisant I’appartenance de ra

aker(I +S)Nker(I +U + U?), on obtient les relations

(61) A(A,2) = A(A, 10)

(62) A8A (A, 4) = 48A(A, 8) = 25A(A, 10)
12A(A, 6) = 5A(A, 10)

(63) A(A, 1) = A(A, 11)

(64) A(A,3) = A(A,9)

(65) 14A(A, 5) = 14A(A, 7) = 9A(A, 9).

Elles conduisent a
ra(X) = gA (A,10) [4(X? + X) — 25(X" + X?) +42X°] .
Le corollaire 102 et la relation (45) fournissent

AADA(A,4) =2 (A, GsGy) .
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Or, GsG4 € M3 (1) = CG12 + CA, on a alors GgG4 = aG12 + SA puis, par ortho-
gonalité des séries d’Eisenstein avec les formes paraboliques, (A, GsG4) = B(A, A).
Apres considération des deux premiers coefficients de Fourier de GgG4 et A, on trouve

15
s 2764
7680

(66) AA DAL 4) = Z=(8,A),

puis

Le corollaire fournit aussi

AA,BA(A, 4) = 208

5 (B [Ge, Galy).
On a [Gs, Go]s = —45—8A de sorte que

(67) AA,3)A(A, 4) = %(A,A).

Compte tenu de (63) et (64), on déduit de (66) et (67) la nouvelle relation
(68) 1620A(A, 9) = 691A(A, 11).
Les équations (63) & (65) et (68) conduisent &

691 36

ri(X) = giA(A, 11) {@(X10 —1) - X*(X? - 1)3} :

On déduit du théoréme d’Eichler-Shimura ’existence de deux nombres rationnels non
nuls ¢~ et ¢ et de w, € R* et wX € 1R* tels que

ra(X) =q wx [4(X?+X) —25(X7 + X?) + 42X7]

36
rA(X) =q"wy [@(Xlo —1) - X*(X? - 1)3}
avec
(69) NS gA (A, 10)
(70) gtwl = %iA(A, 11).

On exige de plus la relation
wiwk =i(A,A)
qui équivaut a
b 3455 A(A,10)A(A,11)

1 _
(7D 19T (A, A)
Compte tenu des équations (61), (63) et (66), on calcule
A(A,2) 73728
A(A10)A(A11) = AADAA4) = ——(AA).
(A 0)A(A,11) = FRTAA DA ) = T2 (8.4)
En reportant cette derniére équation dans (71), on obtient
q qt =1024.
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Le report dans (69) et (70) donne

W = iA (A,10)

2q_
691qg_
I=——iAA 11
“a = 3gse1 MA LD
le choix de ¢~ rationnel non nul étant libre. On choisit ¢— = 9 (ce choix correspond

a D'entier compris entre 0 et 50 qui minimise |w, — wX|). Le calcul numérique de
A(A,10) et A(A,11) conduit &

wx =~ 0,00102991957
w} =~ 0,00100528437i.

De la méme fagon, en notant A (resp. Agg) 'unique forme parabolique de Si6 (1)
(resp. S20 (1)) de premier coefficient de Fourier égal & 1, on a

7
Tae(X) = —=A (A6, 14) [36(X ™ + X) — 245(X " + X%) 4+ 539(X? + X°) — 660X ]

18
=1lwy  [36(X" + X) —245(X ™ + X?) +539(X” + X°) — 660X ]
3617 . 1440
7,00 = T (Ao, 19) [ ZT20E - 1) = XX - DP(X + 1PX1 - X4 2)
53248 . [1440 _,, , ; on s
= — — (X" -1 - X (X -1 X+1)P2X" - X 2
ek, | = ) - X2 - 0P+ 1 +2)
avec
W ~ (0.001491441716788956
16
Wi, =~ 0.001454338659817413i
puis

T, (X) = 89wy [108(X'7+X)—715(X "0+ X?)+1452(X "+ X%)—1560(X ' +XT)

+1430X7]
et
174611
+ _
"0 (X) = 5351040
+ [ 26460

(X 1) - X3(X2 1) X2 - X +1)(X2+ X +1)(3X* —4X? 4+ 3)

“Yas0 | 174611

avec

w3, = 0.00286483047698151449
wg,, = 0.00288517648708085742i.
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15. Les structures rationnelles sur M (1)

L’étude précédente permet de définir deux structures rationnelles différentes sur
Pespace des formes modulaires de poids k sur SL(2,7) :

— La structure rationnelle canonique est donnée par Sp°(Q) = Sk (1) N Q[[q]],
et plus généralement si K est un corps de nombres plongé dans C, par S (K) =
Sk (1) N K[[q]] : ce sont les formes paraboliques dont tous les coefficients de Fou-
rier appartiennent a K. D’apres les propriétés sur les corps de rationalité des formes
primitives, on sait qu'on a Sp°(K) ®x C = Sk (1). On définit de la méme facon
MX(K) = M; (1)NK[q]] = SP(K) ® KGyj, (pour tout k > 4).

— Par dualité via le produit scalaire de Petersson, on peut définir ’espace

SUK)={feSk(1):(f,g) € K pour tout g€ Sg°(K)}.

On peut définir deux nouvelles structures rationnelles sur les formes modulaires, a
savoir, si K est un corps de nombres :

SEK) ={f € Sr(1): r.(f) € K pour tout n tel que (—1)" = +1}.

De méme on définit M (K).

Les espaces W,j et W, étant définis par des équations rationnelles, I'isomorphisme
donné au théoreme 85 montre qu'on a I'égalité Sy, (1) = Si¥(K) @k C (et de méme
My (1) = ME(K) @ C).

Ainsi, par exemple, on a S55(Q) = QA, Si;(Q) = QA/wi. On voit également que
Gi € MP(Q), G € My (Q) et ZZ2 Gy € M (Q).

On donne maintenant quelques résultats sur les espaces S,j (Q) et S, (Q). Soit f
une forme primitive de Sy, (1), on note orbite(f) son orbite sous I'action de Gal(Q/Q)
(voir page 46). Posons d = [Q(f) : Q|, Iy ’ensemble des d plongements distincts de
Q(f) dans C égaux a l'identité sur Q. On a orbite(f) = {f7}ser;-

Lemme 105 — Pour tout o € Iy, les constantes w?ﬁ, du théoréeme 94 peuvent étre

choisies de maniére a avoir l’égalité

rm(f7) ( T (f) )"

=n~
Wpo wy

pour tout entier 0 <n < k — 2.

Démonstration. — Soit 0 < n < m < k — 2 des entiers tels que n Z m[2], et soit
G = [Gk—l—m—n; Gm—n—i—l];-

Notons G = >, ¢; f; sa décomposition dans la base orthogonale composée des formes
de Hecke normalisées. On a ainsi

G=> cfT+ > by

TEly fi¢orbite(f)
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la seconde somme contenant 1’éventuelle série d’Eisenstein. Soit o € Gal(Q/Q). La
forme modulaire G appartient & M°(Q), ce qui prouve que G” = G. Or orbite(f) est
invariante par l’action de o, donc on a 1’égalité

(72) 6= e 177+ §j)qﬁf.

T€ly fi¢orbite(f

D’autre part, la multiplication par o|g(s) induit une permutation de Iy donc on a

(73) G=> crof+ > cifi
rely figorbite(f)
La décomposition étant unique, on déduit de (72) et (73) I’égalité (en prenant 7 = I
par exemple) cfo = (cf)?. Comme vu dans la démonstration du corollaire 104, on a
donc
() (f7) (DY (CDERT N ()
i(fe, fo) (k;2) Cro = ( (k;2) Cf) = ( i(f, ) )
(Jw)rm(fd) (Tn(f)rm(f)

Cela prouve l’égalite = a—
wfc,wfc, wwy

o
) . On peut alors choisir les

constantes w}tc, satisfaisant aux hypothéses du lemme. Par exemple si ro/(f) # 0,

on pose

__ilhf
W}_ = r2l(f)a wf = (w}, )a
et pour tout o € Iy,
g (e
N €t id)
f f wfg

Le résultat s’étend a tous les entiers 0 < n,m < k — 2 grace aux équations fonction-
nelles vérifiées par ry. O

On déduit du lemme 105 le

Corollaire 106 — On suppose avoir choisi les constantes w]jf, pour f forme primitive
de Sk (1), de facon a ce qu’elles satisfassent les égalités du lemme 105. Alors on a
l’équivalence

(74) g€ SHQ <:>g—zz j[fff

[f] o€ly

ot [f] décrit I’ensemble des orbites de la base des formes primitives sous Gal(Q/Q),

et ay € Q(f).

Démonstration. — Le sens < est une conséquence du lemme 105 : soit [f] une orbite,
et
+ _ ( ) o
g =2 I
G’GIf fe
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on a, pour tout entier 0 < n < k — 2 vérifiant (—1)" = £1, Pégalité

<
3
—
Ne)
< H
|
Q
~
N~—
Q
<
3
H{~
Q
N~—

O'Glf ng
arry(f)

> T ) €Q

O'Glf f

car ce dernier élément est invariant par /. Cela prouve que gﬁ] € Ski((@), donc

g = 95 € Sp(Q.
7

La réciproque se montre par un argument de dimension : le Q-espace vectoriel S;(Q)
est de dimension dim Sy, (1) : en effet, les équations définissant W}, dans Ci_o[X] sont
4 coefficients rationnels, donc les Q-espaces vectoriels Si(Q) = +(Q[X] N W) sont
de dimension la dimension du C-espace vectoriel Sy (1). Par ailleurs, 'ensemble des

=3 ¥

[f] o€ly

fonctions

ol ay décrit une base de Q(f) est un Q-espace vectoriel de dimension

SIQ() : Q) = 3 # orbite(f) = dim S (1)
] ]

(voir page 46) ce qui montre I’égalité de ces Q-espaces vectoriels. O

Proposition 107 — Les espaces S,j((@) et S, (Q) sont duaux par rapport au produit
scalaire de Petersson (a un facteur i prés) :

g € SE(Q) < (g,h) € iQ pour tout h € S;F(Q).

Démonstration. — On montre d’abord l'implication =-. Soit g € S,j'(@) puis h €
S, (Q). D’apres le corollaire 106 on a une décomposition

02 =3 ()7 )
[fl o

wfa

et de méme

he) =33 (o £
(11 @ fe

ou [f] désigne un ensemble de représentants de formes primitives de Sy (1) non conju-
guées et o décrit Iy, avec ay et [y éléments de Q(f), et on w]jﬁ, sont les nombres
complexes associés a f? par le théoreme 94 et le lemme 105. Les formes primitives
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constituent une base orthogonale, et les corps Q(f) sont totalement réels (voir §9.1),
donc on obtient

(0.1 = 3 ()" (37)° LD
f] o

fe¥se
—iy Y (aB)7 €iQ.
(7l o

De méme, on obtient le résultat pour g € S; (Q) et h € S (Q).
Les espaces vectoriels S (Q) et S, (Q) étant des Q-réseaux de Sy (1) (c’est-a-dire
des Q-espaces vectoriels de dimension dimg S (1)), I'implication < est conséquence

de I'implication =. O

L’espace S, (1) étant un espace hermitien, on peut définir pour tout n€ {0, ..., k—2}
la forme parabolique R,, donnée par (f, R,) = r,(f) pour tout f € S (1). Kohnen &
Zagier ont étudié les formes paraboliques R, et leurs polynémes de périodes. Ainsi,
on a par exemple le résultat

Proposition 108 Kohnen & Zagier). — Soit k > 4 un entier pair et 0 < n < k—2 un

entier. On a

otwe=(=1)""" et Bp(X) =220 (7)BX™" est le m® polynéme de Bernoulli.

Bn+1(X)
n+1

Démonstration. — La preuve est détaillée dans [KZ84, §1.2 et 1.3]. Elle se base sur
la formule de Cohen suivante [Coh80)] :

_ ﬂ(k';f) R (Z) _ Z 1
e (2b)epsLie2) (a7 + ByHea 4
cd ’

valable pour tout 0 < m < k—2. Cela permet de déterminer par un calcul d’intégrales
+

les polynomes de périodes ry . o
16. Conjectures de Kohnen

Pour terminer, on donne la conjecture de Kohnen, sur le lien entre les structures
rationnelles sur les espaces Sk (1) et My (1) :

Conjecture 109Kohnen). — Soit k>4 un entier pair et K un corps de nombres. On a
M) A ME(K) = {0} et S;(K) NS (K) = {0},

On peut ainsi donner un corollaire a la conjecture concernant les formes parabo-
liques primitives.
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Corollaire 110 — Si f € Sk (1) est une forme primitive, alors les périodes r;(f) sont
nulles ou transcendantes, pour tout 0 < i < k — 2.

Si on applique la conjecture de Kohnen aux séries d’Eisenstein G, on obtient :

Conjecture 111 — Les réels ((2k + 1)/m?**1 sont des nombres transcendants, pour
tout k > 1 entier.

Remarque 112 — Un résultat démontré par Bertrand en direction de cette conjecture
est le suivant : les périodes d’une forme primitive parabolique de poids 2 et de niveau N
sont soit nulles, soit transcendantes (voir [Ber79]).

PARTIE III
PERIODES ET STRUCTURES DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, on donne un certain nombre de résultats et de conjectures sur
le lien entre formes modulaires et périodes (au sens de Zagier-Kontsevich), et sur les
propriétés différentielles satisfaites par les formes modulaires.

17. Opérateurs différentiels sur les formes modulaires

On se place ici sur les espaces My, (1). On souhaiterait pouvoir définir un opérateur
différentiel sur 'algebre graduée
M, (1) =@ My (1) = C[G4, Gs]
k
(voir le corollaire 28).
La premieére idée est de considérer la dérivée d'une forme modulaire. On note a
partir de maintenant

B _ldfo 1
D()() = DI(z) = 5= G (2) = 5 F O (2),
avec les notations du paragraphe 6. Si f(z) = :i% A(n)q", alors Df(z) =
T nf(n)g". Si f € My (1), alors Df vérifie
+b k¢
DD pr (¥ %) _ p A
(75) (e +dy 6207 (Z20) Dy 4 55— (e)

pour toute matrice (‘Z 2) € SL(2,Z). Si f n’est pas une fonction constante, la fonction
D f ne vérifie pas la condition de modularité et n’est donc pas modulaire. Supposons
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en effet, par Pabsurde, que Df est modulaire de poids £ avec f non constante (soit
k #0). En comparant (75) et la condition de modularité de poids ¢, on obtient

k
[(cz +d)" — (cz+d)* 2| Df(z) = %c(cz + d)* f(2).
Ayant fixé z € # et ¢ =1, on en déduit que le polynome
k
(76) Kz+XV4%z+XY*ﬂDf@yfZ;@4zXf“f@)

s’annulant sur 'ensemble infini des entiers est nul. Si ¢ = k + 2, cela implique f = 0.
Si £ # k + 2, la considération du coefficient de X™2x(:++2) implique Df(z) = 0 puis
(apres report dans le polynéme (76)) f(z) = 0. Notre but est d’agrandir I'espace des
formes modulaires de fagon & obtenir un espace stable par dérivation.

17.1. Formes quasi-modulaires

Définition 113 — Soit k& et s deux entiers positifs. Une fonction holomorphe
f 2 —C est une forme quasi-modulaire de poids k s’il existe fy, f1, ..., fs fonctions
holomorphes sur J# et vérifiant la condition de croissance()

(77) il existe a > 0 tel que fi(z) < (Ty|2|2) (0<i<ys)

et telles que, pour tout v = (‘Z g) € SL(2,Z) on a I’égalité

f|7 an (cz+d) pour tout z € 7.

Si fs n’est pas la fonction nulle, on dit que f est de profondeur s.

<s

On note My (1)  Despace des formes quasi-modulaires de poids k et de profondeur
<s

inférieure ou égale & s. Si f € My(1) on note Py . le polynéme défini par Py . (X) =

Sy o fn(2)X"™, et on lappelle le polynéme associé a f. Pour tout v = (‘ZZ) €

SL(2,7), on a légalité

U106 =1 (57)

(B De fagon plus précise, on demande qu’il existe a > 0 tel que, pour tous zg et z1 > zo, il existe
B > 0 tel que, pour tous x € [zo,z1] et y > 0on a

. y ' °
|ﬂ@ﬂ<6<1+kp) .
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Remarques 114
(1) On introduit

<s <s

M) = @ M) M (1) = U Ma(1) " et M. (1) = @ M (1).

e~

L’ensemble M, (1) est muni d’une structure d’algebre graduée (par le poids) et filtrée
(par la profondeur).

(2)

(a) Les formes modulaires f € Mj (1) sont des formes quasi-modulaires de
poids k, et appartiennent a mgs pour tout s = 0, puisque pour tout v =
(‘Z 3) € SL(2,Z), on a (f]|€’y)(z) =P, <ﬁ , ou P, est le polynéme constant

égal & f(z). Les constantes sont des formes quasi-modulaires de poids 0 et de
profondeur nulle.

(b) L’équation (75) montre que si f € My (1) alors Df € Mj42(1)
<1

<

(c) La fonction Fy appartient a lespace Ma(1) : en effet, puisque Fy =

<1

—24G,, c’est une conséquence directe de 1’équation (13), qui donne la formule :

pour v = <(cl Z> € SL(2,Z).

6 ¢
78 E. 2)=FEy(2)+ —
M) (Bp)E) =B
(3) Si f est une forme quasi-modulaire, elle ne l'est que pour un seul poids : s’il y
en avait deux, k et £, en notant Py, le polynéme associé au poids k, on aurait, pour
toute matrice y =(2Y),

C

(FI(E) = (e +- V" Pra( o

)

qui n’est plus un polynome en npt En particulier, les constantes ne sont des
cz

fonctions quasi-modulaires que pour le poids 0.

<s .
Si f € Mg(1) , pour tout j € Z et tout z € 4, on a (f|77)(z) = P -(0). En
k

prenant successivement j = 0 et 7 = 1, on en déduit le

———<s

Lemme 115 — Soit f € Mk(l)\ , alors fo = [ et [ est périodique de période 1.
Le lemme suivant justifie les sommes directes introduites dans les remarques 114.

Lemme 116 — Les espaces vectoriels de formes quasi-modulaires sont en somme di-
recte sur le poids : une somme de formes quasi-modulaires de poids distincts n’est
nulle que si chacune de ces formes est la fonction nulle.
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Démonstration. — Considérons fi, ..., f, des formes quasi-modulaires non identique-
ment nulles de poids distincts k1 < --- < k.. On note s la plus grande profondeur de
ces formes et, pour chaque forme, son polynome associé est

Pro(X) =) fij(z)X7.
=0

az+b
On suppose par l'absurde que >.._; fi = 0. En évaluant cette égalité en :_r et
cz

apres multiplication par (cz + d)®, on obtient

i: i: fij(2) (cz + d)Fits=i —

i=1 j=0
pour tout z € S et tout couple (c,d) d’entiers premiers entre eux. On fixe z € JZ et
c =1, le polynoéme
kA S
D> Fi(2)(z + Xkt
i=1 j=0
s’annule une infinité de fois (en toutes les valeurs entieres) et est donc nul. Le coef-

ficient dominant (associé au degré k, + s) est fro(z) donc fro(z) = 0. Le lemme 115
implique f,o = f, donc f,. = 0 ce qui contredit I’hypothése de non nullité. O

Lemme 117 — Les fonctions FEs, E4 et Eg sont algébriquement indépendantes sur C :
soit P un polynome de C[X,Y, Z] tel que P(Es, E4, Eg) =0, alors P = 0.

Démonstration. — Par regroupement des termes de P, on peut écrire

K
P = Z Z pozﬁiXiYaZﬁ-

k=1 (a,8,i)eN®
4a+66+2i=k

Puisque P(Es, E4, Eg) = 0, le lemme 116 implique, pour tout k 1’égalité

> papBEELE] =0.

(0,3,1)EN?
4a+68+2i=k

S’il existe un entier ig # 0 tel que pagi, # 0 pour au moins un couple (o, 3) vérifiant
da+ 60 + 2ig = k, alors le terme de gauche est une forme quasi-modulaire de poids k
et de profondeur au moins ig. Mais par unicité de la profondeur, le terme de gauche
est de profondeur 0, autrement dit, pog; = 0 lorsque ¢ est non nul et

> papoESE; =0.

(a, ) EN?
4a+68=k

Grace au corollaire 28, on a finalement la nullité de chacun des coefficients p,go et
enfin de P. O
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Un des intéréts d’introduire I'espace des formes quasi-modulaires vient du lemme
suivant :

—~——<s
Lemme 118 — L’application linéaire D est une application de My(1) dans
<s+1

Mi42(1) . Lorsque k > 0, cette application est injective. Plus précisément, soit
<

<s
feMp(l) et Pr.(X)=3_fn(z)X™ son polynome associé. Alors le polynome
associé & Df est Ppy.(X) = Zf:;t gn(2)X™, ot les g, sont donnés par les relations

suivantes :
+1 ) k—s
gOZD(fO)a gn:D(fn)""%fn—l stl<n<s, elgsy1= — fs.
20m 2m

Démonstration. — On différentie ’égalité de quasi-modularité de f par rapport a
z € . On obtient

poy(ezth ey § §
(cz(ffi)j;g) _kc(cgcf;r)lir)l = Z [fr(ll)(z)(czird) _nfn(z)(czid) +1]'

n=0

k—n

1 b
Par hypothese, on a L f(i:id) =Py (cz j_ d) , donc on a pour tout z €

I’égalité

(IO | () = ’“jd;ofm( —

kL2 cz cz+d
id n n+1
V6 () e (Z5)
* 7;0 [f" (2) cz+d nfn(2) cz+d
c
= Qs (cz + d)
N 1 s 1 n s

01 Qp+(X) = f§7(2) + Loy [AAV() + (b = n o+ 1) fuca (2)] X7 4 (b = ) fo(2) X511,

<s+1 <s+1
ce qui prouve que f() € My o(1) , et donc par linéarité Df € My o(1)
L’injectivité résulte des remarques 114 : les constantes ne sont des formes quasi-
modulaires que pour le poids nul. o

Cela prouve que l'opérateur différentiel D agit sur 'anneau M, (1).
<s

On étudie maintenant la structure de 'espace My (1)  en commencant par étudier
les coefficients des polynomes de 1’équation de quasi-modularité.

—_ gs . .
Lemme 119 — Soit f € My(1) , et Ps.(X)=>:_, fi(2)X" son polynome associé.
Alors, pour tout entier naturel i < s, on a

<s—i

fi € Mjy_2;(1)
En particulier,

fs S Mk72s (1) .
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w=(20) ¥=(27)

des matrices de SL(2,Z). Le produit M N s’écrit (g ), our

Démonstration. — Soit

. g=actyd o [e=dg—qr
(79) r=fc+dd °© d=—pBq+ar.
On a

— - q "
(80) (f]LMN)(Z)n;)fm(z)<qz+r> '
D’autre part,
(81) (J|MN)(z) = (2 + 6>*k§fn<NZ> (m)

e (79), on déduit

c oq —yr _ (vz+0)g—(qz + 1)
¢Nz+d = (2 +9) qz+r =(y2+9) qz+r
2 — 52 q o Y )
(82) (v2+9) (qz—i—r 7z+6)

Le report de (82) dans (81) conduit alors a

) (MM = [Z (1) mis+ 6>n+m-kfn<zvz>] (%)

m=0 [n=m

La comparaison de (80) et (83) implique
n

(s4) ) =Y (

n=m

valide pour tout N € SL(2,Z). En particulier,

fs(2) = (v2 + 8)* " fo(Nz)
et fs est modulaire de poids k — 2s.

") 4 )R (),

—~—<s—1

On fait 'hypothese de récurrence : si f € M (1) alors, pour tout v = (‘; Z) €
SL(2,Z), on a
j <s—1—j
f|’y Zf] (cz—i—d) , avec f; € My_2;(1) pour tout 0 < j < s — 1.

<0 o~ <s
L’initialisation pour s = 1 résulte de My(1) = My (1). Soit f € Mp(1l) et g =
———<s

— (im/6)® fsES. On sait déja que fs € Myg_25 (1), donc g € M(1) . De plus, par
construction, le terme de degré s du polynéme Py . (X) associé a g est nul pour tout
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z € H (car le terme de degré s de Pp; .(X) = [Pg,, 2(X)]” est (6/im)” X*), de sorte
<s—1
que g € My(1) . On a donc

(91 Zgg (cz+d

j —~— <s—1—3
) avec g; € My_2;(1) pour tout j.

upe=Soe(z5) + (5) ro [me fat]

cz+d imez+d

- [gj(z)-i‘ (%)j (j,)fs(z)Eg(z)s_j] (Czid)j+fs(z)(czid)s.

7=0
—~—— <s5—1—j .
On termine en remarquant que g; € My_2;(1) , fs € Mp_os(1) et E5 7 €
—~—— <s—j
Mass—2;(1) ce qui montre que

it\*" /s o <s—=J
gj + (E) <]) fSE2 J c Mkfgj(l) . D

Corollaire 120 — Soit f une forme quasi—-modulaire de poids k et profondeur s. Alors,
k est pair et k > 2s

———<s

Corollaire 121 — Soit f € Mk(l)\ . On a la décomposition

f= Z FiEY avec F; € My_o; (1) pour touti € {0,...,s}.
i=0
Autrement dit, on a l’égalité
—~—— <5 s .
Mp(1) =& Mr—2 (1) Es.
i=0

—~——<s

Démonstration. — Soit f € Mk(l)\ . On pose
im\® s
g=1r- <_) fsEQ-

6
—~—— <51
D’apres le lemme 119, fs € My_2s (1) et g € My(1) . Le résultat énoncé s’obtient
<0
alors par récurrence sur s, l'initialisation résultant de My (1) = My (1). O

Remarque 122— Le corollaire 121 permet d’obtenir aisément des équations diffé-

<2

rentielles. Grace au lemme 118, on a DFEy; € My(1) . Le corollaire 121 donne
<2

Mi(1) = My(1) + Mo (1) By + Mo (1) E2. On a My (1) = CEy, My (1) = {0}
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et Mo (1) = C donc il existe des complexes «a et 3 tels que DEy = aE4 + 3E3. Par
comparaison des développements de Fourier, on a

—24q+ O(q) = a[1 4 240q + O(q)] + B [1 — 48¢ + O(q)] .

Ainsi, on obtient

1
(85) DE; = o (E3 — Eq).
<1
De méme, DE;, € Mg(1) = Mg (1) + My (1) E; = CEg + CE4E> et les premiers
coefficients de Fourier conduisent a
1
(86) DE, = 5 (EsBs — E).
<1
Enfin, DEg € Mg(1) = Mg (1)+M;g (1) B2 = CE?+CEgFEs, ce qui donne la relation
1
(87) DEs = 5 (EsEs — E7).
Des équations (85), (86) et (87), on déduit que
1 1 1
D?Ey = —FE3 — —FEyE, + —FE,
R Y TR
o 1 1 1 1
D3E, = —FE? E? E2E,+ —F»Es

28872 96"+ 4872 36
puis que F» est solution de ’équation de Chazy

(88) D*Ey = E3D*Ey — g(DEQ)Q.

De (85), on déduit également 1’égalité arithmétique

n—1
503(n) = (6n — 1)o1(n) + 12 Z o1(m)or(n —m).
m=1
valable pour tout entier n > 1.

Remarque 123— Soit f une forme modulaire de poids k. D’apres le lemme 118 et le
corollaire 121, on a
Df =F+FE;
avec Fy modulaire de poids k£ + 2 et F} modulaire de poids k. On en déduit, pour
toute matrice y =(%4)e SL(2,Z) et tout z € J#, que
c
cz+d

(59) (DF | 9)(:) = Ffe) + FL(2)E() + ()

D’autre part, le lemme 118 implique

(90) (Df | V()= DFE) + —=f(2)

k42 2m

c
cz+d’
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La comparaison des équations (89) et (90) donne I’équation

6 c k
Fo(z) + Fa(2)Ba(2) + - Fi(s)—— = DJ() + 5= (5) ——

c

valable pour tout z € S et tout couple (¢,d) d’entiers premiers entre eux. On en
déduit
ALt o m-Df- LR
- — e — - — .
D) 0 12777

En particulier, cela montre que 'application 1 définie par

D) = Df — 12 [ By = 24(1, Gols

est une application de My, (1) dans M2 (1) (ce qui se montre aussi directement, voir
page 32). Les calculs des dérivées de E; et Eg donnés aux équations (86) et (87)
impliquent

1 1
194(E4) = —§E6 et 196(E6) = —EEE
Grace au corollaire 28, on déduit du corollaire 121 la

Proposition 124 — On a l’égalité

M, (1) = M, (1) [Ez] = C[Ez, Ey, Eg).

—_~—

Une autre fagon de décrire la structure de M, (1) est d’utiliser les dérivées de Fa
plutét que ses puissances.

Lemme 125 — Soit k > 0. On a

<s s—1 .
M(1) =Mg(1)® P Mi—2,—2(1) D'Es.
i=0
Démonstration. — Grace au lemme 118 et au lemme 119, si on définit, pour f €
—~——<s
Mi(1)
(k—1-3s)! .
h=f—-~———fD°'F
<s—1

alors fs € My_o2s(1) et h € Mg(1) ce qui permet de prouver le lemme par
récurrence sur l’entier s. O

Remarques 126

(1) Les formes quasi-modulaires apparaissent dans des contextes assez variés : par
exemple, des travaux de Dijkgraaf et Kaneko-Zagier ont montré qu’elles interviennent
dans le cadre de la théorie de la « symétrie miroir » en dimension 1. Les formes quasi-
modulaires interviennent également en physique théorique, ou encore dans des travaux
récents de Gallagher décrivant les moments des fonctions périodiques normalisées.
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(2) Cette théorie se généralise aux sous-groupes de congruence, et plus globalement
a tous les sous-groupes I' de GL(2,Q) tel que F\%ﬂ est non compact. Il existe pour

<1 —

un tel I' un élément &y € My (') ,Pp ¢ My (), et M, (I') = M, (I') @ C[®] (si
I' est un sous-groupe d’indice fini de SL(2,7Z), on peut prendre ®p = Es).

e~

Lemme 127 — Soit f € M., (1). Alors [ est solution d’une équation différentielle
(non nécessairement linéaire) d’ordre 3.

Démonstration. — Les fonctions f, D f, D?f et D3 f sont algébriquement dépendantes
sur C, car elles appartiennent toutes & C[Es, Ey, Fg] de degré de transcendance 3. [

e~

Remarque 128— On peut montrer que si f € M, (1) est une fonction non constante,
alors il n’existe pas d’équation différentielle d’ordre 2 satisfaite par f : il existe
P € C[X1, X2, X3, X4] non nul annulant (f, Df, D>f, D3f), mais il n’existe aucun
polynéme Q € C[X;, X2, X3] annulant (f, Df, D?f) autre que le polynéme nul (voir
[Ber01]).

17.2. Formes modulaires presque holomorphes. — L’espace des formes quasi-
modulaires est une extension possible des formes modulaires obtenue en transformant
la condition de modularité. Cette extension est adaptée a la dérivation habituelle. On
peut aussi généraliser la définition des formes modulaires en changeant la condition
d’holomorphie. On étudie cette deuxieme extension adaptée a une autre dérivation et
on établit un diagramme commutatif reliant les deux extensions et les deux dériva-
tions.

Définition 129 — Soit k et s des entiers positifs. On appelle forme modulaire presque

holomorphe de poids k et de profondeur égale a s toute fonction F': 5 — C, véri-

fiant (F'|y) = F pour toute matrice v € SL(2,Z), telle qu’il existe s + 1 fonctions
k

holomorphes fy,..., fs sur S, avec f différente de la fonction nulle et

(91) Fe) =y 22,
n=0

_———<s
ou z = x + 4y, et vérifiant la condition de croissance (77) page 78. On note My(1)

I’espace des formes modulaires presque holomorphes de poids k et de profondeur
inférieure ou égale a s.

_— <0

Remarque 130— Par définition, M(1) = My (1). De plus, I'écriture d’une fonc-
tion F' sous la forme (91) est unique. Pour le voir, il suffit de voir que si F = 0
alors fo = --- = fs = 0. Pour cela, on dérive > _ fn(2)/y™ = 0 par rapport & x
et par rapport & y. On obtient deux équations dont on déduit Y., _,nfn(2)/y" =0,
c’est-a-dire Z:;B(l + n) frt1(2)/y™ = 0 et on conclut par récurrence sur s.
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_—— <s
Proposition 131 — Soit s > 0 un entier, F(z) =>" o fu(2)/y" € Mp(1) et 0 <
¢ < s un entier. Pour tout z € # et yv=(2Y) € SL(2,Z), on a

é

(92) e | =Y e () st (5a)

Jj=

<s—4 <s
c’est-a-dire fy € My_24(1) et en particulier fo € My (1)
1 d|? d
Démonstration. — De — = |Ci+ | = (cz + d)( ezt ), on déduit
Smyz Sm z

S

(93) (F| )z Z ! Z ( )(fnk _'Q,ﬂ)(Z)(czi d)”‘j.

Par modularité de F' et grace a la remarque 130, on a pour tout 0 < j < s ’égalité

S

(94) =32 (7)1 060(55)

n=j
En particulier (fs | «) = fs qui est 'égalité demandée pour ¢ = s. On raisonne par
k—2s
récurrence décroissante sur { = s—1,...,0 : on suppose que pour tout £+ 1 < n < s,

la fonction f, vérifie ’équation (92). D’apres I’équation (94) on a

e (=)

) = 1 @+ 3 ()

k—2¢ netr1 k—2n cz+d
On a
(e, |227)(Z)Zfé(2)+§(2i)tfé+t(z)(czid)t [ii(—l)f—l-j ()]

Enfin, on obtient

_S(_l)”(uz_j) (o0 ) =" tié_ly)!;! (')

Jj=0 j=0
1 (=) 1 T
car Z ﬁ = (d’apres la formule du bindéme (1 — 1)! = 0). Cela établit
1)
ainsi I’équation (92) pour f;, et acheéve la preuve de la proposition. O

Proposition 132 — L’application Y : F +— fqy est un isomorphisme d’espaces vectoriels

—~—— <5

s
de Mp(1) dans Mk(l) , et définit un isomorphisme d’algébres graduées filtrées de
M, (1) dans M, ( ).
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Démonstration. — L’application T est bien définie d’apres la proposition 131. C’est
un morphisme puisque le terme constant d’un produit de polynémes est le produit de
leurs termes constants. Soit

- falz) S
F(z) = ——= e Mi(1
(2) ; n (1)
tel que fo = 0. D’apres (92) appliquée & £ =0, on a

S

Y@ (=5) =0

=0

pour tout z € 2 et tout couple (¢,d) d’entiers premiers entre eux. On en déduit
fi(z) = 0 pour tout 0 < j < s et tout z € . Ainsi F' = 0 et Papplication T
<s

est injective. On montre maintenant la surjectivité. Soit f € Mg(1) , notons f, les

fonctions holomorphes sur # définies par (f|y) = Yoo _o fu(2) (7‘;1) pour tout
k

v=(2%) € SL(2,Z). On note F la fonction définie par F(z) =Y., _ fn(2)/(2iy)™

D’apres I’équation (93), on a

=35 |3 () B, Lo )

=0 n=j k—2n

—~—— <5

Puisque f € My(1) , I’équation (84) donne

fi2) = Z (") (=1)" (fn

n=j J

e (=)

k—2n cz + d

_— <s

ce qui implique que (F'|v) = F pour tout v € SL(2,Z), et donc que F € My(1)
k
Comme Y(F) = fo = f, cela montre que T est surjective. O

<s
Remarque 133— Au passage, on a démontré que si f € Mg(1) a pour polynéme

associé Py . alors pour tout z € € on a

() @) =rre (51 ).

21y

Omn a
—— <1 3
Y Ey) = E5 € My(1) avec E3(z) = Eq(z) — —.
Y

L’isomorphisme précédent et la proposition 124 impliquent alors que

-

M, (1) = C[E}, Ex, Ee).
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Remarque 134— On a

1 1
E3(z) = —24G3(2) = — lim > - -
32 s—0 (e (0.0} (mz + n)?|mz + n|

(voir remarque 20).

-

Soit § 'application définie sur M. (1) par
k —

0F =DF — —F si ' € My(1).
Ay

_——<s <s+1

Proposition 135 — L’application 6 envoie My(1)  sur My42(1) ,etonaYod =
Do sur M.(1) :

—<s — <541
M;(1) Mie42(1)
T O lT
<s <s+1

Mi(1)  —p " Miyo(1)

———<s

Démonstration. — Soit F € My(1) . On note f, les fonctions holomorphes définies
par

- fn(2)

Un calcul élémentaire a partir de la définition de § conduit a la formule

= Dfa(2) | 1B k—nt D fa(2)
FO=2 i Yo Gy

n=0 n=1

D’autre part, d’apres le lemme 118 on a

(Dfo | M)(z)=
k+2
s k— 1 n k— s+1

o+ oo+ ] () o ()

n=1
D’apres la remarque 133, on en déduit

. Df, 1 &= (k—n+1)fu

T (Dfo)(z) = (iny()i) tg= D ( "(;y;f: 1) _ 5p(2),

On en déduit que dF € MZFQ\(l)SH puis que (Y 0 §)(F) = (Do T)(F). O
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1 d
17.3. Les différents opérateurs différentiels. — La dérivation D = inds est
imdz

une opération qui envoie une fonction holomorphe sur une fonction holomorphe, qui
commute avec les translations (on a pour tout € € C I’égalité D(f o 7.) = D(f) o7
si 7. est la translation définie par z — z + ), mais cette dérivation ne préserve pas
lanneau M, (1) (la dérivée d’une forme modulaire n’est pas une forme modulaire, la
condition de modularité n’est pas préservée par cette dérivation).

On a défini page 32 et aussi dans la remarque 123 page 84 'opérateur 9. Cette dé-
rivation préserve l’algebre graduée M, (1) mais ne commute pas avec les translations :

D 072)(2) = D(f 072)(2) — 2 Ba(2)(f 072)(2) = D(f)(z +2) — 25 Bal2)f ()
£ D(f)(z + ) — 15Ba(z +)f(z ) = [00f) 0 7](()

sie ¢ Z.
Enfin, on a défini dans la proposition 135 Popérateur différentiel § : si f € My (1),
on pose

(6f)(z) = Df(2) nyf(z)

(en notant z = x + iy). On a la relation (6 f | ) = ok f d’aprés la proposition 135.
k+2
On a également la relation d;(f o 7.) = (0. f) o 7= pour tout f € My (1) et tout € € R

(puisque Sm(z 4 €) = Sm(z)). Cependant, Popérateur 5 ne préserve pas M, (1), car
il ne préserve pas le caractére holomorphe.

En conclusion, on a défini trois opérateurs qui préservent chacun deux des trois
propriétés suivantes (ici H désigne un opérateur) :

(1) Modularité : si (f|y) = f, alors (H(f) | v) = H(f);

k k42

(2) Holomorphie : si f est holomorphe, H(f) est holomorphe;

(3) Périodicité (ou commutativité avec les translations) : pour tout ¢ € R,
H(for.)=H(f)or..

On peut résumer la situation dans le tableau suivant :

Modularité | Holomorphie | Périodicité
D NON OUI OUI
9 010)1 (01V)1 NON
1) OUI NON OUI

(ot OUI (resp. NON) indique que lopérateur préserve (resp. ne préserve pas) la
propriété demandée).

Selon le contexte dans lequel on souhaite se placer, on privilégiera un de ces opé-
rateurs différentiels (en fonction de l'importance accordée aux propriétés qu’il pré-

serve) : ainsi, si on souhaite avoir un opérateur agissant sur M, (1), on utilisera 9.
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e~

Si on souhaite avoir un opérateur agissant sur les formes quasi-modulaires M, (1), on
utilisera D. Si on recherche un opérateur agissant sur les formes modulaires presque

—

holomorphes M, (1), on utilisera 4.

Remarque 136 — 1l est intéressant de considérer des séries génératrices associées a
chacun de ces opérateurs, ces séries interviennent dans différents contextes. On donne
ici sans démonstration quelques résultats : soit f € My (1), z € 7 et X € C, on pose

= wpe X
fD(Z,X)*n;Ok(k_i_l)(k—l—n—l)F

Cette fonction vérifie la relation

I (vz, ) = (cz + d)eeX /M4 f ; X),

(cz+d)

pour tout y = (2 %) € SL(2,Z). Posons ensuite

RS (0")(2) X
fa(z,X)—;k(k+1)...( +n—1) n!

ol 6" = Opt2n—2 0 Oktan—4 O -+ 0 Jk. La fonction f5 vérifie la relation

X
I (05 g ) = e st )
et on a
fs5(z, X) = e X4 fp (2, X).
Enfin, on pose

+00 Fo(z) Xxn
fﬂ(Z,X):nZ:Ok(k+1).u(k+n*1>F,

ou les fonctions F,, appartiennent & Mo, (1) et sont définies par Fy = f, Fy = Ui f
et
nn+k—1)

Fn+1(z) = (ﬂkJr?nFn)(z) - 144

Ey(2)Fn-1(2).
On a les relations
fo(z, X) = e 1220 fp (2, X) = e~ 125502 f5(2, X),
3
ou Ej est la forme modulaire presque holomorphe définie par F3(z) = Ea(z) — —.
™

Ces séries génératrices, et les équations les reliant, ont été utilisées par Villegas &
Zagier [VZ93] dans le cadre des fonctions L de Hecke associées aux Grossencharacters.
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18. Définition générale des périodes

Cette partie est largement inspirée de l'article de Kontsevich et Zagier [KZ01]
auquel on renvoie pour les références. Le lecteur pourra aussi consulter 1’état des
connaissances de Waldschmidt [Wal06]. On introduit un nouvel ensemble, toujours
dénombrable mais qui contient strictement les nombres algébriques, qu’on appelle
I’ensemble des périodes, noté P.

Définition 137. — Une période est un nombre complexe dont les parties réelle et ima-
ginaire sont des valeurs d’intégrales absolument convergentes de fonctions rationnelles
a coefficients rationnels sur des domaines de R™ donnés par des inégalités polynomiales
a coefficients rationnels.

Remarques 138

(1) L’ensemble P est une sous-Q-algebre de C.

(2) On peut remplacer, dans la définition, « fonctions rationnelles » et « coefficients
rationnels » par « fonctions algébriques » et « coefficients algébriques ».

En pratique, on peut toujours se ramener a intégrer la fonction constante égale a 1
sur un domaine défini par des équations polynomiales & coefficients rationnels.

(3) L’ensemble P est un ensemble dénombrable contenant strictement I’ensemble
des nombres algébriques. Par exemple, 7 € P, puisque 7 = fR % etlnr = 1T df eP
pour tout nombre algébrique r > 0.

(4) L’ensemble P étant dénombrable, il existe évidemment des nombres complexes
qui ne sont pas des périodes. Actuellement, on ne sait en exhiber aucun. De fagon
conjecturale, on suppose que les réels e, et 1/7 ne sont pas des périodes.

(5) Certaines constantes de nature arithmétique sont des périodes : c’est par
exemple le cas des valeurs aux entiers k > 2 de la fonction ¢ grace a la formule

k

dt dt;
C(k>:// 1 lt 7
0<t1<--<tp<l + 7 U1 .05 Ui

Pour la démontrer, on commence par écrire

k

/ / dty I dt; /1 dty, /tk- dtg_; /h dt,
0<t1 <<t <1 1- tl tZ 0 tk 0 tk—l 0 1-— tl

=2

puis on développe (1 —¢1)~! en série entiere et on integre sur tq, t2, etc.

Enfin, si a4, ..., a4 sont des rationnels strictement positifs tels que la somme o +
-+ + g est un entier strictement positif, alors le produit I'(aq)---I'(ay) est une
période. Cela résulte de ’évaluation des intégrales de Dirichlet (voir [WG89] par
exemple)

Ilai+ -+« o o dty et
D) I(ag) = (1 q)/ tll---tqq¥
a1+...+aq A tl...tq

q
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ol
Ag={(t1,...,ty) €[0,+00[?: t1 +---+1t5 < 1}.
En particulier, si p et ¢ sont deux entiers strictement positifs, I" (p/q)? est une période.
Il y a plusieurs fagons d’écrire une période sous forme intégrale, et il n’est pas

toujours facile de savoir si des périodes données par des intégrales différentes sont
égales ou non. Par exemple, on a 1'égalité

‘8//01[2 ixzdij - (/ W)

La relation entre la premiére intégrale et ¢(2) résulte du développement de (1—x2y?)

2

-1
en série entiere de zy alors que la relation entre la premiere intégrale et 72 résulte du

changement de variable (x,y) = (sinu/ cosv,sinv/ cosu) de Jacobien (1 — 2%y?)~! et
qui transforme lintégration sur ]0, 1[% en intégration sur

{(u,v)€R2zu>O,v>0,u+v<g}.

On conjecture que si on a deux représentations intégrales d’une période, alors on
peut passer de I'une a I’autre en n’utilisant que les trois regles suivantes, dans lesquelles
les fonctions et domaines d’intégration sont algébriques et & coefficients dans Q :

(1) Additivité et relation de Chasles.

(2) Changement de variables : si @ est un changement de variables, et (D) = A,
alors

/fxl,...,zn)dxl...dzn:/f(q)(yl,...,yn))|deth>(y1,...,yn)|dy1...dyn.
D

(3) Formule de Stokes : Si €2 est un ouvert régulier de R™(c’est-a-dire dont le bord
est une hypersurface de classe C*°) et X un champ de vecteurs C>° jusqu’au bord
dans Q, (X € C*(Q,R™)), alors

/ div X (2)dz = X -n(o)do,
Q o0
ou n est la normale sortante (dans R, la formule de Stokes est simplement la formule
de Newton f f'@t)dt = f(b) — f(a)).

Aujourd’hui il n’existe pas d’algorithme capable de déterminer si deux nombres

complexes dans P sont égaux.

19. Formes modulaires et équations différentielles linéaires

On a vu dans le lemme 127 que toute forme modulaire vérifie une équation dif-
férentielle non linéaire d’ordre 3. On va montrer que les formes modulaires satisfont
aussi une équation différentielle linéaire & coefficients algébriques, si on les exprime
comme fonction d’un parametre local.
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Soit f € My (1). Soit ¢ une fonction modulaire non constante. On appelle fonc-
tion modulaire une fonction, holomorphe ou méromorphe, sur 5 qui est invariante
par Paction modulaire de SL(2,Z) de poids 0. L’exemple le plus connu de fonction
modulaire est 1"invariant modulaire j défini par j(z) = E3(z)/A(z) (voir (19)).

Théoréme 139— Soit f € My, (1) (avec k entier > 0), et soit t une fonction modulaire
non constante. La fonction (multi-valuée) F définie localement au voisinage de tout
point zg € J par F(t(z)) = f(z) est solution d’une équation différentielle linéaire
d’ordre k + 1 a coefficients algébriques.

k—1
Démonstration. — Soit ® : J# — CFF1 définie par ®(2) = f(2) - |. Soit v =
i
(2%) € SL(2,Z). Par modularité de f, on a la relation
(y2)" (az + b)*
(1)1 (a2 + ) ez + d)
B(yz) = (cz + d)* f(2) = f(2) = S*(9)®(2)
vz (az + b)(cz + d)F1
1 (cz +d)*
ot S*(y) est la k® puissance symétrique 3?) de  :
ak (’f)ak_lb bk
a*"te aFbld + (kzl)ak_ch cee . U
St = : e
ac®=t bcbm 4+ (T Nach2d ... L bdP?
ck (If)ck_ld d*

Ainsi, on a la relation ®(yz) = S*(7)®(z), ot S¥(7) est une matrice indépendante
de z. En dérivant par rapport & z, on a donc (cz + d)72®/(yz) = S¥(7)®'(2). La

(32)Sj V est un R-espace vectoriel, I’algtbre symétrique S(V) de V est I'algebre sur R quotient de
l’algebre tensorielle T(V) = @n>0 VO par I’idéal engendré par les éléments 2 @y —y @ x, = et y
parcourant V. On note 1 ® - - - @z, 'image dans S(V) d’un élément z1 ® - - - Qzn, € T'(V'). L’algebre
S(V) est une algébre commutative graduée (voir [Bou70] page A.II1.67). Si u est un endomorphisme
de V, on note S(u) : S(V) — S(V) 'unique homomorphisme d’algebres graduées vérifiant S(u)o¢ =
¢ owu ol ¢ désigne I'injection canonique de V = S1(V) dans S(V). La restriction de S(u) & Sk(V),
I’ensemble des éléments de S(V') de degré k, est notée S*(u), et appelée la k¢ puissance symétrique
de wu. Ici, on prend le R-espace vectoriel V' = R2, notons {e1,e2} la base canonique. L’ensemble
{w; = e?kii ® egi}ie{oqu} est une base de S¥(V), et 'application S¥(u) : S¥(V) — Sk(V) est
définie par S*(u)(x1 ©- - Ox1) = u(z1)®- - Ou(zy). Siy € SL(2,R), v est la matrice dans {e1,e2}
d’un endomorphisme de V, la k° puissance symétrique de v est la matrice S¥(y) € SL(k + 1,R) de
S*(u) dans la base {wi}ieqo,....k}-
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fonction ¢ étant modulaire, on a t(yz) = t(z), d’'out (cz + d)~?t/(yz) = #/(2). On en
V(02) _ g ¥(2)

déduit que, pour tout z € H tel que t'(z) # 0, on a 72) =9 1)
1 d
Si on définit 'opérateur D; = 7 & on obtient ainsi (D;®)(yz) = S¥(7)(D;®)(2),
z) dz

et par récurrence, pour tout i > 0, (Di®)(yz) = Sk (y)(Di®)(z).
Notons M (z) la matrice de taille (k + 2) x (k +2)

_((®)(2) (D:®)(2) ... (DFT)D(2)
M(Z) = k+1 .
f(z) Dif(z) ... Di7f(2)
Cette matrice est de déterminant nul, puisque ses deux derniéres lignes sont identiques.
On a donc (en développant par rapport a la derniére ligne) :
E+1 o
(95) det M(z) = Y (—1)"(Djf)(z)det M;(z) =0
i=0
ot M;(z) est la matrice (k4 1) x (k + 1) définie par
Mi(z) = (2(2) (Di®)(2) ... (Di7'®)(2) (DT @)(2) ... (D;H@)(2)).

La formule (D] ®)(yz) = S*(v)(D!®)(z) montre que M;(yz) = S*(7)M;(z), et donc
on a
det(M;(vz)) = det(M;(2))

grace & la formule det S*(y) = 1, puisque det~y = 1. La fonction z +— det(M;(z)) est
donc une fonction invariante par I'action de SL(2,7Z), donc une fonction modulaire,
donc une fonction rationnelle de j, donc une fonction algébrique de ¢, c’est-a-dire
det(M;(z)) = a;(t(2)), ol a; est une fonction algébrique. On en déduit 1’équation
fonctionnelle recherchée grace & 1’équation (95) si la fonction ag41 est non identi-
quement nulle sur un voisinage de zo (car D;f = F’). Sinon, la famille de fonctions
{(ID, D:®, ... ,Dfd)} est liée au voisinage de zg ce qui fournit I’équation différentielle
recherchée. O

Remarque 140 — Le théoreme 139 se généralise aux formes modulaires f € My (I)
ou I' est un sous-groupe de congruence de SL(2,Z) : si tp est une fonction modu-
laire non constante pour I', alors la fonction multi-valuée F' définie localement par
F(tr(z)) = f(z) est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre k + 1 &
coefficients algébriques.

Donnons quelques illustrations de ce théoreme :

(1) On note (z) = ¥(0,2) = >, ™" (yoir Pannexe E). D’aprés la propo-
sition 166 la fonction 62 est une forme modulaire de poids 1 sur le sous-groupe
I'(2) de SL(2,Z) constitué des matrices congrues a lidentité modulo 2. On
prend comme fonction modulaire sur ce sous-groupe la fonction A\ définie par

Mz) =1— A(2/2)¥3A(22)Y/3 /A(z). Alors,
(96) 0%(z) = F(1/2,1/2;1; ().
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Ici, F est la fonction hypergéométrique, définie pour |z| < 1 par

F(a,b;C;Z):ZwZ”

() nl’
ot (&), =ala+1) - (a+n—1) est le symbole de Pochhammer. Cette fonction se
prolonge sur C \ [1,4+00[. Si a,b et ¢ sont rationnels, la fonction z — F(a,b;c; z) est
solution de I’équation différentielle linéaire de Picard-Fuchs (voir [And89]) d’ordre 2 :
d
00+c—1)F =2(0+a)(0+b)F, ot on note d = 73 (voir [Beu92)).
z
(2) On note f1(z) = 5Ga(z) — 25G2(22) + 3G2(3z) — 30G2(6z). C’est un élé-
ment de M; (6). On considere la fonction modulaire sur I'n(6) définie par ¢(z) =

A(62)A(z)
(A((ZZZ))A ((ZSZ/Z))) . La fonction Fy définie par fi(z) = Fi(t(2)) est solution de I'équa-
tion d’ordre 3

(t* — 341> + )" 4 (61> — 15312 + 3t)F{ + (74> — 112t + 1)F] + (t — 5)F;, = 0.

n=0

C’est grace a cette formule que Beukers a donné une interprétation modulaire du
théoréme d’Apéry sur l'irrationalité de ((3) : cette équation lui a permis de montrer
qu’une suite intervenant dans la démonstration d’Apéry, dont un point clé est qu’elle
est & valeurs entiéres, était la suite des coeflicients de F} (), qui sont entiers puisque f1
et t ont des développements de Fourier & coefficients entiers (voir [KZ01] et [Fis04]).

Remarque 141 — Les périodes sont des valeurs d’intégrales de formes différentielles
algébriquement définies sur des chaines dans des variétés algébriques. Si ces formes
et ces chaines dépendent d’un parametre, alors les intégrales, considérées comme des
fonctions de ce parametre, satisfont des équations différentielles linéaires a coefficients
algébriques, ce qui crée un lien entre I’étude des périodes et la théorie des équations
différentielles linéaires.

Notons P = P[l/ﬂ] (on conjecture que 1/7 n’appartient pas & P). Il parait raison-
nable, dans divers contextes (par exemple pour utiliser, dans le théoréme des résidus,
la multiplication par 1/2i7), de considérer P plutot que P. Par exemple, lorsque a, b et
¢ sont rationnels et  est un nombre algébrique, les valeurs F(a, b; ¢; ) appartiennent
AP [KZ01, §2.2]. Maison a F (1/2,1/2;2;1) = 4/7 [GR00, 9.122.1 et 8.339.2], ce qui
montre que, si 1/7 n’est pas une période, on n’a pas nécessairement F'(a,b; c;x) € P.

On rappelle qu’on dit qu'une forme modulaire est définie sur un corps K si K
contient les coefficients de Fourier de f. On a le résultat suivant (voir [KZ01, Fact 2]) :

Théoréme 142— Soit f € My (1), et soit t une fonction modulaire, toutes deux défi-
nies sur Q. Pour tout zy € S tel que t(zo) est algébrique, f(z0) appartient a P (en
fait on a 7 f(z) € P).

Démonstration. — On ne donne que les grandes lignes de la preuve. Pour démontrer
ce théoréme, on commence par le montrer pour une forme modulaire particuliere :
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on se place sur le sous-groupe Ip(2). La fonction fi(z) = 9?(z) (voir Pannexe E)
appartient & M (2), est définie sur Q, et on montre (voir (96)) qu'il existe une fonction
modulaire sur 1}(2), définie sur Q, t1(2), telle que f1(z) = F (1/2,1/2;1;t1(2)). Cela
prouve que, pour tout zg € S tel que t1(z) est algébrique, la valeur 7 f1(zo) € P.
On démontre alors le cas général : les fonctions f/fF et t; sont des fonctions modu-
laires définies sur Q, ce sont des fonctions algébriques de ¢, et les coefficients de ces rela-
tions algébriques appartiennent 4 Q car ¢ est définie sur Q. Donc si t(2) est algébrique,

alors t1(z0) et f(z0)/f1(z0)" sont également algébriques, et donc f(z0) € —P. O
m

20. Périodes et valeurs de fonctions L

On donne dans ce chapitre quelques résultats et conjectures sur le lien entre les
valeurs spéciales des fonctions L et les périodes. On s’intéresse ici aux fonctions L de
formes modulaires, mais la conjecture de Deligne-Beilinson-Scholl englobe une classe
plus vaste de telles fonctions, les fonctions L motiviques. Les fonctions L associées a
des formes modulaires primitives de poids k sont motiviques (résultat di & Eichler et
Shimura pour k = 2, Deligne pour k > 2 et Deligne et Serre pour k = 1).

Conjecture 143 Conjecture de Deligne-Beilinson-Scholl)— Soit L wune fonction L
motivique. Soit m € Z et r Uordre d’annulation de L en m. Alors L) (m) € P.

Remarque 144 — La conjecture de Deligne-Beilinson-Scholl est en fait plus précise
que ’énoncé que nous donnons. Elle décrit en effet parfaitement la période qui inter-
vient.

Certains résultats ont été démontrés en direction de cette conjecture. On en extrait
quelques uns de [KZ01, §3.4 et 3.5] concernant les formes modulaires et on renvoie
a ce texte pour les références, des ébauches de preuves et des exemples.

Théoréeme 145

(1) Soit f une forme modulaire de poids k > 2 définie sur Q. Alors on a L(f,m) €
P pour tout entier m > 0.

(2) Soit f une forme primitive de poids k pair, telle que A(f,s) = —A(f, k — s).
Alors L'(f,k/2) € P.

L’équivalent du premier point du théoreme 145 pour les formes modulaires de
poids 1 n’est pas démontré en toute généralité. Il I’est pour certains cas particuliers
(tel les séries @ associées a certaines formes quadratiques) via les travaux de Zagier &
Gangl [ZGO00] (voir [KZO01, §3.4]).

Corollaire 146 — Soit n un entier pair, et soit Q(z1,...,T,) une forme quadratique
définie positive a coefficients rationnels. Alors les valeurs aux entiers s > n/2 de la
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fonction (g d’Epstein appartiennent a P (ot (g est définie par

W= Y G

(z17~--,$n)EZ”

la somme se faisant sur les vecteurs (x1,...,x,) # (0,...,0)).

Remarque 147 — Les résultats de ce genre sont liés a la conjecture de Birch-
Swinnerton-Dyer : si E est une courbe elliptique définie sur Q, donnée par ’équation
y? = 2% + Az + B, si r est le rang du groupe de Mordell-Weil E(Q), la conjecture de
Birch-Swinnerton-Dyer affirme que la fonction L(FE, s) s’annule précisément & l'ordre
rens=1,et qion a L (E, 1) = cQR, ot Q = fE(R) dz/y est la période réelle,
R est le régulateur et ¢ € Q*. Kontsevich & Zagier montrent que le produit QR est
une période [KZ01, §3.5]. Dans le but de progresser en direction de la conjecture
de Birch-Swinnerton-Dyer, il serait donc intéressant de démontrer la conjecture de
Deligne-Beilinson-Scholl dans ce cadre, c’est-a-dire de montrer que si f est une forme
primitive de poids k > 0 pair, et r est I'ordre d’annulation de L(f,s) en s = k/2,
alors L") (f,k/2) € P. Les résultats cités précédemment montrent le résultat pour
r=0oul.

PARTIE IV
DEFINITION GENERALE DES FORMES MODULAIRES

La notion de forme modulaire qu’on a exposée au chapitre 1 est celle pour laquelle
on dispose du plus grand nombre de résultats. Il existe cependant des généralisations.
L’une d’entre elles est donnée dans le texte de F. Pellarin. On en donne une autre, qui
permet d’étudier les formes de poids demi-entier. Le fait que la fonction ¥, introduite
au §E, est une forme modulaire de poids 1/2 suffirait a justifier introduction des
formes de poids demi-entier pour lesquelles beaucoup de choses demeurent inconnues
(par exemple, un encadrement optimal des coefficients de Fourier).

Appendice A
Systémes multiplicatifs

On introduit la notion de systéme multiplicatif. Si z € C \ {0}, on définit \/z par
sa détermination principale

Vz=-exp(3logz), logz =log|z| +iargz, —m < argz < .
En particulier,
zz! {1 si—m <argz+argz <7;

NEvE

—1 sinon.
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Si~y= (‘Z 3) € SL(2,Z), on définit sur C la fonction z — j(v, z) par j(v, 2) = cz+d.
Elle est holomorphe, ne s’annule pas sur J# et est soit constante égale a —1, soit
a valeurs dans C\] — 00, 0]. Ainsi, pour M et N dans SL(2,7Z), et pour tout entier

r > 0, le nombre complexe
J(MN, z) >

wy(M,N) = ( , ,
Vi(M,Nz)\/j(N,z)
est indépendant de z € S puisque la fonction z — w,. (M, N) est holomorphe & valeurs

dans {—1,1} (voir I’équation (2) qu’on utilisera plusieurs fois dans cette annexe). Il

1

se calcule aisément puisque le choix de z = N~ conduit a

wn(M,N) = ! siarg j(M,i) +arg j(N~', —i) € ] — 7, 7];
(—1)" sinon.
On en déduit la

Proposition 148 — Pour toutes matrices M et N de SL(2,Z),

(1) wr (M, N) € {=1,1};

(2) wr(M,I)=1;

(3) Sir est pair alors w,(M,N)=1;

(4) Pour tout entier £, wyio0(M,N) = w,.(M,N).
Définition 149. — Soit r > 0 un entier et I" un sous-groupe de congruence de SL(2,Z).
Un systeme multiplicatif de poids /2 par rapport a I" est une application

v: [ — C”
telle que
(1) Il existe un entier £ > 0 tel que, pour toute matrice M de I', on a
u(M)" =1;
(2) Pour toutes matrices M et N de I', on a la relation de multiplicativité
v(MN) =w,. (M, N)v(M)v(N) ;
(3) Si —I €T, alors
v(—1I) = exp (7’L'7Tg) .
On ala

Proposition 150 — Soit v un systéme multiplicatif de poids r/2 pour le sous-groupe I'.
(1) Sir est pair alors v est un caractére ;
(2) v(I) =1;
(3) Si M € I', alors
(M-1) = {(—1)T1)(M)_1 s’il existe n € Z tel que M = —T™;

v(M)~t sinon.
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Remarque 151— On suppose que —I € I'. En appliquant (3) & M = —1I, on obtient
v(—1I) = exp(—inr/2).
En conséquence la condition (3) de la définition 149 n’est qu'un choix de signe : ce

choix apparaitra plus loin comme un choix de non vacuité.

Définition 152 — Soit v un systéme multiplicatif de poids /2 pour le sous-groupe I’
et L une matrice de SL(2,Z). On appelle conjugué de v par L, et on note v’ 'appli-
cation
ol LT'IL — ¢
M s w,. (L, M)w, (LML~ LYv(LML™").

C’est un systéme multiplicatif de poids r/2 pour le sous-groupe conjugué L~=I"L.

Cette définition sera justifiée a la proposition 154.

Appendice B
Complément sur les pointes
Considérons = un élément de P1(Q). 1l existe 7, € SL(2,7Z) telle que 1,00 = x.
Une telle matrice est appelée matrice a linfini de x. On étudie le stabilisateur I, =
{yvel''vz=2z}dex.Ona
T T, = SL(2,Z) 0o N7, ' T'7y
et SL(2,Z)0 = (=T, T). Soit N un niveau de I", on a TV € I'(N) C I, et donc
717, contient T (puisque I'(N) est distingué). On différencie deux cas :
(1) Supposons que —I € I'. On note h,, et on appelle largeur de la pointe I'z, le
plus petit entier strictement positif tel que 7"+ € 7711, 7,. On a
T Ty = (=T"= | Th=),

En notant v, = 7, ThmT; L on a donc

o = (=%, Ya)-
Dans ce cas, les pointes seront toutes dites régulieres.

(2) Supposons maintenant que —I ¢ I'. On note h,, et on appelle largeur de la
pointe I'z, le plus petit entier strictement positif tel que 7" € 71T, - {1, I'}7,.
On a

A0 {1, I}, = (—=T"=, Th=).
En notant v, = 7, T"+71 on a donc
Ly A=L 1} = (=72 s Ya)-
On est ainsi dans 'un des deux cas suivants :
(a) Soit v, € I'; et la pointe I'z est réguliére ;
(b) Soit v, & I, dans ce cas, — 7y, € I, et la pointe I'z est irréguliére.
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Puisque 7, est unique modulo multiplication a droite par + une puissance de T, tout
ce qui précede ne dépend pas du choix de la matrice a U'infini de z et la largeur d’une
pointe ne dépend pas du représentant de la pointe choisi.

Appendice C

Définition des formes modulaires

On choisit pour tout ce paragraphe un sous-groupe de congruence I', un entier
r > 0 et un systeme multiplicatif v de poids 3 sur I'.

Definition 153 — Une fonction faiblement modulaire sur I', de poids § et de systeme
multiplicatif v est une fonction méromorphe sur J# vérifiant

f(v2) =v(1)j(v,2)7"% f(2)

pour tout z € S et toute matrice v € I'.

On note Mf /2 (I',v) Tespace vectoriel sur C des fonctions faiblement modulaires.
Pour alléger I'écriture, on définit, pour toute matrice M = (‘i 2) € I, et toute
fonction f méromorphe sur 7 la fonction

(f| M): ¥ —C

T e (e (B,

cz+d
On a, pour toute fonction f: 5 — C et toutes matrices M et N de SL(2,Z) la
relation

(f | MN) = w (M, N)((f | M) | N).
r/2 r/2 r/2

On justifie la définition 152 par la

Proposition 154 — Soit L une matrice de SL(2,7Z). On a lisomorphisme
M, ) (I v) —— M}, (LML, 0")
fr— (L)

r/2
Soit z € P1(Q), on rappelle que 7, est une matrice de SL(2,Z) telle que 7,00 = x
et que v est le conjugué du systeme multiplicatif v par cette matrice. On définit

Kz € [0,1] par

v (The) si I'z est réguliere;

v™e (—=T"=)  sinon

exp(2imky) = {
ou h, est la largeur de I'z. On choisit une fonction f € Mrf/2 (I',v). Puisque

(f lQTI) € M'E/Q (TglmeavTI) )
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on a

(f lQTz)(z + hy) = exp(2imk,)(f lQTI)(Z)

pour toute pointe I'z de I', ce qui se récrit
K

exp | — 2i7rh—z(z + hm)} (leQTz)(Z + hy) = exp [ — 2”-;_24 (le;m)(z)

et implique le développement de Fourier en la pointe I'x

+oo
(f | 72)(z) = exp [Qiﬂﬁ—zz} Z fz(n)exp [Qiﬂiz}
r/2 hx n=-—oo hx

pour Sm z assez grand. Ce développement dépend du choix de x : si 'z = I'z’, alors
fz(n) et for(n) peuvent différer d’'une constante multiplicative qui est une racine de
Punité. Si M € SL(2,7), la fonction (f | M) admet un développement de Fourier

puisqu’on peut choisir Tpr00 = M. /2

Définition 155 — Une fonction modulaire sur I', de poids r/2 et de systéme multi-
plicatif v est une fonction faiblement modulaire sur I', de poids /2 et de systeéme
multiplicatif v telle que pour toute pointe I'x de I', la fonction f est méromorphe en
la pointe I'x, c’est-a-dire qu’il existe N, € Z tel que le développement de Fourier de f
en 'z s’écrit

(f | 72)(2) = exp {m%z] io Fu(n) exp [Qiﬂhiz}

r/2 n=N, T

pour Sm z assez grand.

On note Mf/2 (I',v) Pespace vectoriel sur C des fonctions modulaires sur I, de
poids 7/2 et de systéeme multiplicatif v. Les fonctions modulaires de poids 0 et de
systeme multiplicatif constamment égal a 1 peuvent étre vues comme des fonctions

méromorphes sur la surface de Riemann compacte I’\‘%ﬂ .

Définition 156. — Une forme modulaire sur I', de poids r/2 et de systéme multi-
plicatif v est une fonction faiblement modulaire sur I", de poids /2 et de systeme
multiplicatif v, holomorphe sur 57 et telle que pour toute pointe I'z de I', la fonc-
tion f est holomorphe en la pointe I'x, c’est-a-dire que le développement de Fourier
de f en I'z s’écrit

+oo
(fTLQTm)(z) = exp {2@'#2—22:] ;fm(n) exp {QM%Z]

pour Jm z assez grand.

On note M, ./, (I',v) Vespace vectoriel sur C des formes modulaires sur I', de poids
r/2 et de systéme multiplicatif v. Enfin, on appelle pointe singuliére une pointe I'z
pour laquelle s, = 0.
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Définition 157. — Une forme parabolique sur I', de poids r/2 et de systéme multipli-
catif v est une forme modulaire sur I, de poids r/2 et de systéme multiplicatif v, telle
que f s’annule en les pointes singulieres, c’est-a-dire, ]?Z(O) = 0 pour toute pointe
singuliere 'z de I

On note S, /5 (I',v) I'espace vectoriel sur C des formes paraboliques sur I', de poids
r/2 et de systéme multiplicatif v.

Remarque 158 — Soit f une forme de M, /o (I',v). Si I'z est une pointe non singu-

liere, la fonction z — (f | 72)(2) est & décroissance exponentielle & l'infini grace
r/2

exp [21’#% z} . En les pointes singulieres, ce facteur disparait et il faut introduire une

condition supplémentaire pour avoir la décroissance exponentielle a 'infini. C’est la
raison de l'introduction des formes paraboliques.

Pour terminer ce paragraphe, on donne un critéere permettant de vérifier qu’une
fonction faiblement modulaire holomorphe est modulaire.

Lemme 159 — Soit f une fonction faiblement modulaire sur I', de poids r/2 et de
systéme multiplicatif v. On suppose que f est holomorphe sur F€ et qu’elle satisfait
aux deux conditions suivantes :

(1) Il existe deux réels c et d strictement positifs tels que si Sm z>c alors | f(2)|<d;

(2) Pour toute pointe I'z avec x € Q, il existe deux réels ¢ et d strictement positifs
tels que, si |z —x —id| < d, alors |f(2)| < c|z — x| 77/2.

ors, f est une forme modulaire sur I', de poids r/2 et de systéme multiplicatif v.
Al t dulai I, d ids /2 et d té ltiplicati
Remarque 160— Pour le voir, il suffit d’utiliser 1’égalité
+n

N zo+hy
R = [0 ] me | -2in

r/2

z} dz
xr
valable quelque soit zg € S puis, de choisir zg = it avec t — +o0. Puisque k; < 1, il

est suffisant pour assurer la nullité de fm(n) lorsque n < 0, de savoir que (f | 7.) est
r/2
bornée sur une demi-bande de largeur h,.

Appendice D

Dimension de 1’espace des formes modulaires

On montre dans cette partie que I'espace M, o (I,v) est de dimension finie et on
donne une majoration de la dimension®®®). Lorsque v est quelconque, on ne dispose

(33) Majoration suffisante pour déterminer le nombre de décompositions d’un entier en somme de
quatre carrés d’entiers par exemple.
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d’aucune formule exacte. En particulier, on n’a pas de critére général permettant de
savoir si M, /o (I',v) est réduit ou non a la fonction nulle.

Proposition 161 — Soit I un sous-groupe de congruence. On note p l'indice de I -
{—=1,I} dans le groupe SL(2,7). Soit r > 0 un entier et v un systéme multiplicatif de
poids r/2 sur I'. Alors
. wor
dim M, 5 (I',v) < 1 {—-—J.
My (Do) S T4 |35 3
Démonstration. — On écrit

nw
SL(2,Z)= J I-{~I,I} M;, M; € SL(2,Z)
=1

et on choisit £ > 0 tel que v/ =1.Si f € M, /5 (I',v) et si

“w
Fp =] | M)
i=1 T/2

alors F?* € My¢ (SL(2,7),1) : on peut aisément montrer que (F#* | M) = F7* pour
prt
toute matrice M de SL(2,Z) et 'existence d’un développement de Fourier de la forme

+oo
Fy(2)% = exp(2imaz) Z ap, €XP (22’77%,2)

n=0

avec a > 0 et h € N*; puis on déduit du fait que F J?Z est périodique de période 1
que a,, est nul si n/h n’est pas entier et que exp(2ira) = 1. On note d = 1+ L’;—ZJ et
on suppose, par I'absurde, que dim M, /5 (I,v) > d + 1. Il existe donc d + 1 fonctions
linéairement indépendantes fi,..., fa11 dans M, o (I';v). Soit a € My Fy, ot F est
le domaine fondamental de SL(2,Z) de la proposition 3. La considération du systeme
de rang inférieur strictement & d + 1 et non nul

fl(a)zl + e+ fd+1(a)$d+1 =0
fil@)ry 4+ fa(@)zap =0

@)y + -+ T (@wasn =0

montre qu’il existe une forme f = x1 f1 +- - -+ xg41 fa+1 différente de la fonction nulle
de M, /5 (I, v) qui admet a pour zéro d’ordre d. Ainsi, FJ?Z admet Mfla pour zéro
d’ordre supérieur ou égal & 24d > pré/12 ce qui contredit le lemme 22. O

Remarque 162— Dans le cas du systéeme multiplicatif trivial, cette majoration est

proche de la valeur exacte comme on ’a vu a la remarque 34 pour le cas du groupe
Io(N).
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Appendice E

Exemple : fonction o

On note 9 la fonction

ﬂ:sz%”—MCJr

(z,7) — Z exp (irm®1 + 2immz) .
m=-—o00
Elle est absolument convergente sur C x .7 et normalement convergente sur le produit
de tout compact de C avec tout compact de 7. Ainsi, ¥ est holomorphe sur C x 7.
Pour tous entiers a et b, on a la transformation

(97) Iz + at +b,7) = exp(—ima’t — 2iTaz)d(z, 7).
Cette relation permet de décrire les zéros de 9.

Proposition 163 — La fonction ¢ ne s’annule que pour (z,7) € Cx H tel qu’il existe
(a,b) € ZX7Z avec z = (a+1/2)T+b+1/2. La fonction z — ¥(z,7) n'a que des zéros
simples.

Démonstration. — On fixe 7 € . Gréace a la relation (97), il suffit de vérifier que si
R est le parallélogramme dans C de sommets 0, 1, 7 et 7+ 1, la fonction z — (2, 7),
restreinte aux complexes z tels que (z,7) € R, ne s’annule qu’une fois (en comptant les
annulations avec multiplicité) et que 'annulation est en z = (14 7)/2. En définissant
f(z) = exp(imz)V]z + (1 4+ 7)/2, 7], on voit que f est impaire et s’annule donc en 0.
Cela prouve que 9[(7 +1)/2,7] = 0. Enfin, le nombre de zéros (avec multiplicité) Ng

de ¥ dans R est donné par
N = L/ 0.9(z,T) &
2im Jp Yz, 7)
(voir, par exemple, [FB95, Kapitel III, Satz 7.4] ou [God02, Chapitre VIII, §2,
n° 5(iii)]). La périodicité de z +— ¥(z,7) donne la nullité de la contribution verticale
dans lintégrale. La dérivation par rapport & z de (97) avec a = b = 1 permet de
calculer la contribution horizontale et obtenir Ng = 1. O

D’une certaine facon, la relation (97) caractérise a 7 fixé la fonction z +— 9(z, 7).

Proposition 164 — Si f est une fonction holomorphe sur C x € telle que

(1) Pour tout T € C, la fonction z — f(z,7) est périodique de période 1 ;

(2) Pour tout (z,7) € Cx S, on a f(z+ 7,7) = exp(—inT — 2inz) f(2,7T),
alors il existe une fonction holomorphe g sur J telle que, pour tout (z,7) € C x 2,
on a f(z,7) = g(1)d(z,7).

Démonstration. — Le premier point donne un développement de Fourier pour la fonc-
tion z — 9(z,7) et le second point donne une relation de récurrence entre les coeffi-
cients de ce développement qui permet de conclure que le rapport f(z,7)/9(z,7) ne
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dépend que de 7. Cette fonction est holomorphe puisque, grace a la proposition 163,
9(0, 7) ne s’annule jamais. O

Une deuxiéme caractérisation est donnée dans la proposition 165. La preuve de
cette proposition donne un exemple d’utilisation des formes modulaires.

Proposition 165 — Soit f une fonction holomorphe sur C x € vérifiant

(1) Pour tout T € C, la fonction z — f(z,7) est périodique de période 1 ;
(2) Pour tout (z,7) € Cx J, on a

fz+7,7)=exp(—inT — 2iwz) f(2,7) ;
(3) Pour tout (z,7) € Cx I, on a

f(z+1,7+1>f<m>;

2
(4) Pour tout (z,7) € Cx J, on a
2
f (E,l> =+V—iTexp (’MTZ—> flz,71);
T T T

(5) Pour tout z € C,
lim  f(z,7)=1.

Q[m T—+ 00

Alors, f=19.

Démonstration. — Les conditions sont toutes nécessaires. La seule qui mérite une
explication est la quatrieme. En définissant la fonction h sur R par

h(z) := exp(2imxz + imz?r)
la formule de Poisson donne
= RN 1 22 z 1
Wz, 7) = Z h(n) = Z h(n) = ——=exp (m‘—) 9 (—, ——) .
n=—oo n=—oo - T T T
On montre maintenant que les conditions sont suffisantes. Grace a la proposition 164, il
existe une fonction g holomorphe sur J# telle que f(z,7) = g(7)¥(z, 7). Cette fonction
est périodique de période 1 grace a la troisieme condition. Elle est invariante par
z +— Sz grace a la quatrieme condition. La cinquieme condition implique I’holomorphie

a linfini et g est donc une forme modulaire de poids 0 et de systéme 1 sur SL(2,7Z).
On en déduit que g est la fonction constante égale a 1 grace a la remarque 23. O

Afin de continuer la description de la loi de transformation de ¥, on introduit le
groupe
Iy :={M € SL(2,Z): M =1[2) ou M = S[2]}.

Ce groupe qui contient —I a deux pointes, qui sont

r _{p_ . . }
900 = < —: p impair, g pair
q
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et
b . . .
Iyl = < =: p impair, ¢ impair , .
q

Cela résulte de (3). On a
01
Iy="1I(2 r
s=r@u (] ) re
donc, grace & la proposition 4, I'indice de I'y dans I'(2) est 3. De la méme fagon qu’on

détermine les générateurs de SL(2,7Z), on peut montrer que Iy est engendré par 12
et S.

Proposition 166 — Soit a, b, ¢ et d des entiers tels que ad — bc = 1, et tels que ab et
cd sont pairs, on a

2
) < CENC b> = (c,aVer + dexp (iﬂc i ) Iz, T)

et +d’ et +d et +d
ot (¢ q est la racine huitieme de l'unité donnée par :
i(d=1)/2 (&) st c = 0 est pair;

_ d
Ced = exp (—i%c) (H) . sic>=0 est impair;
1C—c,—d sinon.

Remarque 167 — Le symbole (—) est le symbole de Jacobi. On a (%) = 1lpuissin # 1
est un entier naturel impair et m un entier relatif premier & n, on écrit la décomposition
en facteurs premiers (non nécessairement distincts) de n comme n = p; - - - p,. Alors

=) ()

les symboles de droite étant ceux de Legendre (voir la remarque 32). Avec les fonctions
€ et w comme en (20) et (21), on a :

(1) () = (5) si ¥ = kln]

2) (&)= (&) ( i k et £ sont premiers a n

® (k) - ()

) (5

(5) (2) = (—1)®™ pour n impair

et la loi de réciprocité de Jacobi

~ u

si n et m sont premiers a k

(T) = (fl)g(m)g(") (l) m et n dans N* premiers entre eux et impairs.
n m

Démonstration. — On suppose ¢ > 0. En remplagant (a, b, ¢, d) par (—a, —b, —c, —d),
on peut en effet s’y ramener. La preuve a deux composantes : I'une analytique pour
calculer la forme de I’équation fonctionnelle et 'autre arithmétique pour évaluer la
valeur exacte de (.
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On définit la fonction ) par :
bly,m) = T (er + d)y, 7),
grace a (97) et puisque cd est pair,
Ply+1,7) =4y, 7).

Mais grace & (97) et puisque ab et ed sont pairs,

(98) 0 (y + T +6 ) = exp (22'7Ty - iﬂZT + b) U(y, 7).

rtd T+d
On pose M := (25). Soit ¢(y,7) := ¢ (y, M~17). Alors

—2iTy—imT

ely+,7)=e€ ¢y, 7)
et
ely+1,7) =y, 7)
donc, d’apres la proposition 164, il existe une fonction holomorphe h sur J# telle
que : ¢ (y,7) = h(7) 9 (y, 7). On applique cette égalité & M7 au lieu de 7 et on choisit

z
Yy =

pour obtenir une fonction g méromorphe telle que :

ct+d
(99) 19( G b) = g(7)exp (iﬂc Z )19(2 7).
ct+d et +d et +d ’
i . ar +b
On calcule g. Le terme constant du développement de Fourier de z — 19(2, p— d)

est 1 donc

1

b

/ ¥z, ot YdRez =1,
0 ct+d

et (99) donne

at +b 9
9 (z, - —td) = g(7) exp [iwc(CT +d)z ] I[(er + d)z, 7]

ainsi que
1
g(r)~ ! = / exp [imc(er 4+ d)z*] O [(e + d)z, 7] d Re 2.
0

Sic =0, alors d = a = %1 et la fonction g est constante égale & 1, on suppose
désormais ¢ # 0. On peut écrire (en utilisant I'indépendance en Sm z du résultat)

o'} 1
g(r)™ ' = Z exp(—iﬂde/c)/ exp [im(cz +m)?(1 + d/c)] da.
m=—o00 0
En écrivant m =n+rcavec 0 <n < c—1 et r € Z, on obtient
S(d oe
g(r)™' = M/ exp [inz®(1 + d/c)] da.
c — 00

avec

c—1
d
d,c) = —imn?= ).
S(d,c) ng_oexp< imn c>
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Pour 7 =it — d/c¢, intégrale vaut

/_Oo exp [—ﬁth] dz = %

donc, par prolongement analytique

g(1) = ﬁ\c/)é Ver +d.

Ceci achéve la partie analytique de la preuve, et le calcul de S(d, ¢) releve de Parith-
métique.
Etant donné u € Z et v € N*, on définit la somme de Gauss

G(u,v) = jgexp (22’77%712) .
Si v est impair et premier a u, on a
(100) G(u,v) = (%) HON
[Iwa97, lemma 4.8]. Si ¢ est impair, d est pair et on écrit d = 2d’. Alors,
S(d,¢) = G(—d', ¢) = P +2=(0) (‘El) N

On termine le cas ¢ impair en vérifiant

V=i .
Beor2m(e — &P (_ZZC) .
Lorsque c est pair, la preuve est plus subtile et utilise la loi de réciprocité de Jacobi.
On pose ¢ = 27¢ avec v > 1 et ¢’ impair, d est impair et premier & ¢/. On a (voir la
remarque 169)

1 1
S(d,c) = §G(—d, 2c) = §G (=27t'd, ') G (=dd/, 2011 .
Ensuite, d’aprés (100),

n =27+
G (,Q’erd7 c’) — 48(c) ( ) Ve

Cl
_ 3420+ () (ﬁ) N7
puis (voir la remarque 170),

G (—dd,27) = <T:lc+’}> (1 + rdC’) 2(r+1)/2

— (—L)T DO g [y T] /2 (ﬂ) _

4 d|

En utilisant la loi de réciprocité, on a
DY (2 2 (S (Lqyeehetianase)
¢/ \ld| |d|
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ou ¢ est nul si d > 0 et vaut 1 sinon. Ainsi

G(—d,2¢) = 92w (d)+[3+2e(|d|)+2d]e(c) exp {i(,l)s(*da)g} <ﬁ) Ve
On termine la preuve en vérifiant

Vi _ jd-1)/2

2w (D+B+2=(1d)+26]e() exp [ (—1)=(—de)]

qui implique

S(d,¢) = Vi (C

@Dz m) Ve (¢ =0 pair, d impair, (c,d) = 1). O

Remarque 168 — Il résulte de la proposition précédente que la fonction 7 +— 9(0, 7)*
est une forme modulaire de poids 2 et systéme multiplicatif (* sur I'y (la condition aux
pointes est démontrée en utilisant la remarque 160). La majoration de la dimension
de cet espace montre que cette dimension est 1. La fonction 7 — 4G5 (27) — Ga(7/2)
est aussi une forme de cet espace. Cela entraine, pour tout n entier naturel non nul

#{(abc,d) el n=a>+V++d°} =8 d.
d|n
4‘&1

Si ce calcul est faisable, c’est que dans la décomposition de 9¥* en séries d’Eisenstein
et formes paraboliques, la partie parabolique est nulle et on sait calculer la série
d’Eisenstein qui intervient (la seule pointe singuliére est co). Pour les détails, voir
[Iwa97, §3.2]. De cette fagon, on peut obtenir le nombre de décompositions d’un entier
en 2s carrés avec s entier de [1,4]. Voir, par exemple, [FB95] pour la décomposition
en 8 carrés et [Iwa97, §11.3] pour une discussion générale.

Remarque 169— Dans la preuve de la proposition 166, on a utilisé la formule de
multiplicativité croisée
G(m,ning) = G(mna,n1)G(mni,n2), pour ny et ng premiers entre eux.

On la prouve. L’idée principale est que la sommation se fait sur les classes modulo le
second argument. On a

G(mna,n1)G(mny,ng) = Z Z exp [Qiﬂ m (kfn%—i—k%n%)}
k1€Z/m1Z ko €7/ nal mna

- Z Z exp {21'7? m (k1n2+l{32n1)2:|
ninsg

k1 GZ/TLlZ ko GZ/HQZ

= Z exp (21’# mn k>
ning

kEZ/n1n2Z

grace au lemme chinois.
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Remarque 170— Dans la preuve de la proposition 166, on a utilisé la formule

27‘
G(m,2") = <|m|> (1+4™)2"/2,  (m impair, r > 2).

On la prouve. Pour r > 2 et par division euclidienne de l'indice de sommation par
27! ona
2"7l-1 1 m )
G (m,2") = Z ZeXp [21'77'? (2" 'k +n) }
n=0 k=0
2r Tt -1

(101) =2 T;) exp (2m;n2).

D’autre part, pour r > 4, une division euclidienne de I’indice de sommation par 272
donne
2721 m 3
G (m,2") = Z exp (21%;712) Z exp(irmkn)
n=0 k=0
2m3 1 m
=4 Z exp <2i7r 2T_2€2)
£=0
=2G (m,2""%) d’apres (101).

Si r est pair, on a alors

G(m,4)
Ty _ or/2 )
G(m,2") =2 —5

puis
Glm,4) = 2(1+i™) =2 (En—|) (1+i™)

puisque, par parité de r, le symbole de Jacobi vaut 1. Si r est impair,
G(m,8)
2v/2

G(m,8) = dexp (z’%m) =4 <|%|) % —4 <%> %

Appendice F

G (m,2") =272

puis

Formes modulaires associées a des caractéres de Dirichlet

Dans cette section on étudie les formes modulaires associées a des caracteres de
Dirichlet. Cette notion, qui généralise les formes modulaires sur IH(NV), est un cas
particulier de formes modulaires avec systémes multiplicatifs. Ces formes sont fré-
quemment rencontrées.
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On suppose dans cette section que I" = I'1(N), pour un entier N strictement positif,
ou IN(N) ={(2%) € SL(2,Z); N|c, N|(a—1), N|(d—1)}. Un caractere de Dirichlet
modulo N est un morphisme y multiplicatif de (Z/NZ)* dans C* étendu a Z par la
formule

m mod N) si (m,N) =1;
o= X ) i (m, V)
0 si (m,N) > 1.
L’ensemble des caracteres de Dirichlet modulo N forme un groupe multiplicatif de
cardinal ¢(N), dont I’élément neutre xo (appelé caractére principal modulo N) vérifie

xo(n) = 6((n, N) = 1).

Définition 171 — Soit x un caractére de Dirichlet modulo N. On définit un caractere
x sur Io(N) par

) =x@  poury = (4 0) € o)

On définit Pespace My (N, x) (resp. Sk (IV,x)) comme le sous-espace vectoriel de
My, (I (N)) (resp. Sk (It (N))) des formes modulaires (resp. paraboliques) f vérifiant

(f}lﬂ) =x(v)f  pour tout v € IH(N).

Si x(—=1) # (=1)¥, on a My (N,x) = {0}. On a la décomposition (voir [Miy89]
page 114)

My, (I'(N)) = @ My (N, x)
et
(102) Sk (I'(N)) = D Sk (N, x) »

la somme se faisant sur tous les caractéres de Dirichlet modulo N vérifiant x(—1) =
(—=1)* (puisque si G est un groupe fini agissant sur l’espace vectoriel V, on a la
décomposition
V=V
XE€EG
ot G désigne le groupe des caracteres de G, et ou, pour tout g € G, pour tout y € G
et pour tout v € Vy, g-v = x(g)v).

On a défini au §7.1 les opérateurs de Hecke sur My, (N). En fait, on peut les décrire
de fagon abstraite comme des éléments d’un anneau (’anneau de Hecke) & I’aide de
doubles classes d’équivalences (on peut aussi les voir comme des correspondances
sur les courbes modulaires, pour ces différentes descriptions voir [DI95]) et les T,
définis au §7.1 sont la réalisation de ces opérateurs sur ’espace des formes modulaires
My (N).

On peut de la méme fagon définir des opérateurs T, sur 'espace My, (I'1(N)). Ces
opérateurs possedent la propriété d’étre stables sur les sous-espaces My (I'v(N), x),
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pour tout caractére de Dirichlet ¥ modulo N vérifiant y(—1) = (—1)k. Sur
My (I'v(N), x), ils sont définis par
d—1

Tof(2) = % 3 x(@ad (“Zj b) .

ad=n b=0

De plus, les opérateurs T, vérifient sur Sy (I5(N), x) la relation

(Tnfv g) = X(n)(fa TnQ)'

Cela permet de montrer (par le théoréme de décomposition spectrale) que la formule
(102) est en fait une décomposition orthogonale pour le produit scalaire de Petersson,
et que chaque sous-espace Sy, (I5(V), x) se décompose en somme directe orthogonale
de sous-espaces propres pour l'action des opérateurs Ty, (n, N) = 1.

En particulier, une forme primitive f € Sy (I'1(N)) appartient & Si (I'o(NV), x) pour

un certain caractére de Dirichlet x modulo N vérifiant x(—1) = (—1)%.
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