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— Mots de Dyck —

Soit m = 1 un entier. Un mot de Dyck est une suite finie
0=0)i<ism€{-1,1}"
telle que,
i
Zéj >0, pourtoutie[l,m—1]
j=1
et

m
Z(SjZO.
j=1

L'entier m, noté |6| s’appelle la longueur de 4.
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— Remarque —

La longueur d'un mot de Dyck est nécessairement paire : la rela-
tion
m
2. 6;=0
Jj=1

implique I'égalité du nombre n = m/2 de 1 et de —1.
Lentier m/2 s’appelle la demi-longueur du mot.
L'ensemble des suites de Dyck de demi-longueur 7 est noté

-

On définit aussi

o = {0}

et la longueur de 0 est définie comme égale a 0. Enfin, on définit

+00
D=JD,.

n=0
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— Chemins de Dyck —

Sur 72, on définit 'application montée M et 'application des-
cente D par

M 72 - & D: 72 — s
(x,y) — (x+1,y+1) (x,y) — (x+1,y—-1).
M | D

......... . .
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Soit m = 1 un entier. Un chemin de Dyck de longueur m est une
suite de points de Z?

— de premier terme (0,0),

— de dernier terme (m,0),

— chaque point est image du précédent par M ou D,

— aucun point n'est d’ordonnée strictement négative.

Lorsqu’on relie les points successifs d'un chemin de Dyck, le seg-
ment reliant un point au point suivant est appelé pas. Le pas
est dit montant ou descendant suivant qu’il relie un point a son
image par M ou un point a son image par D.
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— Exemple de chemins de Dyck —

Longueur m =10
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— Mots et chemins de Dyck —

Un chemin de Dyck est déterminé par la suite des pas qui le
construisent. L'application

pas montant — 1
pas descendant — -1

définit donc une bijection appelée bijection fondamentale de
I’ensemble des chemins de Dyck de longueur m dans I’ensemble
des mots de Dyck de longueur m.

En particulier, un chemin de Dyck est de longueur pair m = 2n et
n est appelé demi-longueur du chemin.

On note
Dn

I’ensemble des chemins de demi-longueur 7 et
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— Concaténation —

Si 2 et B sont deux sous-ensembles de I’ensemble %) des mots
de Dyck, on définit 'application concaténation par

| 2A x B — £y
((ai)lsisw(ﬁi)lsism) — (Yi)iisn+m

avec
a; Ssii<n

O;= .
Bi sinon.

Via la bijection fondamentale, on déduit de ce qui précede une
concaténation sur les chemins de Dyck.
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— Série génératrice —

Soit 2l un sous-ensemble de I’ensemble % des mots de Dyck, on
définit sa série génératrice par

G[U] () = Z anz"

a,=#{aeU: |a|=2n}.

Cette série est de rayon de convergence au moins 1/4.
La suite (a), s’appelle suite de comptage de %!.



— Série génératrice et opérations élémentaires —

Soit X et B deux sous-ensembles de I'ensemble ® des mots de
Dyck, pour tout @ € 2l et tout f € B, on a |a | B| = |a|+|B| de sorte
qu’en notant (a,) — resp. (b,) — la suite de comptage de 2l - resp.

B -ona
+00
% GRAIBl=) | > arbs|z"
n=01 (k,¢)eN?
k+¢=n
«» =G 2] (2)G[B] (2).

Plein écran
concaténation <«— produit
union disjointe «—— somine.

Quitter
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— Nombre de Catalan —

On appelle n® nombre de Catalan et on note C;, le nombre de
mots de Dyck de demi-longueur n. La série génératrice des mots
de Dyck est

+00
C(z)= ) Cuz".
n=0

Etant donné un chemin de Dyck de longueur non vide, en par-
tant de droite, on cherche le premier point distinct de I'extrémité
droite sur I’axe des abscisses. Toute la partie droite de ce chemin
est un chemin haut c’est-a-dire n’ayant que deux points sur ’axe
des abscisses. La partie de gauche est un chemin de Dyck (éven-
tuellement de longueur nulle). Cette opération définit le chemin
de départ comme I'unique concaténation d'un chemin de Dyck
et d’'un chemin haut. En notant C" la fonction caractéristique des
chemins de Dyck, on a alors

C(z) =1+C"2)C(2).
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On établit une bijection des chemins hauts de demi-longueur rn
vers les chemins de Dyck de demi-longueur 7 — 1 en enlevant le
premier et le dernier pas. On a donc

Cch(z) = zC(2)

puis

C(z) =1+ zC(2)°.
Finalement

1-v1-4z
C(z) =
2z
et
1 [2n
n = .

T n+1ln
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— Statistiques —

Soit D un chemin de Dyck de demi-longueur n. On suppose que
D est associé a (0;)1<i<2, par la bijection fondamentale.

On définit DBR(D) comme le nombre de double pas montants :

DBR(D) =#{i€[1,2n—1]: (6;,6;+1) = (1, D}.

On définit RET(D) comme le nombre de retours de D, ie. de pas
descendants arrivant sur I’axe horizontale :

RET(D) :#{ie [1,2n]: ) §; :0}.
j=1

On note LD(D), et on appelle derniere descente, la longueur de
la derniéere suite de pas descendants de D :

O2n=02p-1= " =02n-1D)+1 = ~1 et Oz2p-1Dp) = 1.
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(1; _1; lr lr ly_l) 1)

-1,-1,1,

n=6, DBR=2,

RET =2,

LD =2.

—1,

-1)

(12,0)
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— Série génératrice de statistique (RET, DBR,LD) —

On veut compter le nombre de chemins de nombre de retours,
nombre de doubles pas montants et derniere descente fixés.

LD(D
Kn(x,y,2) = Z xRET(D)yDBR(D)Z (D)
De9,

+00

K(x,y,2,1) = )_ Kp(x,y,2)t"
n=0
+00 +00 +00 +00

=Y S Y% bu(rd, 0)x"y42 "

n=0r=0d=0¢=0

Si RET (D) = 2, on écrit D comme concaténation de D; et D, avec
D, un chemin haut.
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(Qo) . : . : : . : : : : . )

RET(D;) =RET(D) -1, RET(I»)=1, LD(D,)=LD(D).

DBR(D,) + DBR(D,) = DBR(D)

+00 +00 +00

ba(r,d,0)=> > Y b(r-1,6,)bp_y(1,d-6,0) (r=2).
6=0v=1A=1
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Si n =2 et RET(D) = 1, en utilisant la bijection entre chemins
hauts de demi-longueur n et chemin de Dyck de demi-longueur
n — 1 vue précédemment, on a on associe a D un chemin D’ de
demi-longueur n — 1.
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DBR(D)) =DBR(D)-1, LD(D")=LD(D)-1.

+00
bn(1,d,0)=) by_1(rnd-1,4-1) (n=2).
r=0



Les équations précédentes conduisent a

(1) K,z 0=1+[0-yxzt+yxztKQ,y,z )] K(x,y1,0.

On évalue (1) en x = 1 pour trouver

1+(1-y)ztK(1,y1,1)

2 Kl, ) yt =
% () ( yz ) l—thK(l)yylyt)

et

1-yztK(,y,1,t)+xztK(x,y,1,¢
®  Kayzn=——YRLSLOrXRENLE
4 > l_thK(lryylyt)

L'évaluation de (3) en z =1 implique

Plein écran 1 - tK 1, y ]., t
(4) Kooyl 0 = ——YERGLYLED
1-xt—-ytK(Q1,y1,1)

Quitter
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Le report de (4) dans (3) améne

)

1+xt(z—1)—y(z+ 1D tKQ,v,1,t) + v?zt2K(1, y,1, £)?
K%, 7,2, 1) = xt(z—1)—-y(z+1)tKQ,y, 1,0+ y°zt°K(Q,y ).

[1—yztK(1,y,1,0][1-xt—ytK(Q1,y,1,0)]

On évalue (2) en z = 1 pour obtenir une équation de degré 2
en K(1, y,1, t) dont la seule solution convergente au voisinage de
yt=0est

1—t+yt—/1-2t-2yt+12-2yt2 + )22

K(1,y1,1) = 2yt
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L'équation (5) donne alors

N(x,y,z,1)

K(x,y,z,t)=2 .
Dl(x’ N4XS t)DZ(x’ N4XS t)

avec

Nx,y,z,t)=1+ [1—y—2x+(2x—y—l)z] t+(1—y)2zt2

et

+[1+1-yp)zt] \/1—2(1+y)t+(1—y)2t2,

Di(x,y,2,t) =1+ (1 —y—2x)t+ \/1—2(1+y)t+(1—y)2t2

Dy (x,y,z2,1) =2 — [1—(1—y)t—\/1—2(1+y)t+(1—y)2t2 z
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— Chemins de Motzkin —

Méme construction mais en partant de suites a valeurs dans
{_ ]-) O) 1}

Série génératrice

too 1-z—V1-2z-322
M(z)=)Y M,z"= )
(2) n;o n o2
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— Calcul de la série génératrice de Motzkin —

Soit a construire un chemin de Motzkin reliant (0,0) a (7, 0) ayant
k plateaux. En enlevant les plateaux puis par recollement, on ob-
tient un chemin de Dyck de longueur 2¢. On a k = n—2¢. Pour
construire le chemin de Motzkin, on commence par placer les
n—2¢ plateaux. Il y a (, ", ) possibilités. Les plateaux étant pla-
cés, on insere un des C, chemins de Catalan possibles en modi-
fiant I’altitude des plateaux.
Ainsi,

n/2

M,=) "
=0

C
20| ¢

puis

1-z—V1-2z-322

Wi = 222
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— Chemins de Riordan —

Comme les chemins de Motzkin, mais on s’autorise a passer sous
I’axe des abscisses a conditions que ce soit par la succession d'un
pas descendant et d'un pas montant.

L'ensemble des chemins de Riordan de longueur 7 est en bijec-
tion avec I'’ensemble des suites finies (0;)1<i<y telles que
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— Calcul de la série génératrice de Riordan —

En remarquant qu'un chemin de Riordan qui n’est pas un che-
min de Motzkin est la concaténation d’'un chemin de Motzkin,
d'une pointe sous I'axe des abscisses et d'un chemin de Riordan,
on obtient

R(z) = M(2) + z*M(2)R(2)

puis
oo 1-z-22z°-V1-2z-3272
R(z)=) Ruz"= 5
=0 2(1+2)z




— Premieres valeurs —

n 0123 4 5 6 7 8 9 10 11

C, 1 125 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786
% M, 1124 9 21 51 127 323 835 2188 5798

R, 1136 15 36 91 232 603 1585 4213 11298

Remarque On appelle classiquement nombres de Riordan les
o nombres R, définis par

Ry=1, R =0, R,.»=R,.
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— Formes modulaires —

Si N = 1 est un entier, on note I'¢(IN) le sous-groupe de SL(2,Z)
défini par

FO(N):{(if Z)ESL(Z,Z): ad—bc=1,c=0 (mod N)}.

Si k = 2 est un entier pair, une forme parabolique de poids k et
de niveau N est une fonction holomorphe

f: A :={zeC: Smz>0} —-C
telle que

(D V(2 5) e To), f(2£L) = (cz+ d*f (2), Yz e 75

cz+d

(2) z— (i‘smz)klzlf(z)l est majorée sur /.
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Une forme parabolique admet un développement de Fourier

+00

f(z)= Z f(n) exp2innz).
n=1
L'ensemble S(k, N) des formes paraboliques de poids k et de ni-
veau IN acquiert une structure d’espace hermitien lorsqu’on le
munit du produit de Petersson

__ .dxd
(f,g)zf f D@y 5.
To(N\A Y

Une approximation de sa dimension est

dim S(k, N) = % [SL(2,7): To(N)] + O(N'/?*%)

avec

1
[SL(2,Z): T'o(N)] =N [] (1 + —).
peP P
pIN
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— Formes anciennes et nouvelles —

Lorsque d et N’ sont deux diviseurs de N tels que N' < N et d | %,
et si f € S(k,N') alors z— f(dz) est une forme de S(k,N). Les-
pace engendré par de telles formes est appelé espace des formes
anciennes. Son orthogonal est I'espace des formes nouvelles.

— Opérateurs de Hecke —

Pour tout n € N*, on définit le n® opérateur de Hecke par

Ty S(k, N) e S(k,N)

+00 __ . +00 R .
Z f(m) emez s Z Z dk—lf (rgzn) emez.
m=1 m=1 | d|(m,n)

(d,N)=1

Les opérateurs de Hecke commutent et sont presque tous au-
toadjoints : si (n, N) =1 alors T}, est autoadjoint.



— Formes primitives —

Une base orthogonale privilégiée de 1'espace des formes nou-
velles est 'ensemble des formes primitives. On note H; (N) cet
ensemble. Les formes primitives vérifient

(1)
+00 )
n=1
(2 Ar(D)=1;
o 3) Tnf =Ap(mn*D2f vpeN*;
o (4) mn
Plein écran A,f(m) Af(}’l) _ Z /,lf (_2)
d|(m,n) d

(d,N)=1

Quitter

B) Ar(p)e[-2,2] (peP).
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— Fonctions L —

Si f € H,.(N), on peut lui associer une fonction L définie par

+00
L(f,8)=)_ Af(m)n~.

n=1
La relation de multiplicativité implique le développement eule-
rien

L(f,s)= [] L(f,,9)

pe
avec

L(f, ) =[1-Ap(p)p " +en(p)p>17!

1 si(pN)=1;
0 sinon.

en(p) = {



On peut écrire

L(f, ) =l—ar(pp °lll-Br(p)p~°]

et grace aux travaux de Deligne,

lar(p)l=1
1Br(p)| < 1.

% On en déduit que L(f,s) converge pour Res > 1. En fait, elle ad-
met un prolongement en fonction entiere et

L(foor LS, 8) = i%e s (N2 (o0, 1= $)L(f, 1 - )

avec
f Ef(N) =+1

k-1 k-1
L(foo,s):Foo(s+ 5 )Too(5+1+T)

Plein écran

A

I (s) =T G) -

Quitter L
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Pourquoi les formes modulaires ?

Le théoreme de Breuil, Conrad, Diamond, Taylor & Wiles (ex
conjecture de Shimura-Taniyama-Weil) relie les courbes ellip-
tiques

3

y2z =x>+axz’+ bz>, (a,b)e Q

aux formes primitives. Apres les changements de variables ap-
propriés, on peut écrire I'équation d’'une courbe elliptique sous
forme « simplifiée ». On peut alors réduire cette équation modulo
p pour tout nombre premier p. Si I’équation réduite n’a pas de
singularité sur Z/pZ, on dit que p est de bonne réduction. Soit
N, le nombre de solutions dans Z/pZ de I'équation simplifiée
réduite modulo p. Le théoreme affirme I'existence d'une forme
primitive fr de poids 2 telle que, pour tout nombre premier p de
bonne réduction

fe(p)=p-N,.
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— Conjecture de Birch & Swinnerton-Dyer —

On peut munir toute courbe elliptique E d’une loi de groupe qui
en fait un groupe abélien de type fini (Mordell) :

E@Q) = E(@)torsion @ Zrang(E).
La conjecture affirme

rang(E) = Sgrlc/:lz L(fE, ).

— Conjecture de Sato-Tate —
SoitfeHZ(N),et—ZSaS b<2,

lim !
x—+ooft{pe P: p < x}

{peP: p<x, As(p)€la,bl}

1 /b [ x2
:—f 1-—dux.
T Ja 4



Plein écran

Quitter

— Fonction L de carré symétrique d’'une forme modulaire —

L(fp9) ' =[1-ar(pp | [1-Br(p)p”°]

U
ortp = (7 ﬁf(zp))
U
ar(p)? 0 0
symz(Df(p):( 0 ar(p)Br(p) O )
0 0 Br(p)?
U

L(sym?, f,8)”"' =
[1-a;(p?p~°] [1-arBr(pp~°] [1-Br(p)*p~°]
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A partir de maintenant, N est sans facteur carré.

+00
Lsym® f,8) = [] L(sym%f, =(N@29) Y Ap(n®)n~".
peEL n=1

En posant
L(symZ, f,8) = oo (s + 1) T'oo (s + k= 1) T (s + k)

Li a prouvé

L(symiO f,s)L(sym? f, s) =
(N ~S*2 L (sym?2 f,1 - s)L(sym?® f,1—s).

Shimura a prouvé que la fonction L(sym? f, s) admet un prolon-
gement en fonction entiere. Sa bande critique est

{seC: Res€]0,1]}.
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— Le réel L(sym? f,1) —

On al’égalité

22k—lnk+1 (f, f)

Lsym® f,1) = —pom—=0

Cette relation justifie 'étude de L(sym? f,1).
Goldfeld, Hoffstein, Lieman et Iwaniec ont prouvé

Y
log(k?N)

On ne sait pas si cette majoration est optimale.
On a prouvé avec J. Wu qu’en admettant I’hypothése de Riemann
pour les fonctions L(sym? f, s) alors

< L(sym?® f,1) < Ctlog(k*N).

k 2 .
loglog(3N) < L(sym" f,1) = Ci [loglogBN)|".
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On pose

— Moments asymptotiques —

N ={NeN: u(N)#0, p| N= p=N*}

ou x €]0, 1] est un réel fixé. Pour tout n € N, on note

My pn(N) =

— Z L(Sym2 f’ l)in—l.
#H (N peHrv)

Théoreme. Soit n € N*, il existe M., tel que

lim Mil’l(N) = Min'
N—o00
Ne N
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Si

ébl’l(bl)

et

alors

— Valeur des moments positifs —

;bn): (dl,...,dn_l)ENn_l:di|(

my(r) =

)3

2

by--- b

dy---di

blr'--ybn (dl»---»dn—l)egn(bly---»bn)

by-bp=r

dy-dp-1=r
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Si

m_p(r) =

— Valeur des moments négatifs —

)3

ularbicy) - planbycn) u(br) -« - u(by)

(al,...,an,bl,...,bn,cl,...,cn)el\l3”
ay--an(by--bp)(c1—cn)S=r

alors

+00
M_,=(@)! ;

X

(dl,...,dn_l)egn(al bl,...,anbn)
dydp—1=ayby--anby

m_y(r)

1



o~
=

et s — Interprétation combinatoire des moments négatifs —

On note R, le nombre de chemins de Riordan d’arrivée n.
La fonction génératrice des nombres de Riordan est

2
1+x+V1-2x—-3x2

Plein écran R(x) — Z thh =
h=0

Quitter
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Soit n =0, alors

1 p )
Y A — 7/ R —
% 5(2)5(3)n1p1 (192+l9+1

avec

On(x) = Z( )" th

Plein écran

Quitter
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De la fonction génératrice des nombres de Riordan, on déduit

1 2
R, = ;j (?-1)"Va-r2ds
0

puis

()= (1"
h=0

N\~ n
R

h) e

4 /2

:;f 1+ x(1— 4sin®0)]" cos20 do.
0

L'utilisation de cette expression entraine 1’égalité suivante

e’ +O( n )
((2)? logn

logM_,, = nloglogn + nlog



Plein écran

Quitter

— Interprétation combinatoire des moments positifs —

Soit n = 0, alors

L@ )" —p
R U & (M)‘

On en déduit

logM,, =3nloglogn+3 n+O( )

gMin glog Y log 1
Linterprétation combinatoire est plus délicate que pour les mo-
ments négatifs. Dans le cas des moments négatifs, la fonction u
restreignait les domaines de variation des indices.



Soit .
Alx,y,8) = ) An(x, )t"
n=1

ou
% An(x, 7) = Z LRET(D) yDBR(D).

De9,,
OnaA(x,y,t) =K(x,y,1,t) donc

il 2—x—xt+xyt—x\/1-20+p)t+(1—-y)?2t?

Alx, y,t) =
EHIpl 2(1—x—xt+xyt+x%1)

Plein écran
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Cette fonction intervient de la facon suivante. On montre que

M, =0@" " [] Sn (o,%)

peEL
avec
n—1
Sn(a,q) = Z l_[ (qlai—ai+1|+._.+qai+ai+1).
(@o,a1,...,a,)eN"T1 =0
do=a
a,=0
On calcule
Sn+1(a, q) = EPTE qz)nzn[a] (q)
avec
2alal(g) =
LD(D)-1
Y (1 gRET(DI-1 ;2DBRD) (1 - qz) .
2 LD(D)-1]" "

DED 41 q
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On a en particulier

2,[01(q) =

Z (1- q)RET(D)—quDBR(D)'

DeD 11
LD(D)=1

On va enlever la condition LD(D) = 1.



Il existe une bijection

@:{DED,1: LD(D) =1} — D,

telle que RET((p(D)) RET(D) — 1 et DBR((p(D)) DBR(D).
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L'expression de X,[0](g) devient alors

>,[01(q) = Z (1- q)RET(D) qZDBR(D)

De9,
= An(1-q,q°)
puis
1
S,41(0,q) = A,(1-q,q%).
n+1(0,9) A= d=gdn n(l1—q,9")

Cette expression permet d’obtenir une expression intégrale de
S1+1(0, g) et donc de faire une étude asymptotique des moments.
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— Une expression commune —

On définit la fonction hypergéométrique

F(a,pB,v;2)

I'(y f WP
F(ﬁ)F(Y p)

1-

W P11 - uz) *du.

Alors, pour tout entier n positifs ou négatifs,

Ma= ]

peP

|

1
1——

p

—-3n
KE

3
2

0=

_4r
(p—1)2)°
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— Valeurs extrémes de L(sym? f,1) —

Des expressions asymptotiques des moments, on déduit le résul-
tat suivant.
Soit

Neri = {NeN": u(N) #0 et P~ (N) =1og(3N)}.

Pour tous k > 0 entier pair, NV entier sans facteur carré et C > 0
réel, on introduit

H."(N; C, sym?) = {f € H.(N): L(sym” f,1)=C [loglog(3]\l)]3}
et
HE™(N; C, sym?) = { f € H:(N): Lisym? f,1) < C[loglog(3N)] ‘1}.

Alors, pour tout € > 0, il existe deux réels C > 0 et ¢ > 0 ne dépen-
dant que de ¢ et k tels que pour tout N € A on a

#Hzi (N;C,sym?) = e“([log(‘g’]\n]g#HZ (V).
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En particulier, il existe un réel K > 0 ne dépendant que de k tel
que, pour tout N € Ay, il existe f; € H;C‘ (N) et f- € H;C" (N) véri-
fiant

L(sym? f,,1) = K[loglog(3N)]®

et
L(sym? f_,1) < K[loglog(3N)] .

Ceci est a comparer a la majoration (sous GRH) :

Ck
loglog(3N)

< L(sym? f,1) < Cy [loglog3BN)]°.
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— Moments tordus —

Dans l'expression des moments, seule apparait la fonction
S$1,(0,g) de sorte qu'on peut se demander si la fonction S;(a, q)
n'est qu'un intermédiaire de calcul.

On montre que

1
lim ——— Y Ap(m)Lsym® f,1)" = {(2)Mp+1(m)
Noveo #HEND feimi)
(N,m)=1
avec

vy,(m) 1
M,(m)={@2)" ] Sn( P ,—)
peP 2 p

ou vy,(m) est la valuation p-adique de m et

Snla,q) =0 ifae¢N.



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

