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OpérationsDivisibilité
Qu’est-ce qu’un diviseur ?

Choisissez deux nombresentiers, appelez d le premier et n le second. S’il existe untroisième entier k tel que
d × k = n

on dit que d est un diviseur de n.
Exemple

Exemple
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OpérationsDivisibilité
Choisissez deux nombres entiers, appelez d le premier et
n le second. S’il existe un troisième entier k tel que

d × k = n

on dit que d est un diviseur de n.
Exemple

4 20

Exemple
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OpérationsDivisibilité
Choisissez deux nombres entiers, appelez d le premier et
n le second. S’il existe un troisième entier k tel que

d × k = n

on dit que d est un diviseur de n.
Exemple

4× 5 = 20

Exemple
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OpérationsDivisibilité
Choisissez deux nombres entiers, appelez d le premier et
n le second. S’il existe un troisième entier k tel que

d × k = n

on dit que d est un diviseur de n.
Exemple

4× 5 = 20 4 est un diviseur de 20
Exemple Un autre exemple ?
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OpérationsDivisibilité

Chaque nombre entier (différent de 1) a au moins deuxdiviseurs : 1 et lui même.

Exemple

I 1× 20 = 20 donc 1 divise 20
I 20× 1 = 20 donc 20 divise 20
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Chaque nombre entier (différent de 1) a au moins deuxdiviseurs : 1 et lui même.
Exemple
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OpérationsDivisibilité

Chaque nombre entier (différent de 1) a au moins deuxdiviseurs : 1 et lui même.
Exemple

I 1× 20 = 20 donc 1 divise 20
I 20× 1 = 20 donc 20 divise 20
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OpérationsDivisibilité
Certains nombres n’ont que deux diviseurs,

d’autres ontbeaucoup de diviseurs,

Deux grands nombres...

I 1 719 620 105 458 406 433 483 340 568 317 543 019 584575 635 895 742 560 438 771 105 058 321 655 238 562613 083 979 651 479 555 788 009 994 557 822 024 565226 932 906 295 208 262 756 822 275 663 694 111n’a que deux diviseurs ;
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OpérationsDivisibilitéCertains nombres n’ont que deux diviseurs, d’autres ontbeaucoup de diviseurs,
Deux grands nombres...

I 1 719 620 105 458 406 433 483 340 568 317 543 019 584575 635 895 742 560 438 771 105 058 321 655 238 562613 083 979 651 479 555 788 009 994 557 822 024 565226 932 906 295 208 262 756 822 275 663 694 111n’a que deux diviseurs ;
I 1 719 620 105 458 406 433 483 340 568 317 543 019 584575 635 895 742 560 438 771 105 058 321 655 238 562613 083 979 651 479 555 788 009 994 557 822 024 565226 932 906 295 208 262 756 822 275 663 694 110a 37 778 931 862 957 161 709 568 diviseurs ;
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OpérationsDivisibilitéCertains nombres n’ont que deux diviseurs, d’autres ontbeaucoup de diviseurs,
Deux grands nombres...

I 1 719 620 105 458 406 433 483 340 568 317 543 019 584575 635 895 742 560 438 771 105 058 321 655 238 562613 083 979 651 479 555 788 009 994 557 822 024 565226 932 906 295 208 262 756 822 275 663 694 1111n’a que deux diviseurs ;
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?

À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 ?

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs

I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 ?

I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs

I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs
I 12 ?

I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs

I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs
I 13 ?

I 13 a 2 diviseurs
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OpérationsDivisibilité

Combien les nombres suivants ont-ils de diviseurs ?
À vous !

I 3 a 2 diviseurs
I 4 a 3 diviseurs
I 12 a 6 diviseurs
I 13 a 2 diviseurs
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Qu’est-ce qu’un nombre premier ?

DéfinitionUn nombre premier est un nombre entier naturel qui n’aque deux diviseurs.
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Exemples
Les nombres 2, 3, 5, 7, 11 sont premiers ;

vous pouvez le vérifier en divisant par tous lesentiers plus petits que ces nombres.Les nombres 4, 9, 12 ne sont pas premiers ;Le nombre 274 207 281 − 1 est premier ;ce nombre a 22 338 618 chiffres, c’est le plus grandnombre premier connu à ce jour. Il a été « trouvé » enjanvier 2016.
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Exemples
Les nombres 2, 3, 5, 7, 11 sont premiers ;vous pouvez le vérifier en divisant par tous lesentiers plus petits que ces nombres.Les nombres 4, 9, 12 ne sont pas premiers ;Le nombre 274 207 281 − 1 est premier ;ce nombre a 22 338 618 chiffres, c’est le plus grandnombre premier connu à ce jour. Il a été « trouvé » enjanvier 2016.

Emmanuel Royer Nombres premiers



Le plus grand... connu
Le plus grand nombre premier connu à ce jour a

22 338 618 chiffres.
Le fichier texte (format .txt) le contenant a une taille de

22,8 Mo.
Pour l’imprimer, il faudrait

3 304 feuilles
imprimées recto-verso comme celle que je vous présente,soit

16 kilogrammes de papier.
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Crible d’ÉratosthèneTroisième siècle av. J.-C.
Érathostène enseignant à Alexandrie par Bernardo Strozzi (1581–1644) (inv. 1959.1225)Avec l’aimable autorisation du Musée des Beaux-Arts de Montréal
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Crible d’ÉratosthènePrincipe

si n est un entier (différent de 1), alors les entiers 2n,3n, 4n, . . . ne sont pas premiers

si un entier n (différent de 1), n’est pas de la forme2q ou 3q ou 4q etc. avec q valant au moins 2 alors nest premier.
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Crible d’ÉratosthènePrincipe

si n est un entier (différent de 1), alors les entiers 2n,3n, 4n, . . . ne sont pas premierssi un entier n (différent de 1), n’est pas de la forme2q ou 3q ou 4q etc. avec q valant au moins 2 alors nest premier.
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9 10XX

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9 10XX

11 12XX13 14XX15 16XX17 18XX19 20XX

21 22XX23 24XX25 26XX27 28XX29 30XX

31 32XX33 34XX35 36XX37 38XX39 40XX

41 42XX43 44XX45 46XX47 48XX49 50XX

51 52XX53 54XX55 56XX57 58XX59 60XX

61 62XX63 64XX65 66XX67 68XX69 70XX

71 72XX73 74XX75 76XX77 78XX79 80XX

81 82XX83 84XX85 86XX87 88XX89 90XX

91 92XX93 94XX95 96XX97 98XX99 100XXX
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9 10XX

11 12XX13 14XX15 16XX17 18XX19 20XX

21 22XX23 24XX25 26XX27 28XX29 30XX

31 32XX33 34XX35 36XX37 38XX39 40XX

41 42XX43 44XX45 46XX47 48XX49 50XX

51 52XX53 54XX55 56XX57 58XX59 60XX

61 62XX63 64XX65 66XX67 68XX69 70XX

71 72XX73 74XX75 76XX77 78XX79 80XX

81 82XX83 84XX85 86XX87 88XX89 90XX

91 92XX93 94XX95 96XX97 98XX99 100XXX
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9X 10XX

11 12XX13 14XX15 16XX17 18XX19 20XX

21 22XX23 24XX25 26XX27 28XX29 30XX

31 32XX33 34XX35 36XX37 38XX39 40XX

41 42XX43 44XX45 46XX47 48XX49 50XX

51 52XX53 54XX55 56XX57 58XX59 60XX

61 62XX63 64XX65 66XX67 68XX69 70XX

71 72XX73 74XX75 76XX77 78XX79 80XX

81 82XX83 84XX85 86XX87 88XX89 90XX

91 92XX93 94XX95 96XX97 98XX99 100XXX
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
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91 92XX93XX94XX95 96XX97 98XX99XX100XXX
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9X 10XX
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9X 10XX
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Crible d’ÉratosthèneMise en œuvre
2 3 4X 5 6X 7 8X 9X 10XX

11 12XX13 14XX15XX16XX17 18XX19 20XX

21XX22XX23 24XX25XX26XX27XX28XX29 30XX

31 32XX33XX34XX35XX36XX37 38XX39XX 40XX

41 42XX43 44XX45XX46XX47 48XX49XX 50XX

51XX52XX53 54XX55XX56XX57XX58XX59 60XX

61 62XX63XX64XX65XX66XX67 68XX69XX 70XX
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81XX82XX83 84XX85XX86XX87XX88XX89 90XX

91XX92XX93XX94XX95XX96XX97 98XX99XX100XXX
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Une infinité...
Donnez moi une liste de nombres

puis-je vous garantir qu’il existe un nombre plusgrand que le plus grand de votre liste ?
OUI

Il suffit de trouver le plus grand des nombres que vousm’avez donnés et de l’augmenter de 1.
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Une infinité...
Donnez moi une liste de nombrespuis-je vous garantir qu’il existe un nombre plusgrand que le plus grand de votre liste ?

OUI
Il suffit de trouver le plus grand des nombres que vousm’avez donnés et de l’augmenter de 1.
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Une infinité...
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Une infinité...
Donnez moi une liste de nombrespuis-je vous garantir qu’il existe un nombre plusgrand que le plus grand de votre liste ?

OUI
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Une infinité...
Donnez moi une liste de nombres premiers,

puis-je vous garantir qu’il existe un nombre premierplus grand que le plus grand de votre liste ?OUI
On dit qu’il y a une infinité de nombres premiers.Si vous choisissez une liste trop longue, il me sera malgrétout très difficile de construire un tel nombre premier.Ça n’empêche pas de savoir qu’il en existe un.
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Une infinité...
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Une infinité...
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Une infinité...
Donnez moi une liste de nombres premiers,puis-je vous garantir qu’il existe un nombre premierplus grand que le plus grand de votre liste ?OUI

On dit qu’il y a une infinité de nombres premiers.Si vous choisissez une liste trop longue, il me sera malgrétout très difficile de construire un tel nombre premier.
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Une infinité...
Donnez moi une liste de nombres premiers,puis-je vous garantir qu’il existe un nombre premierplus grand que le plus grand de votre liste ?OUI

On dit qu’il y a une infinité de nombres premiers.Si vous choisissez une liste trop longue, il me sera malgrétout très difficile de construire un tel nombre premier.Ça n’empêche pas de savoir qu’il en existe un.
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Une infinité...La preuve d’Euclide (Troisième siècle av. J.-C.)
Détail de L’École d’Athène par Raphaël (1483–1520)Stanza della Segnatura, Palazzi Pontifici, Vatican
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Une infinité...La preuve d’Euclide

Donnez moi une liste de nombres premiers, grâce aucrible d’Érathostène on construit la liste de tous lesnombres premiers inférieurs au plus grand de votre liste :
p1 < p2 < p3 < · · · < pk .

BUT : montrer qu’il existe un nombre premier strictementsupérieur à pk .
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Une infinité...La preuve d’Euclide
Un cas particulierUn homme ne connaît que les nombres premiers 2, 3, 5 et11. Avec le crible d’Érathostène il construit :

2 < 3 < 5 < 7 < 11.
Il a énormément de mal à calculer, au pointqu’utiliser crible d’Érathostène pour trouver unnombre premier plus grand que 11 est impen-sable. En revanche, il sait raisonner !
BUT : se convaincre qu’il existe un nombre pre-mier strictement supérieur à 11.
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Une infinité...La preuve d’Euclide : un nombre strictement plus grand que le plus grand...
1 Construisons le nombre

n = p1 × p2 × p3 × · · · × pk + 1.

2 Soit il est premier : il convient car n > pk ;
3 soit il n’est pas premier : dans ce cas, il admet undiviseur premier q ;
4 ce nombre premier q n’est pas dans la liste

p1, . . . , pk , sinon il diviserait à la fois le nombre n etle nombre p1 × p2 × p3 × · · · × pk ,
5 il diviserait donc 1 ce qui est impossible ;
6 ainsi q est un nombre premier supérieur à pk .
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Mon premier théorème !Il existe une infinité de nombres premiers : pour toutnombre entier n, il existe un nombre premier plus grandque n.



Une infinité...La preuve d’Euclide : un nombre strictement plus grand que le plus grand...
Un cas particulier

I Notre homme construit le nombre
n = 2× 3× 5× 7× 11 + 1.

Il ne sait pas le calculer.
I S’il est premier, alors c’est un nombre premier plusgrand que 11.
I S’il n’est pas premier, ce nombre à un diviseur quiest lui-même premier.
I Ce diviseur ne peut pas être 2, ni 3, ni 5, ni 7 ni 11.
I Ce diviseur est donc un nombre premier plus grandque 11.
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Combien ?Une infinité, oui mais...
Il y a 25 nombres premiers inférieurs à 100 ;

il y a 168 nombres premiers inférieurs à 1000 ;il y a 1229 nombres premiers inférieurs à 10000 ;il y a 9592 nombres premiers inférieurs à 100000 ;il y a 78498 nombres premiers inférieurs à 1000000 ;il y a 664579 nombres premiers inférieurs à10000000.
Quelle régularité ?
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Combien ?Une infinité, oui mais...

Le décompte des nombrespremiers évoqués précé-demment a été fait parGauss à la main.

Emmanuel Royer Nombres premiers



Combien ?Une infinité, oui mais...De nos jours, on utilise plutôt des applicationsinformatiques telles que pari-gp.
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Combien ?Une infinité, oui mais...

x

100 25
1000 168

10000 1229
100000 9592

1000000 78498
10000000 664579

100000000 5761455

Nombre de 
premiers in-
férieurs à x
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Combien ?Une infinité, oui mais...

x Proportion

100 25 0,25
1000 168 0,17

10000 1229 0,12
100000 9592 0,1

1000000 78498 0,08
10000000 664579 0,07

100000000 5761455 0,06

Nombre de 
premiers in-
férieurs à x
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Combien ?Une infinité, oui mais...

x Proportion

100 25 0,25 4
1000 168 0,17 5,95

10000 1229 0,12 8,14
100000 9592 0,1 10,43

1000000 78498 0,08 12,74
10000000 664579 0,07 15,05

100000000 5761455 0,06 17,36

Nombre de 
premiers in-
férieurs à x

Proportion 
inverse
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Combien ?Une infinité, oui mais...

x Proportion Écart

100 25 0,25 4
1000 168 0,17 5,95 1,95

10000 1229 0,12 8,14 2,18
100000 9592 0,1 10,43 2,29

1000000 78498 0,08 12,74 2,31
10000000 664579 0,07 15,05 2,31

100000000 5761455 0,06 17,36 2,31

Nombre de 
premiers in-
férieurs à x

Proportion 
inverse
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Combien ?Une infinité, oui mais...
Notons π(x) le nombre de nombres premiers plus petitsque x . La proportion des nombres premiers plus petitsque x est

P(x) = π(x)
x .Le tableau précédent semble montrer que, lorsque x estsuffisamment grand,1

P (10x)− 1
P (x) = 2, 3 . . . .

Il existe une fonction qui a cette propriété : la fonctionlogarithme, qu’on note ln.
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Combien ?Une infinité, oui mais...

0
1
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Combien ?Une infinité, oui mais...

0
1 10

2,3
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Combien ?Une infinité, oui mais...

0
1 10

2,3

100

4,6
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Combien ?Une estimation du jeune Gauss...

Il semble donc que le rapport du nombre de nombrespremiers inférieurs à x et de xln x se rapproche de 1 quand
x grandit.

π(x) ∼ xln x (x → +∞).Gauss a donné cette approximation en 1792, il avait 15ans !
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Combien ?Qualité de l’estimation du jeune Gauss...

10
10 100 000 000

5 761 464

x 7→ π(x)
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Combien ?Qualité de l’estimation du jeune Gauss...

10
10 100 000 000

5 761 464

x 7→ π(x)
x 7→ x/ ln(x)
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Il est temps de partir,

mais
l’histoire ne fait que

commencer...

Encore 225 ans de mathématiques à parcourir...



Combien ?Une estimation du vieux Gauss...
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Combien ?Une estimation du vieux Gauss...

Le « vieux » Gauss (64 ans) conjecture donc que le nombrede nombres premiers inférieurs à x est bien approché parla surface sous la courbe de t 7→ 1ln t entre 2 et x .

π(x) ∼ ∫ x

2
1ln t dt.
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Combien ?Une estimation du vieux Gauss...

0
2 x
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Combien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...
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10
10 100 000 000

5 761 464

x 7→ π(x)
x 7→

∫ x

2
dtln(t)
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Combien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...

10
10 100 000 000

5 761 464

x 7→ π(x)
x 7→

∫ x

2
dtln(t)Voyez-vousunedifférence ?
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Combien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...

10
10 100 000 000

5 761 464

Commentdistinguer ?
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Combien ?Qualité de l’estimation du vieux Gauss...

-0,124
10 000

100 000 000
-0.0318

π(x)− ∫ x2 dtln(t)√
xVous voyezunedifférence !
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Combien ?Le théorème de Hadamard et De La Vallée Poussin (1896)
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Combien ?Le théorème de Hadamard et De La Vallée Poussin (1896)

Le résultat conjecturé par Gauss en 1849 a été démontrépar Hadamard et De La Vallée Poussin en 1896.

Ils ontmontré que π(x) est bien approchée par ∫ x2 dtln(t)

et on donné une estimation de l’erreur. Unthème de recherche de la théorie analytique des nombresest d’améliorer ce terme d’erreur.
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Combien ?Le terme d’erreur
En particulier, on aimerait savoir montrer que le bonordre de grandeur de l’erreur est (un peu plus grand que)√

x).

-0,124
10 000

100 000 000
-0.0318 donc que lacourbe ne sortque très lente-ment de la bandehorizontaletracée.
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La fonction ζ de Riemann
Le terme d’erreur conjecturé serait connu si on connaissaitsuffisamment la mystérieuse fonction

³
Le premier a faire un lien entre les nombres premiers etl’analyse complexe est Riemann en 1859.
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La fonction ζ de Riemann
Le terme d’erreur conjecturé serait connu si on connaissaitsuffisamment la mystérieuse fonction

³
Le premier a faire un lien entre les nombres premiers etl’analyse complexe est Riemann en 1859.
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La fonction ζ de RiemannAux entiers

Calculons 112

+ 122 + 132 + 142 + · · ·+ 1
n2pour n de plus en plus grand.
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La fonction ζ de RiemannAux entiers

Calculons 112 + 122 + 132 + 142 + · · ·+ 1
n2

pour n de plus en plus grand.
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La fonction ζ de RiemannAux entiers

Calculons 112 + 122 + 132 + 142 + · · ·+ 1
n2pour n de plus en plus grand.
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
n somme
1 1,000000000
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
n somme
1 1,000000000
2 1,250000000
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
n somme
1 1,000000000
2 1,250000000
3 1,361111111
4 1,423611111
100 1,634983900
1000 1,643934567
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
n somme
1 1,000000000
2 1,250000000
3 1,361111111
4 1,423611111
100 1,634983900
1000 1,643934567
5000 1,644734087
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
n somme
1 1,000000000
2 1,250000000
3 1,361111111
4 1,423611111
100 1,634983900
1000 1,643934567
5000 1,644734087
10000 1,644834072
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
n somme
1 1,000000000
2 1,250000000
3 1,361111111
4 1,423611111
100 1,634983900
1000 1,643934567
5000 1,644734087
1 ³(2)
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La fonction ζ de RiemannAux entiers
On procède de même pour tous les entiers valant aumoins 2 :

ζ(3) = 113 + 123 + 133 + · · · ' 1, 2020569 . . .
ζ(4) = 114 + 124 + 134 + · · · ' 1.0823232 . . .
ζ(5) = 115 + 125 + 135 + · · · ' 1.0369278 . . .On connaît une façon de donner un sens à ces calculspour tous les nombres complexes différents de 1.
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La fonction ζ de RiemannLe plan complexeLes nombres complexes sont les points du plan,

mais onsait les additionner et même les multiplier !

a

b
a+ i b

Emmanuel Royer Nombres premiers



La fonction ζ de RiemannLe plan complexeLes nombres complexes sont les points du plan, mais onsait les additionner

et même les multiplier !

a

b
a+ i b

Emmanuel Royer Nombres premiers



La fonction ζ de RiemannLe plan complexeLes nombres complexes sont les points du plan, mais onsait les additionner et même les multiplier !

a

b
a+ i b

Emmanuel Royer Nombres premiers



La fonction ζ de Riemann
On sait calculer ζ(z) pour tous les nombres complexessauf pour 1.

Pour les nombres complexes à l’Est de 1,c’est facile. Pour les nombres complexes à l’Ouest de 0,c’est facile. Dans la région du milieu, c’est très difficile.

1
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La fonction ζ de RiemannHadamard & de la Vallée PoussinLe travail de Hadamard et de la Vallée Poussin aconsisté a explorer une petite région à l’Ouest de 1

et àcomprendre le Pic du Un.
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La fonction ζ de RiemannPartout

1
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La fonction ζ de RiemannPartout

1
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La fonction ζ de RiemannCe qui reste à explorer

1
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