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Le sujet comporte un probléme et un exercice

Il sera tenu compte de facon importante de la qualité de la rédaction et de
[’argumentation. En particulier, répondre juste a une question est valorisé,
répondre faux est pénalisé et ne pas répondre n’est ni valorisé ni pénalisé.

Le sujet comporte quatre pages en plus de cette page de présentation.



Probléme

Etant donné un entier naturel n on note R, [X] le R-espace vectoriel des polyndomes & coefficients réels et dont le degré est
inférieur ou égal a n.

n
Si P = Zaka € R,[X], on dit que P est de degré n lorsque le coefficient a,, est non nul; ce coefficient est alors appelé

k=0
n

« coefficient dominant de P ». Dans tout le probléme on identifie le polynome P = Z ap X" et sa fonction polynomiale associée.
k=0

Pour tout entier naturel n, on appelle ¢, la fonction définie pour = € [—1, 1] par : ¢,(x) = cos(n arccos(zx))

PARTIE 1.

1. Vérifier que pour tout entier naturel n, la fonction ¢,, est continue sur [-1,1].

2. Pour z € [—1, 1], donner une expression polynomiale de co(z), ¢1(z), ca(x) et c3(x).

3. Représenter graphiquement dans un méme repére orthonormal les fonctions cg, ¢1, ¢o et cs.
4. Montrer que : Vn € N*,Va € [-1,1], cnt1(2) + cn—1(x) = 22 ¢, (2).

5. Soit la suite de polynomes (7},),cn définie par :

T() = ].,Tl = X, et Vn € N,Tn+2 = QXTn+1 — Tn
Montrer que pour tout entier naturel n, T, est un polynome de degré n de coefficient dominant que ’on explicitera.
6. Prouver que, pour tout entier naturel n, la famille (Ty, 71, ..., Ty, ) est une base de R, [X].

7. Montrer que pour = € [-1,1] et n € N, on a T),(z) = ¢, ().

PARTIE 2.

1. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X] on pose (P|Q) = /1 Mdt.
1 V1—1t2

1.1 Vérifier que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X]. On note ||.|| la norme associée.

Dans toute la suite du probléme R[X] est muni de ce produit scalaire.

1.2 Soient p et ¢ dans N, on pose I, , = / cos(p ) cos(q)db.
0
Démontrer que, si I'on a p # g alors I, , = 0.
Calculer I, ,.

1.3 Montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (Tp,T1,...,T,,) définie dans la partie 1 est une base orthogonale
de R, [X].

Cette base est-elle orthonormale ?

1.4 Prouver que pour tout entier naturel n non nul, 7;, est orthogonal a R,,_;[X].

T2
1.5 Montrer que : Vn € N*, (X"|T,) = 1T

on—1 '



n—1

2. Soient n € N*| ag,aq,...,a,—1 des réels et P le polynome de R, [X] défini par : P = X" + Z ap X*

2.1 Justifier 'existence d’une unique famille de réels (bg)ogr<n telle que I'on a :

2.2 Calculer b,,.

2.3 Montrer que l'on a : ||P||? > gb%

2.4 En déduire la valeur de :

k=0

n

P:Zkak

k=0

Inf </1u"+mhﬁ"1+m+

(ao,a1,...,an—1)ER™

PARTIE 3.
2k —1
Soit n € N*. Pour tout k € {1,2,--- ,n}, on pose 0, = (27)7T et x = cos(by).
n
. Vérifier que 1, %o, ..., 2, sont les racines du polynéme T, défini dans la partie 1

. Soit & = (Ly, ..., L,) la famille des polynomes d’interpolation de Lagrange associ

c’est-a-dire les polynomes de R,,_1[X] qui, pour tous ¢ et j dans [1,n], vérifient

Li(z;) = 8]
, ) lsii=7j
ol 0] est le symbole de Kronecker : §] =
0 sinon
2.1 .Z est-elle une base de R,,_1[X]?
2.2 Montrer qu’il existe des réels Ay, ..., A, tels que :
LG -

VGERWJXL/

— dt = Z)\Z- G(z;) avec Vje{l,.
—1 —_—

i=1
2.3 Soit R € Rgn_l[X].

2.3a Justifier 'existence et 'unicité de deux polynémes S et U de R,,—1[X] t

2.3b Montrer que :

YR N o
[J¢T_ﬂdt_Z;&R(J

2.4 Dans toute cette question on fixe un entier naturel k dans [1,n].

2.4a On rappelle que Vz € [—1,1], T,(z) = ¢, (x) (voir partie 1.).

Montrer que :

és a ($1, ceny mn),

1
_ L;(t)
..777,}, )\J —/_1 ﬁdt

elsque: R=S1T,+U.

(D (<D

T (xx) = =

1= :r% sin(0y)



B T, ()
wk(x) = m lorsqlle X 7é Tk

2.4b Soit la fonction 9y : R — R définie par : ot

Yr(zr) =1
Veérifier que, pour tout x réel, on a : ¢, (x) = Li(z).

2.4c Soit j € N.

Calculer lim cos(j 0) — cos(j 9k)-
06, cos(f) — cos(6y)

T cos(j0) — cos(j O)

df existe.
cos(f) — cos(b) xIste

En déduire que l'intégrale u; = /
0

(71 k+1

Montrer que 'on a A\, = Uy, sin(Bg).

2.4d Vérifier que :
VieN, wujto—2ujpq cos(0) +u; =0

2.4e En déduire que A\ = T
n

3. Démontrer que, pour tout polynéme R € Ra,_1[X], on a la relation :

[ = a(en(#5))

IN CHOISY - 141094 - D’aprés documents fournis



Exercice

Un fabricant de produits d'entretien pour machines a café fournit deux types de produits : un
produit détartrant (produit A) et un produit dégraissant (produit B). Ce fabricant vend les produits
conditionnés uniquement en boites contenant a la fois un produit A et un produit B. Cependant,
pour rendre service a ses clients qui n'ont besoin que d’'un seul produit, un commergant accepte de
vendre séparément les produits.

Pour la suite, on suppose que chaque client qui se présente chez le commercant n'effectue qu'un
seul achat. On suppose également que les choix (du produit A ou B) des clients sont indépendants.
On fait également I'hypothese qu'il ne reste aucune boite entamée au début de la journée.

On considere que chaque client qui se présente chez ce commercant achéte le produit A avec
la probabilité p € 10,11 et le produit B avec la probabilité 1 — p. On note X (respectivement Y ) le
nombre de produits A (respectivement de produits B) vendus au cours de la journée. On notera Z =
max(X,Y).

1. On consideére une journée ou 4 clients se sont présentés. Déterminer la loi de X, laloide Y etles
espérances de ces deux variables aléatoires. Déterminer la loi de Z. Que représente cette variable
aléatoire ?

On suppose maintenant que le nombre de personnes se présentant chez le commercant durant
une journée est une variable aléatoire réelle N suivant une loi de Poisson de parameétre A.

2. Soit n un entier naturel. Quelle est la loi de X sachant que I'événement [N = n] est réalisé ?
3. Déterminer la loi conjointe du couple (X, N).

4. En déduire la loi de X. Donner sans calcul les valeurs de E(X) et V(X).

5. Démontrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

6. En utilisant la relation N = X + Y, calculer Cov(X, N).

7. Pour ke Net x €R, onnote :

ki
Stk,x)=) —
=0 J!
Exprimer P(Z < k) en fonction de A, S(k, Ap) et S(k, A(1 - p)).

8. On utilise dans cette question le langage de programmation PYTHON.

(a) Définirla fonction S(k,x) qui calcule S(k, x) a partir des valeurs de k et x données.

(b) On suppose dans cette question que p = %, A =10 et que le commercant constate au début
de lajournée qu'il lui reste exactement 5 bofites, aucune n’étant entamée. Ecrire les instruc-
tions permettant d’afficher la probabilité que le commer¢ant tombe en rupture de stock au
cours de la journée.
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