
Mardi 6 septembre 2016

8h - 13h

Le sujet comporte un problème et un exercice

Il sera tenu compte de façon importante de la qualité de la rédaction et de 

l’argumentation. En particulier, répondre juste à une question est valorisé, 

répondre faux est pénalisé et ne pas répondre n’est ni valorisé ni pénalisé.

Le sujet comporte quatre pages en plus de cette page de présentation.
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n Rn[X] R
n

P =
n∑

k=0

akX
k ∈ Rn[X] P n an

P P =
n∑

k=0

akX
k

n cn x ∈ [−1, 1] cn(x) = cos(n arccos(x))

n cn

x ∈ [−1, 1] c0(x) c1(x) c2(x) c3(x)

c0 c1 c2 c3

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [−1, 1] cn+1(x) + cn−1(x) = 2x cn(x)

(Tn)n∈N

T0 = 1, T1 = X, ∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn

n Tn n

n (T0, T1, ..., Tn) Rn[X]

x ∈ [−1, 1] n ∈ N Tn(x) = cn(x)

(P,Q) R[X] (P |Q) =

∫ 1

−1

P (t)Q(t)√
1− t2

t

R[X] ∥.∥

R[X]

p q N Ip,q =

∫ π

0
cos(p θ) cos(q θ) θ

p ̸= q Ip,q = 0

Ip,p

n (T0, T1, ..., Tn)
Rn[X]

n Tn Rn−1[X]

∀n ∈ N∗ (Xn|Tn) =
∥Tn∥2

2n−1

1



n ∈ N∗ a0, a1, . . . , an−1 P Rn[X] P = Xn +
n−1∑

k=0

ak X
k

(bk)0!k!n P =
n∑

k=0

bk Tk

bn

∥P∥2 ! π

2
b2n

(a0,a1,...,an−1)∈Rn

(∫ 1

−1

(tn + an−1tn−1 + ...+ a0)2√
1− t2

t

)

n ∈ N∗ k ∈ {1, 2, · · · , n} θk =
(2k − 1)π

2n
xk = cos(θk)

x1, x2, . . . , xn Tn

L = (L1, ..., Ln) (x1, ..., xn)

Rn−1[X] i j !1, n"

Li(xj) = δji

δji δji =

{
1 i = j

0

L Rn−1[X]

λ1, ...,λn

∀G ∈ Rn−1[X],

∫ 1

−1

G(t)√
1− t2

t =
n∑

i=1

λi G(xi) ∀ j ∈ {1, ..., n}, λj =

∫ 1

−1

Lj(t)√
1− t2

t

R ∈ R2n−1[X]

S U Rn−1[X] R = S Tn + U

∫ 1

−1

R(t)√
1− t2

t =
n∑

i=1

λi R(xi)

k !1, n"

∀x ∈ [−1, 1], Tn(x) = cn(x)

T ′
n(xk) =

(−1)k+1 n√
1− x2

k

=
(−1)k+1 n

sin(θk)

Tournez la page S.V.P.
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ψk : R → R

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ψk(x) =
Tn(x)

(x− xk)T ′
n(xk)

x ̸= xk

ψk(xk) = 1

x ψk(x) = Lk(x)

j ∈ N

lim
θ→θk

cos(j θ)− cos(j θk)

cos(θ)− cos(θk)

uj =

∫ π

0

cos(j θ)− cos(j θk)

cos(θ)− cos(θk)
θ

λk =
(−1)k+1

n
un sin(θk)

∀ j ∈ N, uj+2 − 2uj+1 cos(θk) + uj = 0

λk =
π

n

R ∈ R2n−1[X]

∫ 1

−1

R(t)√
1− t2

t =
π

n

n∑

k=1

R

(
cos

(
(2k − 1)π

2n

))
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11. Démontrer que quels que soient t > 0 et x > 0 :

sin t
e2xt −1

=
+∞∑

n=1
sin(t )e−2nxt

12. En déduire une relation entre F et G (on justifiera la réponse).

Exercice 4

Un fabricant de produits d’entretien pour machines à café fournit deux types de produits : un
produit détartrant (produit A) et un produit dégraissant (produit B). Ce fabricant vend les produits
conditionnés uniquement en boîtes contenant à la fois un produit A et un produit B. Cependant,
pour rendre service à ses clients qui n’ont besoin que d’un seul produit, un commerçant accepte de
vendre séparément les produits.

Pour la suite, on suppose que chaque client qui se présente chez le commerçant n’effectue qu’un
seul achat. On suppose également que les choix (du produit A ou B) des clients sont indépendants.
On fait également l’hypothèse qu’il ne reste aucune boîte entamée au début de la journée.

On considère que chaque client qui se présente chez ce commerçant achète le produit A avec
la probabilité p ∈ ]0,1[ et le produit B avec la probabilité 1− p. On note X (respectivement Y ) le
nombre de produits A (respectivement de produits B) vendus au cours de la journée. On notera Z =
max(X ,Y ).

1. On considère une journée où 4 clients se sont présentés. Déterminer la loi de X , la loi de Y et les
espérances de ces deux variables aléatoires. Déterminer la loi de Z . Que représente cette variable
aléatoire ?

On suppose maintenant que le nombre de personnes se présentant chez le commerçant durant
une journée est une variable aléatoire réelle N suivant une loi de Poisson de paramètre λ.

2. Soit n un entier naturel. Quelle est la loi de X sachant que l’évènement [N = n] est réalisé ?

3. Déterminer la loi conjointe du couple (X , N ).

4. En déduire la loi de X . Donner sans calcul les valeurs de E(X ) et V(X ).

5. Démontrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

6. En utilisant la relation N = X +Y , calculer Cov(X , N ).

7. Pour k ∈N et x ∈R, on note :

S(k, x) =
k∑

j=0

x j

j !

Exprimer P(Z ≤ k) en fonction de λ, S(k,λp) et S(k,λ(1−p)).

8. On utilise dans cette question le langage de programmation PYTHON.

(a) Définir la fonction S(k,x) qui calcule S(k, x) à partir des valeurs de k et x données.

(b) On suppose dans cette question que p = 1
2 , λ= 10 et que le commerçant constate au début

de la journée qu’il lui reste exactement 5 boîtes, aucune n’étant entamée. Écrire les instruc-
tions permettant d’afficher la probabilité que le commerçant tombe en rupture de stock au
cours de la journée.
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