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CAPES de mathématiques 2014, épreuve 2 — Corrigé

Probleme 1 : étude de points fixes ‘

‘ Partie A : quelques études d’unicité ‘

La fonction f définie sur I par

. a+b

1+x six=z
Yxel flx)= a+b a+b
— six:T

n’est pas continue. Elle admet pourtant % comme point fixe.

Il n’est pas nécessaire que la fonction f soit continue pour admettre un point
fixe.

La fonction définie sur I par f(x) =1+ x pour tout x € I est continue sur I. Elle
n‘admet pourtant aucun point fixe.

‘ Il n’est pas suffisant que la fonction f soit continue pour admettre un point fixe.

Pour tout x € R, x est un point fixe de f si et seulement si f(x) = x, c’est-a-dire si et
seulement sie™ —x =0.

On définit la fonction gsur R par g(x) = e™ —x pour tout x € R. Cette fonction est
dérivable sur Ret ¢’(x) =—(e™ + 1) < 0. La fonction g est donc strictement décroissante
sur R. Or, g(0) =1 >0cet g(1) =e ! =1 <0 (car e = e! > e’ = 1 puisque exp croit
strictement). Grace au théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a €]0, 1] tel que
g(a) = 0. Ce point d’annulation de g est unique puisque g est strictement monotone
donc injective.

‘ La fonction f admet un unique point fixe sur R. Ce point fixe appartient a [0, 1]. ‘

Soit g définie sur I par g(x) = f(x) —x pour tout x € . Comme f, la fonction
g est continue sur . On a g(a) = f(a)—a>0et g(b) = f(b)-b<0cara< f(x) <b pour
tout x € [a,b]. Grace au théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc a €I tel que
g(a)=0.On aalors f(a) = a.
Remarque : la preuve du résultat demeure vraie si f([a,b]) C[a,b].




' ‘ 'QI UFR MATHEMATIQUES
Université Clermont Auvergne

‘ La fonction f admet un point fixe sur I. ‘

Supposons que f est strictement décroissante. Soit € I tel que f(B) = p. Si
p >« alors f(P) < f(a), c’est-a-dire f < a; on a alors f = a. Si p <« alors f(B) = f(w),
c’est-a-dire p > «; on a alors p = a.

‘ Si f est strictement décroissante, son point fixe est unique. ‘

La fonction f définie sur I par Vx €I, f(x) = x est continue, stabilise I et admet une
infinité de points fixes.

Sa stricte croissance n’est pas une condition suffisante pour qu'une fonction
continue sur I stabilisant I admette un unique point fixe.

Partie B : étude d’une suite convergeant vers un point fixe

Soit xg € R*. On a la suite d’équivalences :

1 o
x0¢0etg(x0):x0©§ x0+x— =xpetxy=0
0

a
S xg+—=2xpetxyg=0
X0

a
& —=xpetxg=0
X0

(:)x(z)—oc:OetxO:tO.

De plus, f(0) =—a # 0. On a déduit

‘Tout réel positif est un point fixe de g si et seulement si c’est un zéro de f. ‘

La fonction f est dérivable en t. L’équation de T; est donc
v—f(t)=f'(t)(x—t) cest-a-dire v=_2tx—(t*+a).

Le point d’intersection de T; avec l’axe des abscisses est le point (x;,0) ou

1
0=2tx;—(t?+a) clest-a-dire x; = E(t2 +a) =g(t) car t #0.

Pour tout t € R*, le point d’intersection de la tangente a la courbe représenta-
tive de la fonction f au point d’abscisse t avec I’axe des abscisses a pour abscisse

g(t).
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Cette question trouverait mieux sa place apres la question 2.4 de cette partie B.
Supposons donc avoir résolu la question 2.4. Fixer o > 0 (par exemple entier). Choisir
ug > ya. Pour plusieurs valeurs successives de n, calculer u,,, = g(u,). Tracer la droite
d’équation y = 2u,x — (42 + a). Marquer son point d’intersection avec l’axe des abscisses.

Supposons ug = ya. Pour tout n € N, notons S(n) ’hypothése : « u, = Va ».
L’hypothese S(0) est vraie. Soit n € N tel que S(n) est vraie. Alors

b =5 [VE G| =5 (VE V)=

car a > 0. Ainsi, §(0) est vraie et, pour tout n € N, si §(n) est vraie alors S(n+ 1) est vraie.
On en déduit que, pour tout n € §(n), I’hypothese S(n) est vraie.

Si uy = vo alors la suite (u,),en est constante égale a yo.

Pour tout t € R*, on a

On en déduit

VieR* - (Vi) g(t)> Va.

Comme ug € R™, alors u; = g(ug) existe. Supposons de plus, uy # Vo, alors u; =
¢(ug) > vo. Uhypothése £(1) est alors vraie oli, pour tout n € N*, on note £(n) I’hypothése
« u, existe et u, > ya». Soit n € N* tel que £(n) est vraie. Comme u, > o alors
Upp1 = g(u,) est définie. De plus u, = Vo donc u,,; = ¢(u,) > vo. Uhypothése E(n+1)
est donc vraie. Par récurrence, on en déduit que

Si ug > v alors pour tout n € N¥, u,, est défini et u,, > Va.

Soit n € N. D’apres la question 1.2, la tangente a la courbe représentative de f
en le point d’abscisse u,, coupe I'axe des abscisses au point (g(u,),0) = (u,41,0). Mais, la
tangente de Cy en le point d’abscisse u, est la tangente a Cy en le point de coordonnées
(un, f (u,)) puisque ce point appartient a Cy. Autrement dit,

Pour tout n € N¥, u,,,; est I'abscisse du point d’intersection de la tangente a la
courbe Cy en le point de coordonnées (uy, f (1,)) avec I'axe des abscisses.

D’apreés la question 2.1, on u, > v/a > 0 pour tout n € N. Or,

Uy, = %%(u,3+o<) < ZL%(ugwg) .
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‘ la suite (u,),ene st strictement décroissante. ‘

g La suite (u,),en est strictement décroissante (question 2.3) et minorée (par
Vo, question 2.1. Elle est donc convergente vers un réel ¢ > y/a. Pour tout n € N, on
a U, =g(uy). La suite (4,,1),en est une suite extraite de (u,),en, elle converge donc
vers {. La fonction g est continue, la suite (g(u,)),cy converge donc vers g(£). On a donc
g(¢) = €. Ainsi € est un zéro de f. Or, les zéros de f sont —V¢ et V. On a donc ¢ = V.

La suite (u,),en converge vers .

Pour toutne N, ona
un+1_\/§|:‘
1 V2

1
O >vV2d <—=—0 ti
r u, > V2 donc S5 n en tire

= (u,~2)'.

Zin (u,% +2- 2\/514,1)

La suite (u,),en converge a l'ordre 2 :

2
-

2
b=V

VneN

Partie C : un théoreme du point fixe

Soit xq € [a,b]. Soit € > 0. La fonction f est contractante de coefficient y. Soit n = ¢/y.
Pour tout x € [a,b] tel que [x —xo| <1, 0ona

If (x) = fxo)l € ylx —xol <y =e.

On en déduit que f est continue en xy. On a montré

‘ La fonction f est continue sur I.

De f(I) c I, on déduit

VneN upel=u, =f(u,) e f(l)clL

Puisque ug € I, une récurrence implique u, est défini et u,, € I pour tout n € N.

Les hypotheses ug € I et f(I) C I assurent que la suite (u,),ecn est définie.
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Pour tout m € N, notons Z (m) I'inégalité |u,,.1 — u,,| < y"'|u; — ug|. Elle est vraie pour
m = 0 puisque Y = 1. Soit m € N telle que Z(m) est vraie. Alors,

|um+2 - um+1| = |f(um+1) _f(um)| < Vlum-#l - uml
puisque f est contractante de rapport y. L'hypothése Z(m) donne |u,,;,1 —u,,| < y™|uy—ug
d’ou l'on tire
1
[ = et | < Y™ g = ugl.

Par récurrence, I'inégalité 7 (m) est vraie pour tout m € N.
Soit n et p des entiers naturels. On a

p

p
(-1
|un+p —Up| = Z(un+€ —Upye-1)| < ZY’H luy = ol

(=1 (=1

gracea Z(n+{¢—1). Par changement de variable j = ¢+ n—1, on trouve alors

p+n-1

|un+p - unl < Z 7/]|141 - uOl

j=n

On calcule la somme des p premiers termes d'une suite géométrique de premier

terme " et de raison y:
p+n—1

. 1P
Zy]:yn 1_Y
j=n v

puis, comme 1 —y>0et0<y’ <1,

|un-¢—p_un|S |u1 —Uo|~

.
1-y

Puisque y € [0, 1], les suites ("), puis (Y"/(1 = 7y)),,ey convergent vers 0. On

en déduit
”

n
-y

Ve>0 dNeN VneN nzN:»' <e

puis, en utilisant le résultat de 2.2,
Ye>0 INeN VY(nmp)eN? n>N= |u,,—u,|<e

La suite (u,),en est donc une suite de Cauchy de 'espace complet R. On en déduit
qu’elle converge. La suite convergente (u,),ey est a valeurs dans I’ensemble fermé I, sa
limite est donc un élément de 1.

‘ La suite (u,),en converge dans 1.
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On a montré en 2.1 que la fonction f est continue. Soit x la limite de (u,),cn, On en
déduit que la suite (f(uy,)),cy converge vers f(x). D’autre part la suite (#4,41),ey €st une
suite extraite de (u,),en, elle converge donc vers x. Ainsi x = f(x) et x est un point fixe
de f.

Soit y € I un point fixe de I. Alors x = f(x) et v = f(v) puis

[f(x) = f@)| < ylx-2] dou |x-pl<ylx-1l

Si |x—v|# 0, on trouve la contradiction 1 <y. On a donc v = x.

‘ La fonction f admet un unique point fixe dans I. ‘

Le résultat démontré est le théoreme de point fixe de Banach ou, de facon plus
parlante, le théoreme des approximations successives dont voici I’énoncé.

Soit f: I — I une application contractante de coefficient y € [0, 1[, définie sur 'intervalle
réel fermé I. Alors f admet un unique point fixe x € I. De plus, pour tout u, € I, la suite
(t,)nen définie pour tout n e N par u, .1 = f(u,) converge vers x.

On note x le point fixe de f. Pour tout n € N, on a

|un+1 —X| = |f(un) —f(X)| < Vlun —Xl.

Siy =0, la suite est constante et

Siy>0,la suite (u,),en converge a vitesse géométrique.
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Probleme 2 : intégrale de Gauss et loi normale
‘ Partie A : intégrales de Wallis ‘

La fonction sin est positive sur [0,1/2] donc W,, > 0. De plus, sin est continue et non
constante nulle. On a donc
VneN W, > 0.

Pour tout t € [0,1/2], sint € [0,1]. On en déduit que pour tout n € N et tout t € [0, 1/2],
sin™!t <sin” t. Ainsi

/2

/2
j sin™ ! tsintdt < J‘ sin” tsintdt
0 0

et Wn+1 < Wn-

’La suite (W,) ey est décroissante et strictement positive.

La fonction sin est C* sur R. Il en est de méme pour sin” et un peut répéter les
intégrations par parties sur [0,7/2]. Si n > 1, en réitérant les intégrations par parties, on
trouve

/2 /2
W1 = J sin" tsintdt = [—sin" t cos t]g/2 + nj sin~! tcos? tdt
0 0
/2
= nj sin™! t(l —sin? t)dt =nW,_; —nW,
0

donc (n+ 1)W,.; = nW,_;. On en déduit

VneN (n+2)W, o = (n+ )W,

De la stricte positivité et de la décroissance de (W,),cn, on tire

De plus,
(n+2)Wyp1 2 (n+2)Wyyn = (n+ H)W,

donc, cette égalité étant entre réels strictement positifs

W, <n+2
Wn+1_7’l+1.
VneN 1< 5n+2

n+1 n+l

7/22



' ‘ ’0 UFR MATHEMATIQUES
U Clermont Auvergne

y h N . - . W, . .
D’apres la question précédente, la suite (Wm )neN est encadrée par deux suites de

limite 1. Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que

La suite (

n+1

- ) converge vers 1.
neN

On calcule

/2 T
Wozj dt=— et le[—cost]g/zzl.
0 2
d’ou 'on déduit ug = % L’hypothese C(0) est donc vraie ou, pour tout n € N, on note C(n)
I’hypothese : u, = % Soit n € N tel que C(n) est vraie. Alors,

n+1
n+2

TC
Upy1 = (M4 2)Wy W = (n+2) WyWyi =y = B

grace a la question 2. On en déduit que C(n + 1) est vraie. Par récurrence, on a donc

VneN  (n+ )W, W, = g

Pour tout n € N*¥, on a

-1
W, W,_
nW2 = nW, W, —— = u,_; | —=| .
Wn—l Wn
) N . . ™ ., N . W,_,
D’apres la question 5, la suite (u,_1),>; tend vers 5 d’apres 4, la suite ( W )n>1 tend

vers 1. On en déduit que la suite (anz) converge et que
n

eN

lim nW2 = g

n—+oo

Par continuité de la fonction v/, on obtient

. e
lim +/nW? = =.
n—-+oo 2

lim VAW, = /=
n—+oo 2

Enfin, W, et positif donc
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‘ Partie B : calcul de I'intégrale de Gauss ‘

Pour tout x € —1,+o0[, x = 0, la fonction x > In(1 + x) est continue sur [0, x] et
dérivable sur ]0, x[ (ou on convient de permuter les bornes si x < 0). On applique donc le
théoreme des accroissements finis pour trouver ¢ €0, x[ tel que

In(1+x) = %

Six>0,alorsc>0et

1 X
0<——x«1 is 0<——<ux.
1+c¢ puis 1+c *

On en déduit In(1 + x) < x. L'inégalité demeure si x = 0 car In(1 +0) = 0.
Six<Oalors-1<c<xpuisO<l+c<l+xet

1

1
1< < —.
1+x 1+c¢

Comme x < 0, on en déduit
X

>
l1+x 1+c

d’ou In(1 + x) < x.

‘ Vx> -1 (In(1+x) < x.

Pour tout n € N et tout t € [0,y/n[ on a
t2 t2

0<l——<1+—.
n n

et ool )

Puisque —t?/n > -1, on déduit de la question précédente que

2 2
ln(l J_rt—) S—t—

On peut donc définir

n n

puis

car n > 0 et exp croit.
De méme, t2/n > —1 donc
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En prenant l'inverse de cette inégalité entre réels strictement positifs, on obtient

2 2\—n
e_t2 < exp(—ln(l + t—)) = (1 + t—) .
n n

En vérifiant que c’est le toujours le cas si t = y/n, on obtient

n

Vte[O,\/ﬁ] (1—;)n§e_tzs(1+£)_n.

L'application
03] = [ovi]

u g ncosu

est un C!-difféomorphisme car cos est C! et la dérivée de ¢ est
Tt , )
VME[O'E] @'(u) = —\nsinu

ne s’annule pas sur ]0, %[ Ainsi,

\ tz ! _ 0 _ nf_ 2n+1
J;) (1——) dt_j (1 —cosu) ( \/_)smudu_\/_f udu.

n /2

\f
VneN J (1——) dt_\/_j n?™ () du.
0

v s~ o]

u — ncotanu

Lapplication

est un C!-difféomorphisme car cotan est C! et la dérivée de 1 est

vue]“ “[

/ _ 2
17 V(1) = —Vn(1 + cotan? u)

ne s’annule pas. Ainsi,

Vn 2\ /2 —n
j (1+—) dt:J (1+cotan2u) \/ﬁ(1+cotan2u)du.
0

n /4

2

Or 1+ cotan? u = (sin® u + cos® u)/sin® u = 1/sin® u, donc

VneN* L\f(1+—) dt_\/_J. n>"2(u)du.
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On utilise la question B2 pour écrire

Vi g2y Vi Vi g2\
J- (1——) dtsJ. et dtsf (1+—) dt.
0 n 0 0 n

Les questions B3 et B4 conduisent alors a

/2 \n , /2
\/ZJ sin?™(u)du < J e dt < \/ﬁj sin®""2(u)du.
0 0 /4

Le membre de gauche est /W, . De plus, sin®"~2 étant une fonction a valeurs posi-
tives, on a
/2 /2
f sin®"2(u)du < J sin?2(u)du = Wy,,_,.
/4 0
On trouve

N

¥YneN \/ZWer.l < \I‘ e_tz dt < \/ZWQH_Q.
0

E Pour tout n € N¥, on a

[ n
Wy, = el V2n+1Wp41.

i n 1
im =—
n—+oo \ 21+ 1 \/E

’Tl
IIYP V2n + 1W2n+1 = E
n—+oo

et, en utilisant A6,

On en déduit

lim VaW,,,, = ﬂ

n—+oo 2

De méme,
n
VnWy,,_p = Va2V 2n=2W,,
donc
lim \/ZWZn—Z = ﬂ
n—+oo 2

Grace a I'inégalité démontrée en B5, on en déduit que

\Vn
lim e dt = ﬂ
n—+oo J 2
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La fonction t — e~ est continue sur tout intervalle fermé de [0,+0oo[. D’autre part, elle

est a valeurs positives sur R" et

. g2 2 1
lim t2¢™ =0 etdonc e’ :o(—) (t — +00).
t—+00 t2

Par comparaison avec une intégrale de Riemann, on en déduit la convergence de

+0o0 _tz .
Jo e”" dt puis

+00 +oo A/
2 2 TC
J- e~ dt converge et j e dt = -
0

0

Partie C : loi normale ou loi de Laplace-Gauss ‘

Une fonction f définie sur R est une densité de probabilité si et seulement si

— elle est a valeurs positives ou nulles;

— intégrable sur R;
— sa somme sur R vaut 1, c’est-a-dire _[Jroof(x)dx =1.
—00

Pour tout k € R, la fonction ¢ est intégrable car continue sur R. Elle est
a valeurs positives si et seulement si k > 0. la fonction ¢, est donc une densité de
probabilité si et seulement si le réel positif k vérifie

+00 2/2 1
ke™*/“dx=1 Cclest-a-dire k= ——.
_f_oo r:: e~¥/2dx

Par changement de variable linéaire u = x/V?2, puis par parité de l'intégrande, on trouve

+00 +00 +00
j e 2dy = \/EJ e dy = 2\5] e du.
_ —eo 0

(o)

On utilise le résultat de la question B6 et on trouve

Pour tout k € R, la fonction ¢ est une densité de probabilité

si et seulement si k = ——.

V2r

La question C1 montre que ¢ est une densité de probabilité. La fonction
x > xe~¥/2 est continue sur tout intervalle fermé de R. D’autre part, cette fonction est a

valeurs positivess sur R et

. —x2 2 1
lim x%¢™72=0 etdonc xe ’”2:0(—2) (x > +00).
X—+00 X
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On en déduit que _[OHX’ x@(x)dx est absolument convergente. Par changement de va-

. - s s 1. 0 .
riable linéaire u = —x, on en déduit que f_oo x@(x)dx converge absolument. Finalement,

Lt: x@(x)dx est absolument convergente et donc

‘ La variable aléatoire X a une espérance. ‘

Enfin, la fonction t > te~"/2 est impaire donc

‘ L'espérance de X est E(X) = 0. ‘

La fonction x — x2e~*/2 est continue sur tout intervalle fermé de R. D’autre
part, cette fonction est a valeurs positives sur R* et

. 2 2 1
lim x*e™/2=0 etdonc x%e '”2:0(—2) (x = +00).
X—+00 X

On en déduit que jo+oo x%@(x)dx est absolument convergente. Par changement de va-
. .. s 1 0 .
riable linéaire u = —x, on en déduit que j_m x%¢(x)dx converge absolument. Finalement,

fj;o x%¢(x)dx est absolument convergente. La variable aléatoire X admet un moment
d’ordre 2 et donc

‘ La variable aléatoire X a une variance. ‘

En utilisant le fait que E(X) = 0 d’apres la question précédente, on calcule

+00 2 +00 ) 4 +00 5
V(X) = x—E(X))? @(x dx:—j xze_x/zdx:—f u?e ™ du.
<)Lo< (0P gl == | =,

On définit f et g sur R par

1
YueRY f(u)=u, g(u)= —Ee_“z.

Ces deux fonctions sont de classe C! sur R* et, lorsque u tend vers +oo, le produit
f(u)g(u) tend vers 0. On en déduit que les intégrales

+o0 +00 2 +00 1 s
j f(u)g'(u)du = J. u?e ™ 2du et j f(u)g(u)du = ——J e " du
0 0 0 2 Jo

ont méme nature. Comme la premiere converge, on trouve

0 2 o 2Jp 2 2

d’apres B.6. On en déduit

‘ La variance de X est V(X) = 1. ‘
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ERM De la définition de Z, on déduit Z = X + p. Par linéarité de 'espérance, on
obtient l'existence de E(Z) et E(Z) = 0 E(X) + p. En utilisant la question C.2.1, on trouve

‘ L'espérance de Z est E(Z) = p. ‘

De méme, puisque X a un moment d’ordre 2, il en est de méme pour Z et
V(Z) = E((2-E(2)’) = E((0X)*) = 0*E(X?) = 6> V(X)

car E(X) = 0. On tire alors de C.2.2

La variance de Z est V(Z) = o2,

X—p
o

S Pour tout x € R, I’événement (Z < x) équivaut a I’événement (X < ) Ainsi,

P(ZSx):P(Xs x;”).

La variable aléatoire X ayant ¢ pour densité, on trouve alors

P(Z < x)= j_(x_w/ccp(t)dt -1 £;@(ﬂ)dt

oo o

par le changement de variable u = ot + p. On en déduit

La variable Z est une variable a densité. Sa densité est

1

oV2T

2
e_%(¥)

flu) =

L'espérance de Y est E(Y) = E(X?) = V(X) = 1. La variance de Y existe car Y?
admet un moment d’ordre 2 car X admet un moment d’ordre 4. En effet,

1

) 2 2
lim x%e™7/2=0 etdonc x%e X/zzo(—z
X

x—+00

) (x — +o0).

Cette variance de Y est
V(Y) = JE((X2 —E(Xz))z) =E(X*-2X2+1) = E(X*) - 2E(X?) + 1
=E(X*)-1.

On calcule

E(X*) = = J-m tre~/2dt = 8 J%o ute™ du.
V21 Jo Vi Jo
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On définit F et F sur R* par

1
YueR* F(u)=u’, G(u):—ze_“z.

Ces deux fonctions sont de classe C! sur R* et, lorsque u tend vers +oo, le produit
F(u)G(u) tend vers 0. On en déduit que les intégrales

+00 +00 ) +00 3 +00 5
J F(u)G'(u)du :J- ute ™ 2du et j F'(u)G(u)du = _EJ u?e ™ du
0 0 0 0

ont méme nature. Comme la premiere converge, on trouve
+00 3 +oo +00
_y? u’ _ 2 3 ) 3 V1 3ym
ute 2 dy = |- Z—e74/? uze”du:O+—-—\/_
0 2 0 2 4

i) TR
d’aprés C.2.2. On a alors E(X*) = 3 puis V(Y) = 2.

0 2

| E(Y)=1 et V(Y)=2.

La variable aléatoire Y est a valeur dans R*. Pour tout x € R*, I’événement
(Y < x) est équivalent & (—yx < X < /x). On a alors

P(Y <x) = P(—Vx <x<x/z)=Lfﬁe—ﬂ/2dt:L f Vg,
B o Va2 J g Var Jo

Sur [0,v/x], 'application t + t? est C! et sa dérivée t > 2t ne s’annule pas sur 0, Vx[.
On peut donc faire le changement de variable u = t? pour obtenir

Jﬁe—t2/2 dr = jx Le—u/z du
0 0 2Vu

la convergence du membre de droite étant conséquence de celle du membre de gauche
(ou d’un équivalent en 0). On a donc

X
P(Y<x)= j ;e_“/zdu.
0

V2Tu

La variable Z est une variable a densité donnée par

YueR™  (u)= ;e”/z.
2mu

La variable Z étant a valeur dans R*, on en déduit que

La variable Z ne suit pas une loi normale.
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Probleme 3 : géométrie ‘

B

On note I le point d’intersection de la médiatrice de [AC] avec (AC) et ] le point
d’intersection de la médiatrice de [AB] avec (AB). Soit Q) le point d’intersection des
médiatrices de [AC] et [AB].

On suppose (IQ) L (JQ). Comme (IQ2) L (AC), on a (AC) // (JQ). Ensuite (AB) L (JQ)
donc (AB) L (AC). Le triangle ABC est donc rectangle en A.

Réciproquement, supposons le triangle ABC rectangle en A. Comme (AC) L (IQ) et
(AC) L (AB) alors (IQ) // (AB). Or (JQ) L (AB) donc (JQ) L (IQ).

Les médiatrices de [AB] et [AC] sont perpendiculaires si et seulement si le
triangle ABC est rectangle en A.

Notons D le point d’intersection des bissectrices intérieures des angles B et C. Notons
a €]0, [ une mesure de 'angle A, puis p €]0, %[ une mesure de l'angle B, et y €]0, 7]
une mesure de I'angle C et enfin & €]0, [ une mesure de I’angle déterminé par les demi
droites [DB) et [DC).

Dans le triangle BDC, on a p+y+ 0 = 1. Dans le triangle ABC,ona a+2p+2y =1
On a donc a+ 2(1t—0) = T et donc & = (o + 7)/2. Le triangle ABC est non plat donc o >0
puis 0> 1/2. Les droites BD et CD ne sont donc pas perpendiculaires.
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Les bissectrices intérieures des angles B et C ne peuvent pas étre perpendicu-
laires.

[
A | C? B Al B

On note B’ le point d’intersection de (AC) avec la hauteur issue de B et C’ le point
d’intersection de (AB) avec la hauteur issue de C.

Si les hauteurs issues de B et C sont perpendiculaires alors (AC) L (BB’) et (BB') L
(CC’) donc (CC’) /| (CA) puis (CC’) = (CA). Or (CC’) L (AB) donc (CA) L (AB) : le
triangle ABC est rectangle en A.

Réciproquement, supposons le triangle ABC rectangle en A. De (CA) L (AB), on
déduit que la hauteur issue de C est (AB). De (BA) L (AC), on déduit que la hauteur issue
de B est (CA). Or (AB) L (CA) dong, les hauteurs issues de B et C sont perpendiculaires.

Les hauteurs issues de B et C sont perpendiculaires si et seulement si le triangle
ABC est rectangle en A.

On note G le point d’intersection de (Al) et (B]J).
On applique la réciproque du théoreme de Thales dans le triangle ACB. On a
g _cr_1

CA CB 2
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On en déduit que (IJ) / (AB). On déduit alors du théoréme de Thales dans le triangle

ACB que
C] T

CA ™ AB
et donc AB = 21]J.
On peut alors appliquer le théoreme de Thales a la situation papillon déterminée

par I, J, Bet A. On obtient
Gl 1

GA GB AB 2
Ainsi, GA = 2GI puis, comme Al = AG + GI, on trouve AG = %AI. De méme GB = 2G]J et
donc BG = %B].
De méme, notons G’ le point d’intersection de (AI) et (CK). On a AG’ = %AI et

2
CG = §CK' Comme AG = AG" avec G et G" sur [AI], on trouve G = G’. Ainsi, les trois

médianes se coupent en G.

L1 . 2
Les médianes d’un triangle sont concourantes en un point situé au 3 de chaque

médiane en partant du sommet.

On a

AB2 + AC? = || AL + IB|)? + ||AL + IC) 2
= AI? + B2+ 2A1 - TB+ AI2 + IC? + 2A1 - IC
= 2A12+%BC2+2ﬁ-(I_1§+I—6)
puisque IB=1C = BC/2
=2AI% + %BCz.

On a donc

b2 +c?=2A1% + %az.
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\ A

On suppose que les médianes issues de B et C sont perpendiculaires. Le triangle JGK
est rectangle en G. Par le théoréeme de Pythagore, on a donc

GK?+GJ? =KJ2. (1)

Or, grace au théoreme de Thales dans le triangle BAC, on a K] = a/2. De plus, d’apres la
question 4.1, on a GK = CK/3 et GJ = BJ/3. L’égalité 1 devient donc

4CK? + 4BJ? = 94°. (2)
On applique le théoréeme de la médiane a la médiane (CK) : on trouve
a’+b* =2CK? + %cz donc 4CK? =2a%+2b% - 2.
On applique ensuite le théoréme de la médiane a la médiane (BJ) : on trouve
a’+c?=2B]% + %bz donc  4BJ% =2a%+2c% - b2
Ces deux utilisations du théoreme de la médiane transforment (2) en
2a% +2b% = ? +2a% + 22 —b> = 9a%>  Clest-a-dire  b*+c? = 5a°.

Réciproquement, supposons b?+c? = 5a°. Par application du théoréme de la médiane
a la médiane (B]), on trouve

1 1 3
a2+52:2B]2+§b2 donc a2+5a2—b2:2B]2+5b2 et B]2:3a2—1b2.

Comme GJ = BJ/3, on trouve

1 1
2 2 2
=—-a°-—b"
GJ 37 " 13 (3)
Par application du théoreme de la médiane a la médiane (CK), on trouve
232 2,102 252 2, =0 0 2_3,2_3 >
a-+b-=2CK +§C donc a“+b°=2CK +§(5a -b°) et BJ :Zb -77
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Comme CG = 2CK/3, on trouve

1 1

2 2 2

==b . 4
CG 3 3(1 (4)

Les égalités (3) et (4) conduisent a
1
CG*+GJ? = sz =CJ°.

Par la réciproque du théoreme de Pythagore, on en déduit (CG) L (GJ) c’est-a-dire
(CK) L (B]).

Les médianes issues de B et C sont perpendiculaires si et seulement si

b2 +c? = 5a°,

L

Notons L le symétrique de A par rapport a B. La droite AL est dans le plan contenant
la face ABCD du cube, la droite AH est dans le plan contenant la face ADHE. Ces deux
faces, donc les deux plans les contenant, sont perpendiculaires. Les droites AL et AH
sont donc perpendiculaires : le triangle HAL est rectangle en A. Grace au théoreme de
Pythagore, on a donc AH? + AL? = HL?. Or AH = V2a (théoréme de Pythagore dans le
triangle rectangle AHD) et AL = 2a donc, HL = V6a. Ainsi AL?+HL? = 5AH?. D’aprés la
question précédente, on déduit que les médianes issues de A et H sont perpendiculaires.
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Notons I le milieu de [AH]. C’est 'intersection des diagonales [AH] et [ED] du carré
ADHE. Notons A’ le projeté orthogonal de de A sur HB. Comme les médianes de HAL
issues de A et de H sont orthogonales, le point A’ est 'intersection de ces deux médianes.
C’est donc aussi 'intersection des droites (HB) et (LI). On sait donc le tracer a la regle
des lors que l'on sait tracer L.

Notons Q) le point d’intersection de (GB) et (FC). Montrons que L est le point
d’intersection de (HQ) et (AB). Il suffit de démontrer Q) € (HL). Dans le triangle HGQ

rectangle en G, on a HG = a, GQ = V2a/2 donc HQ = \/ga. Dans le triangle QOBL

rectangle en B, on a BL = a, QB = V2a/2 donc QL = \/ga. Onaalors HO+ QL = 2\/§a =
V6a = HL. On en déduit Q € (HL).

Pour tracer a la régle le projeté orthogonal A’ de A sur (HB), on procede de la
facon suivante :

— tracer le point (), intersection de (GB) et (FC);
— tracer le point L, intersection de (HQ) et (AB);
— tracer le point I, intersection de (HA) et (ED);
— le point A’ est I'intersection de (HB) et (IL).
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