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La qualité de la rédaction, la clarté des justifications sont des éléments pris en
compte dans I’évaluation de la copie.

Exercice1 1) Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur
]a, b[. On suppose que f(a) = f(b). Alors, il existe un réel ¢ dans [a, b[
tel que f'(c) =

2) a) Les fonctions sin et cos sont dérivables sur IR. Les fonctions

x—4x, x—7x et xm 8x
aussi. Par composition de fonctions dérivables, les fonctions
x> sin(4x), x> cos(7x) et x> sin(8x)

sont donc dérivables sur R. Enfin, F est dérivable sur R par com-
binaison linéaire de telles fonctions. On en déduit que F est déri-
vable sur ]0,27n[. On en déduit aussi que F est continue sur R et
donc sur [0, 27t].

b) On a

F(0) = %sin(O) - écos(O) + isin(O) = —;

et
F(2m) = 1 sin(87) — = cos(14m) + 1 sin(l6m) = -

Ainsi F(0) = F(2m). Grace au théoreme de Rolle, on en déduit
I’existence de ¢ €]0, 27| tel que F’(c) = 0. Or,

F'(c)= 4cos(4c)—§ 7 (- sin(7c))+l-8cos(8c) = f(c).

L
4 4

Onadonc f(c) =
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Exercice 2

3)

1)

a) Les fonctions f et x — x —a sont continues sur [a,b] et dérivables

sur []a, b[. Par combinaison linéaire, il en est donc de méme pour

g.

b) On calcule g(a) = f(a) et

g0 = f0) - b-a) L0 = oy p0) 4 f0) = f(0) = g(a)

Le théoreme de Rolle permet donc d’affirmer l'existence de c €
la, b[ tel que g’(c) = 0.

¢) Par ailleurs, en dérivant g, on trouve

gl = f0- O
fone f(b) = f(a)
’ —Jj\a) _

puis (b —a)f’(c) = f(b) - f ().

a) La fonction f, quotient de deux fonctions définies sur IR, est de-

finie en tout réel ou son dénominateur ne s’annule pas. Le discri-
minant du trindme de second degré x + x + 1 est =3 < 0. Cette
quantité ne s’annule donc pas. Le domaine de définition de f est
D=R.

b) Les polynomes sont dérivables sur R. La fonction f, quotient de

deux polynomes, est dérivable en tout réel qui nannule pas son
dénominateur. Elle est donc dérivable sur R.

¢) En utilisant la regle de dérivation des quotients :

(X +x+1)—(x+2)2x+1) _x2+x+1—2x2—x—4x—2

filx) = =

(x2+x+1)2 (x2+x+1)2

B —x?-4x-1 B x2+4x+1

(24 x+1)2 0 (x2+x+1)%

d) Les points critiques de f sont les réels x tels que f’(x) = 0, c’est-

a-dire tels que x>+ 4x + 1 = 0. Le discriminant de ce trindme de
degré 2 est A =12 = 22.3 donc les points critiques sont

~4-243

=" 5
2

et

:_4+—2\/§:_2+\/§

X1 >
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2)

e)

f)

a)

Les variations de f sont données par le signe de f’. Pour tout réel
x, le signe de f’(x) est celui de —(x? + 4x + 1).

X —00 X0 X1 +00
x2+4x+1 + 0 - 0 +
f'(x) - 0 + 0 -

Puisque f est décroissante sur |—oo, x([ puis croissante sur [xg, X1 ],
la fonction admet un minimum local en x; et ce minimum local est

Xo+2 Xo+2 o ox+2 N3 1
xg+xo+1  (—4xg—1)+x0+1 3xg 32+V3)  2V3+3

Puisque f est croissante sur [xg, x| puis décroissante sur [x;, +o0],
la fonction admet un maximum local en x; et ce maximum local
est

X1 +2 Xp+2 o2 V31
Cax+1l (FAx—1)+x+1 3x 3(-2+V3) 2V3-3

Puisque f est un quotient de polynomes, elle a méme limite en
—oco et en —oo que le quotient des termes de plus haut degré de ces
polyndmes, donc que % = % On a donc

limf =0 et limf:O

X —00 X0 X1 +00
f(x) - 0 + 0 -

0 1
f(x) N - 7 N

L'intersection du graphe de f avec I’axe des ordonnées est le point
de f d’abscisse 0, c’est donc le point de coordonnées (0, f(0)), c’est-
a-dire (0, 2). Les points d’intersection du graphe de f avec l’axe des
abscisses sont les points de coordonnées (x, 0) ou x vérifie f(x) = 0.
On a f(x) = 0 si et seulement si x+ 2 = 0 dong, il n'y a qu’un point
d’intersection du graphe de f avec l’axe des abscisses. Ce point a
pour coordonnées (-2, 0).
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b)

<)

=

FiGUure 1 —

L’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse ¢ est

y=f(t)+f(t)(x—1).

Comme f’(0) =—1et f(0) = 2, la tangente au graphe de f au point
d’abscisse 0 a pour équation y = —x + 2. Comme f'(-2) = % et
f(=2) = 0, la tangente au graphe de f au point d’abscisse -2 a
pour équation y = 3x + %

Le graphe est donné figure 1.

3) On définit une fonction g sur R en posant

a)

e*+2

VXGIR, g(X): m

Pour tout réel x, on a g(x) = f (exp(x)). La fonction g est donc la
composée de f est exp. Ces deux fonctions étant dérivables sur R,
la fonction g est dérivable sur IR et

g'(x)=e"f'(e").

Si x € R, alors e* > 0 et donc f’(e*) < 0 d’apres le tableau de va-
riations de f. On en déduit que g’(x) < 0. La fonction g est donc
strictement décroissante.

Si x — +o00, alors e¥ — +o0. Or f tend vers 0 en +oo donc g tend
vers 0 en +o0. Si x — —o0, alors e* — 0. Or f tend vers 2 en 0 donc
g tend vers 2 en —co.

La fonction g est strictement décroissante sur R. C’est donc une
bijection de R dans ]lim, ., g lim_,, g[, donc de R dans |0, 2[. Elle
admet donc une fonction réciproque k de ]0, 2[ dans RR.
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d) La fonction g est dérivable et sa dérivée ne s’annule pas (voir la
question 3a). On en déduit que sa fonction réciproque k est déri-
vable et que

pour tout x € R.

e) La fonction k étant la fonction réciproque de g, elle a mémes va-
riations. La fonction k est donc strictement décroissante sur |0, 2][.
4) a) Onay = g(x) si et seulement si
e +2
Y1

Comme e?* + e +1 = 0, cette égalité équivaut a
pe+ef+1)=e"+2
qui se réécrit
e +(y-1)e*+y-2=0.

b) Les racines du trindme de second degré —3y2 + 6y + 1 sont y, =
—%3 et y; = 1+2\TB' On a donc —-3y? + 6y + 1 > 0 pour tout
v €]0,%1[. Comme V3> % alors yy < 0 et y; > 2 donc, pour tout

v €]0,2[, ona -3y + 6y +1> 0.

c) Soit y €]0, 2[, résolvons 1’équation d’inconnue X :
pX2+(y-1)X+p-2=0.
Son discriminant est
A=(y-1)>—4y(y-2)=-3y>+ 6y +1.

Comme p €]0,2[, la question 4b implique que A > 0. Les racines
du trindme sont donc

1-y—+/-3v2+6p+1 . 1-p++/-3y2+6p+1
e .

2y 2y

Le produit des racines est %2 < 0. Les deux racines sont donc de
signe opposé. La plus petite est négative et la plus grande posi-

tive :
1—vy—+/-392 - \/-3v2
(% % +6y+1<0 ot 1-v+ 3y +6y+1>
2y 2y
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d) Soit x e Ret p €]0,2[. On a y = g(x) si et seulement si
e +(p-1)e*+y-2=0.
Or, cette égalité est équivalente a
X=e
{yX2+(y—1)X+y—2: 0.
Mais e* > 0 et I’'unique solution positive de yX?+(y—1)X+y-2=0

1-y+/-3y2+69+1 _,,
est .L
2y

égalité y = g(x) équivaut donc a

X =e"
1— —37p2
X = Y +4/-3y +6y+1'
2y
c’est-a-dire a
1- —37p2
len( v++/-3y +6y+1].
2y

5) Soit x € Ret y €]0,2[. On a y = g(x) si et seulement si x = k(y) d’une

1-y+\/-3p2+6y+1\ .,
AR I Aai Al ) d’autre part.

2y

part et vy = g(x) si et seulement si x = ln(

1—y+\/—3y2+63}+1)

On en déduit

k(y) = ln[ )
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