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p.-4 1 Définition des espaces vectoriels

Avertissement préliminaire. Dans tout ce chapitre, on fixe K 1'un des trois corps Q, R
ou C. Ceci signifie que vous pouvez lire le chapitre en remplagant la lettre K par R puis
le relire en remplagant la lettre K par C et le relire une troisiéme fois en remplagant la
lettre K par Q. On appelle scalaires les éléments de K.

Définition des espaces vectoriels

1.1) Définition et représentation de K"

Sin e N¥, un n-uplet (@) de K est 1a donnée ordonnée de scalaires X1, X2,..., X;. On note
(x1,%p,...,x,) un tel n-uplet. Les scalaires x1, x5,..., x,, sont appelées les coordonnées du
n-uplet (x1,x,,...,x,). ensemble de n-uplets de K est noté K".

On dit que les n-uplets (x1,x,,...,x,) et (v1,2,...,¥,) sont égaux si on a toutes les
égalités
X1 = }’1: X :yz,...,xn = yn'

A\ Sin=#m,un n-uplet n’est jamais égal a un m-uplet.

Remarque 1-Un n-uplet peut donc étre vu comme une matrice de M; ,(K).

1.2) Opérations dans K"

Siu=(xy,...,x,) et v=(y1,...,v,) sont deux éléments de K", on appelle somme de u
et v le n-uplet noté u + v défini par

U+V = (X1 + V1,000 Xy + V)
A\ Si n#m,on ne sait pas additionner un n-uplet avec un m-uplet.

Remarque 2— Noter que I'addition dans K" est I'laddition dans M ,(K).

Exemple 3— Dans R?, on a
(1,2)+(7,12) = (8,14).

Dans C?, on a
(i-1,2,3,4,5)+(-i+1,-2,-3,-4,-5)=(0,0,0,0,0).

Si A est un scalaire et u = (xy,...,x,) un n-uplet on appelle produit externe de A par
u le n-uplet noté Au et défini par

Au = (Axq,..., Ax,).

a. On dit aussi couple si n = 2, triplet si n = 3, quadruplet si n = 4, quintuplet si n = 5, sextuplet si
n=6.
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Exemple 4—Dans C3, on a
(1+1)(10,7,-30) =(10+10i,—-1 +1,—-30 — 307).

Dans R’, on a

12 24 36 84 132 156 204
_?(2131_517111;13,17) = (—— - - _ _ )

5' 57 57 5’ 5’ 5

Remarque 5— Noter que le produit externe dans K" est le produit externe dans M ,,(K).

1.3) Opérations dans un ensemble quelconque

On vérifiera aisément que 1’addition sur K" est un cas particulier de la notion de loi
de groupe commutatif définie ci-dessous.

1.3.1- Loi de groupe commutatif

Si E est un ensemble, on dit qu’il est muni d’une loi de groupe commutatif +
(appelée addition) s’il existe une facon d’associer ) & tous éléments u et v de E un
troisieme élément de E, noté u + v vérifiant les propriétés suivantes :

a) la loi est associative : pour tous éléments u, v et w de Eon a
(u+v)+w=u+@@+w).
Autrement dit, commencer par calculer r = u + v puis r + w donne le méme

résultat que commencer par calculer r' = v + w puis u +1’;

b) la loi est commutative : pour tous éléments u et v de Eon a
U+v=v+u.
Autrement dit, étant donnés deux éléments de E, on obtient le méme résultat

en additionnant ’un a ’autre ou l'autre a ’'un;

c) la loi admet un élément neutre noté 0 : c’est un élément de E tel que, pour
tout élément u de Eon a
u+0=u.

Autrement dit, additionner 0 est une action neutre qui ne modifie pas 1’élé-
ment a qui on 'additionne;

d) tout élément de E admet un opposé ©) pour la loi : pour tout élément u de E,
il existe un élément v de E tel que

u+v=0.

On note —u 1’élément v.

b. On dit une application de E x E dans E.
c. On dit aussi symétrique.
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Exemple 6—L’élément neutre de I’addition sur K" est le n-uplet dont toutes les co-
ordonnées sont nulles : (0,...,0). Lopposé du n-uplet (xq,...,x,) est —(x1,...,x,) =
(=x1,...,—x,). Notez que 'opposé —(x1,...,x,) de (xy,...,x,) est le produit du scalaire
—1 par (xy,...,X,) : ainsi —(xq,...,x,) = =1(x{,...,X,). Par exemple, 'opposé dans K> de
(2,3,-5,-7,-11) est (-2,-3,5,7,11).

Définition 7— Un ensemble E muni d’une application + de E x E dans E vérifiant les
propriétés a) a d) est appelé groupe commutatif (ou encore groupe abelien).

Remarque 8- On note (E, +) le groupe E lorsque l'on veut garder trace dans la notation
de I'addition utilisée. Sauf précision du contraire, il est implicite dans le reste du cours
que la loi de groupe est notée +.

Exercice 9— Comprendre pourquoi le produit sur M,,(K) n’est pas une loi de groupe
commutatif.

Exercice 10— On considére un ensemble E muni d’une application qui a tous éléments
u et v de E associe un élément F(u,v) de E. Ecrire les propriétés qui doivent étre
satisfaites par £ pour que E soit un groupe commutatif.

Remarque 11— On peut montrer que I’élément neutre d’un groupe commutatif est
unique. De plus,le symétrique de tout élément est unique. Il existe des lois qui ont
plusieurs éléments neutres. Par exemple, sur R, on peut définir une loi en posant
x 0y = x2y? pour tous réels x et y. Elle est commutative, non associative. Les éléments
(1,1) mais aussi (1/2,4) sont des éléments neutres.

1.3.2— Produit externe

Soit E un groupe commutatif. On dit qu’il est muni de la loi externe - s’il existe une
fagon d’associer (@) 3 tout scalaire K et a tout élément u de E un élément de E, noté \ - u
(et en fait bien souvent Au) vérifiant les propriétés suivantes :

i) le produit externe est distributif par rapport a I’addition de E : pour tout
scalaire X et tous éléments u et v de E,on a

A(u+v)=A-u+A-v.

Autrement dit, il est équivalent de commencer par calculer w = u + v puis
A-w ou de commencer par calculer u’ =X-u, v’ =A-v puis u’+v’;

ii) le produit externe est distributif par rapport a I’addition de K : pour tous
scalaires A et p et pour tout élément u de E, on a

A+p)-u=xu+p-u

Autrement dit, il est équivalent de commencer par calculer o = A + p puis
o - u ou de commencer par calculer u’ = A-u, u” =p-u puis u’+u”;

d. On dit une application de K x E dans E.
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iii) le produit externe est associatif avec le produit de K : pour tous scalaires A
et p et pour tout élément u de E, on a

(Ap)-u=X-(p-u)
Autrement dit, il est équivalent de commencer par calculer a = Ap € K puis
o - u ou de commencer par calculer u’ =p-u € E puis A-u’;

iv) le scalaire 1 n’agit pas : pour tout élément u de Eon a
1-u=u.

Définition 12— Un groupe commutatif E muni d’une application - de KxE dans E vérifiant
les propriétés i) a iv) est appelé espace vectoriel sur K. Les éléments d’un espace vectoriel
sont appelés vecteurs de cet espace. L'élément neutre de I'addition est appelé vecteur nul
de E.

Remarque 13— Au lieu de « espace vectoriel sur K » on dit aussi parfois « K-espace
vectoriel ».

Théoréme 14— L'ensemble K" muni des addition et produit externe définis précédemment
est un espace vectoriel sur K.

Les regles de calculs énoncées en calcul matriciel donnent aussi le résultat suivant.

Théoreme 15— L'ensemble M,,,,(K) des matrices de taille m x n a coefficients dans K,
muni de son addition et de son produit externe est un espace vectoriel sur K.

Exercice 16— Montrer que C est un espace vectoriel sur QQ, mais aussi sur R ou C.
Montrer que R est un espace vectoriel sur R mais aussi sur Q. Comprendre en revanche
pourquoi R n’est pas un espace vectoriel sur C.

1.4) Regles de calculs dans les espaces vectoriels

On fixe un espace vectoriel E sur K. On note A et p des scalaires puis u, v et w des
vecteurs de E. Par convention (), I’écriture u — v désigne le vecteur u + (—v), c’est-a-dire
la somme de u et de 'opposé de v.

1) Siu+v=u+w alors v =w. On le voit en ajoutant I'opposé de u a chacun des
membres de I’égalité.

2) Distributivité par rapport a la soustraction de E : on a
A(u—v)=Au—-(A-v).
En effet on a
A(u=—v)+Ad-v=A-(u—-v+v)=2A-u

doulontire A\-(u—v)=A-u—(A-v).

e. Notez que cette convention est compatible avec la soustraction de R que vous connaissez déja.
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3) Distributivité par rapport a la soustraction de K: on a
A=) -u=Xu—(p-u).

Démontrez le en vous inspirant de la preuve de la distributivité par rapport
a la soustraction de E.

4) Role du vecteur nul : on a
A-0=0.

Dans cette égalité, les deux symboles 0 représentent le vecteur nul. Pour la
montrer, on utilise 0+ 0 = 0 (qui vient de la définition de I’élément neutre de
E) puis la distributivité du produit externe sur ’addition :

A-0=XA-(0+0)=A-0+A-0.

On ajoute 'opposé de A -0 a chacun des termes extrémes de ces égalités pour
obtenir 0 = A- 0.
5) Role du zéro scalaire : on a
0-u=0.

Dans cette égalité le symbole 0 de gauche est le zéro scalaire, celui de droite
est le vecteur nul. Démontrez 1’égalité en calculant de deux fagons (0+0)- u
et en vous inspirant de la preuve du role du vecteur nul.

6) Produitnul:si A-u=0,ona A =0ouu=0.En effet supposons A-u =0. On
a ou bien A = 0 ou bien A # 0. Si A # 0, on peut considérer le scalaire % et

calculer : ) 1 1
0:X-OzX-(X-u):(i)\)-u:Lu:u.

7) Simplification par un vecteur :si A-u =p-u et si u =0 alors A = p.
A\ Pensez toujours a vérifier u = 0 pour appliquer cette regle.
Démontrez le en utilisant la regle de produit nul appliquée a (A —p) - u.
8) Simplification par un scalaire:si A-u =A-vetsi A =0 alors u =v.
A\ Pensez toujours a vérifier A # 0 pour appliquer cette regle.
Démontrez le en utilisant la régle de produit nul appliquée a A - (u —v).

9) Reégles de signes : on a ()
(=A)-u=A-(-u)=-(A-u)

et
(=A) - (-u)=A-u.

L'égalité (-\)-u = —(A-u) vient de
(A)-u+du=(-A+A)-u=0-u=0.

f. Test de lucidité : repasser en rouge les signes — symbolisant de I'opposé dans K et en vert ceux
symbolisant de l'opposé dans E.



2 Sous-espaces vectoriels p-9

L'égalité A - (—u) = —(\-u) vient de
A(mu)+A-u=A-(—u+u)=x-0=0.

Enfin, I’égalité (-A) - (—u) = A - u résulte de (—A)-u = A- (—u) appliquée a —u
au lieu de u.

Remarque 17-Si E est un espace vectoriel contenant au moins un vecteur u différent
du vecteur nul, il contient une infinité de vecteurs. En effet, pour tout entier #, le
vecteur 2"u est dans E. Or, dés que m # 1, on a 2"u # 2"u ),

-
Sous-espaces vectoriels

2.1) Définition

I1 est assez long de vérifier qu'un ensemble est un espace vectoriel. En pratique, on
dispose d’une liste d’espaces vectoriels de référence (pour le moment notre liste est
formée des espaces K" et des espaces de matrices) et on obtient de nouveaux espaces
vectoriels en considérant les sous-espaces vectoriels de ces espaces.

Définition 18— Une partie A d’un espace vectoriel E sur K est dite stable par addition de
E si pour tous éléments x et y de A on a x +y € A (I'addition étant celle de E). Elle est dite
stable par produit externe de E si pour tout A € K et tout élément x € A, ona Ax € A (le
produit externe étant celui de E).

Définition 19— Une partie A non vide d’un espace vectoriel E, stable par addition et
produit externe de E est appelée sous-espace vectoriel de E.

Le théoréme suivant justifie la terminologie.

Théoreme 20— Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E sur K, muni des opéra-
tions de E, est un espace vectoriel sur K.

Démonstration. Soit A une partie de E non vide, stable par addition et par produit
externe. Puisqu’elle est non vide, elle contient un élément x. Puisqu’elle est stable
par produit externe elle contient aussi 0 = 0.x. L'addition dans A est associative et
commutative parce qu’elle I’est dans E. Elle admet un élément neutre pour 1’addition,
a savoir 0. Si u € A, la stabilité par produit externe implique (-1)u € A et donc A
contient 'opposé —u de u pour l'addition. Enfin le produit externe est distributif pour
les additions dans K et dans E, il est associatif et 1 n’agit pas parce que ces propriétés
sont vraies dans E. O

g. Remarquer que l'on utilise que le corps K est infini.
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Remarque 21— Une partie d’un espace vectoriel n’est pas nécessairement un espace
vectoriel. Considérons en effet I'ensemble £ = {(x + 1,x): x € R}. C’est une partie du
R-esapce vectoriel R?. Pourtant £ n’est pas un espace vectoriel : il n’est pas stable par
addition.

Ce théoreme simplifie beaucoup la démonstration qu'un ensemble V est un espace
vectoriel. Des lors qu’il est inclus dans un espace vectoriel E et que les opérations de V
sont celles de E, il suffit de vérifier qu’il est non vide et que pour tous éléments x et y
de V et tous scalaires A et p,ona Ax+py € V.

Remarque 22— En pratique, pour montrer qu’une partie dont on veut montrer qu’elle
est un sous-espace vectoriel de E est non vide, il suffit de vérifier qu’elle contient
I’élément neutre pour I'addition de E. C’est par ailleurs nécessaire puisque tout espace
vectoriel contient 0.

Exemple 23— Considérons le sous-ensemble de R3 défini par
V={(x92)€eR x+y+z=0)

Montrons que V est un sous-espace vectoriel de R3 : le vecteur nul (0,0,0) est dans
V puisque 0+ 0+ 0 = 0. Soit (x,y,z) € V, (x’,9/,2") € V et A un réel. On a A(x,y,z) =
(Ax,Ap,Az) et Ax+ Ay + Az = Mx+y +z) = 0. Lensemble V est donc stable par produit
externe. On a aussi (x,y,z) + (x,y",2') = (x +x",y+y/,z+2') et

(x+x)+(v+9)+(z+2)=(x+p+2)+ (X" +y'+2).
Comme x+y+z=0etx +7y +2z =0 on obtient
(x+x)+(v+y)+(z+2')=0.

On en déduit (x,y,z) +(x’,y’,2") € V. Lensemble V est donc stable par addition. Finale-
ment, V est un sous-espace vectoriel de R3.

Exemple 24— Considérons le sous-ensemble de I'ensemble M3 ,(C) défini par

a b
G=1qlc d|eM;,(C):a+d+e=03.
e f
Montrons que G est un sous-espace vectoriel de M3 ,(C).
0 0
i) La matrice nulle [0 0] est dans G puisque 0+ 0+ 0 = 0.
0 0
a b a v a b Aa  Ab
ii) Soit|c d|eG,|c’ d'|eGetAeC.Onal|lc d|=|Ac Ad|etda+rd+Xe=
e f e f’ e f Ae Af

Ma+d +e) = 0. Lensemble G est donc stable par produit externe.
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a b a b a+a b+b
iii) On a aussi |¢ d|+]|c’ d'|=|c+c’ d+d' |et(a+a)+(d+d)+(e+e€) =
e f e f’ et+e f+f
(a+d+e)+(a’+d +e’)=0.Lensemble G est donc stable par addition.
Finalement, I’ensemble G est un sous-espace vectoriel de M3 ,(C).

Exemple 25— Soit E un espace vectoriel sur K et # un vecteur de E. On définit I’ensemble
Ku ={Au: AeK}.

Cet ensemble contient 0 = Ou. Si Au et A'u sont dans Ku alors leur somme (A + \')u
’est aussi. Enfin, si p € K, alors p(Au) = (uA)u est dans Ku. On en déduit que Ku est un
sous-espace vectoriel de E.

Remarque 26— Si E est un espace vectoriel, les sous-ensembles {0} et E sont des sous-
espaces vectoriels de E. L'ensemble {0} est le plus petit (") sous-espace vectoriel de E
tandis que E est le plus grand () .

Exercice 27— On suppose que F est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel E
et que G est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel F. Montrer que G est un
sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel E.

La proposition suivante est une premiere étape vers la caractérisation des sous-

espaces vectoriels de KP (c.f. § 4).

Proposition 28— L'ensemble des p-uplets (xy,...,x,) dont les coordonnées sont solutions
d’un systéme linéaire homogeéne da n équations et p inconnues a coefficients dans K :

a1 xq +-~-+a1pxp =0

ap1X1 +---+ anpxp =0
est un sous-espace vectoriel de KP.

Démonstration. Notons S la partie de KP constituée des solutions d’un tel systeme. Si

A = (ajj)1<i<n alors
1<j<p

X1
S=2(x1,...,x) ERKPL Al 1 |=0
*p
L'ensemble S contient 0 puisque :

0

h. Au sens de l'inclusion : tous les sous espaces vectoriels de E contiennent {0}.
i. Au sens de 'inclusion : tous les sous espaces vectoriels de E sont contenus dans E.
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I1 est stable par addition :

X Xy X1 | X X1
siAl i |=0etA] : |=0alors Al| : [+| : [|=A| : |[+A]| : |=0.
’ ’ ’

Xp X

X P

P

Enfin il est stable par produit externe :

X1 X1 X1
sireKetsi Al : [=0alors A|A| : [|=AA] : |=0.

=

P
U

Exemple 29— L'ensemble {(x,7,z) € R3: x+y+z=0et 2y +z = 0} est un sous-espace
vectoriel de R? car c’est I'ensemble des triplets dont les coordonnées sont solutions du
systeme linéaire homogene a coefficients réels

x+ y+z=0
2y+2z=0.

2.2) Intersection de sous-espaces vectoriels

On rappelle que si A et B sont deux sous-ensembles d’un ensemble E, on appelle
intersection de A et B le sous-ensemble de E noté AN B et défini par

ANB={xeE: xeAetxeB}

Théoréme 30— L'intersection de deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E est
un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Soit A et B deux sous-espaces vectoriels de E.

i) U'ensemble A N B contient 0. En effet A et B sont des sous-espaces vectoriels de
E donc ils contiennent tous deux 0.

ii) L'ensemble AN B est stable par addition. En effet, considérons x et y dans AN B.
Ils sont tous deux dans A qui est stable par addition donc leur somme x + p est
dans A. Ils sont tous deux dans B qui est stable par addition donc leur somme
x + v est aussi dans B. La somme x + vy est donc dans AN B.

iii) Enfin, I'’ensemble A N B est stable par produit externe. En effet, soit A € K et
x € ANB. Le vecteur x est dans A qui est stable par produit externe donc Ax est
dans A. Le vecteur x est aussi dans B qui est stable par produit externe donc
Ax est dans B. Le vecteur Ax est donc dans AN B.

O
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Exemple 31-Soit F; = {(x,9,z) e R*: x+y+2z=0} et F, = {(x,9,2) e R3: 29+ 2 =0}. Ce
sont deux sous-espaces vectoriels de R3 (tous deux sont des ensembles de solutions
d’un systeme linéaire homogéne a une équation et trois inconnues). L'ensemble

{(x,9,2) eR*: x+y+z=0et 2y +2z =0}
est F; NF, donc c’est un sous-espace vectoriel de R3.

Exemple 32— L'ensemble des p-uplets dont les coordonnées sont des solutions d’un
systéme linéaire homogene a n équations et p inconnues est I'intersection des sous-
espaces déterminés par chacune des équations du systeme.

2.3) Réunion et somme de sous-espaces vectoriels

On rappelle que si A et B sont deux sous-ensembles d’un ensemble E, on appelle
réunion de A et B le sous-ensemble de E noté AU B et défini par

AUB={xeE: x€ AouxeB}.

A\ La réunion de deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E peut ne pas
étre un sous-espace vectoriel de E. Considérons par exemple les deux sous-espaces
vectoriels A et B de R3 définis par

A={(xv,2) eR3: x= 0} et B={(x,v,2) cR3: y =0}.

Ona AUB={(x,v,2) e R3: y=00ux=0}.0r(0,1,2) e AUBet (1,0,2) € AUB mais
(0,1,2)+(1,0,2) =(1,1,4) ¢ AUB. L'ensemble A UB n’est donc pas stable par addition
et n’est pas un un espace vectoriel.

On introduit alors la notion de somme d’espaces vectoriels.

Définition 33— Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E. On appelle
somme de F et G et on note F + G I'ensemble

F+G={f+g: feF geG}.

Exemple 34— Considérons les deux sous-espaces vectoriels de R3 définis par
F:{(x,y,z)eR3: x=y=0} et G:{(x,y,z)eRS: y=z=0}

Tout élément de F est de la forme (0,0, z) et tout élément de G est de la forme (x, 0,0)
avec x et z réels. Les sommes d’un élément de F et d’un élément de G sont donc toutes
de la forme (x,0,0) + (0,0,z) = (x,0,z). Réciproquement, tout vecteur (x,0,z) s’écrit
(x,0,2z) =(x,0,0)+(0,0,z). Le vecteur (x,0,0) est dans F et le vecteur (0,0, z) est dans G.
On a donc

F+G:{(01012)+(x;0;0),X€R,ZER}:{(x,ylz)eR?’: y:()}
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Théoreme 35— Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E alors
F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. i) Le vecteur nul 0 est dans F, il est aussi dans G. De plus 0 = 0+0.
Donc I’ensemble F + G contient 0.

ii) Soit f +get f'+g avec f, f’ dans F et g,g’ dans G deux vecteurs de F+ G. Leur
somme est (f +g)+(f'+¢)=(f+f')+(g+g). Puisque f + f’ est dans F et
g+ g estdans G, on en dedult que cette somme (f +g)+(f'+¢’) est dans F+G.
Lensemble F + G est stable par addition.

iii) Enfin, si A est un scalaire alors A(f + g) = Af + Ag. Puisque Af est dans F et A\g
est dans G, on en déduit que A(f + g) est dans F + G. Cet ensemble est donc
stable par produit externe.

O

Exercice 36— On se donne deux sous-espaces vectoriels F et G de I'espace vectoriel E.
Montrer que F et G sont aussi des sous-espaces vectoriels de F + G.

Remarque 37— On se donne deux sous-espaces vectoriels F et G de I'espace vectoriel E.
Le sous-espace vectoriel F + G est le plus petit des sous-espaces vectoriels contenant
F U G. Cela signifie que tout sous-espace vectoriel de E qui contient FU G contient
aussi F + G. Montrons le. Soit H un sous-espace vectoriel de E qui contient FU G : tout
élément qui est dans FU G est aussi dans H. Nous voulons montrer que tout élément
qui est dans F + G est aussi dans H. Soit donc f + g un élément de F+ Gou f € F et
g € G, nous voulons montrer que f + g un élément de H.Ona f e Fdonc f e FUG et
donc f € H. De méme, g € G donc g € FUG et donc g € H. Puisque H est un espace
vectoriel, il est stable par addition donc f + g € H.

2.4) Supplémentaires

Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel contient au moins son vecteur nul.
Le sous-espace {0} est donc le plus petit sous-espace vectoriel ) de E. Deux sous-espaces
vectoriels d’un espace vectoriel sont dit en somme directe si leur intersection est la
plus petite possible.

Définition 38— Si Fy et F, sont deux sous-espaces vectoriels de E, on dit que F; et F, sont
en somme directe si F; N F, = {0}.

L'espace vectoriel E est I'un des ses sous-espaces vectoriels. C’est méme le plus grand
d’entre eux (tous sont des parties de E). Etant donnés deux sous-espaces vectoriels F; et
F, de E, en plus de demander que leur intersection soit minimum, on peut demander
que leur somme soit maximale.

j. D’apres la remarque 17, c’est méme le seul qui n’ait qu'un nombre fini d’éléments.
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Définition 39— Si F, et F, sont deux sous-espaces vectoriels de E, on dit que F, est
supplémentaire de F, dans E si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1) leur somme est E;
2) leur intersection est {0}.

On note
E=F &F,.

Remarque 40-Si F, est supplémentaire de F, dans E alors, F, est aussi supplémentaire
de F; dans E. On dit aussi que F; et F, sont supplémentaires dans E ou que E est somme
directe de F; et F,.

Exemple 41— Soit F; et F, les sous-espaces vectoriels de R? définis par
Fi ={(a,2a,—a): a€ R} ={a(1,2,-1): a € R}
F={(b+cb—c,c): (bc) eR?} = {b(1,1,0)+c(1,~1,1): b,c R}

Montrons que l'intersection de F; et F, est réduite a {0}. Un vecteur u est un élément
de F; si et seulement s’il existe un réel a tel que u = (a,2a,—a). Un vecteur u est dans
F, si et seulement s’il existe des réels b et ¢ tels que u = (b+c¢,b —c,c). Les vecteurs
de F; N F, sont donc les vecteurs u pour lesquels existent des réels a,b et ¢ tels que
u=(a,2a,—-a)=(b+c,b—-c,c). Cela conduit a résoudre le systéeme

a=b+c a-b-c=0
2a=b-c équivalenta {2a-b+c=0
—-a=c. -a —-c=0.

. s N I -1-1 , . .
La matrice associée a ce systeme, ( 21 —01 11 ), a pour déterminant 1 = 0. La seule solution

estdonca=>b=c=0. Ainsi (a,2a,—a) =0et F,NFE, ={0}.

Montrons ensuite F; + F, = R3. Etant donné (a,f,y) € R3, on doit I’écrire comme
somme d’un élément de F; et d'un élément de F,. On doit donc trouver a,b, c tels que
(o, B,y) =(a,2a,—a)+ (b+c,b—c,c). Cela conduit au systeme

a+b+c=a
2a+b-c=p
-a +c=vy

1 . .
1 ), a pour déterminant 1 = 0.

. . sy N 1
d’inconnues a4, b, c. La matrice associée a ce systeme, ( 2 1<

-1
11 admet donc une solution (unique) et F; + F, = R3.
En résumé, l'intersection de F; et F, est {0}, leur somme est R3, donc F; @ F, = R3.

O ==

Remarque 42— L'exemple 41 montre qu’il est assez long de montrer que deux sous-
espaces sont supplémentaires puisqu’il faut résoudre deux systemes. On verra dans la
suite du cours (voir les exemples 104 et 117) que le calcul d’un seul déterminant est en
fait suffisant.
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Exercice 43— Montrer que les sous-espaces vectoriels
F ={(x,9,0): x,y e R} et F,={(0,9,2): y,ze R}
de R? ont pour intersection le sous-espace vectoriel
FLNE, ={(0,9,0): y e R}
et qu’ils ne sont donc pas en somme directe.

Exercice 44— Montrer que les sous-espaces vectoriels F et G de I'exemple 34 ont {0}
pour intersection. En déduire qu’ils sont en somme directe. Montrer cependant qu’ils
ne sont pas supplémentaires dans R3.

Proposition 45— Si F, et F, sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, tout
vecteur de E s’écrit de facon unique comme somme d’un vecteur de Fy et d’un vecteur de
F,.

Démonstration. Siu € E, on doit écrire u = f; + f, avec f; € F; et f, € F,. C’est possible
car E = F; +F,. Il faut ensuite démontrer 1'unicité de cette écriture. Si de plus u = f|' + £,
avec f| € Fy et f; € F, alors f|' — f; = f, — f,. Le membre de gauche est dans F;, celui de
droite dans F, donc f; - fi € F; NF,. Mais F; NF, = {0} donc f; — f{ = 0. On en déduit

fi=f{puis =1 -
2.5) Sous-espaces vectoriels engendrés

Définition 46— Un vecteur u de E est combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., up, de E
s'il existe des scalaires xy,...,x, tels que

u :x1u1+x2u2+...+xpup.

Les scalaires xy,...,x, s'appellent les coefficients de la combinaison linéaire.

Exemple 47—Dans R*, posons
u; =(1,2,0,1), u, =(2,1,3,-1), u3 =(3,3,3,0)

et
u=(5,4,6-1).

Le vecteur u est combinaison linéaire de {1y, u,, u3} puisque

131
u=—-—u —Uu —U~7.
LT 2T s

Remarquez que cette combinaison linéaire égale a u n’est pas la seule, par exemple

U=1uj+2uy=1uy+us.
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Exemple 48— Dans M,(R), on considere les matrices

1 0 0 1 00 0 0
Ell = (0 O)’ E12 = (0 0)’ E21 = (1 0)' E22 = (0 1)'

Toute matrice (g Z) de M, (R) est combinaison linéaire de E{1, E1,, E>q, Ey, puisque

(? Z) — ﬂEn + bElz + CE21 + dEzz.

Définition 49— Si V..., Vp SONE des vecteurs de E, I'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de E. On 'appelle sous-espace engendré
par vy,...,vp et on le note Vect(vl,...,vp).

Montrons que V = Vect(vl,...,vp) est effectivement un sous-espace vectoriel de E. Il
contient 0 puisque
P
0= ZOvi.
i=1

SiAvy+--+A,vp et Nuvp+--+ }\l’)vp sont deux vecteurs de V alors
(Ao + -+ Apvp) + (Ao -+ Avp) = (A + A )vg +--+ (A, + A4)v,

est aussi un vecteur de V. L'ensemble V est donc stable par addition. Enfin, si A\jvy +
-+ Apv, est un vecteur de Vet si A € K alors

)‘(lel +eet Xp'l}p) = (Xkl )vl +eet ()\}\p)vp
est aussi un vecteur de V. L'ensemble V est donc stable par produit externe.

Remarque 50— Si parmi les vecteurs vy,... " Vp) I’un d’eux au moins est nul, alors 'espace
vectoriel Vect(vy,...,v,) contient au moins un vecteur non nul. C’est donc un ensemble
infini.

Exemple 51— On considere les deux ensembles
F:{(x,y,z)eR3: x+y+z=0et2y+z=0} et G:{(x,y,z)e]R3: x—-3y-z=0}

Ce sont deux sous-espaces vectoriels de R?® (vérifiez le). Leur intersection est le sous-
espace vectoriel formé des triplets réels (x,y,z) dont les coordonnées sont solutions du
systeme
x+y+z=0
29y+z=0
x-=3y-2z=0.
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Ce systéme équivaut au systeme échelonné
x+y+z=0
1
+-z=0
)

d’unique inconnue non principale z. Les éléments de FN G sont donc les triplets (x,y,z)
vérifiant x = y = —z/2. On peut réécrire ces triplets en

z z 1 1
et 4)
22 202

11 11
FAG={z(-=-2.1): zeR} = Vect (-2, -2, 1)).
neG {Z( 272 ) € } eCt(( 272 ))

Exemple 52— Dans R#, soit V = Vect(ey,e,) avec ey =(0,1,1,1) et e, =(1,0,1,1). On a
(x,v,2,t) € V si et seulement s’il existe des réels A et p tels que (x,v,z,t) = Aey + pey. Or
Aep +pey = (WA A+ pu, A+ ) donc (x,9,2,t) appartient a V, si et seulement si le systéeme

Ainsi

p=x
A=y
Atp=z
Atp=t
d’inconnues A et p a au moins une solution. Ce systéeme est équivalent au systeme
échelonné
p=x
A=y
O=x+y-z
O=x+y-t

Il admet au moins une solution si et seulement si les équations non principales ont un
second membre nul, donc si et seulement six+y—-z=0etx+y—t=0.On en tire

V:{(x,y,z,t)e]R4: x+y—z:0etx+y—t:O}.

Exemple 53—Dans R3, on note u; = (1,1,2), u, = (3,1,1), v; = (1,0,1) et v, = (5,1, 3)
puis U = Vect (uq,u;) et V = Vect(vy,v;). Déterminons UN V. Les vecteurs de U sont
les vecteurs qui s’écrivent xu; + yu, avec x et y réels. Un tel vecteur est dans V si
et seulement s’il existe des réels z et t tels qu’il s’écrive aussi zv; + tv,. Un vecteur
xuy + yu, de U est donc dans V si et seulement s’il existe des réels z et t tels que
XUy + YUy = zvy +tv,, cest-a-dire (x+ 3y, x+v,2x+7y) = (z+5¢,t,z+ 3t). On cherche alors
les conditions sur x et y pour lesquelles le systeme

X+3y=z+5t
X+ y= t
2x+ y=z+3t
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d’inconnues z et t a au moins une solution. Aprés mise en échelons %)

équivaut a

, ce systeme

Z+5t=x+3y
t=x+yv
0 =3x.

Il a au moins une solution si et seulement si ’équation non principale a un second
membre nul, donc si et seulement si x = 0. Ainsi, les vecteurs de U NV sont ceux de la
forme Ouy + yu, avec y € R. On en déduit UNV = Vect(u;).

Remarque 54-Si uy,...,u, sont des vecteurs de E et si 1 <k <n alors
Vect(uy,...,ux) C Vect(uy,...,uy,).
En effet, tout vecteur Aju; +--- + Apuy de Vect(uq, ..., uy) s’écrit
AMup 4+ At + Ougyq + -+ 0y,
et est donc aussi un vecteur de Vect(uq,...,u,).
Remarque 55-Si a est un scalaire non nul alors
Vect(uy,...,auy,..., u,) = Vect(uy,..., Ug,..., Uy,).

En effet
Aug 4+ Maug) + oo+ Ay = Ay + -+ (Aa)ug + -+ Ay,

d’ou Vect(uy,...,auy,...,u,) C Vect(uy,..., ug,..., u,) et
A

AU+ F AU+ AUy, = A 4o+ —(aug) + o0+ A,
o

d’ou Vect(uy,...,ug,..., u,) C Vect(uy,...,aug,..., u,).

Exercice 56— Montrer que si une famille engendre un espace vectoriel, cette famille
privée de ces éléments nuls engendre le méme espace vectoriel. Autrement dit, montrer
que

Vect(uy,...,u,,0) = Vect(uy,...,uy).

La somme des sous-espaces vectoriels engendrés est facile a décrire.

Proposition 57— Soit uy,...,u,, et vy,...,v, des vecteurs d'un espace vectoriel E. Alors

Vect(uy,...,u,,)+ Vect(vy,...,v,) = Vect(uq,..., Uy, V1,..., Vy)-

Exercice 58— Démontrer la proposition 57.

k. Par les opérations élémentaires L3 «— L3 —L; puis L3 « L3 +2L;
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Si une famille engendre un sous-espace vectoriel, la famille obtenue en ajoutant
un l'un des vecteurs une combinaisons linéaire des autres vecteurs engendre le méme
espace vectoriel. Autrement dit, on a la proposition suivante.

Proposition 59— Soit uy,...,u, des vecteurs d’un espace vectoriel E. Soit i € {1,...,n}.
Alors,

n

Vect| uy,...,u; + Zcxjuj,...,un = Vect(uy,..., uj,...,Uy,)
j=1
j#i

pour tout ensemble de scalaires {aj: 1 <j<mn,j=i}.

Démonstration. On note

n
U = Vect(uy,...,uj,...,u,) et UP = Vect ul,...,u,-+Zocju]-,...,un .
j=1
j=i
i) Soit u € U*". 11 existe des scalaires Ay--o Ay tels que

n
U=MUp+-+ A ui+Za]~u]- et AUy,
j=1
j#i
On a donc
U =W U+ + Pl + o+ Pyl

avec
o )\]-+)\ioc]- Sijii
Hi \; sij=i.
On en déduit que u € . Ainsi U* c U.
ii) Soit u e Y. 1l existe des scalaires Aq,..., A, tels que
U=Mup+-+Au;+-+ Au,.

On écrit

Mg+ AU+ + Ay,

n
= (A= Aap)up +-+ A u; + Zajuj +o+ (A = Aoy uy,.

j=1
j#i
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On a donc
n
u:ptlu1+---+p1i u; + E O(]'I/l]' +'-'+}/lnun
=1
j#i
avec

W = Xj—)\iaj Sl]il
N DY sij=i.
On en déduit que u € U*. Ainsi U c U*.

O]

Exemple 60— Dans R3, on considére les trois vecteurs u; = (1,1,1), uy = (1,2,3) et
uz =(3,4,5). On a uz = 2uy + u,. Or,

Vect(ul, U, Ll3) = Vect(ul, Uy, Uz — 2M1 — le)

et
Vect(uy, uy, us — 21y — uy) = Vect(uq, uy, 0) = Vect(uq, uy).

Ainsi,
Vect(uq, uy, uz) = Vect(uy, uy).

Ecrire un espace engendré avec le moins de vecteurs possibles est I'un des objetcifs
de la partie suivante.

3 .
Bases des espaces vectoriels
3.1) Indépendance linéaire dans les espaces vectoriels

Définition 61— Une famille de vecteurs de E est liée si I'un d’eux est combinaison linéaire
des autres. Une famille de vecteurs de E est libre si elle n'est pas liée, autrement dit si
aucun de ses vecteurs n'est combinaison linéaire des autres.

Remarque 62— Pour dire qu’'une famille de vecteurs est liée, on dit aussi que ses
vecteurs sont linéairement dépendants. Pour dire qu’une famille de vecteurs est libre, on
dit aussi que ses vecteurs sont linéairement indépendants.

Exemple 63— La famille {u,u,, u3} de I'exemple 47 est liée. On a en effet uz = uy + u,.

Si la définition 61 permet aisément de détecter qu’une famille est liée, elle n’est pas
trés pratique pour montrer qu'une famille est libre. On utilise alors le résultat suivant.
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Théoréeme 64— 1) Une famille est libre si et seulement si la seule combinaison linéaire de
cette famille valant O est celle dont tous les coefficients sont nuls.

2) Une famille est liée si et seulement s’il existe une combinaison linéaire a coefficients
non tous nuls qui vaut 0.

La théoréme 64 énonce que la famille de vecteurs {u,...,u,} est libre si et seulement
si I’équation
)\1141 +---+}»nun =0

d’inconnues Aq,...,A, n'aque A; =0,...,A, = 0 comme solution.

Démonstration du théoréme 64. Si la famille {vy,...,v,} est liée, il existe un indice i et
des scalaires Aq,..., A, tels que

Vi = MU Ao F A Vi o ATy

et donc
0=XAvp 4+ A1y = Vi + A Vi1 +- -+ A0y

ce qui exprime que 0 est combinaison linéaire de {vy,...,v,}. Les coefficients de cette
combinaison linéaire ne sont pas tous nuls puisque le coefficient de v; est —1. On en
déduit que si la seule combinaison linéaire d’une famille valant 0 est la combinaison
dont tous les coefficients sont nuls alors la famille n’est pas liée. Elle est donc libre.

Si la famille est libre, considérons une combinaison linéaire {vy,...,v,} de 0 :

MU+ + A, =0.

S’il existe un coefficient non nul, A;, alors
V= ——

Le vecteur v; est combinaison linéaire des autres : ceci contredit la liberté de la famille
{v1,...,v,}. On en déduit que tous les coefficients sont nuls. O

Exemple 65— Dans R*, posons
u; =(1,2,0,1), u =(2,1,3,-1), u3 =(3,3,3,0).

Cherchons les réels A;, A, et A3 tels que la combinaison linéaire Aju; + Ayuy + Azu3 soit
nulle. En explicitant la nullité de chacune des trois coordonnées, on obtient le systéme :

M+2XA+303=0
2M + A +3X3=0
30, +323=0
M-y =0.
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Ce systeme a pour solutions les triplets (Aj, Ay, A3) vérifiant Ay = A, = -3, c’est-a-dire
de la forme A3(—1,-1,1) et ce pour tout choix de A3 € R. Il existe donc une combinaison
linéaire de {u,up,u3} a coefficients non tous nuls égale a 0 et cette famille est liée.
Pour le choix A; = —1, par exemple, on obtient u; + 1, —u3 = 0. Il faut comparer avec
I’exemple 63.

Exemple 66— Les matrices E;1,E;;,E;, E;, de I'exemple 48 forment une famille libre.

En effet, si aE{; + bE;, + cE5; + dE5, = 0 alors la matrice (‘Cl 2) estnulledonca=b=c=
d=0.

A titre d’exercice, on démontrera l'utile proposition suivante.

Proposition 67— 1) Une famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liée;
2) une famille de vecteurs contenant deux vecteurs égaux est liée;
3) si une famille est libre, elle ne contient pas le vecteur nul;

4) si une famille est libre, tous ses éléments sont deux a deux distincts.

Remarque 68-Si une famille {uy,...,u,} est libre alors que la famille {u,...,u,,v}
obtenue par ajout d’un vecteur v est liée, alors v est combinaison linéaire de u;,...,u,.
En effet, si {uy,...,u,, v} est liée, il existe des scalaires non tous nuls Ay,..., A, A, tels
que

)\11/[1 + -+ an/ln + }\nﬂv =0.

On voudrait pouvoir en déduire que

}\1 Uy —...— }‘n

Uy

An+1 )\n+1

qui implique bien que v est combinaison linéaire de uy,...,u,. Pour cela, on a cependant
besoin de savoir que A, ; est non nul. Si A,,,; =0, alors

}\1141 +"'+)\nl/ln =0.
La famille {uy,...,u,} étant libre, on en tire A; =... = A,, = 0. Ceci contredit le fait que
les scalaires Aq,..., A, A, 11 ne sont pas tous nuls. On a donc bien A, # 0.
3.2) Base canonique de K"

Pour chaque i € {1,...,n} on définit le vecteur &; de K" comme étant celui dont la
coordonnée n°i est 1 et toutes les autres sont nulles.

Exemple 69— Dans R3 on a
£ =(1,0,0), & =(0,1,0), & =(0,0,1).

Dans C° on a

& =(1,0,0,0,0), & =(0,1,0,0,0), & =(0,0,1,0,0), &;=(0,0,0,1,0),
&5 =(0,0,0,0,1).
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Etant donné un vecteur (x;,Xx,...,x,) de K", 1'utilisation des opérations de K"
conduit a

(x1,%2,...,%,) =x1(1,0,...,0) + x,(0,1,0,...,0) +... + x,(0,0,...,0,1)

c’est-a-dire
(xl,X2,...,Xn) = xlgl +X2(€2+... +xn5n'

Le vecteur (xq,x»,...,X,) est donc combinaison linéaire des vecteurs £;,&,,...,E,. Puisque
n’importe quel vecteur de K" a cette propriété, la famille de vecteurs {£1,&,,...,E,}

engendre K", autrement dit K" = Vect(£1,&,,...,&,).. Enfin, tout vecteur de K" s’écrit

de facon unique comme combinaison linéaire de £;,&,,...,&,. En effet, si

X111+ %8+ +x,E =11 E + &0+ +1Ey

alors

(X1, %2, X4) = (V1,925 V)
et donc

X1 =Y X2 =Y2- X0y = Vn-

On dit que {£1,&,,...,&,} est une base de K".
Définition 70— La famille de vecteurs {£1,&,,...,E,} est appelée base canonique de K".

Exemple 71-Dans R3, on a
(1,2,3) =& +2E+ 3(93
Dans C3, 0on a

(1,—2,3i, —6, 7— 21) = 51 — 252 + 3183 - 654 + (7 - 21)65

3.3) Bases d’un espace vectoriel

On fixe un espace vectoriel E sur K. Sauf mention contraire, E n’est pas {0}.

Définition 72— On dit qu’'une famille de vecteurs V de E engendre E si tout élément de E
est combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs de V. On dit encore que V) est une
famille génératrice de E.

Autrement dit, la famille V engendre E si, pour tout v € E on peut trouver des vecteurs
v1,...,Vp dans V et des scalaires Ay,..., A, tels que

V=AMVt AU

Si la famille V est finie (), cela revient a dire que Vect(V) = E ("),

I. C’est-a-dire composée d’un nombre fini de vecteurs
m. Si )V est infinie aussi a condition de définir Vect(V) comme l’ensemble des combinaisons linéaires
d’un nombre fini de vecteurs de V.
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Définition 73— On dit qu’un espace vectoriel est de type fini s’il admet une famille
génératrice finie.

Exercice 74— Comprendre pourquoi le R-espace vectoriel R est de type fini. Plus
généralement, comprendre pourquoi le K-espace vectoriel K" est de type fini.

En pratique, nous ne rencontrerons que des espaces vectoriels de type fini dans ce
cours. Il existe cependant des espaces vectoriels qui ne sont pas de type fini (I'annexe E
montre que le Q-espace vectoriel R n’est pas de type fini; on rencontrera un autre
espace vectoriel qui n’est pas de type fini dans la partie 5.2 ou encore dans ’annexe A
du chapitre « Suites ».).

Définition 75— On dit qu’une famille finie de vecteurs de E est une base de E si elle est a
la fois libre et génératrice de E.

Cette définition justifie le nom de base canonique donnée définition 70 pour K".

Exemple 76— Les matrices E;1,E5,E5q, E;, de 'exemple 48 forment une base de M;(R).
La famille engendre M,(R) (on I’a vu dans I’exemple 48) et elle est libre (on I’a vu dans
I'exemple 66).

Les exemples 48, 66 et 76 se généralisent aisément. En notant E;; la matrice de
M,,,,(K) dont tous les coefficients sont nuls a I’exception de celui a l'intersection de la
ligne n° i et de la colonne n° j qui vaut 1 "), on voit que la famille des mn matrices E;;
(ou i prend toutes le valeurs entre 1 et m et j prend toutes le valeurs entre 1 et n) est
une base de M,,,,,(K).

Théoréme 77— Soit E un espace vectoriel et £ = {ey,...,e,} une base de E. Tout vecteur de
E s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire de vecteurs de E. Les coefficients de
cette combinaison linéaire s’appellent les coordonnées du vecteur dans la base E.

Démonstration. Tout vecteur de v est combinaison linéaire des vecteurs de £ puisque £
est une famille génératrice de E. Soit v € Eet {A,...,A,;}, {}1,..., py} deux ensembles de
scalaires tels que

v=2Ae 4+ A, =Hiep o+ Pyl

On a alors
()\1_]’11)31 +"'+()\n_]’ln)en =0

et puisque la famille £ est libre, on en déduit A; = y; pour tout i € {1,...,n}. L'écriture
de v en combinaison linéaire de vecteurs de £ est donc unique. O

n. Avec les notions de l'annexe A du chapitre Matrices, c’est la matrice Tjj(1) -1, sii # j et la matrice
Di(2)-1,sii=j.
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Exemple 78- Dans R?, on considére la famille {e;, e, e3} avec ey = (1,-1,7), e, = (=5,2,3)
et e3 = (0,0,1). Montrons que cette famille est libre. Soit o, f et y des réels tels que
aey + pey +yes = 0. Alors

a-5 =0
-a+28 =0 (1)
7a+3p+y=0.

Par mise en échelon, ce systeme équivaut a

oa—>5p
B 0

v =0.

On adonc a = =y =0etlafamille {e;, e;, e5} est libre. Montrons ensuite que la famille
{e1,e5,e3) engendre R3. Etant donné un vecteur (x,y,z) de R?, il s’agit de trouver trois
réels a, f et y tels que aey + ey + ye; = (x, 9, z). Cette équation (d’inconnues a, p et y))
est équivalente au systeme :

a—5p =X
—a+2p =y (2)
7a0+3p+ y=z

Par mise en échelon, ce systeme équivaut a

a-5 =x
1
P =-3+y)
1
Y= 5(17x+38y+3z).

La solution est (o, B,7) = % (—2x-5y,—x—9,17x + 38y + 3z). Le systéme (2) a au moins
une solution. La famille {e;, e;, e3} est donc génératrice de R3. Puisqu’on a aussi montré
qu’elle est libre, c’est une base de R3.

Remarque 79— Le lecteur attentif aura remarqué que les systémes (1) et (2) ne different
que par leur second membre. Lorsque le nombre de vecteurs de la famille égale le
nombre de coordonnées de chacun des vecteurs, le raisonnement suivant permet de
déduire de la liberté de la famille le fait qu’elle engendre ’espace. Le systéme (1) s’écrit

o
Alp|=0avec
Y
1 -5 0
A=|-1 2 0}
7 3 1

En montrant la liberté, on montre que ce systéme carré équivaut a un systéme en
échelon sans ligne nul. La matrice A est donc inversible (voir § 4 du chapitre Matrices).
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On en déduit que le systéme (2) a une solution (qui plus est unique) puis que la famille
{e1, ey, 3} est une base.

A\ A part I'espace vectoriel {0} qui n’admet que I’ensemble vide @ comme base, les
espaces vectoriels qui admettent au moins une base (°) admettent une infinité de bases.
En effet, si {ey,..., e,} est une base, alors {Aey,..., Ae,} est aussi une base pour tout choix
de A € K\ {0}. Ce n’est pas le seul moyen de construire des bases comme le montre
I’exemple 78.

3.4) Dimension

Dans cette partie, nous allons démontrer que tous les espaces vectoriels de type
fini admettent une base et que toutes les bases d’un méme espace vectoriel ont méme
nombre d’éléments. On appellera alors dimension ce nombre d’éléments. Le point de
départ est le théoreme fondamental ci-dessous. Il sera démontré en annexe B. On
I'appelle théoréme de la base incompléte et il énonce qu’une famille libre quelconque
peut étre complétée en une base en prenant des vecteurs dans une famille génératrice
quelconque.

Théoréme 80 (Théoréme de la base incompléte)— Soit E un espace vectoriel non réduit
a {0}. Soit {€y,...,Lp} une famille libre de E et {g1,...,g,} une famille génératrice de E.
Alors il existe un entier n > p et une base {ey,...,e,} de E telle que :

1) pourtouti<ponae; ={;;

2) pour touti>ponae; €{g,..., 44}
Remarque 81-Dans 1’énoncé précédent, le point 2) disparait lorsque n = p.
Corollaire 82— Tout espace vectoriel de type fini contient une base.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel de type fini. Si E = {0}, ’ensemble vide 0
est une base. Si E n’est pas réduit a {0}, il contient au moins un vecteur £ = 0. La
famille {¢} est libre. De plus E est de type fini, donc il contient une famille génératrice
{81,...,&4}- L'existence d’une base de E est alors une conséquence du théoreme de la
base incomplete. O

Remarque 83-Le théoréeme de la base incompléte s’appelle ainsi puisqu’il permet
de compléter une famille libre d’un espace vectoriel en une base en lui ajoutant des
vecteurs pris dans une famille génératrice.

Le théoreme de la base incomplete affirme qu’une base peut-étre obtenue en ajoutant
des éléments a une famille libre. Cette base aura donc au moins autant d’éléments que
la famille libre. On montre que les familles libres ont toujours un nombre d’éléments
inférieur au nombre d’éléments des bases.

0. On verra au § 3.4 que c’est le cas de tous les espaces vectoriels de type fini.
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Proposition 84— Soit {ey,...,e,} une base de E et {{y,...,{,} une famille libre de E. Alors
p<n.

Démonstration. On décompose les vecteurs de {¢y,...,{,} dans la base {ey, ..., e,} et, pour
tout j € {1,...,p} on note xyj,x5j,..., x,; les coordonnées de ¢; dans cette base. Ainsi,

€1 =X11€1 tXp1€p+...+ X106y,
€2 = X161 t Xppep +... +X;n€,
Cp = x1pe1 +Xgpe0 +.. + Xppey

Dire que {¢y,...,{,} est libre, c’est dire que la seule solution {}y,..., A} de

)\1€1+...+Xp€p:0 (4)
est Ay =--- = A, = 0. On reporte I"équation (3) dans (4). Cette équation (4) équivaut
alors a

L1€1+"'+Ln€n20 (5)
avec

L, = xll)‘l +X12X2 +oee +X1p)\p
L2 = X721 }\1 + X22X2 R X2p)\p
L, = an)\l + an)\z +eet an}\p.
Puisque la famille {ey,...,e,} est libre, I'équation (5) équivauta L; =---=L, = 0 et donc

au systeme
X111 +X12A) +"'+X1p}\p =0

lekl +X22}\2 + - +pr}\p =0

an)\l +Xn2)\2 + .. +an)\p =0.

Supposons, par l’absurde, que p > n. Le systéme précédent a strictement moins d’équa-
tions (il en a n) que d’inconnues (ce sont les p scalaires Ay,..., A,). Grace au corollaire 55
du chapitre « Matrices », il admet donc une solution non nulle. Cela contredit le fait
que la famille {¢;,...,£,} est libre. O

Remarque 85— Dans K", on connait une base a n éléments, sa base canonique. Les
familles libres de K" ont donc au plus n éléments.

On déduit de la proposition 84 un moyen immédiat de montrer qu’une famille
« trop grande » n’est pas libre mais aussi le théoreme fondamental suivant.



3 Bases des espaces vectoriels p- 29

Théoréeme 86— Toutes les bases d’un espace vectoriel de type fini ont méme nombre
d’éléments.

Démonstration. Si € ={ey,...,e,} et F ={f1,..., fp} sont deux bases de 'espace vectoriel
E, il s’agit de montrer que n = p. Puisqu’en particulier £ est une famille libre et 7 une
base de E, on a n < p d’apres la proposition 84. Mais F est une famille libre et £ une
base de E d’ou p < n. Finalement n = p. O

Définition 87— Etant donné un espace vectoriel de type fini E, le nombre d’éléments de ses
bases s’appelle sa dimension. On note dimE la dimension de E.

Remarque 88— La notion de dimension d’un espace vectoriel sur K dépend de K. Par
exemple, C est un espace vectoriel sur R si on le considére muni du produit externe

RxC — C
(Az) > Az

mais c’est aussi un espace vectoriel sur C si on le considére muni du produit externe

CxC —» C
(Az) > Az

Tout vecteur z du C-espace vectoriel C s’écrit z = z-1. La famille {1} est donc une famille
génératrice du C-espace vectoriel C. De plus, elle est libre. C’est donc une base du
C-espace vectoriel C qui est alors de dimension 1. Tout vecteur z du R-espace vectoriel
C s’écrit z = Re(z) - 1 + Im(z) - i. La famille {1,7} est donc une famille génératrice du
R-espace vectoriel C. De plus, elle est libre sur R. C’est donc une base du R-espace
vectoriel C qui est alors de dimension 2. Si on veut préciser la dépendance en K on
note dimy la dimension du K-espace vectoriel E.

Exemple 89— Les calculs des paragraphes précédents montrent que
dimK"=n et dimM,,,(K)=mn.

Exemple 90— Soit F = {(x,y,z) €ER3: x+p+z=0et2y+z= O}. Le systeme

x+y+z=0
2y+z=0

équivaut au systeme échelonné
x+y+ z=0

v+ =-z=0.
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Son ensemble de solutions est donc

1

&%%@ER%x:—zzy:—%4:{ghL—L2yzeR}

L'ensemble F est donc l'espace engendré par (-1,-1,2). Ce vecteur étant non nul, il
forme une famille libre et donc une base de F. Ainsi, dimF = 1.

Exemple 91— Dans R3, on consideére la famille {e;,e,} avec e; = (1,2,3) et e, = (0,—1, 3).
Vous montrerez que cette famille est libre. L'espace R3 est de dimension 3. Pour
compléter {e;,e,} en une base de R3, il est donc nécessaire d’ajouter un seul vecteur es.
Puisque R® admet comme famille génératrice la base canonique & = {£,&,,3}, 'un au
moins des vecteurs &1, £, ou £ convient pour e3. Vérifions que le choix e; = €3 =(0,0,1)
convient. La famille {e;, e, £3} est libre. En effet, si ae; +pe, +yE3 = 0 alors o = 0 (nullité
de la premiere coordonnée), p = 0 (nullité de la deuxieme coordonnée) et enfin y =0
(nullité de la troisiéme coordonnée). La famille {e;, e;, &3} engendre R3. En effet, soit
(x,v,z) € R, on cherche des réels a, p et y tels que ae; +pe, +yE3 = (x,v,2). En résolvant
le systéeme

a =x
20— =y
3a+3p+y=z

on voit immédiatement que les choix o = x, p = 2x —y et y = —9x + 3y + z conviennent.
Ainsi, {e1, e, &3} est une base de R3.

Exemple 92— Dans R*, considérons la famille {e, e,, e5,e4) avec
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)
(0,-1,1,0)
es=1(2,1,1,2)

e =
€
3 =

et V 'espace vectoriel engendré par ey, e, e3 et e4. C’est donc I’ensemble des quadruplets
(x,9,2,t) de R* pour lesquels on peut trouver un quadruplet (a,b,c,d) tel que (x,v,2,t) =
aey + bey + cesz + dey. Cette équation équivaut au systeme
a+b +2d=x
b—c+d=y
a +c+d=z
a+b +2d=t

lui méme équivalent au systéme échelonné
a+b +2d=x
b—c+d=y
0=z-x+v
0=t-x
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Les équations non principales sont les deux derniéres et le systéme a des solutions si et
seulementsit—x=0etz—-x+y=0.On adonc

V={(xy,x-vx): x,veR}
={x(1,0,1,1) +y(0, 1,-1,0): x,y € R}
= Vect{(1,0,1,1),(0,1,-1,0)}.

De plus, la famille {(1,0,1,1),(0,1,-1,0)} est libre (vérifiez-le). Une base de V est donc
{(1,0,1,1),(0,1,-1,0)} et dim V = 2.

Exemple 93— La dimension de l’espace des solutions d’un systeme d’équations linéaires
homogenes est donnée par le nombre d’inconnues non principales.

Dans la proposition suivante, on montre que la proposition 84 implique que les
sous-espaces vectoriels des espaces vectoriels de type fini sont aussi de type fini.

Proposition 94— Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Si E admet
une base finie, alors F admet une base finie ayant moins d’éléments.

Démonstration. Si F est réduit a {0}, son unique base est I’ensemble vide qui a 0 élé-
ments. Supposons donc F non réduit a {0}. Soit {e;,...,e,} une base de E. Les familles
libres de F sont des familles libres de E. Elles ont donc au plus n éléments. Soit p le
plus grand entier pour lequel existe une famille libre de F a p éléments et {(4,...,¢,}
une telle famille. On sait donc que p < n. Considérons x un élément de F. Si x est I'un
des vecteurs de {¢1,...,€,}, il est alors combinaison linéaire d’éléments cette famille.
Sinon, la famille {¢y,..., ¢}, x} de F n’est pas libre (elle a strictement plus de p éléments).
Il existe donc une combinaison linéaire a coefficients non tous nuls de cette famille
donnant 0 d’ou 0 = A€y +... + Ay, + Ay 1 x. Le coefficient A, 1 est non nul; sinon on a
une combinaison linéaire a coefficients non tous nuls de la famille {(y,...,£,} donnant
0, c’est impossible puisque cette famille est libre. Ainsi,

X=-

M Ap
O —...— l,.
}‘p+1 ! )‘p+l P

On en déduit que la famille libre {¢y,...,{,} engendre F. C’est donc une base de F a
p < n éléments. O

Le résultat suivant généralise la remarque 79.

Corollaire 95— Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n > 1. Soit € une famille
de n vecteurs de E. Alors :

— si £ est libre, c’est une base de E;

— si &€ engendre E, c’est une base de E.
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Démonstration. Supposons que & est libre et montrons que c’est une base de E. Puisque
E est de dimension 7, il contient une base qui est une famille génératrice. D’apres le
théoreme de la base incompléte, on peut compléter £ en une base 3 de E. On a donc
€ C B. Mais £ et B ayant n éléments, on a £ = B et £ est une base de E. Supposons
maintenant que £ engendre E et montrons que c’est une base de E. On choisit un
élément e¢; non nul de &€ (il en existe sinon E = {0}). Il forme une famille libre et peut
donc étre complété en une base B de E en prenant des éléments dans £. On a alors
B C £. Mais £ et B ayant toutes deux n éléments on a £ = B et £ est une base de E. [

Exemple 96— Dans R*, considérons la famille {e1,e,, e5,e4) avec

e =(0,1,1,1)
e, =(1,0,1,1)
e3=(1,1,0,1)
ey =(1,1,1,0).

C’est une famille a quatre éléments et dimR* = 4. Pour montrer que c’est une base, il
suffit donc de montrer qu’elle est libre. Soit (a, B, 7y, ) € R* tel que ae, +Bey+yes+dey = 0.
L’'annulation des coordonnées conduit au systeme :

p+y+0=0
a +y+06=0
a+p +0=0
a+p+y =0

dont la seule solution est « = f = y = 6= 0. La famille {e, e;, €3, e4} est donc libre et c’est
une base de R*.

Le résultat suivant permet de voir la notion de dimension comme une notion de
« taille » des espaces vectoriels.

Corollaire 97— Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et F un sous-espace
vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dimF < dimE.

Démonstration. C’est une reformulation de la proposition 94. O]

Exemple 98- Les sous-espaces vectoriels de K" sont de dimension au plus n. Les sous-
espaces vectoriels de M,,,,,(K) sont de dimension au plus mn.

Corollaire 99— Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et F un sous-espace
vectoriel de E. Si dim F = dimE alors F = E.

Démonstration. Notons n la dimension de F et considérons {fi,..., f,,} une base de F.
C’est une famille libre de F. C’est donc aussi une famille libre de E. Puisque dimE =
dimF = n, on en déduit que c’est une base de E. En particulier, c’est une famille
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génératrice de E. Soit x € E, il existe xy,...,x, dans K tels que x = x; f; +... + x,,f,.
Puisque les vecteurs fi,..., f, sont dans F, le vecteur x est dans F. Ainsi, E C F. Par
hypothese F C E donc F = E. O

Exemple 100—Dans R3, soit V = Vect{u,,u,} avec u; = (1,0,0) et u, = (1,1,0). C’est
un sous-espace vectoriel de R? il est donc de dimension au plus 3. Il n’est pas de
dimension 3 : dans le cas contraire on aurait V = R? et tout vecteur de R® pourrait
s’écrire auy + buy = (a+b,b,0); ce n'est pas le cas du vecteur (1,1,1). Il n’est pas de
dimension 0, il serait dans ce cas I’espace {0} mais u; # 0. Il n’est pas de dimension
1 : dans le cas contraire, la famille libre {u,} serait génératrice et il existerait a € R tel
que up = auy, c’est-a-dire (1,1,0) = (a,0,0); ce n'est pas le cas. On en déduit que V est
de dimension 2. Or {uy, u;} est une famille a deux éléments de V qui, par définition,
engendre V. C’est donc une base de V.

On a démontré proposition 84 que les familles libres ne peuvent pas étre trop
grandes : leur nombre d’éléments est inférieur a la dimension de E. On montre mainte-
nant que les familles génératrices ne peuvent pas étre trop petites.

Proposition 101~ Soit {g1,..., g,} une famille génératrice d'un espace vectoriel de dimen-
sion n > 0. Alors q > n.

Démonstration. Puisque E est non réduit a {0}, 'un des éléments de {g1,..., g,} est non
nul, appelons-le g;. La famille a un élément {g;} est libre et on peut la compléter en
une base a l'aide de vecteurs de la famille génératrice {g;,..., g,}. Cette base est donc
un sous-ensemble de {gy,..., g,}. Elle a n éléments donc n < g. O

Remarque 102-11 résulte de cette partie que les bases sont les familles génératrices
ayant le minimum d’éléments et les familles libres ayant le maximum d’éléments.
3.5) Dimension et somme

Le théoréme suivant sera démontré en annexe.

Théoreme 103— Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F et F, deux sous-espaces
vectoriels de E. Soit {ey,...,e,} une base de Fy et {e,,1,...,e,.4} une base de F,. Les sous-
espaces Fy et ¥, sont supplémentaires dans E si et seulement si {ey,...,e,,4} est une base
de E.

Exemple 104— On reprend l’exemple 41. Une base de F; est {(1,2,—1)} et une base de
F, est {(1,1,0),(1,-1,1)}. Or la famille {(1,2,-1),(1,1,0),(1,-1,1)} est libre (vérifiez le)
donc c’est une base de R? (elle a 3 = dimR3 éléments). On en déduit F, @ F, = R3.

En particulier, on a le résultat de dimension suivant.

Corollaire 105— Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E. Si E = F, & F, alors

dimE =dimF, +dimF,
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Démonstration. Compter les éléments des bases de F; et F, dans le théoreme 103. [

On en déduit aussi le résultat d’existence suivant.

Proposition 106— Soit E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-espace vectoriel
de dimension p de E. Alors

1) le sous-espace F admet un supplémentaire;

2) les supplémentaires de F sont tous de dimension n— p.

Démonstration. Soit {ey,...,e,} une base de F. On la complete en une base de E par ajout
de vecteurs qu’on note ey, 1,...,€,;, grace au théoreme de la base incomplete. L'espace
vectoriel engendré par {e,,1,...,€p,4} est un supplémentaire de F. La dimension de tous
les supplémentaires est donnée par le corollaire 105. O

Exemple 107-Soit V = {(x,9,z) € R®: x =y +2z = 0 et x + 2y — 3z = 0}. En résolvant le
systeme

x— v+ z=0

x+2y-3z=0

on montre que V = Vect{(1,4,3)}. Le vecteur (1,4, 3) étant non nul, la famille {(1, 4, 3)}
est libre. Elle engendre V. Une base de V est donc {(1,4, 3)}. Le théoreme de la base
incompléte énonce que ’on peut compléter {(1,4,3)} en une base de R? par ajout de
vecteurs de n’importe quelle base de R3, en particulier de la base canonique {£},&,,E3).
Puisque dimR? = 3, ce sont deux vecteurs qu’il faut ajouter. Montrons que la famille
{(1,4,3),&,&,} convient. Elle a trois vecteurs, il est donc suffisant de montrer qu’elle
est libre. Si a(1,4,3) + b&; + ¢&, = 0 alors

a+b =0
4a +c=0
3a =0

donc a=b=c=0etlafamille {(1,4,3),&,E,) est libre. C’est donc une base de R3. Un
supplémentaire de V dans R3 est donc

Vect{&1,E,} =1{(a,b,0): a,b e R}.

Exercice 108-On reprend les notations de I’exercice 107. Montrer que les espaces
Vect{&,,E3) et Vect|€) + &,,E; — &, sont aussi des supplémentaires de V dans R3.

v o) ever)
veveal(y O )

Exemple 109- Soit

Ona
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donc V est un sous-espace vectoriel engendré par I et ] = _01 é) La famille {I, ]} est

b
donc {I,]}. Le théoréme de la base incomplete énonce qu’on peut construire une base
de M, (R) en ajoutant a {I,]} des vecteurs de la base canonique {M;1, M, M1, M>,}
de M;(R). Puisque dim M, (R) = 4, ce sont deux vecteurs qu’il faut ajouter. Montrons
que {I,],M;1,M1,} est une base de M,(R). Elle a 4 = dim M,(R) vecteurs, il suffit donc
de montrer qu’elle est libre. Soit a,b,c,d tels que al + b] + cM; + dM;, = 0. Alors

libre : en effet si al + b] = 0 alors (_a Z) = 0 et donc a = b = 0. Une base de V est

(a_—l—bc b ; d) =0donca=b=c=d =0.0n en déduit qu'un supplémentaire de V dans
M,(R) est

Vect{MH,Mn} = {(g g) : ﬂ,b € R}

Exercice 110- Avec les notations de l’exercice 109, déterminer deux autres supplémen-
taires de V dans M, (R).

Enfin, on peut calculer la dimension de toute somme.

Proposition 111- Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F; et F, deux sous-
espaces vectoriels de E, alors

d1m(F1 arF Fz) =dim Fl +dim F2 —dim Fl N Fz.

Démonstration. On considere un supplémentaire V dans F, du sous-espace F; NF, : on
a donc
F2 - (Fl ﬂFz)@V (6)

Puisque F, C F; + F,, I'ensemble V est aussi un sous-espace de F; + F, et en particulier
FF+VCF +FE. (7)

Montrons que V est aussi un supplémentaire dans F; + F, de F;, c’est-a-dire que
F,+F=Fa&V. (8)

Soit x = f; + f, avec f; € Fj et f, € F,. De (6) on déduit que f, =h+v avec he F; NF, et
veV.Ainsix=(f;+h)+vavec fj+heF, etveV.Onadonc

F1+F2CF1+V. (9)

De (7) et (9), on déduit F; + F, = F; + V. Considérons ensuite x € F; N V. Puisque
V est un sous-ensemble de F, alors x € F, et donc x est a la fois dans F; N F, et V.
D’aprés (6) on en déduit x = 0 et donc F; NV = {0}. De (6) on déduit alors dimF, =
dim(F; N F,) + dimV et de (8) on déduit dim(F; + F,) = dimF; + dimV. On a donc
dlm(Fl + Fz) =dim Fl +dim Fz - dlm(Fl N Fz) L]
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3.6) Changements de bases

Un espace vectoriel non réduit a {0} admet une infinité de bases. Nous allons
caractériser les familles qui sont des bases et passer des coordonnées d’un vecteur dans
une base a ses coordonnées dans une autre base grace a la matrice de passage.

Définition 112 Soit € une base d’un espace de dimension n et £ une famille a n vecteurs
de cet espace. La matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de £’ dans la
base £ s’appelle la matrice de passage de € vers £'. On la note P(E,E’).

En particulier, on a
P(&,€) =1

Exemple 113—La matrice de passage de la base canonique de R? 4 la famille {e;, e, e3)

de 'exemple 78 est

1 -5

0
P({&, & &) e e0e3) =[-1 2 0]
7 3 1

Théoréeme 114- Soit B une base d’un espace vectoriel E de dimension finie et £ une
famille de E ayant autant de vecteurs que 3. Cette famille est une base de E si et seulement
si la matrice de passage P(BB,E) de B vers & est inversible. Dans ce cas, I'inverse de P(3,£)

est la matrice de passage P(E,B) de & vers B.

Remarque 115-La condition P(B,£) est inversible équivaut a la condition
detP(5,&) = 0.

Démonstration du théoréme 114. Puisque £ et B ont méme nombre d’éléments, la fa-
mille £ est une base de E si et seulement si c’est une famille libre. Notons £ = {ey,..., e,}
et B={by,...,b,}. Soit Ay,..., A, des scalaires tels que

Aer+--+ e, =0. (10)
SiP(B,&) = (pij) e alors

1<i

ey =pi1by +paiby+---+puiby,
ey = piaby +pasby + -+ pyoby,

€n = plnbl +p2nb2 +- +pnnbn-
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Pour tout i € {1,...,n}, la coordonnée n° i de Aje; +---+ A, e, dans la base B est Ay p;; +
Aypia + -+ A,pin de sorte que (10) équivaut au systeme

Mpi1+Apra+-+Ap1, =0
MP21+ AP+ + Aup2, =0

}‘lpnl + }‘2pn2 t--t }‘npnn =0.

Ce systéme est

M
P(B,E)| : |=0. (12)
}‘n
La famille £ est libre si et seulement si ce systeme admet Ay =--- = A, = 0 comme unique

solution. Mais, d’apres le théoreme 61 du chapitre Matrices, le systeme carré (12) a une
solution unique si et seulement si P(3,£) est inversible. Ceci achéve la démonstration
de la premiére partie du théoreme.

Supposons maintenant P(3,£) inversible. Alors £ est une base et on peut exprimer

les vecteurs de B en fonction des vecteurs de £. Notant P(£, B) = (qi]-) na

1<i,j<n’
by =quie; +griex+--+qpuie,
by = qr2e1 +gprer + -+ qpey,

by = qiner + qouea + -+ quney.
Reportons ces expressions dans 1’expression de e; des équations (11). On obtient
e1 =(prigu +p2a g2+ + P din)er
+(P11421 + P21922 + -+ + P Gan)e2
(13)
+(P114n1 + P219n2 + -+ + Pr1qun)en

Puisque £ est une base, donc une famille libre, ceci conduit au systeme

q11P11 +q12P21 + -+ g1aPu1 = 1
421P11 t 922P21 + "+ 424Pn1 =0

dn1P11 t gn2P21 - + GunpPu1 = 0.

Ce systeme exprime que la premiere colonne du produit P(€, B)P(B,€) est la premiere
1

colonne de la matrice identité | , . De la méme fagon, en reportant les expressions (13)
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dans 'expression de e; des équations (11), on obtient le systéeme

q11P1i + 912P2i + - + 91nPni =0
421P1i +922P2i t "+ q2uPni = 0

gi1P1i +qi2P2i + -+ qinPni = 1

An1P1i T 9u2P2i Y QuuPni = 0

(la seule équation ayant un second membre non nul étant la n°i) qui exprime que la
colonne n° i du produit P(£,B)P(5,€) est la colonne n° i de la matrice identité. On
trouve donc P(E, B)P(B,€) =1 puis P(§,B) = P(B,€)7L. O

Exemple 116—On poursuit 'exemple 113. La matrice P ({£;,&,, &5}, {e1, ez, e3}) est de
déterminant —3 = 0. Elle est donc inversible ce qui (re)démontre que la famille {e, e, e5}
est une base de R3.

Exemple 117—On reprend 'exemple 41. On rappelle que F; = Vect{(1,2,-1)} et F, =
Vect{(1,1,0),(1,-1,1)}. La matrice de passage de la base canonique a la famille F =

1 1 1
{(1,2,-1),(1,1,0),(1,-1,1)} est]| 2 1 -1].Le déterminant de cette matrice est non
-1 0 1

nul (calculez-le) d’oti I'on déduit que F est une base de R3. En particulier, elle est libre.
On en déduit que les familles {(1,2,-1)} et {(1,1,0),(1,-1,1)} sont libres et sont donc
des bases, respectivement de F; et F,. Ainsi, on a F; ®F, = R3 puisque la réunion d’une
base de F; et d’une base de F, est une base de R3.

Corollaire 118- Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit uy,...,u, une famille de
n vecteurs de E puis F = Vect(uy,...,u,) et G = Vect(ugy1,..., uy). Les espaces F et G sont
supplémentaires dans E si et seulement si la matrice de passage d’une base quelconque de
E a la famille {uy,...,u,} a un déterminant non nul.

Exercice 119- Démontrer le corollaire 118 en généralisant I’'exemple 117.

Soit x e Eet B = {by,...,b,}, B" = {b],...,b;,} deux bases de E. Le vecteur x a des
coordonnées dans B données par

x=x1by+---x,b,

et dans B’ données par
71,7 71,/
x=x.b]+---x,b,,.

Connaissant les coordonnées (xy,...,x,) d'un vecteur dans une base, nous donnons un
moyen de calculer ses coordonnées (x7,...,x;) dans une autre base.
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Théoréme 120- Soit B et B’ deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie E. Soit x
un vecteur de E. On note X € M,,1 (K) le vecteur colonne formé des coordonnées de x dans
B et X’ € M1 (K) le vecteur colonne formée des coordonnées de x dans B’. Alors

X =P (B,B)X’
ou encore

X' =P(B,B)" X.

Démonstration. On note B = {by,...,b,}, B" = {b},...,b,} et P(B,B’) = (pij)

) .. .0Ona
1<i,j<n
alors
x =x1b] + x50 + -+ x,b;, = x1 by + xpb0 + -+ X, by,
Or,
bi =pubi +puby+---+puby,
bé =p12b1 +poaby+ -+ puoby,
bila :plnbl +p2nb2+"'+pnnbn
donc

x = X1 (p11by+porbo+ -+ pmby) + x5 (praby + pobo+ -+ puaby) +--
+x1’1 (plnbl +p2nb2 t+--- +pnnbn)
qu’on peut réécrire
X = (pr1%] +P12Xy + o+ PraXy) by + (P21X] + PoaXs + -+ PopXy) by + -+

+ (pnlxi + Pnzxé e +pnnx;z) by,.
On en déduit

7 7 7
X1 =Pp11X; +P12Xy + -+ P1aXy

7 7 ’
Xy = P21Xy tPoaXy+ o+ PopXy

’ 7 ’
Xpn = Pn1X1 + Pu2Xy + -+ PunXy
ce qui se réécrit matriciellement

X1 X}
’

X2 X2
_|=P(B,B)]| .
X, X,
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Exemple 121—-On poursuit I'exemple 113. Soit x = (1,2, 3). Alors, les coordonnées de x
dans {&1,&,,&3) sont (1,2,3), on a donc

1
X=12].
3

L'inverse de P ({£1,&,, &3}, {e1, e, e3}) est

1 -5 0 2 5 0
-1 2 0] =—| 1 1 0
7 3 1 -17 -38 -3
(vérifiez-le). Ainsi,
1 2 5 0})(1 -4
X' =-—=]1 1 ol21=(-1].
-17 -38 -3J\3 34

Les coordonnées de x dans {ej,e,,e3} sont donc (—4,-1,34) ce qui signifie que x =
—481 —é)+ 3433.

Exemple 122— Dans M, (RR) on considere les matrices
1 0 0 1 0 1 1 0
o S obee i o)eefo 5

[=Ej1 +Ep, J=E12—Ey;, K=Ejp + Eyy, et L=Ej; — Ep).

On a

La matrice de passage de {E;1,E;5,E»1,Epp}a {I,],K,L} est donc

1 0 0 1
0 1 1 O
P= 0 -1 1 0
1 0 0 -1

On calcule detP = —4 = 0 donc {I,],K, L} est une base de M,(R). Soit (ﬁ Z) une matrice
de M;(R), ses coordonnées dans {E{1,E 2, E,;,Es,} sont (a,b,c,d) donc ses coordonnées
dans {I,],K,L} sont (o, B, y,0) avec

o a
ﬁ:P_l b
0% c
o d
On calcule
1 0 O 1
110 1 -1 0
-1_ 4+
P 2101 1 0
1 0 0 -1
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et on trouve

a a+d
Bl _1|b-c
|~ 2|b+e
) a—d

(écrivez les détails de calcul omis). Ainsi,

a b a+d_. b-c. b+c a—d
(cd)_ 2I+2 +2K+2L.

3.7) Systemes et changement de base

On va maintenant montrer comment changer de bases dans I’écriture des systemes
d’équations linéaires.
Soit A € M,,(K) et Y € M,;; (K). Soit E un espace vectoriel de dimension n et B, B’
deux bases de E. Si
Y1
Y2
Y=|".
Vn
on appelle y le vecteur dont les coordonnées dans B sont y;,v,,...,v,. On note alors
V1,¥5 .-,V les coordonnées de y dans B’ puis

7
n

’
1)

’
Yu
De méme, si
X1
X3

Xn

on appelle x le vecteur dont les coordonnées dans B sont xq,x5,...,x,. On note alors
X},X5,...,%, les coordonnées de x dans B’ puis

Vi
1
N

’

Xn

On note P = P(B,B’). Alors X = PX’ et Y = PY’. On a donc AX =Y si et seulement
si APX’ = PY’ et cette égalité est vraie si et seulement si P~1APX’ = Y. 1l en résulte
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que, X est solution du systeme AX =Y si et seulement si X’ est solution du systeme
A’X" =Y’ avec
A =P(B,B') ' AP(B,B)).

Exemple 123— Considérons le systéme

2x+ 6yp—-3z=1

8y—-3z=7 (14)
18y -7z =-2.
Il s’écrit AX =Y avec
2 6 -3 X 1
A=|0 8 -3 X=[y| Y=|7
0 18 -7 z -2

Considérons ensuite la famille {u,v,w} avec u =(1,1,2),v=(0,1,2) et w=(1,1,3). La
matrice de passage de la base canonique vers cette famille est

1 01
P=]1 1 1]
2 2 3

Cette matrice est inversible d’inverse

1 2 -1
Pl=]-1 1 0
0 -2 1

(exercice : vérifiez le). Le systéme AX =Y a donc méme ensemble de solutions que le
systeme A’X’ =Y’ avec

2.0 0 X 17
AN=PlAP={0 2 0| X'=[y| Y=P'y=|56
00 -1 2z’ -16

Or X = PX’ donc
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et les solutions du systeme (14) sont

49
X=75
55
y=7%
z=71.

Remarque 124-11 existe des méthodes systématiques pour trouver les vecteurs u, v
et w de I'exemple précédent. L’étude de ces méthodes est l'objet de la théorie de la
diagonalisation.

4 TSP .
Caractérisation des sous-espaces vectoriels de K"

On a vu que ’ensemble des solutions d’un systeme d’équations linéaires homogenes
a coefficients dans K a n inconnues est un sous-espace vectoriel de K" dont la dimension
est donnée par le nombre d’inconnues non principales. Nous allons montrer la réci-
proque, c’est-a-dire que tout sous-espace vectoriel de K” est I’ensemble des solutions
d’un systeme d’équations linéaires homogenes a coefficients dans K a n inconnues.

Soit V un sous-espace vectoriel de K". Choisissons W un sous-espace supplémen-
taire : VOW = K”". On munit V d’une base {ey,...,e,} et W d’une base {ey,y,...,¢,} de
sorte que {ey,...,e,} est une base de K". On considere la matrice A de M,,(K) dont les
p premieres colonnes sont nulles, les colonnes suivantes ayant leurs coefficients tous
nuls a I’exception du coefficient sur la diagonale qui vaut 1. On a donc

1 sii=j>p
a;; =
g 0 sinon.

Soit x € K", on note ty,...,t, ses coordonnées dans la base {e;,...,¢,}. On a

t 0
Al || O
tp+1 tp+1
ty th
SixeValorst,, =---=t,=0etdonc
t
Al:|=0 (15)
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Réciproquement, si (15) est satisfaite, alors t,,; =--- =, = 0 et donc x appartienta V.
On a donc
ty
V=_{x=tie;+---+te, cK': Al : |=0
tTl

Notons P la matrice de passage de la base canonique de K" a la base {ey,...,e,} et
(x1,...,x,) les coordonnées de x dans la base canonique. Alors

X1 ty
=P
xl’l tl’l
d’ou
X1
V={(xi,....x,) eK": AP7'| : [=0
xn

et donc V est I’ensemble des solutions d’un systéeme d’équations linéaires homogenes a
coefficients dans K a #n inconnues.

Théoreme 125— Les sous-espaces vectoriels de K" sont les ensembles des solutions de sys-
temes d’équations linéaires homogenes a coefficients dans K a n inconnues. La dimension
est alors donnée par le nombre d’inconnues non principales du systéme.

Remarque 126—On appelle hyperplan de K" I'ensemble des solutions xy,...,x, d’'une

équation a;xy +---+a,x, = 0 avec ay,...,a, dans K non tous nuls. Nous venons de

démontrer que tout sous-espace vectoriel de K" est intersection d’hyperplans de K".
Les sous-espaces vectoriels de R? sont donc

a) l'espace R?;
b) les espaces décrits par une équation décrivant une droite du plan passant par
l'origine;
c) l'espace {0}.
Les sous-espaces vectoriels de R3 sont
a) l'espace R3;
b) les espaces décrits par I’équation d’un plan de I’espace passant par l'origine;
c) les espaces décrits par le systeme d’équations d’une droite de I’espace passant
par l'origine;
d) l'espace {0}.
Exemple 127—L’ensemble {(x,y,z,t) € R%: 2x+z—t=0etx+ v+t =0} est un sous-
espace vectoriel de R? car c’est 'ensemble des solutions du systéme linéaire homogéne
2x 4+z-t=0
{ x+y +t=0
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Par les opérations Ly < L, puis L, « L, —2L; et L, « —1/2L;, on montre que ce
systéme équivaut au systéme

xX+7v + t =0

1 3
——z+2t =0
y 2Z+2

Les inconnues non principales sont donc z et t et dimF = 2. Le sous-espace F est
I'intersection de I’hyperplan d’équation 2x +z —t = 0 avec I’hyperplan d’équation
x+y+t=0.

Equations différentielles et algébre linéaire

L'objectif de cette partie est de décrire I’ensemble des solutions d’équations diffé-
rentielles a coefficients constants a 1’aide des outils d’algebre linéaire.
5.1) Equations différentielles d’ordre 1

On note D I'ensemble des applications dérivables de R dans R. Deux éléments f
et ¢ de D sont dits égaux si f(x) = g(x) pour tout réel x. On définit sur D une addition
notée + par

f+g +: R — R
x > f(x)+g(x).
On définit aussi un produit externe : si A € R, on pose
Af @+ R - R
x B Af(x)

Proposition 128— Lensemble D muni de 'addition et du produit externe définis ci-dessus
est un espace vectoriel sur R.

Démonstration. L'addition de D vérifie les proporiétés suivantes.

a) Associativité. Soit f, g et h trois éléments de D. La fonction (f + g) + h est la
fonction qui a tout réel x associe le réel

((f +8)+h)(x).

Par définition de 1’addition de D, on a

((f +8)+ 1) (x) = (f +g)(x) + h(x).

En utilisant de nouveau la définition de 1’addition de D, on a

((f +8) +h)(x) = (f(x) + g(x)) + h(x).
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La multiplication sur R est associative donc

(f (%) +&(x)) + h(x) = f(x) +(g(x) + h(x)).

En utilisant de nouveau deux fois la définition de ’addition dans D, on a

f(x)+(g(x) +h(x)) = (f +(g+h)(x).
On a donc
((f +g)+h)(x)=(f +(g+h))(x)

pour tout réel x. Cela implique
(f+g)+h)=(f+(g+h).

b) Existence d’un élément neutre pour ’addition. Notons 0 la fonction constante

nulle
0O : R —»- R

x = 0.

C’est une fonction dérivable donc un élément de D. Pour tout réel x, on a

(f +0)(x) = f(x)+0(x) = f(x) + 0 = f (%)

d’ou f + 0= f. La fonction 0 est donc 1’élément neutre de I’addition de D.

c) Existence d’un symétrique pour tout élément de D. Soit f un élément de D. On
définit la fonction

-f +: R — R
x > —f(x)
C’est un élément de D. Pour tout réel x, on a

(f+ =) = f(x0)+(=f)(x) = f(x) = f(x) = 0= 0(x).

Ainsi f +(—f) = 0 et la fonction —f est le symétrique de la fonction f.

d) Commutativité. Soit f et g deux éléments de D. Pour tout réel x, on a
(f +8)(x) = f(x) +g(x) = g(x) + f(x) = (g + )(%)

Ainsi f+g=g+f.
Le produit externe de D vérifie les proporiétés suivantes.

i) Distributivité par rapport a I'addition de D. Soit A un réel et f et g deux
fonctions de D. Pour tout réel x, on a, par définition du produit externe

(A (f +8)(x) =Af +g)(x)
Par définition de 1’addition de D on a ensuite

Mf+8)(x) = A(f(x) +8(x)).



5 Equations différentielles et algebre linéaire p. 47

Le produit réel est distributif sur I’addition réelle donc

Af(x)+ =Af(x)+Ag(x

La définition du produit externe implique

Af(x) +Ag(x) = (A f)(x) + (A~ g)(x).

Enfin, la définition de 1’addition de D donne

(A=) +(A-g)(x) = (A~ f +A-g)(x).

On en déduit
A(f+)x)=(A-f+A-g)(x)

pour tout réel x et donc
AMf+g)=A-f+X-g

ii) Distributivité par rapport a I'addition de R. Soit A et p deux réels et f une
fonction de D. Pour tout réel x, on a

(A+p)-f)(x) = A+p)f(x) = Af () +pf(x) = (A F)(0)+(1-g)(x) = (A- f +p-8)(x)
etdonc (A+p)-f=A-f+p-g.

iii) Associativité avec le produit réel. Soit A et p deux réels et f une fonction de D.
Pour tout réel x, on a

((A)- f)(x) = A f (x) = Mpf(x) = A ) (x) = (A~ (p- £)) (%)
et donc (Ap)-f=A-(p-f).
iv) Action du réel 1. Soit f un élément de D. Pour tout réel x, on a
(1)) = 1% f(x) = f(x)

etdoncl.-f=f.
O

On peut alors décrire ’ensemble des solutions des équations différentielles linéaires
a coefficients constants d’ordre 1.

Théoréme 129- Soit a un nombre réel. L'ensemble des applications f vérifiant f’ = af
est sous-espace vectoriel de dimension 1 de D engendré par I'application x — exp(ax).

Remarque 130-Le théoréme 129 énonce que les solutions de f’ = af sont les fonctions
données par f(x) = ke®™ pour tout réel x, ou k est une constante réelle.
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Le reste de cette partie est consacré a la démontration du théoreme 129. On note
D, le sous-ensemble de D formé des applications f vérifiant f' =af.

La fonction constante nulle a pour dérivée elle méme, elle est donc une solution
de f’ = af. L'ensemble D, est donc une partie non vide de D. Si f et ¢ sont deux
fonctions de D,, on a f’ = af et g’ = ag. Il en résulte que f'+ ¢’ = af +ag ce qu’on
réécrit (f +g)’ = a(f +g). La fonction f + g est donc dans D,. Ainsi, D, est stable par
addition. Enfin, si f est une fonction de D, et A un réel, alors Af’ = Aaf ce qu’on réécrit
(Af) = a(Af). Uensemble D, est donc stable par produit externe. On déduit de ces
remarques que I’ensemble D, est un sous-espace vectoriel de D.

Notons e, la fonction définie sur R par

e, : R - R
x e,

Cette fonction est dérivable et ne s’annule pas. Pour tout réel x, on a e, (x) = ae™ = ae,(x).
La fonction e, vérifie donc e, = ae,. C’est donc un vecteur non nul de D,. En particulier
l’espace D, est au moins de dimension 1.

Considérons maintenant f, une fonction de D,. Elle vérifie f" = af. La dérivée de la

fonction
i R — R
eﬂ
L W
eﬂX
vérifie ,
(i) _ f,ea_fec,z _ (af)ea_f(aea) _ a(fea_fea) -0
- 2 - 2 - 2 -V
€q € (= (o

C’est une fonction de dérivée constante nulle sur R, donc une fonction constante. Il
exsite donc un réel k tel que f = ke,. Il en ressort que D, C Re,. L'espace D, étant de
dimension au moins 1 alors que Re, est de dimension 1 on a alors D, = Re,. Ceci acheve
la démonstration du théoréme 129.

Remarque 131-Si f = ke, alors f(0) = ke®? = k et donc, f(x) = f(0)e"* pour tout
réel x. Si « est un réel, il y a donc une unique solution a I’équation différentielle
linéaire d’ordre un f’ = af vérifiant f(0) = a. Cette solution est la fonction f définie
par f(x) = ae™ pour tout réel x.

5.2) Equations différentielles d’ordre 2
On note D?) le sous-ensemble de D des fonctions de dérivée dérivable.
Proposition 132— L'ensemble D\?) est un sous-espace vectoriel de D.

Démonstration. La fonction constante nulle est deux fois dérivable, elle est donc dans
D). La somme de fonctions deux fois dérivables est deux fois dérivable. Le produit
d’un réel par une fonction deux fois dérivable est une fonction deux fois dérivable. La
partie D) de D est non vide, stable par addition et par produit externe. C’est donc un
sous-espace vectoriel de D. O
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Lespace D), et donc l'espace D, ne sont pas de type fini. Nous rappelons la
propriété de la fonction exponentielle vue en Mathématiques pour tous :

+o0 sik>0
lim e =
x—+00 —00 sik<O.

Supposons donc D?) de type fini. Il admet alors une famille génératrice finie. Appelons
D le nombre des éléments de cette famille. Toutes les familles libres de D2 ont alors
au plus D éléments. On aboutit a une contradiction en construisant une famille libre
de D@ 4 D+ 1 éléments. Pour tout réel r, on considére la fonction

e, : R - R

x > e

Chacune des fonctions e est dans D?) et on va montrer que la famille
L={ey,ep...,eps1}
est libre. Soit Ay, A,,...,Ap,; des réels tels que
AMep+ e +--+Apriepy = 0.

Cela signifie que, pour tout réel x, on a

}\1 e* + )\zezx + e+ }\D+1€(D+l)x =0.

D+1)x

En divisant par el , on trouve

Ape ¥ 4 nelPH Y A e + Apy = 0

pour tout réel x. Le membre de gauche tend, lorsque x tend vers +oo, vers Ap,;. le
membre de droite tend vers 0. On en déduit Ap,; = 0. Ainsi a-t-on

AMep+ e+ +Apep =0.

On réitere le procédé précédent pour montrer Ap = 0 puis par réitérations successives
Ap_1 = Ap_p = -+ = Ay = 0. Il en résulte que L est libre ce qui est la contradiction
recherchée. On peut alors décrire ’ensemble des solutions des équations différentielles
linéaires a coefficients constants d’ordre 2.

Théoreme 133— Soit p et q deux nombres réels. L'ensemble des applications f solutions
de I'équation f” +pf’+qf =0 est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de D. On note
r1 et 1, les solutions de I'équation x* + px +q = 0.

a) Sip?—4q> 0, cet espace est engendré par x +> exp(r,x) et x > exp(r,x).
b) Sip?—4q =0, cet espace est engendré par x — exp(r; x) et x — xexp(r; x).

c) Sip?-4q <0, il existe des réels o et f tels que ry =7, = o+ ip; alors cet espace est
engendré par x — exp(ax)cos(fx) et x — exp(ax)sin(fx).
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Remarque 134-Le théoréme 133 énonce que les solutions de f” +pf’+qf = 0 sont les
fonctions données pour tout réel x par

a) f(x)=Xe"*+pe™* sip?—4q9>0;

b) f(x)=Ae"* + pxe si p? —4q=0;

) f(x)=(XAcos(Px)+psin(px))e* si p2—4g <0

ou A et p sont des constantes réelles.

Le reste de cette partie est consacré a la démontration du théoreme 133. On note
D,, le sous-ensemble de D formé des applications f vérifiant f”+pf’+qf = 0. On
note r; et r, les racines de I’équation x? + px +q = 0.

Lensemble D, ; est un sous-espace vectoriel de D. Montrez-le en vous inspirant de
la preuve du fait que D, est un sous-espace vectoriel de D.

On suppose p? —4q > 0. Les nombres r; et r, sont des nombres réels distincts. La
famille {e, ,e,,} est libre. Montrez-le en vous inspirant de la preuve du fait que D n’est
pas une famille de type fini. Les fonctions e, et e,, sont aussi des éléments de D, ,. Si
r €{ri,r;), on a en effet e, = re, et e = r?e, donc

e/ +pe,+e, = (r*+pr+q)e, = 0.

Ainsi, {e,, e,,} est une famille libre de D, ,.
On suppose p? —4g = 0. On a alors r; = r, et r; est un réel. On note g la fonction

g : R - R

x = xe"?*,

On va montrer que la famille {e, , g} est libre. Soit A et p des réels tels que Ae, +pug = 0.
Alors, pour tout réel x on a
e + pxe* =0

et donc

(A +px)e'™* = 0.
En divisant par e’*, on obtient A + px = 0 pour tout réel x. Le choix de x = 0 fournit
A = 0. Le choix de x = 1 fournit ensuite p = 0. La famille {e,, g} est libre. Montrons
ensuite que les fonctions e, et g sont des éléments de D,, ;. Pour ¢, , la preuve est la
méme que pour le cas p? —4q > 0. On calcule ensuite

nx

g'(x)=(1+rx)e et ¢"(x)=(2+rx)re"

On a donc

8" (x)+pg'(x)+4g(x) = [(r] + pry + q)x+ 21y + ple"™ = (2r, + p)e"*
pour tout réel x. Le réel —p est la somme des racines r; et rp, mais r; = r, donc 2r;+p =0
puis
g +pg' +qg=0.
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La famille {e, , g} est donc une famille libre de D, ,.

On suppose p? —4q < 0. Les racines r; et r, sont alors complexes mais pas réelles.
Ainsi, f = Im(ry) # 0. De plus, si r; est racine, alors 7 I'est aussi (P). Ainsi, r, =77.On a
donc Im(r;) = —p. On définit les fonctions

gliR—> R etgle—> R

x > cos(px)e™* x > sin(fx)e*” (16)

On commence par montrer que la famille {g;, g,} est libre. Soit A et pu deux réels tels
que Ag; + ugy = 0. Pour tout réel x, on a

[Acos(Bx) + psin(px)]e** = 0.
En divisant par ¥, on obtient
Acos(Px)+ pusin(fx) =0

; . N . T . o s
pour tout réel x. Le choix x = 0 conduit a A = 0. Le choix x = 2—[5 conduit ensuite a p = 0.

La famille {g,¢>} est donc libre. Montrons maintenant que g; et g, sont des éléments
de D, 4. On calcule

¢](x) = [arcos(Bx) - Bsin(px)]e™*
et
g7 (x) = —[2apsin(Bx) + ([32 - ocz)cos([ix)]eo‘x.
On en déduit

g7 (x) + gy (x) +qg1 (x) = =[B(p + 20 sin(Bx) + (B — & — g — pax) cos(px) ]e*.

Comme r; = a+ip, on a (a+ip)?+p(a+ip)+q = 0. La partie réelle de cette égalité
conduit a
ocz—ﬁ2+pcx+q:0
et la partie imaginaire a
(2a+p)p=0.
On en déduit
81'(x) + pgi(x) +qg1(x) = 0

pour tout réel x et donc g1 € D), ;. De la méme fagon, on a

85 (x) + pgsy(x) +q82(x) = [B(p + 2a) cos(px) — (B — a® — g — pa) sin(px)|e™

pour tout réel x et donc g5’ +pg; +4g» = 0. Ainsi g, € D), ;. On a montré que {g;, g»} est
une famille libre de D, ;.

Quelque soit le signe de p? — 44, on a donc construit une famille libre a deux
éléments de D, ;. On va maintenant montrer que ces familles engendrent D, ,.

p. Puisque r12+pr1 +g = 0alors rl2 +pr1 +g = 0et comme p et g sont réels on a r12 +pr+q =T +pF+q.



p. 52 5 Equations différentielles et algebre linéaire

On suppose p? —4q > 0. On considére une fonction f de D, - Soit alors F = fe_, .
On a donc F(x) = f(x)e™* pour tout x réel. On calcule

F = (f/ - rlf)e—rl et F” = (f” - 2T1f, + r12f)e—r1'
On en déduit
F/+(r—n)F =[f"=(rn+r)f + rerf]e—rl = [f”"'Pf’"‘qf]e—r1 =0.

Ainsi, F’ € D, _, . Il existe donc un réel A tel que F'(x) = Aelr2—ri)x pour tout réel x. On en

déduit 'existence d’un réel p tel que F(x) = e(271)X 4y pour tout réel x. Puisque
r)y—n
f(x)=F(x)e'"* on en tire

A
rp—n

flx) =

pour tout réel x. Ainsi, f est combinaison linéaire de e, et e,, et la famille {e, e, }
engendre D, ;. Cette famille est libre donc c’est une base de D), qui est alors de
dimension 2.

On suppose p?—4q = 0. On considére une fonction f de D, 4- Comme précédemment,
on considere F = fe_, et on montre que F’ € D, _, = Dy. On en déduit que F’ est
constante. Il existe donc deux constantes réelles A et p telles que F(x) = Ax + p pour tout
réel x. Puisque f(x) = F(x)e’'* on en tire

f(x)=Axe"™* + pe*

e 4 Merlx

pour tout x et donc que f est combinaison linéaire de e,, et g. La famille {¢, , ¢} engendre
donc D, ,. Cette famille est libre donc c’est une base de D, ; qui est alors de dimension

Lorsque p? —4q < 0, la preuve ressemble beaucoup a celle du cas p> -4 > 0 a
condition d’utiliser la dérivation des fonctions a valeurs complexes. Puisqu’il faut
introduire cette dérivation, c’est un peu long et la preuve est reportée en annexe F.

5.3) Exemples de systemes d’équations différentielles

Les résultats précédent permettent d’utiliser les matrices pour résoudre des sytémes
linéaires homogenes d’équations différentielles a coefficients constants. Comme ceci
essentiellement de la théorie de la diagonalisation qui sera étudiée plus tard, nous
donnons des exemples.

On note D I'ensemble des fonctions de R dans R définies et dérivables sur R. Si y;
et v, sont deux éléments de D, on note

V1, _ [1(1) AW AL
(yz)(t)_(yz(ﬂ) “ (yz) (t)_(yé(t))

)

b n note alor
4 |- on note alors

pour tout réel t. Si a, b, c et d sont des réels, et si A = (
(
(

A(Vl)(t _(ﬂyl(t)+byz t)

V2 cy1(t) +dya(t)
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On a alors, puisque 4, b, ¢ et d sont des constantes AY’(t) = (AY)’(t). Noter en effet que
le membre de gauche de cette égalité est

(a b)(y{(t)):(ay{(t)+by£(t))
c d)\y;(t) cyy (1) +dyy(t)

alors que le membre de droite est

(a b)(yl) ,(t) _ (ayl H%),(t) _ (ay{(t)+ byg(t))_
c d\y, cy1 +dy; cyy (1) +dy;(t)
Soit a,b,c et d des réels. On veut résoudre le systéeme

{y{ = ay; + by, 17)

Yo =y +dy;

Cela signifie que I'on cherche les éléments y; et y, de D vérifiant (17). Le systeme
équivaut a

Y' =AY avecA:(bZ b),Y:(yl)
c d y2

Supposons que l'on sache trouver une matrice inversible P a coefficients réels et une
matrice diagonale D telles que A = PDP~!. Le systéme peut alors se réécrire

(Plyy =D(P7lY).

On fait le changement de variable Z =P~1Y. Si Z = (zl) etD= (%1 ; ), alors
2 2

’
Z1 = d121
Zé = dzZz.

Il existe donc des réels K et L tels que z;(t) = Kedit et zy(t) = Le®! pour tout réel .

P11 P12
P21 P22

(?1) _ (P1,1 pl,Z)(zl) _ (P1,1Z1 +P1,222)‘
Y2 P21 P22/\%2 P2,121 +P2,222

v1(t) = pr1Keht! + py ,Le!
(1) = a1 Kt + py o Le!

Ecrivons alors P = ( ) de sorte que

On trouve

pour tout réel t. Les réels K et L sont alors solutions du systeme initial

{P1,1K+P1,2L =1(0)
p2,1K+ps oL =1,(0).

(Il a une solution unique puisque P est inversible).
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Exemple 135- Considérons le systéme

,_13 14
Y1 = 9 Y1 45322
28 26

Yo = —7?1 - El’z

avec les conditions initiales y;(0) = 1 et y,(0) = —1. Ce systeme est donc Y’ = AY avec
13 14

9 45

A= .SiP= (_41 25), on calcule
28 26 -
9 45
_ 1/5 0
_ 1 _
D=P AP_(O 2/3).

On a donc A = PDP~! avec D diagonale. Le systéeme est Y/ = PDP~'Y, ce qui équivaut a
(P~1Y) = D(P~'Y). On pose Z = P71Y. Notre sytéme est Z’ = DZ, c’est-a-dire

1

’
, 2

I1 existe donc deux constantes K et L telles que

zl(t):Ket/5
Zz(t) — LeZt/?’

pour tout réel t. Puisque Y = PZ, on trouve
vi(t)\ (-1 2 )[Ke"”
v(t)) "\ 4 —5/\Le?3)

y1(t) = —Ke'/5 + 2Le*/3
v2(t) = 4Ke'> — 5Le*73

c’est-a-dire

pour tout réel t. En évaluant en t = 0, on obtient

1=-K+2L
-1=4K-5L

et donc K=1 et L = 1. Finalement, la solution du systéme est donnée par

yl(t) — _et/5 + 2e2t/3
y2(t) — 4et/5 _ 5e2t/3

pour tout réel ¢.
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@ Exercices

1)
a) Calculer (1,-7,5)+2(2,-1,3).
b) Calculer %(8, 2,-5,7)+ ;(1,—1,6,5).
2)
a) Trouver les réels x,y et z vérifiant (x,3,z) + 2(x,y,0) = (1,-7,2).
b) Trouver les réels x,y et z vérifiant (x,y,z) + 2(y,z,x) = (z, —x, —-3).
3) Soit a,b et ¢ des réels.
a) Trouver les réels A et p vérifiant I'’équationA(4,0,2) + u(-1,3,7) = (a, b, c).

b) Trouver les réels A,y et v vérifiant I'’équationA(1,3,5) + u(2,4,6) +v(-1,2,-3) =
2(a,b,c).

4) On note H = {z € C: Imz > 0}. Pour tous z et z’ de H on définit
20z =[Re(z) + Im(z)Re(z')] + iIm(z)Im(z").

Soit z,z” et z”” dans H.
a) Montrer que z©z" € H.
b) Montrer que (202" )0z”" =z0(z'©z").
c) Montrer que zQi=i0z=2z.
d) Montrer qu’il existe w € H tel que zOw =i. Que vaut w© z?
e) A-t-on toujours z0z' =z'0z?
f) Identifier les propriétés des questions précédentes.

5) On note H = {z € C: Imz > 0}. Pour tous z et z’ de H on définit
zHBz" = [Re(z) + Re(z')] + iIm(z) Im(z").
Pour tout A réel et z dans H, on définit
A0z = ARe(z) + iTm(2)N.

(On rappelle que si p est un réel strictement positif et si A est un réel alors p* = e} n(¥).)

Montrer que H munit de I’addition H et du produit externe [] est un espace vectoriel
sur R.

6) Parmi les parties suivantes de R?, lesquelles sont des sous-espaces vectoriels?
a) {(x,,z) eR3: x+3y—z=0).
b) {(x,v,2) eR3: 3x+y =7z}
o) {(x,9,2) eR3: —x+2y-2z=31}.
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){( v,2) €R3: x2+ 92+ 22 =1}.
) {(x,9,2) eR3: x2+ 9% +22=0).

1 -5 0)(x
(x,9,z)eR3: [-1 2 0]|ly|=0
7 3 1)z
1 -5 0)(x 1
(x,9,z)eR3: [-1 2 0f|ly|=]-1
7 3 1)z 7
1 -5 0)(x
(x,9,z)eR3: [-1 2 0|ly|=5|y
7 3 1)\z z
1 -5 0)(x Y
i) {(x,p,2)eR3:|-1 2 0||ly|=5|z
7 3 1)\z X

7) On considére les ensembles

X-p+5z-t=0 x—y+z:0}

V= L, 2,1t R*:
(iepenent: |

}etW: {(x,y,z,t) e R*: {

-X+y+2z+2t=0

a) Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de R*.
b) Calculer VNW.
c) Calculer V+W.
8) Soit u =(1,-5,7,6),v=(2,3,-2,-1) et w=(1,-1,0,—1). On considére les ensembles

V = Vect{u,v} et W = Vect{v, w}

a) Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de R%.
b) Calculer VN'W.
c) Calculer V+W.
9) Soit u =(1,-5,7,6),v =(2,3,-2,-1). On considére les ensembles

3x-2z—-t=0
V = Vect{u,v} et W = {(x,y,z,t) e R*: { }

2x-3y—-t=0

Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de R* et que V@ W = R*.

10) Montrer que le vecteurs (2,3,-1) et (1,—1,-2) engendrent le méme sous-espace
vectoriel de R?) que les vecteurs (3,7,0) et (8,7,-7).

11) Décrire comme ensemble de solutions d’un systéme linéaire homogeéne le sous-
espace vectoriel de R3 engendré

a) par les vecteurs (2,3,5) et (—1,4, 3).
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b) par les vecteurs (2,3,5), (-1,4,3) et (—1,15,14).
c) par les vecteurs (2,3,5), (-1,4,3) et (-1,12,14).
12)

a) Pour quelles valeurs du paramétre a la famille {(1,3,5),(~1,2,1),(a, 1,a?)} est-elle
une famille libre de R3? Quel est I’espace vectoriel engendré par cette famille?

b) Pour quelles valeurs du réel A la famille {(4-,8,5),(1,3-X,1),(-4,-10,-5- )}
est-elle liée ? Quel est l'espace vectoriel engendré par cette famille?

13) Soit u =(1,-2,3,-1),v =(2,1,-2,-1). On considére les ensembles

x—ZZ—t:O}

V = Vect{u,v tW:{x, ,Z,t e R*:
ect{u, v} et W ={(x,3,2,1) {2x—y—t:0

a) Donner une base et la dimension de V.
b) Donner une base et la dimension de W.
¢) Donner une base et la dimension de VN'W.
d) Donner une base et la dimension de V+W.

14) Soit u = (1,-1,2,3),v =(3,-1,2,1) et w = (-9,1,-2,5). On considere les ensembles
V = Vect{u,v,w} et W = {(x,y,z,t) eR*: x+ 2y+z—t= 0}

a) Donner une base et la dimension de V.
b) Donner une base et la dimension de W.
¢) Donner une base et la dimension de VN'W.
d) Donner une base et la dimension de V+ W.

15) On considére les vecteurs

uy =(1,-1,0,-1)
uy =(2,2,1,0)
us = (3,-3,0,-1)
uy =(2,1,1,0)

a) Montrer que {ul,u2,u3,u4} est une base de R4,

b) Soit n# un entier. On définit la matrice

-11 -6 36 -6

3 =2 0 6
-3 -3 13 0
2 0 -4 3

les ensembles

X X X

X
_ 4,217 _1|Y _ 4. A21Y|_ _AlY
E={(x,p,zt)eR*: A 217121 F={(xv,2zt)eR*: A ak 3 Z
t

t t t
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et
X

x
G= (x,y,z,t)eR4: AlY|=4l?
z z
t t
i) Montrer que ces espaces sont des sous-espaces vectoriels de R*. Calculer la

dimension et donner une base pour chacun de ces sous-espaces.

ii) Montrer que tout vecteur de R* s’écrit de facon unique comme somme d’un
vecteur de E, un vecteur de F et un vecteur de G.

16) Compléter en une base de R la famille {(1,-3,5)(1,-5,4)} (si cela est possible).

17) Compléter en une base de R* la famille {(2,-4,5,3),(1,1,1,1),(3,-3,6,0)} (si cela
est possible).

18) Compléter en une base de R* la famille {(2,-4,5,3),(1,1,1,1),(-1,11,-7,-3)} (si
cela est possible).

19) Dans R3, construire un supplémentaire du sous-espace vectoriel engendré par
(2,-7,3).

20) Dans R*, construire un supplémentaire du sous-espace vectoriel engendré les
vecteurs (1,-1,2,-2), (3,2,-2,1) et (3,7,-10, 8).

21) On considere les vecteurs uy =(1,2,3), u, =(1,0,1) et u3 =(1,1,-1).

a) Montrer que ces vecteurs forment une base F de R? et donner la matrice de
passage de la base canonique a cette base.

b) Quelles sont les coordonnées dans la base canonique d’un vecteur dont les
coordonnées dans la base F sont (1,-1,3)?

c) Ecrire les coordonnées des vecteurs de la base canonique dans la base F .

d) Quelles sont les coordonnées dans la base F d’un vecteur dont les coordonnées
dans la base canonique sont (1,-1,3)?

22) On considére la matrice

3 -3 6
A=|-3 3 -6].
-1 1 =2

a) Soit A € R. Montrer que det(A — AI) = —\%(4—\).
b) Pour quelles valeurs de A la matrice A — Al n’est-elle pas inversible ?

¢) On définit les ensembles

X
X X
E={(x,p,2)eR*: Aly[=0}, F={(x,p,2)eR’:Aly|=4 }z]
Z z
t

d) Montrer que E est de dimension 2, et construire deux vecteurs u et v formant
une base de E.
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e) Montrer que F est de dimension 1, et construire un vecteur w engendrant F.

f) Montrer que {u,v,w} est une base de R®. Construire la matrice P de passage de
la base canonique a cette base.

g) Calculer P71 AP.

h) Résoudre le systeme d’équations différentielles linéaires homogenes :

x'(t) = 3x(t) — 3y(t) + 62(t)
y'(t) = =3x(t) + 3y(t) - 62(t)
Z'(t) = =x(t) + y(t) — 2z(t).

23) On note D I’ensemble des fonction de R dans R définies et dérivables sur R.

a) Le but de cette question est de trouver les fonctions X dans D vérifiant
X'(t) = X(t) + e (18)

pour tout réel t et X(0)=1.

i) La fonction exponentielle étant dérivable sur R, d’inverse dérivable sur
R, toute fonction X de D peut s’écrire de facon unique X(t) = X(t)e’ pour
tout réel ¢, ou X est une fonction de D. Quelle équation portant sur X est
équivalente a I’équation (18)?

ii) En déduire que X est solution de (18) avec X(0) = 1 si et seulement si
X(t) = (t+1)e’ pour tout réel t.

b) Déduire de la question précédente I’ensemble des éléments X et Y de D vérifiant

X'(t) = X(t) + Y(t)
{Y'<t> =Y(t)

pour tout réel t et X(0) =Y(0) =1.

c) Le but de cette question est de trouver toutes les fonctions x et y de D telles que

x'(t) = 7x(t) + 4y(t)

, (19)
y'(t) = —9x(t) - 5y(¢)

pour tous réels t avec x(0) =1 et y(0) = —1.

i) Trouver une matrice A d’ordre 2 telle que (19) équivaut a
x\ X
=)o
(V ) y

). Montrer que P est inversible et calculer T = P71 AP.

pour tous réels t.

.. 2
ii) On pose P = (_3 )
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iii) Pour toutes fonctions x et y de D, on définit les fonctions X et Y de D en

posant
(X(t)) _p-! (X(t))
Y(t) y(t)
pour tous réels t. Montrer que x et y sont solutions de (19) si et seulement
si X et Y sont solutions de (18).

iv) Résoudre (19).
a-b a
V_{( b a+b)'a’b€R}'

24) Soit
) o o . 11
a) Montrer que V est 'ensemble des combinaisons linéaires des matrices o 1/¢t

-1 1
b) Donner une base 5 de V.

c) Donner un supplémentaire de V dans M, (R) et une base 5’ de ce supplémentaire.

(_1 0). En déduire que V est un sous-espace vectoriel de M, (R).

d) Construire la matrice de passage de la base canonique de M,(R) a la famille
B U B’. Cette matrice est-elle inversible ?

25) On considére ’ensemble

a->b 0 a+b-c
E= 0 2a—-b+c 0 :a,b,ceR}Y.
a+b-c 0 a->b

a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R).
b) Quelle est la dimension de E?

c) Construire un supplémentaire de E dans M3(R).
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Annexes de compléments

A / . . /7 2/ .
Annexe : comment réduire une famille génératrice en une base

Dans I'exemple 92 nous avons vu comment construire une base en enlevant des
vecteurs a une famille génératrice. Cet exemple se généralise sans probleme. Nous
indiquons maintenant une autre méthode.

Soit V un sous-espace vectoriel de K" engendreé par vy,...,v,. On cherche une base
de V. La méthode est basée sur les remarques suivantes :

1) sion échange deux vecteurs, la famille obtenue engendre toujours V;

2) si on multiplie I'un des vecteurs vy,...,v, par un scalaire non nul, la famille
obtenue engendre toujours V;

3) si a l’'un des vecteurs, on ajoute un autre vecteur multiplié par un scalaire, la
famille obtenue engendre toujours V.

Construisons alors la matrice de passage de la base canonique de K" a vy,...,v,. C’est
la matrice dont les colonnes sont les coordonnées, dans la base canonique, des vecteurs
vq,...,Vp. En faisant les opérations élémentaires suivantes sur le colonnes @

1) échange de deux colonnes;
2) multiplication d’une colonne par un scalaire non nul;
3) ajout a une colonne d’une autre colonne multipliée par un scalaire

on peut obtenir une matrice dont la transposée est une matrice échelon, c’est-a-dire
une matrice vérifiant

1) chaque colonne est nulle ou bien son premier coefficient non nul est 1;
2) si une colonne est nulle, toutes les colonnes suivantes sont nulles;

3) siune colonne a son premier coefficient non nul sur la ligne n°i alors le premier
coefficient non nul de la colonne suivante est sur une ligne n°k > i.

Les colonnes non nulles de la matrices obtenues constituent une famille génératrice de
V et on vérifie facilement que c’est une famille libre. C’est donc une base de E.

Exemple 136-Soit V le sous-espace vectoriel de R* engendré par les cinq vecteurs
ep = (1,-1,0,1), &5 = (2,1,4,5), e3 = (1,2,-4,-2), e, = (2,3,4,5) et e5 = (1,1,0,1). La
matrice de passage de la base canonique a la famille {ej, e;, e3,e4, €5} est

1 2 1 21
-1 1 3 1
0 4 -4 40
1 5 -2 51

q. Test de lucidité : relier chacune de ces opérations a I’'une des trois remarques de la liste précédente.
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Par les opérations C, «— C, —2Cy, C3 «~ C3—-Cy, Cy «— C4—2Cj et C5 « C5-C; on
obtient la matrice

1 0 0 0O
-1 3 3 5 2
0 4 -4 40
1 3 -3 30
Par C, <> Cs5 on obtient
1 0 0 0O
-1 2 3 5 3
0 0 -4 4 4
1 0 -3 3 3
Par C, « %Cz on obtient
1 0 0 0O
-1 1 3 5 3
0 0 -4 4 4
1 0 -3 3 3

Par les opérations C3 « C3—-3C,, Cq « C4—5C,; et C5 « C5-3C,; on obtient la matrice

1 0 0 0O
-11 0 0 0
0 0 -4 4 4
1 0 -3 3 3

Ensuite, les opérations C4 «— C4 + Cj3 et C5 «— C5 + C3 donnent la matrice

1 0 0 0O
-1'1 0 0 0
0 0 -4 0 0
1 0 -3 00

Enfin, on multiplie C5 par —1/4 pour terminer avec

1 0 0 00
-1'1 0 0 0

0 1 00
1 0 3/4 00

Finalement, une base de V est la famille {(1,-1,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,3/4)} et V est de
dimension 3.

Annexe : preuve du théoréeme de la base incomplete

Notre but est de démontrer le théoréme 80 dont on rappelle I’énoncé.
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Théoreme 137 (Théoréeme de la base incomplete)— Soit E un espace vectoriel non nul,
soit {¢y,...,€p} une famille libre de E et {g1,...,g,} une famille génératrice de E. Alors il
existe une base {ey,...,e,} de E telle que :

1) pourtouti<ponae; ={;;

2) pour touti>ponae;€{gy,..., 4}
Pour ce faire, on commence par démontrer une proposition intermédiaire.

Proposition 138- Si {(y,...,{,} est une famille libre de E et si u est un vecteur de E alors,
u est combinaison linéaire de {y,...,¢, si et seulement si la famille {(y,...,€,, u} est lice.

Démonstration. Si u est combinaison linéaire de y,...,¢, alors la famille {¢y,...,{,, u}
est liée d’apres la définition 61. Réciproquement, supposons la famille {¢y,...,{,, u} lice.
Alors, d’apres le théoreme 64, il existe des coefficients Ay,..., A, tels que

)»1€1+...+>\p€p+)»p+1u =0

et I'un de ces coefficients au moins n’est pas nul. Si )\p+1 =0, alors I’un des coefficients
A1,...,Ap est non nul, et on obtient une combinaison linéaire de ¢y,...,{, nulle avec 'un
des coefficients non nul : ceci contredit la liberté de la famille {(y,...,£,}. On a donc
Ap+1 # 0 puis

M Ap
=— b —...— 4y
Xp+1 Xp+1
est une combinaison linéaire de ¢y,...,¢,. O

Démonstration du théoréme de la base incompléte. On distingue deux cas. Dans le pre-
mier cas, la famille libre et déja génératrice, dans le second cas, il faut effectivement la
compléter.

1) On suppose dans un premier cas que tous les vecteurs de {gy,...,g,} sont combinai-
son linéaire de vecteurs de la famille {¢y,...,{,}. Si u est un vecteur quelconque de
E, il est combinaison linéaire de {gy,...,g,} et donc de {¢y,...,{,}. Autrement dit la
famille {¢y,...,¢,} est génératrice de E. Puisqu’elle est aussi libre, c’est une base de E
etn=p.

2) Onsuppose qu'il existe un vecteur g; de {g1,..., g,} qui n’est pas combinaison linéaire
de {¢y,...,{,}. D’apres la proposition précédente, la famille {(y,...,£,, g;} est donc
libre. Soit alors n le plus grand entier, nécessairement compris entre p+1 et p+gq,
tel qu’il existe une famille libre {ey,...,e,} vérifiant :

i) pourtouti<ponae; ={;
ii) pour touti>ponae;€{g,...,g;}
Nous montrons que {ey,...,e,} est une base de E. Pour cela, il suffit de montrer

qu’elle est génératrice puisque par construction elle est libre. Par définition de #,
en ajoutant n'importe quel vecteur de {gy,...,¢,} a {e1,..., ,}, on obtient une famille
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liée. Autrement dit, tout vecteur de {gy,..., g,} est combinaison linéaire de {ey, ..., e, }.
Puisque tout vecteur de E est combinaison linéaire de {gy,...,g,}, tout vecteur de E
est aussi combinaison linéaire de {ey,...,e,}. On en déduit que {ey,...,¢e,} engendre
E.

O]

Annexe : bases et supplémentaires

Le but de cette annexe est de démontrer le théoreme 103 dont on rappelle I’énoncé.

Théoreme 139 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F; et F, deux sous-
espaces vectoriels de E. Soit {ey,...,e,} une base de Fy et {e,,1,...,€,.4} une base de F,.
Les sous-espaces Fy et F) sont supplémentaires si et seulement si {ey,...,ep,} est une base
de E.

Démonstration. Supposons F; et F, supplémentaires. Nous devons montrer que la
famille {ey,..., e, 4} est une base de E. Si u € E, il existe f; dans F| et f, dans F, tels
que u = fy + fo. Le vecteur f; est combinaison linéaire de {ey,...,e,}, Le vecteur f, est
combinaison linéaire de {e,,1,...,€,.4} donc u est combinaison linéaire de la famille
{e1,..., €14} qui engendre ainsi E. Considérons maintenant la combinaison linéaire
nulle

Arep+. +Apept A e e+ Apgepg = 0.

C’est une décomposition de 0 en somme d’un élément de Fy, a savoir Aje; +... + Ape,

et d’'un élément de F, a savoir Ay jeppq +... + Apyp€ps 0. Une autre décomposition est

0 =0+0 et par unicité, on a Adje; +... + Aye, = 0 et Apqep +..o+ Apygepig = 0. La

famille {ey,...,e,} est libre donc Ay =--- = A, = 0, la famille {e,y,...,€,4,} est libre donc
Api1 =+ = Apyg = 0. On en déduit que la famille {ey, ..., e,4} est libre. C’est donc une
base de E.

Supposons que {ey,...,e,,4} est une base de E. Nous devons montrer que F; et F,
sont supplémentaires. Soit u un vecteur de E. Il existe des scalaires Ay,..., A, tels que

u=Mep+...+Aep+Apiiep1t.t Ap€pig

En posant fi =Aje; +...+ Apep et fo=Ap1ep1 4.+ A ey 50nafieF et fHeR et
u = fi + f,. On en déduit que E = F; + F,. Soit ensuite f un vecteur de F; NF,. Puisque f
est dans Fy, il existe des scalaires Aq,..., )\p tels que

f=Mep+...+ e
Puisque f est dans B, il existe des scalaires Ay, q,..., A, tels que
f=Mps1epi1tt Apigpig-
Ainsi,
O=Areg+...+Apep —Api1€pi1 = = Apigpig

et puisque la famille {ey,...,e,.4} est libre, les coefficients Ay, ..., Ay, sont tous nuls. On

adonc f =0 puis F; NF, = {0}. Finalement, F; et F, sont supplémentaires. O
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@ Annexe : construction de C (suite)

Dans l'exercice 13 du chapitre Matrices, on a donné une construction matricielle du
corps des nombres complexes. On poursuit sous forme d’exercice.

1. Montrer que les matrices

I R G P VA S Y

forme une base de M, (RR).

2. Exprimer J2,KJ,LJ,JK,JL dans la base {L],K,L} et montrer que, pour toute matrice
Z de M,(R), la relation JZ = Z] équivaut a Z € Vect{L,]}.

3. Soit al + b] et cI +d]J deux éléments de Vect{,]}. Calculer leur produit et exprimer
le résultat en fonction de I et J.

4. Montrer que l’espace vectoriel C = Vect{L,]} est un corps. Décrire ses éléments.

Annexe : un espace vectoriel qui n’est pas de type fini

L’ensemble R est un espace vectoriel sur R de dimension 1. C’est aussi un espace
vectoriel sur Q. Nous montrons dans cette annexe que le Q-espace vectoriel R n’est pas
de type fini. Pour cela, nous avons besoin de notions d’arithmétique de base qui ont été
vues au collége et seront revues dans le cours Logique et arithmétique. Nous avons aussi
besoin des fonctions logarithme et exponentielle vue dans le cours de Mathématiques
pour tous.

Supposons, par I’absurde, que le Q-espace vectoriel R admet une famille génératrice
a D éléments. Toutes les familles libres ont alors au plus D éléments. Pour exhiber une
contradiction, on considere la suite

2=p1<p2<...<Pp+1

des D + 1 premiers nombres premiers. On montre dans la suite que la famille

L ={In(p1),In(p3),...,In(pps1)}

est libre. C’est une contradiction puisque cette famille a D + 1 éléments (la fonction In
est strictement croissante donc si x # y alors Inx #1Iny).
Considérons une combinaison linéaire nulle a coefficients dans Q de £. On a alors
une égalité
riIn(py) +r21n(pa) +--- + rpy1 In(ppy1) = 0 (20)

avec r1,7,,...,7p.1 des nombres rationnels. Chacun des rationnels r; a un numérateur
n; entier relatif et un dénominateur d; entier naturel (qu’on prend égal a 1 si r; = 0). En
mutlipliant ’égalité (20) par le produit des dénominateurs, on obtient 1’égalité

myIn(py) +myIn(py) + -+ mp, In(ppy) =0
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ou les coefficients m; sont des entiers relatifs satisfaisant a la propriété
m; =0 sietseulementsi r;=0 (21)

(la raison étant qu’'on passe de r; a m; par multiplication par un entier non nul). Prenant
I’exponentielle de (21), on obtient

my 1y Mper _
Py Py Ppa =L
Les nombres premiers py,ps,...,pps1 sont distincts deux a deux. Il résulte alors de
larithmétique élémentaire ") que chacun des entiers relatifs m; est nul. Ainsi, chacun
des rationnels r; est nul et la famille £ est libre.

Annexe : fin de la démonstration du théoreme 133

Soit p et g deux nombres réels tels que p? —4q < 0. On note r; et r, les solutions de
’équation x? + px + g = 0. Il existe des réels a et p tels que r; =7, = a + ip. L'objectif de
cette annexe est de démontrer que I’espace vectoriel D, , des applications f solutions
de l’équation f”+pf’+qf = 0 est le sous-espace vectoriel de dimension 2 de D engendré
par x — exp(ax)cos(px) et x = exp(ax)sin(fx). On définit les fonctions

g R — R L R — R
x +—  cos(fx)e*” et x > sin(fx)e*”
On a montré dans la partie 5.2 que la famille {gy, g,} est libre. Il résultera donc de notre
preuve que D, , est de dimension 2 et que {g1, >} en est une base.

Soit @: R — C, on définit ;: R — R par Oy (x) = ReP(x) et D: R — R par Py(x) =
Im®(x). On dit que @ est dérivable si les fonctions @ et @,. On définit alors la dérivée
de @ par " = @] +i®;. On dit que P est deux fois dérivable si @’ est dérivable. Enfin, si
z = a+ip € C avec a et p réels, on définit 'application e,: R — C par e,(x) = exp(ax)e’P*.

La fonction e, est dérivable de dérivée la fonction de R dans C définie par x — ze,(x).
En effet, pour tout réel x, on a e,(x) = e** cos(fx) + ie**sin(fx). Les fonctions E; : x —
e“*cos(px) et Ey: x > e®*sin(px) sont dérivables. La fonction e, est donc dérivable est
e;(x) = E{(x) +iE}(x). On a

E}(x) = [acos(Bx) — Bsin(Bx)]e®™ et E(x)=[asin(px)+ Bcos(px)]e™ .
pour tout réel x. On en tire

e,(x) = [acos(Bx) — Bsin(Bx) + i (asin(Bx) + pcos(Bx))]e™*
= (o + ip)[cos(Px) + i sin(Bx)]e**

=ze,(x).

r. Plus précisément du théoréme de Gauss : si un entier a non nul divise le produit des entiers b et c et
si a est premier avec b alors a divise c.
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Si z € C, on note &, 'ensemble des fonctions de R dans C dérivables qui vérifient
f’ =e,. Ce sont donc les fonctions f vérifiant

(Ref)'(x) = Eq (%)

(Imf)'(x) = E(x)
pour tout réel x. On va déterminer cet ensemble. Si z = 0, c’est I’ensemble des fonctions
qui vérifient f’=1. On a donc Re(f)’(x) =1 et Im(f)’(x) = 0. On en déduit Re(f)(x) =
x+Aet Im(f)'(x) = pavec A et préels. La fonction f est donc de la forme f(x) =x+7y
avec y € C. Réciproquement, si f(x) = x+ y avec y € C, alors Re(f)(x) = x + Rey et
Im(f)(x) = Imy de sorte que Re(f)'(x) =1 et Im(f)’(x) = 0 puis f’(x) = 1. L'ensemble
&y est donc 'ensemble des fonctions pour lesquelles existe y € C tel que f(x) =x+y
pour tout réel x. Si z # 0, on considere f € £, et on contruit la fonction intermédiaire

1
v(x) = f(x) - ;ez(x). La fonction v est dérivable et sa dérivée est définie par v'(x) =

f’(x)—e,(x) pour tout x € R, c’est-a-dire v’ = 0. Les fonctions réelles Re(v) et Im(v) sont
donc deux constantes réelles et la fonction v est une constante complexe. Il existe donc

1 1
vy € C tel que f(x) = ;ez(x) + 7y pour tout x € R. Réciproquement, si f(x) = Zez(x) +vy
pour tout réel x alors f’(x) = e,(x) pour tout réel x et f € £,. Si z # 0, 'ensemble &, est

1
donc I'ensemble des fonctions pour lesquelle existe y € C tel que f(x) = Zez(x) +7y pour

tout réel x.

Soit k un réel. On étudie maintenant I’ensemble D;; des fonctions @: R — C solu-
tion de I’équation @’ + ik® = 0. Soit @ € D;;. On considere 'application intermédiaire
W de R dans C définie pour tout réel x par W(x) = ®(x)e’**. On calcule

(ReW)(x) = (ReD)(x)cos(kx) — (ImD)(x)sin(kx)
(ImW)(x) = (Im®P)(x) cos(kx) + (ReD)(x)sin(kx)

et donc

(ReW)'(x) =
— k(ReD)(x)sin(kx) + (Re®)’(x) cos(kx) — k(Im®P)(x) cos(kx) — (ImDP)’(x) sin(kx)
et
(ImW)'(x) =
— k(Im®)(x)sin(kx) + (ImD)’(x) cos(kx) + k(Re®P)(x) cos(kx) + (ReD)’(x) sin(kx)
pour tout réel x. En réordonnant les termes, on a alors
W'(x) = (ReW) (x) +i(ImW)’(x) = [(ReD@)’(x) + i (ImD)’(x)][cos(kx) + i sin(kx)]
+ik[(ReD)(x) + i(ImD)(x)][cos(kx) + i sin(kx)]

et donc | | |
\P’(x) = q)’(x)ezkx " ikq)(x)e’kx _ [CD,(X) n ikCD(x)]elkx ~0
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pour tout réel x. Comme précédemment, on en déduit ’existence de y € C telle que
W(x) = y et donc @(x) = ye ™** pour tout réel x. Réciproquement, s’il existe y € C
tel que @ (x) = ye *** alors ®’(x) = —ikd(x) et donc @ € D;;. L'ensmble Dj; est donc
I’ensemble des fonctions ®@: R — C pour lesquelles existe y € C tel que ®(x) = ye **
pour tout réel x. C’est le C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction

€_jk-

Exercice 140- On généralise le calcul précédent. Soit u et v deux fonctions de R dans
C. Montrer que la fonction produit uv, de R dans C, est dérivable de dérivée u'v + uv’.

Considérons enfin une fonction f de D, , avec p? —44q < 0. On rappelle que cela
implique f”+pf’+qf =0. On rappelle aussi que | = a +ip et r, = a —if sont les deux
complexes conjugués racines de I’équation x%+px+q = 0. On considére alors la fonction
a valeurs complexes F = fe_, . En s’inspirant du calcul de la dérivée de W, on calcule

F' = (f, - rlf)efrl

et
F//:(f —27’1f +T1f -1

On en déduit

F/+(ry=r)F =[f" = (r+1r)f = rirafle,,

(f”+pf +qf)ey,

Puisque r; —r, = 2if, on en déduit F’' € Dyip- Il existe donc y € C tel que F' = Ye_2ig- On

F F
en tire — € £ »;p. Il existe donc 0 € C tel que ; = e_ip+0 d’ou l'on tire l'existence

1
-2ip
de deux complexes A et p tels que F = pe ;g + A. On a alors

f = ner,2ip + Aey = per, + Aey.

Réciproquement, si f est de cette forme elle vérifie bien I’équation f”+pf’+qf =0,
mais pour étre dans D), , elle doit étre a valeur dans R. Il faut donc chercher pour quels
complexes A et y, on a

Ae"* +pe* e R

pour tout réel x. On a
AeX + Merzx — (Xeiﬁx + Ple—iﬁX)eax

on cherche donc les conditions sur A et p pour que
Ae'P* 4 e P e R (22)
pour tout réel x. On calcule

Im ()\eiﬁx + ye‘iﬁx) = (ImA) cos(px) + (ReA) sin(Bx) + (Imp) cos(Bx) — (Rep) sin(px)
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de sorte que la condition (22) devient

Tm (Xeiﬁx + pte_iﬁx) = Im (X + p)cos(Bx) + Re (A — p) sin(Bx) = 0.

. . . . T
En choisissant successivement x = 0 puis x = 5g On trouve Imp =-ImA et Rep = RKReA

d’ou p=p. Onadonc f € D, , si et seulement si f est de la forme

f(x)=[re'P* +W]e"‘x = [2Re () cos(Bx) — 2Tm(A) sin(Bx)]e*™

pour tout réel x. On en déduit que f € D, , si et seulement s’il existe deux reels a et b
tels que
f(x) = acos(px)e®* + bsin(px)e®™

pour tout réel x. Les fonctions g; et g, définies en (16) engendrent donc D, ;.



