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1 Introduction et définitions

1.1 Introduction

La théorie des représentations des groupes est un outil pour étudier les groupes
et leurs propriétés. Grace a [SIN] nous verrons différentes propriétés constructives
des représentations et caractéres des groupes finis puis nous nous intéresserons
plus particulierement au cas de GLy(IF,) grace a [PRA].

1.2 Quelques définitions et exemples

Dans cette partie on va définir toutes les notions importantes pour ’étude des
représentations. On prendra pour tout ce qui suit G un groupe fini.

Définition 1.2.1 (représentation). Une représentation de G sur un corps k est un
couple (7, V) ot V' est un k-espace vectoriel et 7 un morphisme de groupes de G
dans GL(V'). On dit aussi que 7 est une représentation de G sur V. La dimension
de V est appelée le degré de la représentation.

Dans cette exposé on ne parlera que des représentations de degré fini, ce qui,
nous le verrons, est suffisant pour décrire les représentations des groupes finis et
nous n’étudierons que les représentations sur C.

Définition 1.2.2 (somme directe de représentations). Soient (m, V) et (7', V)
deux représentations de G. On définit de fagon naturelle (r @ 7', V& V') la somme
directe de ces représentations par (7 @& 7’)(g)(v 4+ v') = 7w(g)(v) + 7'(g)(V').

On vérifie rapidement que (7 @ 7',V @ V') est encore une représentation de G

de degré dim(V') 4+ dim(V”).

Définition 1.2.3 (G-morphisme). Si (7, V) et (7,U) sont deux représentations de
G, un G-morphisme de (7, V') dans (7, U) est une application linéaire T': V — U,
telle que :

Vge G, 71(9)T =Tr(g).

Si T est inversible on dit alors que les représentations (m, V') et (7,U) sont
isomorphes. L’ensemble des G-morphismes de U dans V' est noté Homg (7, 7) et
celui des G-morphismes de V' dans V' Endg(7).

Définition 1.2.4 (espace G-invariant). Soient (7, V') une représentation de G et
W C V un sous-espace de V. On dit que W est G-invariant (ou G-stable) si :

YVweW, Yge G w(g)(w) e W.



Notons que lorsque 'on a un tel espace W on peut restreindre la représentation
(m,V) en une représentation (my, W) de G en posant mw (g) = 7(g)w-

Définition 1.2.5 (représentation irréductible). Une représentation irréductible est
une représentation (m, V') telle que V' # {0} et qui admet comme seuls sous-espaces
G-invariants {0} et V.

Définition 1.2.6 (représentation totalement réductible). Soit (7,V') une repré-
sentation, on dit qu’elle est totalement réductible si elle est somme directe de re-
présentations irréductibles, c’est-a~-dire si V. =W; & - - - W,., avec W; G-invariant
et (mw,, W;) représentation irréductible de G.

Apres ces premieres définitions regardons un exemple de représentation non-
triviale du groups G, :

Exemple 1.2.7. Pour G = &, on a la représentation naturelle (w, C") avec
m(0)(€ei) = ey ou (€1,...,e,) est la base canonique de C". On remarque alors
que W =< (1,1,...,1) > et Y = {(x1,...,x,)| > x; = 0} sont deux sous-espaces
G-invariants irréductibles (complémentaires dans C") . (7w, C") est donc la somme
directe des deux représentations irréductibles induites sur W et Y.

On note G 'ensemble des représentations de G de degré 1, c’est-a-dire 'en-
semble des morphismes de groupes de G dans C*. G est un groupe muni de la
multiplication suivante : Yy, x2 € G, Vg € G

(x1x2)(9) = x1(9)x2(9)-

De plus on note C[G] 'ensemble des applications de G dans C, un espace
vectoriel de dimension |G|. Et on note H le sous-espace vectoriel de C[G] des
applications constantes sur les classes de conjugaison de GG. La dimension de H est
le nombre de classes de conjugaison de G. On définit un produit scalaire hermitien

(,): ClG] x C|G] — C par :

_ 1

(fi, f2) = c > L) fa(t).

ted

Exemple 1.2.8. Un exemple important de représentation est la "représentation
réguliere". Soit G un groupe d’ordre n. On pose V = C[G], espace vectoriel de
dimension n. On définit alors 7 : G — GL(V) par (7(9)(f))(h) = f(g~'h). (7, V)
est une représentation de G' de degré n et le morphisme 7 : G — GL(V') est injectif
ce qui par définition veut dire que la représentation (m, V') est fidele.

Voici enfin la définition d’un objet trés important dans la théorie des représen-
tations.



Définition 1.2.9 (caracteére). Soit (m, V') une représentation de G. Le caractere
associé a cette représentation est 1’élément y de C[G] défini par :

x(g) = tr(m(g)).

Remarque 1.2.10. Si (7, V) et (7, V') sont deux représentations de G de carac-
téres respectifs x et x’, on vérifie aisément que le caractére associé a (m®n’, Ve V')
est x + x'.

2 Théorie des caracteres

Voici quelques théoremes importants qui vont nous permettre de mieux com-
prendre comment construire ’ensemble des représentations d’un groupe notam-
ment a ’aide des caracteres associés.

2.1 Reésultats généraux

Théoréme 2.1.1 (Théoreme de Maschke). Soit (7, V') une représentation de degré
fini de G et W un sous espace G-invariant de V. Alors il existe W' G-invariant

tel que V=W @ W',

Remarque 2.1.2. Ce théoreme n’est pas valable pour les représentations sur un
corps k quelconque, il utilise le fait que C est un corps de caractéristique nulle.

On a donc par récurrence sur le degré, la proposition fondamentale suivante :

Proposition 2.1.3. Toute représentation de degré fini d’un groupe fini est com-
pletement réductible.

On va donc pouvoir se restreindre a la recherche des représentations irréduc-
tibles d’un groupe.

Remarque 2.1.4. De plus toute représentation admet une sous-représentation de
degré fini ce qui montre que toute représentation irréductible est de degré fini.

Voici maintenant un lemme et une proposition faciles mais tres utiles dans de
nombreuses démonstrations.

Lemme 2.1.5 (Lemme de Schur). [SIN, Proposition 4.3] Soient (w,V') et (7', V")
deuz représentations irréductibles de G. Si T est un G-morphisme de (w, V') vers
(7', V"), alors T =0 ou T est un isomorphisme.

Proposition 2.1.6. [SIN, Corollaire 4.5] Soient (7,V') une représentation irré-
ductible de G et T : V — V un G-morphisme. Alors 3\ € C tel que T = X - Idy .



La démonstration utilise le fait que tout endomorphisme d’un espace vectoriel
complexe admet une valeur propre A (car C est algébriquement clos) et que ker(7T—
A - Idy) est un sous-espace G-invariant de V.

De plus on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.7. Soit (7, V') une représentation de G. (w, V') est irréductible si
et seulement si dim Endg(7) = 1.

Démonstration. La proposition 2.1.6 montre le sens de gauche a droite de 1’équi-
valence. Montrons I’autre sens par contraposée. Soit (7, V') une représentation de
GG que I'on suppose non-irréductible. Alors il existe W un sous-espace propre de V'
G-invariant, puis par le théoreme de Maschke il existe W/ un autre sous-espace de
V' G-invariant tel que V =W @ W’. On considére maintenant 7' ’endomorphisme
de V' correspondant a la projection sur W. Donc si x = w 4+ w’ € V on a par
G-invariance de W et W' :

Vg € G, m(g)T(x) = n(g)(w) = T(r(g)(w)) = T(n(g)(x — w')) = T(n(g)(x) -
m(g)(w)) = T(n(g)(x)).

Donc T € Endg(7) et n’est ni nul ni multiple de l'identité de V. Donc dans ce
cas dim Endg(m) > 2. O

2.2 Le cas des groupes abéliens

Grace a la proposition 2.1.6 on montre la proposition principale du cas abélien :

Proposition 2.2.1. Soit G un groupe abélien fini et (w, V') une représentation
irréductible de G. Alors, dim(V') = 1.

Démonstration. Pour g € G, w(g) est un G-morphisme car Vh € G, Yo € V
7(g)(w(h)(v)) = 7(gh)(v) = w(hg)(v) = 7(h)(7(g)(v)). Donc par la proposition
2.1.6 il existe A\, € C tel que 7(g) = A, -Idy. On considere alors un vecteur non nul
vy € V. Ainsi < vg > est un sous-espace de V' G-invariant et grace a l'irréductibilité
de (m, V) on conclut < vy >=V et donc dim(V') = 1. O

L’étude des représentations irréductibles d'un groupe abélien GG se ramene donc
a I’étude de I'’ensemble G des morphismes de G dans C*. Et on montre aisément
en étudiant le cas des Z/nZ puis en utilisant la structure des groupes abéliens finis
que :

eX=%el

Remarque 2.2.2. Cet isomorphisme n’est pas canonique.



2.3 L’étude des caracteres
2.3.1 Quelques propriétés immédiates d’un caractere y

Soit (m, V') une représentation de G de cardinal p et y le caractére associé.

1. x(1) = n est le degré de (m, V).

2. Vg € G, x(¢97') = x(g). (Résultat obtenu en diagonalisant 7(g) et en remar-
quant que ses valeurs propres sont toutes de module 1 car on a (7(g))? =
m(g?) = m(1) = Idy donc le polynéme caractéristique de 7(g) divise X? — 1
qui est scindé a racines simples de module 1.)

3. Vg € G,Vh € G, x(ghg™") = x(h). (Découle immédiatement du fait que
tr(AB) = tr(BA).)

Ce dernier résultat montre que y € H.

2.3.2 Résultats sur les liens entre les représentations d’un groupe et
les caracteres associés

Tout d’abord voici deux propositions importantes dont la réciproque sera mon-
trée par la suite.

Proposition 2.3.1. Si (7,V) et (7', V') sont deux représentations isomorphes de
G alors les caractéres associés a ces deux représentations sont identiques.

Démonstration. Puique (m,V) et (7/,V’) sont isomorphes il existe un isomor-
phisme linéaire T : V' — V' tel que Vg € G, 7'(9) = Tw(g)T'. Ainsi dim(V) =
dim (V") = n donc, apres avoir fixé des bases de V et V', 7(g), 7'(g) et T peuvent
étre respectivement vues comme des éléments A,, B, et D de GL,(C). Et 'égalité
réalisée par T signifie que B, = DA;D ™! et que donc x.(g) = tr(B,) = tr(A4,) =
Xﬂ'(g) et Xo' = Xax- O
Théoréme 2.3.2. [SIN, Theorem 10.1] La famille des caractéres des représenta-

tions irréductibles de G forme une famille orthonormale de (H,(,)). En d’autre
termes si (m, V) et (7', V') sont deuz représentations irréductibles,

1 si(m,V) et (n',V') sont isomorphes

0 sinon

(X Xr) = {

Ce résultat essentiel n’est pas du tout évident et nécessite de nombreux argu-
ments sur les coefficients des matrices de 'image d’une représentation.

On sait donc maintenant qu’il y a un nombre fini de caracteres d’'un groupe
G (car 'H est de dimension finie). On note maintenant i, ..., Y, les caractéres



irréductibles de G et (m;, W;) les représentations irréductibles associées a ces ca-
racteres. Si (m, V') est une représentation de dimension finie de G et x le caractere
associé, par totale réductibilité de (m, V') il existe aq, ..., et un isomorphisme
VEWwWMmae---o W™ Ainsi x = ajx1 + -+ + apxs. On peut donc maintenant
donner le critere d’irréductibilité qui suit ainsi qu’une réciproque a la proposition
2.3.1:

Proposition 2.3.3 (critere d’irréductibilité). (x., Xr) = 1 si et seulement si
(m, V) est irréductible.

Démonstration. Avec les mémes notations que précédemment ona V"= W &- - -
WP et x = aix1 + -+ + aixn done par orthogonalité des i, (x,x) = 20, a?.
(X, x) est donc toujours entier et vaut 1 si et seulement si V' = W; pour un certain
1. O

Proposition 2.3.4. [SIN, Corollaire 10.4] Deuz représentations sont isomorphes
si et seulement si leurs caractéres sont égau.

Démonstration. Le sens direct a été vu en proposition 2.3.1. Pour 'autre sens
prenons deux représentations (m, V') et (7', V') de méme caractere y = x'. Il existe
alors oy, ..., ap, 01, ..., B et deux isomorphismes V = Wi @ --- @ W™ et V' =
Wll@---GEWhﬂh. On a alors y = ayx1+ - +apxn et X' = Pix1+ -+ Brxn Et
par orthogonalité des y; on obtient Vi «a; = 3; donc V=V’ d’ou le résultat. [

D’apres cette proposition on peut donc choisir, de fagon équivalente, d’étudier
les représentations ou les caracteres d’un groupe fini.

Enfin voici un résultat un peu plus compliqué mais qui utilise aussi les décom-
positions utilisées ci-avant :

Proposition 2.3.5. [JPS, p91] Soient (7,V') et (1, W) deux représentations de G
de caractéres xy et xw. Alors

dim(Homg(V, W)) = (xv, xw)-

2.3.3 Le théoréme fondamental de la théorie des caractéres

Théoréme 2.3.6. [SIN, Proposition 11.5] L’ensemble des caractéres irréductibles
de G forme une base orthonormale de (H, (,)).

Ce théoreme fondamental montre qu’il y a donc exactement autant de carac-
teres irréductibles (ou de représentations irréductibles non-isomorphes) de G que
de classes de conjugaison dans G.



2.3.4 Tables de caractéres

Le but est maintenant de construire une table donnant ’ensemble des caracteéres
d’un groupe G. On la présentera sous la forme suivante :

rm=1|ro= | ..| =

g=11 g = e | gn =
X1 |n=1 1 1
X2 | m2 | xelg2) | - | xa(gn)
Xn| o | Xa(92) Xn(9n)

Dans cette table, g; est un représentant de la i-eme classe de conjugaison de
G, r; est le nombre d’éléments de la i-eme classe de conjugaison et n; correspond
au degré de la représentation irréductible associée a x;. On a choisi ici pour x;
le caractere de la représentation triviale de G sur V' = C donnée par 7(g) = Id¢

Vg € G.

Pour construire ces tables de caractere voici différentes propriétés utiles :

1. Une représentation (m,V) est irréductible si et seulement si (xx, Xr) = 1
(Proposition 2.3.3).

2. " n?2 =|G|. ([SIN, Proposition 12.1])

3. Vi € [1...h], n;||G]. ([SIN, Proposition 12.1])

4. Soit ¢,7 € [1...h]. Alors (x;, x;) = 0i; soit Y cq Xi(t)x;(t) = 4;5|G|. (D’apres
le théoreme 2.3.2.)

5. Soient t,s € G non conjugués, alors ", v;(s)x;(t) = 0. (En particulier si
1#s€GonaXl nx(s)=0.) ([SIN, Théoreme 10.5))

Cette derniere propriété peut étre vue comme 'othogonalité des colonnes de la
table de caracteres.

2.3.5 Construction de caracteres d’un groupe a partir de ceux d’un
sous-groupe et réciproquement

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. A partir d'un caractere
irréductible x de G' on obtient simplement un caracteére x| de H en restreignant
X a H, mais ce dernier n’est pas forcément irréductible. En revanche dans tous les
cas par le théoreme de Maschke il s’écrit sous la forme x|z = diy + -+ + dpi)y,
ol 9, s, ..., Yy sont les caracteres irréductibles de H.

Théoréme 2.3.7. [SIN, Theoréme 13.4]. Avec les notations ci-dessus on a l'in-
égalité suivante :



k
4 <[G Al
avec égalité si et seulement si X(g) =0Vg ¢ H.

Ce résultat est particulierement intéressant en pratique dans le cas d’un sous-
groupe d’indice 2.

Maintenant voyons comment construire une représentation de G' a partir d’une
représentation d’un sous-groupe. Soient H un sous-groupe de G et (m, V) une
représentation de H. On définit d’abord

¢ ={f:G—Vl|f(hg) = n(h)f(g) ¥h € H,g € G} = Ind(V),
qui est un espace vectoriel sur C, puis le morphisme 7% de G dans GL(VY) par :

(7%(9)f)(z) = f(zg).

On obtient alors une représentation (7¢, V) de G qui est la représentation
induite de (m,V') sur G. Le degré de cette représentation induite est ([G : H] x
dim(V)).

Et pour savoir a partir d’une représentation irréductible de H si la représen-
tation induite sur G est aussi irréductible, dans le cas ou H est un sous-groupe
distingué de G on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.8. [PRA, Corollaire 1.18] Supposons que H est un sous-groupe
distingué de G. Alors (w9, VY) est irréductible si et seulement siVx ¢ H, (*m,V)
n'est pas isomorphe a (w, V'), ou (*m, V) est la représentation de H sur V' définie
par *w(h) = w(z " hz).

Pour finir voici un théoréme important qui nous servira plus tard :

Proposition 2.3.9. [PRA, Réciprocité de Frobenius p2] Soit (1,U) une représen-
tation de G et (w, V') une représentation de H alors on a un isomorphisme entre
Homg(7,7%) et Hompg (1, 7), ot (1g,U) est la représentation de H obtenue en
restreignant le morphisme 7 : G — GL(U) a H.

2.3.6 Autres moyens de construire les caracteres d’un groupe

On va commencer par définir quelques notions sur le produit tensoriel de deux
représentations, puis nous verrons que grace a cela on peut construire facilement
de nouveaux caracteres d'un groupe a partir de ceux déja connus.

Soient V' et V' deux espaces vectoriels. On note V' ® V' le produit tensoriel de
Vet V'. On peut voir V@ V' comme = {3/, v; ® vi|v; € V v} € V', r € N}, avec
les propriétés suivantes :
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(Yo v @)+ (i ws @ wp) = v @V 4+ -+, QU Fw @+ - W Dw.
(V1 + )RV =@V +12 @0 et v® (V] + V) =V R V] + v v

1.
2.
3N v @) =1 Qv =Y v @ A\l

On constate tout d’abord que si {ey, ..., e, } et {e], ..., e/ } sont respectivement
des bases de V et V' alors {e; ®e§-\1 <1< n,1 <j<m} estune base de V@V’

Si (m,V) et (7', V') sont deux représentations de G on définit la représentation
(ren, VeV’ de G par

(m @) (9) (R vi ®v) =D m(g)(vi) ® 7' (g)(vy).

2

Pour finir on note ¢ 'automorphisme de V @ V' défini par f(e; ® e;) = ¢; ® e;.
On constate alors que 62 = Idy gy . Et par somme directe des espaces propres on a
V@V =Sym*(V) @ A%(V) on

Sym*(V) = {z € V@ V|f(z) = v}
NV)={zeVaV|iz)= -1}

On a alors les deux propositions suivantes, importantes pour construire les
caracteres d'un groupe.

Proposition 2.3.10. [SIN, Proposition 9.9] Si x1 et x2 sont les caracteres de deuz
représentations (w, V') et (7', V') de G alors le caractére x associé a (r@n',VRV')
vérifie Vg € G x(g) = x1(9)x2(9)-

Remarque 2.3.11. Le résultat a retenir est que le produit de deux caracteres est
un caractere.

Proposition 2.3.12. [SIN, Theoréme 13.2] Soit (7, V') une représentation de G
de caractére x. Alors les espaces Sym*(V) et A*(V) sont G-invariants pour la
représentation (m @ m,V @ V') et si on note xs et xa les caractéres des représen-
tations (7 @ m)symz2(vy, Sym*(V)) et (7 @ m) a2y, A2(V)) respectivement, alors

onaVgeG
1

xs(g) = §(><(9)2 +x(g%))
xa(g) = ;(X(g)2 — x(g)).

Remarque 2.3.13. Ces propositions donnent des moyens de construire de nou-
veaux caracteres de G a partir de caracteres déja connus, mais en aucun cas ils ne
donnent le moindre résultat concernant I'irréductibilité ou non ce ces derniers.
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3 Exemples de tables de caracteres

3.1 Z/nZ

(Z/nZ,+) est un groupe abélien. Les représentations irréductibles de Z/nZ
sont donc toutes de degré 1. Si on note w,, le complexe e les caracteres de 7Z /nZ,
au nombre de n, sont les fonctions y, suivantes :

Xr(s) = w? pour s € Z/nZ et r € {0,...,n — 1}.

3.2 Gj

S; = {1, (12), (23), (13), (123), (132)}.

G35 possede 3 caracteres car c¢’est son nombre de classes de conjugaison. Il y a
tout d’abord le caractére trivial y;. Ensuite on a le morphisme y, donné par la
signature des éléments de G5. Puis par la formule Y | n? = |G| on obtient que le
troisieme caractere ys est tel que ng = 2. On obtient donc pour 'instant la table
de caracteéres suivante.

7’1:]. 7’2:3 T3:2
g1=1|g2=(12) | g5 = (123)
X1 n1:1 1 1
X2 | ne =1 -1 1
X3 | n3 =2 a b

Pour avoir a et b il suffit d’utiliser 'orthogonalité des colonnes de la table de
caracteres. Ainsi on obtient a = 0 et b = —1. On peut remarquer que y3 correspond
a la représentation irréductible de G5 de degré 2 décrite dans I'exemple 1.2.7. Donc

la table de caractéres de &3 est :

ro=1 ro =3 r3 =2
g1=1]9g2=(12) | g3 = (123)
X1 | ni=1 1
X2 | no =1 -1 1
X3 | Ny = 2 0 -1

3.3 Dy, le groupe des symétries du carré.

Dy={rslr*=1=3s*rs=sr'}
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Dy a cinq classes de conjugaison qui sont {1}, {r?}, {r, 73}, {s, sr?} et {sr,sr*}. 1l
y a donc 5 représentations irréductibles de Dy. De plus la formule ", n? = |G|
nous indique que 4 d’entre elles sont de degré 1 et une de degré 2. y; est le caractere
trivial. On a donc pour l'instant une table de caracteres de cette forme :

ri=1]|1r9=1|1r3=2|rs=2| r5 =2
g1=1 9227’2 g3 =7 | gs =8| g5 = ST
x1 | ni=1 1 1 1 1
X2 | n2 =1 T T2 x3 Ty
X3 | ng=1 Hh Yo Ys Ya
X4 | n3=1 21 29 23 24
X5 | n3 =2 a b c d

Pour trouver les x;, y; et z; en raisonnant sur l'ordre des éléments de D, on
remarque tout d’abord que si i # 2 ils sont égaux a 1 ou —1 et pour ¢+ = 2 ils valent
1, —1, ¢ ou —i. De plus les 3 derniéres classes de conjugaison de D, sont stables
par multiplication & droite par 2. Donc x; = y; = 2z; = 1. Ensuite s - r = sr donc
ToT3 = X4, YoUs = Ys €t 2023 = z4. Ce qui implique que méme pour i = 2 x;, y; et
z; valent —1 ou 1. De nouveau en utilisant x2x3 = x4 et le caractére non trivial de
X2 on trouve que exactement deux des x; valent —1. De méme pour les y; et les
z;. Ce qui pour I'instant donne la table de caracteres :

ri=1|1r=1|r3=2|ry=2| r5 =2
g1=1 92:7“2 g3 =" |9gs =8| gs = ST
X1 |n=1 1 1 1 1
X2 | no =1 1 1 —1 —1
X3 | N3 = 1 1 -1 1 -1
X4 | N3 = 1 1 -1 —1 1
X5 | N3 =2 a b c d
Puis par othogonalité des colonnes on obtient a = —2 et b = ¢ = d = 0. Donc
finalement la table de caractéres de D, est la suivante :
ri=1]ro=1|r3=2|r,=2| r5=2
g1=1go=7"|gs=r|gi=s5|gs=sr
X1 |n=1 1 1 1 1
X2 | no =1 1 1 —1 —1
X3 | N3 = 1 1 -1 1 -1
X4 | N3 = 1 1 -1 -1 1
X5 | ng =2 —2 0 0 0

Remarque 3.3.1. D, est le groupe des symétries d’un carré. On voyant ce carré
dans R? on obtient donc une représentation naturelle de D4 sur R2. Puis on peut
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étendre cette représentation sur C2. On obtient ainsi I'unique représentation irré-
ductible de D, de degré 2 qui est associée a ys.

3.4 Gj

S5 a 120 éléments, je ne vais donc pas donner ses éléments de fagon exhaus-
tive. En revanche je peux donner un représentant de chacune de ses 7 classes de
conjugaison. Ces classes sont définies par la structure des cycles de ses éléments.
On a donc les classes suivantes avec leur cardinal :

10 | 20 15 30
(12) | (123) | (12)(34) | (1234)

20
(12)(345)

24
(12345)

r; 1
gi |1

On va maintenant construire chacun des 7 caracteres de Gy :

1. Tout d’abord comme pour tous les G,, on a les caracteres y; et yo corres-
pondant au caractere trivial et a la signature des éléments de G,,.

r 1] 10 | 20 15 30 20 24
gi | 1] (12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (12)(345) | (12345)
x| 1] 1 1 1 1 1 1
X2 | 1| -1 1 1 —1 —1 1

2. Ensuite on utilise la représentation irréductible de &,, de degré n — 1 décrite
dans l'exemple 1.2.7. Elle est définie sur Y = {(z1,...,25)| > 2; = 0} de
dimension 4 et dont une base est (e; — es, €5 — €3,e3 — €4, €4 — €5). L’action
des éléments de G5 est naturelle. On calcule ainsi 'image des vecteurs de la
base précédente de Y par I'action des éléments de G5 puis on prend la trace
de la matrice associée pour obtenir le caractere y3 de G :

Action de (12) :
(61 - 62) = €2 — €1 = —(61 - 62)
(ea —e3) —e1 —e3 = (€1 — e3) + (€2 — e3)
(€3 — €4) = (€3 — eq)

(es —e5) = (eq — e5)

-1 100
- o 100 B
d’out la matrice 0 01 ol¢t x3((12)) = 2.
0 0 01
0 -1 10
. . . 1 -1 10
Action de (123) : On obtient la matrice 0o 0 1 olc¢ x3((123)) = 1.
0 0 01
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Et ainsi de suite on fait de méme avec un élément de chaque classe de conju-

gaison.
r; | 1] 10 20 15 30 20 24
gi | 1| (12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (12)(345) | (12345)
x1| 1] 1 1 1 1 1 1
x2 | 1| —1 1 1 —1 —1 1
x3 | 4| 2 1 0 0 —1 —1

3. On va maintenant utiliser la proposition 2.3.10 pour construire un nouveau
caractere. Celle-ci nous dit que x4 = x2X3 est un caractere de G5 mais il faut
savoir si il est irréductible. Pour cela on utilise le critere d’irréductibilité de
la proposition 2.3.3 :

. ((4)% + 10(—2)2 4+ 20(1)> + 20(1)% + 24(—1)?) = 1

<X2X3, X2X3> = EO

C’est donc bien un nouveau caractere irréductible de G5.

ri | 1] 10 | 20 15 30 20 24
gi | 1] (12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (12)(345) | (12345)
11| 1 1 1 1 1 1
X2 | 1] =1 ] 1 1 —1 —1 1
X5 | 4] 2 1 0 0 —1 —1
a4 —2 | 1 0 0 1 —1

4. A laide de la proposition 2.3.12 on sait que x 4 défini par xa(g) = %(X?,(g)2 —
x3(g?%)) est un caractere, de plus on remarque par le calcul de (x4, x4) qu'il
est irréductible. Etant différent de ceux construits jusque la il est notre cin-

quieme caractere irréductible xs.

ri | 1] 10 | 20 15 30 20 24
gi | 1] (12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (12)(345) | (12345)
1| 1] 1 1 1 1 1 1
X2 | 1] =1 ] 1 1 —1 —1 1
x5 | 4] 2 1 0 0 —1 —1
a4 =2 | 1 0 0 1 —1
X5 6] 0 0 ) 0 0 1

5. Toujours a partir de y3 avec la proposition 2.3.12 on a le caractere xg défini

par xs(9) = 5(x3(9)* + xs(g%)). Cette fois (xs,xs) = 3 et xs nest donc
pas irréductible. En revanche on sait qu’il existe myq,...,m7; tel que xgs =
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mix1+- -+ mrxr et my = (Xs, Xi)- Or (s, x1) = (xs,x3) = L et (xs,x2) =
(xs,Xx4) = (xs,X5) = 0, donc xs = x1 + X3 + X6 (ca peut étre x; au lieu de
X6 Mmais quitte a échanger les deux cela n’a pas d’importance car on ne les
a justement pas encore construits). On vient donc de construire le sixieme
caractere de G5 qui est xg = Xs — X1 + X3-

ri | 1| 10 20 15 30 20 24
gi | 1](12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (12)(345) | (12345)
x1 |1 1 1 1 1 1 1
xe | 1| —1 1 1 -1 —1 1
x3 | 4| 2 1 0 0 -1 -1
vald| 2 1 0 0 1 1
x5 6| 0 0 -2 0 0 1
X6 | © 1 -1 1 -1 1 0
X7 |al| b c d e f g

6. Pour avoir x7 soit on utilise 'orthogonalité des colonnes de la table de carac-
teres soit on peut remarquer que ysxg €st un nouveau caractere irréductible.

Ce qui nous donne enfin la table de caracteres complete de Sy :

r 1] 10 | 20 15 30 20 24
gi | 1] (12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (12)(345) | (12345)
Yil1] 1 1 1 1 1 1
Yo | 1] =1 | 1 1 —1 —1 1
Yal4] 2 1 0 0 —1 —1
a4 2 1 0 0 1 —1
X516] 0 0 -2 0 0 1
Yo |5 1 | —1 1 —1 1 0
xr |5 =1 | —1 1 1 —1 0

4 Le cas de GLy(F,)

Le but de cette partie est de construire I’ensemble des représentations (ou ca-
racteres) irréductibles de GLo(F,). Pour cela nous allons commencer par une petite
analyse de F, et de GLy(F,). Ensuite nous construirons deux types de représen-
tations irréductibles de GLo(F,), tout d’abord en utilisant directement Iinduite
a partir d'un sous-groupe de GLy(FF,), ensuite en utilisant la représentation de
Weil et I’étude du groupe d’Heisenberg. Nous verrons alors que nous obtenons
toutes les représentations irréductibles de GLy(FF,) par ces deux méthodes. Dans
toute la partie on prendra g = p* avec p un nombre premier impair et k un entier
strictement positif.
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4.1 Propriétés importantes de I, et de son extension qua-
dratique [

Tout d’abord on rappelle que pour toute puissance p* d’un nombre premier p il
existe un unique corps fini d’ordre p*, & isomorphisme pres, que 'on note F, avec
q = p". Ainsi concrétement F, est I'ensemble des racines du polynome X9 — X de
F,[X] ou T, est une cloture algébrique de F, = Z/pZ.

Théoréme 4.1.1. F} est cyclique donc isomorphe a Z/(q —1)Z.

Démonstration. F est un groupe abélien donc il existe ny, ..., n tels que n;|ny...|n;
et Fy = Z/mZ x ... x Z/n,Z. Soit d un diviseur de ¢ — 1 = |F;|. D’apres cette
décomposition le nombre de solutions de X* —1 = 0 dans F} est pged(ny,d) x
pged(ng, d) X...xpged(ng, d). Prenons alors le cas d = ny (qui est bien un diviseur de
[F%]). Cela donne nj racines de X™ —1 = 0 dans [}, or ce polyndme est de degré n;
donc il a au plus n; racines, ce qui implique que s = 1 et F;, = Z/mZ =7Z/(q—1)Z
qui est cyclique. O

Fp2 est une extension quadratique de F,. Fp2 peut alors étre vu comme un
[F,-espace vectoriel de dimension 2. Pour x € Fp on définit ’application linéaire
my 1y € Fpe — xy ainsi que les applications trace et norme de 2 dans F, comme
suit : tr(z) = tr(m,) et N(x) = det(m,). De plus on définit 'application F': x +—
29 qui est un automorphisme de corps de F,2 (automorphisme de Frobenius), on
note aussi F'(z) = . On a alors les propriétés suivantes :

1. x = 7 si et seulement si x € F,.

tr(z) =x+2
tr(z + 2') = tr(x) + tr(z’).
N(x) = zz.

N(zx') = N(x)N(z').

Soit x € F,, alors le nombre d’éléments y € Fy2 tels que N(y) =z est ¢ + 1
si x # 0 et 1 sinon (ce qui montre en particulier que N : F — F, est
surjective).

A AN

Les propriétés 1 a 5 sont immédiates en revanche voici la démonstration du 6 :

Démonstration. D’apres la propriété 4 on a N(y) = y?1. Si z = 0 alors il est
clair que N(y) = 0 si et seulement si y = 0. On fixe maintenant x € F; et on
consideére le polyndome X9 —z dans F,[X]. (X9 —z) = X7 or 0 n’est pas racine
de X1 — z donc ce dernier n’a pas de racine double et a donc exactement q + 1
racines distinctes dans [F,, que 'on note av, ..., a4 1, ces derniéres étant non nulles.
()7 = (@) = (a;tz)? = (@) '29 = (za; ') 'z = ;. Donc les o; sont tous
dans [F 2, ce qui montre que I’équation N(y) = z (d’inconnue y) a exactement g+ 1
solutions dans IF .. O
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Si (G, +) est un groupe abélien fini, ’ensemble des morphismes de G' dans C*
est exactement I'ensemble des caracteres irréductibles de G (car les représentations
irréductibles d’un groupe abélien sont de degré 1). Un caractere de (G, +) abélien
est donc simplement un morphisme de (G, +) dans C*, et ces caracteéres sont au
nombre de |G|.

Comme on I'a fait ci-dessus on définit I'application trg_/r, : F, — I, a partir de
la multiplication m, : y € F, — a2y ou x € [F, et ou F, est vu comme un [F,-espace
vectoriel de dimension &.

Soit Y : F,, — C* un caractére non-trivial de (F,, +). Alors ¢ : F, — C* défini
par ¢ (z) = Y°(trg, /r, (x)) est un caractére non-trivial de (Fy, +). Puis pour 2’ € F,
on définit ¢,y : F, — C* par ¢ (z) = ¢(2’x). On a alors les deux propositions
suivantes :

Proposition 4.1.2. [PRA, Proposition B.11] L’application x' +— 1, est un iso-
morphisme de F, sur F,.

Proposition 4.1.3. L’application x — (y — (tr(Zy))) est un isomorphisme de

Fp2 sur Fpe.

Remarque 4.1.4. Ce dernier résultat se montre en appliquant la proposition 4.1.2
5 2k
aq=p".

4.2 Analyse de GLy(F,)

Commengons par calculer le cardinal de GLy(F,). Un élément de GLo(F,) peut
étre vu comme un couple de deux vecteurs indépendants d'un [y -espace vectoriel
de dimension 2. Pour choisir le premier vecteur il y a donc (¢* — 1) possibilités (il
suffit d’'un vecteur non nul) et pour le suivant (¢*> — ¢) car il ne doit pas étre égal
a I'un des ¢ vecteurs liés avec le premier choisi. D’ou le résultat :

IGL2(F,)| = (¢* — 1)(¢* — q).

Ensuite nous savons qu’il y a autant de caracteres irréductibles que de classes
de conjugaison. Nous allons donc nous intéresser a ces classes de conjugaison dans
GLy(F,) qui sont donc des classes de matrices semblables. Pour cela on utilise le
polynéme caractéristique des éléments de GLo(F,). Soit A € GLy(F,) et P son
polynome caractéristique. Quatre cas se présentent :

1. P est scindé a racines simples sur I, dans ce cas A est semblable a une

matrice de la forme ()(\)1 )(\)> avec A\; # Ay et \; € Fy. llya % telles
2

classes de conjugaison.
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2. P est scindé sur I, avec une racine double et A diagonalisable, dans ce cas
A est semblable & une matrice de la forme (g\ g) avec A € Fy. Ilya (¢g—1)

telles classes de conjugaison.

3. P est scindé sur F, avec une racine double et A non diagonalisable, dans ce

cas A est semblable a une matrice de la forme <())\ i\) avec A € Fy. Il y a

(g — 1) telles classes de conjugaison.
4. P est irréductible sur F,, dans ce cas A est semblable & une matrice de la

0 —AQao
1 ay
dans F,[X]. Ce cas la est moins évident que les trois précédents, voici donc

forme avec P(X) = X? — e1X + ap un polynéme irréductible

une explication détaillée : Soit b) un élément de GLy(F,) de polynéme

d
caractéristique irréductible X? — (a 4+ )X + (ad — bc). Ceci implique que

¢ # 0 sinon (CCI Z) serait triangulaire et X2 — (a + b)X + (ad — bc) scindé.

c d 0 ¢

1 —a/c a a*—bc 0 —(ad—bc 2 R o
(0 1/é>x<c ac—dc>:<1 (a+b )>-Ilya(qz(1)p01ynomeslrre-

ductibles unitaires dans F,[X] donc (QZT_C’) classes de conjugaison de ce type.

-1
Puis le calcul suivant montre le résultat : (1) Z) X (a b) X (1 @> -

Il y a donc au total (¢ — 1)+ (¢ —1) + (q22_q) + (q—1)2(q—2) représentations irré-
ductibles de GLo(F,).

Maintenant définissons trois sous-groupes de GLy(IF,) qui seront utilisés par la
suite. On notera D le sous-groupe de GLy(F,) contenant les matrices diagonales,
T celui des matrices triangulaires supérieures et U celui des matrices triangulaires
supérieures avec des 1 sur la diagonale.

Enfin pour finir avec cette petite analyse de GLy(IF,) voyons ce que 'on appelle
la décomposition de Bruhat de GLy(F,) :

Proposition 4.2.1 (décomposition de Bruhat). En notant w = (_01 (1)> on ale

résultat sutvant :

GLy(F,) = T UTwT

ou ['union est disjointe.
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Démonstration. Soit A = (i Z) un élément de GLy(F,). Soit ¢ = 0 et dans ce cas

, a b (1 a/c —c —d
AETSOltc#Oetdanscecas<c d>_<0 1)11)(0 b—ad/c>€TwT' O]

Remarque 4.2.2. De facon générale on a

GL.(k) = || TALT,

weB,

ou T est I'ensemble des matrices triangulaires supérieures et A, est la matrice de
permutation associée a w. Notre "w" ci-dessus n’est pas une matrice de permutation

. . . (0 1y (1 0\/[0o1
mals ¢a ne change rien car w = 1 0 = 0 —1 1 0/

Pour finir voici un dernier résultat concernant SLy(F,). Pour a € F; et ¢ € F,

on note : H(a) = (8 aﬂ), u(e) = <i (1)) ot w = (_01 é)

Proposition 4.2.3. Les matrices t(a), u(c) et w engendrent SLy(F,).
, . ., [a b . _1 a b
Démonstration. Soit ¢ d) € SLy(F,). Si b = 0 alors d = a™! et =

t(a)u(ac), sinon <CCL Z) = u()wu(ab)t(b™). O

4.3 Les représentations induites de GLy(F,)
4.3.1 Construction de ces représentations

Le principe pour construire ces représentations va étre de construire un carac-
tere sur 7' a partir d’un caractere de F; pour induire alors une représentation sur
GLy(F,).

Pour commencer prenons deux morphismes de groupe x; et x2 de Fy, dans C*.
Ensuite on définit le morphisme de groupe y de 7" dans C* comme suit :

X <y01 ;) = X1(y1)X2(¥2)-

On vérifie aisément que c’est un morphisme et qu’il est donc associé a une repré-
sentation de 7" de degré 1.

On note I(x1,x2) la représentation induite sur GLy(F,) de la représentation
de T associée a x. Le cardinal de T est (¢ — 1)(¢ — 1)¢q donc l'indice de T" dans
GLy(F,) est ¢+ 1, ce qui est alors aussi le degré de ces représentations induites.
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4.3.2 Irréductibilité de ces représentations

Maintenant il s’agit de voir si ces représentations sont irréductibles et, si ce
n’est pas le cas, de trouver quelles sont les représentations irréductibles qui les
composent. Pour cela voici une proposition et un théoreme importants :

Proposition 4.3.1. [PRA, Proposition 2.6] Soient x1, X2, p1 et o des caractéres
irréductibles de F. Alors

dim HomGLg(]Fq)(](X17 X2)7 I(,LLl, ,LLQ)) =e1 + Cw)

ol
o — L st x1 = et x2 = po
! 0 sinon

o — L six1=pa el xo=
Y 0 sinon

Théoréme 4.3.2. Soient x1, X2, p1 et pig des caractéres irréductibles de F,. Alors,
six1 # xz2, I(x1, X2) est une représentation irréductible de degré q+1 de GLo(FF,).
Sinon c’est la somme directe d’une représentation irréductible de degré 1 et d’une
autre de degré q. De plus si x1 # p1 les représentations irréductibles de degré 1 et
q qui composent I(x1,x1) et I(p1, 1) sont deuz a deux non isomorphes. Et dans

le cas ou x1 # X2 €t 1 # jg on a :

X1 = p1 et X2 = 2
(I(x1, x2) = I(p1, p2)) <= | ou
X1 = H2 et X2 = 1

Démonstration. Par la proposition 4.3.1 dans le cas x; = 1 et xo = o on a

1SiX17éX2

dim EHdGLz(Fq)([<X1’ XQ)) - {2 si X1 =X
1 — X2

Orsi (7, V') est une représentation d'un groupe G (de caractere ¢) ¢’est une somme
directe de représentations irréductibles 7y, ..., 7, (de caracteres ¢y, ..., ¥,) avec mul-
tiplicités ny, ..., n, respectivement et d’apres la proposition 2.3.5 dim Endg(7) =
(,0) = (Mt + -+ + npn, by + -+ + npty) = S nd Done, si x1 # xz
I(x1,X2) est irréductible, sinon on a "  n? = 2 donc I(x1,x2) est la somme
directe de deux représentations irréductibles non isomorphes.

Regardons le cas ou x; = x2. Soit f : GLy(F,) — C définie par f(g) =
x1(det(g)). Pour t € T et g € G on a f(tg) = xa(det(t))x1(det(g)) = xa(t)f(9).
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Donc f appartient a l'espace vectoriel sous-jacent a la représentation I(x1, x1)-
De plus (g - f)(z) = f(zg) = xa(det(g))xi(det(z)) = xi(det(g))f(z). Ce qui
montre que la droite engendrée par f est GLy(IF,)-invariante pour la représentation
I(x1,x1) et donc que cette derniere contient une représentation irréductible de
degré 1. L’autre composante irréductible de I(x1,x1) est donc de dimension g.
Puis si x1 # g1 dim Homqr,w,)(Z(X1, X1), L (pt1, p11)) = 0 donc les représentations
irréductibles de degré 1 et ¢ qui composent I(x1, x1) et I (1, 1) sont deux a deux
non isomorphes.

Pour la fin du théoreme, si x1 # x2 et 1 # ps alors I(x1, x2) et I(pu1, o) sont
irréductibles et par la proposition 4.3.1 dim Homqr,w,)(Z(X1, X2), I (pt1, p12)) = 1 si
et seulement si x; = p1 et xo = ps ou x1 = o et xo = o, d’ott le résultat. O

On vient de construire de nombreuses représentations irréductibles de GLy(F,)

dont voici le bilan :

L. Six1 # x2, I(x1, x2) est irréductible et isomorphe a I(x2, x1), or il y a [F;| =
(g —1) caracteres de F;; (car c’est un groupe abélien) donc cela fait %
représentations irréductibles, deux a deux non isomorphes, de GLy(F,) de
degré q + 1.

2. 81 x €F,, 1 (x1, X1) apporte une représentation irréductible de degré 1 et
une de degré ¢ de GLy(F,). Cela fait donc ¢ — 1 représentations irréductibles,
deux & deux non isomorphes, de GLy(F,) de degré 1 et ¢ — 1 représentations
irréductibles, deux & deux non isomorphes, de GLy(FF,) de degré q.

Ce qui fait donc un total de (¢ — 1) + (¢ — 1) + m_léﬁ représentations irré-
ductibles, deux a deux non isomorphes, de GLy(F,) construites dans cette partie.

4.4 Les représentations cuspidales de GLy(F,)

. . . 2— 7’ .
Dans cette partie nous allons voir comment construire les 25 représentations
irréductibles restantes.

Définition 4.4.1. Une représentation (m,V) de GLo(F,) est dite cuspidale si
v X1, X2 € F:;
dim HOHlGL2(]Fq)(7T, [(Xl, XQ)) =0

En d’autres termes c’est une représentation qui ne comprend comme sous-
représentation aucune des représentations irréductibles construites dans la partie
précédente.

Remarque 4.4.2. Cette définition implique en particulier, par la proposition
2.3.9, que pour tout caractere x de T tel que xjy =1 on a

dim Homy (77, x) = 0.

22



4.5 Caractérisation et degré des représentations cuspidales

de GL2 (Fq)

On va commencer par définir ce qu’est la représentation duale d’une représen-
tation :

Définition 4.5.1. Soit (7, V') une représentation de G. On définit (7*,V*) la
représentation duale de (7,V) par 7*(g) = 7(g™")* ot pour f € V* et v € V,

(g™ () = f(r(g~")(v)).

Voici alors une caractérisation des représentations cuspidales a 1’aide des re-
présentations duales :

Proposition 4.5.2. Soit (7,V) une représentation de GLy(F,). Alors (m,V) est
cuspidale si et seulement si il n’existe aucun vecteur non-nul f € V* tel que

YueU, 7" (u)f = f

Démonstration. Supposons que (7, V') n’est pas cuspidale. Par la remarque 4.4.2
il existe un élément non-nul ¢ € Homyp (7, x) pour un certain y : T — C* tel que
xjv = 1. (x, C) étant une représentation de T', & est alors un élément de Hom(V, C)
donc peut étre vu comme un élément de V*. De plus Vu € U,v € V on a

(" (w)§)(v) = &(m(u"v) = x(u™")é(v) = &(v),

ce qui montre bien que 7*(u)§ = €.

Réciproquement supposons que V*V = {£ € V*|7*(u) = ¢ Yu € U} est non
vide. V*U est stable par laction de D (car dUd™' = U pour tout d € S). Ainsi
((W‘*D)V*U, V*U) est une représentation de D qui est un groupe abélien. On peut

donc décomposer V*V sous la forme

V*U — @ ‘/;U7

x€D

ou V¥ est 'espace des vecteurs v € V*¥ pour lesquels D agit par x. V*¥ # 0
indique qu’il existe y € D tel que V;U # 0. Ce qui montre que Homz (77, x) # 0
et donc que (m, V') n’est pas cuspidale. O

Proposition 4.5.3. Le degré d’une représentation cuspidale est un multiple de
(¢—1).

Démonstration. (7T|*U, V*) est une représentation de U. On regarde U comme un
groupe abélien isomorphe a F,. Par la proposition 4.1.2 ¢ est un caractere additif
non-trivial de [F, et les caracteres additifs non-triviaux de [F, sont donnés par
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x — Y(ax), a € F,. On considere donc pour a € [, 'ensemble V*(a) des £ € V*

tel que
" (é “”f) ¢ = lax)e.

Comme (7, V') est cuspidale, par la proposition 4.5.2 V*(0) est nul. On peut donc
écrire que V* = Dcr; V*(a). De plus si a € F; est fixé I'application ¢ +— at est
une bijection de Fy sur lui-méme donc V* = @;cp: V*(at). Ensuite on remarque
que pour pour tout ¢ € F; I'application

L0

est un isomorphisme entre V*(a) et V*(at).
On a donc dim(V') = dim(V*) = (¢ — 1) dim(V*(a)). Ce qui montre que le degré
de (7, V) est un multiple de ¢ — 1. O

Et enfin :
Théoreme 4.5.4. Toute représentation cuspidale irréductible est de degré q — 1.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat on utilise le fait que 30, d? = |G|
(propriété 2 p.9) ou les d; sont les degrés des représentations irréductibles de G.
Apres avoir enlevé de cette somme les termes correspondant aux représentations
non cuspidales contruites précédemment il reste 1’égalité suivante (ou la somme
s’effectue uniquement sur les représentations cuspidales) : 32, d7 = £ (¢*—q)(¢g—1)*.
Or on a vu qu’il y avait %(q2 — q) représentations cuspidales irréductibles et que
leur degré est un multiple de ¢ — 1. La seule solution est donc que le degré de toute
représentation cuspidale irréductible soit exactement ¢ — 1. O

Remarque 4.5.5. On a aussi bien stir que toute représentation cuspidale de de-
gré q — 1 est irréductible, ce qui est immédiat en remarquant que toute sous-
représentation d’une représentation cuspidale est aussi cuspidale.

4.6 Construction des représentations cuspidales de GLy(F,)

Pour construire ces représentations nous allons d’abord, a 'aide du groupe
d’Heisenberg et de la représentation de Weil construire un morphisme de SLy(F,)
dans GL(L?*(F,2)) ou L?*(G) est l'espace de Hilbert des fonctions de G dans C
avec le produit scalaire hermitien suivant : (f, g) = S,cq f(2)g(x). Ensuite nous
construirons des sous-représentations de degré ¢—1 de cette derniére que nous éten-
drons a GLy(F,). Pour finir nous verrons que les représentations ainsi construites
sont bien cuspidales, irréductibles et au nombre de 3 (q — @) a isomorphisme pres.
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4.6.1 Extension centrale, cocycle et représentations projectives

Dans cette partie nous allons un instant oublier le groupe GLy(F,) et reprendre
un groupe fini G quelconque dont on notera 1 le neutre. Nous utiliserons aussi
U(1) qui désigne les complexes de module 1. Voici d’abord quelques définitions
importantes pour la suite.

Définition 4.6.1 (cocycle). Un cocycle ¢ est une fonction de G x G dans U(1)
qui vérifie :
Vg,h,k € G c(g,h)c(gh, k) = c(g, hk)c(h, k).

On note Z?(G, U(1)) le groupe constitué par 'ensemble de ces cocycles (la loi étant
la multiplication des fonctions induite par la multiplication dans U(1)).

Remarque 4.6.2. L’égalité qui caractérise un cocycle ¢ implique que Vg € G
c(g,1) = ¢(1,1) (prendre h = k = 1).

Définition 4.6.3 (cobord). Un cobord ¢ est une fonction de G' x G dans U(1) de
la forme c(g,h) = s(g)~'s(h)"'s(gh) ou s est une fonction de G dans U(1). On
remarque alors que les cobords sont des cocycles et le sous-groupe de Z?(G,U(1))
constitué des cobords est noté B*(G, U(1)).

Définition 4.6.4 (Second groupe de cohomologie de ). Le second groupe de
cohomologie de G a coefficients dans U(1) est le quotient Z*(G, U(1))/B*(G,U(1)),
noté H2(G, U(1)).

Définition 4.6.5 (extension centrale de G par U(1)). Une extension centrale de
G par U(1) est un groupe GG muni d’un morphisme « injectif de U(1) dans G et
d’un morphisme 3 surjectif de G dans G tels que ker(3) = Im(«).

Définition 4.6.6 (isomorphisme d’extensions centrales). Soient G muni de o et
£ et G muni de o et ' deux extensions centrales de G. On dit que ces deux

extensions centrales sont isomorphes si il existe un isomorphisme ¢ : G — G’ qui
vérifie poa =o' et ' op = (5.

Il existe un lien important entre cocycles et extensions centrales :

Soit ¢ un élément de Z*(G,U(1)). On définit alors le groupe G(c) = G x U(1)
avec la multiplication suivante : (g, 2)(¢’, 2') = (99, 22'c(g, ¢') ') et les applications
a et [ repectivement de U(1) dans G(c) et de G(c¢) dans G définies par a(z) =

(1,2¢(1,1)) et B(g,2) = g
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.6.7. G(c) muni de v et B est une extension centrale de G par U(1).
Et si ¢ est un autre cocycle alors G(c) muni de o/ et ' définit une extension
centrale de G par U(1) isomorphe si et seulement si d'c™' € B2(G,U(1)).
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Démonstration. Le fait que G(c) muni de « et [ est bien une extension centrale
de G par U(1) est immédiat. Pour la suite supposons que G(c¢) et G(¢’) sont deux
extensions isomorphes. On a alors un isomorphisme ¢ : G(c) — G(c) tel que
poa =d et fogp = [. Ceci implique donc que pour tout g € G il existe un
unique z(g) € U(1) tel que ¢(g,1) = (g,2(g)). Alors, grace a la remarque 4.6.2 et
a légalité poa=a’ onaque Vt € U(1) et Vg, h € G
¢(g,1) = ¢((g,1) - (1, 1e(1, 1)) = é(g, 1) - o(1, c(1, 1)) = (g, 2(9)) - (1,2 (1, 1))
= (9,2(9)?).
On utilise maintenant ceci pour calculer de deux fagons ¢((gh, 1)) : d’'une part
d(gh,1) = 6((g,1) - (h,c(g, 1)) = (9, 2(9)) - (h, z(h)c(g 1))
= (gh, z(g)z(h)c(g, h)c' (g, h)™!), d’autre part

¢((gh, 1)) = (gh, z(gh)).
Ainsi on obtient que Vg, h € G

c(g,h)c (g, h) ™" = z(g) " 2(h) " z(gh).

Ce qui veut dire que ¢t € B*(G,U(1)).
Réciproquement on suppose que cc~! € B*(G,U(1)). Cela signifie qu’il existe
une application z de G dans U(1) telle que Vg,h € G

c(g,h) (g, h) ™ = z(9) " 'z(h) " z(gh).

On définit alors ¢ : G(c) — G(c) par ¢(g,t) = (g,t2(g)). On vérifie alors sans
probleme que c’est bien un isomorphisme et qu’il vérifie poa = o/ et f'op = 5. [

Voyons comment grace a ce que l'on appelle une représentation projective de
G on peut obtenir une représentation d’une extension centrale de G.

Définition 4.6.8 (représentation projective). Soit P un espace de Hilbert et U(P)
I’ensemble des automorphismes unitaires de P. Une représentation projective de
G sur P est une fonction n : G — U(P) telle qu'il existe ¢ : G x G — U(1) avec

n(gh) = c(g, h)n(g)n(h).

On vérifie alors aisément que la fonction ¢ associée a une représentation pro-
jective est un cocycle. La proposition suivante nous montre comment construire a

partir d'une représentation projective une représentation d’une extension centrale
de G :

Proposition 4.6.9. Soit n une représentation projective de G sur P et c le cocycle

associé. Alors i : G(c¢) — U(P) défini par 1(g,z) = zn(g) est une représentation
de G(c) sur P.
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Démonstration. Soient g,¢' € G et z,2' € U(1) :
(g, 2)(g', %)) = ii(gg', 22'c(g, 9') ") = 22'clg, 9') "'nlgg') =

z2'c(g, ") "'e(g, 9" )ng)n(g’) = =n(g)z'n(g") = 7i(g, 2)i(g’, ).
Ce qui prouve que 7] est un morphisme de groupe. ]

4.6.2 Le groupe d’Heisenberg et sa représentation de Heisenberg

Dans cette partie on prend G' un groupe abélien fini, noté additivement (le
neutre est donc noté 0). On va commencer par définir certains éléments particuliers
de U(L*(G)) pour construire une représentation projective de G' x G sur L*(G) :

Soient = € G et y € G. On définit alors les opérateurs T}, et M, de U(L*(G))
ar:Vy € G (Tof)(y) = fly —x) et (M f)(y) = x(w)f(y

)-
Proposition 4.6.10. L’application n : G x G — U(L*(Q)) définie par n(z,x) =
T, M, est une représentation projective de G x G sur L*(G).

Démonstration. Yz,2' € G et x,x € G :
n((@, ) (@', X)) = n(x + 2", x + X') = Tosar Mysry = LT MyMX' =
To(x(=2") My T ) My = x(=2")n(z, x)n(@’, ') O

La démonstration montre donc aussi que le cocycle associé a cette représen-
tation projective est c((x, x), (z/,x’)) = x(2/)"'. On a donc maintenant tous les
éléments pour définir le groupe d’Heisenberg :

Définition 4.6.11 (Groupe d’Heisenberg). Le groupe d’Heisenberg H(G) dun
groupe fini abélien G est 'extension centrale de G x G par U(1) associée au cocycle
c défini ci-dessus.

Concrdtement H(G) = G x G x U(1) avec la multiplication suivante :
(z, x, 2) (=", X, &) = (& + 2, x + X, 22X ().
De plus a partir de n et de la proposition 4.6.9 on obtient une représentation
7 de H(G) sur L?(G) définie par :
(@', X', 2 f(x) = 2'n(@', X)) f(z) = 'Y (x — ') f(x — o).

On va maintenant définir une représentation de H(G) de fagon induite, puis
nous verrons qu'il s’agit de nouveau de (7, L*(G)) :
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On pose E = {0} x G x U(1) le sous groupe distingué de H(G). Et on note
0 : E — C* le morphisme de groupe de E défini par 6(0,y,z) = z. Ainsi on
construit la représentation induite §7(%) de H(G) sur I'espace suivant :

I={f:H(G)— C|f(eg) =6(e)f(g) pour tout e € E,g € H(G)}.

Si f € I on définit 'dlément f € L*(G) par f(z) = f(—x,0,1). On a alors le
résultat suivant :

Proposition 4.6.12. Le morphisme f — f est un isomophisme de I sur L*(G).

Démonstration. Soit g € L*(G). Si il existe f € I tel que g = f on a alors que ¥
(Z'E’ X7 Z) 6 H(G)7

flzox:2) = F((0,x, 2x(x) ") (2,0,1)) = 6(0, x, 2x(x) ") f(2,0,1) = 2x(2) ' g(—2),

ce qui montre 'unicité de 'antécédent, puis pour l'existence il suffit de définir
f:H(G) — Crpar:V (z,x,2) € HG), f(z,x,2) = zx(x)'g(—x), et de montrer
que f €I :8S0it (0,x,2) € Eet (2/,x,2) € HG),
FU0,x,2) (@' X', 2)) = f@, x4, 22/x () = 22X (@) (x+x)(2")) "Tg(—2") =
22X (@ )x (@) 7 (2) Tg(—a') = 22X (2') Trg(—a") = 0(0, x, 2) f', X', &),
ce qui montre bien que f € I. n
De plus si ¢ = (2, X/, 2') € H(G) alors Vx € G,
g f@) =g f(=2,0,1) = f(a' —2,x,2) = [0, #X (& = 2') ) (@ -
x,0,1)) =
Y (2 —2) N f (2 = 2,0,1) = 2'x (x — o) f(x — ),

ce qui montre que (#7(9) I) et (7, L?(G)) sont deux représentations isomorphes de

H(G).

Voyons maintenant un théoréme treés important, ou Z = {0} x {0} x U(1) est
un sous-groupe de H(G) :

Théoréme 4.6.13. [PRA, Théoréme 3.16] La représentation 1 est irréductible.
De plus toute représentation de H(G) sur laquelle Z agit par lidentité de U(1) est
isomorphe a 1.

Remarque 4.6.14. Pour démontrer l'irréductibilité de 7 on regarde 7j comme
6" () puis on utilise le corollaire 2.3.8.
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Notons By(G) 'ensemble des automorphismes de H(G) agissant par l'identité
sur Z. Si 0 € By(G) on vérifie rapidement que 77 définie par “7(g) = 7(c(g))
est une représentation de H(G) pour laquelle Z agit par l'identité de U(1). Par le
théoreme précédent on a donc que 77 et 7 sont isomorphes donc il existe v(o) :
L*(G) — L*(Q) telle que Vg € H(G) v(o)oii(g) =%7(g) ov(o). De plus un calcul
rapide montre que v(o)ov(o’) ofi(g) ="7'7i(g) ov(c) ov(o’) donc par la proposition
2.1.7 on obtient que o — p(c) := v(oc~!) est une représentation projective de
By(G) sur L*(G). Cette représentation est appelée représentation de Weil.

Il s’agit maintenant d’obtenir une expression de v(c). Dans ce but il est plus
simple de penser & (7, L*(G)) comme (7@ ). I est un sous-espace de C[H(G)],
et on note r la représentation de H(G) sur C[H(G)| ou H(G) agit comme suit

r(g")f(9) = f(g9)-

On voit alors facilement que v,.(0) : C[H(G)] — C[H(G)| défini par (v,(0)f)(g) =
f(“g) est un isomorphisme entre les représentations r et “r. Malheureusement si
f € 1, v,.(0)f nelest pas forcément. En revanche en modifiant un peu 'expression
de v, (o) comme suit :

(v (0)f)(g) = AZf (0,x,1)g9)),

xEG
on obtient alors cette fois que I est invariant par v.(o) par le calcul suivant :
(v (@) N0, X, 2) (", X" 2") = & Eyea T 710, 1)(0, X, ) (@, X", 2))) =
T Zvea SO0, X+ X5 20", X", 2")) =
5 Zyea F700,0,2)(0, x + X, (@, X", 2"))) =
é Yea # 0, x + X', (", X", 2"))) (car Z invariant par o et f € I)

= "é‘ Y o FE0, x, (2", X", 2"))) (car x — x + X’ est une bijection de é)

= 0(0,x', 2) (v () [) (2", X", 2").
De plus /(o) est un automorphisme de I, ¢’est donc un isomorphisme entre les
représentations (07 I) et (67 I), on vient donc de construire v(o) :

Vfe HG), ge G (v(o)f = a Zf (0,x,1)9))-

xEG

La question qui se pose alors est de savoir quels sont concrétement les élé-
ments de By(G). On rappelle que H(G) a été construit a partir du cocycle dé-
fini par c((z,x), (2',x’)) = x(z')~! et on définit alors Q : G x G — U(1) par
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Q(z,x), (@', X)) = x(a'). Avec cette notation la multiplication sur H(G) s’écrit

(z,x,2) (@', X', ') = (x + 2/, x + X', 22'Q((w, x), (2, X')))-

Le théoreme suivant nous donne alors un moyen de construire des éléments de

Bo(G).

Proposition 4.6.15. Soit Q : G x G — U(1) tel que ¥ (z,x,2), (@', x, 2 €
H(G), (2, x, 2) (2", X, ') = (x + 2/, x + X, 22'Q((w, X), (2, X)) et 0 € Aut(G x G)
tel que Vx,2' € G, Vx,xX € G Qo(x,x), (@', x") = Q((z,x),(x', X)), alors
6 : H(G) — H(G) défini par 6(z,x, z) = (o(x,x), 2) est un element de By(@Q).

Démonstration. Le caractere bijectif de ¢ est évident puisque o réalise une bijec-
tion de G x G. Il reste donc a montrer que c¢’est un morphisme. Soit (x, x), (', x’) €

GxG:
o((z, x; 2) (', X', 2)) oz +a', x + X, 2'Q((x, x), (¢, X)) =
(o(z+2', x +x'),22Q(z, x), (2, X)) =
(o((z, x) + (=, )) 22'Q(o(z, x),0(z', X)) =
(o(z, x) + o2, x'), 27'Qo(x,x), 0 (', X)) =
(o(z,x), 2)(0(2', X'), ') = o(x, x, 2)a (2, X', &) O

Cela donne donc un moyen de construire des éléments de By(G) a partir de
ceux de Aut(G x G) sous certaines conditions.

Si  +— 2z est un automorphisme de G alors ¢ : H(G) — H(G) défini par
é(x, x,2) = (z,x, 2x(—3)) est une bijection de H(G) dans lui-méme ((z,x, z) —
(z,x,2x(5)) donnant la remproque). Ceci permet de définir une nouvelle multipli-
cation m’ dans H(G) telle que ¢((z, x, 2)(2', X, 2')) = m/(é(z, x, 2), o(2', X', 2')).
Le calcul donne

x —

m'((z,x, 2), (', X', 2) = (& + 2, x + X 22X (5 )X (0)-

¢: (H(G),m)— (H(G),m') devient alors un isomorphisme de groupes (o m
est la multiplication de départ).

4.6.3 Application a la construction d’une représentation de SLy(F,) sur
L? (]FqQ)

Dans cette partie nous allons appliquer ce qui précede au cas ou G est le groupe
additif Fp2 et en utilisant I'isomorphisme z — (y — ¢(tr(zy))) de Fp2 dans F,
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(proposition 4.1.3) on peut alors voir H(F,.) comme Fp x Fp x U(1) avec la
multiplication m’ définie plus haut qui donne ici :

(2,9, 2), (9, 2)) = (o 2’y + o 220 GG — 7).

En posant Q((v,y), («',y)) = ¢ (tr(5(72’ — y'x))) on a,
m'((z,y,2), (¢, 2) = (@ + 2,y + v, 22'Q(z, y), («,4))).

Puisque Fp2 et ]ﬁ; sont isomorphes (en utilisant l'isomorphisme ci-dessus) et
que Fp est un F,-espace vectoriel de dimension 2 on peut donc voir GLy(F,)
comme un sous-groupe de Aut(Iqu,Fq\z). De plus si 0 = (ﬁ Z € SLy(F,) le
calcul montre que Q(o(z,y),0(z',y)) = Q((ax + by, cx + dy), (azx" + by, ca’ +
dy")) = Q((z,y), («/,y')) donc par la proposition 4.6.15 (z,y, z) — (ax + by, cx +
dy, z) définit un élément de By(F,2). Puis en ramenant cet automorphisme dans
H(F,2) avec la multiplication initiale par I'application ¢~' définie dans la partie
précédente, on associe alors a o I'élément de By(F;2) (que 'on notera abusivement
o) défini par

(x,y,2) — (ax + by, cb + dy, ZZZJ(;tI"(—ySL‘ + (¢b+ dy)(az +y)))).

SLy(F,) peut alors étre vu comme un sous-groupe de By(F,2) et la représentation
de Weil nous donne une représentation projective

p: SLy(F,) — GL(L*(Fz2)).

Apres de nombreux calculs ([PRA, p.24]) on trouve Iexpression suivante de
cette représentation projective : Vf € L?(Fpz), Vo € Fpe

Y(deN (z))f(x sib =0
(p(0) f)(x) = { 1<zyg§q2)3p(SN)(cc)—tr(z/w)JraN(y)) f(y) sinon.

@
Mais ceci n’est qu'une représentation projective. On définit alors p de SLy(F,) dans
GL(L?*(F,2)) par : Vf € L*(F2), Vo € Fpe

U(deN(z)) f(z) sib=0
=t Zyqug 1/’(dN(x)_tr(bm)+aN(y) )f(y) sinon.

q

(o) f)(x) = {
Et on a la proposition suivante :
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Proposition 4.6.16. [PRA, Proposition 3.26] La fonction p de SLyo(F,) dans
GL(L?*(F,2)) est une représentation de SLo(F,) sur L*(F ).

Remarque 4.6.17. On sait déja pour o et o fixés qu’il existe A € C* tel que
ploa’) = Ap(o)p(c’). La démonstration de ce théoréme consiste donc simplement
& montrer que, pour f et z respectivement choisis dans L*(Fz2) et Fpe tels que

(p(o0")f)(x) # 0, on a (p(od’) f)(x) = (p(a)p(a’) f)(x).

Comme annoncé nous avons bien construit explicitement une représentation
de SLy(F,) sur L*(F2). Il reste donc, dans les parties suivantes, a trouver des
sous-représentations cuspidales de degré g — 1 de cette derniere et de les étendre a
GLy(F,).

4.6.4 Sous-représentations de degré ¢ — 1

Ici nous allons construire un sous-espace SLy(F,)-invariant pour la représenta-
tion (p, L?(Fg2)) et de dimension ¢ — 1. On note (F},), = {y € F2|[N(y) = x}.
Prenons w un morphisme de groupe de F,» dans C*. Pour la suite il est important
que la restriction de w a (FZz)l soit non-triviale. On utilise alors la proposition
suivante :

Définition 4.6.18 (caractere primitif). Soit w un un morphisme de groupe de F 2
dans C*. w est dit primitif si Vy € F} w # x o N, ot N désigne la norme sur F.

Proposition 4.6.19. Un morphisme de groupe de Fp dans C* est primitif si et
seulement si sa restriction a (Fy2)1 est non-triviale.

Démonstration. Soit w ce morphisme de groupe de Fj. dans C*. Si w n’est pas
primitif alors il est immédiat que sa restriction a (F},); est triviale. Supposons
maintenant que la restriction de w a (IFZQ)l est triviale, il s’agit de montrer que
w n’est pas primitif. Pour cela on va utiliser la propriété 6 de la partie 4.1 qui
dit que pour = € Fy, le nombre d’¢éléments y € > tels que N(y) = x est g+ 1.
On note alors z, un élément de (F;2),. On remarque que Va,2" € Fy (Fr2)zw =
2(F}2). (en utilisant une inclusion puis le cardinal) donc par hypothese on a
Vy € (F:). w(y) =w(2;). Pour z € F; on pose x(z) = w(2;), qui ne dépend pas
du choix de z, d’apres ce qui précede. Vz, 2" € F, Jy,» € (FZQ)w’ tel que 2y = 22y
donc x(72') = w(zew) = W(2eYer) = W(22)w(Yer) = wW(zz)w(22r) = x(7)x(2"). Ce
qui montre que x € Fj, de plus si y € Fy. w(y) = w(zny)) = x(N(y)) donc
w = x o N n’est pas primitif. O]

On choisit donc w un morphisme de groupe de Fp dans C* primitif, et on
considere le sous-espace W, suivant :

Wo ={f € L*(Fp)|f(yz) = w(y) "' f(z) Yy € (Fp)i}.
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Montrons que W,, est SLy(F,)-invariant pour (p, L*(F,2)).

Tout d’abord on peut se restreindre a montrer l'invariance de W, pour les
matrices t(a),u(c) et w qui engendrent SLo(F,) par la proposition 4.2.3.

Ensuite grace aux formules explicites de p on montre que Vf € L*(F2) et
Vx € Fq2

() f)(z) = ‘ql > W) S),

ol z(y) = ¥(tr(zy)).
Ce qui permet de montrer la stabilité de W, par p(o) Vo € SLy(F,).

Et voici le dernier résultat important de cette partie.
Proposition 4.6.20. Si w est primitif alors W,, est de dimension g — 1.

Démonstration. Tout d’abord puisque w est primitif il existe y € (F ;2)1 tel que
w(y) # 1. Ainsi f(0) = f(0y) = w(y)~'f(0) montre que Vf € W, f(0) = 0.
Ensuite on utilise les notations et résultats de la démonstration de la propositon
4.6.19. Pour z € F; (F}:), = 2,(F}:): donc I'image par f d’un élément de norme x
est compleétement déterminée par celle de z,. La donnée de f(z,) pour tout = € I}
détermine donc entierement f. Réciproquement se donner f € W, revient a donner
image par f d'un élément de chaque (F;:), pour z € F;. Or [F;| = ¢ — 1 donc
dim(W,,) =q — 1. O

On obtient donc une représentation (p,,, W,,) de SLy(FF,) de degré ¢ — 1.

4.6.5 Extension a GLy(F,)
Dans cette partie on va étendre (g, W,,) en une représentation de degré ¢ — 1
de GLo(F,).

b
d

(0 asio) (s o)
o= < ‘
0 det(o) mﬁw)

b
Or < CCL d ) € SLy(F,) donc toute matrice de GLy(FF,) est, de facon
det(o)  det(o)

On remarque tout d’abord que si o = (CCL ) € GLy(F,) alors

unique, le produit d’une matrice de la forme <1 2) et d’'une matrice de SLy(F,).

0
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Va € F, on commence par définir

(75 o)) 0 =t@stan,

oua € (F ;2)(1. Et on peut rapidement vérifier que la définition précédente ne
dépend pas du choix de @ dans (F}z)q.

Ensuite on étend donc naturellement (p,,, W,,) & GLy(FF,) de la fagon suivante :

Pour o € SLy(F,)
(s 2)) =+l e

Pour finir il faut vérifier que I'on a toujours bien un morphisme, c’est-a-dire
que Va,a' € F} et Vo,0' € SLy(F,),

({1 0O 10y ,\ ({1 O ((1 O0Y)\ ,
P\lo o)%\0 )7 )= P\0 a)7)P\\0 &)%)
On commence donc par montrer que pour tout o € SLQ(IFq) on a
~10~()~10‘1_~10 10\
Plo )9 \0 a 1o a)%\0 a '

Pour cela on le montre d’abord pour les matrices t(a), u(c) et w puis on étend
le résultat a o € SLy(IF,) en utilisant la proposition 4.2.3.
Ensuite on remarque aisément a partir de la définition que

(1 0y .(1 0\ (1 O

Plo a)P\o o) ~P\0 ad)
Puis on conclut par le calcul suivant :
({1 O 1 0\ ,\ ({1 O 1 0 1 0\ 1\ _
PAlo a)%\0 «)7 )~ P\\0 aa 0 a)%\0 «)7)) "
i 0\ _(/1 0 1 o0\ (o) —
P 1P 0 Cll_l 9 0 (l/_l pP\O ) =

-1

(1 0Y\_.(1 O0OY)_. .. (1 O .
P (O aal) P <0 a/—l) p(U)p <O al—l) p(0/> =

O =
N
IS]



ey}
—_
o

ey}
—_
(e}

oY

= A@AA
Q O
N———

jan)
Q
Q

(e}
I
g\
N~
ey
N~
O =
IS
T o
—
~_—
ey}
~~—
O =
IS
T o
—
~
L
™
—
Q
SN—
peY
—~
Q
—
Il

5 o\~
10\ \_ /(1 0\,
0a)%)\\0o )7 )

On obtient donc bien une représentation (p,,, W,,) de GLy(FF,) de degré ¢ — 1.

4.6.6 Représentations cuspidales de GLy(F,)

Dans cette partie nous allons montrer que, grace aux représentations (g, W,,),
nous avons construit toutes les représentations cuspidales irréductibles de GLy(FF,).

Proposition 4.6.21. Pour tout caractére primitif w de ¥y, la représentation
(pu, W) est cuspidale.

Démonstration. On va montrer que W, ne contient pas de vecteur non nul fixe par

I'action de U. On note U le sous-groupe des matrices de la forme (i (1)>, cel,.

On constate alors que wUw ™! = U donc f est fixe par U si et seulement si g, (w)f
est fixe par U. Il suffit donc de montrer que W, ne contient pas de vecteur non nul
fixe par I'action de U. Soit f € W, que l'on suppose invariant par I’action de U.
Tout d’abord on a vu dans la démonstration de la proposition 4.6.20 que f(0) = 0.
Ensuite si x € F, on a Vc € F,

0= (.} 9)4) @0 = viev@ne

Puisque ¢ non-trivial et z € F; on peut choisir ¢ € IF, tel que ¥(cN(x)) # 1. Ainsi
I'égalité ci-dessus montre que Vo € F, f(z) =0, donc f = 0. O

(Pw, W,,) est donc une représentation cuspidale de degré ¢ — 1 de GLo(F,),
elle est donc irréductible d’apres la remarque 4.5.5. Il reste donc a savoir si ces
représentations sont isomorphes deux a deux.

Proposition 4.6.22. Soient wy et wy deux caractéres primitifs de Fp,. Si les re-
présentations cuspidales (Pu,, We,) €t (Puy, Way,) sont isomorphes alors wy = wy
ou wy =wy o F' (ou F est 'automorphisme de Frobenius).
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Démonstration. On montre ce résultat par contraposée. On suppose donc que w; #
we et we # wi o F. On note respectivement y; et ys les caracteres associés a
(P> Wen) €t (P> We,). Pour u € F; on fixe @ € Fye tel que N (@) = u. Ensuite on
note 1, I'élément de W, tel que 1,(@) =1 et 1,(x) = 0 si N(z) # u. L’ensemble
{1,Ju € F;} est une base de W, (voir la démonstration de la proposition 4.6.20).
Ainsi pour tout o € GLo(F,),

X1(0) = t1(Puy (0)) = D (fun (o)1) ().

uEIFj;

En utilisant les formules donnant p,, (o) pour o € SLy(F,) et 'extension a GLy(F,)

vue précédemment on peut donc calculer les valeurs de x; : Si o = (8 O) ;

a

- _ - 1 0)fa O _ 1~
i@ = (a0 (5 2) (6 1)) 1) @ =artniean) = o)
On a utilisé ici le fait que N(a) = a® car a € Fj. Ainsi tr | pu, g 2 -

uer; wi(a) = (¢ — Dwi(a),
Pour les autres classes de conjugaisons le calcul donne :

Pour finir les éléments de GLy(FF,) dont le polynéme caractéristique est irréduc-
) avec X2 —bX +a

1 b

irréductible dans F, mais ayant donc deux racines conjuguées s et F'(s) dans [Fpe.

On a alors le résultat suivant :

r <ﬁwl <(1) Z)) — —or(s) —wi(F(s).

Démonstration. On commence par calculer <ﬁwl (O —a) 1u> (a).

tible sur IF, sont semblables a des éléments de la forme

b)) (- ()
b 9o 22)0)
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(10 ()t 5
(2 (3 ) (o 2 e, w<”N<L”“>f<y>)> (@) =
A0 e, (L) fy) avee d tel que N (@) = a
_ —wi(a) Zye]FQQ ¢(tr(yax —bN (z) )f( )

q
Donc :

s (0 —a ~\ _ —wi(a r(gai)—bN (i
(pm (1 ) ) 1u) (i) = =2 g, (TN 1 (y)

Or 1,(y) # 0 si et seulement si y € (F},), = 4(F;2)1, et dans ce cas 1,(y) =
1,(20) = wi(2)~" avec z € (F}2)1, donc :

- (0 —a - —w1(@ r(zGaa) —bN (i -
(pw1 <1 b ) 1u> (U) = ;( )ZZG(FZ2)1 7?(%)001(2) !

= =@ ey p(HEZE 4 (2) car N (@) = Ga = u

= %@ Yo, p(Erawtzauzbuy () car 7 = 2 et tr(a) =2+ T
q

—wi(a w(z=la+25— _ B
- % ZZE(FZQ)I ﬁ’(%)wl(z) Learw=u

On peut donc maintenant calculer tr (ﬁwl <(1) Z)) :

N 0 a —wi(a u(z~ta+za— _
tr <pm <1 b)) = % Zue(lﬁ‘;) ZzG(F*gh w(%)wl(z) !

—wi(a z~ta+za—b
= %) ZzE(]FZQ)l Wl(z) > ue (F3) ¢(7+))

zla+za—b=0% aa+ (za)> —b(za) =0
& (za)? —b(za) +a=0%& (za = a
& (z=aa'souz=aa'F(s))
On vérifie rapidement que aa™'s et aa™"F(s)) sont bien dans (F},),. Ensuite :

Siz=aa'souz=aa'F(s):

> wl

ue(lFy)

u(z7ta+ za — b)
a

)=q-1
Et si z # aa~'s et 2 # aa 1 F(s) :

5 ¢(u(2_1&+za ~ Y v

ue(Fy) a ue(Fy)

Ainsi on obtient :
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tr <ﬁwl (? Z)) = %@(ZZG(F;M (—w1(2) ™ twi(@a's) +wi(aa F(s)) ™!
+(g — Dwi(@a=ts)™' + (¢ — Dwi(@a F(s))™)

= = (Ceey (~wi(2) ) +a(wi(aas) ™) + g(wi(aa F(s)) )

_ w1(&)(zze(ﬂr;2)l wi(z)™) —wi(as™) —wi(aF(s)™)

q

Or sF(s) = a donc :

~ 0 a wi(a —
tr <pw1 (1 b)) = #(Zze(FZQ)I wl(z) 1) — wl(s) — W1<F(S))
Il reste donc maintenant & montrer que A = 3¢ ), wi(2)~" = 0.

Tout d’abord puisque z — z~! est une bijection de IF(’;2)1 on a

A= Y wizx) = > wi(?)

ZE(IF;2)1 ZG(F;2)1

Ensuite comme w; est un morphisme de groupe de F}, dans C* :

0= ZzEFZQ wi(z) = Zueﬂ*‘; Zze(FZQ)u w1 (2)

= uer: Eze(F22)1 wi(22,) pour tout z, € (Fy2)u

= Yuer: w1 (2y) Zze(F;2)1 wy(z) pour tout z, € (IFZQ)U

= (Zuer; wi1(z4))A pour tout z, € (Fpz)y

Donc soit A = 0 et c’est fini, soit Zueng w1 (zy) = 0 quelque soit le représentant
z, de (Fy2), pour tout u.

Notons By, Bs, ..., B4—1 les ensembles (IF;‘Q)U avec u € 7.

Ainsi V(21, ..., 24-1) € By X -+ X By_1, Y0 wi(z) = 0.

En particulier en fixant (2, ...,24-1) € B2 X -+ X By_; et en faisant varier z

dans By = (F};); on trouve que w; est constant sur (F.); égale a wi(1) = 1. Or

cecl est impossible car w; est un morphisme de groupe de Fy, dans C* primitif,
donc sa restriction a (IFy2); ne peut étre triviale.

]

Pour montrer que (pu,, Wa,,) €t (Puy, Wa,) sont non isomorphes on va montrer
que (x1,x2) = 0. Voici d’abord quelques petits résultats qui vont étre utiles :
wy et wy ainsi que w; et wy o F' sont non isomorphes donc par orthogonalité des

caracteres :
> wil@ws(a) = Y wi(a)(ws o F)(a) = 0.

ackF* acF*
qa? qa?
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Notons Py, ..., P, les polynomes de degré 2 irréductibles dans F;. On a donc

r = QQT_q. Vi € [[1..r]] on choisit o; une racine de P; dans F}, et alors I'autre

racine est F'(o;). De plus puisque F o F' = F on a que pour tout i # j, a; # «; et
a; # F(a;). On a donc que {ay, F(a), ..., ar, F(a,) } = F2\F;.

Pour finir on rappelle que si a € F; on a F(a) = a.

En utilisant ces résultats et ’analyse des classes de conjugaison de GLo(F,) on
peut maintenant calculer (x1, x2) et montrer que ce produit scalaire est nul :

(X1, Xx2) = Xuer: ((¢ = Dwi(a))((¢ — Dw2(a))
+ Yaer; (¢ — 1)(g + 1)(—wi(a))(—w2(a))
+ Yi<i<r (¢ — D(—wi(e) — wi(F () (—wa(ei) — wa(F ()
= Yaer; (¢ — Dwi(a)wz(a) + Xaer; 4(q — Dwi(a)wz(a)
+ Yi<icr (¢ — D(wi(w) + wi(Fag))) (walaw) + wa(F(ai)))
= Yaer; 4(¢ — Dwi(a)wa(a) + Xaer; 4(q — Dwi(a)wz(a)
+Xi<i<r q(q — w1 (vi)wa (o) + Xi<i<r q(q — Vw1 (F(a))wa(F ()
+ Yi<i<r 4(q — Dwi(ai)wa(F(ai)) + Xi<i<r ¢(q — Dwr (F(g))wa ()
= Yaer; 4(¢ — Dwi(a)wa(a) + Xaer; a(q — Dwi(a)wz(a)
+ ZQGFZQ\]FZ q(q — Dwi(a)wz(a) + Xi<icy (¢ — Dwi () (w2 0 F)(a)
+ Y1<icr (¢ — Dwi (F(ay)) (w2 o F)(F (o))
= aerr, (g — Dwi(a)wz(a) + Xaer; a(q — Dwi(a)(wz o F)(F(a))
+ZaEIE‘* \r; 4(¢ — Dwi(a) (w2 0 F)(a)
=q(¢g—1)% ack*, wi(a)wz(a) + q(qg — 1) Laerr, wi(a)(wz o F)(a) = 0.
]

Comme il y a exactement g — 1 caracteres non primitifs de Fy, on a donc

q? —q caracteres primitifs. Donc d’aprés la proposition précédente les (p.,, W.,) nous
. 2— 7’ . . . / . .

donnent au moins 45 représentations cuspldales irréductibles non isomorphes

deux a deux. Or on sait qu’il y a exactement q — representatlons cuspidales irré-
ductibles non isomorphes deux a deux. Ce qui 81gn1ﬁe qu’on les a toutes. De plus
cela prouve la réciproque de la proposition précédente.

4.6.7 Bilan

Apres les avoir construites voici un résumé de I’ensemble des représentations
irréductibles de GL4(F,) deux a deux non-isomorphes :

1. ¢ — 1 représentations irréductibles de degré 1,

2. q — 1 représentations irréductibles de degré g,
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3. &2@_2) représentations irréductibles de degré g + 1,

4. % représentations irréductibles de degré g — 1.

En sachant que pour chacune d’entre elles la partie 4 donne les moyens de
construire explicitement ces représentations.
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