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Introduction

Les notes qui suivent proposent une introduction & la théorie des représentations
via ’exemple des algebres de Lie semi-simples complexes. Elles ont servi de sup-
port pour un cours de Master 2 de 45 heures & Clermont-Ferrand en 2015/2016. La
premiere partie présente la théorie générale des algebres de Lie, avec notamment les
principaux théorémes classiques (théoremes d’Engel, de Lie, de Poincaré—Birkhoff—
Witt et d’Ado). La seconde partie concerne les algeébres de Lie semi-simples. Elle
présente la structure de ces algébres (en construisant et étudiant leurs systeémes
de racines) puis la construction de leurs représentations “de plus haut poids”. No-
tons que la classification des algebres de Lie semi-simples n’est pas traitée. Enfin,
dans une troisieme partie nous avons rassemblé des feuilles d’exercices illustrant les
notions vues dans le cours ainsi que les sujets d’examens proposés aux étudiants.

Les sources principales utilisées pour préparer ces notes ont été les suivantes :

(1) K. Erdmann, M. Wildon, Introduction to Lie algebras, Springer Undergra-
duate Mathematics Series, Springer-Verlag, 2006.

(2) J. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory, Se-
cond printing, revised, Graduate Texts in Mathematics 9, Springer-Verlag,
1978.

Cependant, par rapport a ces ouvrages, on a essayé d’insister plus sur le point de
vue de la théorie des représentations. Pour des compléments, le lecteur intéressé
pourra également consulter notamment :

(1) A. Henderson, Representations of Lie algebras. An introduction through gl,,,
Australian Mathematical Society Lecture Series 22, Cambridge University
Press, 2012.

(2) M. Geck, On the construction of semisimple Lie algebras and Chevalley
groups, Proc. Amer. Math. Soc. 145 (2017), no. 8, 3233-3247.

Je remercie V. Gouttard pour m’avoir signalé une erreur dans une démonstra-
tion.






Premiere partie

Structure des algebres de Lie






Chapitre 1
Préliminaires d’algebre linéaire

1. Rappels sur les corps

1.1. Caractéristique. Soit k un corps. Pour tout n € N, on définit

n=1+---4+1 (n termes).

Pour n € Z \ N, on pose  := —(—n). On peut facilement vérifier que I’application
(1.1) { z =k
n = 7

est un morphisme de groupes (et méme d’anneaux), de sorte que son noyau est un
sous-groupe de Z, donc est de la forme pZ pour un p € N. Par définition, on a

pZ ={ne€Z|n=0}.

DEFINITION - PROPOSITION 1.1. L’entier p est soit 0, soit un nombre premier.
On lappelle la caractéristique de k.

DEMONSTRATION. Supposons que p n’est ni 0, ni un nombre premier. Alors on
peut écrire p = qr, avec 1 < g <pet 1l <r <p.On a, dans k,

0=p=gq-T.
Comme k est un corps, ceci implique qu’on a soit ¢ = 0, soit 7 = 0, en d’autres
termes que soit ¢ soit r appartient au noyau de (1.1), c’est-a-dire & pZ. Ce qui est
absurde. ([
EXEMPLE 1.2. (1) Les corps Q, R et C sont de caractéristique 0.

(2) Sip est un nombre premier, le corps Z/pZ est de caractéristique p.
1.2. Corps algébriquement clos.

DEFINITION 1.3. Le corps k est dit algébriquement clos si tout polynéme P €
k[X] admet une racine (dans k).

La principale conséquence de cette définition que nous utiliserons dans ces notes
est la suivante : si k est algébriquement clos et si V' est un k-espace vectoriel de
dimension finie, alors tout endomorphisme de V' admet une valeur propre (puisque
les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique).

EXEMPLE 1.4. (1) Le corps C est algébriquement clos.

(2) Les corps Q et R ne sont pas algébriquement clos. (Par exemple, le polynome
X? + 1 n’admet pas de racines dans R, et donc a fortiori dans Q.)

9



10 1. PRELIMINAIRES D’ALGEBRE LINEAIRE

(3) Si p est un nombre premier, le corps Z/pZ n’est pas algébriquement clos.
(Par exemple, le polynéme

p—1
1+ [[(x -m)
m=0
n’admet pas de racine dans Z/pZ.)

2. Rappels d’algébre linéaire

2.1. Image et image inverse de sous-espaces. Soit k un corps. Si E, F
sont des k-espaces vectoriels et f : ' — F est une application linéaire, pour tous
sous-espaces vectoriels B/ C E et F' C F', on pose

FE) = {f(x), z€ E'} CF,
fYF)={z€E|f(z)eF}CE.

On rappelle que f(E') et f~1(F’) sont des sous-espaces vectoriels de F et E, res-
pectivement.

EXERCICE 2.1. Soient E,F des espaces vectoriels, et soit f : E — F une
application linéaire.

(1) Montrer que pour tout sous-espace vectoriel B/ C E on a
FTUS(E") = B+ Ker(f).

(2) Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F/ C F', on a
FUTHE) = F' 0 Im(f).

2.2. Espace vectoriel quotient. Soit E un k-espace vectoriel, et F' C E un
sous-espace vectoriel. Pour tout z € F on peut considérer la classe

x+F:={zx+y,yeF} CE.

Par définition, le quotient E/F est ’ensemble des sous-ensembles de E de la forme
x + F pour z € E. Il est muni d’une structure d’espace vectoriel, ou

AN(z+F)=\-2)+F, (+F)+@y+F)=(@x+y)+F

Le vecteur nul de ’espace vectoriel E/F est 0+F = F. Par définition, pour 2,y € E
on a

(2.1) x+F=y+F & x—yebF.
On a une application naturelle

[ E —- EJF
T r — x+F°

qui est clairement surjective. On vérifie facilement que 7 est une application linéaire.
Pour tout z € E on a 7 1(n(x)) = 2 + F C E. En particulier Ker(r) = F, et
n’est pas injective si F' # {0}.

REMARQUE 2.2. Si z,y € E, on utilise parfois la notation
r=1y modF
pour dire que 7(z) = 7(y), c’est-a~dire que x —y € F.
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EXERCICE 2.3. Soit F/ C E un supplémentaire de F', c’est-a-dire un sous-espace
vectoriel tel que £ = F @ F’. Montrer que la composée

F'—<ES E/F
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
2.3. Annulation et factorisation.

DEFINITION 2.4. Soient E, F', G des espaces vectoriels, et f : E — G, g :
E — F des applications linéaires. On dit que f se factorise par g s’il existe une
application linéaire h : F' — G telle que f = hog.

Fixons maintenant E' un k-espace vectoriel et F' C E un sous-espace vectoriel,
et notons 7 : E — E/F la projection associée.

PROPOSITION 2.5. Soit G un espace vectoriel et f : E — G une application
linéaire. Alors f se factorise par m ssi f(F) = {0}. De plus, si cette condition est
vérifiée, Uapplication linéaire g : E/F — G telle que f = gom est unique.

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que f = hon pour une application
linéaire h : E/F — G. Alors Ker(f) = Ker(hom) D Ker(n) = F, donc f(F) = {0}.
Réciproquement, supposons que f(F) = {0}. On définit alors Papplication

f:E/F -G

en posant, pour z € E, f(x + F) = f(x). Cette application est bien définie puisque
siz+ F=y+ F alors ¢ —y € F (voir (2.1)), donc on a

f(@) = fly) = f(x —y) =0,

ce qui montre que f(x) = f(y). D’autre part on a clairement f = fom, et f est
une application linéaire puisque pour z,y € E et A\,u € k on a

FMNz+F)+puly+F) =Ff((Az+py) + F) = f0x + py)
=M () + pf(y) = Mz + F) +pf(y + F).

Ceci acheve la preuve de I’équivalence des deux propriétés.
Finalement, comme 'application 7w est surjective, ’égalité f = g o m détermine
limage par g de tout vecteur de E/F, ce qui prouve 'unicité. ([l

Comme vu dans exercice 2.3, le quotient E/F est isomorphe & n’importe
quel supplémentaire de F. L’intérét principal du quotient E/F par rapport a un
supplémentaire est qu’étant donné une structure sur E qui stabilise F' (en un sens
approprié), on peut souvent en déduire une structure similaire sur E/F, ce qui n’est
en général pas possible en considérant un supplémentaire. Par exemple, soit f un
endomorphisme de F tel que f(F) C F. Alors la composée 1o f : E — E/F est
nulle sur F, de sorte que d’apres la proposition 2.5 il existe un endomorphisme f de
E/F tel que o f = for. Par contre, si F’ est un supplémentaire de F', en général on
n’apas f(F') C F’, de sorte que f ne définit pas “naturellement” d’endomorphisme
de F’. (En fait, il est méme possible qu’il n’existe aucun supplémentaire F’ de F tel
que f(F’") C F'.) Un autre exemple de ce phénomene apparaitra dans le contexte
des algebres de Lie et de leurs idéaux au chapitre 2.
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2.4. Noyau et image.

PROPOSITION 2.6. Soient E, F deux espaces vectoriels, et soit f : E — F une
application linéaire. Alors f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

E/Ker(f) = Im(f).
DEMONSTRATION. Puisque f(Ker(f)) = {0}, Papplication

{ E/Ker(f) — F
z+Ker(f) — f(x)

est bien définie, et linéaire (voir la proposition 2.5). Cette application prend clai-
rement ses valeurs dans Im(f), on peut donc la considérer comme une application
linéaire de E/Ker(f) vers Im(f).

Vérifions que f : E/Ker(f) — Im(f) est surjective. Soit y € Im(f). Par
définition il existe z € F tel que y = f(x). Alors y = f(x + Ker(f)), ce qui
prouve la surjectivité.

Finalement, vérifions que f est injective. Soit = + Ker(f) € E/Ker(f), et sup-

posons que f(z + Ker(f)) = 0. Alors on a

0= f(z+Ker(f)) = f(x).
Donc z € Ker(f), et donc x +Ker(f) = Ker(f), ce qui prouve l'injectivité et achéve
la preuve. O

3. Produit tensoriel

3.1. Définition. Soient E, F' deux k-espaces vectoriels de dimension finie *.
Soient e = (ey,---,e.) une base de E et f = (f1,---,fs) une base de F. On
considere alors 1’espace vectoriel T(E, F, e, f) dont une base est constituée des sym-
boles e; @=f f; pour i € {1,--- ,r} et j € {1,---,s}.

Pour tous v € E et w € F on définit le vecteur v ®*f w € T(E, F,e,f) de la
fagon suivante. Décomposons v et w sur les bases e et f respectivement :

T S
v:Z)\iei7 w:ZMjfj-
i=1 j=1

On pose alors

v @ w = Z Aot €5 @ f.
ie{t, )
Je{l, s}

Notons que si v = e; est un vecteur de la base e et w = f; est un vecteur de la base
f, le vecteur e; ®°F f; défini de cette facon coincide bien avec le vecteur noté de la
méme fagon précédemment.

PROPOSITION 3.1. Pour tout autre choiz de bases € de E et f' de F, il existe
une unique application linéaire

o T(E F.ef) » T(E,F,e,f)
qui vérifie la propriété

/ f/ ! !
o e w) = v el w

1. Cette hypothése ne joue aucun role important, mais permet de fixer plus facilement les
notations pour les bases.
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pour tous v € E et w € F. De plus, pour toutes bases e, €, f, f', on a
e,f e’ f Id
Per 1 © Pef = LAT(E,Fref)-
!/ gl
En particulier, goz’]éf est un isomorphisme.
! gl
DEMONSTRATION. Le morphisme ¢ ];f doit en particulier vérifier
e f’ e,f e’ f
Pt (€% fi) =€ ® " fj.

Cette équation détermine <p2 ;f de fagon unique puisque les vecteurs de la forme

e; @ f; forment une base de E® F.
Considérons maintenant 'unique application linéaire ¢ de ’espace vectoriel
T(E, F,e,f) vers T(E, F,e',f") qui vérifie

@(ei ®e,f fj) =e¢; ®e ,f fj~

Soient m; , et n;; les scalaires définis par les conditions

T S
€= Mik-cp  fi= nju-fi.
k=1 1=1
Soient maintenant v € E et w € F. On veut montrer que
p(v @™ w) =v e .

Décomposons v et w sur les bases e et f respectivement :

T S
U:Z)\i-ei, w:Z,qufj.
i=1 j=1

On a alors

o(v @ w) = ¢ Z iy - e; @°F f;

ie{t, 1}
VISEREN)
= Y dayeslaef)
ie{l,---,r}
Je{1, s}
= > e
i€{1, -}
Je{1l, s}
= Z >\Z/*Lj . Z mi,knj,l . e;g ®e’,f' fl/
ie{l,---,r} ke{l,-,r}
je{l, s} le{l,,s}
= Z (Z )\imi,k> . Zujn],k . 62; ®€ f fl/~
ke{l,-,r} \i=1 j=1

1e{1, s}
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Or on a

T r r T T
!/ !
v = E )\z e = E )\1 . E mi k€ | = E )\imi’k * €
i=1 =1 k=1 k=1 \i=1
et

S S S S S
WZZﬂj'fj:Z#j'(Z";’J'ﬁ)ZZ > winga | - .
Jj=1 Jj=1 =1 =1 \j=1
Donc, par définition, on a

T K
v ®e"f/ w = Z (Z /\imi,k> . Z:ujnj,k . 62) ®e’7f/ fllv
7} \i=1 j=1
{1, ,s}
ce qui prouve que
o0 w) = v w,
et donc que gpi);f existe (et est égale a 'application ¢ considérée ci-dessus).
L’application gpz;ff, o s ;f vérifie
oot (5t ) =vetTu
pour tous v € E et w € F, et donc en particulier
f ! f _ f
Yo o e (@Y fi) =e; @ f;
pour tous i € {1,--- ,r} et j € {1,---s}. Comme les vecteurs e; @ f; forment une
base de T(E, F,e,f), ceci implique que
of '

Pop o ¥ei =ldr(nFef:

Les mémes arguments montrent que
/’f‘/ ’f

Yot Yo = ldr(m pe ),

ce qui implique que gozigf’ est un isomorphisme (d’inverse gaz}ff/). O
La proposition 3.1 montre que I’espace vectoriel T(E, F,e,f) est indépendant

du choix des bases e et f, a identification canonique pres. On le note donc E ® F,
et on 'appelle 'espace vectoriel produit tensoriel de E et F. Notons qu’on a

dim(E ® F) = dim(E) - dim(F).

De méme, pour tous vecteurs v € E et w € F, le vecteur v®%fw est indépendant du
choix de e et f, au sens ol l'identification canonique de I'espace vectoriel T(E, F e, f)
avec T(E, F,¢e',f') envoie v ®f w sur v @ w. On note donc ce vecteur

vQuweEERFE.
Cette construction définit une application canonique
(3.1) Ypr:ExF —EQF,
qui n’est pas linéaire. En fait cette application est bilinéaire : elle vérifie
Y Fp(Av 4+ p2, w) = Mg p(vi, w) + e, r(ve, w),
Yp,F (v, M1 + pws) = Mg r(v,w1) + wbe F(v, w2)
pour A\, u € ket v,v1,v9 € E, w,wy,wy € F.
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REMARQUE 3.2. Les vecteurs de la forme v ® w (c’est-a-dire les vecteurs dans
I'image de I’application g r) sont appelés tenseurs purs. Ces vecteurs engendrent
Pespace vectoriel £ ® F. Mais, si dim(E) > 2 et dim(F') > 2, il existe des vecteurs
dans E® F qui ne sont pas des tenseurs purs. Par exemple, choisissons F = F = k2,
muni de sa base canonique (e, e2). Les tenseurs purs sont les vecteurs de la forme

(Ner+pex) @ (Nep+p'es) = AN e @er + A\ -e1 ®@ea + N p-ea®@eq +pup - ea @es.

En particulier, si le coefficient de e; ® ey est nul, alors soit le coefficient de e; ® eq
soit le coefficient de es ® ey est nul. Ceci montre que le vecteur

€1 ®es+e2®e
n’est pas un tenseur pur.

EXERCICE 3.3 (Propriété universelle du produit tensoriel). Soient E, F,G des
k-espaces vectoriels, et soit ¢ : E x F' — G une application bilinéaire. Montrer qu’il
existe une unique application linéaire ¢’ : E® F' — G telle que ¢ = ¢’ o g g, ot
Yer: ExF — E®F est 'application canonique considérée ci-dessus.

EXERCICE 3.4. Montrer que si E, Eq, Eo, F', Fy, F5 sont des espaces vectoriels,
il existe des isomorphismes canoniques

(E1XE2)®F§E1®FXE2®F et E®(F1XF2)§E®F1XE®F2.

3.2. Fonctorialité. Considérons quatre espaces vectoriels Ey, Fo, F, Fy de
dimension finie, et des applications linéaires g : F4 — E5 et h: F} — F5.

PROPOSITION 3.5. Il existe une unique application linéaire
w0 E1QF — FEyQF,
telle que, pour tous v € E1 et w € Fy, on a
(v @ w) = g(v) @ h(w).
Cette application linéaire est notée g ® h.

DEMONSTRATION. La condition de 1’énoncé définit ¢ sur les tenseurs purs.
Comme ces vecteurs engendrent Ey ® Fy (voir la remarque 3.2), il ne peut exister
au plus qu'une application linéaire satisfaisant cette condition.

Démontrons maintenant ’existence de ¢. Soit e = (eq,- - ,e,) une base de F;
et f = (fi,---, fs) une base de Fy. Alors les vecteurs e; ® f; (pour i € {1,---,7} et
je{l,---,s}) forment une base de F; ® F;. On peut donc définir une application

QDZE1®F1—>E2®F2

par la condition que ¢(e; ® f;) = g(e;) ® h(f;) pour tous ¢,j. Soient maintenant
v € Fq et w € Fy des vecteurs quelconques. Décomposons v et w sur les bases e et
f respectivement :

sz)\i-ei7 U):Zﬂjfj
=1 j=1
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On a alors

plv@w) =y Z it - € @ fj

ie€{l,--,r}
je{la"'vs}
= Z Aiptj - ple; @ f)
i€{l,---,r}
je{la”' )S}
= > i gle) @h(f))
i€{1,---,r}
JE{1, s}
= <Z /\ig(ei)> @ [ > uin(f))
i=1 j=1
= g(v) ® h(w).

(Ici, la quatrieme égalité découle de la bilinéarité de V'application g, ,.) Notre
application linéaire ¢ vérifie donc la condition de I’énoncé, et 'existence est prouvée.
|

EXERCICE 3.6. Exprimer Ker(g®h) et Im(g®h) en fonction de Ker(g), Ker(h),
Im(g) et Im(h).

3.3. Associativité. Considérons trois espaces vectoriels Fy, Fy, E3 de dimen-
sion finie.

PROPOSITION 3.7. Il existe un unique isomorphisme d’espaces vectoriels
¢:(E1® Ey) ® E3 = By ® (B ® E3)
tel que, pour tous v1 € FE1, vo € Ey et v3 € E3, on a
(3.2) o((v1 ®v2) ®v3) = v1 ® (V2 @ v3).

DEMONSTRATION. L’unicité est claire, comme dans la preuve de la proposi-
tion 3.5. Pour démontrer lexistence, on fixe des bases e = (ey, - ,e,) de Ey,
f={(f1,---,fs) de Ea, et g = (g1, -+ ,g+) de E3. Alors les vecteurs (e; ® f;) ® g
(pour i € {1,---,7}, j € {1,---,s} et k € {1,---,t}) forment une base de
(F1 ® Es) ® E3. On peut donc définir une application

p:(E1®@E)®@ E3 — By ® (B2 ® E3)
par la condition que
(e @ fj) @ gr) = € @ (fj @ gr)

pour tous 4,7, k. Soient maintenant v; € Ei, vo € FEs et vy € FE3 des vecteurs
quelconques. Décomposons v1, va, v3 sur les bases e, f, g respectivement :

r s t
v = E Ai - €, vy = E wi - fi, vy = E Vk * Jk-
i—1 j=1 k=1
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On a alors

plmew)ev)=¢| Y X (a® f;) @

i€{1,---,r}
JE{1, s}
ke{l,---,t}
= > v o((ei ® f5) ® gi)
ie{l,-,r}
Je{1,-,s}
ke{l,---,t}
= Z )\i,uj'l/k e ® (fg ® gk)
ie€{l,--,r}
je{17”‘7s}
k€{17...7t}

:<Z)‘i'ei>® Zuj-fj ®<ZVk'gk>
i=1 j=1 =1

=1 X ('02 & ’113).

Notre application linéaire ¢ vérifie donc bien la condition de la proposition, et la
preuve est complete. O

En utilisant la proposition 3.7, on peut donc identifier les espaces vectoriels
(F1 ® Ey) ® E5 et £ ® (F2 ® FE3), et les noter plus simplement E; ® Fy ® E5. De
méme, si vy, ve, v3 sont comme ci-dessus, (3.2) montre que le vecteur v @ va @ v3 €
V1 ® Vo ® V3 est bien défini.

De fagon plus générale, en utilisant la proposition 3.7, on peut vérifier que si

FEyq,---, E, sont des espaces vectoriels, leur produit tensoriel
El X ® En
est bien défini, et si (v, -+ ,v,) € E1 X -+ X Ey, le vecteur

ful®...®vn€E1®...®En

est bien défini.






Chapitre 2

Définitions et exemples

Dans ton le chapitre, on fixe un corps k.

1. Algebres de Lie
1.1. Définition.

DEFINITION 1.1 (Algebre de Lie). Une algébre de Lie (sur k) est un k-espace

vectoriel g, muni d’une application
[ —l:9xg—g

qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) (bilinéarité) pour tous z,y,z € get \,p €k on a

Az +py, 2] = A, 2] + ply, 2] et [z, Ay + pz] = Mz, y] + pl, 2];
(2) (antisymétrie) pour tout x € g on a [z,z] =0;
(3) (identité de Jacobi) pour tous x,y,z € g on a
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [z, [z, 9]] = 0.
L’application [—, —] est généralement appelée crochet de Lie ou commutateur.

REMARQUE 1.2. (1) Soient z,y € g. Les conditions d’antisymétrie et de
bilinéarité impliquent que

0=[z+yz+yl =z 2]+ [z +[y,2] + [y 9] = [z,9] + [y, 2].
On en déduit que
[y,x] = —[m,y].

En particulier cette relation implique que, si on a vérifié 'antisymétrie, il
suffit de vérifier la premiere des relations de bilinéarité.

(2) Puisque [—, —] est bilinéaire, d’apres 'exercice 3.3 du chapitre 1, elle définit
une application g ® g — g, qu’'on notera de la méme fagon. Le crochet
de Lie peut donc étre défini comme une application g ® g — g qui est
antisymétrique et qui vérifie I'identité de Jacobi.

ExXEMPLE 1.3. Si V est un k-espace vectoriel, on peut définir une structure
d’algebre de Lie sur V' en définissant le crochet [—,—] : V X V — V par [v,0'] =
0 pour tous v,v’ € V. (Cette application vérifie évidemment les conditions de
bilinéarité, d’antisymétrie et I'identité de Jacobi.) Une algebre de Lie de cette forme
(c’est-a-dire telle que le crochet de Lie est 'application nulle) est appelée abélienne
ou commutative.
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1.2. Produit d’algebres de Lie.

PROPOSITION 1.4. Soient g et b deux algébres de Lie. Alors l’espace vectoriel
produit g X b, muni de Uapplication

[]_{(gxb)x(gxb) — gxbh
Tl (@), (@hy) = (2] [y y])

est une algébre de Lie.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que cette application est bilinéaire, anti-
symétrique et qu’elle vérifie I'identité de Jacobi. Soient x,y,z € g, 2',y', 2’ € h et
A, p € k. On a alors

A, 2") + pu(y, y). (2, 2))] = [(Az + py, Ao’ + py'), (2,27)]
= ([)\Z‘ + 1y, Z]7 [)‘xl + :uy/v Z/]) = ()\[.’L‘, Z] + :u[y’ z]7 )‘[xlv Z/] + M[y/a z/])
= Mz, 2], [, 2']) + u(ly, 21, [¢, ') = Al(w, 2"), (2, 2")] + pl(y, ¥'), (2, 2)].
De méme, on peut vérifier que
[(z,2), My, ) + u(z,2)] = A(@,2"), (v,9)] + ul(z, 2'), (2,2)],

ce qui prouve la bilinéarité.
Soient maintenant € g et ' € h. On a

[(2,2"), (z,2")] = ([z, 2], [+, 2"]) = (0,0),
ce qui prouve I'antisymeétrie.
Finalement, soient z,y,z € get 2’,y’, 2’ € h. On a

[(z,2"), (v, 9), (=, 2N + (5, 9), [z, 2), (@, )] + [(2,2"), [(2, 2"), (3,9/)]
= ([z, [y, 21l + [y: [2,2]) + [=, [, 0]], [, I, 2+ I, [ 2+ 12, 2, 0 ]D)
= (0,0),
ce qui acheve la preuve. [
REMARQUE 1.5. Comme pour les espaces vectoriels, on note parfois le produit
g xbhpargdh.
2. Algebres et algebres de Lie

On rappelle quune k-algébre! est un anneau A, qui est muni d'une structure
d’espace vectoriel sur k (telle que ’addition pour cette structure d’espace vectoriel
et pour la structure d’anneau coincident), ces structures vérifiant la condition

A-(ab)=(A-a)b=a(A-D)
pour A € ket a,b € A. (En d’autres termes, la multiplication est bilinéaire)

PROPOSITION 2.1. Soit A une k-algebre. Considérons I’application

[-,-]:AxA—= A
définie par
[a,b] := ab—ba
pour a,b € A. Alors A, munie de Uapplication [—, —], est une algébre de Lie.

1. On utilise parfois le terme d’algebre associative pour insister sur le fait que le produit est
associatif. Cette propriété sera toujours supposée vérifiée.
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DEMONSTRATION. On vérifie les 3 conditions de la définition. Commencons
par la bilinéarité. Pour a,b,c € A et A,u €k on a

[Aa + pb, c] = (Aa + pb)e — c(Aa + pub) = A(ac) + p(be) — A(ca) — u(cd)
= Mac — ca) + p(be — ¢b) = Ma, c] + pb, ¢].
La vérification de la condition
[@, Ab + pc] = Aa, b] + plb, ]
est similaire, et laissée au lecteur.
Considérons maintenant ’antisymétrie. Pour a € A on a
la,a] = aa —aa = 0.

Finalement on vérifie I'identité de Jacobi. Pour a,b,c € A on a

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + e, [a,b]] = [a,be — ¢b] + [b, ca — ac] + [c, ab — ba]
= a(bc — ¢b) — (be — cb)a + b(ca — ac) — (ca — ac)b + c(ab — ba) — (ab — ba)c
= abc — acb — bea + cba + bea — bac — cab + acb 4 cab — cba — abe + bac = 0,

ce qui acheve la démonstration. O

Cette proposition permet d’exhiber des exemples moins triviaux d’algebres de
Lie. Par exemple, si V' est un espace vectoriel, alors l’espace vectoriel Endg (V)
des endomorphismes de V' (comme k-espace vectoriel) est une algebre pour la loi
f 9= fog. On peut donc le munir d’une structure d’algebre de Lie, avec crochet

[f.9)=Ffog—gof
Cette algebre de Lie sera notée gl(V).
De fagon similaire, si n € N, I'espace vectoriel M, (k) des matrices de taille n xn
a coefficients dans k est une algebre pour le produit des matrices. On peut donc le
munir d’une structure d’algebre de Lie. Cette algebre de Lie sera notée gl,, (k).

3. Morphismes d’algebres de Lie

DEFINITION 3.1 (Morphismes d’algebres de Lie). Soient g et h deux algebres
de Lie. Un morphisme d’algébres de Lie de g vers b est une application linéaire
@ : g — b qui vérifie

o[z, y]) = le(x), 0 (y)]
pour tous x,y € g. On dit que ¢ est un isomorphisme d’algebres de Lie si ¢ est
bijective.

Si g = b, on parle d’endomorphisme d’algébre de Lie et d’automorphisme
d’algebre de Lie.

REMARQUE 3.2. (1) Sip:g — hety:h — tsont des morphismes
d’algebres de Lie, alors v o ¢ est un morphisme d’algebres de Lie.

(2) Si A et B sont deux algebres et si ¢ : A — B est un morphisme d’algebres,
alors ¢ est également un morphisme d’algébres de Lie (pour les structures
sur A et B fournies par la proposition 2.1).

EXERCICE 3.3. Montrer que si ¢ : g — b est un isomorphisme d’algebres de
Lie, alors I'application ¢~! : h — g est également un isomorphisme d’algébres de
Lie.
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EXEMPLE 3.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soit (eq, -, e,)
une base de V. Alors I’application

@ :gl(V) — gl (k)
qui envoie une application linéaire f sur sa matrice dans la base (e1,--- ,e,) est un
isomorphisme d’algebres. C’est donc également un isomorphisme d’algebres de Lie.
4. Sous-algebres de Lie
4.1. Définition.

DEFINITION 4.1 (Sous-algeébre de Lie). Soit g une algébre de Lie. Une sous-
algébre de Lie de g est un sous-espace vectoriel h C g tel que, pour tous z,y € b,
on a [x,y] € h.

REMARQUE 4.2. Si h et £ sont des sous-algebres de Lie de g, alors h N ¢ est

également une sous-algebre de Lie de g.

Si h C g est une sous-algebre de Lie, alors le crochet [—, —] se restreint en une
application h x h — b, qui vérifie les conditions de bilinéarité, d’antisymétrie, et
I'identité de Jacobi. Ce crochet définit donc une structure d’algebre de Lie sur g.

Cette construction permet d’exhiber de nombreux nouveaux exemples d’algebres
de Lie.

EXEMPLES 4.3. Soit n > 1. Les sous-espaces suivants de gl,,(k) sont des sous-

algebres de Lie de gl, (k) (et sont donc munies d’une structure d’algebre de Lie) :
(1) le sous-espace vectoriel 0, (k) formé des matrices diagonales;

(2) le sous-espace b, (k) formé des matrices triangulaires supérieures;

(3) le sous-espace b, (k) formé des matrices triangulaires inférieures;

(4) le sous-espace u;! (k) formé des matrices strictement triangulaires supérieu-

res (c’est-a-dire triangulaires supérieures avec des 0 sur la diagonale) ;

(5) le sous-espace u,, (k) formé des matrices strictement triangulaires inférieu-
res.

EXEMPLE 4.4. Soit
sl (k) :={X e gl, (k) | Tr(X) = 0}.
Alors sl, (k) est une sous-algebre de Lie de gl, (k). En effet si X,Y € sl,(k), on a
Tr([X,Y]) = (XY - YX) =Tr(XY) - Tr(YX) =0.

EXEMPLE 4.5. Soit n > 1, et considérons la matrice S € May, (k) définie par
0o I,
s=(5 %)
5p2n(k) = {X € g[2n(k) | SX = _tXS}'

Alors sp,,, (k) est une sous-algebre de Lie de gl,,, (k). En effet, pour X, Y € sp,,, (k)
on a

On définit alors

S [ X,Y]=85(XY -YX)=8XY - SYX =-'XSY +'YSX
=XYS -W'XS = (XY -YV'X)S = (XY -YX)S =-[X,Y]-S,
donc [X,Y] € sp,,, (k).
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(¢ p)

avec A, B,C, D € M, (k). Montrer que X appartient & sp,,, (k) ssi on a

EXERCICE 4.6. Ecrivons

‘B =B, ‘C=cC et ‘A=—-D.
En déduire que dim(sp,, (k)) = 2n? + n.
4.2. Sous-algebres de Lie et morphismes.
PROPOSITION 4.7. Soient g et h deuzx algébres de Lie, et soit p : g — b un
morphisme d’algebres de Lie.

(1) Pour toute sous-algébre de Lie € C g, le sous-espace ¢(¢) = {p(x), x € £}
est une sous-algébre de Lie de by. En particulier, Im(yp) est une sous-algébre
de Lie de By.

(2) Pour toute sous-algébre de Lie &€ C b, le sous-espace ¢ 1(¢) = {z € g |
o(x) € t} est une sous-algébre de Lie de g.

DEMONSTRATION. (1) Soient z,y € ¢(¢). Alors il existe z’,3 € € tels que
x=p('), y=¢(). On a alors

[z, 9] = ("), e (y")] = (", y']).

Comme ¢ est une sous-algebre de Lie de g, on a [2/,y'] € €, de sorte que [z, y] € ©(¥).
Ceci prouve que () C b est une sous-algebre de Lie.

En applicant ce fait & £ = g, on obtient que Im(yp) = p(g) est une sous-algebre
de Lie de b.

(2) Soient z,y € (). Alors

o([z,y]) = [p(z), p(y)]

appartient & € car € est une sous-algebre de Lie et ¢(x) et ¢(y) appartiennent & €.
On en déduit que [z,y] € ¢~ 1(E), et donc que ¢~ 1(€) est une sous-algebre de Lie
de g. ]

EXERCICE 4.8. Considérons la matrice

0 0 0 1
0 0 1 0
T=|: :
0 1 0 0
1 0 0 0

Montrer que ’application

{gln(k) — b, (k)
X = JXJ

est un isomorphisme d’algebres de Lie, qui se restreint en des isomorphismes

b, (k) = b, (k) et wh(k) = u, (k).
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5. Idéaux et algebres quotient
5.1. Idéaux.

DEFINITION 5.1 (Idéal). Soit g une algebre de Lie. Un idéal de g est un sous-
espace vectoriel i C g qui vérifie la condition suivante :

Ve €g, Yy €, [z,y] €1

REMARQUE 5.2. La notion d’idéal est I’analogue, dans le contexte des algebres
de Lie, de la notion de sous-groupe distingué dans le contexte des groupes.

PROPOSITION 5.3. Soit g une algebre de Lie. Si i et j sont des idéaux de g,

alors
i+ et [i,j] := Vect({[z,y], x €1, y €j})

sont des idéauz de g.

DEMONSTRATION. Considérons tout d’abord le cas de i + j. Soient z € g et
y € i+ j. Par définition, il existe z € i et t € j tels que y = z + t. On a alors

[m,y] = [(E,Z +t] = [1.7'2] + [:E,t]

par bilinéarité du crochet. Comme i et j sont des idéaux, on a [z, z] € i et [z,t] €].
Ceci montre que [z,y] € i+ j, et donc que i+ j est un idéal de g.

Considérons maintenant le cas de [i,j]. Soient = € g et y € [i,j]. Par définition
de [i,j], il existe n € N, des scalaires A\, € k (pour k € {1,---,n}) et des éléments
zi €1, ty € (encore pour k € {1,--- ,n}) tels que

Y= ZAk[zkatk]-
k=1
On a alors

[z,y] = [I,ZAk[Zkvtk]] =D Axlw, (20 )]
k=1 k=1

par bilinéarité du crochet. En utilisant 1'identité de Jacobi, on a déduit que
[:Cay] = Z)‘k(i[zkv [tka ‘TH - [tk’a [I’, Zk”)
k=1

Comme i et j sont des idéaux on a [z, z;] € i et [t, z] = —[z, 1] € j pour tout k, ce
qui implique que [x,y] € [i,j], et finalement que [i,j] est un idéal de g. O

EXERCICE 5.4. Soit g une algebre de Lie, et soient i et j des idéaux de g.
Montrer que iNj est un idéal de g et que [i,j] CiNj.
5.2. Algebre de Lie quotient.

PROPOSITION 5.5 (Algebre de Lie quotient). Soit g une algébre de Lie, et soit
i C g un idéal. Alors l'application

g/ixg/t = g/i
(x+iy+i) — [z,y]+1i
est bien définie, et elle définit une structure d’algébre de Lie sur l’espace vectoriel
quotient g/i. De plus, Uapplication quotient
Tig—g/i
est un morphisme d’algebres de Lie.
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DEMONSTRATION. Vérifions tout d’abord que lapplication g/i X g/i — g/i est
bien définie. Pour cela, il faut vérifier que la classe [z,y] + i ne dépend que des
classes de x et y modulo i. Soient z,t € i; alors on a

[z +zy+1] = [z,y] + [2,9] + [2,t] + [2,1].
Puisque i est un idéal, les vecteurs [z,y], [z,t] et [z,t] appartiennent & i. On en
déduit que
[+ zy+i+i=[z,y +i
ce qui démontre I'assertion voulue.
Par définition, il est clair que pour tous z,y € g on a

m([z,y]) = [w(2), 7(y)].
En utilisant cette propriété (et la surjectivité de m) on peut vérifier que le cro-
chet sur g/i satisfait les trois propriétés d’un crochet de Lie. Par exemple, pour
I’antisymétrie, on voit que
[z +1,2+1] = [7(z), ()] = 7([z,z]) = 7(0) = 0 +1i.

La bilinéarité et la relation de Jacobi se vérifient de la méme maniere. O

5.3. Idéaux, quotients, et morphismes.

PROPOSITION 5.6. Soient g, h deux algébres de Lie, et ¢ : g — b un morphisme
d’algébres de Lie.

(1) Pour tout idéal j C b, le sous-espace vectoriel o~ 1(j) = {x € g | ¢(z) € j}

est un idéal de g.

(2) Le sous-espace vectoriel Ker(yp) C g est un idéal de g ; de plus, ¢ induit un
isomorphisme d’algébres de Lie

g/Ker(p) = Im(p).

(8) Si ¢ est surjective, alors pour tout idéal i C g, le sous-espace vectoriel
(i) C b est un idéal.

DEMONSTRATION. (1) Soient z € g et y € ¢~ 1(j). Alors

e[z, y]) = le(@), o(y)] €
car p(y) € j et j est un idéal. On en déduit que [z,y] € p~1(j), ce qui prouve que
0~ 1(j) est un idéal de g.
(2) En appliquant (1) &j = {0}, on obtient que Ker(y) est un idéal. Considérons
I'application

Y : g/Ker(p) — Im(p)

définie par ¢ (x + Ker(p)) = ¢(z). D’apres la proposition 2.6 du chapitre 1, cette
application est bien définie, et est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Il reste a
démontrer que 1 est un morphisme d’algebres de Lie. Soient z,y € g, et considérons
les vecteurs z + Ker(p) et y + Ker(¢) de g/Ker(¢). On a

Y([z + Ker(p),y + Ker(p)]) = ¥([z, y] + Ker(p)) = ([, y])
= [p(2), p(y)] = [¥(z + Ker(p)), ¥(y + Ker(p))].

Donc 9 est effectivement un morphisme d’algebres de Lie, et la preuve de (2) est
complete.
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(3) Soient = € h et y € ¢(i). Par définition, il existe y’ € i tel que y = ©(y').
D’autre part, comme ¢ est surjectif, il existe 2’ € g tel que x = ¢(2’). On a alors

[z, 9] = [p(="), 0(y)] = e[z, '])-
Comme i est un idéal de g, on a [z/,y'] € i, donc [z,y] € ¢(i). Ceci démontre que
(i) est un idéal. O

REMARQUE 5.7. La propriété (3) est bien entendu fausse si ¢ n’est pas sur-
jective. Par exemple, I'image de l'inclusion u (k) < gl,(k) n’est pas un idéal si
n > 2.

PROPOSITION 5.8. Soient g et b deux algébres de Lie, et soit ¢ : g — h un
morphisme d’algebres de Lie surjectif. Alors les applications

(5.1) £ (b)), [ o (1)

induisent des bijections réciproques l'une de l'autre entre les sous-algébres de Lie
(resp. idéauz) de g contenant Ker(yp) et les sous-algébres de Lie (resp. idéauz) de

B.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 4.7, si € est une sous-algebre de Lie
de g alors ¢(h) est une sous-algebre de Lie de h. De méme, comme ¢ est surjectif,
d’apres la proposition 5.6, si £ est un idéal de g alors () est un idéal de ¢.

Réciproquement, si [ C b est un sous-espace vectoriel, alors ¢ ~1(I) est un sous-
espace vectoriel de g contenant Ker(yp). D’aprés la proposition 4.7, si [ est une
sous-algébre de Lie alors ¢~ *(I) est une sous-algebre de Lie de g. D’apres la propo-
sition 5.6, si € est un idéal alors ¢~ 1(£) est un idéal de g.

On a vérifié que les reégles (5.1) définissent bien des applications entre les sous-
algebres de Lie, resp. idéaux, de g contenant Ker(p) et les sous-algebres de Lie,
resp. idéaux, de hh. D’apres I'exercice 2.1 du chapitre 1, pour tout sous-espace vec-
toriel £ de g contenant Ker(p) on a o~ 1(p(€)) = £ et pour tout sous-espace vectoriel
[de hona (e 1(l)) = I, ce qui démontre que ces applications sont des bijections
réciproques l'une de l'autre. O

EXERCICE 5.9. (1) Montrer que sl, (k) C gl,, (k) est un idéal, et que 1’alge-
bre de Lie quotient gl (k)/sl, (k) est abélienne, de dimension 1.

(2) Montrer que le sous-espace k - I, C gl,(k) est un idéal. Montrer que, si
car(k) ne divise pas n, la composition

sl (k) < gl,, (k) — gl (k)/(k - I,)

est un isomorphisme d’algebres de Lie.

5.4. Algebres de Lie simples. Une algebre de Lie g possede toujours deux

idéaux dits triviauz, {0} et g.

DEFINITION 5.10. Une algebre de Lie g est dite simple si elle n’est pas abélienne
et si ses seuls idéaux sont {0} et g.

REMARQUE 5.11. (1) Soient g et h deux algebres de Lie, et soit ¢ : g — b
un isomorphisme. D’apres la proposition 5.8, g est simple ssi h est simple.

(2) Si g est une algebre de Lie abélienne de dimension au moins 2, alors toute
droite de g est un idéal non trivial. Donc la condition que g n’est pas
abélienne n’exclut que les cas g = {0} et g = k.
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EXERCICE 5.12. Montrer que, si car(k) # 2, ’algeébre de Lie sl (k) est simple.

Indication : si
0 1 1 0 0 0
=(o) = %) =00

on pourra utiliser (apreés les avoir démontrées) les relations suivantes :
[h,B]ZQB, [haf]:_2f7 [eaf]:h

EXERCICE 5.13. Montrer que, pour tout n > 1, les algebres de Lie b (k) et

+(k) ne sont pas simples.

Uy

6. Centre et sous-algebre dérivée

DEFINITION 6.1 (Centre et sous-algebre dérivée). Soit g une algebre de Lie. Le
centre 3(g) de g est le sous-espace vectoriel

3(g) ={rcg|Vycy, [z,y] =0}

La sous-algébre dérivée 2(g) de g est le sous-espace vectoriel
2(9) = [9, 9] = Vect({[z,y], z,y € g}).

PROPOSITION 6.2. Soit g une algébre de Lie. Les sous-espaces vectoriels 3(g)
et 2(g) sont des idéauz de g.

DEMONSTRATION. Le cas de Z(g) découle de la proposition 5.3 (appliquée a
i =j = g). Traitons maintenant le cas de 3(g). Pour z € 3(g) et y € g, on a [z,y] = 0,
donc [z,y] € 3(g), ce qui montre que 3(g) est un idéal de g. O

EXERCICE 6.3. Montrer que
3l (k) =k I, et P(gl,(k)) = sl (k).
EXERCICE 6.4. (1) Montrer que si n > 3 ou si k est de caractéristique
différente de 2, on a (sl (k)) = sl, (k).
(2) Montrer que si car(k) = 2, on a Z(sly(k)) # sla(k).

EXERCICE 6.5. Montrer que
7(uj (k) = 3(uf (k) =k-

EXERCICE 6.6. Soit V' un k-espace vectoriel, et soit ¢ un endomorphisme de

V. On pose
g(V,p) =V xk,
et on définit une application [—, —] : g(V, @) x g(V,¢) — g(V, ) par
[(0, ), (v, )] = (Ap(v') = pep(v), 0)

pour v,v" € Vet A\, u € k.

(1) Montrer que [—, —] définit une structure d’algebre de Lie sur g(V, ¢).

(2) Montrer que 2(g(V, ¢)) = Im(p) x {0}.

(3) Montrer que

Ker(p) x {0} sip #0;

3(8(Vip) = {g(V, o) S =0,
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(4) Montrer que si ¢ : V — V' est un isomorphisme, alors I'application linéaire
(,Idg) : V xk = V' xk

définit un isomorphisme d’algebres de Lie

o(Vop) = a(V',popop™).

EXERCICE 6.7. Soient g et g’ deux algebres de Lie, et soit f : g — ¢ un
morphisme d’algebres de Lie.

(1) Montrer que f(2(g)) C 2(g').
(2) Montrer que si f est surjective, alors f(2(g)) = 2(g’).

7. Dérivations
DEFINITION 7.1. Soit A un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire
—*%—:AXA— A

Une dérivation de A (par rapport a %) est une application linéaire d : A — A qui
vérifie
d(axb) =d(a) xb+ a*d(b)

pour tous a,b € A.
On note Der(A) le sous-ensemble de gl(A) formé des dérivations de A.

PROPOSITION 7.2. Soit A un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire
—x—: AX A— A. Alors Der(A) est une sous-algébre de Lie de gl(A).

DEMONSTRATION. Il est clair quune combinaison linéaire de dérivations est
une dérivation, de sorte que Der(A) est un sous-espace vectoriel de gl(A).
Soient maintenant d,d’ € Der(A). Pour a,b € A on a

dod'(axb)=d(d'(a)xb+axd (b))
— (dod')(a)xb+d'(a)«d(b) +d(a) * d'(b) + ax (dod)(b).

De méme on a
d od(axb) = (d od)(a)xb+d(a)*d(b)+d(a)*d(b) +ax (d od)(b).
En soustrayant on obtient que
[d,d'](axb) = [d,d'](a) xb+ ax|[d,d](b),

ce qui prouve que [d,d'] € Der(A) est finalement que Der(A) est une sous-algebre
de Lie de gl(A). O

EXEMPLE 7.3. Soit g une algebre de Lie, et considérons le cas ou A = g,
— % — = [—, —]. L’identité de Jacobi peut se réécrire sous la forme

Ve,y,z €9, [z, [y, 2]] = [[z, 9], 2] + [y, [, 2]]-

Ceci montre que, pour tout = € g, Uapplication linéaire y — [z, y] est une dérivation
de g. Les dérivations de cette forme sont appelées intérieures.
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8. Représentations
8.1. Définition.

DEFINITION 8.1 (Représentations). Soit g une algébre de Lie. Une représenta-
tion de g est la donnée d'un espace vectoriel V et d’une application bilinéaire

gxV =V,
notée (x,v) — x - v, qui vérifie

(8.1) [yl v=a-(y-v)—y-(z-v)
pour tous z,y € getv e V.

REMARQUE 8.2. Soit g une algebre de Lie, et soit h C g une sous-algebre de Lie.
Si V est une représentation de g, alors 'espace vectoriel V', muni de I'application
bilinéaire h x V' — V définie par (z,v) — - v, est une représentation de h, appelée
restriction de V a .

Soit V' une représentation, et, pour x € g, considérons l'application ¢(z) : V —
V définie par ¢(z)(v) = x-v. Alors ¢ définit une application linéaire g — gl(V), et la
relation (8.1) implique que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie. Réciproquement,
si V est un espace vectoriel et ¢ : g — gl(V) est un morphisme d’algebres de Lie,
alors on vérifie facilement que V', muni de I'application

{ gxV — Vv

(z,v) = )(v)

est une représentation de g. Il revient donc au méme de se donner une représentation
de g ou un morphisme d’algebres de Lie de g vers une algebre de Lie de la forme

gl(V).

DEFINITION 8.3 (Représentation simple). Soit g une algebre de Lie, et soit V
une représentation de g. Cette représentation est dite simple si V' # {0} et si les

seuls sous-espaces vectoriels W de V tels que, pour tout = € g, (W) C W, sont
{0} et V.

EXEMPLE 8.4. Un exemple fondamental de représentation est la représentation
adjointe. Soit g une algebre de Lie. Considérons 'espace vectoriel V' = g, muni de
I’application bilinéaire

gxg—9
donnée par le crochet de Lie. Dans ce contexte, la relation (8.1) est équivalente
a la relation de Jacobi, de sorte que g est une représentation de g, appelé la
représentation adjointe. Le morphisme d’algebres de Lie g — gl(g) associé est noté
ad, de sorte que
ad(z)(y) = [z,y].
On a Ker(ad) = 3(g).
EXERCICE 8.5. Soit V' un espace vectoriel. Montrer que I'application
{ gl(V)xVvV — V
(fiv) = fv)

définit une représentation de 1’algebre de Lie gl(V') sur V, et que cette représentation
est simple. (Cette représentation est appelée la représentation naturelle de gl(V').)
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EXERCICE 8.6. Montrer que si V' est une représentation de g et si p : g — gl(V)
est le morphisme d’algebres de Lie associé, alors le morphisme p* : g — gl(V*) défini
par

p"(@) 1 € > —E 0 pl(a),
définit une représentation de g sur V*.

DEFINITION 8.7 (Morphisme de représentations). Soient V; et V5 deux représen-
tations de g, et soient p1 : g — gl(V1) et pa : g — gl(V2) les morphismes d’algebres
de Lie associés. Un morphisme de représentations de Vi vers Va est une application
linéaire ¢ : V1 — V5 telle que pour tout 2 € g on a ¢ o p1(x) = pa2(z) o .

Un isomorphisme de représentations est un morphisme de représentations qui
est bijectif.

REMARQUE 8.8. Si ¢ est un isomorphisme de représentations, alors la bijection
réciproque ¢! est également un (iso)morphisme de représentations.

8.2. Produit tensoriel de représentations. Soient (V1, p1) et (Va, p2) deux
représentations de g. (Ici p1 : g — gl(V1) et p2 : g — gl(V2) sont des morphismes
d’algebres de Lie.) On considere 'application linéaire

p.{ g - gl(Vi © Va)
1z~ pi(z) ®@idy, +idy, ® p2(z)

LEMME 8.9. L’application linéaire p est un morphisme d’algebres de Lie.

DEMONSTRATION. Soient z,7 € g. On a

p([z,y]) = p1([z,y]) @ idy, +idv; @ p2([z,y])
= (p1(z) 0 p1(y) — p1(y) © p1(x)) ®idy, +idv; @ (p2(z) 0 p2(y) — P2(y) © p2(z)),
c’est-a-dire que
p([z,y]) = (p1(2) ®idy, +idy, ® pa(z)) o (p1(y) ®@idy, +idy, ® p2(y))
— (p1(y) ®@idy, +idy, @ p2(y)) o (p1(z) @ idy, +idy, ® pa()),
et donc finalement

p([z,y]) = p(x) o p(y) = p(y) o p(x) = [p(x), p(y)],
ce qui prouve le lemme. O
Le lemme 8.9 montre que p définit une structure de représentation de g sur

Iespace vectoriel V3 ® V5. Cette représentation est appelée le produit tensoriel des
représentations (V1, p1) et (Va, p2).

EXERCICE 8.10. Considérons I'algebre de Lie g = gl(V'), ot V est un espace vec-
toriel de dimension finie. Montrer qu’il existe un isomorphisme de représentations
g(M 2V eV
ou gl(V') est muni de la représentation adjointe, V' de la représentation naturelle,

et V* de la représentation déduite via ’exercice 8.6.



Chapitre 3

Algebres de Lie de petite dimension

1. Algebres de Lie abéliennes

PRrROPOSITION 1.1. Si g et b sont deux algébres de Lie abéliennes de dimension
finie, alors il existe un isomorphisme d’algébres de Lie f : g — b ssi dim(g) =
dim(h).

DEMONSTRATION. S'il existe un isomorphisme d’algebres de Lie f : g = b,
alors en particulier f est un isomorphisme d’espaces vectoriels, ce qui implique que
dim(g) = dim(h). Réciproquement, supposons que dim(g) = dim(h). Alors il existe
un isomorphisme d’espaces vectoriels f : g — h. L’application f est également un
morphisme d’algebres de Lie. En effet, pour z,y € g on a

puisque les crochets de g et h sont nuls. Donc f est un isomorphisme d’algebres de
Lie. (]

COROLLAIRE 1.2. Pour tout n > 0 il existe, a isomorphisme prés, exactement
une algébre de Lie abélienne de dimension n.

DEMONSTRATION. On a démontré dans la proposition 1.1 que deux algbres
de Lie abéliennes de dimension n sont isomorphes, donc il existe, & isomorphisme
pres, au plus une algebre de Lie abélienne de dimension n. D’autre part ’espace
vectoriel k™, muni du crochet nul, est une algebre de Lie abélienne de dimension
n. Donc il existe, a isomorphisme pres, exactement une algebre de Lie abélienne de
dimension n. (]

2. Dimension 1

PROPOSITION 2.1. Toute algébre de Lie de dimension 1 est abélienne. En par-

ticulier il n’existe, a isomorphisme prés, qu’une seule algébre de Lie de dimension
1.

DEMONSTRATION. Si g est une algébre de Lie de dimension 1 et si z est un
vecteur non nul de g, la condition d’antisymétrie impose que [z, z] = 0. Si y, z sont
des vecteurs de g, il existe A\, u € k tels que y = Ax et z = ux, et alors

[y, 2] = e, pa] = Afe, 2] = 0.

Donc le crochet de Lie est nul, et g est abélienne.

D’apres la proposition 1.1, il existe, a isomorphisme pres, une unique algebre
de Lie abélienne de dimension 1. Donc il existe exactement une algebre de Lie de
dimension 1 & isomorphisme pres. [

31
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3. Dimension 2

ProPOSITION 3.1. Soit g une algébre de Lie non abélienne, de dimension 2.
Alors il existe une base (x,y) de g telle que

[z,y] = .
DEMONSTRATION. Soit (x’,y’) une base quelconque de g. Alors il existe A, u € k
tels que
[, y'] = M’ + py.
Démontrons par I'absurde que A et p ne sont pas tous deux nuls : en fait, si ¢’était
le cas on aurait [2’,y’] = 0 et donc, pour tous a, 8,7, €k,
laa” + By, va" +0y'] = an[2’, 2’| + ada’, '] + Brly' 2] + B[y, y'] = 0

(car chaque terme dans la somme est nulle), ce qui contredit I’hypothése que g est
non abélienne.
Quitte & échanger ' et 3, on peut donc supposer que A # 0. On pose alors
1
v=A" sy =y

La matrice de la famille (x,y) dans la base (2',y’) est

G Y)
nox)’

qui est de déterminant non nul donc inversible. Donc la famille (z,y) est une base
de g. D’autre part on a

1
[z,y] = M2 + py/, Xy’] = [, y]+ %[y’, Y] =[",y] ==

Donc cette base vérifie bien la propriété de I’énoncé. [

COROLLAIRE 3.2. [l n’existe, a isomorphisme prés, qu’une seule algeébre de Lie
non abélienne de dimension 2.

DEMONSTRATION. Soient g; et go deux algeébres de Lie non abéliennes de di-
mension 2. D’aprés la proposition 3.1, il existe une base (z1,y;) de g1 et une base
(22,y2) de g2 qui vérifient

[T, ] =21, [w2,50] = 22,

Considérons 'unique application linéaire f : g1 — g2 qui vérifie

f(z1) = 22, f(y1) = ya.

Comme (x2,ys) est une base de go, f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
D’autre part, f est un morphisme d’algebres de Lie. En effet, pour «, 3,7, 4§ € k
on a

[l + Byr, yor + dy1]) = f((OKS - /B“Y)fﬂl) = (ad — py)z2
= [z + By2,yw2 + 0y2] = [f(ax1 + By1), f(yw1 + 6y1)].

Donc f est un isomorphisme d’algebres de Lie.
On a démontré que deux algebres de Lie non abéliennes de dimension 2 quel-
conques sont isomorphes, et donc qu’il existe au plus une algebre de Lie non
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abélienne de dimension 2. Il reste a démontrer qu’il en existe une. Pour cela on
considere le sous-espace vectoriel h de gly (k) formé des matrices de la forme

0 a
0 b
pour a,b € k. On a

636 D-6)6 -6 56 )
00 56 )

Donc § est une sous-algebre de Lie de gly(k), de dimension 2. On a

0 1 0 0 0 1
o) D)= o)
donc cette algebre de Lie est non abélienne, ce qui acheve la preuve. O

EXERCICE 3.3. Soit g une algebre de Lie non abélienne de dimension 2. Montrer
que dim(2(g)) = 1 et que 3(g) = {0}.

4. Dimension 3

Considérons maintenant le cas ou dim(g) = 3, qui commence & étre plus com-
plexe.

4.1. Cas dim(Z2(g)) =1 et 2(g) C 3(g).

PRrROPOSITION 4.1. Il n’existe, a isomorphisme prés, qu’une seule algebre de
Lie de dimension 3 vérifiant les conditions dim(Z(g)) =1 et 2(g) C 3(g9), a savoir
Ualgebre de Lie ui (k) (aussi appelée algébre de Lie de Heisenberg).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, le fait que I’algébre de Lie uj (k) vérifie ces
propriétés est vérifié dans I'exercice 6.5.

Considérons maintenant une algebre de Lie g qui vérifie les conditions de
Pénoncé. Comme Z(g) # {0}, il existe z,y € g tels que [z,y] # 0. On pose
z = [z,y]; cet élément appartient & Z(g) donc a 3(g). On a donc

(4.1) [z,y] = =, [z, 2] =0, ly, 2] = 0.

Montrons que la famille (z,y, z) est libre. Soient «, §, v des éléments de k tels
que az + By + vz = 0. On a alors

0= [z, 0z + By +vz] = alz, 2] + Blz, y] + 7|z, 2] = B=.

Donc 8 = 0. De méme, en calculant [y, ax + Sy + 7z], on obtient que & = 0. On a
donc vz = 0, et finalement v = 0, ce qui conclut la preuve du fait que (x,y, z) est
une famille libre. Comme dim(g) = 3, c¢’est une base de g.

Dans l'algébre de Lie u7 (k), on consideére les éléments

xg = E2, Yo = K3, 2o = Ei3.

Ces éléments forment une base de u7 (k). Un calcul facile (et laissé au lecteur)
montre que

[70,%0] = 20, [0, 20] = 0, [0, 20] = 0.
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On considere alors I'unique application linéaire
pruf(k) =g
qui vérifie p(zo) = z, p(yo) = y, p(20) = z. Comme ¢ envoie une base sur une

base, c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’autre part, pour tous «, 3, 7,
o, B, ~ dans k on a

o([awo + Byo + 720, &' x0 + B'yo + 7' 20]) = p((aB' — Ba’)z0)
= (af — B )z = [ax + By + vz, a'z + [y ++'7]
= [p(axo + Byo +720), p(' o + B'yo + 7' 20)]-

Donc ¢ est un morphisme d’algebres de Lie, et donc un isomorphisme d’algebres
de Lie. O

4.2. Cas dim(2(g)) =1 et 2(g) ¢ 3(9).

PROPOSITION 4.2. [l n’existe, a isomorphisme pres, qu’une seule algébre de Lie
de dimension 3 vérifiant les conditions dim(2(g)) = 1 et 2(g) ¢ 3(g), & savoir le
produit de l’algebre de Lie abélienne de dimension 1 et de l'unique algebre de Lie
non abélienne de dimension 2.

DEMONSTRATION. Notons go I'unique algebre de Lie non abélienne de dimen-
sion 2, et posons g3 = go X k (ot k est vue comme algebre de Lie abélienne de
dimension 1). Alors 2(gs) = Z(g2) x {0} est de dimension 1 d’apres 'exercice 3.3,
et 3(g3) = {0} x k (toujours d’apres Iexercice 3.3), de sorte que 2(gs3) Z 3(gs3)-

Réciproquement, soit g une algebre de Lie vérifiant les conditions de 1’énoncé,
et soit € Z(g). Alors on a Z(g) = k- z. Comme z ¢ 3(g), il existe y € g tel que
[z,y] #0. On a [z,y] € Z(g) = k-, donc le sous-espace vectoriel Vect(z,y) C g est
une sous-algebre de Lie de g. Cette sous-algebre est de dimension au plus 2, et non
abélienne (car [z,y] # 0). Donc, d’apres le corollaire 3.2, il existe un isomorphisme
d’algebres de Lie 1 : go — Vect(z,y).

D’apres la proposition 3.1, il existe une base (a, b) de Vect(z, y) telle que [a, b] =
a. Alors a € 9(g), donc 2(g) = k-a. Soit ¢ € g un vecteur tel que la famille (a, b, ¢)
est une base de g. Comme %(g) =k - a, il existe A, u € k tels que

[a, c] = Aa, [b, c] = pa.
Alors on a
[a, pa — Ab+ ] = —Aa,b] + [a,c] = —Aa + Aa =0,
[b, pa — Xb+ ¢] = plb,a] + [b,¢] = —pa + pa = 0,
[e, pa — Ab+ ] = ple,a]l — A[e,b] = —Apa + Apa = 0,

donc le vecteur d := pa — Ab+ ¢ appartient & 3(g). La matrice de la famille (a, b, d)
dans la base (a,b, ¢) est

1 0 p
01 —=X|,
0 0 1

qui est de déterminant 1, donc inversible. Donc la famille (a,b,d) est une base de
g.

Considérons maintenant ’application linéaire

pigz=gaxk—g
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définie par ¢(v, o) = (v) + ad. L’image de ¢ contient a, b et d, donc cette appli-
cation est surjective. Comme dim(gs) = dim(g) = 3, c’est méme un isomorphisme
d’espaces vectoriels. De plus, pour v,v" € go et a, &’ € k on a

o([(v,0), (v, a")]) = ¢([v,v'],0) = ¥([v,v]) = [Y(v), ¥ (v')]
= [¥(v) + ad, Y (v') + od] = [p(v, @), (v, )]
puisque d est central. Donc ¢ est un morphisme d’algebres de Lie, et finalement un

isomorphisme d’algebres de Lie. [

4.3. Cas dim(Z2(g)) = 2. On va maintenant étudier le cas ot dim(%(g)) = 2.
On commence par un lemme général.

LEMME 4.3. Soit g une algébre de Lie de dimension finie. Pour tout x € 2(g),
on a Tr(ad(x)) = 0.

DEMONSTRATION. Comme Z(g) est engendré (comme espace vectoriel) par les
vecteurs de la forme [z,y] pour z,y € g, il suffit de montrer que Tr(ad([z,y])) = 0.
Mais on a

Tr(ad([z,y])) = Tr(ad(z) o ad(y) — ad(y) o ad(x))
= Tr(ad(z) o ad(y)) — Tr(ad(y) o ad(x)) = 0,
ce qui acheve la preuve. O

LEMME 4.4. Soit g une algébre de Lie telle que
dim(g) = 3, dim(2(g)) = 2.

Alors P(g) est une algébre de Lie abélienne, et pour tout x € g~ 2(g) la restriction
de l’endomorphisme ad(x) : g — g a 2(g) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Soit (y, z) une base de Z(g), et soit x € g\ Z(g), de sorte
que (z,y,z) est une base de g. Pour montrer que Z(g) est abélienne, il suffit de
montrer que [y, z] = 0.

Comme [y, z] € Z(g), il existe a, 8 € k tels que [y, z] = ay + Sz. Considérons
maintenant la matrice de I’endomorphisme ad(y) dans la base (z,y,z). Comme
[y, z] € 2(g), cette matrice a la forme suivante :

0 0 O
* 0 «
* 0 f

En particulier, on a donc Tr(ad(y)) = 5. D’apres le lemme 4.3, on a d’autre part
Tr(ad(y)) = 0. Donc 8 = 0. Les mémes considérations, appliquées & z au lieu de
y, montrent que a = 0, ce qui implique que [y, 2] = 0 et achéve la preuve de la
premiere assertion.

Pour démontrer la deuxieme assertion, on remarque tout d’abord qu’on a
Im(ad(z)) C Z(g) par définition de Z(g), de sorte que la restriction de ad(x) a
9(g) définit bien un endomorphisme de Z(g). Le sous-espace vectoriel 2(g) de
g est engendré par les vecteurs [z,y], [z, 2] et [y,z]. Comme [y,z] = 0 et comme
dim(2(g)) = 2, les vecteurs [z,y] et [x,z] sont linéairement indépendants. Ceci
prouve que le rang de la restriction de ad(z) & Z(g) est 2, en d’autres termes que
cette restriction est un isomorphisme. O
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Dans la suite de cette partie on utilise la notation g(V,¢) introduite dans
I’exercice 6.6 du chapitre 2.

COROLLAIRE 4.5. Soit g une algébre de Lie telle que
dim(g) = 3, dim(2(g)) = 2.

Alors si x € g~ 2(g) et si ¢ est la restriction de ad(z) o 2(g), il existe un
isomorphisme d’algébres de Lie

9(2(9), ) = 9.
DEMONSTRATION. On considere 1'application linéaire
f9(2(9),0) 28

définie par f(v,\) = v+Ax pour v € Z(g) et A € k. Cette application est clairement
un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’autre part, pour v,v" € 2(g) et A\, € k
on a

f([(l), >‘)v (U/’ /\/)]) = f(NP(”/) - /\/QD(U),O) = f()\[l‘,’()/] - /\/[JC,’ULO)
= Az, v'] = N[z, v] = [v+ Az, " + Na] = [f(v,A), f(v', X)]
(car [v,v'] = [x,z] = 0), donc f est un morphisme d’algebres de Lie. O

Pour continuer notre étude, on va considérer maintenant une famille d’algebres
de Lie dépendant d’'un parametre X\ € k*. On pose

gy = kS,
et on définit une application [—, —] : gx X gx — g, en posant
(z,y,2), (2,9, 2)] = (22" — 2"z, \(zy — 2"y),0).

En appliquant I'exercice 6.6 du chapitre 2 au cas V = k?, muni de ’endomorphisme
@ dont la matrice dans la base canonique est

1 0

0 A)’
on obtient que gy est une algebre de Lie, et qu'elle vérifie Z(gy) = k? @ {0}. On
note iy : k? — g lapplication linéaire définie par iy(x,y) = (x,,0). (On peut

vérifier que iy est un morphisme d’algebres de Lie si k? est vu comme algebre de
Lie abélienne.)

LEMME 4.6. Pour A, pu € k™, les algébres de Lie gy et g, sont isomorphes ssi
w=Xoupu=\"

DEMONSTRATION. En appliquant l’exercice 6.6 du chapitre 2 pour I’automor-
phisme 1 de k? dont la matrice dans la base canonique est

(o)

gx = 9k, ¢)),
ot ¢} est 'endomorphisme de k? dont la matrice dans la base canonique est

1)

on obtient un isomorphisme
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Maintenant, il est facile de vérifier que ’automorphisme de k® dont la matrice dans
la base canonique est

OO =
o = O
> o o

définit un isomorphisme d’algebres de Lie
a(k?, @) = ga-1,

ce qui prouve que gy et gy—1 sont isomorphes.

Réciproquement, supposons qu’il existe un isomorphisme d’algebres de Lie

fion — Ou-

En appliquant ’exercice 6.7 du chapitre 2 & f et f~', on obtient que f se restreint
en un isomorphisme %(gy) — 2(g,,), c’est-a-dire en un isomorphisme k? & {0} =
k?@{0}. En d’autres termes, il existe un automorphisme g de k? tel que foiy = i,0g.

Soient maintenant «, 5,7 € k les scalaires tels que

f(OvO’ 1) = (04,57’}/).

Alors pour v € k? on a d’une part

f([(0,0,1),ix(v)]) = f(ix(pa(v))) = iu(g 0 oa(v)),

et d’autre part
F(1(0,0,1),ix(0)]) = [£(0,0,1), f(ix(v))] = [(, B,7),iu(g(v))] = 7 - in(op © g(v))-
Comme i, est injective, ceci implique que
goox=(v-¢u)og,

et donc que les endomorphismes ¢y et v - ¢, de k? sont conjugués. Ils ont donc les
mémes valeurs propres, donc

{LAY = {7, v}

Ceci implique que A\ = p*!, et termine la preuve. ([l

PROPOSITION 4.7. Soit g une algébre de Lie telle que
dim(g) = 3, dim(2(g)) = 2.
Supposons qu’il existe x € g~ ZD(g) tel que la restriction de ad(z) a Z(g) est

diagonalisable. Alors il existe A € kX, unique au remplacement de \ par \™1 preés,
tel que g est isomorphe a gy.

DEMONSTRATION. Soit z € g \ 2(g) tel que la restriction de ad(x) & 2(g)
est diagonalisable. Comme ad(z)|4(g) est inversible d’apres le lemme 4.4, quitte &
remplacer z par un multiple on peut supposer qu’'une des valeurs propres de cette
restriction est 1. Soit A I'autre valeur propre de ad(z)|g(q) ; alors A # 0. De plus, il
existe un isomorphisme

Vv D(g) = k2
tel que 1 o (ad(7)|g(g)) = @A 0 1. Alors d’apres le corollaire 4.5 et I'exercice 6.6 du
chapitre 2 on a des isomorphismes d’algebres de Lie

g = 9(2(9),ad(x)|9(5) — ga-

L’unicité de A (au remplacement par A~! prés) découle du lemme 4.6. (]
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REMARQUE 4.8. Si g est comme ci-dessus et s'il existe un « € g~ Z2(g) tel que
ad(r)|4(g) est diagonalisable, alors pour tout y € g, 'endomorphisme ad(y)|(q) de
2(g) est diagonalisable. En effet, pour un tel y, il existe o € k et v € 2(g) tels
que y = o - = +v. Et comme Z(g) est abélienne (d’apres le lemme 4.4), on a alors
ad(y)|2(g) = @ - ad(z)|9(g), donc cet endomorphisme est effectivement diagonali-
sable.

Pour compléter I'étude du cas dim(Z(g)) = 2, il reste a considérer le cas ou
pour tout x € g\ 2(g), la restriction de ad(x) & Z(g) n’est pas diagonalisable.
Nous ne considérerons ce cas que sous I’hypothese que k est algébriquement clos.

PROPOSITION 4.9. Supposons que k est algébriquement clos. Soit g une algébre
de Lie telle que

dim(g) =3,  dim(2(g)) = 2.

Supposons que pour tout x € g~ 2(g), la restriction de ad(x) & Z(g) n'est pas
diagonalisable. Alors g est isomorphe a g(k?,p) ot ¢ est ’endomorphisme de k?
dont la matrice dans la base canonique est

(1)

DEMONSTRATION. Soit z € g\ Z(g). Comme k est algébriquement clos, I’en-
domorphisme ad(z)4(g) admet une valeur propre. Comme dans la preuve de la
proposition 4.7, on peut supposer que cette valeur propre est 1. Alors, comme
ad(x)|g(g) n'est pas diagonalisable, 1 est sa seule valeur propre, et il existe une
base (y,z) de 2(g) dans laquelle sa matrice est

b %)

ou a € k*. D’apres 'exercice 6.6 du chapitre 2, ’application linéaire
b =k* = 9(g)
définie par (A, ) = Ay + pa~tz définit un isomorphisme
a(k?, ) = 9(2(9), ad(2) 9(y))-

En utilisant également le corollaire 4.5, on obtient finalement un isomorphisme
g = g(k2, ¢), ce que acheve la preuve. O

EXERCICE 4.10. Montrer que ’algebre de Lie considérée dans la proposition 4.9
n’est isomorphe a aucune algebre de Lie gj.

4.4. Cas 2(g) = g.

LEMME 4.11. Soit k un corps algébriquement clos, et soit V' un k-espace vec-
toriel de dimension 3. Si f est un endomorphisme de V' de rang 2 et dont la seule
valeur propre est 0, alors il existe une base de V' dans laquelle la matrice de f est

0 10
0 01
0 0 0
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DEMONSTRATION. D’apres le théoréme de Cayley—Hamilton, on a fo fof = 0.
Et comme f est de rang 2, on a Im(f) ¢ Ker(f), donc fo f # 0. Soit v € V un
vecteur tel que (f o f)(v) # 0. Montrons que la famille ((f o f)(v), f(v),v) est une
base de V. Soient «, 3, v dans k, et supposons que

(4.2) a-(fof)v)+B: flv)+v-v=0.

Alors on a

(4.3) 0=fla-(fof)w)+B-f(v)+v-v)=8-(fof)v)+7-f(v),
puis
0=f(B-(fo)w)+v-flv)=7-(fof)v)

Comme (f o f)(v) # 0, ceci implique que v = 0. En utilisant (4.3), on obtient alors
que § = 0, puis en utilisant (4.2) on obtient finalement que oo = 0. Ceci prouve que
la famille ((f o f)(v), f(v),v) est libre. Comme il s’agit d’une famille de 3 vecteurs
dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est bien une base de V.

Dans cette base, la matrice de f est la matrice souhaitée. O

LEMME 4.12. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension 3, et soit f un endo-
morphisme de V' ayant pour valeurs propres 0 et o € k. {0}, et tel que Tr(f) = 0.
Alors [ est diagonalisable, avec valeurs propres 0, o et —a.

DEMONSTRATION. Considérons le poynome caractéristique x s de f. Comme f
admet 0 et o comme valeurs propres, x est divisible par X (X — «). Comme X
est unitaire et de degré 3, le polynome quotient xy/X (X — a) est unitaire de degré
1, donc de la forme X — 8. On a donc

Xp=X(X —a)(X = p).

De cette formule on voit que le coefficient de X2 dans x; est (—a — ). Par ailleurs
ce coefficient est —Tr(f) = 0, ce qui implique que f = —a. L’endomorphisme f a
donc 3 valeurs propres : 0, a et —«. Comme dim(V') = 3, cet endomorphisme est
nécessairement diagonalisable. O

PROPOSITION 4.13. Supposons que k est algébriquement clos et que car(k) # 2.
Alors il n’existe, a isomorphisme pres, qu’une seule algébre de Lie g de dimension
3 telle que Z(g) = g, a savoir lalgébre de Lie sly(k).

DEMONSTRATION. D’aprés I'exercice 6.4 du chapitre 2, Palgebre de Lie slo(k)
vérifie les conditions de ’énoncé.

Considérons maintenant une algebre de Lie g quelconque de dimension 3, et
telle que Z(g) = g. On va procéder en plusieurs étapes.

Etape 1 : Montrons que, pour tout z € g~ {0}, I'endomorphisme ad(z) de g est
de rang 2, et vérifie Ker(ad(x)) = k- z. En effet, soient y, z € g tels que (x,y, z) est
une base de g. Alors le sous-espace vectoriel Z(g) de g est engendré par les vecteurs

[z,y], ezl et [y, 2.
Comme dim(Z(g)) = 3, ces 3 vecteurs sont linéairement indépendants. En particu-
lier les vecteurs [z,y] et [z,z], qui appartiennent & Im(ad(x)), sont linéairement
indépendants, donc rg(ad(z)) > 2. Comme d’autre part z € Ker(ad(z)) on a
dim(Ker(ad(x))) > 1, et le théoreme du rang entraine alors que rg(ad(z)) = 2 et
dim(Ker(ad(z))) = 1. Comme z € Ker(ad(x)) \ {0}, on a alors Ker(ad(z)) =k - z,
ce qui conclut la preuve de cette premiere étape.
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Etape 2 : Montrons maintenant qu’il existe ¢ € g tel que ad(t) admet une valeur
propre non nulle. En effet, soit « € g \ {0} quelconque. Si ad(z) admet une valeur
propre non nulle, on peut prendre ¢ = z. Sinon, d’apres le lemme 4.11 il existe
a,b,c € g tels que

[x,a] =0, [z,0] = a, [z, c] = .

Alors a € Ker(ad(z)) = k-« (d’apres ’étape 1). Donc [b,z] = —a € k -z ~ {0}, ce
qui prouve que ad(b) a une valeur propre non nulle; on peut donc prendre ¢t = b.
FEtape 3 : Montrons qu’il existe une base (e, h, f) de g telle que

(4.4) le, f] = h, [h, €] = 2e, [h, f] = —2f.

En effet, soit ¢ comme dans I'étape 2. Alors comme ad(t)(t) = [¢,t] = 0, Pendo-
morphisme ad(t) a 0 pour valeur propre, et également une valeur propre non nulle.
D’apres le lemme 4.3 (et notre hypothese que 2(g) = g), on a tr(ad(t)) = 0. On
peut donc appliquer le lemme 4.12, qui garantit que ad(t) est diagonalisable, avec
pour valeurs propres 0, a et —« (pour un certain « € k ~ {0}).

Posons maintenant h = %t. Alors ad(h) est diagonalisable, avec pour valeurs
propres 0, 2 et —2. L’élément h est vecteur propre de h pour la valeur propre 0.
Soit e un vecteur propre pour la valeur propre 2, et f’ un vecteur propre pour la
valeur propre —2. Alors (e, h, f’) est une base de g. On a

ad(h)([e, f']) = [ad(h)(e), f'] + [e,ad(R)(f)] = [2¢, /'] + [e, =2f] = 0,

donc [e, f'] € Ker(ad(h)) = k-h. D’autre part [e, f'] # 0. (En effet, sinon Ker(ad(e))
contiendrait les vecteurs e et f’ qui sont lindairement indépendants, donc serait
de dimension au moins 2, ce qui est impossible d’apres ’étape 1.) Donc il existe
A € k \ {0} tel que [e, ] = Ah. On pose alors f = 1 f’, et notre base vérifie les
relations (4.4).

Etape 4 : Montrons maintenant qu’il existe un isomorphisme d’algebres de Lie
sly(k) = g. Soit (e, h, f) une base qui satisfait les conditions de 'étape 3. On définit
une application ¢ : sly(k) — g en posant

a B
© (’Y a) = ah+ Be+ ~f.
Alors ¢ est une application linéaire. (Cette vérification est laissée au lecteur.) Son
image contient les vecteurs e, h et f, donc ¢ est surjective. Comme dim(sly(k)) =

dim(g) = 3, ¢ est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour «, 3, v et o/,
B, 7' dans k on a

([0 5). G L)) -elawad %55
7 o)\ —a 2va’ = 20" " = By
= (87 = B'h+ (208" — 28 )e + (272" = 2a7/) f.
D’autre part, en utilisant (4.4), on obtient que
{w (i _ﬁa> P (?;: _ﬂ;/ } = [ah+ Be+~f,a'h+ B'e++'f]
= af'lh,e] + o[, f]+ o' Ble, h] + By'[e, f] + o/'v[f, h] + B'y[f, ]
= (87 = BMh+ (208" = 2Ba)e + (2va’ = 2a9') f.
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ALG 26 D= C L)< 5]

ce qui prouve que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie, et donc un isomorphisme
d’algebres de Lie. [

Donc






Chapitre 4

Algebres de Lie nilpotentes et résolubles

1. Algebres de Lie résolubles

1.1. Suite dérivée. Soit g une algebre de Lie. On définit la suite dérivée
(2™(8))n>0 de g par récurrence en posant

2@ =9,  2"(9)=2(2"(9))
Par définition on a
e C PG "N T C Do) C P(g) = 0.
Les propriétés essentielles de la suite dérivée sont les suivantes.

LEMME 1.1. (1) Pour tout n >0, 2™ (g) est un idéal de g.

(2) Pour tout n >0, lalgébre de Lie 9" (g)/ 2" (g) est abélienne.

DEMONSTRATION. (1) Cette propriété se démontre par récurrence sur n. Elle
est clairement vraie pour n = 0. Puis, si 2"(g) est un idéal, alors 2"*1(g) =

[2™(g), 2" (g)] est un idéal par la proposition 5.3 du chapitre 2.
(2) Soient z,y € 2"(g). Alors on a par définition

[z + 2" (g),y + 2" @) = [2,y] + 2" (g).

Or [z,y] € [2"(9), 7" (9)] = 2"+ (g), donc [x,y] + 2" (g) = 0+ 2"F(g). Donc
tout crochet d’éléments de 2™ (g)/ 2" 1(g) est nul, ce qui prouve que cette algebre
de Lie est abélienne. O

REMARQUE 1.2. Sih C g est une sous-algebre de Lie, il est clair que pour tout
n>0ona 2"(h) C 2"(g).

EXERCICE 1.3. Montrer que pour tous n,m > 0 on a 2"(2™(g)) = 2"™(g).
1.2. Algebres de Lie résolubles.

DEFINITION 1.4 (Algebres de Lie résolubles). L’algebre de Lie g est dite réso-
luble si elle vérifie 2™ (g) = {0} pour un n € N.

Notons que si 2"(g) = {0}, alors 2™ (g) = {0} pour tout m > n. Le lemme 1.1
montre également que toute algebre de Lie résoluble est une “extension” d’algebres
de Lie abéliennes.

PRrROPOSITION 1.5. (1) Sig est une algébre de Lie résoluble et si h C g est
une sous-algébre de Lie, alors b est une algebre de Lie résoluble.

(2) Si g est une algébre de Lie résoluble et si i C g est un idéal, alors g/i est
une algébre de Lie résoluble.

43
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DEMONSTRATION. (1) D’apres la remarque 1.2, pour tout n > 0 on a 2"(h) C
2™(g). Donc si 2™(g) = {0} pour un n, alors 2" () = {0}, ce qui prouve que b est
résoluble.

(2) Considérons le morphisme canonique 7 : g — g/i, qui est surjectif. En
appliquant I'exercice 6.7 du chapitre 2 de fagon répétée, on obtient que pour tout
n>0on a

2" (g/i) = n(2"(g))-
Donc si 2™(g) = {0} pour un n, on a 2™(g/i) = {0}, ce qui prouve que g/i est
résoluble. (I

EXERCICE 1.6. Montrer que les algebres de Lie suivantes sont résolubles :

(1) by (k);

(2) uy (k)

(3) les algebres de Lie abéliennes;
(4)

4) 'unique algebre de Lie non abélienne de dimension 2 (cf. §3 du chapitre 3).

1.3. Idéaux résolubles. Si g est une algebre de Lie, un idéal résoluble de g
est un idéal i C g qui, vu comme algebre de Lie, est résoluble.

PROPOSITION 1.7. Soit g une algebre de Lie.
(1) SiiC g est un idéal résoluble et si g/i est résoluble, alors g est résoluble.

(2) Siietj sont des idéaux résolubles de g, alors i+ j est résoluble.

DEMONSTRATION. (1) Par hypothese, il existe des entiers n,m € N tels que
2™(g/i) = {0} et 2™(i) = {0}. Comme dans la preuve de la proposition 1.5(2), on

7*(g/i) = n(7"(9))
pour tout k € N, o 7 : g — g/i est la surjection canonique. Comme 2"(g/i) =
{0}, on en déduit que 7(2"(g)) = {0}, c’est-a-dire que 2™(g) C i. En utilisant
I’exercice 1.3 puis la remarque 1.2, on en déduit que

7" (g) = 2™(2"(9)) € 77 (i) = {0},

ce qui montre que g est résoluble.
(2) Considérons la composée

frieitj— (i4)/i
Comme chacune des deux applications linéaires qui interviennent dans cette com-
position est un morphisme d’algebre de Lie, f est un morphisme d’algebres de Lie.
D’autre part f est surjective. En effet, si x € i 4 j alors il existe y € i et z € j tels
que z =y + z. Alors
r+i=y+z+i=y+i=f(y).

D’apres la proposition 5.6 du chapitre 2, il existe donc un isomorphisme d’alge-

bres de Lie
j/Ker(f) = (i+))/i.

D’apres la proposition 1.5(2) et I'hypothese que j est résoluble, ceci implique que
(i+4j)/i est résoluble.

Maintenant on peut appliquer (1) : i est un idéal résoluble de I’algebre de Lie
i+, tel que le quotient (i+ j)/i est résoluble, donc i + j est résoluble. a
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1.4. Radical.

DEFINITION - PROPOSITION 1.8. Soit g une algébre de Lie de dimension finie.
Alors g possede un unique plus grand idéal résoluble, c’est-a-dire un unique idéal
résoluble contenant tous les idéaux résolubles de g. Cet idéal est noté Rad(g), et
est appelé le radical de g.

DEMONSTRATION. Si i et i sont deux plus grands idéaux résolubles, alors
comme 1i est résoluble on a i C i/, et comme i’ est résoluble on a i’ C i, d’ou
i =i/, Ceci prouve 'unicité.

Prouvons maintenant ’existence. Comme g est de dimension finie, il existe un
idéal résoluble i dont la dimension est maximale parmi tous les idéaux résolubles
de g. Alors, si j est un autre idéal résoluble de g, I'idéal i 4 j est résoluble par la
proposition 1.7(2), donc on a dim(i +j) < dim(i). D’autre part on a clairement
i Ci+4+j,donci=1i+j, ce qui prouve que j C i. Donc i contient bien tous les idéaux
résolubles de g, ce qui prouve I'existence du plus grand idéal résoluble de g. ([l

REMARQUE 1.9. Comme 3(g) est un idéal résoluble de g, on a 3(g) C Rad(g).

LEMME 1.10. Soit g une algébre de Lie de dimension finie, et soit h C g un
idéal résoluble. Alors h C Rad(g), et Rad(g/h) = Rad(g)/b.

DEMONSTRATION. Par définition Rad(g) contient tous les idéaux résolubles de
g, donc en particulier b.

Le sous-espace vectoriel Rad(g)/h C g/b est un idéal résoluble (d’apres la
proposition 5.8 du chapitre 2 et la proposition 1.5(2)), donc

(1.1) Rad(g)/h C Rad(g/).

Réciproquement, notons i I'image inverse de Rad(g/h) par la surjection naturelle
g — g/b. Alors i est un idéal de g (d’apres la proposition 5.8 du chapitre 2), et on
a Rad(g/h) = i/h. D’apres la proposition 1.7(1), ceci implique que i est résoluble,
et donc que i C Rad(g). On a finalement démontré que
(1.2) Rad(g/h) =i/b C Rad(g)/b.

En comparant (1.1) et (1.2), on obtient que Rad(g/h) = Rad(g)/b. O

EXERCICE 1.11. Montrer que si g et h sont des algebres de Lie de dimension
finie, on a Rad(g x h) = Rad(g) x Rad(h).

1.5. Algebres de Lie semi-simples et réductives.

DEFINITION 1.12 (Algebres de Lie semi-simples). Une algebre de Lie g de di-
mension finie est dite semi-simple si Rad(g) = {0}.

REMARQUE 1.13. 1l est facile de déduire de l’exercice 1.11 que tout produit
(fini) d’algebres de Lie semi-simples est semi-simple.

PRrROPOSITION 1.14. Soit g une algébre de Lie de dimension finie. Alors l’algébre
de Lie g/Rad(g) est semi-simple.

DEMONSTRATION. Comme Rad(g) est un idéal résoluble de g, d’apres le lem-
me 1.10 on a Rad(g/Rad(g)) = Rad(g)/Rad(g) = {0}. O

EXERCICE 1.15. Montrer que toute algebre de Lie simple de dimension finie
est semi-simple.
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DEFINITION 1.16 (Algebres de Lie réductives). Une algebre de Lie g de dimen-
sion finie est dite réductive si Rad(g) = 3(g).

REMARQUE 1.17. 1l est facile de déduire de l’exercice 1.11 que tout produit
(fini) d’algebres de Lie réductives est réductif.

PrOPOSITION 1.18. Soit g une algébre de Lie de dimension finie. Alors l’algébre
de Lie g/[g,Rad(g)] est réductive.

DEMONSTRATION. Pour simplifier les notations, posons i := [g, Rad(g)], et no-
tons 7 : g — g/i la surjection naturelle. D’aprés la remarque 1.9, on a 3(g/i) C

Rad(g/i).

D’autre part, i est un idéal de g qui est résoluble (car contenu dans Rad(g)).
Donc, d’aprés le lemme 1.10, on a Rad(g/i) = Rad(g)/i. Donc si € Rad(g/i) il
existe y € Rad(g) tel que 7(y) = z. Alors pour tout z € g on a

[z,7(2)] = [7(y), 7(2)] = 7([y, 2]) = 0

car [y,z] € i = [g,Rad(g)]. Ceci prouve que x € 3(g/i), et donc que Rad(g/i) C
3(g/1), puis finalement que Rad(g/i) = 3(g/i). O

2. Algeébres de Lie nilpotentes

2.1. Suite centrale descendante. Soit g une algebre de Lie. On définit la
suite centrale descendante (4" (g))n>0 de g par récurrence en posant

(@) =9, ¢"(a)=10,"""(g)].
Les propriétés essentielles de la suite centrale descendante sont les suivantes.

LEMME 2.1. (1) Pour tout n >0, €™ (g) est un idéal de g.
(2) Pour toutn >0 on a €™ (g) C €"(g).
(3) Pour toutn >0 on a 2™(g) C €"(g).

DEMONSTRATION. (1) La preuve est identique & celle du lemme 1.1(1).
(2) Comme €™ (g) est un idéal de g d’aprés (1), on a

¢ (g) = [9.¢"(9)] C " (9),

ce qui prouve l'inclusion voulue.
(3) On démontre 'inclusion par récurrence sur n. Elle est évidente si n = 0.
Supposons maintenant que 2"(g) C €"(g). Alors on a

2" g) =12"(9),2"(9)] C [9,2™(9)] C 9, ¢ (9)] = €™ (g),

ce qui prouve l'inclusion au rang n + 1. [
REMARQUE 2.2. (1) Le nom de “suite centrale descendante” provient du
fait que €™ (g)/€"+(g) est inclus dans le centre de g/%¢"*!(g) pour tout

n > 0.

(2) Si b C g est une sous-algebre de Lie, pour tout n > 0 on a €"(h) C €"(g).
Plus généralement, pour tout morphisme d’algebres de Lie o : h — g, on a
w(€"(h)) C €™ (g) pour tout n > 0.
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2.2. Algebres de Lie nilpotentes.

DEFINITION 2.3 (Algebres de Lie nilpotentes). L’algebre de Lie g est dite nil-
potente si elle vérifie €"(g) = {0} pour un n € N.

Comme dans le cas des algebres de Lie résolubles, si €™ (g) = {0} alors €™ (g) =
{0} pour tout m > n.

+

n

EXERCICE 2.4. (1) Montrer que ;5 (k) est nilpotente pour tout n > 1.

(2) Sin > 2, montrer que b (k) n’est pas nilpotente.

PROPOSITION 2.5. Soit g une algébre de Lie.
(1) Si g est nilpotente, alors elle est résoluble.

(2) Si g est nilpotente et h C g est une sous-algébre de Lie, alors by est une
algébre de Lie nilpotente.

(3) Sig/3(g) est nilpotente, alors g est nilpotente.

DEMONSTRATION. (1) Comme g est nilpotente, il existe n tel que €"(g) = 0.
D’apres le lemme 2.1(3), on a 2™(g) C €™ (g), d’ou 2"(g) = {0}, ce qui prouve
que g est résoluble.

(2) D’apres la remarque 2.2(2), pour tout n > 0 on a €"(h) C €™ (g). Donc si
%¢"(g) = 0 alors ¥™(h) = 0, ce qui prouve l’assertion.

(3) D’apres la remarque 2.2(2), si m : g — g/3(g) est la surjection naturelle,
pour tout k > 0 on a 7(¢*(g)) C €*(g/3(g)). Soit maintenant k& > 0 un entier tel
que €*(g/3(g)) = {0}. Alors n(¢*(g)) = {0}, donc €*(g) C 3(g), ce qui implique
que €**1(g) C [g,3(g)] = {0}. Donc g est nilpotente. O

REMARQUE 2.6. La réciproque de la proposition 2.5(1) est fausse, comme le
montre 'exercice 2.4.

EXERCICE 2.7. (1) Montrer que si g est une algebre de Lie nilpotente et si
i C g est un idéal, alors g/i est nilpotente.

(2) Donner un exemple d’algébre de Lie g et d’idéal i C g tel que i et g/i sont
nilpotentes, mais g n’est pas nilpotente.

EXERCICE 2.8. Montrer que si k est de caractéristique 2, l'algebre de Lie sly (k)
est nilpotente. (Ceci pourra étre comparé avec l’exercice 5.12 du chapitre 2.)

3. Théoréme d’Engel

3.1. Enoncé. Dans cette partie nous allons étudier le théoréme d’Engel. Ce
résultat peut s’énoncer de la fagon suivante.

THEOREME 3.1 (Théoréme d’Engel, version 1). Soit V' un espace vectoriel de
dimension finie, et soit g une sous-algébre de Lie de gl(V') telle que tout élément de
g est un endomorphisme nilpotent de V. Alors il existe une base e de V telle que,
pour tout x € g, la matrice de x dans e est strictement triangulaire supérieure.

3.2. Lemmes préliminaires. Avant de démontrer ce théoréme, on commence
par quelques résultats préliminaires qui seront utilisés dans la preuve.
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LEMME 3.2. Soit V un espace vectoriel, et soit x un endomorphisme nilpotent
de V. Alors Uapplication linéaire

est nilpotente.

DEMONSTRATION. Considérons les applications linéaires

A\ gl(V) — gl(V) ot Joe(V) — el(V)
o y = xoy Pa: y = yox

Par définition du crochet dans gl(V'), on a ad(z) = A\, — p, dans I’espace vectoriel
des endomorphismes de gl(V).

Les applications A\, et p, sont nilpotentes. En effet, si n € N est tel que 2z =0
(ol 2™ est la composée de n copies de z) alors pour tout y € gl(V) on a

)\xo---o/\x(y):xo~-~oxoy:x"oy:0,
—_—— ——
n fois n fois
et de méme
Pz O 0py(y)=yogo---ox=yoz" =0.
n fois n fois

D’autre part les endomorphismes A, et p, commutent : en effet pour tout y € gl(V)
on a

Az 0 pa(y) = As(yox) =z 0yom = py(z0Y) = ps 0 As(Yy).
On peut donc utiliser le fait que toute combinaison linéaire d’endomorphismes nil-

potents qui commutent est nilpotente !, pour prouver que ad(z) = A\, — p, est un
endomorphisme nilpotent, ce qui acheve la preuve. [

LEMME 3.3. Soit V' un espace vectoriel, soit g une sous-algébre de Lie de gl(V),
et soit b un idéal de g. Considérons le sous-espace vectoriel de V' défini par
W:={veV|Vyeh, y(v) =0}
Alors pour tout x € g on a (W) C W.

DEMONSTRATION. Soient x € g et v € W. Alors pour tout ¥ € h on a

y(x(v) = (yox)(v) = (ly, 2] + zoy)(v) = [y, z](v) + z(y(v)) = [y, 2](v)

car y(v) = 0. Comme h est un idéal de g on a [y,z] € b, et donc [y,z](v) = 0
puisque v € W. Ceci montre que y(z(v)) = 0, et donc que x(v) € W, et acheve la
preuve. O

3.3. Démonstration du théoréme d’Engel. La proposition suivante est
I’étape-clé de la démonstration du théoreme d’Engel.

PROPOSITION 3.4. Soit V' un espace vectoriel non nul de dimension finie, et soit
g une sous-algebre de Lie de gl(V) telle que tout élément de g est un endomorphisme
nilpotent de V. Alors il existe un vecteur v € V.~ {0} tel que pour tout z € g on a
x(v) = 0.

1. Rappelons que ceci découle de la formule du binéme de Newton.
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DEMONSTRATION. Ce résultat se prouve par récurrence sur dim(g). Si dim(g) =
0, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que dim(g) > 0.

E’tape 1. Soit b C g une sous-algebre de Lie propre maximale, c’est-a-dire une
sous algebre de Lie § telle que §h # g et telle qu’aucun sous-espace vectoriel £ tel que
h CtCgettel quet #hett#£gnest une sous-algebre de Lie de g. (Par exemple,
on peut choisir pour ) une sous-algebre de Lie stricte qui est de dimension maximale
parmi les sous-algebres de Lie strictes de g.) Montrons qu’il existe € g\ h tel que
g=hdk-z (cest-a-dire que b est un hyperplan de g) et que h est un idéal de g.

Considérons I'application linéaire

@b — gl(g/h)
telle que (y) est Papplication linéaire
z+bh[y,x]+b.
(Cette application linéaire est bien définie car [y, h] C b, puisque h est une sous-
algebre de Lie de g.)
Vérifions que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie (en d’autres termes, que ¢

définit une représentation de l'algebre de Lie b sur l'espace vectoriel g/h). En fait,
poury,z €hetx€gona

(o) 0 p(2) = @(2) o () (x + b) = () ([z,2] + b) — ¢(2)([y, 2] + b)
=y [z 2] = [z [y, 2] + b
= [ly, 2], 2] +b
= ¢(ly, z))(x + ),

ou la troisieme égalité découle de I'identité de Jacobi.

Ceci étant établi, on obtient que ¢(h) est une sous-algebre de Lie de gl(g/h)
(voir la proposition 4.7 du chapitre 2). De plus, pour tout y € b, en utilisant le fait
que ad(y) est nilpotent (d’apres le lemme 3.2) on vérifie facilement que ¢(y) est
nilpotent. Finalement, on a

dim(p(h)) < dim(h) < dim(g).

Donc on peut appliquer ’hypotheése de récurrence & la sous-algebre de Lie ¢(h) C
gl(g/h). On obtient ainsi x € g \ b tel que le vecteur = + b € g/h est annulé par
©(h). En d’autres termes, pour tout y € h on a

0+b=o@(z+bh) =[yz]+b,
c’est-a-dire [y, z] € h. Ceci implique que h @k - z est une sous-algebre de Lie de g.
Par maximalité, on a donc
g=hok- .
De plus, le fait que [x,h] C h montre également que b est un idéal de g.
E‘tape 2. Considérons maintenant

W:={veV|Vyeh,y(v) =0}

Par hypotheése de récurrence (qui est applicable car dim(h) < dim(g)), W # {0}.
De plus, d’apres le lemme 3.3, ce sous-espace est stable par I'action de g, donc en
particulier par z. Comme x est nilpotent, sa restriction a W est nilpotente, donc non
injective. Il existe donc v € W~ {0} tel que x(v) = 0. Le vecteur v est alors annulé
par b et par z, donc par g = h @ k- x, ce qui acheve la preuve de la proposition. [
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On peut finalement donner la preuve du théoreme d’Engel.

PREUVE DU THEOREME 3.1. On raisonne cette fois par hypothese sur dim(V).
Si dim(V) = {0}, il n’y a rien & prouver.

Supposons maintenant que dim(V) > 0. D’apres la proposition 3.4, il existe
e1 € V~ {0} qui est annulé par tous les éléments de g. On pose alors V' := V/k-e;.
Tout élément de g définit un endomorphisme de V' (puisqu’il stabilise k - e1), ce
qui permet de définir un morphisme d’algébres de Lie g — gl(V"). De plus, 'image
de tout élément de g est nilpotent. Comme dim(V”’) < dim(V') on peut appliquer
I’hypothese de récurrence a I'image de g dans gl(V”’), et on obtient donc des vecteurs
ea, - e, dans V tels que (ea+k-e1, -+ ,e,+k-e1) est une base de V', et telle que,
pour tout z € g la matrice dans cette base de I'action de z sur V' est strictement
triangulaire supérieure; en d’autres termes, pour tout = € g et tout i € {2,--- ,n}
on a

(3.1) rk-e; - Dk-eadk-e;)Ck-e; 1P Bk-ey.

Alors il est facile de vérifier que la famille e = (e, - ,e,) est une base de V et,
pour tout x € g, (3.1) et le fait que z(e;) = 0 montrent que la matrice de x dans e
est strictement triangulaire supérieure. O

3.4. Formulation alternative. Le théoreme d’Engel est parfois présenté sous
la forme suivante.

THEOREME 3.5 (Théoreme d’Engel, version 2). Soit g une algébre de Lie de
dimension finie. Alors g est nilpotente si et seulement si pour tout x € g l’endo-
morphisme ad(x) de g est nilpotent.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, supposons que g est nilpotente, et soit x € g.
Soit n un entier tel que € *1(g) = {0}. Alors si y € g on a

ad(2)"(y) = o, [z, [z,y]---]] €€ (g) = {0}.

Ceci implique que ad(z)™ = 0, donc que ad(z) est un endomorphisme nilpotent de
g.

On démontre la réciproque par récurrence sur dim(g), le cas dim(g) = 0 étant
évident. Supposons donc que dim(g) > 0, et que ad(z) est nilpotent pour tout
x € g. Pour commencer, on va démontrer que 3(g) # {0}.

Considérons la sous-algebre de Lie ad(g) C gl(g) (voir 'exemple 8.4 du cha-
pitre 2 pour la preuve qu'’il s’agit d’une sous-algebre de Lie). Par hypothese, cette
sous-algebre de Lie est consituée d’endomorphismes nilpotents donc, d’apres la
proposition 3.4, il existe z € g . {0} tel que ad(y)(z) = 0 pour tout y € g. Alors
x € 3(g), ce qui implique en particulier que 3(g) # {0}.

On peut maintenant montrer que g est nilpotente. Tout d’abord il est facile de
vérifier que pour tout x € g/3(g) 'endomorphisme ad(z) € gl(g/3(g)) est nilpotent.
D’autre part, dim(g/3(g)) < dim(g) puisque 3(g) # {0}. Donc, par récurrence, on
sait que g/3(g) est nilpotente. D’apres la proposition 2.5(3), on en déduit que g est
nilpotente. [l

EXERCICE 3.6. Redémontrer que u;- (k) est nilpotente en utilisant le théoreme
d’Engel.



4. THEOREME DE LIE 51

4. Théoréme de Lie

4.1. Enoncé. Le théoréme de Lie est une sorte d’analogue, pour les algebres
de Lie résolubles, du théoreme d’Engel. Contrairement au théoreme d’Engel, il
nécessite des hypothéses sur le corps de base k.

THEOREME 4.1 (Théoréme de Lie). Supposons quek est algébriquement clos, de
caractéristique 0. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit g C gl(V)
une sous-algébre de Lie résoluble. Il existe une base e de V telle que, pour tout
x € g, la matrice de x dans la base e est triangulaire supérieure.

4.2. Lemme d’invariance. Avant de démontrer ce théoréme nous commen-
cons par un résultat préliminaire.

LEMME 4.2. Supposons que k est de caractéristique 0. Soit V' un k-espace vec-
toriel de dimension finie, soit g C gl(V') une sous-algébre de Lie, et soit h C g un
idéal. Pour toute forme linéaire A : h — k, le sous-espace vectoriel

W={veV|Veh yv)=Ay) v} CV

est stable par tout élément de g.

DEMONSTRATION. Fixons v € W et x € g. On veut montrer que z(v) € V,
c’est-a-dire que pour tout y € h on a

(4.1) y(z(v)) = Ay) - z(v).
Cette relation est évidente si v = 0; on supposera donc que v # 0 dorénavant.
Soit n € N le plus grand entier tel que les vecteurs
v, l‘(v), Tty xn(v)

sont linéairement indépendants. Pour tout ¢ € {0, ---n}, on note F; le sous-espace
vectoriel de V engendré par les vecteurs v, z(v), - -, z¢(v). On a clairement x(E;) C
E;+1 pour tout i € {0,--- ,n—1}, et x(E,) C E, (car 2"+ (v) € E,, par définition
de n). Par convention, on pose aussi E_; = {0}.

Montrons maintenant, par récurrence sur ¢ € {0,--- ,n}, que pour tout z € b
on a
(4.2) 2(z'(v)) = M2) - 2 (v) + uiq o u;—1 € E;_4.

(Bien stir, le vecteur u;—1 dépend de z.) Tout d’abord, si i = 0 on a z(v) = A(z) -v
donc (4.2) est bien vérifié. Soit maintenant i € {1,--- ,n}, et supposons le résultat
connu pour 7 — 1. On a alors

2(2'(v)) = (22) (2" (v)) = ([, 2] + 22) (2" ().
Maintenant on applique ’hypothése de récurrence aux éléments [z, z] et z de h pour
obtenir des vecteurs u;_s et u}_, dans E;_5 tels que

2] (@ (0) = A[z,a]) - 0 (0) +uiz et 2(d(0) = A2) - 2 (0) + Ly,
de sorte que
2(2'(v) = Mz, 2]) - 2" (v) + wimz +2(A(2) - 277 (v) + ui_y)
= A(2) -2 (v) + (M[z,2]) - 271 (V) + w2 + 2 (uf_y)).
(4.

Le vecteur A([z,]) - 2"~ (v) + w;—2 +x(u}_,) appartient & E; 1, donc
vérifié. Ceci achéve la récurrence.

2) est bien
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Fixons maintenant y € h. La relation (4.2) montre que le sous-espace vectoriel
E,, de V est stable par tous les éléments de b, en particulier par y et [z,y]. Elle
montre également que la matrice de la restriction de [z,y] & E,, dans la base
v,x(v), - ,2™(v), est triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux tous
égaux a A([z,y]). Ceci implique que

Tr([z, ylig,) = (n+1) - Az, y]).
D’autre part, comme F,, est stable par y et par x, on a
Tr([z,ylg,) = Tr(z|E, oY 5, —YE, °2|B,) = T*(7|E, °YE,) — Tr(y B, 02 |B,) = 0.
Donc (n+ 1) - A([z,y]) = 0 ce qui implique, puisque k est de caractéristique 0, que

A([z,y]) = 0.
On peut finalement montrer (4.1) :

y(@(v)) = (yoa)(z) = (zoy)(v) — [z, yl(v) = x(Ay) -v) = A([z, y]) o v = A(y) - z(v),
ce qui prouve que x(v) appartient & W et acheéve la preuve. O

REMARQUE 4.3. La preuve du lemme 4.2 montre que si W # {0} alors la forme
linéaire A est nulle sur le sous-espace vectoriel [g, h] C .

4.3. Démonstration du théoréme de Lie. Comme pour le théoréme d’En-
gel, ’étape principale de la preuve du théoreme de Lie est la construction d’un
vecteur propre commun a tous les éléments de g.

PROPOSITION 4.4. Supposons que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit g C gl(V) une sous-
algébre de Lie résoluble. Il existe un vecteur v € V . {0} qui est vecteur propre de
tous les éléments de g.

DEMONSTRATION. La preuve suit un schéma assez similaire & celui de la preuve
de la proposition 3.4. On raisonne par récurrence sur dim(g), le cas dim(g) = 0 étant
évident.

Etape 1. Comme g est résoluble, 'inclusion Z(g) C g est stricte. Soit F un
sous-espace vectoriel de g/%(g) de codimension 1 (c’est-a-dire un hyperplan), et
soit h C g l'image inverse de E par la surjection naturelle g — g/ Z(g). Alors b est
un hyperplan dans g, qui contient 2(g). C’est également un idéal de g : en effet,
pourx €Egety€hona

[z,9] € Z2(g) C b
On fixe également un élément = € g tel que
g=bk-x.

E’tape 2. On applique I’hypothese de récurrence a b, qui est de dimension
dim(g) — 1. On obtient donc un vecteur v € V ~ {0} qui est vecteur propre pour
tous les éléments de h. Pour tout y € b, il existe donc un unique A(y) € k tel que

y(v) = Ay) - v.
Il est tres facile de voir que A : h — k est une forme linéaire. On peut alors considérer
le sous-espace vectoriel
W={ueV|vyeh, ylu)=Ay) u}

de V. Par construction ce sous-espace contient v, donc n’est pas nul. Et d’apres le
lemme 4.2 il est stable par tout élément de g, donc en particulier par x.
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Etape 3. On considere finalement la restriction de z & W. Comme k est algébri-
quement clos, cet endomorphisme de W possede un vecteur propre : il existe w €
W~ {0} qui est vecteur propre de x|y, donc de x. Comme w appartient a W, il est
également vecteur propre de tout élément de h. Et finalement, comme g = h dk -z,
w est vecteur propre de tous les éléments de g, ce qui acheve la preuve. O

La fin de la preuve est identique a celle du théoreme 3.1.

PREUVE DU THEOREME 4.1. On raisonne par récurrence sur dim(V), le cas
dim(V) = {0} étant évident.

Supposons donc que dim(V) > 0. D’aprés la proposition 4.4, il existe e; €
V ~ {0} qui est vecteur propre de tous les éléments de g. On pose alors V' :=
V/k - e;. Tout élément de g définit un endomorphisme de V' (puisqu’il stabilise
k-e1), ce qui permet de définir un morphisme d’algebres de Lie g — gl(V”). Comme
dim(V’) < dim(V') on peut appliquer ’hypothése de récurrence & I'image de g dans
gl(V’) (qui est une algebre de Lie résoluble d’aprés la proposition 1.5(2)), et on
obtient donc des vecteurs eg, - -+ , e, dans V tels que (ea +k-e1,- - e, +k-e1) est
une base de V', et telle que, pour tout x € g la matrice dans cette base de I’action
de x sur V' est triangulaire supérieure ; en d’autres termes, pour tout x € g et tout
i€{2,---n}ona

(4.3) zk-e; - Dk-ea®k-e1)Ck-e, D - Dk-eadk-ey.

Alors la famille e = (e1,--- ,e,) est une base de V' et, pour tout = € g, (4.3) et

le fait que e; est vecteur propre de x montrent que la matrice de x dans e est

triangulaire supérieure. [
REMARQUE 4.5. Soit e = (e1,--- ,€,) une base comme dans le théoréme 4.1.

Pour tout ¢ € {1,--- ,n}, posons

Vi=k-e1®--- Pke;.

Alors on a
WiwcWwc---cV,.1CV,=V,

et pour tout ¢ on a dim(V;) = 4. Une telle suite de sous-espaces est appelé un
drapeau. De plus, ce drapeau est stable par g, au sens ol pour tout z € g et tout
i€ {l,---,n} on ax(V;) CV;. Le théoréme de Lie affirme donc l'existence d’un
drapeau stable par g. Il est méme équivalent a l'existence d’un drapeau stable.
(En fait, si V4 C --+ C V,, est un drapeau stable, pour trouver une base comme
dans I’énoncé du théoreme 4.1 il suffit de prendre une base adaptée au drapeau,
c’est-a-dire une base (e1,- - ,e,) telle que, pour tout ¢, on a V; = V;_1 @ ke;.)

EXERCICE 4.6. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Mon-
trer que si V' est un espace vectoriel de dimension finie et si g est une sous-algebre
de Lie résoluble de gl(V'), alors l'algebre de Lie Z(g) est nilpotente.

5. Interprétation en termes de représentations

Dans cette partie on suppose que le corps k est algébriquement clos et de
caractéristique 0.
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5.1. Représentations simples des algebres de Lie résolubles. Le théo-
reme 4.1 peut se reformuler de la fagon suivante.

PROPOSITION 5.1. Soit g une algébre de Lie résoluble.

Soit V' une représentation simple de g, de dimension finie. Alors dim(V) =1,
et le morphisme d’algébres de Lie ¢ : g — gl(V') =k associé est une forme linéaire
nulle sur 2(g).

Réciproquement, pour toute forme linéaire A : g — k nulle sur 2(g), Uapplica-
tion

k — k
(5.1) {?JJ),(Z) = M)z

définit une représentation simple de g.

DEMONSTRATION. Considérons le morphisme d’algebres de Lie ¢ : g — gl(V).
Alors ¢(g) est une sous-algebre de Lie résoluble de gl(V) (d’aprés la proposi-
tion 1.5(2)), a laquelle on peut appliquer la proposition 4.4. Il existe donc un vecteur
v € V {0} qui est vecteur propre de tous les endomorphismes ¢(x) pour z € g.
Alors k - v est un sous-espace vectoriel non nul de V' qui est stable par tous les
endomorphismes ¢(z). Comme V est simple, ceci implique que V' =k - v, et donc
que dim(V) = 1.

Pour tous x,y € g, on a

o([z,y]) = p(x) 0 p(y) — @(y) o p(x) =0,

car Palgebre des endomorphismes de V' est commutative (puisque dim(V) = 1).
Comme les éléments de la forme [z,y] engendrent Z(g), on en déduit que ¢ est
nulle sur 2(g).

Réciproquement, soit A : g — k une forme linéaire nulle sur Z(g). Alors pour
tous z,y € g et pour tout z €k on a

puisque A est nulle sur Z(g), et d’autre part
- (y-z)—y-(@-2)=z-(My)-2) —y- (M) - 2)
=Mz)\(y) -z = Ay A(z) -z =0.
On a donc bien
[yl z2=a-(y-2)—y (z2),

ce qui prouve que (5.1) définit une représentation de g. ([

De cette proposition il est facile de déduire que ’ensemble des classes d’isomor-
phismes 2 représentations simples de dimension finie d'une algebre de Lie g résoluble

est en bijection naturelle avec ’ensemble des formes linéaires sur g qui sont nulles
sur Z(g), qui sont elless-mémes en bijection naturelle avec les formes linéaires sur

9/%(g).

2. Ici par “classe d’isomorphisme” on entend une classe d’équivalence pour la relation
d’équivalence “V ~ V' ssi V et V'’ sont isomorphes”.
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5.2. Représentations simples et algebres de Lie réductives. Soit g une
algebre de Lie de dimension finie.

PROPOSITION 5.2. Si V' est une représentation simple de dimension finie de
g, il existe une forme linéaire X : Rad(g) — k, nulle sur [g,Rad(g)], telle que pour
tout v € V et tout x € Rad(g) on a

xz-v=Ax)v.

DEMONSTRATION. Soit p : g — gl(V) le morphisme d’algebres de Lie associé
& la représentation V. Comme Rad(g) est une algébre de Lie résoluble, il en est
de méme de p(Rad(g)) d’aprés la proposition 1.5(2). D’apres la proposition 4.4, il
existe donc v € V' \ {0} et une forme linéaire X : Rad(g) — k telle que z-v = A(z)v
pour tout z € Rad(g). Considérons alors

W= {w eV |Vz € Rad(g), x - w = A(z)w}.

W est un sous-espace vectoriel de V', et on vient de voir qu’il contient v, donc qu’il
est non nul. D’apres le lemme 4.2 (appliqué a la sous-algebre de Lie p(g) C gl(V) et
a son idéal p(Rad(g))), ce sous-espace vectoriel est stable par I’action de g. Comme
V est simple, on en déduit que W = V| c’est-a-dire que z - w = A(z)w pour tout
x € Rad(g) et tout w € V.

Puisque W # 0, on a vu dans la remarque 4.3 que A doit s’annuler sur
[g9,Rad(g)], et la preuve est compléete. O

La proposition 5.2 montre en particulier que p(z) = 0 pour tout = € [g, Rad(g)].
En d’autres termes, le morphisme p : g — gl(V') peut s’écrire comme une composi-
tion

g — ¢/[g, Rad(g)] — gl(V).

Donc la représentation V' s’obtient de fagon simple & partir d’'une représentation
simple de I’algebre de Lie g/[g, Rad(g)], qui est réductive d’apres la proposition 1.18.
Donc, pour comprendre toutes les représentations simples de dimension finie de
toutes les algebres de Lie de dimension finie, il suffit de comprendre les représenta-
tions simples de dimension finie des algebres de Lie réductives. Ceci justifie I'idée
que les algebres de Lie réductives sont “les plus intéressantes” du point de vue de
la théorie des représentations, et qu’on se limite souvent & ce cadre. 3

On verra plus tard que si g est une algebre de Lie réductive, le morphisme
naturel

3(9) x Z(g) — @

est un isomorphisme d’algebre de Lie, et que 1'algebre de Lie Z(g) est semi-simple.
On peut déduire de la proposition 5.2 que si V' est une représentation simple de
dimension finie de g, sa restriction & 2(g) est encore simple, et qu’il existe une
forme linéaire X : 3(g) — k telle que pour tous z € 2(g) et y € 3(g) on a

(z+y) v=a v+ A(y)v.

Donc pour comprendre V' (comme représentation de g) il suffit de comprendre
sa restriction & 2(g). En d’autres termes, pour comprendre les représentations
simples de dimension finie des algebres de Lie réductives il suffit de comprendre les

3. Notons toutefois que le résultat précédent ne concerne que les représentations simples. Une
algebre de Lie non réductive peut avoir des représentations non simples qui ne “proviennent” pas
d’une représentation d’une algebre de Lie réductive, et des problémes intéressants peuvent donc
se poser dans ce contexte!
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représentations simples de dimension finie des algebres de Lie semi-simples, et on
peut donc raisonnablement se restreindre a ce cadre-la.

5.3. Criteres de semi-simplicité et de réductivité.

PROPOSITION 5.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soit g C
gl(V) une sous-algébre de Lie telle que V', vu comme représentation de g, est simple.
Alors g est réductive.

Si de plus g C sl(V), alors g est semi-simple.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 5.2, tout vecteur z € Rad(g) agit sur
V par un scalaire. Donc Rad(g) C k-Idy C 3(gl(V)). Donc, a fortiori, Rad(g) C 3(g).
En utilisant la remarque 1.9, on obtient que g est réductive.

Si g C sl(V), alors Rad(g) C (k- Idy) Nnsl(V) = {0} (car car(k) = 0), et donc
g est semi-simple. [

REMARQUE 5.4. En particulier, pour g = gl(V') ou g = sl(V') avec dim(V') > 2,

la condition de la proposition 5.3 est vérifiée, et on obtient donc que gl(V) est
réductive et que sl(V') est semi-simple.



Chapitre 5

Algebre enveloppante et théoreme de
Poincaré—Birkhoff-Witt

1. Algebre tensorielle et algebre symétrique

1.1. Algebres graduées, algebres filtrées. Commencons par quelques rap-
pels terminologiques.

Soit V' un k-espace vectoriel. Une graduation sur V est la donnée de sous-espaces
vectoriels V™ C V (pour n € N) tels que

v=vn
neN

Une filtration sur V est la donnée de sous-espaces vectoriels F,,V C V (pour n € N)
tels que pour tout n on a F,V C F,,11V et tels que

V=|JFV
neN

Un espace vectoriel muni d’une graduation est appel$ un espace vectoriel gradué,
et un espace vectoriel muni d’une filtration est appelé un espace vectoriel filtré.

Soit (V,{F,V, n € N}) un espace vectoriel filtré. Le gradué associé & cet espace
vectoriel filtré est I’espace vectoriel

oV =P FV/FV
neN
(o, par convention, F 1V = {0}), muni de la graduation définie par les sous-

espaces vectoriels gr"V := F,V/F,_1V.

DEFINITION 1.1. Une algébre graduée est une k-algébre A munie d’une gradua-

tion
A=Har

neN

de I'espace vectoriel sous-jacent, telle que 1 € A° et telle que pour tout n,m € N et
tous a € A" et b € A™, le produit a - b appartient & A"*™. En termes plus formels,
cette condition s’écrit

(1.1) A" LA™ C At

Une algeébre filtrée est une k-algebre A munie d’une filtration {F,, A, n € N} de
I’espace vectoriel sous-jacent, telle que 1 € FyA et telle que pour tout n,m € N et
tous a € F,,A et b € F,,, A, le produit a - b appartient a F,1,,A. En termes plus
formels, cette condition s’écrit

FyA-FpAC FrimA.

57
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Soit (A, {F,A, n € N}) une algebre filtrée. Alors Iespace vectoriel gradué grA
a une structure naturelle d’algebre graduée. En effet, considérons la composition
Onm t FnAX FpA— FoymA —» gr"tm A,

ou la premiere application est la multiplication et la seconde la surjection naturelle.
Pour v € F,, A fixé, I'application linéaire u — ¢, (u,v) s’annulle sur F,,_; A. Donc,
d’aprés la proposition 2.5 du chapitre 1, elle induit une application de gr"" A vers
gr” ™™ A, qu’on notera ©p.m(—,v). Puis, pour u € gr"A fixé, I'application v
©h.m(u,v) est linéaire et s’annule sur Fy, ;A. Donc, de méme, elle définit une
application de gr™ A vers gr"*™A. On a donc finalement obtenu une application
gr" A x gr™A — gr" T A,
On peut donc définir une application
grA x grA — grA

en prenant la somme des applications précédentes pour toutes les valeurs de n et m.
Il est facile de voir que cette application est associative, et que I'image de 1 € FpA
dans grVA est un élément neutre. On a donc bien défini une structure d’algebre
sur grA, et cette structure vérifie clairement (1.1). L’espace vectoriel gradué grA
est donc bien naturellement une algebre graduée. On l'appelle I'algébre graduée
associée & lalgebre filtrée (A, {F, A, n € N}).

1.2. Algeébre tensorielle. A partir de maintenant on fixe un k-espace vecto-
riel V' de dimension finie *.
On pose T°(V) := k puis, pour n > 1, on pose

T"(V)=Ve® V.

n copies

Pour tous m,n > 0 on définit une application
o = T™(V)x TV) = T™(V)
comme étant 'application canonique (bilinéaire)
TPV)xT"(V) = T"(V)T™(V)=Tm"""(V),
voir I’équation (3.1) du chapitre 1. En termes plus concrets, pour des tenseurs purs
MR Quy €T™(V)etw, ® - Qw, € T"(V) on a
Mm,n(’Ul®"'®’Um,w1®"'®wn) =R QU QWL R @ Wy,

Il est clair d’apres cette expression que si m,n,p > 0 on a une égalité
(1.2) fimnp © (Hmm X id7e(v)) = pnntp © (dgm vy X pinp)
d’applications de T™(V) x T™(V) x TP(V) vers T +P(V).

Considérons maintenant ’espace vectoriel

(1.3) TV) =P T7"(V).

neN

On définit une application

w:TWV)xT(V)—=T(V)

1. Cette hypothese ne joue aucun role important dans les constructions qui suivent.
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en posant, pour

v:Zvn et w:an

n>0 n>0

(avec vy, w, € T™(V), ces vecteurs étant nuls pour n > 0),
/J,(’U,U}) = Z Nm,n(vm7vn)~
m,n>0
LEMME 1.2. L’application p définit une structure d’algebre sur l’espace vectoriel

TV).

DEMONSTRATION. Le vecteur 1 € k = 7°(V) C T(V) est neutre pour la mul-
tiplication u. Les propriétés a vérifier sont donc que la multiplication est bilinéaire
et associative.

Commencgons par la bilinéarité. On va démontrer que pour «a, 8 € k et u,v,w €
T(V)ona
(1.4) wlou + v, w) = ap(u,w) + Bu(v, w).

La vérification du fait que p(u, av + fw) = au(u,v) + Su(u, w) est tres similaire,
et laissée au lecteur. Ecrivons

uzg Up,, vzg Un et wzg Wy,

n>0 n>0 n>0

avec Uy, vy, et wy, dans T™(V) (et nuls pour n > 0). On a alors

o+ Bo,w) = i | S (@t + Bun), 3w

n>0 n>0
- Z Nm,n(aum+ﬂvmawn)~
m,n>0

Pour tous m,n >0 on a
Hoann (QUm, + BV, Wy ) = Qi n (Uiny Wi ) + Bl n (Vm, Wn),
voir les commentaires apres I’équation (3.1) du chapitre 1. On en déduit que

plow+ Bo,w) = Y (o (U wWn) + Bt (Vm, wh))

m,n>0

=a- Z ,um,n(uma wn) +8- Z ,Ufm,n(vma wn)

m,n>0 m,n>0
= ap(u, w) + Bu(v, w),

ce qui achéve la preuve de (1.4).
Vérifions maintenant 1’associativité. Soient w,v,w € T (V). On doit montrer
que

p(pu,v), w) = pu, p(v, w)).

u:Zun, v:Zvn et w:an

n>0 n>0 n>0

Ecrivons
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comme ci-dessus. On a alors

u(u(u,v),w):p Z Z Nmm(um,vn)vzwq

p=>0 m+n=p q=0
= Z Hp,q ( Z :u’m7n(um7 Un)awq>
P,q>0 m+n=p

= Z Hm+4n,q (Nm,n(unu Un)a wq)

m,n,q>0
par bilinéarité.
Maintenant on utilise Iidentité (1.2), puis encore la bilinéarité, pour obtenir
que

p(p(u,v), w) = Z tomn+q (Wi, fhn,g(Uns Wq))

m,n,q>0
= 3 (o 3 )
m,p>0 n+q=p
= :U'(u’ :u'(va w))a
ce qui acheve la preuve. ([

A partir de maintenant, on noterons plus simplement v-w & la place de p(v, w)
pour v,w € T (V).

REMARQUE 1.3. Par construction, 'algébre tensorielle 7(V'), munie de la dé-
composition (1.3), est une algebre graduée.

1.3. Propriété universelle de 1’algébre tensorielle. L’algebre tensorielle
T (V) ala “propriété universelle” suivante.

THEOREME 1.4 (Propriété universelle de lalgeébre tensorielle). Soit A une k-
algébre, et soit ¢ : V — A une application linéaire. Il existe un unique morphisme
de k-algébres

v:T(V)—= A
qui vérifie (v) = ¢(v) pour tout v € V = TL(V).

DEMONSTRATION. Pour démontrer 1'unicité, on remarque que pour tous vec-
teurs vy, - ,v, € V, Papplication ¥ doit vérifier

¢(U1®v2®...®vn) :1/](1;1.@2.(...).1)”)
=tp(v1) - (v2) - (-++) - P(vn) = p(v1) - p(v2) - (-++) - p(vn).

Comme les vecteurs de cette forme engendrent 7" (V') comme espace vectoriel, cette
égalité détermine ¢ uniquement sur chaque 7™ (V) pour n > 1. Par ailleurs on doit
avoir ¥ (1) = 1, donc 1 est également déterminée sur 7°(V). Cette application est
donc uniquement déterminée sur 7 (V) puisque 7(V) = P,,~o 7" (V).

Démontrons maintenant I’existence de 1. Pour cela on choisit une base e =
(€1, ,e.) de V. Alors les vecteurs 1 € TO(V) et ¢;, ® --- ® ¢;, pour n > 1 et
i1, yin € {1,--- ,r} forment une base de 'espace vectoriel 7(V'). On peut donc
définir ’application linéaire

v:T(V)— A
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en posant (1) =1, et

Plen ®---®e,) =plei) - () - lei,)

pour n et iq,- -+ , i, comme ci-dessus. En utilisant le fait que ¢ et 1 sont linéaires, il
est facile de vérifier que ¥ (v) = (v) pour tout v € V. Il reste maintenant & vérifier
que 1 est un morphisme d’algebres.

Pour commencer, montrons que si m,n > 0etsiv e T*(V),w e T™(V),on a

(1.5) Pv-w) =¢(v) - P(w).

Cette égalité est évidente si n ou m est nul; on suppose donc maintenant que
n,m > 1. On peut alors écrire

v= E iy, sin "€y @ ® €,
i1, yin€{1, )
w = E My, jm €51 @ - @ €5,

Jiy s dm €1, r}

pour des coefficients \;, ... ;. €t i, ... ;. dans k. Calculons maintenant ¢ (v - w) :

w(’U’LU):’(ZJ E )\7;17"'77;n/'[/]'17'"7jm '6i1®"'®€¢n®6j1 ®"'®€jm
i1, in €{1, 0}
Jry s dm€{1, 1}

= > Air iy g - P(€00) - (ei,) - legy) - - (e, ).
in, e in€{Lor)
jlw'“ 7‘7m€{17 77"}

On obtient donc que ¢(v - w) est égal &

D A len)olen) |l DD Mg - plen) - ples,)
i1, i

Jisesdm

(ou les indices dans les sommes prennent leurs valeurs dans {1,---,r}). Cette
derniére quantité est égale a ¥ (v) - ¥ (w), et la preuve de (1.5) est donc compléte.
Soient maintenant v et w des vecteurs quelconques de 7 (V). Ecrivons

szvn et w:an

n>0 n>0

avec v, wy, dans 7™(V) (et nuls pour n > 0). On a alors

¢(Uw):¢ Z'Um'wn

Il Il
M
s =
S [~4
EDRE
< §
g s
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d’apres (1.5). On obtient donc

Yo-w) = [ en) |- [ D v(wn) | =) - p(w),

n>0 n>0
ce qui acheve la preuve du fait que v est un morphisme d’algebres. 0

1.4. Algebre symétrique. On peut maintenant définir 1’algébre symétrique
de V' comme étant le quotient

S(V):=TWV)/Is

ou Is est I'idéal bilatere de T (V') engendré par les vecteurs de la forme u®@v—v®u.
De fagon plus concrete, Is est Iidéal de T (V) formé des vecteurs qui sont des
sommes de vecteurs de la forme p- (u®v)-g—p-(v®u)-q avec p,q € T(V). Cette
description montre qu’on a

Is=@PUsnT"(V)).
n>0
On a donc
(1.6) S(V)=EPs*(vV) avec S"(V)=T"(V)/(IsnT"(V)).
n>0

Notons que S°(V) =k et S*(V) = V. On notera 7s : T(V) — S(V) la surjection
naturelle ; il s’agit d’'un morphisme d’algebres.

L’algebre S(V') est commutative. En effet si u et v appartiennent & V = S*(V),
par définition on a v -v = v - u dans S(V). Puis, comme tout vecteur de S(V)

s’obtient en faisant des combinaisons linéaires de produits de vecteurs de S (V) et
de S%(V) =k, tous les vecteurs commutent deux & deux : pour p et ¢ dans S(V)

onap-q=gq-p.
REMARQUE 1.5. L’algebre S(V), munie de la décomposition (1.6), est une
algebre graduée.

L’algebre symétrique a également une “propriété universelle”, comme suit.

THEOREME 1.6 (Propriété universelle de lalgébre symétrique). Soit A une k-
algébre commutative, et soit  : V. — A une application linéaire. Il existe un unique
morphisme de k-algébres

P:SV)— A
qui vérifie (v) = ¢(v) pour tout v € V. =S (V).

DEMONSTRATION. La preuve de I'unicité est identique & la preuve de 'unicité
dans le théoreme 1.4. Considérons donc 'existence. D’apres le théoreme 1.4, il existe
un morphisme d’algebres

P T(V)— A
tel que ¢’ (v) = ¢(v) pour tout v € V = T*(V). Pour tous v,w € V, on a
P(wew-—wev) =1y (v) ¢ (w) - ¢ (w) P (v) =0
puisque A est commutative. On en déduit que v’ est nulle sur Is. D’apres la pro-
position 2.5 du chapitre 1, on peut donc définir une application linéaire

b:S(V) = A
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en posant ¥ (p+Is) = ¢'(p). En utilisant le fait que ¢’ est un morphisme d’algebres,
il est facile de vérifier que v est un morphisme d’algebres. D’autre part on a ¢ (v) =
Y/ (v) = ¢(v) pour tout v € V = 8Y(V) = T(V), donc la preuve est complete. [

On peut construire une base de S(V') de la fagon suivante.

PROPOSITION 1.7. Soit (eq,--- ,e,) une base de V. Alors le vecteur 1 € k =
SOV) et les vecteurs

(1.7) ey crrep, aveen>1) iy, i, €41, ) i <-- <y
forment une base de l’espace vectoriel S(V').

DEMONSTRATION. Les vecteurs de la forme ¢;, @ -+ ® e;, avec n > 1 et
i1, ,in € {1,---,r} engendrent T (V) comme espace vectoriel. Comme le mor-
phisme naturel T(V) — S(V) est surjectif, les vecteurs de la forme e;, ---¢e; en-
gendrent donc S(V). Comme S(V) est commutative, tout vecteur de cette forme
peut s’écrire avec des indices croissants, ce qui montre que les vecteurs de I’énoncé
engendrent S(V).

Il reste & montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants. Pour cela on
consideére algebre k[ X7, - - - X,.] des polynomes & coefficients dans k en r indétermi-

nées X1, --,X,. Par définition, les vecteurs de la forme
XM X
avec ny,---,n, > 0 forment une base de k[X7,- - X,]. Cette base peut aussi se

décrire comme étant fomée de 1 et des vecteurs de la forme

Xip X, aveen>1 iy, yip € {1, ,r}, ip <0 <.

Considérons 'application linéaire ¢ : V' — k[ X7, - - - , X,.] définie par ¢(e;) = X;
pour ¢ € {1,---,r}. D’apres le théoréme 1.6, cette application se prolonge en un
morphisme d’algebres ¢ : S(V) — k[X4, -, X,]. Ce morphisme envoie la famille
de vecteurs de ’énoncé sur la base de k[Xi, -+, X,] considérée ci-dessus. Cette
famille de vecteurs est donc libre, ce qui achéve la preuve. O

REMARQUE 1.8. Tl est facile de voir que le morphisme d’algebres S(V) —
k[X71,- -, X,] considéré dans la preuve de la proposition 1.7 est un isomorphisme
d’algebres.

2. Algebre enveloppante et énoncé du théoréme de
Poincaré—Birkhoff-Witt

2.1. Définition. Soit maintenant g une k-algebre de Lie de dimension finie.
Comme g est en particulier un espace vectoriel, on peut considérer son algebre
tensorielle 7 (g). On notera [, 'idéal bilatere de T (g) engendré par les éléments de
la forme x -y — y - — [z,y] pour z,y € g, qui est aussi le sous-espace vectoriel de
T (g) engendré par les éléments de la forme

u-(r-y—y-x—[z,y]) v

ounz,y €getuveT(g).
L’algebre enveloppante de g est définie comme le quotient

U(g) :==T(9)/1u-



64 5. ALGEBRE ENVELOPPANTE ET THEOREME DE POINCARE-BIRKHOFF-WITT

Par définition, il existe un morphisme d’algebres naturel (surjectif) my @ T(g) —
U(g). On peut donc considérer I'application linéaire

vig="T"(g) = T(g) == U(g)
LEMME 2.1. L’application linéaire ¢ est un morphisme d’algébres de Lie.
DEMONSTRATION. Par définition, pour z,y € g on a
@) - uy) — uly) - @) = mu(z)  Tuly) — mu(y) - mu(x)
:’]‘[‘u(l'-yfy.l')
[2,9] + (z -y —y -z —[2,9]))
[z.y]) + mu(@ -y —y -z —[2,y])
[z, y])
= u([z,y]),

ce qui prouve 'assertion. O

mu(
= mu(
u

REMARQUE 2.2. Il n’est pas clair pour I'instant que ’application ¢ est injective.
Cette propriété sera démontrée plus tard ; voir le corollaire 4.3.

2.2. Propriété universelle. L’algebre enveloppante U(g) possede une “pro-
priété universelle” similaire & celles de l'algebre tensorielle (voir le théoreme 1.4)
ou de l'algebre symétrique (voir le théoreme 1.6).

THEOREME 2.3 (Propriété universelle de I’algebre enveloppante). Soit A une
k-algébre et ¢ : g — A un morphisme de k-algébres de Lie. Il existe alors un unique
morphisme d’algebres

P :U(g) = A
tel que la composée

g5 U S A
coincide avec l’application .

DEMONSTRATION. L’unicité de v est claire, puisque U(g) est engendrée (comme
k-algebre) par ¢(g), et puisque la propriété que doit vérifier ¢ définit son action sur
toutes les sommes de produits d’éléments de ¢(g).

Pour démontrer I'existence de v, on utilise tout d’abord le théoreme 1.4, qui
garantit I'existence d’un morphisme de k-algebres

YT (g) = A
tel que ¢’ (z) = p(x) pour tout = € g = T(g).
Considérons maintenant des vecteurs z,y € g. On a
V(-y—y-o—lzy]) =4 (@) ¥ (y) ') () - ([z,9])
= @) -¢(y) — (y) - () — ¢([z,y])
= [p(), 0(v)] — e([z,9])
=0

puisque ¢ est un morphisme d’algebres de Lie. L’application ¢’ est donc nulle sur
tous les éléments de la forme x-y—y-xz—[z, y], donc sur Ir;. D’apres la proposition 2.5
du chapitre 1, ceci implique qu’on peut définir une application linéaire

Y :U(g) =T(9)/Iu — A
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en posant
Y(u+ Iy) = ¢ (u)
pour tout u € T (g). De plus, ¢ est un morphisme d’algébres, puisque pour tout
u,v € T(g) on a
Y((ut L) - (v + Tu)) = P(u- v+ Iy)
= /(u-v)
=9’ (u) -9’ (v)
=Y(u+ Iy) v+ Iy).
Finalement, la composée
g > U(g) YA
coincide, par définition, avec la composée

’

g T(g) L 4,

donc avec ¢, ce qui acheve la preuve. (I

EXERCICE 2.4. Soit A une k-algebre.

(1) Montrer que, réciproquement, si ¢ : U(g) — A est un morphisme d’alge-
bres, alors 1 o ¢ est un morphisme d’algebres de Lie, et que le morphisme
d’algebres associé a ¥ o par le théoréeme 2.3 est ¥ lui-méme.

(2) En déduire que 'application ¢ — t o ¢ définit une bijection de I’ensemble
des morphismes d’algebres de U(g) dans A vers I’ensemble des morphismes
d’algebres de Lie de g vers A.

2.3. Théoreme de Poincaré—Birkhoff-Witt. L’intérét principal du théo-
reme de Poincaré—Birkhoff-Witt est qu’il permet de comprendre plus concrétement
a quoi “ressemble” I’algebre U(g) (voir notamment le corollaire 4.1). Pour ’énoncer,
on consideére tout d’abord la collection {7,(g), m > 0} de sous-espaces de T (g)
définie par

Tnlg) =T (@ & - &T"(g).
On a1 € 7y(g), pour tout m > 0 on a

Tm(8) C Tmt1(9),

et pour tous m,n >0 on a

On a également clairement

T(a) = | Tml0),

m>0

donc ces sous-espaces définissent sur 7 (g) une structure d’algebre filtrée.
On considére maintenant les sous-espaces vectoriels de U(g) définis, pour m > 0,
par

U (9) := (T (9))-
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De fagon plus concrete, Uy, (g) est le sous-espace vectoriel de U(g) formé par les
vecteurs qui peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire de vecteurs qui sont
des produits d’au plus m éléments de ¢(g). On a encore 1 € Up(g),

U (9) - Un(8) C Upnin(g) et Ulg) = | Unla),

m>0

donc ces sous-espaces définissent sur U(g) une structure d’algebre filtrée. Cette
filtration est appelée filtration de Poincaré—Birkhoff-Witt.
Notons V(g) := gri(g) V'algébre graduée associée & cette filtration.

LEMME 2.5. La k-algébre V(g) est engendrée par l'image de la composée
g = Ui(g) » Vi(g).
De plus, cette algébre est commutative.

DEMONSTRATION. Vérifions tout d’abord la premiere assertion. Pour cela il
suffit de vérifier que, pour tout m > 0, tout élément de V™ (g) = gr™U(g) s’écrit
comme une combinaison linéaire de produits d’éléments de /(g). Mais, par défini-
tion, tout élément = de V™(g) est I'image d’un élément y de U,,(g). Et comme,
par définition encore, U(g) est un quotient de T (g), y est une combinaison linéaire
de produits d’éléments de ¢(g). Donc z s’écrit bien comme combinaison linéaire de
produits d’éléments de ¢/(g), et 'assertion est prouvée.

Maintenant que ce fait est démontré, pour démontrer la commutativité de V(g)
il suffit de démontrer que les éléments de ¢/(g) commutent deux & deux. Soient donc
x,y € g. Dans Us(g) on a

(2.1) uz) - o(y) — uly) - o(x) = e[z, y])-

L’image dans V?(g) de I’élément de gauche dans cette égalité est par définition
J(x) - (y) = (y) - (). Mais I’élément de droite appartient au sous-espace Ui (g) C
Us(g). Donc son image dans V2(g) = Us(g)/Ui(g) est nulle. En prenant I'image de
'égalité (2.1) dans V?(g) on obtient donc 1'égalité

(@) (y) = () () =0
dans V(g), ce qui prouve la commutation est achéve la preuve. (I

Le lemme 2.5, combiné & la propriété universelle de 1'algebre symétrique (voir le
théoréme 1.6) permettent de prolonger le morphisme ¢’ en un morphisme d’algebres
surjectif

¢:S(g) = V(g)

THEOREME 2.6 (Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt). Le morphisme ¢ est
un isomorphisme d’algébres.

3. Preuve du théoréeme de Poincaré—Birkhoff—-Witt

La preuve du théoreme 2.6 nécessite quelques résultats préliminaires, et ne sera
achevée qu’a la fin de cette partie.

On fixe une base (x1,--- ,z4) de g (o d = dim(g)). Ces éléments définissent des
vecteurs dans T (g), qu’on notera encore x1,--- ,Z4, mais aussi des vecteurs dans
S(g), qu’on notera zj,--- ,zq pour éviter les confusions. On a donc ws(z;) = z;
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pour tout i € {1,---,d}. Pour tout m-uplet A = (A, -+, A;,) d’entiers entre 1 et
d, on note

Ty =2y Q- - Qxy, ET(g), ZN =20 B, ES(Q).

Par convention, pour m = 0, il existe un unique m-uplet, en 'occurrence I’ensemble
vide &, et on a xy = 1, 2 = 1. Un m-uplet A = (Ay,---, \y,) comme ci-dessus
est dit croissant 8’1l vérifie Ay < Ay < --- < \,,. (Par convention, & est croissant.)
D’apres la proposition 1.7, les vecteurs z) avec A croissant forment une base de
S(a).

Le lemme suivant est la construction-clé de la preuve. Sa démonstration est
assez technique. Dans I’énoncé on utilise la notation suivante : si i € {1, -+ ,d} et
si A= (A1, -, ) est un m-uplet croissant, on écrit ¢ < A\ si m = 0 (c’est-a-dire
siA=@)ousim>1eti<A (cest-a-dire si m > 1 et i < \; pour tout j). Pour
m € N on note

Sm(g) = @Si(g)-

LEMME 3.1. Pour tout m € N, il existe une unique application linéaire

fm 1 9® Sm(g) — S(a)
qui vérifie les propriétés suivantes :
(Ayn) pour tout i € {1,--- ,d} et tout k-uplet croissant X\ tel que k < m et
1< A ona
fm(zi ® 23) = zizx;
(Bm) pour touti € {1,---,d} et tout k-uplet croissant \ tel que k < m, on a

Jm(@i @ 23) = z;zx  mod Si(g);

(C) pour tous i,j € {1,---,d} et tout k-uplet croissant A tel que k <m —1,
on a

fm(2i @ frn(2j @ 22)) = fin(2j @ fin (i @ 22)) + fin([20, 7] @ 2).

De plus, pour m > 1, la restriction de f,, ¢ §®Sm—1(8) C g Sn(g) coincide avec
Uapplication fo,_1.

REMARQUE 3.2. (1) Sila propritété (B,,) est vérifiée, alors sous les condi-
tions de la propriété (C,) on a fr,(z;®@2x) € Sp(g) et fr(z;®21) € Sm(g),
de sorte que la condition de (Cy,) a un sens.

(2) Les applications f,, ne sont pas canoniques : elles dépendent du choix de la
base (z1,- - ,xq) (et notamment de la fagon dont on a ordonné cette base).

PREUVE DU LEMME 3.1. On prouve l'existence et 'unicité de f,, par récurren-
ce sur m. Le cas m = 0 est évident : on Sp(g) = k, et on définit fy en posant
folz;®1) = z; pour tout ¢ € {1,---,d}. (Les vecteurs (z;®1, i =1,--- ,d) forment
une base de g®k, de sorte qu’il existe une unique application linéaire vérifiant cette
égalité.) Les conditions (Ap), (Bo) et (Cp) sont vérifiées, et la condition (Ag) montre
que ce choix de fj est le seul possible.

Soit maintenant m > 1, et supposons qu’on a vérifié I'existence et 1'unicité
d’une application f,,_1 satisfaisant les conditions (A,,—1), (Bm-1) et (Cpn—1). On
a

g@Sm(9) = (0@ Sm-1(9)) ® (32 S™(g)).
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On définit tout d’abord application f,, sur g®S,,—1(g) comme étant application
fm—1. (En fait ceci est contraint par ’hypotheése de récurrence : si f,, existe, sa
restriction & g ® Sy,—1(g) vérifie les propriétés (Am—1), (Bm—1) et (Crn—1), donc
elle doit coincider avec f,,—1 par l'unicité au rang m — 1.)

Pour compléter la définition il reste & définir f(z; ® z)) pour tout i € {1,--- ,d}
et tout m-uplet croissant A. Si ¢ < A, on pose
(3.1) Im(T ® 2)) = zi2x.
(Ceci est imposé par la condition (A,,).) Si maintenant ¢ £ A, alors A\; < i. On
pose ft = (Ag, -+, Ap). D’apres la condition (Apm—1), frm—1(2x, @ 24) = 25, 24 = 2.

D’autre part, d’apres (Bp,—1) il existe y € Sp—1(g) tel que fr—1(z;®2,) = ziz,+y.
La condition (C,,) force alors & poser
(3.2) (@i @ 23) = 20,220 + f—1(@x, @ Y) + fr—1([@i, 22, @ 2,).

Ceci montre 'unicité de f,,. Pour conclure, il reste a démontrer que I'unique
application linéaire f,, : g®S,,(g) — S(g) qui coincide avec fi,,—1 sur gS,,—1(g) et
vérifie (3.1) (quand ¢ < A) et (3.2) (quand ¢ € ) vérifie les conditions (A,), (Bm)
et (Cpy). Les conditions (A4,,) et (B,,) sont évidentes. Dans le cas ou k < m — 2,
la condition (C,,) découle de I’hypothése de récurrence, de sorte qu’il suffit de
considérer le cas k = m — 1. Si j < i et j < A, Iégalité est vraie par construction
de f,, (voir la condition (3.2) ci-dessus). Les roles de ¢ et j étant symétriques, le
cas i < j, 1 < X est également vérifié. Dans le cas ¢ = j, il n’y a rien a démontrer.

Le seul cas qui reste est donc celui o n’anié < A, ni 7 < A. Dans ce cas, posons
= (Ag, -, Am—1);0naalors A\; < p, Ay <4, Ay < j. Par (A,,,—1) et (Cpr—1), on
a

Sm(@; @ 23) = frm—1(2; @ fr—1(r, @ 24))
= fm-1(2x; @ frm-1(25 ® 2)) + fm—1([75,22,] @ 24)
= fm(@x, @ (2 © 2)) + fro ([, 20,] © 23).
D’apres (By,—1), il existe w € S,,_2(g) tel que
fm 5 ® 24) = zjzu + w.
D’autre part, la condition (C),) est connue pour fi,(z; ® fm(2x, ® 2;2,)), puisque
A < pet Ay < j. Par (Cy,—1), la condition similaire est également connue pour
fm(x: @ fm(zx, ® w)), de sorte qu’on a
fm(2i @ frn(zy, ® fm(xj ® Zu)))
= fm(@x, ® fn(z: ® fM(xj ® ZM))) + fm([zi, 20, ] @ fm(xj ® Z#))
On obtient donc que

S (2@ fir(2@23)) = fin (i@ fin (22, © fin (€@ 2))) + fin (2@ frn ([, 23, ] ® 2))
= fm (@2, © fin (2 @ fin (25 @ 24))) + fml[i, 20,] @ fn(25 @ 2,))
+ (2 @ fn ([, 20,] © 2,))-
Finalement, en appliquant la condition (Cy,—1) & fm(2; @ frm([xj, 2x,] ® 2,)) on
obtient que
fm(mi®fm(xj®z>\)) = fm(zkl ®fm(xi®fm(xj®Zu)))+fm([xiaxAJ‘g’fm(xj@Zu))
+ fm([2g,20,] @ fn(@i ® 24)) + fon ([0 [, 22, )] © 2,0).-
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Comme i et j jouent des roles similaires, on a également une égalité similaire en
inversant les roles de i et j. En soustrayant ces égalités on obtient que

Fn (@i @ frn (25 @ 2)) = fin(@5 @ (2 @ 20)) = fin (T2, @ (@0 @ firn (25 @ 2,1)))
— i (@x, @ fin (25 ® fin (2 ®2))) + fm (23, [, 20, ]| © 20) = fn ([, [, 20, ©20),

c’est-a-~dire (en utilisant encore (Cp,—1)) que

fm(fl:i & fm(l‘j & Z)\)) - fm(xj & fm(l‘i ® Z)\)) = fm(l‘)\l ® fm([a:l?x]} ® ZM))
+ frm([@is [T, 20, ]] @ 20) + fn ([, [22,5 2] © 24)

puis, en utilisant (Cy,—1) et (A—2),

S (@i @ fr (25 @ 20)) = fm (25 @ frn (25 @ 22)) = frn([20, 2] © 2)
+ fm([x)\n ['ri"rj]] Y Zu) + fm([xiv [xj’ xh]] ® Zu) + fm([wja [.13,\1,$i“ ® ZM)'

Finalement, 'identité de Jacobi assure que le terme sur la deuxieme ligne est nul,
ce qui acheve la preuve. (I

Le lemme suivant découle facilement du lemme 3.1.

LEMME 3.3. Il existe une représentation p : g — gl(S(g)) telle que pour tout
1€ {l,---,d}, tout m > 0 et tout m-uplet ordonné X\ on a

p(x;)(zx) = zizx  mod Sp(g).

DEMONSTRATION. Pour tout z € g, on définit lapplication linéaire p(z) :
S(g) — S(g) en posant, pour tout z € S(g),

p()(2) = fm(z ® 2),

ot m > 0 est un entier tel que z € S,,,(g). Ce vecteur ne dépend pas du choix de m
d’apres les propriétés des applications f,,. Alors la condition (C,,) du lemme 3.1
assure que p est une représentation de g, et la condition (B,,) assure que cette
représentation vérifie les conditions de I’énoncé. O

LEMME 3.4. Soit m > 0 et soit t € Tp,(g) N Ker(my). Alors la composante ty,
de t sur T™(g) appartient a Ker(ns).

DEMONSTRATION. Comme les vecteurs z pour A un m-uplet forment une base
de T™(g), il existe des m-uplets A!,--- | A" et des scalaires ay,- - - ,a, tels que

r
tym = E ;T \i-
i=1

Comme gl(S(g)) est une algebre, d’apres la propriété universelle de I'algebre enve-
loppante (théoreme 2.3), le morphisme p du lemme 3.3 s’étend en un morphisme
P T (g) — gl(S(g)) tel que Ker(my) C Ker(p’). On a donc p/(t) = 0. D’autre part
la composante de p(t)(1) dans S™(g) est, d’apres le lemme 3.3, égale & >, a;zyi.
Cette quantité est donc nulle, ce qui implique que ws(t,,) = 0, et achéve la
preuve. ([l

On peut finalement donner la preuve du théoreme 2.6.
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PREUVE DU THEOREME 2.6. On doit démontrer que ¢ est injectif. Pour cela,
puisque ¢(S™(g)) C V™(g) et puisque les sous-espaces V™ (g) sont en somme directe
dans V(g), il suffit de montrer que sa restriction & S™(g) est injective pour tout
m > 0.

Soit donc t € T™(g), et supposons que p(ns(t)) = 0. Puisque le diagramme
suivant est commutatif :

S™(9) .
=7
T™(9) V™ (9),
% /
U ()

ceci signifie que my(t) € Up—1(g). Alors il existe ' € T,,—1(g) tel que my(t) = my (t'),
c’est-a-dire tel que my(t — ') = 0. D’aprés le lemme 3.4, ceci implique que la
composante de t — t' sur 7™ (g), c’est-d-dire ¢, appartient & Ker(rs). On a donc
7s(t) = 0, ce qui prouve 'injectivité voulue. O

4. Quelques conséquences du théoréme de Poincaré—Birkhoff-Witt
4.1. Base de ’algebre enveloppante.
COROLLAIRE 4.1. Soit (x1,--- ,xq) une base de g. Alors les produits

vza)e(@n,) - e(an,,)
dans U(g), ot m >0 et X = (A1, , A\p) est un m-uplet croissant d’entiers dans
{1,---,d} (ce produit valant 1 par convention si A = &) forment une base de U(g).

DEMONSTRATION. On va prouver par récurrence sur n que les tels produits
pour m < n forment une base de U,,(g). (Ceci impliquera le corollaire.) Pour fixer les
notations, on notera P, 'ensemble des m-uplet croissant d’entiers dans {1,--- ,d}.

Le cas n = 0 est évident. Supposons maintenant que n > 1, et que le résultat
est connu au rang n — 1. Montrons tout d’abord que notre famille est libre. Soient
(ax : A € P, m < n) des scalaires, et supposons que

n
Yo D anuan)uen,) - ulza,) =0.
m=0 \eP,,
Alors 'image de cet élément dans V"*(g) = U,(g)/Un—1(g), qui est aussi 'image
dans V,(g) de
D an-tlwn,)u@ay) o el@n,),
AEP,
est nulle. L’image inverse de cet élément par l'isomorphisme ¢ est
Z A) " Zx%Ng " 2N, € S(g)
AEP,
(o, comme dans la partie 3, z; est 'image de x; dans S(g)). Ce dernier vecteur est
donc nul. D’apres la proposition 1.7, ceci implique que a) = 0 pour tout A € P,,.
On obtient alors que

n—1

Z Z ay - t(xa )(xy,) - (zy,) =0,

m=0 \eP,,
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et 'hypothese de récurrence permet de conclure que ay = 0 pour tout A, et donc
que notre famille est bien libre.

Montrons maintenant que notre famille engendre U, (g). Soit v € U, (g). Consi-
dérons 'image v de u dans V" (g). Il existe des scalaires (ax, A € P,,) tels que

U:gD(Z a)\-Z)\1~~-Z)\n>.

AEP’IL

L’élément de droite est également I'image dans V" (g) de ’élément

Z CL)\'L(JfAl)"'L(-T)\n) Eun(g)v

AEP,

de sorte que 1’élément
u— Z ay - t(xzx) - -u(zy,)
AEP,
appartient a U,,_1(g). Par hypothese de récurrence, cet élément est une combinaison
linéaire de vecteurs ¢(zy,) - t(zy, ) oum < n—1et A € Py, ce qui prouve que
notre famille est génératrice. O

REMARQUE 4.2. Une fois que le corollaire 4.1 est démontré, on peut interpréter
la construction du lemme 3.1 de la fagon suivante. En comparant la proposition 1.7
avec le corollaire 4.1, on obtient qu’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
(mais pas d’algebres!) S(g) — U(g) qui envoie zy, --- 2y, sur u(xy,) - (xy,,),
pour tout m-uplet croissant A. Pour tout m > 0, cet isomorphisme se restreint en
un isomorphisme Sy, (g) — U, (g). D’autre part, il existe une application naturelle

p [ a@Un(g) —  Ulg)
fm{ TRy — ux) -y

L’application f,;, du lemme 3.1 est obtenue en transportant cette application via
les isomorphismes S, (g) — Uy, (g) et S(g) — U(g) considérés ci-dessus.

4.2. Relation entre g et U(g).
COROLLAIRE 4.3. L’application v : g — U(g) est injective.

DEMONSTRATION. Avec les notations du corollaire 4.1, I'application linéaire ¢
envoie la base (21, ,24) de g sur la famille (¢(z1),- - ,(xq)), qui est libre d’apres
le corollaire 4.1. Donc ¢ est injective. O

Une fois que le corollaire 4.3 est démontrer, on peut identifier g avec son image
dans U(g) (une sous-algebre de Lie), et on n’utilisera donc plus la notation ¢.

4.3. Algebre enveloppante et sous-algébres de Lie. Soit maintenant
h C g une sous-algebre de Lie. Considérons le morphisme d’algebres de Lie ob-
tenu comme la composée
b —g—Ug).
D’apres la propriété universelle de 1’algebre enveloppante (théoréme 2.3), ce mor-
phisme définit un morphisme d’algebres ¢ : U(h) — U(g).

COROLLAIRE 4.4. Le morphisme d’algébres ¢ : U(H) — U(g) construit ci-dessus
est injectif.
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DEMONSTRATION. Choisissons une base (z1, -+ ,x4) de g telle que (z1, -, z,)
est une base de h. Alors le morphisme 1) vérifie

Ui - i,) =i,

pour tous i1, ,im € {1,---,7}. Donc ¢ envoie la base de U(h) construite au
corollaire 4.1 & partir de la base (z1, - ,2,) de b sur une sous-famille de la base
construite par le méme procédé a partir de la base (x1,--- ,z4) de g. Donc ¥ envoie
une base de U(h) sur une famille libre de U(g), ce qui prouve que cette application
est injective. O

5. Representations de g et U(g)-modules

Par définition, une représentation de g est la donnée d’un k-espace vectoriel V et
d’un morphisme d’algebres de Lie g — gl(V). Comme gl(V') est une algebre, d’apres
la propriété universelle de l’algebre enveloppante (théoréme 2.3), ce morphisme se
prolonge en un morphisme d’algebres U(g) — End(V), ce qui définit sur V une
structure de U(g)-module (& gauche). Réciproquement, si M est un U(g)-module
(& gauche), cette structure définit un morphisme d’algebres U(g) — End(M). En
restreignant ce morphisme a g on obtient un morphisme d’algebres de Lie g —
gl(M), et donc une structure de représentation de g sur M. Il revient donc au
méme de parler de représentations de g ou de U(g)-modules.

6. Application au théoréme d’Ado

6.1. Enoncé et résultats admis. Dans cette partie on suppose que k est
algébriquement clos, de caractéristique 0. Le théoreme d’Ado est le résultat suivant.

THEOREME 6.1 (Théoréme d’Ado). Soit g une algébre de Lie de dimension finie
sur k. Alors il existe une représentation V. de g telle que le morphisme d’algébres
de Lie associé p : g — gl(V') est injectif.

REMARQUE 6.2. Ce théoréeme peut se reformuler en disant que toute algebre
de Lie g de dimension finie sur k est isomorphe a une sous-algebre de Lie d’une
algebre de Lie gl,, (k) pour un certain n € N (qui, bien str, dépend de g).

La preuve de ce théoreme utilisera les résultats suivants, qui ne seront pas
démontrés dans ces notes 2. (Ils nécessitent tous deux ’hypothese que la caractéristi-
que de k est 0.)

THEOREME 6.3 (Théoreme de Levi). Soit g une algébre de Lie de dimension
finie sur k. Alors il existe une sous-algébre de Lie h) C g telle que g = b @ Rad(g)
(comme espaces vectoriels).

PROPOSITION 6.4. Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur k, et soit
d : g — g une dérivation (par rapport au crochet de Lie). Alors il existe un idéal
nilpotent i C g tel que 6(Rad(g)) C i.

2. Voir Yannexe B pour une preuve du théoréme 6.3. Pour une preuve de la proposition 6.4,
on pourra consulter la proposition C.24 dans Representation Theory de Fulton-Harris.
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6.2. Dérivations de g et de U(g). Les résultats démontrés dans ce para-
graphe ne nécessitent aucune hypothese sur la caractéristique de k.

LEMME 6.5. Soit g une algébre de Lie de dimension finie surk et :g — g
une dérivation (par rapport au crochet de Lie). Alors il existe une unique dérivation
d:U(g) — U(g) (par rapport au produit) telle que d(1) = 0 et d(x) = d(x) pour
tout T € g.

DEMONSTRATION. L’unicité découle du fait que tout élément de U/(g) est une
combinaison linéaire de 1 et de produits d’éléments de g, et que la condition de
Pénoncé et la regle d(ab) = d(a)b + ad(b) imposent la valeur de d sur tous ces
éléments.

Pour démontrer I'existence on choisit une base (z1,---,24) de g. Alors le vec-
teur 1 et les vecteurs de la forme z;, ---x;, avecm > 1 et iy, -+ iy, € {1, ,d}
forment une base de T (g). On peut donc définir une application linéaire

d": T(g) = (o)
en posant d'(1) =0 et

m
Ay owi,) =3 @iy i, 00, )Ty, e i
k=1

Il est facile de voir que d’ est une dérivation (pour le produit de T (g)).
Vérifions maintenant que d'(I;) C Iy. Soient u,v € T(g) et soient x,y € g.
Alors on a

d'(u- (zy —yz = [z,9]) - v) =
d'(u) - (zy —yz — [z, y]) v+ u-d'(zy —yo —[z,y]) v+ u- (wy —yz —[z,9]) - d'(v).

Donc pour vérifier I'inclusion voulue il suffit de vérifier que d'(zy —yx —[z,y]) € Iy.
Mais puisque d’ et 0 sont des dérivations on a

d'(xvy —yx — [z,y]) = 6(x)y + 20(y) — d(y)z — yo(z) — [6(x),y] — [z, (y)]
= (6(x)y — yo(x) — [6(x),y]) + (zd(y) — 6(y)x — [2,d(y)]),

donc ce vecteur appartient a I4, et la preuve est complete.

Maintenant que ceci est établi, d’apres la proposition 2.5 du chapitre 1, on peut
définir une application linéaire d : U(g) — U(g) en posant d(z + Iy) = d'(z) + Iy
pour tout = + Iy € T(g)/Iy = U(g). En utilisant le fait que d’ est une dérivation
de T (g), il n’est pas difficile de vérifier que d est une dérivation de U(g). O

LEMME 6.6. Soit g une algébre de Lie de dimension finie et soit § : g — g une
dérivation (par rapport au crochet de Lie) qui est nilpotente. Soit d la dérivation
associée a6 comme dans le lemme 6.5. Soit I C U(g) un sous-espace vectoriel tel que
d(I) C I etU(g)/I est de dimension finie. Alors Uapplication d : U(g)/I — U(g)/I
induite par d est nilpotente.

DEMONSTRATION. 1l est facile de vérifier (par récurrence sur n) que pour tout
n > 1 et tous a,b € U(g) on a

d*(a-b) = zn: (Z) d*(a) - d" " (b).

k=0
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En utilisant cette formule et la construction de d, en utilisant le fait que § est
nilpotente, on peut montrer (encore par récurrence sur m) que pour tout m > 0 on
a d(Um(g)) C Un(g), et que de plus la restriction de d a U, (g) est nilpotente.

Maintenant, pour tout m > 0 notons V,, I'image de U,,(g) dans U(g)/I. Alors
on a

Vi C Vo Coor C Vi C Vit C oo CU@/T et U@)/T= | Vine
m>0

Comme U(g)/I est de dimension finie, cela implique qu’il existe m > 0 tel que V,,, =
U(g)/I, cest-a-dire tel que la composée U, (g) — U(g) — U(g)/I est surjective.
On a alors un diagramme commutatif

it (9)

U (9) Un (g)

| i

U(g) /1 ————u(g)/I.

Comme I'application d,, (4) est nilpotente, 'application d V’est également. ([
6.3. Plus grand idéal nilpotent.

LEMME 6.7. Soit g une algebre de Lie de dimension finie, et soient i et j des
idéaux nilpotents de g. Alors i+ j est un idéal nilpotent de g.

DEMONSTRATION. Soient n et m des entiers tels que ¢"(i) = €™ (j) = {0}.
Comme i et j sont des idéaux de g, pour tout k& > 0, €%(i) et €*(j) sont des idéaux
de g. En particulier, on a

(6.1) [, 6" €0), [ € ).
Soient maintenant x1,- -+ , Zptm des éléments de i + j, et écrivons x; = y; + 2;
avec y; €1 et z; € j. Alors le vecteur
[,Il, [132, ) [zn—&-m—ly 1'n+m]]]

s’écrit comme une somme de termes de la forme

[t1, [t2, s [Enbm—1, tngml]]

ou chaque t; est soit y;, soit z;. Dans chacun de ces termes, il y a soit au moins n
fois t; = y;, soit au moins m fois ¢; = z;. En utilisant (6.1), on obtient que dans le
premier cas le terme appartient & €™ (i), et que dans le second cas il appartient &
%™ (j). Dans tous les cas ce terme doit étre nul, et donc €™ (i +j) = {0}. O

De méme que pour la définition—proposition 1.8, en utilisant le lemme 6.7 il
est facile de vérifier que, pour toute algebre de Lie g de dimension finie, il existe
un unique idéal nilpotent qui contient tous les idéaux nilpotents de g; on le notera

Nil(g).
LEMME 6.8. Pour tout idéali C g, on a
Nil(i) = Nil(g) Ni.

DEMONSTRATION. Si z € g, 'endomorphisme ad(z) est une dérivation de g
(voir Texemple 7.3 du chapitre 2). Donc sa restriction & i est une dérivation de
i. D’apres la proposition 6.4, ceci implique que ad(z)(Rad(i)) est inclus dans un
idéal nilpotent de i, donc dans Nil(i). Comme Nil(i) C Rad(i), on en déduit que



6. APPLICATION AU THEOREME D’ADO 75

ad(z)(Nil(i)) € Nil(i), donc que Nil(i) est un idéal de g. Comme il est nilpotent,
ceci montre que Nil(i) C Nil(g), donc que

Nil(i) ¢ Nil(g) Ni.

L’inclusion réciproque est facile : puisque Nil(g) N1 est un idéal nilpotent de i,
il est inclus dans Nil(i). O

REMARQUE 6.9. Les mémes arguments montrent que Rad(i) = Rad(g) Ni pour
tout idéal i.

6.4. Le lemme-clé. L’étape-clé de la démonstration du théoreme d’Ado est
le lemme suivant.

LEMME 6.10. Soit g une algébre de Lie de dimension finie résoluble. Soit I un
idéal bilatére de U(g) tel que U(g)/I est de dimension finie et tel que limage de
tout élément de Nil(g) dans U(g)/I est nilpotent. Alors il existe un idéal bilatére
I' C U(g) contenu dans I, tel que

(1) U(g)/I' est de dimension finie ;
(2) Uimage de tout élément de Nil(g) dans U(g)/I’ est nilpotent ;

(3) pour toute dérivation § de g, la dérivation d de U(g) associée (comme au
lemme 6.5) vérifie d(I') C I'.

DEMONSTRATION. Vérifions tout d’abord que, sous les conditions du lemme,
il existe N > 1 tel que pour tous éléments x1,--- ,xx dans Nil(g), on a

(x1+1) - (x2+1)---(zny+1I)=0.

En effet ¢(g)/I est une représentation de I’algebre de Lie Nil(g) pour laction définie
par
z-(u+D=zu+I=(x+1I) (u+1).

pour z € Nil(g) et u € U(g). Par hypothese, l'action de tout élément de Nil(g) est
nilpotente. Donc, d’apres le théoréeme d’Engel (théoréme 3.1 du chapitre 4), il existe
une base de U(g)/I dans laquelle la matrice de l’action de tout = € Nil(g) est stric-
tement triangulaire supérieure. Alors si N = dim(U(g)/I), pour tous z1, - ,ZN
dans Nil(g), on a

(:L‘l—‘rI)({,CQ-i-I)(LL‘N+I):{L‘1(LL’2(LL‘N(1+I))):0,

car tout produit de N matrices strictement triangulaires supérieures de taille N est
nul.

Soit maintenant J 'idéal bilatere de U/I engendré par les éléments x + I avec
x € Nil(g). Si N est comme ci-dessus, alors J» = {0}. En effet, un élément de JV
est une combinaison linéaire de produits d’éléments de la forme x + I avec z € g,
et tel que z € Nil(g) pour au moins N termes du produit. En utilisant la relation

(z+Dy+D=azy+I=@we+x,y)+I=w+D(x+1)+ ([z,y] + 1)

et le fait que Nil(g) est un idéal, on peut changer 'ordre dans ces produits de sorte
que les N termes de la forme x 4+ I avec & € Nil(g) apparaissent successivement.
Alors ce produit est nul par choix de IV, et ’assertion est prouvée.

Notons C I'image inverse de J via la surjection naturelle U (g) — U(g)/I. Alors
C est un idéal bilatere de U(g), et le fait que JV = {0} implique que CN C I. On
pose I’ :== CN. 1l reste & démontrer que C vérifie les 3 propriétés voulues.
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Pour démontrer que U'espace vectoriel U(g)/I’ est de dimension finie, on choisit
une base x1,---,zq de g. Comme U(g)/C est de dimension finie, pour tout i €
{1,---,d} il existe un polynoéme unitaire P; tel que P;(x;) € C. Alors (P;)N (z;) €
I’, donc en particulier z; + I’ est annulé par un polynéme unitaire. D’apres le
corollaire 4.1, le vecteur 1 et les vecteurs de la forme

... :Cff
avec i1, ,iq € N forment une base de U(g), donc leurs images dans U(g)/I’
engendrent U(g)/I’ comme espace vectoriel. Comme chaque z; + I’ est annulé par
un polynéme unitaire, il suffit d’'un nombre fini d’éléments x’f ---xff + I’ pour
engendrer U(g)/I’, et la propriété est démontrée.

Pour la seconde propriété, on remarque que si € Nil(g) alors par hypothese
onaz+1I¢€.J, donczeC. Alors 2V € CN =TI, done (z + I')N = 0.

Finalement, si § est une dérivation de g, on a 6(g) = §(Rad(g)) C Nil(g) d’apres
la proposition 6.4. Donc d vérifie d(U(g)) C C. Puisque d est une dérivation, ceci
implique que d(C™) c CV, donc que d(I') C I'. O

6.5. Prolongement de représentations.

PROPOSITION 6.11. Soit g une algébre de Lie de dimension finie, soit i C g
un idéal résoluble, et soit h C g une sous-algébre de Lie tels que g =1 h. Soit V
une représentation de dimension finie de i, et p : i — gl(V') le morphisme associé.
Supposons que, pour tout x € Nil(i), 'endomorphisme p(x) de V' est nilpotent.

Alors il existe une représentation de dimension finie V' de g, de morphisme
associé p' tel que Ker(p') Ni C Ker(p). De plus, si Nil(g) = g ou si Nil(g) = Nil(i),
on peut choisir p’ de sorte que p'(x) est nilpotent pour tout x € Nil(g).

DEMONSTRATION. Let morphisme p définit un morphisme d’algebres p : U(i) —
End(V) (voir la partie 5). Soit I = Ker(p). C’est un idéal bilatere de U(i), tel que
U{)/I est de dimension finie. De plus, I'hypothése sur p assure que pour tout
x € Nil(i),  + I est nilpotent dans U (i)/I. D’apres le lemme 6.10, il existe un idéal
bilatere I’ C I vérifiant également ces propriétés et tel que pour toute dérivation &
deionad(I') C I' (ou d est la dérivation de U(i) associée a ¢).

Pour tout = € h, en utilisant ’exemple 7.3 du chapitre 2, on voit que la res-
triction J, de ad(z) & i est une dérivation de i; on notera d, la dérivation de U(i)
associée. Par définition de I" on a d,(I") C I'. D’autre part, puisque 0., dy] = 05,1,
en utilisant le lemme 6.5 on voit que

(6.2) dydy — dyd, = d[z’y]

pour tous z,y € b.
On définit alors une application linéaire

¢ g glUG)/I')
en posant, pour x =y + z (avec y €1, z € h) et u € U(i),
p@)(u+1') =yutds(u) + 1.

Vérifions que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie. Soient ¥,y € i et 2,2’ € h.
Alors pour v € U(i) on a

ely+z)oply +2)u+TI')=ply+2)(yu+d(u)+ 1)
=yy'u+yd. (u) +d,(y)u+y'd.(u) + d.d(u) + I'.
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On a une formule similaire pour ¢(y’ + 2’) o p(y + 2), et en faisant la différence on
obtient que

lo(y +2), 0y + 2)(u+1") = [y, y'Tu — [, ylu+ [2,5 Ju+ (dodor — dord)(u) + 1.
En utilisant (6.2), on en déduit que
le(y +2), 000" + 2N = ¢(ly + 2,4 + 2)),

et donc que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie. En d’autres termes, ¢ définit
une représentation de g sur U(i)/I’. On peut donc poser V' =U(g)/I', p' = ¢.

Vérifions que Ker(p') Ni C Ker(p). Si y € i, alors ¢(y) est la multiplication &
gauche par y+ 1. Donc si ¢(y) = 0 alors y+1 = 0, c¢’est-a-dire y € I, donc p(y) = 0,
c’est-a-dire y € Ker(p).

Supposons maintenant que Nil(g) = Nil(i). Alors pour tout = € Nil(g) = Nil(i),
¢(x) est la multiplication & gauche par z+1'. Par le choix de I (voir le lemme 6.10),
x + I' est nilpotent, donc ¢(z) est nilpotent.

Finalement, considérons le cas ou Nil(g) = g, c’est-a-dire ot g est nilpotente.
Alors i est nilpotent, donc comme ci-dessus (z) est nilpotent pour tout = € i. Soit
A la sous-algebre de End(U(i)/I") engendrée par les éléments p(x) pour x € g. Soit
également B l'idéal de A engendré par ¢(i). Alors, par les mémes arguments que
dans la preuve du lemme 6.10, il existe N > 1 tel que BY = 0.

Comme g est nilpotente, pour tout = € h 'endomorphisme ad(z) est nilpotent,
donc §, est une dérivation nilpotente. D’apres le lemme 6.6, ceci implique que
lendomorphisme de U(g)/I’ induit par d,, c’est-a-dire p(x), est nilpotent.

Soit maintenant = € g, et écrivons x = y + z avec y € i et z € h. Soit M > 1
tel que p(y)™ = 0. Alors p(z)MM = (¢(y) + ¢(2))¥™ = 0, puisque dans chaque
terme du développement de ce produit, soit ¢(y) apparait au moins N fois, soit
©(z) apparait au moins M fois consécutivement. Donc o(z) est nilpotent, et la
démonstration est terminée. ]

6.6. Preuve du théoréme d’Ado.

LEMME 6.12. Soit g une algebre de Lie de dimension finie résoluble, et soit
i C g un idéal. Alors il existe des sous-algebres de Lie

i=goC g1 C - Cgr-1COn=9

telles que, pour tout j € {1,--- ,n}, gj_1 est un idéal de g; et dim(g;) = dim(g;_1)+
1.

DEMONSTRATION. Considérons tout d’abord le cas ou i = {0}. Dans ce cas, en
utilisant une récurrence sur dim(g), il suffit de montrer qu’il existe un idéal i C g
de codimension 1. Ceci a été remarqué dans la preuve de la proposition 4.4 du
chapitre 4.

Dans le cas général, on considere 'algebre de Lie g/i, qui est résoluble d’apres
la proposition 1.5(2) du chapitre 4. D’apres le cas particulier déja traité, il existe
des sous-algebres de Lie

{0} =hoCh C---Chp1Ch,=g/i

telles que chaque h;_; est un idéal de codimension 1 dans f;. On peut alors définir
g; comme 'image inverse de h; par la surjection g — g/i pour obtenir les sous-
algebres voulues. [
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PREUVE DU THEOREME 6.1. D’apres le lemme 6.12 appliqué & Nil(g) C Rad(g)

et & 3(g) C Nil(g), on peut choisir des sous-algebres de Lie
3(0) =90 C--- Cgr=Nil(g) C--- Cgn1 =Rad(g) Cgn =9

telles que pour i < n—1, g;_1 est un idéal de codimension 1 dans g;. Sii < k, comme
g; est une algebre de Lie nilpotente d’apres la proposition 2.5(2) du chapitre 4, on
a Nil(g;) = g;. Et pour les i > k, en faisant une récurrence décroissante (c’est-a-
dire en commengant par ¢ = n) et en utilisant le lemme 6.8 on peut vérifier que
Nil(g;) = Nil(g) pour tout .

L’algébre de Lie k admet une représentation o : k — gl(k?) telle que Ker(o) =
{0} et telle que chaque o(A) est nilpotent : on peut par exemple prendre

o(A) = (8 3) .

Comme 3(g) est isomorphe a un produit fini de copies de k, en utilisant cette
représentation on peut construire une représentation W de dimension finie de 3(g),
de morphisme associé 7 : 3(g) — gl(W), telle que Ker(n) = {0} et telle que n(z) est
nilpotent pour tout z € 3(g).

Pour tout @ € {1,--- ,n — 1}, en choisissant un complémentaire h; de g;,_1
dans g; (qui est de dimension 1, donc automatiquement une sous-algebre de Lie),
puis en appliquant la proposition 6.11 successivement & partir de n (ce qui est
possible car dans chaque cas on a soit Nil(g;) = g; soit Nil(g;) = Nil(g;—1)), on
construit pour tout ¢ < n — 1 une représentation V; de dimension finie de g;, de
morphisme associé n; tel que Ker(n;) N g,—1 C Ker(n;—1) et que n;(x) est nilpotent
pour tout « € Nil(g;). Pour ¢ = n, on peut encore appliquer la proposition 6.11
grace au théoreme 6.3. On obtient donc finalement une représentation V;, de g, de
morphisme associé 0, : g — gl(V,,) tel que Ker(n,) Ngn—1 C Ker(n,—1).

Pour tout i € {1,--- ,n}, on a

3(g) NKer(n;) = 3(g) N Ker(n;) Ngi—1 C 3(g) N Ker(n;—1).

Comme 3(g) N Ker(ng) = {0}, ceci implique que Ker(n,) N3(g) = {0}.
Finalement on pose V =V, @ g, et p = 1, @ ad. Puisque Ker(ad) = 3(g) (voir
Pexemple 8.4 du chapitre 2), on a

Ker(p) = Ker(n,) N Ker(ad) = Ker(n,) N3(g) = {0},

donc p possede bien la propriété voulue. ([l
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Chapitre 6

Algebres de Lie semi-simples

1. Décomposition de Jordan des endomorphismes

Soit k un corps algébriquement clos, et soit V' un k-espace vectoriel de dimension
finie.

1.1. Décomposition de Jordan.

PROPOSITION 1.1. Soit x un endomorphisme de V.

(1) Il existe des endomorphismes x et x, de V tels que zs est diagonalisable,
T, est nilpotent, s et x, commutent, et x = x5 + x,. De plus, ces endo-
morphismes sont uniques.

(2) Il existe des polynémes P, Q € k[X|] sans terme constant tels que v, = P(x)
et x, = Q(z). En particulier, x5 et x,, commutent avec tous les endomor-
phismes de V. commutant a x.

(3) St Wi C Wy sont des sous-espaces vectoriels de V' tels que x(Wsy) C Wh,
alors xs(Wa) C Wy et x, (W) C W

DEMONSTRATION. Soit X, le polyndome caractéristique de z. Comme k est

algébriquement clos, on peut écrire

m

ki
X (X) = [[(X —ai)

i=1
avec ai, - - , G, distincts et les k; dans N~ {0}. Pour tout i € {1,--- ,m} on pose
V; = Ker((z—a;-id)*?). Alors, d’apreés le théoréme de Caylay—Hamilton et le lemme
des noyaux, on a

V = Ker(xa(z)) = @Ker((z —a;-id)k) = @ Vi,

et chaque V; est stable par x.
D’autre part, d’apres le théoréme des restes chinois, ! il existe un polynéme
P € k[X] tel que
P=a; mod (X —a;)* pour tout i et P=0 mod X.
On pose alors Q(X) = X — P(X), et 3 = P(z), ,, = Q(x). Les polynémes P
et () sont sans terme constant, xs et x,, commutent entre eux et a tout endomor-

phisme qui commute &  (puisque ce sont des polyndmes en ), et * = x5 + . La
propriété (3) est également claire pour ces éléments x5 et x,.

1. Rappelons que le théoréme des restes chinois affirme que si k est un corps quelconque, si
Py, , P € k[X] sont des polynémes premiers entre eux deux & deux, et si P = P; - -- Py, alors
lapplication k[X]/(P) — [];~, k[X]/(P;) définie par Q + (P) — (Q + (P1), -+ ,Q + (Pr)) est un
isomorphisme d’anneaux.

81
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Montrons maintenant que x, est diagonalisable. Comme chaque V; est stable
par x, il est également stable par z4. De plus, comme P = a; mod (X — a;)*¢, on
a Tsy, = a; - idy;. Comme V = @;11 Vi, ceci montre que x; est diagonalisable.

Montrons maintenant que z,, est nilpotent. Pour cela, soit k¥ = max{k;, i =
1,---,m}. Alors siv € V; on a

(2n)" () = (2 — 25)*(v) = (2 — a;)"(v) = 0
puisque x|y, = a; - idy,, k > k; et v € Ker((z — a; - id)*"). On a montré que ()
est nul sur chaque sous-espace V;; il est donc nul sur V.
Finalement, il reste & démontrer 1'unicité dans (1). Mais si 2/, et x] sont des
endomorphismes qui vérifient les conditions de (1), on a zs +x, = © = 2%, + z/, de
sorte que

k

Ty —Th =T, — Ty
De plus, comme z/, commute & x = z/, + 2/, il commute également & x4 par (2).
Comme z; et 2. sont des endomorphismes diagonalisables qui commutent, leur
différence x;—x’, est diagonalisable. Par les mémes arguments, x], —x,, est nilpotent.
Comme le seul endomorphisme de V' qui est a la fois diagonalisable et nilpotent est

0, on obtient finalement que zs = 2/, et x,, = x/,. O
REMARQUE 1.2. (1) Les sous-espaces V; sont appelés les espaces propres
généralisés de x.

(2) La décomposition z = x5+ x,, est appelée la décomposition de Jordan de x.
x5 est appelé la partie semi-simple de x, et x,, est appelé la partie nilpotente
de z.

1.2. Décomposition de Jordan de ad(z).

LEMME 1.3. Soit x un endomorphisme de V.

(1) Six est diagonalisable, alors 'endomorphisme ad(z) de gl(V') est diagona-
lisable.

(2) Dans le cas général, si x = x5+ x, est la décomposition de Jordan de x,
alors la décomposition de Jordan de ad(z) est ad(x) = ad(zs) + ad(zy,).

DEMONSTRATION. (1) Soit (e, - ,eq) une base de V formée de vecteurs pro-
pres de x, et soient ap,--- ,aq les valeurs propres correspondantes. Pour 4,5 €
{1,---,d}, on note alors f; ; I'unique endomorphisme de V' qui vérifie

e; sik=j;

0 sinon.

fijlex) = {

11 est facile de vérifier que ces endomorphismes forment une base de gl(V'). D’autre
part on a

(a; —aj)e; sik=j;

(xo fij — fijox)(er) = {

de sorte que ad(x)(f; ;) = (a; —a;) - fi, ;. Donc les vecteurs f; ; € gl(V') forment une
base de vecteurs propres pour ad(x), ce qui prouve que ad(z) est diagonalisable.

(2) D’apres (1) et [Chap. 4, Lemme 3.2], ad(x) est diagonalisable et ad(x,)
est nilpotent. D’autre part, puisque que ad : gl(V') — gl(gl(V')) est un morphisme
d’algebres de Lie, on a

0 sinon,

[ad(zs), ad(zs)] = ad([zs, z,]) = 0
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puisque x4 et x,, commutent. Donc ad(zs) et ad(x,) commutent. Finalement on a
ad(z) = ad(zs + z,) = ad(zs) + ad(z,,), donc ad(z) = ad(zs) + ad(x,) est bien la
décomposition de Jordan de ad(z). O

1.3. Décomposition de Jordan des dérivations. Supposons que V est
muni d’une application bilinéaire (=) % (=) : V x V — V, et considérons le sous-
espace vectoriel Der(V) C gl(V') des derivations par rapport & x.

LEMME 1.4. Siz € Der(V) et si x = x5 + x,, est la décomposition de Jordan
de x, alors x et x,, appartiennent ¢ Der(V).

DEMONSTRATION. Vérifions tout d’abord le fait suivant : sia,b € ketsin € N,
alors pour tous u,v € V on a

(1) (2= (a+b)-id) (uxv) =3 <Z> (- id)*(u) * (z — b-id)"~*(v).
k=0

Cette formule est évidente si n = 0. Vérifions maintenant que si elle est vraie au

rang n, elle 'est également au rang n + 1. Pour cela, on observe que

(x — (a+0b)-id)" T (u*v)

n

=(z—(a+Db)-id) (Z (Z) (z —a-id)*(u)x (z —b- id)”_k(v)>

k=0

NE

<Z>x((x —a-id)* () * (2 = b-id)" " (v)

k=0

S

+

" Ad)F(u) * z((z = b-id)" F (v
> () 0w to)

—(a+b)-Y (Z) (z — a-id)*(u) * (z — b~ id)"*(v).

k=0
En réindexant la premiere somme et en utilisant la bilinéarité de *, ceci implique

que

(z — (@ + b)-id)" ™ (u*v)

Pt
+ io (2’) (€ — a-id)? (u) * (x — b-id)"+177 ()
- Z:; ((J " 1) T (;’)) Sz —a-id)? (u) * (x — b-id)" T (v)

4 (z —a-id)" " (u) x v + u* (x —b-id)" T (v)
n+1
=3 (") e @ - b ),
7=0

ce qui acheve la preuve.
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Pour tout a € k, on note maintenant
Vo={veV|3ImeNtq (z—a-id)™(v) = 0}.

Alors la formule (1.1) montre que si u € V, et v € V,, alors u v € V4. D’autre
part, la preuve de la proposition 1.1 montre que, pour tout a € k, x, stabilise V,
et coincide avec a - id sur V,. Ceci implique, pour u € V, et v € V;, que

zs(u*xv) =(a+b) - (uxv)=(a-u)*xv+ux(b-v)=mxs(u)*xv+uxzs(v).

Comme V est la somme des espaces V, (voir la preuve de la proposition 1.1), on en
déduit que

Ts(uxv) = x5(u) * v+ u* xs(v)
pour tous u,v € V, et donc que x5 est une dérivation. Puis, comme x,, = x — x5,
on obtient également que x,, est une dérivation. O

2. Le critére de Cartan

A partir de maintenant on suppose que k est de caractéristique 0 (et toujours
algébriquement clos). En particulier, il existe une injection canonique @ — k. On
note toujours V' un k-espace vectoriel de dimension finie.

2.1. Lemmes préliminaires.

LEMME 2.1. Soient E C F C gl(V') des sous-espaces vectoriels. On note
M={xegl(V)|[z,F] C E}.
Supposons que x € M est tel que Tr(xy) = 0 pour tout y € M. Alors x est nilpotent.

DEMONSTRATION. Soit = x4 + 2, la décomposition de Jordan de z. Soit

(e1,+ -+ ,eq) une base de V' composée de vecteurs propres de xg, et soient aq,- -« ,aq
les valeurs propres correspondantes. Soient également f; ; (pour ¢,j5 € {1,---,d})
I’endomorphisme de V' défini comme dans la preuve du lemme 1.3(1) (pour ce choix
de base).

Pour montrer le lemme il suffit de montrer que tous les a; sont nuls. Pour cela
on note H le Q-sous-espace vectoriel de k engendré par les a; ; il faut alors montrer
que H = {0} ou, de fagon équivalente (puisque H est de dimension finie), que le
dual Homg(H, Q) est égal a {0}.

Soit donc & : H — Q une application linéaire, et soit y € gl(V) 'unique
application linéaire telle que y(e;) = £(a;)-e; pour tout i € {1,--- ,d}. Tout d’abord,
remarquons que

(2.1) Tr(z,y) = 0.

En effet, par construction (voir la preuve de la proposition 1.1), les espaces propres
de x4 sont les espaces propres généralisés de . Comme, pour toute valeur propre a
de x4, y stabilise I’espace propre de z; associé a a, et coincide avec £(a) -id ce sous-
espace propre, on en déduit que xy = yx sur chaque sous-espace propre généralisé
de z, et donc sur V. D’apres la proposition 1.1(2), ceci implique que z,y = ya,,
donc que z,y est un endomorphisme nilpotent, et finalement que Tr(z,y) = 0.

Comme dans la preuve du lemme 1.3(1), pour tous ¢,5 € {1,--+ ,d} on a
(22)  ad(zs)(fij) = (@i —aj) - fij,  ad)(fi;) = (§(a:) —&(aj)) - fij-
Soit maintenant R € k[X] un polynéme tel que, pour tous i,5 € {1,---,d}, on a

R(a; —a;) = &(a;) —&(a;). (On peut par exemple construire R par interpolation de
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Lagrange. Notons également que si a;—a; = ap—a; alors {(a;)—&(a;) = &(ak)—E(ar)
par linéarité, de sorte que les conditions demandées ne sont pas contradictoires.)
Alors (2.2) montre que ad(y) = R(ad(zs)). D’apres le lemme 1.3(2) et la pro-
position 1.1(2), il existe un polynéme P € Kk[X] sans terme constant tel que
ad(zs) = P(ad(z)). Alors ad(y) = (PR)(ad(z)) et PR est sans terme constant,
d’olt ad(y)(F) C E puisque ad(x)(F) C E. En d’autres termes y € M, de sorte que
Tr(zy) = 0 par hypothese.

D’autre part, en utilisant (2.1) on voit que Tr(zy) = Tr(zsy) = Zle &(as)aq,

donc
d

Z f(ai)ai =0.

i=1
On en déduit que

d d
0=¢0)=¢ (Zf(ai)m) =D &)
i=1 i=1

Comme les £(a;) sont des nombres rationnels, ceci implique que &(a;) = 0 pour tout
i€ {l,---,d}, c’est-a-dire que £ = 0, ce qui acheve la preuve. |

LEMME 2.2. Six,y,z € End(V), alors
Tr([z,y] o 2) = Tr(z o [y, 2]).
DEMONSTRATION. On a

Tr([z,y]oz) =Tr(zoyoz—yoxoz)=Tr(zoyoz) —Tr(yoxoz)
=Tr(zoyoz)—Tr(rozoy)=Tr(zoyoz—zozoy)=Tr(xoy,z]).
O

2.2. Critere de résolubilité.

THEOREME 2.3 (Critére de Cartan). Soit g une sous-algébre de Lie de gl(V).
Supposons que Tr(xy) = 0 pour tout x € 2(g) et tout y € g. Alors g est résoluble.

DEMONSTRATION. I suffit de montrer que 2(g) est nilpotente. Et pour cela,
d’apres [Chap. 4, Théoréme 3.5 et Lemme 3.2], il suffit de montrer que tout x € %(g)
est nilpotent.

On considére la situation du lemme 2.1 avec £ = Z(g) et F' = g. On a alors
g C M. Pour appliquer ce lemme il faut vérifier que Tr(xy) = 0 pour tout = € %(g)
et y € M. Par définition de Z(g), il existe des éléments ug, vy et des scalaires \g
tels que = Y, A - [ug, vg]. En utilisant le lemme 2.2, on a

Tr(zy) = Z)\k - Tr([ug, vi|y) = Z)\k - Tr(ug[vg, y]) = Z)\k - Tr([vk, yuk).
k k k

Pour tout k, puisque y € M, on a [vg,y] € Z(g), de sorte que Tr([vk, ylur) =
0 d’apres I’hypothese. On peut donc appliquer le lemme 2.1, ce qui conclut la
preuve. O

COROLLAIRE 2.4. Soit g une algébre de Lie telle que Tr(ad(z)ad(y)) =0 pour
tous x € D(g) et y € g. Alors g est résoluble.
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DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 2.3 appliqué a ad(g) C gl(g), ad(g) =
9/3(g) est résoluble. Comme 3(g) C g est un idéal résoluble, d’apres [Chap. 4,
Proposition 1.7(1)], on en déduit que g est résoluble. O

3. Forme de Killing

Dans toute cette partie on suppose de nouveau que k est algébriquement clos
et de caractéristique 0, et on fixe une k-algebre de Lie g de dimension finie.

3.1. Définition et premiéres propriétés.

DEFINITION 3.1. La forme de Killing de g est la forme bilinéaire symétrique
K:g X g — k définie par
k(z,y) := Tr(ad(z) o ad(y)).
Si on veut insister sur I'algebre de Lie considérée, on notera cette forme rg.

La forme de Killing posseéde une propriété d’“associativité” qui s’exprime de la
facon suivante.

LEMME 3.2. Pour tous x,y,z € g on a
r([z,y], 2) = w(z, [y, 2]).
DEMONSTRATION. En utilisant le lemme 2.2 on voit que
w([z,yl, 2) = Tr(ad([z,y]) 0 ad(2)) = Tr([ad(z), ad(y)] o ad(z))
= Tr(ad(z) o [ad(y), ad(2)]) = Tr(ad(z) o ad([y, 2])) = K (=, [y, 2]),
ce qui prouve la formule voulue. [
LEMME 3.3. Soiti C g un idéal. Alors pour tous x,y €1 on a
kg(,y) = Ki(z,y).

DEMONSTRATION. Considérons une base (eq, - ,e,) de g telle que (eq,-- , e,)
est une base de i. (Ici n = dim(g) et r = dim(i).) Alors, puisque i est un idéal, les
matrices de ad(x) et ad(y) sont de la forme

A, B, A, By
(o) « (v 7
respectivement, olt A, et A, sont les matrices de ad(x); et ad(y)); dans la base
(e1, -+ ,er) de i. On en déduit que
kg(z,y) = Tr(ad(z) o ad(y)) = Tr(A Ay) = Tr(ad(a:”l oad(y)i) = ki(z,y),

ce qui prouve la formule voulue. (Il

3.2. Radical de la forme de Killing. Le radical de la forme bilinéaire
symétrique k est par définition
Rad(k) = {z € g|Vy € g, r(z,y) = 0}.

Cette forme est dite non dégénérée si Rad(k) = {0}. De fagon équivalente, cette
condition revient a dire que ’application linéaire

N *
(3:1) & { P o (e wy)

est injective, ou (puisque dim(g) = dim(g*)) qu’elle est bijective.
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PROPOSITION 3.4. Le sous-espace vectoriel Rad(k) C g est un idéal résoluble.
De plus, il contient tous les idéaux abéliens de g.

DEMONSTRATION. Soient x € g et y € Rad(x). Alors, en utilisant le lemme 3.2,
pour tout z € g on a

k([x,y], 2) = —k([y, ], z) = —k(y, [z, 2]) = 0.
Donc [z,y] € Rad(k), ce qui prouve que Rad(x) est un idéal.
En utilisant le lemme 3.3, pour tous z € Z(Rad(k)) et y € Rad(x) on a
Tr(adrad(x) (%) © adRrad(s) (¥)) = KRad(x) (T, Y) = Kq(z,y) = 0.

D’apres le corollaire 2.4, ceci implique que Rad(k) est une algebre de Lie résoluble.
Finalement, soit i un idéal abélien de g. Alors pour tous x €iet y,z € gon a

(ad(x) 0 ad(y))*(2) = [z, [y, [z [y, 2]]]] = 0
puisque i est abélien et [y, [z, [y, 2]]] € i (car [z, [y, z]] € i). Donc ad(z) o ad(y) est
nilpotent, et donc k(z,y) = Tr(ad(z) o ad(y)) = 0. Ceci prouve que x € Rad(k), et
donc que i C Rad(k). O

3.3. Critere de semi-simplicité.

THEOREME 3.5. L’algébre de Lie g est semi-simple ssi sa forme de Killing x
est mon dégénérée.

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que g est semi-simple, c’est-a-dire
que Rad(g) = {0}. D’apres la proposition 3.4, Rad(x) est un idéal résoluble de g.
Donc Rad(k) C Rad(g), ce qui implique que Rad(k) = {0} et donc que & est non
dégénérée.

Réciproquement, supposons que « est non dégénérée, c’est-a-dire que Rad(k) =
{0}. Alors, d’apreés la proposition 3.4, g ne posseéde aucun idéal abélien non nul.
Supposons par 'absurde que g n’est pas semi-simple, c’est-a-dire que Rad(g) # {0}.
Il n’est pas difficile de vérifier (en partant du fait que Rad(g) est un idéal et en
raisonnant par récurrence sur n) que, pour tout n > 0, le sous-espace vectoriel
2" (Rad(g)) C g est un idéal. Soit r > 0 Ientier minimal tel que 2"*1(Rad(g)) =
{0}. Alors 2"(Rad(g)) # {0}, et on a

2(7" (Rad(g))) = 7" (Rad(g)) = {0}.

Donc 27 (Rad(g)) est un idéal abélien non nul de g, ce qui fournit la contradiction
voulue. g

REMARQUE 3.6. La preuve du fait que si k est non dégénérée alors g est semi-
simple n’utilise pas les hypotheses sur k. En fait, cette implication est vraie sur
tout corps k.

4. Applications
4.1. Idéaux et quotients des algébres de Lie semi-simples.
LEMME 4.1. Soiti C g un idéal, et posons
it :={rcg|Wei, r(z,y) =0}
Alors i+ est un idéal de g. De plus, si g est semi-simple, Uapplication linéaire
ixit =g

définie par (z,y) — x +y est un isomorphisme d’algébres de Lie.
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DEMONSTRATION. Soient z € g et y € it. Alors pour tout z € i, en utilisant le
lemme 3.2, on a

/Q([ac,y],z) = _R([yvx]’z) = _H(yv [x,z]) =0

car [z, z] € i. Ceci montre que [z, y] € it, et donc que it est un idéal de g.
Supposons maintenant que g est semi-simple, et montrons que

(4.1) init ={0}.

Le sous-espace i Nit C g est un idéal. De plus, pour tous z,y € i Ni*, en utilisant
le lemme 3.3 on voit que

RiniL (iﬂ,y) = Iig(l',y) = 0.

D’apres le corollaire 2.4, ceci implique que i Nit est résoluble. Comme g est semi-
simple, on a donc iNit = {0}.
Montrons maintenant que

(4.2) dim(it) = dim(g) — dim(i).

Remarquons tout d’abord que la surjection naturelle g — g/i induit une injection
(g/)* < g*, dont I'image est {£ € g* | {; = 0}. D’autre part, par définition, i est
Iimage inverse de ce sous-espace par l’application ¢ considérée en (3.1). Comme
cette application est un isomorphisme (d’apres le théoréme 3.5), on en déduit que
dim(it) = dim((g/i)*) = dim(g/i), ce qui prouve (4.2).

Les propriétés (4.1) et (4.2) montrent que I’application linéaire

ixit =g

définie par (z,y) — x+y est injective et que dim(ixit) = dim(g). Cette application
est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour conclure, il ne reste donc plus
qu’a montrer que cette application est un morphisme d’algebres de Lie. Pour cela
on remarque que si x,z’ €iety,y €it on a

[z +y, 2 +y] = [, 2]+ [y, ] + [2,9] + [2', 4] = [z, 2] + [y, ]

car [r,y'] et [¢/,y] appartiennent & i Nit = {0}. O

COROLLAIRE 4.2. Supposons que g est semi-simple. Alors pour tout idéali C g,
tout idéal de i est un idéal de g. De plus, tout idéal de g, et tout quotient de g par
un idéal, est une algébre de Lie semi-simple.

DEMONSTRATION. Soit i un idéal de g. D’apres le lemme 4.1, 1’application
naturelle i x i+ — g est un isomorphisme d’algebres de Lie. Si j est un idéal de i,
on a [j,it] C [i,i*] = {0}, donc

[0,3] = [i,i] + [i*,i] = [i.,i] €,

ce qui montre que j est un idéal de g. Cette propriété implique que i ne possede pas
d’idéal résoluble non nul (puisque g n’en posséde pas), donc est semi-simple.
D’apres le lemme 4.1 encore, Papplication naturelle i x i+ — g est un isomor-
phisme d’algebres de Lie. On a donc g/i = i+ comme algebres de Lie. Comme i+
est semi-simple (puisque c’est un idéal de g), il en est de méme de g/i. a
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4.2. Idéaux simples. Un idéal i C g est dit simple s’il est simple comme
algebre de Lie (c’est-a~dire si i est non abélien et si les seuls idéaux de ’algebre de
Lie i sont {0} et i).

THEOREME 4.3. Supposons que g est semi-simple. Alors il existe des idéaux
simples i1,--- ,i, de g tels que lapplication linéaire

ip X oo X1, =g

définie par (x1,--+ , ;) — x1 + -+ -+, est un isomorphisme d’algébres de Lie. De
plus, pour tout idéal simple i C g, il existe j € {1,--- ,r} tel que i = i;.

DEMONSTRATION. On démontre 'existence de la décomposition par récurrence
sur dim(g). Si g est simple il n’y a rien & démontrer. Sinon, puisque g n’est pas
abélienne, elle possede des idéaux non triviaux. Soit i; un idéal non trivial de
dimension minimale. D’apres le corollaire 4.2, tout idéal de i; est également un
idéal de g; par minimalité, i; ne posséde donc pas d’idéal non trivial. Comme iy
n’est pas abélien (puisque g est semi-simple), c’est donc un idéal simple.

On utilise maintenant ’isomorphisme naturel

i xif Sy
fourni par le lemme 4.1. D’apres le corollaire 4.2, ii- est une algebre de Lie semi-
simple. Comme dim(ii") < dim(g) on peut lui appliquer I’hypothese de récurrence :
il existe des idéaux simples i, - - - , i, de if- tels que 'application naturelle iy x - - - X

i, — i{ est un isomorphisme d’algebres de Lie. Alors les i sont des idéaux simples
de g, et I'application naturelle

i1 Xig X+ Xi, > ¢

est un isomorphisme, ce qui conclut la preuve de 'existence de la décomposition.
Soit finalement i un idéal simple quelconque de g. On a [g,i] # {0} (puisque

3(g) = {0}), et donc [ix,i] # {0} pour un k. Alors [i,ix] est un idéal non trivial de

i, et de i; par simplicité on a donc i = iNi; = ix, ce qui acheve la preuve. ([

REMARQUE 4.4. (1) Le théoréme 4.3 montre en particulier que toute alge-
bre de Lie semi-simple est un produit d’algebres de Lie simples. Réci-
proquement, les algebres de Lie simples sont semi-simples, et tout produit
d’algebres de Lie semi-simples est semi-simple. Donc les algebres de Lie
semi-simples sont exactement les produits d’algebres de Lie simples.

(2) Le deuxiéme énoncé dans le théoréme 4.3 montre que les idéaux iy, i,
sont uniquement déterminés : ce sont exactement les idéaux simples de g
(qui sont donc en particulier en nombre fini).

On peut décrire explicitement tous les idéaux de i en fonction des idéaux
simples, comme suit.

PROPOSITION 4.5. Supposons que g est semi-simple, et soient iy,--- ,i, ses
idéaux simples. Pour tout idéal i C g, il existe un sous-ensemble K C {1,--- ,r} tel

que
i= @ik.

keK
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DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 4.2, i est semi-simple comme algebre
de Lie. Soient ji,---js ses idéaux simples, de sorte que i = @Zzljn. Puisque tout
idéal de i est un idéal de g (toujours d’apres le corollaire 4.2), les j,, sont des idéaux
simples de g. Il existe donc K C {1,---,r} tel que

{jl?"' ajs} = {ikv ke K}v
et on a alors i = @ x i O

EXERCICE 4.6. Montrer que si g est semi-simple on a Z(g) = g. En déduire
que si h est une algebre de Lie abélienne, le seul morphisme d’algebres de Lie de g
vers b est le morphisme nul.

4.3. Dérivations. Soit g une algebre de Lie, et soit Der(g) la sous-algebre de
Lie de gl(g) formée par les dérivations de g par rapport au crochet de Lie. On note
ad(g) le sous-espace vectoriel de gl(g) formé par les endomorphismes ad(z) pour
x € g. On rappelle que ad(g) est une sous-algebre de Lie de gl(g), contenue dans
Der(g).

LEMME 4.7. ad(g) est un idéal de Der(g).

DEMONSTRATION. Pour tous § € Der(g) et = € g, on a
(4.3) [0,ad(z)] = d o ad(x) — ad(x) 0 6 = ad(d(x))
par définition d’une dérivation. Le lemme suit. ([

THEOREME 4.8. Si g est semi-simple, alors ad(g) = Der(g). En d’autres termes,
toute dérivation de g est intérieure.

DEMONSTRATION. Comme g est semi-simple, on a Rad(g) = {0}, donc 3(g) =
{0}. Ceci implique que le morphisme d’algebres de Lie

{g — ad(g)

xz — ad(x)

est injectif (voir [Chap. 2, Exemple 8.4]), donc un isomorphisme. En particulier,
ad(g) est une algebre de Lie semi-simple, donc d’apres le théoréme 3.5 sa forme de
Killing est non dégénérée. D’apres les lemmes 3.3 et 4.7, cette forme de Killing est
la restriction de Aper(g) & ad(g). On a donc démontré que la restriction de Kper(q)
a ad(g) est non dégénérée.

Si

i= {5 € Der(g) | HDer(g)(av ad(g)) = {O}}v

alors, d’apres le lemme 4.1, i est un idéal de Der(g). De plus, le fait que la restriction
de Kper(g) & ad(g) est non dégénérée implique que ad(g)Ni = {0}. Puisque i et ad(g)
sont des idéaux de Der(g), ceci implique que [ad(g),i] = {0}. Si maintenant § € i, en
utilisant cette propriété et (4.3), on obtient que pour tout x € g on a ad(é(x)) = 0,
et donc §(x) = 0 puisque 3(g) = {0}. Ceci montre que § = 0, et donc que i = {0}.

Finalement, on peut conclure de la facon suivante. L’idéal i est le noyau de
I’application linéaire composée

Der(g) — (Der(g))” — (ad(g))",

oll la premiere application est donnée par & — Kper(qg) (2, —), et la deuxieme appli-
cation est la restriction des formes linéaires. Puisque i = {0}, cette application est
injective, ce qui prouve que dim(Der(g)) < dim((ad(g))*) = dim(ad(g)), donc que
I'inclusion ad(g) C Der(g) est une égalité. O
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4.4. Décomposition de Jordan dans g. Le théoreme 4.8 permet de définir
une décomposition de Jordan dans toute algebre de Lie semisimple. En fait, soit
g une algebre de Lie semi-simple, soit « € g, et considérons la dérivation ad(z) €
Der(g) C gl(g). D’apres le lemme 1.4, la partie semi-simple ad(z)s et la partie
nilpotente ad(z), de ad(z) sont des dérivations. D’apres le théoréme 4.8, il existe
donc x5 € g et x, € g tels que ad(z)s = ad(xs) et ad(x), = ad(z,). De plus,
comme 3(g) = {0}, les éléments x4 et x,, sont uniques. Notons également que

(4.4) [zs,xn] = 0.
En effet, on a
ad([zs, z,]) = [ad(zs), ad (2, )] = [ad(z)s,ad(x),] =0

par définition de la décomposition de Jordan des endomorphismes. Comme 3(g) =
{0}, ceci implique en effet (4.4).

La décomposition = x4+x,, est appelée la décomposition de Jordan de x (dans
g). Un élément = € g tel que x,, = 0 (c’est-a-dire tel que ad(x) est diagonalisable)
sera dit semi-simple, et un élément = € g tel que x5 = 0 (c’est-a-dire tel que ad(x)
est nilpotent) sera dit nilpotent.

EXERCICE 4.9. Montrer que si V' est un espace vectoriel de dimension finie et si
g = sl(V), alors pour tout z € g la décomposition de Jordan de x définie ci-dessus
coincide avec la décomposition fournie par la proposition 1.1(1).

EXERCICE 4.10. Si g est une algebre de Lie semi-simple, et si z,y € g sont tels
que [z,y] = 0, montrer que (@ +y)s = T, + Y o (& +Y)n = Tn + Y-






Chapitre 7

Théoreme de semi-simplicité de Weyl et
représentations de sly(k)

Dans tout le chapitre, k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
et g est une algebre de Lie de dimension finie sur k.

1. Compléments sur les représentations

1.1. Rappels. Rappelons qu’une représentation de g est la donnée d’un couple
(V, 0) ot V est un k-espace vectoriel et g : g — gl(V') est un morphisme d’algebres
de Lie. Rappelons également que la donnée de o est équivalente & la donnée d’une
application bilinéaire
gxV =V,

qu’on notera (z,v) — x - v, et qui doit vérifier

- (y-v)—y-(z-v)=[z,y]-v

pour tous x,y € g et v € V. Nous utiliserons les deux points de vue indifféremment.

On peut définir la somme directe de deux représentations de fagon évidente.
Si V est une représentation, une sous-représentation est un sous-espace vectoriel
W C V qui est stable par l'action de g, c’est-a-dire que = - v € W pour tous
x € g et v € W. Les espaces vectoriels W et V/W sont alors munis de structures
naturelles de représentation de g, telles que l'inclusion W < V et la projection
V — V/W sont des morphismes de représentations. En utilisant cette terminologie,
une représentation V' est simple si V' # {0} et si ses seules sous-représentations sont
{0} et V.

Rappelons également que si V' est une représentation de g, alors on définit la
représentation duale comme étant la représentation d’espace vectoriel sous-jacent
V* = Homg(V, k), muni de action donnée par

(- &) ==&z v)
pourx €g, €V etveV.

Finalement, si V et W sont deux représentations de g, rappelons qu’il existe
une structure naturelle de représentation de g sur l'espace vectoriel V @ W, qui
vérifie

z-(vw)=(r-v)Q@W+v® (z-w)
pourz €g,veVetweW.

1.2. Représentations et applications linéaires. Soit V et W deux espaces
vectoriels et supposons que V' est de dimension finie. Alors il existe une application
linéaire

p: V"W — Homy(V, W)

93
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qui vérifie
P& w)(v) =€(v) - w

pour tous £ € V*, w € W et v € V. De plus, ¢ est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. (En effet, ce fait est une reformulation de la propriété classique disant

que, étant donnée une base (v, -+ ,v,) de V, la donnée d’une application linéaire de
V vers W est équivalente a la donnée des images par cette application des vecteurs
U1, 7'Un-)

Si V et W sont munies de structures de représentation de g, alors via I'isomor-
phisme ¢, Paction de g sur V* @ W (donnée par la structure de représentation sur
le produit tensoriel de la représentation duale V* de V et de la représentation W
comme ci-dessus) correspond a l’action sur Homy(V, W) donnée par

(@ f)v) =z f(v) = f(z-v)

pour z € g, f € Homy(V,W), et v € V. (Ceci résulte d’une vérification facile,
laissée au lecteur.)

EXERCICE 1.1. Montrer que, dans le cadre ci-dessus, si f : V' — W est une
application linéaire, alors f est un morphisme de représentations de g ssi on a
x - f =0 pour tout x € g.

1.3. Lemme de Schur. Soit (V, ¢) une représentation de g de dimension finie.
Le résultat facile mais fondamental ci-dessous (qui posseéde de nombreuses variantes
dans différents cadres) est appelé le Lemme de Schur.

LEMME 1.2 (Lemme de Schur). Supposons que V' est une représentation simple.
Alors les seuls morphismes de représentations f : V. — V sont les applications de
la forme A -idy pour A € k.

DEMONSTRATION. Clairement, les applications de la forme X - idy sont des
morphismes de représentations. Réciproquement, soit f : V' — V un morphisme
de représentations. Soit également A une valeur propre de f. Alors il est facile de
vérifier que le sous-espace vectoriel Ker(f — X - idy) est stable par action de g.
Comme il est non nul et comme V est simple, ceci implique que Ker(f—A-idy) = V|
et donc que f = A -idy. O

1.4. Représentations semi-simples.

LEMME 1.3. Soit V' une représentation de dimension finie de g. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) V est isomorphe a une somme directe My @ - -+ & M, ot chaque représen-
tation M; est simple ;

(2) il existe des sous-représentations V; CV (i € {1,---,r}) qui sont simples
et telles que V=V1 @ --- ®V, (comme espace vectoriel, et donc également
comme représentation de g) ;

(3) pour toute sous-représentation W C V, il existe une sous-représentation
W' CV telle que V=W oW’ (comme espace vectoriel, et donc également
comme représentation de g).

DEMONSTRATION. L’équivalence de (1) et (2) est facile, et laissée au lecteur.
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On va maintenant montrer que (2) = (3) par récurrence sur dim(V'). Tout
d’abord si V' = {0} (c’est-a-dire » = 0) il n’y a rien a démontrer. Supposons
maintenant que V n’est pas nulle, et que

V=nia -aV,

comme dans 1’énoncé. Pour tout ¢, comme V; est simple on a soit W NV, =V,
(c’est-a-dire V; C W), soit WNV; = {0}. Si V; C W pour tout 4, alors W =V et il
n’y a rien & démontrer. Sinon, fixons ¢ € {1,--- ,r} tel que W NV; = {0}, notons

Vi=e - aViaeVigd---al,

et considérons la surjection naturelle » : V' — V’. Notre hypothése montre que
la restriction de @ & W est injective. Notons U son image (qui est une sous-
représentation de V'), de sorte que ¢ induit un isomorphisme de représentations
de W vers U. Par hypotheése de récurrence, U admet un supplémentaire U’ (dans
V') qui est stable par 'action de g. Considérons maintenant Papplication
n: VLV LU

oll la seconde application est la projection associée & la décomposition V' = U @
U’. Alors n est un morphisme de représentations, et sa restriction & W est un
isomorphisme (de W vers U). En posant W’ := Ker(n), il est facile de vérifier que
W' est une sous-représentation de V, et que V=W @ W',

Finalement, montrons que (3) = (2), encore une fois par récurrence sur dim(V).
Si V' est nulle ou simple il n’y a rien a démontrer. Sinon V posseéde une sous-
représentation W qui n’est ni {0} ni V. Soit alors W’ comme dans la propriété (3).
Les représentations W et W’ vérifient la condition (3) : en effet, par exemple si U C
W est une sous-représentation, alors d’apreés (3) pour la représentation V, il existe
une sous-représentation U’ C V telle que V =U®U’;alorsona W = U&®(U'NW).
On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence & W et W/, et obtenir que ces

représentations sont des sommes directes de sous-représentations simples. Alors il
en est de méme de V=W ¢ W'. O

DEFINITION 1.4. Une représentation qui vérifie les conditions équivalentes du
lemme 1.3 est dite semi-simple.

1.5. Elément de Casimir associé a une représentation fideéle. Soit (V)
une représentation de dimension finie de g. Soit également 3 : g x g — k une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur g qui est associative, c’est-a-dire telle que

B([x’ y]v Z) = 5(177 [ya Z])
pour tous x,y, z € g. Alors il existe des bases (x;, i =1,--- ,n) et (y;, i =1,--- ,n)
de g telles que
1 sii=73;

Blxi,y;) = {

(En effet, 8 induit un isomorphisme f3 : g — g*, envoyant z € g sur la forme
linéaire y — [(x,y); on peut alors prendre pour (x;, ¢ = 1,--- ,n) une base quel-
conque, et prendre pour (y;, ¢ = 1,---,n) la base préduale de la base (f3(z;), i =
1,---,n) de g*.) On pose alors

0 sinon.

n

co(B) =Y olw:) o olys) € End(V).

i=1



96 7. THEOREME DE SEMI-SIMPLICITE DE WEYL ET REPRESENTATIONS DE sl (k)

LEMME 1.5. L’application linéaire c,(5) est un morphisme de représentations.

DEMONSTRATION. Soit z € g. Ecrivons

[z, 2] E a; ;%;, [, yi] E bi jy;-

Alors on a
Q.5 = 5([%331]7?/;) = _B([JJ“ ] y.]) B(mla [.’17 yj J]Z,ij kyk:

On calcule ensuite

o(z) 0 cy(B) =Y o(x) o o(x:) © o(:)
i=1
=D _(o(@:) o o(@) o o(yi) + el[z, zil) © o(y:)
= | ol@:) 0 o) © olys +Zau 7) 0 o(y:)
i=1
ZZQ( ;) 0 o(x) © o(ys) Z“w i) o o(yi)
et ’
co(B)oo(z) = Z o(z;) 0 o(y:) o o(x)

s
3 |l
-

(o(x;) 0 o(x) o o(yi) + o(x;) o o([y:, z]))

.
Il
_

o(z;) 0 o(z) © o(y:) Zb,w ) o o(yj)

I

s
Il
-

n

o(x:) o o(x) 0 0(y:) + Y (=bij)e(x:) o o(y;)

1 i,j=1

I
M=

-
Il

pour voir que o(z) o ¢,(B) = cp(8) o o(x). Comme ceci est vrai pour tout x, on
obtient bien que ¢,(8) est un morphisme de représentations. O

EXERCICE 1.6. Montrer que ¢,(8) ne dépend pas du choix des bases (z;, i =
1,---,n) et (y;, ¢ = 1,--- ,n) comme ci-dessus. (Ceci justifie de ne pas faire ap-
paraitre ces données dans la notation.)

Supposons maintenant que g est semi-simple, et que (V, o) est fidele, c’est-a-
dire que Ker(p) = {0}. On définit une forme bilinéaire symétrique 5 : g x g — k en
posant

Bv (z,y) = Tr(o(x) o o(y))-

LEMME 1.7. La forme By est associative et non dégénérée.
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DEMONSTRATION. La preuve de I’associativité est similaire au cas de la forme
de Killing ; voir le lemme 3.2 du chapitre 6.
Soit maintenant b le radical de By ; en d’autre termes

h={recg|Vyecg, Bv(z,y) =0}

Le méme argument que pour la forme de Killing (voir la preuve de la proposition 3.4
du chapitre 6) montre que b est un idéal de g. D’autre part, le critere de Cartan
(voir le théoréme 2.3 du chapitre 6) montre que la sous-algebre de Lie o(h) C gl(V)
est résoluble. Par hypothese Ker(p) = {0}, donc ceci implique que h est résoluble.
On a donc montré que § est un idéal résoluble de g. Comme g est semi-simple, ceci
implique que h = {0}, et achéve la preuve. O

L’élément de Casimir associé a (V, o) est
Co = Co(Py)-
Il s’agit d’'un morphisme de représentations de V' dans V.

EXERCICE 1.8. Sous les conditions précédentes, montrer que Tr(c,) = dim(g).

REMARQUE 1.9. On peut définir des éléments de Casimir associés a des repré-
sentations non fideles également. Pour cela, étant donné une représentation V', on
peut la voir comme une représentation fidele de l’algebre de Lie g/Ker(p), qui est
semi-simple d’apres le corollaire 4.2 du chapitre 6. On peut donc associer a cette
représentation un élément de Casimir, qui sera un morphisme de représentations

de g de V vers V.

2. Théoréme de Weyl
2.1. Enoncé. Le “théoréme de semi-simplicité de Weyl” est ’énoncé suivant.

THEOREME 2.1 (Théoreme de Weyl). Soit g une algébre de Lie semi-simple.
Alors toute représentation de dimension finie de g est semi-simple.

Ce théoreme montre que, pour comprendre toutes les représentations de di-
mension finie de g, il suffit de comprendre ses représentations simples de dimension
finie (puisque toute représentation s’obtient ensuite en faisant des sommes directes
de telles représentations).

La preuve utilisera le lemme suivant.

LEMME 2.2. Supposons que g est semi-simple, et soit (V, ) une représentation
de dimension finie de g.

(1) Si dim(V) =1, alors o(x) = 0 pour tout x € g.

(2) Dans le cas général, o(g) C sl(V).

DEMONSTRATION. (1) L’algebre de Lie gl(V') est abélienne puisque dim(V) =
1. En utilisant I'exercice 4.6 du chapitre 6, on en déduit que o est I'application
linéaire nulle.

(2) Considérons la composition

g5 al(v) Bk

Cette application linéaire est un morphisme d’algebres de Lie. Comme k est abélien-
ne, comme dans (1) elle doit étre nulle. Donc o(g) C Ker(Tr) = sl(V). O
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2.2. Preuve du théoréme de Weyl. On fixe une algebre de Lie semi-simple
g. On doit démontrer que pour toute représentation (V, ) de dimension finie de g,
et pour toute sous-représentation W C V, il existe une sous-représentation W’ C W
telle que V=W @ W'.

Cas 1 : W est simple et dim(V/W) = 1. On peut supposer que V est fidele :
en effet, sinon on remplace g par g/Ker(p), qui est une algebre de Lie semi-simple
d’apres le corollaire 4.2 du chapitre 6, et qui agit naturellement sur V' ; on obtien-
dra alors un supplémentaire de W dans V stable par 'action de g/Ker(o), donc
par Paction de g. On peut également supposer que g # {0} (sinon le résultat est
évident).

Soit alors ¢, ’élément de Casimir de V. On a ¢,(W) C W, et donc ¢, induit un
morphisme de représentations de V/W dans V/W. De plus le lemme 2.2 implique
que g agit trivialement sur V/W, ce qui implique que 'endomorphisme de V/W
induit par ¢, est nul; en d’autres termes c,(V) C W.

Considérons maintenant la restriction de ¢, a W, vue comme endomorphisme
de W. Comme W est supposée simple, le lemme 1.2 implique qu’il existe A € k tel
que (¢co)jw = A-idw. On a

dim(W) - A = Tr((c,)jw) = Tr(c,) = dim(g)

d’apres lexercice 1.8 (et le fait que ¢,(V) € W). Ceci implique que X # 0, et donc
que (cp)w est un isomorphisme. Alors W' := Ker(c,) est un supplémentaire de W
qui est une sous-représentation de V.

Cas 2 : dim(V/W) =1 (et W quelconque). On démontre maintenant ce cas
par récurrence sur dim(V). Si W = {0} il n’y a rien & démontrer, et le cas ou
W est simple a été démontré ci-dessus. Si maintenant W n’est ni simple ni nulle,
il existe une sous-représentation U C W qui n’est ni {0} ni W. On applique alors
I’hypothese de récurrence a la représentation V/U est & sa sous-représentation W/U.
Il existe donc une sous-représentation X C V/U telle que V/U = W/U @ X.
Soit alors Y I'image inverse de X sous la projection V. — V/U. On a U C Y,
dim(Y/U) = dim(X) = 1, et dim(Y) < dim(V). Donc, par récurrence, il existe
une sous-représentation W’ C Y telle que Y = W’ @ U. Alors W’ est une sous-
représentation de V, et le fait que Y/U est un supplémentaire de W/U dans V/U
implique que W’ est un supplémentaire de W dans V.

Cas 8 : cas général. On consideére la représentation de g sur Homy(V, W)
considérée au §1.2. Soient
M :={f € Hom(V,W) | IX €k, Yw € W, f(w)= X w},
N = {f € Homk(V, W) | f‘W = 0}

Alors N C M. De plus, pour tout z € gon a - M C N. En effet, si f € M, pour
tout w € W on a

(@ flw) ==z f(w) - flz-w)=z-A-w) =X (z-w) =0.
En particulier M et N sont des sous-représentations de Homy (V, W), et il n’est pas
difficile de vérifier que dim(M/N) = 1. On est donc dans la situation du Cas 2,
et on obtient qu’il existe une sous-représentation N’ C M telle que M = N & N'.
Fixons f € N’ ~ {0}. Comme dim(N’) = 1, le lemme 2.2 assure que z - f = 0
pour tout x € g, c’est-a~dire (d’apres lexercice 1.1) que f est un morphisme de
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représentations. De plus, fjy coincide avec A-idy pour un A € k (puisque f € M),
et A# 0 (car f ¢ N). Ceci implique que W’ := Ker(f) est une sous-représentation
de V qui vérifie V=W & W’.

2.3. Application a la décomposition de Jordan.

THEOREME 2.3. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et soit g C
gl(V) une sous-algébre de Lie qui est semi-simple. Alors pour tout x € g, les
décompositions de Jordan de x dans g et comme endomorphisme de V' coincident.
En particulier, g contient les parties semi-simples et nilpotentes de chacun de ses
éléments.

DEMONSTRATION. Soit z € g, et soit x = z, + ,, sa décomposition de Jordan
comme endomorphisme de V', c’est-a-dire celle fournie par la proposition 1.1 du
chapitre 6.

Pour tout sous-espace W C V stable par I’action de g, on pose

Ly :={x € gl(V) | 2(W) C W et Tr(zw) = 0}.

Alors Ly est une sous-algebre de Lie de gl(V), et le Lemme 2.2(2) assure que
g C Lw. Donc, si on pose

h:= (ﬂ Lw) N{z € gl(V) | ad(z)(g) C g},
w

ol l'intersection est prise sur tous les sous-espaces W C V stables par l'action de

g, alors b est une sous-algebre de Lie de gl(V'), on a g C b, et g est un idéal de b.

L’inclusion g C b est en fait une égalité. En effet, considérons h comme une
représentation de g (via ad), et soit € C h une sous-représentation telle que h = gPHeL.
(Une telle sous-représentation existe d’apres le théoreme 2.1.) Comme g est un idéal
de b, on a [g,h] C g, et donc la représentation de g sur £ est la représentation
nulle. En d’autres termes, [g,¥] = {0}. Soit maintenant 2 € €. Pour toute sous-
représentation de g simple W C V, on a (W) C W, et le fait que [g,z] = {0}
implique que x|y est un morphisme de représentations. D’apres le lemme 1.2, il
existe A € k tel que |y = A -idw . Mais puisque Tr(xy,) = 0, on a nécessairement
A = 0, donc ) = 0. Comme ceci est vrai pour toute sous-représentation simple de
V', et comme V est une somme directe de sous-représentations simples (d’apres le
théoreme 2.1), ceci implique que = = 0, et donc finalement que ¢ = {0}, en d’autres
termes que g = bh.

On peut maintenant conclude la preuve. D’apres le lemme 1.3 du chapitre 6, on
sait que adgv)(7)s = adgv)(zs) et adgyv)(7), = ad(z,) comme endomorphismes
de gl(V). La proposition 1.1(3) du chapitre 6 montre alors que ad(zs)(g) C g et
ad(z,,)(g) C g. D’autre part, pour tout sous-espace W C V stable par I’action de g,
on a également x,(W) C W et x, (W) C W (d’apres le méme résultat). Et puisque
(n)jw est nilpotent on a Tr((z,)jw) = 0, et donc Tr((zs)w) = Tr(z;w) = 0.
Ceci montre que x4 et x, appartiennent a b, et donc a g. Alors x4 et x, sont des
éléments de g tels que adgv)(z) = adgiv)(zs) + adgiv)(zn) est la décomposition
de Jordan de adgv)(x) dans End(gl(V')). Donc adg(x) = adg(xs) + adg(z,,) est la
décomposition de Jordan de ady(x) dans End(g), ce qui prouve que z = x5 + x5
est la décomposition de Jordan de x dans g. O

COROLLAIRE 2.4. Soit g une algébre de Lie semi-simple, et soit (V,0) une
représentation de dimension finie de g. Alors si x € g et si © = x5 + x, est sa
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décomposition de Jordan dans g, alors o(x) = o(xs) + o(xy) est la décomposition de
Jordan de o(x) dans End(V'). En particulier, si x est semi-simple, resp. nilpotent,
alors o(x) est diagonalisable, resp. nilpotent.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 4.2 du chapitre 6, la sous-algebre de Lie
o(g) C gl(V) est semi-simple (puisqu’elle est isomorphe & g/Ker(p)). En utilisant
le fait que o : g — o(g) est surjective, il n’est pas difficile de vérifier que p(z) =
o(zs) + o(xy,) est la décomposition de Jordan de p(x) dans l'algebre de Lie semi-
simple o(g). Puis on conclut en utilisant le théoréme 2.3. O

3. Représentations de I’algébre de Lie sl;(k)

Dans cette partie on s’intéresse & l'algebre de Lie g = sl (k). On notera

S R B () B )]
On rappelle qu’on a
(3.1) [h,e] =2e, [h,f]=-2f, e, f]=nh.
3.1. Décomposition en sous-espaces de poids.

LEMME 3.1. Soit (V,0) une représentation de dimension finie de sly(k). Alors
on a
V=PV ou Vi={veV|oh)(v) =\ v}
Aek
De plus, pour tout A € k on a

o(e)(Va) C Vg, o(f)(Va) C Va_a.

DEMONSTRATION. Les formules (3.1) montrent que ad(h) est diagonalisable.
Donc h est un élément semi-simple de sly(k), et alors le corollaire 2.4 implique que
o(h) est diagonalisable. Ce qui démontre la décomposition V' = @, Vi.

Soit maintenant v € V). Alors

o(h)(e(e)(v)) = e(e)(e(h)(v)) + o([h; e]) (v) = o(e)(Av) + o(2¢)(v) = (A +2)a(e)(v),

=0
donc o(e)(v) € Vyya. Ceci prouve que o(e)(Vy) C Viye. La preuve de lautre inclu-
sion est similaire. d

Si A € k, V) est appelé le sous-espace de poids A de V. Si V) # {0}, X est
appelé un poids de V. On appellera vecteur mazimal un vecteur v € V'~ {0} qui
appartient & un sous-espace de poids et tel que g(e)(v) = 0. Toutes ces notions ont
encore un sens si V est de dimension infinie (mais le lemme 3.1 n’est pas toujours
vrai dans ce cadre).

LEMME 3.2. Soit (V, ) une représentation non nulle de dimension finie de
sla(k). Alors il existe un vecteur mazimal dans V.

DEMONSTRATION. Comme V' # {0} et comme V) ne peut étre non nul que
pour un nombre fini de valeurs de A (puisque dim(V) < 00), il existe un \ tel que
Vi # {0} et Vago = {0}. Alors, d’apres le lemme 3.1, tout vecteur non nul dans V)
est un vecteur maximal. [
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3.2. Vecteurs maximaux et bases associées. On fixe maintenant une
représentation non nulle (V, g) de sly(k), et on suppose qu’il existe un vecteur maxi-
mal v € V. (Si V est de dimension finie, cette condition est automatique d’apres le
lemme 3.2.) Soit A son poids, c’est-a-dire le scalaire A € k tel que v € V. On pose

0 sit=—1;
Vi =40 sit=0;
%Q(f)i(v) sii > 0.
LEMME 3.3. Pour tout 1 > 0, on a
o(h)(vi) = (A = 20)vi,  o(f)(vi) = (i + 1) -vit1,  o(e)(vi) = (A —i+1)v;_1.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme 3.1 on a v; € Vy_g;, ce qui prouve la
premiére formule. La deuxiéme formule découle directement de la définition. (Re-
marquons que cette formule est également vraie si i = —1)

Démontrons maintenant la troisieme formule par récurrence sur i. Le cas i =0
découle du fait que v est maximal. Soit maintenant ¢ > 0, et supposons la formule
connue au rang ¢ — 1. Alors

1 1
o(e)(vi) = ~ole) o o(f)(vi-1) = - (o(f) 0 o(e)(viz1) + o(h)(vi1)).
En appliquant I’hypothese de récurrence et la premiere formule de ’énoncé, puis la
deuxieéme formule (appliquée au rang i — 2 > —1), on en déduit que

oe)(0) = 5 (= i+ 2)o)(vi2) + (A = 20 + 2oy )
= %((/\ —i+2)(i — Dvim1 + (A — 20+ 2)v;—)

:l((AfiqLQ)oi—i)~vi_1:()\fi+1).vi_l.
1

Ceci prouve la formule au rang i, et achéve la preuve. ([l

Supposons maintenant que V est de dimension finie. Les formules du lemme 3.3
montrent en particulier que les v; appartiennent a des espaces de poids distincts.
Comme seuls un nombre fini de sous-espaces de poids sont non nuls, on en déduit
qu’il existe i > 0 tel que v; = 0. On note m le plus petit entier positif ou nul
tel que v;,41 = 0. Clairement, on a alors v; = 0 pour tout i > m, et v; # 0 si
i€{0,---,m}.

LEMME 3.4. Avec les notations précédentes on a A = m. (En particulier, A €
N.) De plus, les vecteurs vy, - - - , vy, forment une base d’un sous-espace de V' stable
par Daction de sly(K). En particulier, si V est simple, ils forment une base de V,
et dim(V)=m+1=X+1.

DEMONSTRATION. On a vp,41 = 0, donc g(e)(vm+1) = 0. D’autre part, d’apres
le lemme 3.3 on a
0(e)(vm+1) = (A —=m) - vy,
et vy, # 0. Donc A — m = 0, ce qui montre que A\ = m.
Comme expliqué ci-dessus, les vecteurs v; sont non nuls, et appartiennent
a des sous-espaces de poids distincts. Donc ils sont linéairement indépendants.
D’autre part, les formules du lemme 3.3 montrent que le sous-espace vectoriel
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Vect(vg, - -+ ,v,,) de V est stable par action de g, ce qui prouve la deuxiéme as-
sertion.

Si V est supposée simple, on en déduit que Vect(vg, - - ,v;,) =V, et donc que
les vecteurs (vg, - -, vp,) forment une base de V. (]

Notons également le fait suivant, qui découle des lemmes 3.3 et 3.4.

COROLLAIRE 3.5. Si (V, p) est une représentation de dimension finie de sla(k),
alors pour tout poids k de V' le morphisme o(e)y, : Vi — Viqo est surjectif.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 2.1, V est une somme directe de repré-
sentations simples. Donc il suffit de vérifier ce fait quand V est simple. Dans ce cas,
on peut considérer une base de V' comme dans le lemme 3.4, et le résultat découle
du fait que, dans la formule pour o(e) dans le lemme 3.3, pour tout i € {0,--- ,m}
onal—i+1l=m—i+1>1,donc A\—i+1#0. O

3.3. Classification des représentations simples de dimension finie. On
peut maintenant classifier (& isomorphisme preés) toutes les représentations simples
de dimension finie de sl (k).

THEOREME 3.6. Pour tout m > 0, il existe, a4 isomorphisme prés, exactement
une représentation simple V(m) de sla(k) de dimension m + 1. L’ensemble de ses
poids est {—m,—m+2,--- ,m — 2,m}, et pour tout poids i on a dim(V(m);) = 1.
De plus, V(m) posséde (a multiplication par un scalaire non nul prés) un unique
vecteur maximal, qui est de poids m.

DEMONSTRATION. Soient (V) et (V’,¢') deux représentations simples de
slo(k) de dimension m + 1. Alors, d’apres les lemmes 3.3 et 3.4, il existe des bases

(v, -+ ,um) et (v}, -+ ,v),) de V et V' respectivement telles que

rYm

o(h)(vi) = (m = 2i)vi,  o(f)(vi) = (i +1) - vigr, ole)(vi) = (m—i+1)vig,

o (h)(vi) = (m = 2i)v;,  (f)(v) = (i +1)-viyy, (e)(v)) =(m—i+1)vj,
(ot1, par convention, v_; = vy,41 =0et v’ = v, ., =0). On considere alors ’ap-
plication linéaire ¢ : V' — V'’ qui vérifie p(v;) = v, pour tout i € {0,---,m}.
Cette application linéaire est inversible, et les formules ci-dessus montrent que
¢ est un morphisme de représentations. Donc V et V' sont isomorphes comme
représentations de sl (k).

L’énoncé concernant les poids est clair d’apres 'existence de la base comme ci-
dessus. On remarque également que ces formules montrent que Ker(o(e)) =k - vy,
et donc que les multiples non nuls de vy sont les seuls vecteurs maximaux.

Pour conclure, il reste a montrer que, pour tout m > 0, il existe bien une
représentation simple de dimension m+1. Pour cela on note V' = k? la représentation
naturelle de sl3(k), et on considere la représentation

Ve =V .- V.
m termes
On a
dm((VE™),) =1, dim((VE™),42) = 0.

Donc V®™ posseéde un vecteur maximal v de poids m. On peut alors construire la
famille (vg,- -+ ,v,,) comme au §3.2. Et il est facile de voir que Vect(vo, -+ ,vm)
est une sous-représentation simple de V®™ de dimension m + 1. (Les détails sont
laissés au lecteur.) O
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REMARQUE 3.7. L’entier m est appelé le plus haut poids de V(m), et 'entier
—m est appelé le plus bas poids de V(m).

EXERCICE 3.8. Avec les notations de la fin de la preuve du théoréme 3.6,
montrer qu’il existe une unique structure de représentation de sly(k) sur S™(V)
telle que la surjection naturelle

Vem s S™(V)
est un morphisme de représentations, puis que S™(V) = V(m).

COROLLAIRE 3.9. Soit V' une représentation de dimension finie de sla(Kk). Alors
les poids de V' sont des entiers. Si m est un poids de V', alors —m est également
un poids de V', on a dim(V,,) = dim(V_,,,), et tous les entiers entre m et —m de la
méme parité que m sont des poids. Enfin, dans toute décomposition de V' en somme
de représentations simples, le nombre de facteurs qui apparait est dim(Vp)-+dim (V7).

DEMONSTRATION. Si V' = {0} il n’y a rien & démontrer. Sinon, d’aprés le
théoreme 2.1, V est une somme de représentations simples. Le théoreme 3.6 montre
que les propriétés énoncées sur les poids sont vraies pour les représentations simples,
et le cas de V en découle. Finalement, la derniere assertion découle du fait que, pour
tout m > 0, on a dim(V'(m)o) + dim(V(m),) = 1. O






Chapitre 8

Décomposition radicielle des algebres de Lie
semi-simples

Dans tout ce chapitre, k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
et g est une algebre de Lie semi-simple non nulle sur k. L’objectif du chapitre est de
montrer que g admet une décomposition tres utile paramétrée par ce qu’on appellera
un “systéme de racines”. Celui-ci sera défini en terme de 'action (adjointe) d’une
certaine sous-algebre de Lie, dite “torale”.

1. Sous-algebres de Lie torales et décomposition radicielle

1.1. Définition.

DEFINITION 1.1. Une sous-algébre de Lie h C g est dite torale si tous ses
éléments sont semi-simples.

LEMME 1.2. (1) Il existe une sous-algébre de Lie torale non nulle.

(2) Toute sous-algébre de Lie torale est abélienne.

DEMONSTRATION. (1) Tout d’abord, remarquons qu'il existe = € g tel que x5 #
0. En effet, sinon tous les éléments x € g vérifieraient que ad(x) est nilpotent. Et
alors le théoréme d’Engel [Chap. 4, Théoréme 3.5] montrerait que g est nilpotente,
ce qui est absurde. Si on choisit un tel x, alors x5 est un élément semi-simple non
nul, et k - x5 est une sous-algebre de Lie torale non nulle.

(2) Soit h C g une sous-algébre de Lie torale. Soit € h. Alors ad(z) est
diagonalisable (puisque x est semi-simple) et stabilise b (puisque b est une sous-
algebre de Lie). Donc ad(z)), est diagonalisable. Pour montrer que ad(z);, = 0
(et donc conclure la preuve), il suffit de montrer que la seule valeur propre de
cet endomorphisme est 0. Par ’absurde, supposons que ce n’est pas le cas, et soit
y € h un vecteur propre de ad(z) pour une valeur propre A # 0. Alors [z,y] = Ay,
et donc ad(y) o ad(y)(z) = 0. Mais, comme pour z, ad(y) est diagonalisable. En
décomposant x selon les espaces propres de ad(y), on voit que la condition que
ad(y)?(z) = 0 implique que  appartient au sous-espace propre de ad(y) associé a
la valeur propre 0. En d’autres termes, on a ad(y)(xz) = 0, c’est-a-dire [y, z] = 0.
Ceci fournit la contradiction voulue. O

Fixons maintenant une sous-algebre de Lie torale ) C g qui est mazimale, c’est-
a-dire qui n’est contenue strictement dans aucune sous-algebre de Lie torale. D’apres
le lemme 1.2(1), on a h # {0}. D’autre part, par définition les endomorphismes
ad(z) de g, pour = € b, sont diagonalisables. D’apres le lemme 1.2(2) (et puisque
ad est un morphisme d’algebres de Lie), ces endomorphismes commutent deux &

105
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deux. Ils peuvent donc étre diagonlisés simultanément. En d’autres termes on a
g=a ot ga={recg|web, [y2]=Ay) -z}
Aeb*

Le sous-espace vectoriel gy contient h. On note

®:={aebh" ~{0}[ga #{0}}.
Ses éléments sont appelées les racines de g (par rapport a ). On a donc
(11) 9290@@9a-
acd
Cette décomposition est appelée la décomposition radicielle de g.

EXERCICE 1.3. Si g = sl,,(k) et si b est la sous-algebre de Lie de g formée des
matrices diagonales, montrer que h est une sous-algebre de Lie torale maximale.

1.2. Premieéres propriétés.
LEMME 1.4. ® engendre h* comme espace vectoriel.

DEMONSTRATION. Pour démontrer le lemme, il suffit de montrer que si x € b
est tel que a(z) = 0 pour tout a € P, alors = 0. Soit donc x € h tel que pour
tout a € ® on a a(x) = 0. Alors [z,g,] = 0 pour tout a € ®. Puisque [z, go] = 0
par définition de g, en utilisant (1.1) on voit que [z, g] = 0. Donc z € 3(g). Comme
3(g) = {0}, ceci termine la preuve. O

LEMME 1.5. (1) Pour A,pu € b*, on a [gx,8u] C Gatu- En particulier, go
est une sous-algébre de Lie de g.

(2) Siae€ ® etx € g,, alors x est nilpotent.
(8) Sidpebh* et X\+p#0, alors k(gxr,g,) = {0}.

(4) La restriction de k & go est non dégénérée.

DEMONSTRATION. (1) Pour tout = € h, comme ad(x) est une dérivation pour
le crochet de Lie (voir [Chap. 2, Exemple 7.3]), si y € gx et z € g, on a

ad(z)([y, z]) = [ad(2)(y), 2] + [y, ad(2)(2)]
= [M@) -y, 2] + [y, () - 2] = (A + ) (@) - [y, 2]

Done [y, 2] € grp

(2) Comme ® est un ensemble fini, il existe n € N tel que, pour tout 8 € ®U{0},
B4+ na ¢ ® U{0}. Alors en utilisant (1) et la décomposition (1.1) on voit que
ad(z)™ = 0.

(3) Choisissons x € b tel que (A4 p)(x) # 0, c’est-a-dire tel que A(x) # —p(x).
Alors pour y € gy et z € g,, en utilisant I’associativité de la forme de Killing on a

Ax) - Ky, 2) = K[z, 4], 2) = —r(ly, 2], 2) = =y, [z, 2]) = —p(x)K(y, 2).

Donc «(y, z) = 0.

(4) Soit x € go tel que k(z,g0) = {0}. D’apreés (3), pour tout o € ® on a
k(z,84) = {0}. Donc, en utilisant la décomposition radicielle (1.1), on voit que
x € Rad(k). D’apres le théoreme 3.5 du chapitre 6, ceci implique que « = 0. (]
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1.3. Centralisateur d’une sous-algébre de Lie torale maximale. Dans
la preuve de la proposition ci-dessous on utilisera le résultat suivant.

LEMME 1.6. Soit ¥ une algébre de Lie nilpotente de dimension finie, et soit
i C t un idéal non nul. Alors inj(t) # {0}.

DEMONSTRATION. On considere 'action (adjointe) de € sur i. D’aprés le théo-
réme d’Engel [Chap. 4, Théoréme 3.5], £ agit par endomorphismes nilpotents.
D’apres le lemme-clé de la preuve du théoreme d’Engel [Chap. 4, Proposition 3.4], il
existe x € i qui est annulé par I'action de tous les éléments de ¢. Alors x € iN3(¢). O

ProPOSITION 1.7. On a go = b.

DEMONSTRATION. La preuve procede en 6 étapes.

E’tape 1:8ix € go, alors x5 et x, appartiennent a go. En effet, dire que x
appartient & go revient & dire que ad(z)(h) C {0}. D’apres la Proposition 1.1(3)
du chapitre 6, ceci implique que ad(z)s(h) C {0} et ad(z),(h) C {0}. Et comme
ad(z)s = ad(xs) et ad(z), = ad(x,) par définition, on en déduit que zs et z,
appartiennent a gq.

Etape 2 :six € go, alors x5 € h. Considérons le sous-espace vectoriel ¢ =
h+k-xs. D'apres Pétape 1, pour tous y,z € £ on a [y, z] = 0; donc ¢ est une sous-
algebre de Lie abélienne de g. De plus, il découle de 'exercice 4.10 du chapitre 6
que ¢ est formée d’éléments semi-simples. C’est donc une sous-algebre de Lie torale
de g, et par maximalité ceci entraine que £ = h; en d’autres termes, x, € h.

E’tape 3 : la restriction de k a b est non dégénérée. Soit x € b, et supposons
que k(x,h) = {0}. Pour montrer que x = 0, en utilisant le lemme 1.5(4) il suffit de
montrer que x(x, go) = {0}. Soit donc y € go, et considérons sa décomposition de
Jordan y = ys + y,. Comme y, € h d’apres Pétape 2, on a x(z,ys) = 0, et donc
k(z,y) = k(x,y,). D’autre part k(x,y,) = Tr(ad(z) o ad(y,)). Comme y, € go
d’apres I’étape 1, on a [z,y,] = 0, ce qui implique que les endomorphismes ad(z) et
ad(y,) commutent. Comme ad(y,,) est nilpotent, ceci implique qu’il en est de méme
de ad(z) o ad(y, ). Donc Tr(ad(z) o ad(y,)) = 0, ce qui montre que x(x,y) = 0, et
acheve la preuve de cette étape.

Etape J : lalgébre de Lie go est nilpotente. D’apreés le théoreme d’Engel [Chap. 4,
Théoreme 3.5], pour montrer que gy est nilpotente il suffit de montrer que adgy, (z)
est un endomorphisme nilpotent de gg pour tout x € gg. Soit donc = € go, et
considérons sa décomposition de Jordan z = x5 + x,,. D’apres 'étape 2, z; € b,
et donc adg,(zs) = 0. D’autre part, par construction I’endomorphisme adg(zs,)
est nilpotent, et puisque x,, € go (voir I'étape 1), cet endomorphisme stabilise go ;
donc adg,(7,) = adg(zn)|g, est également nilpotent. Donc finalement adg,(z) =
adg, (zs) + adg, (x,) = adg, () est nilpotent, ce qui prouve que go est nilpotente.

Etape 5 : Ualgébre de Lie go est abélienne. Supposons que [g0,80] # {0}. Alors,
d’apres I'étape 4 et le lemme 1.6, on a [go, go] N 3(g0) # {0}. Soit z un élément non
nul dans cette intersection. Alors z, # 0. En effet, sinon on aurait z € h d’apres
Pétape 2, et r(z,h) = {0} par associativité de x (et puisque z € [go, go]), et donc
z = 0 d’apres Pétape 3. De plus, on a ad(z)(go) = {0}, donc ad(z),(go) = {0}
d’apreés la proposition 1.1(3) du chapitre 6, ce qui implique que z, € 3(go) (puisque
ad(z,) = ad(z),). Alors pour tout € go, 'endomorphisme ad(z) o ad(z,) est
nilpotent (puisque ad(z,) est nilpotent et commute avec ad(x)), donc k(z,y,) =
Tr(ad(z) o ad(z,)) = 0, ce qui contredit le lemme 1.5(4).
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Etape 6 : conclusion. Soit x € go, et considérons sa décomposition de Jordan
T = s+ x,. Alors, comme dans la preuve de I’étape 5, puisque x,, appartient & gg
(d’apres l'étape 1) et puisque go est abélienne, on a x(x,,go) = {0}. Donc z,, =0
d’apres le lemme 1.5(4). Donc & = x5, ce qui implique que = € h d’apres 1'étape
2. |

En utilisant la proposition 1.7, on peut réécrire la décomposition (1.1) de la
fagon suivante :

(1'2) g:h@@ga-
acd
De plus, comme on I’a vu au cours de la preuve de cette proposition, la restriction
de k a b est non dégénérée. En d’autres termes, ’application
L:x— k(x,—)

induit un isomorphisme h — h*. Pour tout o € ®, on notera t, := ¢t~ !(a). On a
donc
a(z) = k(ta, )

pour tout z € b.

2. Propriétés des racines

2.1. Racines et leurs opposées. Nous aurons besoin ci-dessous du lemme
suivant, qui est une conséquence facile du théoréme de Lie [Chap. 4, Théoréme 4.1].

LEMME 2.1. Soit  une algébre de Lie résoluble, et soit (V, p) une représentation
de dimension finie de t. Alors pour tout x € Z(8), ’endomorphisme o(x) de V est
nilpotent.

PROPOSITION 2.2. (1) Si « € @, alors —a € ®. De plus, si x € go et
Y € g—q, alors [x,y] = k(z,y) - ta-

(2) Si o€ ®, alors [ga,9—a] est de dimension 1, et t, en est une base.

(8) Sia€®, on ak(te ta) = alty) #0.

(4) Si o € @, il existe un unique ho, € [ga, 9—a) tel que a(hy) = 2. De plus, on
a h_o = —hg pour tout a € .

(5) Sia€ ® ety € go {0}, alors il existe yo € g_o tel que kay +kyq + khg,
est une sous-algebre de Lie de g telle que l’application

. 0 1 o 0 0 b s 1 0
Yo7 \g o) Yo7 \1 o) "7\ o -1
induit un isomorphisme d’algebres de Lie de kxo + kyo + khe vers sly(k).

DEMONSTRATION. (1) Si —a ¢ ®, alors d’apres le lemme 1.5(3), pour tout
B € ®U{0} on a k(ga,83) = {0}. En utilisant la décomposition (1.1), ceci montre
que K(ga,g) = {0}, ce qui contredit le fait que k est non dégénérée.

Soient maintenant x € g, et y € g_o. Alors d’aprés le lemme 1.5(1) et la
proposition 1.7 on a [z, y] € h. D’autre part, pour z € h on a

k(2 [2,y]) = K([z, 2], y) = a(2)r(x, y) = k(2 ta)r(2,y) = K(2, 5(2,Y) - ta).
Donc k([z, y]—k(z,y)ta, h) = {0}. Puisque la restriction de & h est non dégénérée,
ceci montre que [z,y] = k(z,y)lq-
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(2) D’apres (1) on a [ga, §—a] C k- tq, et pour conclure il suffit de montrer que
K(8a>8—a) # {0}. Mais si on avait k(ga,8-) = {0}, alors comme dans la preuve
de (1) on aurait x(ga,g) = {0}, ce qui contredirait le fait que x est non dégénérée.

(3) Par labsurde, supposons que «a(ty) = 0. Alors [ta, 0] = [ta, 9-a] = {0}
D’apres la preuve de (2), on peut choisir = € g, et y € g_, tels que x(x,y) # 0.
Alors t := kx @ kt,, ® ky est une sous-algebre de Lie résoluble de g, et t, € 2(8).
D’apres le lemme 2.1 (appliqué & l'action de € sur g induite par ad), on en déduit
que ad(ty) est nilpotent. Comme ¢, € b et h est torale, cet endomorphisme est
également diagonalisable. Donc ad(t,) = 0, ce qui implique que ¢, = 0 puisque
3(g) = {0}. Ceci est absurde, puisque £(tq, —) = a # 0.

(4) D’apres (2) on a [ga; -] = k - to. Ce qui montre I'unicité de h,. D’autre
part, d’apres (3) on peut poser

2 2
2.1 he, = ot = -t
2.1) T Btarta) 0 alty) Y
et on a bien a(h,) = 2. Puisque t_, = —t,, cette formule montre que h_, = —h

(5) Par les mémes arguments que dans la preuve de (2), on (x4, g9-o) # {0}.
Donc, en utilisant (3), il existe y, € g_, tel que

2
K(ta,ta)
Alors d’apres (1) et la formule (2.1) on a [24, Ya] = he. D’autre part, on a

K(xaaya) -

[has Ta] = a(ha)Ta = 224

puisque a(hy) = 2. De méme on a [hqa,Ya] = —2yo. Donc Papplication linéaire
¢ : sla(k) — g définie par

01'_> 10»—>h OO’_>
OO xav 0_1 ) 10 ya

est un morphisme d’algebres de Lie. Comme sl3(k) est une algeébre de Lie simple
(voir [Chap. 2, Exercice 5.12]) ce morphisme est nécessairement injectif, donc un
isomorphisme de sly(k) vers Vect(xq, Yo ha)- O

REMARQUE 2.3. D’apres le lemme 1.4 et leur construction, les vecteurs t,
engendrent ’espace vectoriel h. La proposition 2.2(2) montre alors que g est en-
gendrée, comme algebre de Lie, par les sous-espaces radiciels g, pour o € ®. (En
d’autres termes, la plus petite sous-algebre de Lie de g contenant tous les g, est g
elle-méme.)

COROLLAIRE 2.4. Soit o € .

(1) On a dim(g,) = 1.

(2) Ona®n(k-a)={a,—a}.

DEMONSTRATION. Fixons z, et y, comme dans la proposition 2.2(5), et notons

So := Vect(zq, ha, Yo ). Alors S, est une sous-algebre de Lie de g isomorphe a sl (k)
(via Ty > €, ho > h, yo — f), et elle agit naturellement (via ad) sur g.

Notons
m = @gk‘a = b S2) @ Ixa-
ek Agkx
D’apres le lemme 1.5(1), ce sous-espace vectoriel de g est stable par action de S,,.
D’apres la proposition 2.2(4), h, agit sur gy., par multiplication par 2. D’apres
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le corollaire 3.9 du chapitre 7, si gy. # {0} alors 2\ € Z, c’est-a-dire que A € %Z.
D’autre part S, agit trivialement sur Ker(a) C b, qui est de codimension 1 dans b,
et S, est une sous-représentation qui contient h,. Puisque que le sous-espace propre
de m associé & la valeur propre 0 de Paction de h,, est h = Ker(a) @k - hy, les seuls
sous-espaces propres de 'action de h, associés a des valeurs propres paires sont h
(pour la valeur propre 0), g, (pour la valeur propre 2) et g_, (pour la valeur propre
—2), voir le théoréme 3.6 du chapitre 7. Donc gx.o = {0} si A € Z~ {-1,0,1}. En
particulier, notons que 2« ¢ ®. Si %a était une racine, on pourrait lui appliquer
le méme résultat, et on obtiendrait que 2 - %a = « n’est pas une racine, ce qui est
absurde. Donc %a n’est pas une racine, ce qui prouve que le sous-espace propre de
m associé a la valeur propre 1 de I’action de h,, est nul. En utilisant le corollaire 3.9
du chapitre 7, on obtient finalement que

m="hH+S5,.
Ceci implique (1) et (2). O
REMARQUE 2.5. (1) La décomposition 1.2 et le corollaire 2.4(1) montrent
que pour tous h,h’ € hon a
(2.2) K(h, 1) = Tr(ad(h) o ad(h)) = > a(h) - (k).
acd

(2) Si S, est comme dans la preuve du corollaire 2.4, alors le point (1) de ce
corollaire montre que S, = goPk-h,Bg_n. En particulier, cette sous-algebre
de Lie est indépendante du choix de z,, et y,. De plus, si z, € g ~ {0} est
fixé, alors I’élément y, de la proposition 2.2(5) est unique.

2.2. Propriétés des paires de racines non opposées.

PROPOSITION 2.6. Soient a, B € @, et supposons que 8 ¢ {a, —a}.
(1) On a B(ha) € Z, et B — B(ha)a € D.

(2) Sir, respectivement q, est lentier le plus grand tel que B —ra € ®, respec-
tivement B+ qa € @, alors on ar — q = B(ha), et tous les éléments de la
forme f+i-a aveci € {—r,—r+1,--- ,q—1,q} appartiennent a P.

(8) Sia+ B €, aors [ga, 88] = Ga+p-

DEMONSTRATION. Considérons la sous-algebre de Lie S, comme dans la preuve
du corollaire 2.4, et son action sur g. On pose

t= @ 9B+i-a-
i€z
D’apres le lemme 1.5(1), ce sous-espace vectoriel de g est stable par l'action de
Se. Comme h,, agit sur gs4, par multiplication par 8(hy) + 2, on déduit (1) du
corollaire 3.9 du chapitre 7.

D’apres le corollaire 2.4, on a f 44 - a # 0 pour tout 4, et chaque ggyi.qo est
de dimension au plus 1. Donc les espaces propres de 'action de h, sur ¢ sont de
dimension 1. De plus, les valeurs propres correspondantes sont toutes de méme
parité. Le corollaire 3.9 du chapitre 7 montre alors que £ est une représentation
simple de S,. Avec les notations de (2), son plus haut poids est 8(hs) + 2q, et son
plus bas poids est 8(hy) — 2r. On doit donc avoir

B(ha) = 2r = =(B(ha) + 29),
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c’est-a-dire B(hy) = r — q. De plus, tous les entiers 8(hy) + 2i avec i € {—r, —1 +

1,---,q—1, ¢} doivent étre des valeurs propres de I’action de h,, sur ¢, ce qui montre
que les éléments 5 + ia sont dans @, et acheve la preuve de (2).
Finalement, (3) découle du corollaire 3.5 du chapitre 7. (]

2.3. Propriétés de rationnalité. Comme vu au §1.3, la restriction de x a
b est non dégénérée. Elle induit donc un isomorphisme ¢ : h = h*. On peut alors
définir une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (—, —) sur h* en posant

(2, 0) == k(71 (@), 71 (W) = 0( T () = v ()

Puisque k est de caractéristique 0, il existe une injection canonique Q — k.

LEMME 2.7. Si a, 8 € ® alors (a, ) # 0 et 28:2) 7.

(e,@)

DEMONSTRATION. Tout d’abord, puisque ¢~ !(a) = t, par définition, on a
(o, @) = K(tasta), et ce scalaire est non nul d’apres la proposition 2.2(3). D’autre
part, par construction, on a

2c 2
-1 = to = hy,
' (w)) Kt tor)

(voir (2.1)). Donc

2(8, @)
= p(h
= (h).
donc le résultat découle de la proposition 2.6(1). O
D’apres le lemme 1.4, on peut choisir a1, ,a, € ® qui forment une base de
b*.
LEMME 28. Ona® C @, , Q- a;.
DEMONSTRATION. Soit 8 € ®. Alors il existe ¢, - , ¢, € k (uniques) tels que

B =3i_ ¢, et ce quon doit montrer est que ¢; € Q pour tout i. Pour tout
je{l,---,r},ona

(B, a;) = Zci (i, ),
=1

et donc
2(8,05) _ ic' 2, @)
(g 05) =7 (aj,05)
Si on note :

e A € M, (k) la matrice dont le terme en position (7, ) est Hoy,o)

(ai,q) 2
e X € k” le vecteur de i-éme coordonnée c;,

e Y € k” le vecteur de i-eme coordonnée fgfizlg,
on a donc
Y=A-X.
Comme la forme (—,—) est non dégénérée, la matrice A est inversible, et donc

X = A~1.Y. D’autre part, le lemme 2.7 implique que les coefficients de A sont
entiers ; donc les coefficients de A~! sont dans Q. De méme, les coefficients de Y’
sont dans Q. Donc les coefficients de X = A~! .Y sont également dans Q, ce qui
acheve la preuve. [
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On pose
Vo= Q-ach”
acd
Alors Vg est un sous-Q-espace vectoriel de h*, et le lemme 2.8 montre qu’on a
dimQ(VQ) = dlmk(h*)
LEMME 2.9. Pour tous ¢,¢ € Vg, on a (¢,9) € Q. De plus, si ¢ € Vg ~ {0},
on a (¢,¢) > 0.

DEMONSTRATION. Pour tous ¢, € h*, en utilisant (2.2) on a
() = k(7). (@) = D alt™H () - alt™ (@) = D (a, ) - ().
acd acd

En particulier, si f € ® on a (8,5) = > co(a, )2, et ce terme est non nul d’apres

le lemme 2.7. Donc )
1 1 2(&/3))
R (G5)

D’apres le lemme 2.7 le membre de droite est dans Q, donc (8,5) € Q. Et en
utilisant encore une fois le lemme 2.7 on obtient finalement que pour tous 5,7y € ®

ona (8,7) € Q, et donc que pour tous ¢, 9 € Vg on a (¢,9) € Q.
Si ¢ € Vi \ {0}, comme ci-dessus on a

(prp) = > (. 0)

acd

Comme tous les (a, ¢) sont rationnels, ce terme est rationnel et positif. S’il est nul
alors (a, ) = 0 pour tout a € P, ce qui prouve que ¢ = 0 puisque la forme (—, —)
sur h* est non dégénérée et ® engendre h* (voir le lemme 1.4). |

Finalement, on pose
EF=R ®Q VQ.

Alors E a une structure naturelle de R-espace vectoriel telle que

z-(y@p) = (ry) @
pour z,y € R et ¢ € V. De plus, on a dimg(E) = dimg (V) = dimk(h*). Il existe
une unique forme bilinéaire (réelle) symétrique non dégénérée (—, —) sur E telle
que
(z @@y ®Y) =ay-(p,1).
De plus, pour tous &, € E, comme dans la preuve du lemme 2.9 on a
&m) = (&) (a,n).
acd

On en déduit que pour tout £ € E on a (£,£) > 0, et donc que (—, —) est une forme
bilinéaire symétrique définie positive. En d’autres termes, (E, (—, —)) est un espace
euclidien.

Pour résumer, on peut donc voir ® comme une partie de I'espace euclidien E
telle que :

(1) ® engendre E et ne contient pas 0.
(2) Siae ®,alors N (R-a) ={a,—a}.
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(3) Si, 8 € D, alors

B — 2(8,0) acd
(a, @)
(4) Si, 8 € @, alors
25,0) _,
(o) ~

(Pour (1), voir le lemme 1.4. Pour (2), voir le corollaire 2.4(2). Pour (3) et (4), voir
la proposition 2.6(1) et la preuve du lemme 2.7.)

3. Remarque sur "unicité

La construction du systéeme de racines ® dépend du choix initial de la sous-
algebre torale maximale h C g. Nous ne traiterons pas ceci en détail, mais on peut
montrer que si b’ C g est une autre sous-algeébre torale maximale, alors il existe
un automorphisme d’algebre de Lie ¢ de g tel que ¢(h) = §’. Alors ¢ induit un
isomorphisme h* = (h')* qui envoie le systéme de racines ® construit & partir de
b sur le systéme de racines @’ construit & partir de )’. Si E est construit comme
ci-dessus, et E’ est construit de la méme fagon mais en utilisant b’ au lieu de b,
alors ¢ induit un isomorphisme d’espaces euclidiens £ —+ E’. Donc les systeémes de
racine ® (dans E) et &’ (dans E’) sont isomorphes, au sens du chapitre 9.






Chapitre 9

Systéemes de racines et groupes de Weyl

1. Définitions et premieres propriétés

1.1. Réflexions dans un espace euclidien. Soit (E, (—,—)) un espace eu-
clidien. Si a € E ~\ {0}, on définit

E — R
aY { 2(8,0)

B Taw

Alors o est une forme linéaire sur F qui vérifie (o, a) = 2, ou (—,—) désigne
I’accouplement naturel £* x E — R.
On note également s, : £ — E D'application définie par

sa(B) =B —(a’,B) a.

Cette application coincide avec identité sur U'hyperplan H, = {8 € E | (o, 8) =
0} (c’est-a-dire I'hyperplan orthogonal & «), et vérifie so(a) = —a. Donc s, est
la réflexion orthogonale par rapport a ’hyperplan H,. En particulier, c’est une
isométrie qui vérifie (s,)? = id.

EXERCICE 1.1. Montrer que pour tout A € R* on a sy., = S4, €t que pour
toute isométrie ¢ : E = Eona 905,09 ! = s54,3q).

1.2. Systemes de racines.

DEFINITION 1.2. Un sous-ensemble ® C E est appelé un systéme de racines
s’il vérifie les axiomes suivants :

(1) @ est fini, engendre E, et ne contient pas 0.
(2) Siae ®,alors 2N (R-a) ={a,—a}.

(3) Sia € @, alors s,(P) = ®.

(4) Sia, B € P, alors (oY, 3) € Z.

La dimension de E est appelée le rang de .

Si @ est un systéme de racines, on note W le sous-groupe de GL(FE) (ou, de
fagon équivalente, du groupe des isométries de E) engendré par les réflexions s,
pour a € . D’apres 'axiome (3), pour tout w € W on a w(®) = ®, donc w induit
une bijection de ® vers lui-méme. Et comme, d’apres (1), ® engendre E, cette
bijection détermine w entiérement. Done, si &(®) désigne le groupe des bijections
de ® vers lui-méme, alors la restriction a ® induit un morphisme de groupes injectif
de W vers &(®). En particulier, W est un groupe fini.

Soit ® un systéme de racines dans F, et soit ®' un systeme de racines dans
un (autre) espace euclidien E’. On dit que les systémes de racines ® (dans E)

115



116 9. SYSTEMES DE RACINES ET GROUPES DE WEYL

et @' (dans E’) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
Y : E — F tel que ¢(®) = @’ et tel que pour tous o, € ® on a

s 2Ba)  2(4(8),¢¥(a))
(@, B) = ((P(a))¥,¥(B)), cest-a-dire = .
(a,a)  ((a),d(a))
(Notons qu’on ne demande pas a ¥ d’étre une isométrie.) Tout élément de W est
un isomorphisme de systémes de racines de ® vers lui-méme.

EXERCICE 1.3. Montrer que si ® C E et ® C FE’ sont des systémes de racines,
de groupes de Weyl respectifs W et W', et si ¢ : E — E’ est un isomorphisme de
systemes de racines, alors 'application f — 1 o f o ™! induit un isomorphisme de
W vers W'.

EXERCICE 1.4. Si (E,(—,—)) est un espace euclidien, alors l'application x —
(x, —) définit un isomorphisme E = E*, ce qui permet de “transférer” le produit
scalaire (—, —) & E*, donc de voir cet espace vectoriel comme un espace euclidien.
Montrer que si ® est un systeme de racines dans ®, alors ®V := {aV, a € ®}
est un systéme de racines dans E*. Montrer que le groupe de Weyl de &V est
canoniquement isomorphe a celui de ®.

1.3. Exemples. Sidim(E) = 1, les conditions (1) et (2) assurent que le seul
systéme de racine (& isomorphisme pres) est le suivant :

——

Ce systeme de racines est appelé le systéme de racines de type Ai. Notons que les
2 racines ont la méme longueur, mais que celle longueur n’importe pas : tous les
systémes de racines de cette forme (quelle que soit la longueur des racines) sont
isomorphes.

Les sous-ensembles suivants de vecteurs de I'espace euclidien R? (muni du pro-
duit scalaire usuel) sont des systémes de racines :

AV
VAN

Ces systemes de racines sont appelés respectivement de type A1 X Ay, de type Ao,
de type Bo, et de type Go.

1.4. Angles entre deux racines. Soit ® un systéeme de racines dans un
espace euclidien E, et soient a, 8 € ® des racines telles que 8 ¢ {a, —a}. Alors
Ra @ RS est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2, qui est muni d’une
structure d’espace euclidien par restriction du produit scalaire de E. Dans cet espace
on peut parler de l’angle 6 (non orienté) entre o et 8 : par définition, cet angle est
Punique 6 € [0, 7| tel que

(1.1) (o, B) = v/ (a, ) - v/ (B, B) - cos(h).

LEMME 1.5. Si 0 est l’angle entre a et 8, on a (o, ) - (BY,a) = 4(cos(6))?.
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DEMONSTRATION. On calcule en utilisant (1.1) :

a 2
(@¥,8)+(80) =4+ S = o)

ce qui donne la formule voulue. ([

COROLLAIRE 1.6. Pour fixer les notations, supposons que (a, o) > (8, ). Alors

(e,2)

les seules valeurs possibles de (", 8), (BY,a), 0 et (55 sont les suivantes :
a)

(@, 8) [ (8.0 | 0 |55
0 0 /2 ?
1 1 /3 1
-1 -1 [27/3] 1
1 2 /4| 2
-1 -2 [3m/4] 2
1 3 /6 3
—1 -3 |57/6] 3

DEMONSTRATION. En comparant le lemme 1.5 et I’axiome (4) de la définition
d’un systéme de racines, on voit que 4(cos(#))? € Z. D’autre part on a (cos(9))? < 1,
puisque « et 3 ne sont pas colinéaires. Donc les seules valeurs possibles de 4(cos(6))?
sont 0, 1, 2, 3. Ceci fixe les valeurs possibles de 6. Si cos(f) = 0, on a {(a¥,3) =
(BY, @) = 0. Sinon, une fois la valeur de 6 fixée, les entiers («", 8) et (8", ) sont du
signe de cos(f) (d’apres (1.1)), doivent vérifier ’égalité du lemme 1.5, et vérifient

également
(", ) < [(BY, a)]

(puisque (a, ) > (B, 3)). Ces conditions déterminent ces entiers uniquement. Fi-
(a,0)

nalement, si (a, 8) # 0, la valeur du quotient ) est fixée par 'égalité
(8Y,0) _ (a,«
(@,8)  (B,B)’
qui découle directement des définitions. (I

EXERCICE 1.7. En utilisant les exemples du §1.3, montrer que toutes les pos-
sibilités considérées dans le tableau du corollaire 1.6 peuvent effectivement arriver
dans un systéme de racines.

1.5. Application. On fixe comme précédemment un systeme de racines ®
dans un espace euclidien F.

LEMME 1.8. Soient a, 8 € ® deux racines non colinéaires. Si (a, 8) > 0, alors
a—pBed. Si(a,B) <0, alorsa+ p € P.

DEMONSTRATION. Supposons que («, 3) > 0. Le corollaire 1.6 montre que soit
(¥, B) = 1, soit (3Y,a) = 1. Dans le premier cas on a s,(3) = 8 — «a, donc
a— = —5,(8) € ®. Dans le deuxiéme cas, on a sg(a) = o — 3, donc ce vecteur
appartient a ®.

Si (a, ) < 0, alors (o, —8) > 0, donc o — (—f) appartient & & d’apres le
premier cas, ce qui prouve le fait voulu. ([l

2. Bases, racines simples, et chambres de Weyl

Dans cette partie on fixe un systéme de racines ® dans un espace euclidien E.
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2.1. Base d’un systéme de racines.

DEFINITION 2.1. Une base de ® est un sous-ensemble A C ® tel que :
(1) A est une base de E comme R-espace vectoriel ;

(2) toute racine 3 € ® s’écrit =Y A ko - @ avec des coefficients k, qui sont
des entiers soit tous positifs ou nuls, soit tous négatifs ou nuls.

Notons que, sous la condition (1), les coefficients k, qui apparaissent dans (2)
sont uniques. Les racines 3 telles que ces coefficients sont tous positifs ou nuls seront
appelées positives, et on notera alors 8 = 0, et celles telles que ces coefficients sont
tous négatifs ou nuls seront appelées négatives, et on notera alors < 0. Les racines
appartenant a A seront appelées simples. On notera également

¢t :={Bc®|B~0}, O ={3c®|B=<0}
On a alors
(2.1) P = -0t ot O=0TUD.

On peut définir un ordre partiel sur E en déclarant que A < p si et seulement
si i — A est une somme de racines positives, ou de fagon équivalente une somme de
racines simples. On écrira parfois ¢ > A au lieu de A = p, et on notera A < p si
A X pet A # p. Notons que ces définitions ne sont pas en contradiction avec les
notations 8 < 0 et 8 > 0 introduites précédemment. (Remarquons que toutes ces
notations et définitions dépendent du choix initial de la base A.)

EXERCICE 2.2. Vérifier que les vecteurs notés « et 3 ci-dessous forment une
base dans chacun des systemes de racines suivants :

3 3 8 3

/\

LEMME 2.3. Si A est une base de @ et si o, 5 € A avec a # f3, alors (o, 5) < 0.

DEMONSTRATION. Si (a, 8) > 0, d’apres le lemme 1.8, o — 3 est une racine, ce
qui contredit la condition (2) de la définition d’une base. O

LEMME 2.4. Soit A une base quelconque de E. Alors il existe v € FE tel que
(v,a) > 0 pour tout o € A.

DEMONSTRATION. Pour chaque o € A on note ~, la projection orthogonale
de « sur la droite orthogonale & 'hyperplan Vect(A \ {a}). Alors on a
(a7 Vo) = ('704’ 'Ya)
puisque a—7, € Vect(A~ {a}), de sorte que (¢ —74,Ya) = 0. D’autre part 7, # 0,
puisque « ¢ Vect(A \ {a}). Donc (a,v4) > 0.
On pose finalement v =) A Va, et pour tout a € A on observe que
(7, @) = (Ya, @) > 0,

de sorte que v vérifie la condition voulue. [
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2.2. Construction des bases de . Maintenant nous allons expliquer com-
ment on peut construire toutes les bases possibles de ®. Ceci montrera en particulier
qu’il existe au moins une base, ce qui n’est pas clair d’apres la définition.

LEMME 2.5. Soit £ € E*, et soit (v1,- - ,v,) une famille de vecteurs de E tels
que £(v;) > 0 pour tout i, et tels que (vi,v;) < 0 pour tous i,j € {1,---,n} avec
1 # 7. Alors les vecteurs vy, - - - , v, sont linéairement indépendants.

DEMONSTRATION. Supposons que 1, -+ , 2, € Rsont tels que .1 | z;-v; = 0.
Soient I ={ie{l,---,n}|a; >0} et J={i e {l,---,n}|z; <0}. Alors on a

Zmi cv; = Z(—mj) - ;.
il jeJ
Si on note v ce vecteur, on a
(0,0) =Y @i+ (=) - (vi,0;) <0

icl
jeJ

puisque chaque z; - (—x;) est positif ou nul et chaque (v;,v;) est négatif ou nul.
Ceci implique que v = 0. Puis on observe que
0=_E@w) = mi-&(vi) =Y _(—5) - &(v;),
iel jeJ
ce qui implique que J = @ et que chaque x; est nul. O

Pour tout a € ®, rappelons qu’on note H, C E I'hyperplan orthogonal a a.

On note alors
Ereg = E N (U Ha> .

acd
Cet ensemble est un ouvert non vide! de E pour la topologie induite par la norme
euclidienne. Si v € F,¢g, on note

oF(y) :={a €| (y,a) >0}
On a alors
(2.2) ® = 0F(y) U (—2F (7).

On dira qu'une racine 8 € ®T () est décomposable il existe By, € ®T(7) tels
que B = 1 + B2. On dira que S est indécomposable si elle n’est pas décomposable,
et on notera A(7y) I’ensemble des racines indécomposables dans ®% ().

THEOREME 2.6. Le sous-ensemble A(y) C @ est une base de ®. De plus, pour
toute base A de ® il existe v € Eyeg tel que A = A(y).

DEMONSTRATION. On procede en 4 étapes.

E’tape 1 : tout élément de D (v) est une combinaison linéaire & coefficients dans
N de vecteurs de A(y). En effet, supposons que ce n’est pas le cas, et choisissons
B € ®*(y) qui ne vérifie pas cette propriété et tel que la valeur de (v, 3) est minimale
parmi les racines qui ne la vérifient pas. Alors 8 ¢ A(y), donc 3 est décomposable :
il existe (1, B2 € T (7) tels que § = f1 + B2. Alors (v, 8) = (v, 81) + (7, B2), donc
(v, 81) < (7,B) et (v, P2) < (v, B). Par minimalité, ceci implique que /31 et B2 sont

1. Rappelons que, plus généralement, si F est un corps infini, si V' est un espace vectoriel sur
F, et si V1,---,Vy, sont des sous-espaces vectoriels stricts de V, alors JJ_,,V; # V.
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des combinaisons linéaires & coefficients dans N de vecteurs de A(y). Donc il en est
de méme de 3, ce qui fournit la contradiction voulue.

Etape 2 : pour tous a,3 € A(y) avec o # B, on a (o, ) < 0. En effet,
si (o, 8) > 0 alors, d’apres le lemme 1.8, @ — 8 est une racine. Si cette racine
appartient & ®¥(v) alors le fait que o = (o — 3) + 3 contredit ’hypothese que « est
indécomposable. Et sinon 8 — a € ®*(v), et le fait que 8 = (8 — @) + « contredit
I’hypothese que § est indécomposable.

Etape 3 : A() est une base de ®. D’apres le lemme 2.5 et I’étape 2, les vecteurs
dans A(y) sont linéairement indépendants. Et comme ® engendre E, il en est de
méme de ®T(y) d’apres (2.2), et alors I’étape 1 montre que A(y) engendre E,
donc est une base de F. La condition (2) de la définition d’une base de ® découle
également de Iétape 1 et de (2.2).

Etape 4 : pour toute base A de @, il existe Y € Eireg tel que A = A(vy). Fixons
une base A, et considérons un vecteur v comme dans le lemme 2.4. La condition (2)
de la définition d’une base assure alors que v € Eyeq. Et il est clair que @ C & (v)
et @~ C —P*T(y). En comparant (2.1) et (2.2), ceci montre que d+ = T (y).
De cette égalité on déduit que les racines dans A sont indécomposables, donc que
A C A(7). Finalement, puisque A et A(y) sont des bases de E, elles ont méme
cardinal, de sorte que A = A(~y). O

2.3. Correspondance entre bases et chambres de Weyl. Les compo-
santes connexes de I'ouvert E.., C E sont appelées les chambres de Weyl de ®. Ce
sont des intersections de demi-espaces ouverts.

Etant donnée une base A de ®, on pose

C(A)={y€e E|VaecA, (y,a) > 0}.

D’apres le lemme 2.4, € (A) est un ouvert non vide de E. De plus, pour tout 8 € ®+,
ona %(A) Cc{y € E]|(y,B8) >0}, et pour tout § € =~ on a €(A) C {y € F |
(7,8) < 0}. Donc €(A) est une intersection non vide de demi-plans délimités par
des hyperplans de la forme Hg avec 8 € @, et est inclus dans E,es. Donc €(A) est
une composante connexe de E,g, c’est-a-dire une chambre de Weyl.

Réciproquement, soit ¢ une chambre de Weyl, et soient v,v" € €. Comme
v et v/ sont du méme cété de chaque hyperplan Hg (8 € ®), il est clair que
OT(v) = dF(v), et donc que A(y) = A(y'). On peut donc définir A(%€) comme
étant A(y) pour n’importe que v € €.

Avec ces définitions, il est facile de vérifier que les opérations

A~ F(A), € — A7)

définissent des bijections réciproques I'une de ’autre entre les chambres de Weyl et
les bases de .

Notons que si A est une base et si w € W, alors w(A) = {w(a), o € A} est
également une base. En d’autres termes, W agit sur ’ensemble des bases de .
D’autre part, I'action de W sur E stabilise E,g, de sorte que W agit également
sur ’ensemble des chambres de Weyl. 1l est facile de vérifier que ces deux actions
de W se correspondent via la bijection entre bases et chambres de Weyl considérée
ci-dessus.

EXERCICE 2.7. (1) Montrer que si A est une base de @, alors on a

C(A)={reE|VacA, (y,a) 20}
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(ot € (A) est Padhérence de € (A)).

(2) Montrer que si 5 € @, alors Hg N € (A) engendre Hg ssi € AU (—A).

(3) Montrer que si A est une base de ®, alors AY := {a", a € A} est une base
du systeme de racines ®V de I’exercice 1.4. (Indication : on pourra comparer
les chambres de Weyl de ® avec les images inverses sous l’isomorphisme
E = E* des chambres de Weyl de ®V.)

EXERCICE 2.8. Montrer que si A est une base de ® et si 5 € ® est une racine
positive mais non simple, il existe @ € A tel que f — a est une racine positive.
(Indication : en utilisant le lemme 2.5, on pourra montrer qu’il existe o € A tel
que (B, a) > 0, puis utiliser le lemme 1.8.)

3. Etude du groupe de Weyl

Dans cette partie on fixe un systeme de racines ¢ dans un espace euclidien F,
et une base A de ®.

3.1. Quelques lemmes sur les racines simples.
LEMME 3.1. Soit a« € A. Alors 5,(®T \ {a}) = &+~ {a}.

DEMONSTRATION. Soit v € ®* \ {a}, et écrivons v = > 5.1 kg - 8. Alors
comme 7y # «, il existe 8 € A\ {a} tel que kg > 0. On a

sa(B)=B—(a",B) - a= " ks B+ (ka —(a",8) .
B~A{a}
Donc un des coefficients de la racine s, () sur la base A est positif, ce qui montre
que s54(B8) € ®T. Cette racine ne peut pas étre égale & a car sinon on aurait
B = sa(a) = —a, ce qui est absurde puisque 3 est positive. (Il

On pose maintenant

1
acedt
Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 3.1.

COROLLAIRE 3.2. Pour tout a € A on a so(p) = p — a, et donc (", p) = 1.

LEMME 3.3. Soient a1,--- ,«a, des racines simples (non nécessairement dis-
tinctes), et posons 8; = Sq, pour tout i. Si 81---Sp—1(an) < 0, alors il existe
ie{l,---,n—1} tel que

51...5n :Sl..'si—lsi-i-l.'.sn—l'

DEMONSTRATION. Pour i € {0,--- ,n — 2}, on pose 8; = si41- " Sn_1(an), et
pour i =n — 1 on pose B; = a,. Par hypotheése on a §,_1 = 0, et By < 0. Soit i le
plus petit indice tel que 3; = 0. Alors i > 0, et s;(8;) = Bi—1 < 0. Donc, d’apres le
lemme 3.1, on a B; = a;. En utilisant ’exercice 1.1 on en déduit que

S = 88, = (3i+1 ce Sn—l)Sn(Sn—l ce 5i+1)~
Ceci implique que
si...sn:si—‘rl...sn—lj
et donc 1’égalité voulue. [
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COROLLAIRE 3.4. Siw € W, et st w = Sq, - Sq, aVEC Q1, - ,an € A et n
minimal parmi les décompositions de w comme produit de refléxions s, avec a € A,
alors w(ow,) < 0.

DEMONSTRATION. Le lemme 3.3 et notre hypothese de minimalité assurent que
Say *** Sa,_q () = 0. Donc w(ay,) = —Say ** Sa,,_, (@n) < 0. O

3.2. Groupe de Weyl et racines simples.

THEOREME 3.5. (1) Pour tout v € Eyeq il existe w € W tel que w(y) €
C(A).

(2) Si A’ est une autre base de @, il existe w € W tel que w(A') = A.
(3) Si o€ ®, il existe w € W tel que w(a) € A.

(4) W est engendré par les réflexions s, pour a € A.

(5) SiweW etw(A)=A, alors w = id.

REMARQUE 3.6. Les propriétés (2) et (5) s’expriment en disant que Paction de
W sur 'ensemble des bases de ® est simplement transitive.

DEMONSTRATION. On note W' le sous-groupe de W engendré par les réflexions
Sq avec a € A. On va démontrer les propriétés (1), (2) et (3) pour le groupe W’ au
lieu de W, puis utiliser ces résultats pour montrer que W’ = W (c’est-a-dire pour
démontrer (4)).

(1) Choisissons w € W’ tel que la valeur de (w(7), p) est maximale (parmi les
valeurs pour tous les choix de w € W’). Alors si @ € A, par maximalité on a

(w(7),p) 2 (saw(y),p) = (w(7),54(p)) = (wW(v),p) — (w(v), @)

d’apres le corollaire 3.2. Donc on a (w(7),«) > 0. De plus, puisque w(7y) € Eyeq, 0n
a (w(y),a) # 0; on a donc (w(v),a) > 0. Ceci étant vrai pour tout & € A, on a
donc w(vy) € € (A).

(2) D’apres le théoreme 2.6, il existe v € Eyeq tel que A’ = A(7). D’apres (1)
il existe w € W' tel que w(y) € €(A). Alors

w(A) = w(A®R) = A(w(y)) = AE(A)) = A.

(3) D’apres (2), il suffit de montrer que « appartient & une base de ®. Pour
tout B € &\ {a, —a}, on a Hg N H, # H,. Donc la réunion

U HsNH,
Bed~{a,—a}

n’est pas égale & H, (voir la note de bas de page 1). Choisissons donc v € H,, qui
n’appartient & aucun Hg pour 8 € ® \ {a, —a}. Alors on peut choisir un vecteur
7' € Eyeg suffisamment proche de v de sorte que (7v/,a) > 0 et |(7/,5)] > (7, )
pour tout 8 € ® \ {«a, —a}. Par définition a € ®*(v/), et la condition sur v/ assure
que « est indécomposable, donc appartient & A(~y').

(4) Pour démontrer que W’ = W, il suffit de démontrer que toute réflexion sg
avec § € ® appartient & W’. Fixons donc § € ®. D’apres (3), il existe w € W' tel
que « :=w(B) € A. Alors, d’apres l’exercice 1.1, on a

-1
S = Sw—1l(a) =W SqW,

ce qui prouve que sg € W'.



3. ETUDE DU GROUPE DE WEYL 123

(5) Supposons par labsurde que w # id. D’apreés (4) on peut écrire w =
Say " S, AVEC 1, ,an, € A. Choisissons une telle écriture avec m minimal.
(Puisque w # id, on a n > 1.) Alors d’apres le corollaire 3.4 on a w(ay,) < 0, ce qui
contredit ’hypothese que w(A) = A. |

REMARQUE 3.7. Le méme argument que dans la preuve de (1) et I'exercice 2.7
montrent que pour tout v € E il existe w € W tel que w(y) € €(A).

3.3. Fonction de longueur. D’apres le théoreme 3.5(4), pour tout élément
w € W il existe des racines simples aq,--- ,ay telles que w = $q, - Sq,,. Si N
est minimal parmi toutes les telles écritures de w, on dit que que w = $q, - - - Sq,,
est une expression réduite, et on appelle n la longueur de w; on notera n = £(w).
(Notons que ces notions dépendent du choix de A.) Par définition, on a £(id) = 0,
et id est le seul élément de longueur 0.

LEMME 3.8. Pour tout w € W, on a
U(w) =#{B € T |w(B) € 2}

DEMONSTRATION. Notons pour Uinstant n(w) = #{8 € ®* | w(B) € ®~}. On
va démontrer que ¢(w) = n(w) par récurrence sur £(w). Si £(w) = 0 alors w = id,
et alors n(w) = 0, de sorte que I’égalité est bien vraie.

Fixons maintenant w € W tel que ¢(w) > 0, et supposons que 'égalité est
vraie pour tout v € W tel que £(v) < ¢(w). Choisissons une expression réduite
W = Sqy ' Sy (avec k = f(w)). Alors il n’est pas difficile de vérifier que si v =
Say "+ Sap_,s alors £(v) = k — 1. Donc par hypothese de récurrence, n(v) = k — 1.
D’autre part, d’apres le corollaire 3.4 on a w(ay) < 0. Comme, d’apres le lemme 3.1,
Sa, permute I'ensemble & \ {ay}, on a

{8 €2 ~H{ar} [w(B) <0} =50, ({8 € 2" ~{ax} [ v(B) < 0}).
Et le fait que w(ay) < 0 montre que v(ag) = —w(ax) > 0. On a donc
{Bedt [w(B) <0} =sq,({8€ D" |v(B) <0}) L {ar}.
Ceci montre que n(w) = n(v) +1 = £(v) + 1, et donc que ¢(w) = n(w), et achéve

la récurrence. O

EXERCICE 3.9. Montrer (par récurrence sur £(w)) que si w = Sq, - - Sq, €st

une expression réduite, alors
{/8 G (p+ | w(ﬂ) < O} = {aka Sak (ak‘—l)7 Saksak,l(ak—Q)a e 7S(¥k tee 5042 (al)}'

3.4. Domaine fondamental de P’action de W sur E. D’apres la Re-
marque 3.7, pour tout vecteur v de E, lorbite W - v intersecte € (A). Le lemme

k

suivant montre que cette intersection est réduite & un point. On dit alors que € (A)
est un domaine fondamental pour 'action de W sur F.

LEMME 3.10. Soient A\, u € G (A), et soit w € W tel que w(\) = p. Alors w est
un produit de réflexions simples s, avec a € A tel que (A, o) = 0. En particulier,
on a A= .

DEMONSTRATION. Le deuxieme énoncé du lemme est clairement une consé-
quence du premier, puisque si (A, ) = 0 alors s,(A\) = A.
On démontre le premier énoncé du lemme par récurrence sur £(w). Si £(w) =0

il n’y a rien & démontrer. Sinon, choisissons une expression réduite w = sq, - - Sq,-
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Alors d’apres le corollaire 3.4 on a w(ag) < 0. On a alors (u, w(ayg)) < 0, donc
(w™(u), ax) <0, donc (A, ) < 0. Puisque X € € (A), ceci implique que (X, o) =
0, et donc que $4, (A) = A. Alors g = wsy, (A), et £(wsy, ) < ¢(w), donc on peut
conclure par récurrence que ws,, est un produit de réflexions simples sg (5 € A)
fixant A, puis finalement que w satisfait la méme propriété. O

REMARQUE 3.11. Le lemme 3.10 montre que si A € € (A), alors le sous-groupe
{w e W | w(A) = A} de W est engendré par les réflexions sg avec 5 € @ tel que
(B, A) =0, c’est-a-dire telles que sg(A) = A. Puisque tout vecteur de E appartient
a Porbite (sous W) d’'un vecteur de € (A), il n’est pas difficile d’en déduire que cet
énoncé est en fait vrai pour tout A € E.

4. Poids entiers

Dans cette partie on fixe un systéeme de racines ¢ dans un espace euclidien F,
et une base A de .

4.1. Définitions.

DEFINITION 4.1. Un élément \ € E est appelé un poids entier de ® si pour tout
a € Pona(a¥,\) €Z. Onnotera P C F le sous-ensemble formé des poids entiers
de ®. Clairement ce sous-ensemble est un sous-groupe de E (pour l'addition) qui
contient ’ensemble ) des combinaisons linéaires a coeflicients entiers de racines.

D’apres l'exercice 2.7, AV est une base de ®V. Ceci implique que X est un poids
entier si et seulement si {(a¥,\) € Z pour tout o € A. Un poids entier X\ sera dit
dominant si (a¥,;\) € N pour tout a € &+ (ou, de fagon équivalente, pour tout
a € A). Le sous-ensemble de P formé des poids entiers dominants sera noté P+.

Le fait suivant montre que P est un réscau? dans E.

LEMME 4.2. Pour tout a € A, il existe un unique poids entier w, tel que pour
tout B € A on a
1 sia=0;

0 sinon.

P=EP7- w, Pt =Y N-w,.

acA a€A
DEMONSTRATION. D’aprés I'exercice 2.7, AV est une base de ®V. On peut alors
définir la famille (wy, o € A) comme la base antéduale de la base de E* formée
par les vecteurs (o, o€ A). Alorssi A € E et si A =) ko - wq, pour tout § € A
on a

<6v7wa> = {

De plus, on a

(BY,A) = kg.
Donc A appartient a P si et seulement si chaque k. est entier, ce qui prouve que
P =@,cAZ - wq. De méme, X appartient a P si et seulement si chaque k, est
un entier positif ou nul, ce qui prouve que Pt = ZQGA N - wq. (Il

DEFINITION 4.3. Les poids entiers w, sont appelés les poids fondamentaux de
.

EXERCICE 4.4. Montrer que si p est comme au §3.1, ona p = .\ Wa-

2. Un réseau dans un espace vectoriel est un sous-Z-module engendré par une base de ’espace
vectoriel.
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4.2. Poids dominants. Pour tous w € W, A€ F et o € ®, on a

(wN) (™ (a), V)
() (w (@), w H(a))

(@, w(N) =

Donc, puisque w permute ®, A est un poids entier de ® si et seulement si w(\) est
un poids entier de ®. En particulier, W agit naturellement sur P.

EXERCICE 4.5. Montrer que 'action de W sur P stabilise @), et que 'action
induite sur P/Q est triviale.

LEMME 4.6. (1) Pour tout N € P, il existe un unique p € P tel que
AeW . pu.

(2) Si A€ PT, alors w(\) < X pour tout w € W.

DEMONSTRATION. (1) Puisque Pt = PNE(A), cet énoncé découle du fait que
% (A) est un domaine fondamental pour l'action de W sur E; voir le §3.4.

(2) Considérons un élément p de Pensemble W - A qui est maximal pour 'ordre
= (ou plus précisément pour la restriction de < & 'ensemble W - A). Si a« € A on
a sq(p) =p—{(av,u) - a. Donc (", u) > 0 (car sinon on aurait s, (u) = u, ce qui
contredirait la maximalité de u). Donc p est dominant, ce qui implique que g = A
d’apreés P'unicité dans (1). Si maintenant w € W, il doit exister un élément p de
W - X tel que w(\) < p et p est maximal pour <; d’apres ce qu’on vient de voir on
a nécessairement p = A, et donc w(A) < A. O

LEMME 4.7. Soit A € PT. Alors il n’existe qu’un nombre fini d’éléments u € PT
tels que p < .

DEMONSTRATION. Si g€ Pt et =< A ona (\+p,A—p) > 0. Dautre part,
A+ pu, A —p) = (MAN) = (g, 1) Done (p, 1) < (A, A). On en déduit que ’ensemble
considéré est inclus dans I'intersection du réseau €D, . Z - wo avec la boule de
centre 0 et de rayon 1/(A, A). Une telle intersection est nécessairement finie, ce qui
implique que notre ensemble est fini également. O

4.3. Ensembles saturés de poids entiers. Un sous-ensemble II C P est
dit saturé si pour tout A € II et tout a € P, les poids entiers A — ¢ appartiennent
a IT pour tout entier i entre 0 et (a¥,\) (c’est-a-dire pour tout entier i tel que
0 <i<{av,A)si{(a¥;)\) > 0, et pour tout entier 7 tel que (¥, \) < i < 0 si
{a¥, ) <0). En particulier, un tel ensemble est nécessairement stable par 1’action
de W.

Si A € PT, on dira qu’un ensemble saturé II est de plus haut poids X si A € II
et si tout p € II vérifie p < A. Il n’est pas difficile de déduire des lemmes 4.6(1)
et 4.7 (et du fait que W est un groupe fini) que tout ensemble saturé de plus haut
poids A est fini.

Si A € PT, on définit

H)\ = U w . M.
uepPt
n=A

PROPOSITION 4.8. Pour tout A € PT, il existe un unique ensemble saturé de
plus haut poids A, qui est égal a IIy.
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DEMONSTRATION. Supposons que II est un ensemble saturé de plus haut poids
A. Alors, si pu € II, puisque II est stable par 'action de W, 'unique poids entier
dominant v dans W - o appartient a I, donc doit vérifier v < A. Ceci montre que
II C II,.

Réciproquement, pour montrer que I, C II, il suffit de montrer que tout poids
entier dominant p tel que p < X\ appartient a II. Pour cela on va fixer un tel p,
et montrer que si un poids entier ' = p + > - ka - @ avec chaque k, dans N
appartient a II, et si ' # p, alors il existe 5 € A tel que kg > 0 et

W= =B =p+(kg—1)-B+ Z -

aceAN{B}
appartient encore a II. On pourra alors partir du fait que A appartient a II, et utiliser
ce fait de fagon répétée pour en déduire que p appartient a II, comme souhaité.
Soit donc p' comme ci-dessus. Puisque

(Zka-a,Zka-a> >0,

acA aEA
il existe § € A avec kg > 0 tel que

(Z ko .a,5> > 0.
aEA

Alors (8Y,3" e ka - @) > 0, et comme (8Y, 1) > 0, ceci implique que (3", ) > 0.
Comme II est saturé, on en déduit que p' — 3 € II, et donc le fait souhaité.

Pour terminer la démonstration, il reste a voir que chaque II est saturé et de
plus haut poids A. Le fait que II est de plus haut poids A découle de la définition
et du lemme 4.6(2). Pour voir qu’il est saturé, prenons p € I et a € @, et vérifions
que chaque p—ia avec i entre 0 et (", u) appartient & IT. Quitte & remplacer y par
Sa(1) (ce qui ne change rien au probléme), on peut supposer («", u) > 0. On va alors
démontrer que pour tout i € {0,---,(a¥,u)} et tout w € W on a w(u —ia) < A\,
ce qui impliquera bien le fait voulu. On considére donc w(u — ia) = w(p) — iw(a).
Si w(a) € T, alors on a

w(p) —iw(e) 2w(p) 2 A
puisque w(p) € IIy et ITy est de plus haut poids A. Et si w(a) € @7, on a
w(p —ia) = wsa(p— (¥, p) — i)a)
= wsa(p) + (&, p) — iJw(a) 2 wsa(p) = A

pour des raisons similaires. Donc dans tous les cas on a w(p — i) < A, et la
démonstration est complete. O



Chapitre 10

Représentations de plus haut poids

Dans ce chapitre on fixe un corps k algébriquement clos de caractéristique 0,
et une algebre de Lie semi-simple g sur k. On fixe également une sous-algebre de
Lie torale maximale ) C g, et on note ® le systeme de racines associé dans ’espace
euclidien E = R®q Vg, ot Vo = > . Q- C b*. Finalement, on choisit une base
A de ®, et on note T et ®~ les sous-ensembles de & formés des racines positives
et négatives associées, respectivement.

1. Sous-algebres de Borel et décomposition triangulaire
1.1. Sous-algébre de Borel. On pose
n+:®gav n o= @gaa b:h@ﬂ+.
acdt acd—

LEMME 1.1. (1) Les sous-espaces n™ et n~ sont des sous-algébres de Lie
nilpotentes de g.

(2) Le sous-espace b est une sous-algébre de Lie résoluble de g.

DEMONSTRATION. (1) En utilisant le lemme 1.5(1) du chapitre 8 et le fait que
si une racine est une somme de racines positives, alors elle est positive également,
on voit que [nT,nT] C n*, et donc que n* est une sous-algebre de Lie de g. De fagon
plus précise, si on note @1 le sous-ensemble de ®* formé des racines positives qui
peuvent s’écrire comme somme de n racines positives, on a

") C D ga

a€¢:+1

pour tout n > 0. Comme ®,;" = & pour n assez grand, on en déduit que ¢"(n*) =
{0} pour n assez grand, et donc que n™ est nilpotente.

Le cas de n™ est similaire.

(2) Puisque [h, h] = {0} et [h,nT] C nt, on a

[b,6] = [b,b] + [b,nT] + [nF,nt] C nt.

Donc b est une sous-algebre de Lie de g, et sa sous-algebre dérivée 2(b) est nilpo-
tente d’apreés (1). Donc b est résoluble. O

La sous-algebre de Lie b est appelée une sous-algébre (de Lie) de Borel. Bien
stir, cette sous-algebre dépend du choix de b, et également du choix de A.

127
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1.2. Décomposition triangulaire. En utilisant la décomposition radicielle
(voir I'équation (1.2) du chapitre 8) et le fait que ® = &+ 11 ®~, on voit que
(1.1) g=n ohont

(comme espace vectoriel). Cette décomposition est appelée la décomposition trian-
gulaire de g.

LEMME 1.2. L’unique application linéaire
Un™) @U(h) @UMT) — U(g)

qui envoie un tenseur pur u @ x @ v sur u - T - v est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

DEMONSTRATION. Choisissons une base y1,--- ,¥, de n~, une base hy,--- , h,
de b, et une base x1,--- ,x, de nt. Alors la famille

(y17"' ayn7h17"' ahrax17"' 7x7l)

est une base de g d’aprés (1.1). D’aprés un corollaire du théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt [Chap. 5, Corollaire 4.1], les éléments de la forme

v
avec ki, -+, kn € N forment une base de U(n™), les éléments de la forme
h’il . hir
avec i1, , i, € N forment une base de U(h), les éléments de la forme
x{l cexin
avec j1, -+ ,jn € N forment une base de U(n™), et finalement les éléments de la

forme

yll...yﬁn .hil...hz_" .x{l '..'r"ZLn
forment une base de U(g). Donc I'application considérée envoie une base de U (n~)®
U(h) @ U(n™) sur une base de U(g) ; c’est donc un isomorphisme. O

REMARQUE 1.3. L’application considérée dans le lemme 1.2 n’est pas un mor-
phisme d’algebres.

2. Représentations cycliques de plus haut poids

2.1. Poids des représentations. Si (V) est une représentation de b, pour
tout A € h* on note

Vi:={veV|Vheb, oh)(v)=Ah)- v}
Ce sous-espace est appelé 'espace de poids A de V. S’il est non nul, on dit que A est
un poids de V. Si v € V), on dira que v est un vecteur de poids A. Si V = Z)\E,]* Vi,
on dira que V est somme de ses sous-espaces de poids.
LEMME 2.1. Soit (V, ) une représentation de b.
(1) La somme  y - Vi est directe.

(2) Si'V est somme de ses sous-espaces de poids et si V! C V est une sous-
représentation, alors V' est somme de ses sous-espaces de poids.
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DEMONSTRATION. (1) Par 'absurde, supposons qu’il existe A1,---, \x € b*
distincts et, pour chaque i € {1, .-k}, un vecteur non nul v; € Vj,, tels que
Zle v; = 0. Choisissons une telle donnée qui est telle que k est minimal parmi les

entiers tels que de tels éléments existent. Comme A\; # Ao, il existe h € b tel que
A1(h) #£ Aa(h). Alors on a

k

k
0= p(h) (Z vi> = ZAz(h) ",
i=1 i=1

donc
k

k k
0= (h)- (Z vi> = Xi(h) v =Y (Aa(h) = Xi(h) - v
i=1 i=1 i=2
Comme Aj(h) # Aa(h), les vecteurs dans la somme de droite ne sont pas tous nuls,
ce qui contredit la minimalité de k.

(2) Supposons par I'absurde qu’il existe u € V' avec u = uj + - -+ + ug, les
vecteurs uy, - -+, ur appartenant a des sous-espaces de poids Vy,,---, V), distincts
de V, tels qu’au moins I'un des u; n’appartient pas & V’. Choisissons une telle
donnée qui est telle que k est minimal parmi les entiers tels que de tels éléments
existent. Choisissons également h tel que A\ (h) # Aa(h). Alors le vecteur

k

(p(h) = Au(h) -idv)(u) = ) (Ai(h) = Ar(R)) - ui
i=2

appartient & V’. Par minimalité chacun des vecteurs (\;(h) — A1(h)) - u; appartient
a V' en particulier, us € V'. Alors le vecteur uj + ug + - - - + ug appartient a V’,
ce qui contredit la minimalité de k. O

En particulier, si (V, ¢) est une représentation de g, la notion de poids considérée
ci-dessus a un sens (en considérant la restriction de V' a ).

LEMME 2.2. Soit (V, @) une représentation de g.
(1) Sixeb* etae®, onap(ga)(Vr) C Vata-
(2) Le sous-espace vectoriel P,y Va C V' est une sous-représentation.

(8) Si'V est de dimension finie, on a @Aeh* Vw=V.

DEMONSTRATION. (1) Siz € g, et v € Vy, pour tout h € h on a

p(h) o p(x)(v) = (x) 0 p(h)(v) + ¢([h, z])(v)
= A(h) - (@) (v) + p(a(h) - 2)(v) = (A + @)(h) - p(z)(v),

ce qui prouve que ¢(z)(v) € Vitq.

(2) Comme g = h ®€P,cq 9o €t comme le sous-espace vectoriel P,y V3 CV
est stable par l'action de b et celle de chaque g, (d’aprés (1)), c’est une sous-
représentation de V.

(3) D’apres le corollaire 2.4 du chapitre 7, chaque ¢(h) est un endomorphisme
diagonalisable de V. Comme ces endomorphismes (pour toutes les valeurs possibles
de h) commutent 2 & 2, ils peuvent étre diagonalisés simultanément, et le résultat
énoncé suit. (I
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REMARQUE 2.3. Considérons le cas ol g = sla(k), et la matrice

h:@ _01>.

Alors b := k-h est une sous-algébre de Lie torale maximale dans g (voir 'exercice 1.3
du chapitre 8). De plus on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

h* — k

A = Ah)
Donc la notion de poids considérée ici généralise la notion de poids pour les représen-
tations de slz(k) considérée au chapitre 7.

2.2. Représentations cycliques de plus haut poids. Soit (V@) une repré-
sentation de g. Si A € h*, un vecteur mazimal de poids A est un vecteur v € Vy non
nul et tel que ¢(z)(v) = 0 pour tout x € n*. On dira que V est une représentation
cyclique de plus haut poids A s’il existe un vecteur maximal v de poids A dans V'
tel que V =U(g) - v.

EXERCICE 2.4. Si v € V) ~\ {0}, montrer que v est un vecteur maximal ssi
©(ga)(v) = {0} pour tout o € A. (Indication : on pourra utiliser la proposi-
tion 2.6(3) du chapitre 8 et ’exercice 2.8 du chapitre 9.)

On définit un ordre < sur h* en posant
A =X siet seulement si g — A est une somme de racines positives.
Choisissons une énumération (f8y,---,08,) des racines positives, et pour chaque
i €{1,---,n} choisissons y; € g_g, ~ {0}.
PROPOSITION 2.5. Supposons que (V,p) est cyclique de plus haut poids A, et
soit v un vecteur maximal de poids A.

(1) V est engendré, comme espace vectoriel, par les vecteurs de la forme

oY1) o+ 0 p(yn)*n (v)
avec ki, ,k, € N.

(2) V est somme de ses sous-espaces de poids, et si j1 est un poids de V on a
pA

(8) Pour tout pn € h*, V,, est de dimension finie. De plus, dimy(Vy) = 1.

admet une unique sous-représentation propre maximale, et donc un umni-
4) V admet tat le, et d
que quotient simple.

(5) Si (V',¢') est une représentation non nulle de g et s’il existe un morphisme
de représentations surjectif f : V. — V', alors V' est cyclique de plus haut
poids .

DEMONSTRATION. (1) Le lemme 1.2 implique que U(g) = U(n~) -U(b). On a

donc
V=U(g) - v=Un") - UDBL)-v=UMNn")-(k-v)

puisque U(b) - v = k - v. Comme les vecteurs de la forme yfl - -yFn forment une
base de U(n~) (voir la preuve du lemme 1.2), on en déduit le résultat énoncé.

(2) D’apres le lemme 2.2(1), pour tous ki, --- ,k, > 0 le vecteur p(y;)* o---o
©(yn)*~ (v) appartient & Vi-sr  k,5,- Comme ces vecteurs engendrent V', on en
déduit le résultat énoncé.
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(3) D’apres la preuve de (2), si p est un poids de V' alors V,, est engendré par les
vecteurs ¢(y1)k o---op(yy,)k (v) avec k1, - -+, ky, > 0 tels que p = A= | k;3;. Si
1 est fixé, cette condition ne peut étre vérifiée que pour un nombre fini de collections
d’entiers (k;, i =1,--- ,n), donc dimy(V,,) < co. De plus si p = X la seule possibilité
est ky =+ =k, =0, ce qui montre que V) =k - v, et donc que dimy(Vy) = 1.

(4) Si V' est une sous-représentation propre de V', alors elle est somme de ses
sous-espaces de poids d’apres (2) et le lemme 2.1(2). De plus elle ne contient aucun
vecteur de Vy. Donc V’ est inclus dans le sous-espace

P v

B=X
Donc la somme U de toutes les sous-représentations propres de V' est incluse dans
ce sous-espace, ce qui montre que U est une sous-représentation propre de V. Elle
contient toutes les sous-représentations propres de V', donc c’est 'unique sous-
représentation propre maximale de V.

Si (U, ) est une représentation quelconque de g, Papplication qui & une sous-
représentation maximale U’ C U associe le quotient U/U’ définit une bijection entre
I’ensemble des sous-représentations maximales de U et ’ensemble de ses quotients
simples. Si U admet une unique sous-représentation maximale, elle admet donc
également un unique quotient simple.

(5) Le vecteur f(v) € V' est soit nul soit un vecteur maximal dans V. De plus,
comme f est surjectif on a

Vi=f(V)=fU(g) v)=U(g) f(v),
donc f(v) # 0 et V' est cyclique de plus haut poids A. O

EXERCICE 2.6. Sous les hypothéses de la proposition 2.5, montrer que pour
tout @ € A et tout k € N on a dimg(Vy_gq) < 1.

On dira que (V,¢) est cyclique de plus haut poids s’il existe A € h* tel que
(V, ) est cyclique de plus haut poids A. Alors A sera appelé le plus haut poids de
(V, ). Cette notion est bien définie grace au corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.7. Si (V, ) est cyclique de plus haut poids, alors son plus haut
poids est unique. De plus, si V est simple, alors v est l'unique vecteur mazimal dans
V' (a multiplication par un scalaire non nul pres).

DEMONSTRATION. Si (V) est cyclique de plus haut poids A et de plus haut
poids p, on peut appliquer la proposition 2.5(2) avec ces deux poids, et on obtient
que A X pet u =< A Donc A = p.

Supposons maintenant que V est simple, et soit w € V un vecteur maximal,
de poids p. Par simplicité on a V' = U(g) - w, donc V est cyclique de plus haut
poids u. D’apres la premiere partie de la preuve, ceci implique que A = u. D’apres
la proposition 2.5(3), w est donc un multiple de v. ([

2.3. Exemple : les représentations simples de dimension finie. Le
lemme suivant montre que toutes les représentations simples de dimension finie
de g sont cycliques de plus haut poids, ce qui justifie I'intérét de cette notion.

LEMME 2.8. Si V est simple et de dimension finie, et si A\ € h* est un poids
de V' qui est maximal parmi les poids de V' pour lordre =<, alors V' est cyclique de
plus haut poids A.
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DEMONSTRATION. Si v € Vj, alors le lemme 2.2(1) et la maximalité de A
montrent que v est un vecteur maximal de poids A. De plus U(g) - v est une sous-
représentation non nulle de V. Comme V est simple, elle doit étre égale a V. O

2.4. Modules de Verma. Fixons A € h*, et notons I(\) l'idéal a gauche de
U(g) engendré par n™ et par les vecteurs de la forme h — A\(h) avec h € h. On note
alors

M(A) :=U(g)/I(A).
Cet espace vectoriel est muni d’une structure naturelle de U(g)-module & gauche,

et donc de représentation de g. On notera vy € M () le “point de base” 14 I()\).
Alors

(2.1) vy € M(A\)x et M(N) =U(g) - vx.

Choisissons comme au §2.2 une énumération (f1,- - , 8,) des racines positives,
et pour chaque p € {1,---,n} choisissons y, € g_3, ~ {0}.

LEMME 2.9. Les vecteurs de la forme

k En
yll ...yn

avec ki, -+ ,kn, € N forment une base de M()).

- U

DEMONSTRATION. Choisissons une base hi,---,h, de b et pour chaque p €
{1,--- ,n} choisissons x, € gg, ~ {0}. Alors les vecteurs
avec k1, -+ ,k, € N forment une base de U(n™), et les vecteurs
Zi i
avec ji,--- ,Jjn € N forment une base de U(n*) (voir la preuve du lemme 1.2). Il

n’est pas difficile de voir que les vecteurs de la forme
(b = A(h1))™ -+ (hy = Ahr))""

avec i1, -+ ,4, € N forment une base de U(h) = S(h). Le lemme 1.2 montre alors
que les vecteurs de la forme

Yo gke (i = X(h)) - (B = A(Ry)) 2l adn

forment une base de U(g).
Notons I'(\) le sous-espace vectoriel de U(g) engendré par les vecteurs de cette
forme avec au moins 1'un des i, ou I'un des j, qui est non nul. Alors les vecteurs

yrt gk + ()

avec k1, ,k, € N forment une base de U(g)/I’'(A). Donc pour conclure il suffit
de montrer que I(A) = I'(\).

Tout d’abord, il est clair que I’(A) C I(A). Donc pour conclure il suffit de
montrer que sih € h, z € nT et a € U(g),onaa-(h—A(h)) € I'(N) et a-x € I'(N).
De plus, par linéarité il suffit de considérer le cas ou

a=yp' oy (= Ah))™ - (e = A(hy)) -t -l
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Si tous les j, sont nuls 'assertion est évidente. Et sinon on a
yi ey s (= M) (e = M)t - (= A(R)) =
ity (ha = M) - (e = A(Ry))'™ - (R = A(h)) - af -l —
(1B1 4 -+ JnBn) () -y - oyFr (R = A(h)) - (B — A(hy)) - 2t - 2dn,

Il n’est pas difficile de voir que chacun des termes de droite appartient a I'()), ce
qui prouve I’énoncé dans le cas. Considérons d’autre part le vecteur

YRk (hy = A(h)) - (B — A(Ry))T 2t i,

Le vecteur 24" ---xi» - x € U(nT) agit par 0 sur le module trivial de U(n™"). Donc
c’est une combinaison linéaire de termes 27" - - - zZ» ot 'un au moins des j, est non

nul. Ceci montre que notre vecteur appartient & I’()), et termine la preuve. O

Le lemme 2.9 montre en particulier que vy # 0. Les propriétés (2.1) montrent
alors que M () est une représentation cyclique de plus haut poids A. Cette représen-
tation est appelée module de Verma de plus haut poids A. Ces représentations sont
“universelles” parmi les représentations cycliques de plus haut poids, au sens sui-
vant.

PROPOSITION 2.10. Si V' est une représentation cyclique de plus haut poids X,
alors il existe un morphisme de représentations surjectif f : M(\) — V.

DEMONSTRATION. Choisissons un vecteur maximal v € V' de poids ), et consi-
dérons l'application linéaire

Ju@ — Vv
v u — U

Il n’est pas difficile de voir que ¢ est un morphisme de représentations, et le fait
que V = U(g) - v implique que ¢ est surjectif. D’autre part, comme v est annulé
par I'action de nt et celle des vecteurs de la forme h — A(h) pour h € b, cette
application linéaire est nulle sur I(\), donc se factorise via une application linéaire

f: M) -V

Il n’est pas difficile de voir que f est encore un morphisme de représentations
surjectif. |

2.5. Représentations simples de plus haut poids. On appellera représen-
tation simple de plus haut poids A une représentation cyclique de plus haut poids
A qui est simple.

PROPOSITION 2.11. Pour tout A € b*, il existe une unique (& isomorphisme
prés) représentation simple de plus haut poids X ; on la notera L()\).

DEMONSTRATION. Pour tout A € h*, le module de Verma M (A) admet un
unique quotient simple L(\) d’apres la proposition 2.5(4). Réciproquement, si V'
est une représentation simple de plus haut poids A, la proposition 2.10 montre qu’il
existe un morphisme surjectif

f:M\) = V.

Comme 'image par f de I'unique sous-représentation maximale de M () est incluse
dans EB/H)\ V., elle n’est pas égale a V, et est donc égale a {0} par simplicité. Donc
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f se factorise via un morphisme surjectif ' : L(\) — V. Comme L(\) est simple,
ker(f") = {0}, donc f’ est un isomorphisme. O

3. Critére de finitude

Au §2.5 on a construit une famille {L()A) : A € h*} de représentations simples
de g paramétrée par h*. (D’apres le corollaire 2.7, ces représentations sont deux
a deux non isomorphes.) Le lemme 2.8 montre que cette famille contient toutes
les représentations simples de dimension finie de g. Notre objectif maintenant est
de déterminer a quels parametres A\ ces représentations correspondent, c’est-a-dire
pour quelles valeurs de A € h* la représentations L()) est de dimension finie.

3.1. Condition nécessaire. Rappelons qu’on a défini au §4.1 du chapitre 9
le réseau P des poids de ®. Ce réseau a été défini comme un sous-ensemble de E.
Mais on peut également le voir comme un sous-ensemble de h* de la fagon suivante.

LEMME 3.1. Pour tout A € P, il existe un unique élément Ae h* tel que
(A ha) = (A, @)

pour tout o € P. ~

L’application A — X\ définit un morphisme injectif de groupes abéliens P — h*.
L’image de ce morphisme est l’ensemble des formes linéaires pu € h* telles que
(i, ha) € Z pour tout o € ®.

DEMONSTRATION. Comme les vecteurs {h, : @ € A} forment une base de b, il
existe une unique forme linéaire \ € h* telle que </~\, ha) = (A, V) pour tout o € A.
Si maintenant 5 € ® est quelconque, les définitions montrent que les coefficients de
hg dans la base {hq : @« € A} de b et ceux de 3¥ dans la base {a" : a € A} de E*
appartiennent a Q, et sont égaux. En utilisant 1’égalité pour les racines simples, on
en déduit que (X, hg) = (X, BY).

L’application A — X est clairement un morphisme de groupes abélien injectif,
et son image est incluse dans {u € h* | Va € @, (u, hy) € Z}. Soit maintenant
w € b* telle que (u, hy) € Z pour tout @ € ®. On peut alors considérer I'unique
élément \ € F tel que

<M, hoé> = </\’ av>
pour tout o € A. Le méme argument que ci-dessus montre que cette égalité est
alors vraie pour tout aw € ®. Donc A est bien un élément de P tel que A= b ([l

A partir de maintenant, on n’utilisera plus la notation 5\, et on identifiera
simplement P au réseau {y € h* | Va € &, (i, ho) € Z} de h*. Le sous-ensemble
PT des poids entiers dominants s’identifie alors au sous-ensemble de h* défini par
{un€bh* |Va € &, (u, ho) € N}.

THEOREME 3.2. Soit A € b*. Si L(\) est de dimension finie, alors A € PT.

DEMONSTRATION. Soit € ®*. Considérons la sous-algeébre de Lie S, C g
définie au §2.1 du chapitre 8. En restreignant ’action de g & S, on obtient sur L(\)
une structure de représentation de S, . Puis, en identifiant S, a sly(k) comme dans
la proposition 2.2(5) du chapitre 8 (aprés avoir choisi un vecteur non nul arbitraire
dans g, ), on obtient une structure de représentation de slz(k). De plus, siv € L(A)x
est un vecteur maximal pour I'action de g, alors c’est également un vecteur maximal
pour l'action de sly(k) au sens du §3.1 du chapitre 7, de poids (A, h,). D’apres le
lemme 3.4 du chapitre 7, ceci implique que (A, hy) € N, et conclut la preuve. O
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3.2. Un lemme préparatoire. Au §3.1, on a identifié P & un sous-ensemble
de h*. Comme l'action du groupe de Weyl W de ® sur E stabilise P, on peut voir
ce groupe comme un sous-groupe du groupe des automorphismes de P (comme
groupe abélien). Il est clair que tout automorphisme de P peut s’étendre de fagon
unique en un automorphisme de h* (comme espace vectoriel). Donc, de cette fagon,
on peut voir W comme un sous-groupe de GL(h*). Pour cette action, pour a € ®
et A€ bh*ona

Sa(A) = A= (A ha) - a.
Par dualité, W agit également sur h = (h*)*. Pour cette action, pour a € ¢ et
hebhona

Sa(h) = h —{a,h) - hqy.

Soit maintenant o € ®%, et soit T, = g ®hHDg_.. Alors T, est une sous-algebre
de Lie de g, qui contient S, = go k- hy D g—q-

LEMME 3.3. Soit (V, ) une représentation de T, de dimension finie qui est
somme de ses sous-espaces de poids. Pour tout X € b*, on a dim(Vy) = dim(V;_(»))-
En particulier, X est un poids de V si et seulement si so(\) est un poids de V.

DEMONSTRATION. Fixons z, € go \ {0}, et soit y, € g_o l'unique vec-
teur tel que [Ta,Ya] = ha (voir la proposition 2.2(5) du chapitre 8). Comme au
lemme 2.2(1), pour tout p € h* on a ¢(z4)(Vy) C Vyta. Comme l'ensemble des
tels que V,, # {0} est fini, on en déduit que p(z,) est un endomorphisme nilpotent
de V. On peut donc considérer

1 i
exp(p(za)) ==Y #(@a)' € Endy (V).
ieN
Il n’est pas difficile de vérifier que cet endomorphisme est inversible, d’inverse

exp(—¢(za))-
Pour tout z € T,,, on a

B2 explp(ea)) o 9(e) oexpl-plan) = ¢ 5+ [o0ri] + gl lrans] )

En effet, si pour tout f € Endg(V) on note
{ Endg(V) — Endg(V) { Endg(V) — Endg(V)
Ly et 7y ,
g = fog g = gof
alors £,y et T_,(z,) sont nilpotents, et commutent, donc y(,.) + r_pz,) =
adgi(v)(¢(za)) est nilpotent, et on a
exp(Lp(z,)) © eXP(T_p(a,)) = exp(adgiv) (¢(2a)))-

D’autre part on a exp(£y(z,.)) = Lexp(p(za)) €6 EXP(T_p(2,)) = Texp(—p(z))s 40U

exp(p(xa)) 0 ¢(2) 0 exp(=p(za)) = exp(ly(z,)) © XP(r—p(z,)) (#(2))
= exp(adgv)(¢(7a))) (¢(2)) = p(exp(adr, (z4))(2)).

Comme adr, (z4)® = 0, on en déduit la formule (3.1).
De méme, on peut considérer 'endomorphisme exp(—¢(y.)), et pour tout z €
T, on a

32 expl-eun) o ol2) o xplo() = ¢ (= = liors] + 3ol 21
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Maintenant, un calcul direct montre que pour tout h € h on a
. 1 . 1
(idr, + adz, (z4) + adr, (za)?) o (idr, — adr, (Ya) + adr, (¥a)?)

o (idr, + adr, (za) + %adTa (2a)?)(h) = h — ah) - ho = sa(h).

En utilisant cette formule, ainsi que les formules (3.1) et (3.2), on voit que si on
pose 04 = exp(p(za)) o exp(—¢(Ya)) o exp(p(zq)) € GL(V), alors pour tout h € h
ona

(3-3) a0 p(h) ooyt = ¢(sa(h).

Finalement, considérons v € V). Alors la formule (3.3) implique que pour tout
hebhona

p(h)(0a(v)) = 0a 0 ©(sa(h)) (V) = 0a((X; 5a(h)) - v) = (sa(A), h) - 0a(v),
c’est-a-dire que o4 (v) € Vi (n). Donc 04 (Vy) C Vi, (n). Un calcul similaire montre
que (oa)*l(Vsa(,\)) C V), donc finalement que o, induit un isomorphisme de V)
vers V;_(x), ce qui acheve la preuve. ([

3.3. Condition suffisante. On peut maintenant démontrer que la condition
nécessaire du théoreme 3.2 est en fait une condition suffisante.

THEOREME 3.4. Si A € P, alors la représentation L()\) est de dimension
finie. De plus, pour tous pp € b* et w € W on a dim(L(A),) = dim(L(\)w(p))-

DEMONSTRATION. On procede en 6 étapes. On fixe un vecteur maximal v €
L(A)x. Pour tout o € A on note mg, := (A hy) € N. Enfin on fixe, pour tout
a € T un vecteur z, € go ~ {0}, et on note y, I'unique vecteur de g_,, tel que
[Ta, Ya)] = o (voir la proposition 2.2(5) du chapitre 8).

E’tape 1 : pour tout a € A, on a y™et1.v = 0. Par restriction on peut considérer
L(X\) comme une représentation de S,, puis comme une représentation de sly(k)
(comme dans la preuve du théoréme 3.2). Alors v est un vecteur maximal pour cette
représentation, de poids m. Les formules du lemme 3.3 du chapitre 7 montrent
que o - (yTetl . v) = 0. D’autre part si 3 € A\ {a}, B — a n’est pas une racine,
donc [x8,yo] = 0. Donc g et y, commutent dans U(g), ce qui implique que

zg - (et ov) =ypett (zp0) =0

puisque v est maximal. Enfin, le lemme 2.2(1) montre que y™=*! . v appartient a
L()\)A,(maﬂ)a. Si ce vecteur est non nul, c¢’est donc un vecteur maximal, dont le
poids est différent de A. Ceci contredit le corollaire 2.7, et donc y7=T! - v = 0.

E’tape 2 : pour tout a« € A, le sous-espace vectoriel de L(\) engendré par les
veCteurs v, Yo - U, - -+ , Yo - v est stable par l’action de Ty,. Il découle de 1'étape 1 et
des formules du lemme 3.3 du chapitre 7 que Vect(v,y, - v,--- ,y2'> - v) est stable
par Paction de z,, et de y,. D’autre part, le lemme 2.2(1) montre que ce sous-espace
est également stable par 'action de b, donc finalement de T,.

E’tape 3 : pour tout o € A, tout vecteur de L(\) appartient d une sous-T,-
représentation de L(A) de dimension finie. Soit V' la somme de toutes les sous-
T, -représentations de dimension finie de L(\) (c’est-a-dire 'ensemble des vecteurs
dans L(\) qui appartiennent & une sous-T,-représentation de dimension finie). On
va montrer que V est une sous-g-représentation non nulle de L(\). Par simplicité,
on en déduira que V' = L(A), puis le résultat énoncé.
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L’étape 2 montre que V # {0}. D’autre part, si U C L(\) est une sous-T,-
représentation de dimension finie, et si v € U, alors

U+ Zxﬁ-U—&- Zyg-U

ped+ pedt

est une sous-T,-représentation de L(A) de dimension finie, qui contient tous les
vecteurs de la forme z - v avec € g. Donc chacun de ces vecteurs appartient a V,
ce qui termine la preuve de cette étape.

Etape 4 : pour tout p € b* et tout w € W on a dim(L(\),,) = dim (L(A)w(p))-
Puisque W est engendré par les réflexions s, (avec a € A), il suffit de démontrer
I’égalité dans le cas ou w est de cette forme. Fixons donc a € A. D’apres I'étape 3, il
existe une sous-T,-représentation U de L(A) de dimension finie qui contient L(\),
et L(A) En appliquant le lemme 3.3 & U, on voit que

dim(L(A),) = dim(U,,) = dim(Us,, () = dim(L(N)s, (1)),

Sa (N) :

ce qui prouve 1’égalité voulue.

E’tape 5 : Uensemble des poids de L()\) est stable par W et fini. L’étape 4 montre
que Pensemble des poids de L(\) est stable par action de W. De plus, d’apres la
proposition 2.5(2), chaque poids p de L(\) vérifie u < A; en particulier y appartient
& P. Le lemme 4.6(1) du chapitre 9 montre alors que I’ensemble de ces poids est

inclus dans
U W - u.

uePt
n=A

Cet ensemble est fini d’apres le lemme 4.7 du chapitre 9, donc I’ensemble des poids
de L(\) est fini également.

Etape 6 : conclusion. 11 découle maintenant de 1'étape 5 et de la proposi-
tion 2.5(3) que V est de dimension finie. L’énoncé sur les dimensions des sous-
espaces de poids a été démontré a I’étape 4. O

3.4. Poids de L()\) quand A\ € PT. Rappelons qu’au §4.3 du chapitre 9,
pour tout A € Pt on a posé

II, = U w - n C P.
nept
HIA
PROPOSITION 3.5. Pour tout A € PT, I’ensemble des poids de L(\) est IIy.

DEMONSTRATION. Notons II ’ensemble des poids de \. D’aprés la proposi-
tion 4.8 du chapitre 9, pour montrer que II = II, il suffit de montrer que II est
saturé et de plus haut poids A. Le fait que II est de plus haut poids A découle de la
proposition 2.5(2).

Montrons maintenant que II est saturé. Pour cela on fixe p € Il et a € P, et
on considere

V= LN utia-
=
Le lemme 2.2(1) montre que V est stable par l'action de S, et le théoréme 3.4
implique qu’il est de dimension finie. En identifiant S, & sly(k) comme dans la
preuve du théoréme 3.2, on peut considérer V' comme une représentation de sly (k).
Comme (u, hy) est un poids de cette représentation, le corollaire 3.9 du chapitre 7
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implique que tous les entiers compris entre (u, hy) et —{(u, hy) et de méme parité
que (u, hy) sont des poids de V. Comme les poids de V' sont les entiers {(u, hqo) + 2i
pour ¢ € Z tel que p+ -« €11, et comme

*<H, hOé> = <U7hoz> +2- (7<.ua hoz>)7

on en déduit que tous les éléments de la forme p + 4 - a avec i entre 0 et —(u, hy)
appartiennent a II. Ceci montre que II est saturé, et termine la preuve. (I



Chapitre 11

Formules de caracteres

Dans tout le chapitre on fixe une algebre de Lie semisimple g sur un corps
k algébriquement clos, et une sous-algebre torale maximale h C g. On note ® le
systéme de racines associé. On fixe également une base A de ®, et on note ®*
Pensemble des racines positives (pour ce choix de base).

1. Elément de Casimir universel

1.1. Définition. Rappelons que la forme de Killing s de g est non dégénérée,
et que sa restriction & h est également non dégénérée (voir le §1.3 du chapitre 8).
Choisissons une base (hi,---,h,) de b, et notons (ki,--- , k) la base duale par
rapport a la restriction de x a b, c’est-a-dire I'unique base de b telle que pour
i,7€{l,---,r}ona
(his ky) = {1 S=J
0 sinon.

Choisissons également, pour tout @ € ®, un vecteur non nul z, € g, et notons z,
Punique vecteur de g_,, tel que k(zq,24) = 1. (Pour lexistence d’un tel vecteur,
voir la preuve de la proposition 2.2(2) du chapitre 8.) Il découle du lemme 1.5(3)
du chapitre 8 que la base (ki1, - ,kr;2q4, @ € ®) de g est la base duale de la
base (h1,- -, hy;xq, @ € @) par rapport & k. Il découle également de la proposi-
tion 2.2(1) du chapitre 8 que pour tout a € ¢ on a

(1.1) [T, Za) = ta,
ou t,, est 'unique élement de b tel que k(tq, —) = a.
DEFINITION 1.1. L’élément de Casimir universel cg de g est 'élément
T
Cqg = Zhiki + Z TaZa € U(g).
i=1 acd

EXERCICE 1.2. Montrer que ¢4 ne dépend ni du choix de la base (hy,--- ,hy)
de b, ni de celui des éléments z,,.

LEMME 1.3. L’élément cg4 appartient au centre de U(g).

DEMONSTRATION. La preuve est trés similaire & celle du lemme 1.5 du cha-
pitre 7. Puisque U(g) est engendrée (comme algebre) par I'image de g, il suffit de
montrer que pour tout y € g on a y-cq = ¢4 - y. Pour cela, écrivons

T T
[y, hi] = Zai,jhj + Z a; gxg, [y, Ta] = Zaa,jhj + Z Ao, 823
j=1 j=1

ped Bed

139
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et

Zb”k +> bigzs, (Y2l wak + > bapzs

pe® BED
Alors I’ abbocmtwlte de k implique que

@ij = =bjis  @ip = —bpis Qo= —bja; dap=—bga
pour tous i,7 € {1,--- ,7} et o, 8 € ®. Puis on calcule :
Y- g = th kit ) YTaZa
acd
r
= (hiyki + [y, hilki) + > (TayZa + [y, Talza)
i=1 acd
SDIUTED SERANT SRRIED 9 S
acd i,j=1 i=1 feD
+ Zaa,jhjza + ) GapTpa
aed j=1 a,Bed
et

Cg'yzzhkzy+zma3ay

acd
T
= Z(hzykz - hi [y7 kz]) + Z(mayza - xa[yv Za])
i=1 acd
T T

SDIUTED SENAED SRS 3 U
acd 1,j=1 i=1 ped
2D I SUNTHI SENTH

aed j=1 a,BED
En comparant ces formules on voit que y - ¢g = ¢4 - y, comme souhaité. (Il

1.2. Action sur les représentations cycliques de plus haut poids.
Fixons maintenant A € h*, et une représentation (V,¢) de g qui est cyclique de
plus haut poids A. Alors V' admet une structure naturelle de ¢/(g)-module, et on
s’intéresse & l'action de 'élément ¢y € U(g) sur ce module.

LEMME 1.4. L’élément cq agit sur V par multiplication par le scalaire (A +
ps A+ p) = (pp)-

DEMONSTRATION. Notons v un vecteur maximal de V' de poids A. Alors on a

Soit ty € b I'unique élément tel que k(ty, —) = A, et notons tx = >_._, s; - h; (avec
s; € k). Alors on a A(k;) = k(ta, ki) = s, et donc

(A )\) =K t)\,t)\ ZS'L : hut/\ Z )\(hl))\(kl)
=1
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On en déduit que

D’autre part, si a € —®* alors —a € &7, et donc
TaZa V=0
puisque zo -v=0. Et sia € ®T on a
TaZo V= ([Tay2a] + 2aZa) UV ="ta v =Aty) - v=(\a) v

d’apres (1.1) et puisque z, - v = 0.
En sommant toutes ces égalités, on voit que

Cg V= ((x\,x\)—!- Z (/\,05)) v =((A\N)+2(\p) v

aedt
= ((A+pA+p) = (p.p)) - v.

Donc ¢4 agit sur v par multiplication par (A + p, A + p) — (p, p).

Enfin, puisque tout élément de V' est une combinaison linéaire de vecteurs de la
forme y-v avec y € U(g), et puisque ¢y commute avec tout élément de U (g) d’apres
le lemme 1.3, on obtient que ¢4 agit sur tout vecteur de V par multiplication par

A+ 0, A+ p) = (p,p). O
2. Caracteres
2.1. Caracteéres des représentations de dimension finie.

LEMME 2.1. Si (V,p) est une représentation de dimension finie de g, alors V
est somme de ses sous-espaces de poids, et tous ses poids appartiennent a P.

DEMONSTRATION. Le premier énoncé a été démontré au lemme 2.2(3) du cha-
pitre 10.

Soit maintenant A € h* un poids de V, et soit a € ®. Par restriction on
peut considérer V' somme une représentation de S,, qu’on peut identifier a sly (k)
comme dans la proposition 2.2(5) du chapitre 8. Alors (A, hy) est un poids de cette
représentation de sls (k). Donc, d’apres le corollaire 3.9 du chapitre 7, ¢’est un entier.
Comme ceci est vrai pour tout a € ®, A appartient a P. (]

Soit (V, ¢) une représentation de dimension finie de g. D’apres le lemme 2.2(3)
et le lemme 2.1, on a

V=W ot Vi={veV|Vheh, oh)(v)=AM)- v}
AeP
On définit alors le caractére de V' (ou plus précisément de (V, )) par
ch(V):= Y dim(Vy)-e* €zZ[P],
AEP
oil Z[P] est I’algebre de groupe de P sur Z, dont on note la base canonique (e*, \ €
P). (Notons que cette somme est finie.) Comme son nom l'indique, I’algebre de
groupe Z[P] a une structure naturelle d’anneau, telle que e* - e# = e** pour

A, i € P. Ce produit est clairement commutatif, et son élément neutre est e (qu’on
notera 1 dans la suite).
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LEMME 2.2. Si (V,¢) et (V',¢') sont des représentations de dimension finie
de g, on a

ch(V @ V') =ch(V) - ch(V").
DEMONSTRATION. On a
Ver - (@VA> @) - @ e
AEP pneP A ueEP

Il est clair que tout h € b agit sur V) ® V| par multiplication par (A + u)(h), ce qui
montre que

VeV),= @ nmaVy,
A\ uEP
A+p=v
puis que
dim((VeV’),)= Y dim(Va)-dim(V;),
A\, uepP
Apu=v

et donc que

ch(VeV)=>Y | Y dm(a)-dimnV;) |-
veP \ \ueP
Apu=v

- (Z dim(V3) - e)‘) D0 dim(Vy) et | = ch(V) - ch(V),

AEP

ce qui termine la preuve. [

2.2. Caractéres des modules de Verma. Il sera utile dans la suite de
considérer les “caracteres” de certaines représentations de g qui ne sont pas de
dimension finie. Pour cela, on notera X I’ensemble des fonctions f : h* — Z dont le
support (c’est-a-dire I'ensemble des A € h* tels que f(\) # 0) est inclus dans une
réunion finie d’ensembles de la forme

o = {peh* ij}{A > ka~a,ka€N}.
acdt
On peut voir Z[P] comme un sous-ensemble de X de la fagon suivante : on identifie
I'élément x =\ pnx - e (ot ny est nul sauf pour un nombre fini de valeurs de
A) & la fonction f, : h* — Z telle que

n, sipucP;

foln) = {O sinon.

(Dans la suite, on n’utilisera pas la notation f, ; cette fonction sera notée simple-
ment x.)
On définit une structure d’anneau (commutatif) sur X en posant, pour f,g € X

et v € b,
(f*x9)w)= > f(x

A p€ED”
Ap=v
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Il est facile de voir que la définition de X assure que, dans la somme considérée,
seul un nombre fini de termes est non nul, de sorte que cette somme a bien un
sens. Il n’est pas difficile non plus de voir que la fonction f x g appartient bien &
X ; par exemple si f a son support inclus dans <7y, et g a son support inclus dans
A, , alors fx g a son support inclus dans @7y, 4,. Enfin, il est clair que I'inclusion
Z[P] — X considérée ci-dessus est un morphisme d’anneaux.

Un exemple important de fonction qui appartient & X mais pas & Z[P] est la
fonction de Kostant P : h* — Z qui est telle que, pour A € h*, P(A) est le cardinal
de I'ensemble des collections d’entiers positifs ou nuls (ko, o € &) tels que

A= > koo
acdt

(11 est clair que le support de P est o.)
Si (V, ) est une représentation de g qui est cyclique de plus haut poids A, alors
d’apres la proposition 2.5(2)—(3) du chapitre 10, on a

V=@ V.
neb*

et chaque V), est de dimension finie. On peut donc définir la fonction ch(V) : h* — Z
en posant

ch(V) (1) = dim(V,).

Cette méme proposition montre que le support de ch(V) est inclus dans &7, donc
en particulier que cette fonction appartient a X.

LEMME 2.3. Pour tout A € b*, on a
ch(M(\)) =P xe.

DEMONSTRATION. Par définition, pour tout p € h*, (P % e*)(u) est le cardinal
de I’ensemble des collections d’entiers positifs ou nuls (k,, o € ®T) tels que

b=A—- Z ko - a.
aedt

Le lemme 2.9 du chapitre 10 montre que cet entier est égal & dim(M(X),). O

2.3. La fonction Q. On pose maintenant
Q:= H (e*/2 —e=2/?) e 7Z[P] C %.
aedt

Puisque W agit sur P, il agit également sur Z[P], de sorte que w-e* = e Tl est
clair que cette action est compatible avec la structure d’anneau.

LEMME 2.4. Pour tout w € W, on a w-Q = (—1)4®) . Q.

DEMONSTRATION. Puisque w est engendré par les réflexions s, avec a € A
(voir le Théoréme 3.5(4) du chapitre 9), et par définition de ¢, il suffit de montrer
que pour tout € A on a s, - @ = —9. Mais, par définition, on a

So - Q= H (P12 — ¢=P/2),

BEsa(PT)
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Et puisque s,(®1) = (&7 \ {a}) U {—a} (voir le lemme 3.1 du chapitre 9), on en
déduit que

Sy Q= H (P2 —eBI2) | . (e7/% — /?) = —Q,
Bedt~{a}
comme souhaité. O
REMARQUE 2.5. Le lemme 2.4 montre que 'application W — {£1} définie
par w — (—1)“®) est un morphisme de groupes. (Ceci peut également se montrer

directement en utilisant les résultats du chapitre 9.) Ce morphisme est appelé le
caractere signe de W, et est souvent noté e.

LEMME 2.6. On a PxQ = ¢”.

DEMONSTRATION. Pour tout a € ®*, notons f, : b* — Z la fonction qui vaut
1 sur chaque élélement —ka avec k € N, et 0 sur tous les autres éléments. Alors

fa € X, et il est clair que
P=]] fo

acdt
D’autre part, pour tout o € T et v € h* on a
1 siv=0;
0 sinon.

(A=) % fo) () = falv) = falv+a) = {

Donc (1 —e ) % fo = 1.
On obtient finalement que

PxQ= < 11 fa> * < 11 (e“/Q—e_a/2)>

aedt aedt

= ( H fa> *< H (16“)) * ef
= ( H (fa*(l—e_a))> *xef =ef,

aedt

ce qui prouve la formule voulue. O

3. Formules de Kostant et de Weyl

3.1. Facteurs de composition des modules cycliques de plus haut
poids entier. Si A € P, on pose
Zy={peP|(u+pptp)=A+pA+p)}
Par les mémes considérations que dans la preuve du lemme 4.7 du chapitre 9, cet

ensemble est fini.

PrROPOSITION 3.1. Soit A\ € P, et soit (V,p) une représentation de g qui
est cyclique de plus haut poids . Alors il existe une suite Vp,---,Vs de sous-
représentations de V telles que

{0}:V0CV1C"'C‘/;_1C‘/5:V
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et telles que pour tout i € {1,--- s} il existe u; € P tel que p; =3 X\ et p; € Zy et
un isomorphisme de représentations V;/V;_1 = L(u;).

DEMONSTRATION. On va démontrer la proposition par récurrence sur

dy == dim(V},).
WEZ N

Supposons que dy = 1. Dans ce cas on va montrer que V est simple. Ceci
impliquera que V est isomorphe & L(A) d’apres la proposition 2.11 du chapitre 10,
et conclura la preuve dans ce cas. Supposons que V/ C V est un sous-module non
nul. D’apres le lemme 2.1(2) du chapitre 10, V’ est la somme de ses sous-espaces
de poids, et 'ensemble de ses poids est inclus dans I’ensemble des poids de V,
qui est lui-méme inclus dans 7, (voir la proposition 2.5(2) du chapitre 10). Donc
V' possede un poids p qui est maximal parmi tous ses poids, et donc un vecteur
maximal v, de poids p. De plus, on a u =< A. D’apres le lemme 1.4, I’élément de
Casimir ¢g agit sur V' par multiplication par (A + p, X+ p) — (p, p), et sur v, par

multiplication par (p+ p, 1+ p) — (p, p). On a donc

A+pA+p)=(u+ppu+p),

c’est-a-dire que pu € Zy. L’hypothese que dyy = 1 implique alors que p = A et que
k- v, = V), donc finalement que V' =V puisque U(g) - VA = V.

Considérons maintenant le cas général. Comme ci-dessus, si V' est simple il n’y
arien & démontrer. Sinon, considérons une sous-représentation V' C V non triviale.
Comme ci-dessus, V' posséde un vecteur maximal v, de plus haut poids x tel que
W€ Zy et < A (puisqu’on suppose maintenant que V’ # V). Soit V" :=U(g) - v,.
Alors V" est une sous-représentation de V', qui est cyclique de plus haut poids u. La
représentation V/V" est cyclique de plus haut poids A d’apres la proposition 2.5(5)
du chapitre 10. De plus, comme Z = Z,,, on a

dyv =dyr +dyvr,

et dy» et dy,y» sont tous deux non nuls. Ils sont donc tous deux strictement
inférieurs a dy . On peut alors appliquer I'hypothese de récurrence & V" et & V/V"|
puis recoller les filtrations pour obtenir la filtration de V' souhaitée. O

3.2. Application aux caractéres.

LEMME 3.2. Pour tout A € P, il existe des coefficients c,, € Z (pour jn € Zy,
avec p <X \) tels que ¢y =1 et

ch(L(A) = D ¢ ch(M(p)).

HEZ N

HIA
DEMONSTRATION. Choisissons une énumération vy, - -+ , v, des éléments de Z)
telle que si v; < vj, alors ¢ < j. Pour tout ¢ € {1,---,s}, en appliquant la pro-

position 3.1 & M(v;), on obtient qu'il existe des coefficients (a; ;);<; dans N tels
que

ch(M(v:)) = a; ;- ch(L(v;)).
j=1

De plus, coinme ch(M (v;))(v;) = ch(L(ui))(ui) =1et ch(L(v;))(v;) =0sij <1,
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Considérons maintenant les coefficients a;; pour toutes les valeurs de i €
{1,---,s} et j <i, et posons a;; = 0sii> j. Alors la matrice A = (a; ;) je{1,... .5}
est triangulaire supérieure, a coeflicients dans Z, avec des 1 sur la diagonale. Elle est
donc inversible, et son inverse est également triangulaire supérieure, a coefficients
dans Z, avec des 1 sur la diagonale. Si on note B = (b; ;); je{1,... s} cette matrice
inverse, pour tout ¢ € {1,---, s} on a alors

ch(L(vs)) =Y bij - ch(M(v)),
j=1

avec b;; =1 et by ; =0sii> j.
En appliquant ce fait & A (qui est 'un des v;), on obtient que

(3.1) ch(L(N) = ch(M) + 3 ¢, - ch(M(p))

pour certains coefficients c,, € Z. Pour conclure, il reste a voir que ¢, = 0 si u A .
Par 'absurde, supposons que ce n’est pas le cas, et choisissons p1 Z A tel que ¢, # 0
et qui est maximal (pour 'ordre <) parmi les poids possédant ces propriétés. Alors

ch(M (1)) (1) = 1, ch(L(\) (1) = ch(M(A))() = 0, et ch(M(»))(z) = 0 i ¢, # 0
et v # p, puisque dans ce cas p Z v (voir la proposition 2.5(2)—(3) du chapitre 10).
Ceci contredit I’égalité (3.1), et conclut la preuve. O

3.3. Formule de Kostant.

LEMME 3.3. Soit A € P*. Soit u € P tel que pp X\, p+p € PV, et p e 7Zy.
Alors pp = A.

DEMONSTRATION. Par hypotheése, on a (i + p, i+ p) = (A + p, A+ p). D’autre
part,

A+pA+p)—(ut+ppt+p)=A+p,A=p)+(+p)—(L+pp+p)
=A+pA—p)+A—pptp).
Ona (A—p,u+p) > 0 puisque u < Aet u+p € PT, et de méme (A+p, A —p) > 0.
Ceci implique donc en particulier que
A+pA—p) =0,
Puisque A € P, cette égalité force A — u = 0, et conclut la preuve. (]

THEOREME 3.4 (Formule de multiplicité de Kostant). Pour tout A € P* et
tout p € P, on a

ch(LOA) (1) = Y (=D P(u+p—wh+p)).
wew
DEMONSTRATION. On va démontrer que
(3.2) ch(L(N) = > (=1 - ch(M(w(X + p) - p)).
wew

Le théoreme découlera de cette égalité et du lemme 2.3.
D’apres le lemme 3.2, on peut écrire

(3.3) ch(L(V) = 3 ¢ - ch(M(n))

ner
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avec des coefficients ¢}, € Z tels que ¢} =1 et
(3.4) cf;;éO = (L= )Aetpe€Zy).
En multipliant 1’égalité (3.3) par Q, et en utilisant les lemmes 2.3 et 2.6, on obtient
que
(3.5) Qxch(L(N) =Y cp - et
HEP
Il découle du théoréme 3.4 du chapitre 10 que pour tout w € W on a w-ch(L(\)) =

ch(L(X)). D’autre part, d’apres le lemme 2.4, pour tout w € W on a w- Q =
(=1)*™) . Q. Donc on a

w - (Q*ch(L(A) = (=1)") - (Qx ch(L(N)))

pour tout w € W. En comparant avec 1’égalité (3.5), on en déduit que

A w(p+p) L(w A n+p
Cu .e ( ) e (71) ( ) . Cu e
pepr pepP

pour tout w € W, et donc que

(3.6) = (=1)"™) . ¢ pour tous p € P et we W.

A
Cow=1(utp)—p 3

Soit maintenant u € P tel que ¢

» 7 0. Choisissons w € W tel que v :=
w™(p + p) € PT. Alors c,i‘fp # 0 d’aprés (3.6), ce qui implique que v — p < A
et v —p € Zy d’apres (3.4). Le lemme 3.3 montre alors que v — p = A, et donc
que p € W(A+ p) — p. En d’autres termes, dans la somme 3.3, seuls les termes

correspondant & u € W(A + p) — p peuvent étre non nuls.
A

D’autre part, puisque ¢ = 1, et puisque £(w) = £(w™') pour tout w € W,
légalité (3.6) montre que
cg()\_s_p)_p = (=1)*™) pour tout w € W.
Ces considérations prouvent la formule (3.2), et donc le théoréme. O
3.4. Formules de Weyl.

THEOREME 3.5 (Formule de caractere de Weyl). Pour tout A € P, on a

(Z (—1)w) .ew(p)> *ch(L(\)) = Z (=1)fw) . gwite),

weWw weWw

DEMONSTRATION. La formule (3.5) et les informations sur les coefficients cf;
obtenus au cours de la preuve du théoreme 3.4 montrent que

(3.7) Qxch(L()\)) = Z (_1)2(71)) oA +p)
weWw
Donc pour conclure il suffit de démontrer la formule
(3.8) Q= Z (_1)€(w) L ew(o)
weW

Pour cela, considérons la représentation triviale k de g. Cette représentation
est clairement simple, de plus haut poids 0. Donc L(0) = k, et ch(L(0)) = 1. En
appliquant la formule (3.7) dans le cas particulier A = 0, on obtient donc (3.8), et
la preuve est complete. (I
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COROLLAIRE 3.6 (Formule de dimension de Weyl). Pour tout A € PT, on a

Hae<p+ <av7 >\ + p>
Ila€©+<av7p>

DEMONSTRATION. Pour tout o € ®T, on considére le morphisme de Z-modules

a : Z|P] — Z|P]

dim(L())) =

qui vérifie 0, (e) = (aV,\) - e* pour tout A € P. 1l est facile de vérifier que ce
morphisme est une dérivation, au sens ou il vérifie 9, (2 - y) = 0n(z) - y + x - I (y)
pour tous z,y € Z[P]. On pose maintenant

0:= H Ou.
acdt

(Ici le produit désigne la composition des applications, prise dans un ordre arbitraire
— les applications d, commutent deux & deux.) On note également v : Z[P] — Z
le morphisme de Z-modules tel que v(e*) = 1 pour tout A € P. Ce morphisme est
clairement un morphisme d’anneaux.

On va tout d’abord démontrer que

(3.9) v(@(Q*ch(L(A)))) =0(0(Q)) - dim(L(\)).

En effet, en utilisant le fait que les d, sont des dérivations, on peut écrire 9(Q x
ch(L()\))) comme une somme de termes de la forme 91 (Q)x92(ch(L(\))) ot 9 et 0o
sont des composées de dérivations J, distinctes. Puisque @ = [[,cq+ (/2 —e=/2),
et puisque v annule chaque facteur de ce produit, dans ces termes on a v(9;(Q)) =0
sauf si 9, = 0 (auquel cas on a dy = id). Puisque v(ch(L()))) = dim(L(N)), ceci
implique la formule (3.9).

Montrons maintenant que pour tout p € P et tout w € W on a

(3.10) v(@(e) = (=) T (@)
acdt

En effet, par définition on a

A(ev ) = ( 11 <o¢v,w(u)>> e = ( 1T <(w1(a))vau>> cet ),

aedt aedt

et donc

v@E )= I (8"

pew=1(2F)

Maintenant on remarque que I'ensemble w1 (®T) contient, pour chaque o € &7,
exactement une des racines a ou —a. De plus, le nombre de fois ou cette racine est
—o est

#(w (@) N (=0T)) = #(w (=) NdT) = (w)
d’apres le lemme 3.8 du chapitre 9. Donc
IT 6w =cEn I @,
BEW—L(PT) acedt

et on a démontré la formule (3.10).
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En appliquant la formule (3.10) on voit que

v (8 ( Z (_1)€(w) .ew(M-p))) = #(W)- H @', X+ p)

weWw aedt

et que, en utilisant (3.8),

’U(@(Q)) —v (a ( Z (_DZ(W) . e“’(ﬂ))) = #(W)- H <Oév,p>.

weWw acdt

En utilisant ces formules, la formule (3.9), et la formule de Weyl (Théoreme 3.5),
on obtient finalement la formule du corollaire. ]
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Annexe A

Exercices

La plupart des exercices sont tirés des références suivantes :

(1) K. Erdmann, M. Wildon, Introduction to Lie algebras, Springer Undergra-
duate Mathematics Series, Springer-Verlag, 2006.

(2) A. Henderson, Representations of Lie algebras — An introduction through
gl,,, Australian Mathematical Society Lecture Series 22, Cambridge Univer-
sity Press, 2012.

(3) J. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory, Se-

cond printing, revised, Graduate Texts in Mathematics 9, Springer-Verlag,
1978.

Dans tous les exercices, k désigne un corps, p désigne la caractéristique de k,
et g est une k-algebre de Lie.

1. Chapitre 2

EXERCICE 1.1. Soit n > 1 un entier.

(1) Considérons la base canonique (E; ;, ¢,j € {1,---,n}) de gl, (k). Calculer
les commutateurs [E; ;, Ej ;] pour toutes les valeurs de ¢, j, k, L.

(2) Déterminer les dimensions des algebres de Lie 0,,(k), u-(k), b (k).

n
(3) Soit z € M,,(k) un endomorphisme diagonalisable, de valeurs propres (non
nécessairement distinctes) A, -+, A,. Montrer que 'endomorphisme ad(z)
de M, (k) est diagonalisable, et déterminer ses valeurs propres.

EXERCICE 1.2. Supposons que dim(g) = 3, et que (z1, 22, x3) est une base de
g. On suppose qu’il existe a,b € k tels que

(1, 22] = 21 + 22, [71,23] = axy + 23, [22,23] = 22 + b3,
Déterminer les valeurs de a et b.

EXERCICE 1.3. Supposons p # 2, et que g est abélienne. Montrer que le seul
morphisme d’algebres de Lie de sly(k) vers g est I’application linéaire nulle.
Que peut-on dire si p =27

EXERCICE 1.4. Considérons la base canonique (E1 1, F1 2, Ea1, Ea2) de gly(k).
Déterminer les sous-ensembles de la base canonique dont le sous-espace engendré
est une sous-algebre de Lie de gly(k).

Déterminer, parmi les telles sous-algebres de Lie, lesquelles sont isomorphes.

EXERCICE 1.5. Soit n > 1 un entier. On pose
s0,(k) = {z € M,,(k) | 'z = —x}.

153
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(1) Montrer que s0,(k) est une sous-algebre de Lie de gl,,(k), de dimension
n(n—1)
2.

(2) Sik = C, construire un isomorphisme d’algebres de Lie ¢ : sl3(C) = s03(C)

tel que ¢ ((1) _01> est un multiple de la matrice

0 1 0
-1 0 0
0 0 0

EXERCICE 1.6. Soit n > 1 un entier.

(1) Montrer que pour tout g € GL, (k), application = — grg~! est un auto-

morphisme de Palgebre de Lie gl (k), qui laisse stable la sous-algebre de Lie
sl, (k).

(2) Montrer que I'application x — —!z est un automorphisme de ’algébre de
Lie gl,,(k), qui laisse stable la sous-algebre de Lie s, (k).

(3) On suppose que p # 2, et soit d € k*. Déterminer tous les automorphismes
¢ de l'algebre de Lie sly(k) tels que

(0 5)=6 %)

(4) On suppose que k est algébriquement clos et p # 2. En déduire que tout
automorphisme de I'algebre de Lie sl (k) est de la forme z — gzg~! pour
un g € GLo(k).

EXERCICE 1.7. Soit n > 1 un entier, et supposons que p ne divise pas n.

Montrer qu’il existe un isomorphisme d’algebres de Lie
al,, (k) = sl, (k) x k.

EXERCICE 1.8. Soit h C g un idéal de codimension k.

(1) Montrer que si k € {1,2} alors Z(g) # g.

(2) Sih=j3(g), montrer que dim(Z2(g)) < @

(3) En déduire qu’on ne peut pas avoir dim(3(g)) = dim(g) — 1.

EXERCICE 1.9. Pour toute partie S C g, on définit le centralisateur de S par

30(S) ={zeg|Vyes, [z,y] =0}

(1) Montrer que 34(S) est une sous-algebre de Lie de g.

(2) Montrer que si b est un idéal, 34(h) est un idéal de g.

(3) Sin >1 est un entier, déterminer 341 (1) (0n(k)).

EXERCICE 1.10. Pour toute sous-algebre de Lie h C g, on définit son normali-
sateur par

Ng(h) ={z eg|Vyehb, [z,y] €b}.
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(5) Construire un morphisme injectif d’algebres de Lie

Nqg(h)/35(b) — gl(b).
(6) Sin > 1 est un entier, déterminer Ny (o (1} (k)).

EXERCICE 1.11. Soit € g. Montrer que le sous-espace vectoriel de g engendré
par les vecteurs propres de ad(x) est une sous-algebre de Lie de g.

EXERCICE 1.12. Considérons 1’algébre de Lie Der(g) des dérivations de g (par
rapport & l'application bilinéaire [—,—]). Montrer que le sous-espace de Der(g)
formé des dérivations intérieures est un idéal de Der(g).

EXERCICE 1.13. Montrer que l'algebre de Lie sl3(k) est simple ssi p # 3. Indi-
cation : si b C sl3(k) est un idéal, on pourra considérer les endomorphismes ad(h))y
pour

1 0 0 0 0 O
h={(0 -1 0 et h=10 1 0
0 0 0 0 0 -1

2. Chapitre 3

EXERCICE 2.1. Soit g une algebre de Lie non abélienne de dimension 2. Détermi-
ner tous les automorphismes d’algebre de Lie de g.

EXERCICE 2.2. Soit g une algebre de Lie de dimension m > 4 telle que
dim(2(g)) = 1 et Z(g) ¢ 3(g). Montrer que g est isomorphe au produit d’une
algebre de Lie abélienne de dimension m — 2 et d’une algebre de Lie non-abélienne
de dimension 2.

EXERCICE 2.3. Montrer que, sur le corps k = R, il existe, & isomorphisme pres,
exactement 2 algebres de Lie g de dimension 3 telles que 2(g) = g : l'algebre de
Lie sl3(R) et 'algébre de Lie R® munie du produit vectoriel

x1 Y1 T2Y3 — T3Y2
To | AN y2 | = | x3y1 — 2193
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1

EXERCICE 2.4. Soit g I’algebre de Lie de Heisenberg sur k, c’est-a-dire 1’algebre
de Lie de dimension 3, et de base (z,y, z) qui vérifie

[,y =2z, [z,2]=][y,2] =0.

Montrer que 1'algébre de Lie Der(g) des dérivations de g (pour 'application bi-
linéaire [—, —]) est de dimension 6, et que son quotient par 'idéal des dérivations
intérieures est isomorphe & gls (k).

EXERCICE 2.5. (1) Soient b et i des algebres de Lie, et soit 6 : h — Der(i)
un morphisme d’algebres de Lie. Montrer que si on pose g = X i et qu’on
munit cet espace vectoriel du crochet

[(h1,1), (ha,i2)] = ([h1, ha], [i1, i2] + 0(h1)(i2) — O(h2)(i1))

pour hy,ho € h et i1,i5 € i, alors g est une algebre de Lie, hh est une sous-
algebre de Lie de g, et i est un idéal de g. (L’algebre de Lie g est alors
appelée le produit semi-direct de b et i, et notée b x i.)
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(2) Réciproquement, soit g une algebre de Lie, et soit i C g un idéal. On suppose
qu’il existe une sous-algebre de Lie h C g telle que g = h @i (comme espaces
vectoriels). Montrer que l’application

h — Der(i)
0 :
r = ad(x);
est un morphisme d’algebres de Lie, et que g est isomorphe a ’algebre de
Lie b x i.
EXERCICE 2.6. Déterminer, a isomorphisme pres, toutes les algebres de Lie g
telles que dim(2(g)) = 1.

EXERCICE 2.7. On suppose que k = C. Déterminer a quelles algebres de Lie
apparaissant dans la classification (en dimension 3) sont isomorphes les algeébres de
Lie suivantes :

(1) lalgebre de Lie engendrée (comme espace vectoriel) par les matrices

A0 0 00 1 00 0
0 p 0|, (00 0], [0 01
00 v 00 0 00 0

(ot A\, p, v € C sont fixés) ;

(2) la sous-algebre de Lie de gl,(C) formée des matrices de la forme

o O OO
S O ¥ ¥
o O O O

*
0
0
0

(3) la sous-algebre de Lie de gl,(C) formée des matrices de la forme

S O O %
O O ¥ *

0
0
0
0

OO OO

3. Chapitre 4
EXERCICE 3.1. Soit g une algebre de Lie.
(1) Montrer que si h C g est un sous-espace vectoriel de g, alors
2(g) C h < (b est un idéal et g/h est une algebre de Lie abélienne).

(2) Montrer que g est résoluble ssi il existe une famille ho,--- , b, de sous-
algebres de Lie de g telle que

g=hoDhiD---Dhr—1 Db, ={0},

chaque h; ;1 est un idéal de b;, et chaque quotient b;/h; 1 est une algebre
de Lie abélienne.

EXERCICE 3.2. Montrer que si g est une algebre de Lie nilpotente, alors 3(g) #
{0}. Montrer que cette implication n’est pas vraie pour les algebres de Lie résolubles.

EXERCICE 3.3. Soit g une algebre de Lie. Montrer que g est résoluble (resp. nil-
potente) ssi la sous-algebre de Lie ad(g) C gl(g) est résoluble (resp. nilpotente).
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EXERCICE 3.4. Soit g une algebre de Lie. Montrer que la somme de deux idéaux
nilpotents de g est un idéal nilpotent. En déduire que si g est de dimension finie,
elle possede un unique idéal nilpotent maximal.

EXERCICE 3.5. Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension finie, et soit
i C g un idéal non nul. Montrer que iN3(g) # {0}. (Indication : on pourra considérer
Paction de g sur i induite par Paction adjointe.)

EXERCICE 3.6. Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension finie, et soit
h C g une sous-algebre de Lie propre. Montrer que I'inclusion h C Ny(h) est stricte.

EXERCICE 3.7. Le but de cet exercice est de démontrer que toute algebre de
Lie nilpotente admet une dérivation (pour [—, —]) qui n’est pas intérieure. Soit donc
g une algebre de Lie nilpotente.

(1) Montrer qu'il existe un idéal i C g de codimension 1. (Dans la suite de
Pexercice, on fixe un tel idéal.)

(2) Montrer que 34(i) # {0}.

(3) On fixe € g tel que g = i@ k- x, et on note n € N l'entier maximal tel
que 34(1) C €"(g). Soit alors z € 34(1) \ €' (g). Montrer que I'unique
application linéaire D : g — g qui est nulle sur i et qui vérifie D(z) = z est
une dérivation de g, et qu’elle n’est pas une dérivation intérieure.

EXERCICE 3.8. Soit g une algebre de Lie de dimension finie, et soit i C g un
idéal tel que g/i est nilpotente et que ad(z)}; est un endomorphisme nilpotent de i
pour tout € g. Montrer que g est nilpotente.

EXERCICE 3.9. On suppose que k est algébriquement clos. Montrer qu’une
algebre de Lie g sur k est nilpotente ssi toute sous-algebre de Lie de g de dimension
2 est abélienne.

EXERCICE 3.10. Supposons que p > 0, et considérons les matrices suivantes
dans gl, (k) :

010 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
= e o Y= o0 : :
000 -+ 1 00 -+ p—2 0
100 --- 0 0o 0 -- 0 p—1

Montrer que le sous-espace vectoriel de gl,(k) engendré par x et y est une sous-
algebre de Lie résoluble, mais que x et y n’ont aucun vecteur propre commun (de
sorte que I’énoncé du théoreme de Lie est faux dans ce cas).

EXERCICE 3.11. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Montrer qu’'une k-algébre de Lie g de dimension finie est résoluble ssi Z(g) est
nilpotente.

EXERCICE 3.12. Soit g une algebre de Lie. Montrer que Rad(g) est inclus dans
toute sous-algebre de Lie résoluble maximale de g.

EXERCICE 3.13. Soit g une algebre de Lie. Montrer que g est semi-simple ssi
elle ne possede aucun idéal abélien non nul.
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EXERCICE 3.14. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0.

Soit m > 1. Montrer que si g C gl,, (k) (resp. g C sl,,(k)) est une sous-algebre
de Lie, alors g est résoluble ssi il existe g € GL,(k) tel que g C g - b}t - g1
(resp. g C g (b Nsl,(k)) - g7 1).

En déduire que les sous-algebres de Lie résolubles maximales de gl,, (k) (resp. de
sl,(k)) sont exactement les sous-algebres de la forme g - b} - g=1 (resp. g - (b7 N
sl,(k)) - g71) avec g € GL, (k).

EXERCICE 3.15. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Montrer que

Rad(gl, (k) =k - I,,  Rad(sl,(¥)) = {0}.
(On pourra utiliser les exercices 3.12 et 3.14.)

EXERCICE 3.16. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Montrer que si V est un k-espace vectoriel de dimension finie et si g C gl(V) est
une sous-algebre de Lie résoluble, alors Tr(zy) = 0 pour tous z € Z(g) et y € g.

(La réciproque de cette propriété est vraie également, mais beaucoup plus dif-
ficile; elle s’appelle le critére de Cartan, et sera vue ultérieurement.)

4. Chapitre 5

EXERCICE 4.1. Soit g une algebre de Lie de dimension finie et i C g un idéal.
Montrer que
i-U(g)={z-u,zei,ucl(g)}

est un idéal bilatere, et qu’il existe un isomorphisme naturel d’algebres

U(g)/(i-U(g)) = U(g/i).
(On donnera 2 preuves de cet isomorphisme : une utilisant le théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt, et autre utilisant la propriété universelle de I’algebre enveloppante.)

EXERCICE 4.2. Soit X un ensemble fini, et soit V ’espace vectoriel dont une
base est formée par les symboles {e,, x € X}. Considérons l'algebre tensorielle
T(V), et soit gx le sous-espace vectoriel de T (V) engendré par tous les vecteurs
qui peuvent s’écrire comme des commutateurs successifs d’éléments de V-C T (V).

(1) Montrer que gx est une sous-algebre de Lie de T(V'). (Cette algebre de Lie
est appelée I'algébre de Lie libre associée a X.)

(2) Montrer que gx posséde la “propriété universelle” suivante : pour toute
algebre de Lie hh de dimension finie et toute application ¢ : X — b, il existe
un unique morphisme d’algebres de Lie ¢ : gx — b tel que ¥(e,) = p(x)
pour tout z € X.

(3) Montrer qu'il existe un isomorphisme naturel d’algebres U(gx) — T (V).
(Indication : on pourra comparer les propriétés universelles des algebres

U(gx) et T(V).)
(4) Décrire ’algebre gx dans le cas ot X n’a qu’un élément.
EXERCICE 4.3. Si A est un anneau, on définit 'anneau A°P dont le groupe

abélien sous-jacent est (A, +), et dont la multiplication est donnée par u°P(a,b) :=
b-a pour a,b € AP = A.
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Montrer que, si g est une algebre de Lie de dimension finie, il existe un isomor-
phisme d’anneaux U(g) — U(g)°P. (Indication : on pourra considérer I’endomor-
phisme de g donné par = — —zx.)

EXERCICE 4.4. On rappelle que si A est un anneau, un diviseur de 0 de A est
un élément a € A\ {0} tel qu’il existe b€ A~ {0} telque a-b=00oub-a=0.

Montrer que si g est une algebre de Lie de dimension finie, Panneau U(g) est
integre, c’est-a-dire n’a pas de diviseur de 0. (Indication : on pourra commencer
par vérifier que grif(g) n’a pas de diviseur de 0.)

EXERCICE 4.5. Soit g une algebre de Lie de dimension finie. Pour z € g, on
définit ’endomorphisme ad(z) de U(g) par

ad(z)(y) =z y—y-=
pour tout y € U(g).

(1) Montrer que, pour tout = € g, ad(x) stabilise le sous-espace vectoriel g C
U(g), et que sa restriction a ce sous-espace est 'endomorphisme de g noté
habituellement ad(x).

(2) Montrer que ad : g — gl(U(g)) définit une représentation de g sur I'espace
vectoriel U(g).

(3) Montrer que si , 1, , 2., sont des éléments de g, alors
m
ad(z)(x1 - xm) = Z X1 wi—y - ad(@)(x;) - Tig1 - T
=1

(4) Montrer que pour tout x € g et tout y € U(g), il existe un sous-espace
vectoriel V' C U(g) de dimension finie contenant y et stable par ad(z).

EXERCICE 4.6. On rappelle quun anneau A est dit noethérien a gauche si
tout idéal & gauche de A est de type fini (c’est-a-dire engendré, comme A-module &
gauche, par un nombre fini d’éléments). On rappelle également que pour tout entier
r > 1, Panneau k[ X7, - -+, X,] est noethérien & gauche.

Le but de cet exercice est de montrer que, si g est une algebre de Lie de
dimension finie !, ¢(g) est un anneau noethérien & gauche.

(1) Soit A=@P,,~, A" un anneau gradué. Un idéal & gauche I est dit gradué si
I=@,-,(A"N1I). Montrer que si A est noethérien & gauche et si I est un
idéal & gauche gradué, alors I est engendré par un nombre fini d’éléments
homogenes (c’est-a-dire des éléments qui appartiennent & des sous-espaces
A™).

(2) Soit A un anneau filtré tel que grA est noethérien & gauche. Montrer que A
est noethérien a gauche.

(3) Montrer que, si V est un espace vectoriel de dimension finie, ’anneau S(V)
est noethérien a gauche.

(4) En déduire que, si g est une algebre de Lie de dimension finie, U(g) est un
anneau noethérien a gauche.

1. Notons que dans cet exercice, contrairement aux autres, cette hypothese est essentielle.
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5. Chapitre 6

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique

EXERCICE 5.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et soient x,y des
endomorphismes de V' qui commutent. Montrer que

(T+y)s=zs+ys et (T+Y)n=Tn+Yn.
Montrer que ceci n’est pas vrai en général si z et y ne commutent pas.

EXERCICE 5.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, soit z un endo-
morphisme de V, et soit W C V un sous-espace vectoriel stable par z, de sorte
qu’on peut considérer la restriction x|y comme un endomorphisme de W. Montrer
que s et x, stabilisent W, et que la décomposition de Jordan de zy est

Tyw = (xs)|W =+ (Z'n)|W~

EXERCICE 5.3. Montrer que 'algébre de Lie bT (k) est résoluble en utilisant le
critere de Cartan.

EXERCICE 5.4. (1) Calculer explicitement la forme de Killing des algebres
de Lie de dimension 1, 2 ou 3. Vérifier les criteres de résolubilité et de
semi-simplicité sur ces exemples.

(2) Montrer que pour g = sl,(C), on a
() = 20 Tr(zy)

pour tous z,y € sl,(C). (Indication : on pourra montrer qu’il suffit de
vérifier cette formule quand x est une matrice diagonale, puis la vérifier
explicitement dans ce cas.)

(3) En déduire une formule pour la forme de Killing de g, (C).

EXERCICE 5.5. Montrer que la forme de Killing d’une algebre de Lie nilpotente
de dimension finie est nulle.

EXERCICE 5.6. Soit g une algebre de Lie simple, et soit 5 : g x g — k une forme
bilinéaire qui vérifie

Bz, [y, 2]) = B([z,y],2) pour tous z,y, 2 € g.

Montrer qu’il existe A € k tel que 8 = A - k. En déduire que § est symétrique.
Indication : on pourra montrer que le morphisme g — g* envoyant z sur la
forme linéaire y — f(x,y) est un morphisme de g-modules (ou g agit sur g* via la
représentation duale de la représentation adjointe). Puis on pourra vérifier que si
V et W sont des représentations simples d’une algebre de Lie b, ’espace vectoriel
des morphismes de h-représentations de V vers W est de dimension au plus un.

EXERCICE 5.7. Soit g une algebre de Lie semi-simple, et soit g =i, & --- @
i sa décomposition en idéaux simples. Soit = € g, et soit © = x1 + -+ + g
sa décomposition selon cette somme directe. Montrer que si * = x5 + x, est la
décomposition de Jordan de = dans g, on a
Ts = (21)s + -+ (Tg)s et Ty = (1) + -+ (Tk)n

ol, pour tout j, x; = (z;)s + (x;)n est la décomposition de Jordan de z; dans i;.
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EXERCICE 5.8. Soient g et hh des algebres de Lie semi-simples, et soit ¢ : g — b
un morphisme d’algebres de Lie surjectif. Montrer que si z € g on a

p(@)s = p(zs) et p(x)n = p(Tn).
Indication : on pourra soit utiliser I'exercice 5.7, soit raisonner directement &
partir de la définition de la décomposition de Jordan dans g et h.

6. Chapitre 7

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et g est une algebre de Lie de dimension finie sur k.

EXERCICE 6.1. Soit V une représentation de dimension finie de g. Montrer
que V est simple (respectivement semi-simple) ssi V* est simple (respectivement
semi-simple).

EXERCICE 6.2. Soit V une représentation de g, soit W C V une sous-représenta-
tion, et soit ¢ : W — V linclusion naturelle. Montrer qu’il existe une sous-
représentation W’/ C W telle que V.= W & W’ ssi il existe un morphisme de
représentations p : V. — W tel que poi = idy .

EXERCICE 6.3. Calculer explicitement 1’élément de Casimir associé a la repré-
sentation naturelle de sl (k) sur k2, puis & sa représentation adjointe.

EXERCICE 6.4. Montrer que g est réductive ssi la représentation (g,ad) de g
est semi-simple.

EXERCICE 6.5. Supposons que g est réductive.

(1) Montrer qu'on a g = 3(g) @ 2(g), et que l'algébre de Lie Z(g) est semi-
simple. (Indication : on pourra considérer g comme une représentation de
lalgebre de Lie semi-simple g/3(g) via ad, et considérer un supplémentaire
stable de 3(g).)

(2) Montrer qu’une représentation de dimension finie (V, g) de g est semi-simple
ssi pour tout = € 3(g) 'endomorphisme g(z) de V est diagonalisable. (Indi-
cation : on pourra utiliser le lemme de Schur.)

EXERCICE 6.6. Supposons que g est semi-simple, et soit h C g une sous-algebre
de Lie qui est également semi-simple. Montrer que si x € B, alors les décompositions
de Jordan de x dans h et dans g coincident.

EXERCICE 6.7. Redémontrer le fait que, si g est semi-simple, alors toute dériva-
tion de g est intérieure, en utilisant le théoreme de Weyl. Plus précisément, étant
donné ¢ € Der(g), on pourra définir une structure de représentation de g sur l'es-
pace vectoriel g & k en posant x - (y,a) = (ad(z) + [z,y],0), puis considérer un
supplémentaire de la sous-représentation g & {0}.

EXERCICE 6.8. Si V est une représentation de dimension finie de sly(k), on
rappelle qu’on a
V=Vim ot Vp={veV]|hv=mv}
meZ
Le caractere de V est alors défini par
ch(V) =" dim(V;n)- X™ € Z[X,X].
meZ
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(1) Montrer que si V' et W sont deux représentations de dimension finie de
sla(k), on a

ch(V @ W) = ch(V) - ch(W).

(2) Sionnote V(m) la représentation simple de sl (k) de plus haut poids m € N,

montrer que
m

ch(V(m)) = X™m2,

=0

(3) Montrer que les vecteurs ch(V(m)) (pour m € N) sont linéairement indé-
pendants dans le Z-module Z[X, X ~1].

(4) En déduire que si V et W sont deux représentations de dimension finie de
sla(k), alors V' et W sont isomorphes ssi ch(V) = ch(W).

(5) Montrer que si m,n € N et si m < n, alors

V(n) @ V(m) = @ V(m+n — 2i)
i=0

EXERCICE 6.9. (1) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et h C
gl(V) une sous-algebre de Lie semi-simple. Si z € § est un élément qui est
nilpotent comme endomorphisme de V', on peut considérer

n

exp(z) = Z % € End(V)

n>0

(puisque cette somme est en fait finie). De méme, ad(z) € gl(h) est nilpotent,
donc on peut considérer exp(ad(z)) € End(h). Montrer que pour tout y € b
on a

exp(z) oy o exp(—z) = (exp(ad(z)))(y)-

(Indication : on pourra décomposer ad(z) = Ay — p, dans End(gl(V)), ou
Az, T€SD. pg, est la multplication a gauche, resp. a droite, par x.)

(2) Supposons maintenant que g est semi-simple, et soit (V, ¢) une représenta-
tion de dimension finie de g. Montrer que si « € g est nilpotent, alors pour
tout y € g on a

exp(o(2)) © o(y) o exp(—o(x)) = o(exp(ad(z))(y)).

(3) Supposons que g = sla(k), et soit (e, h, f) sa base usuelle. Montrer que
(exp(ad(e)) o exp(ad(—f)) o exp(ad(e))) (h) = —h.

(4) Soit (V, ) une représentation de dimension finie de sly(k). Montrer que

7 := exp(g(e)) o exp(o(—f)) o exp(o(e))
est un endomorphisme inversible de V', qui vérifie
T(Vim) =Vom

pour tout m € Z. (Indication : on pourra considérer 7o g(h) o 771.)
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EXERCICE 6.10. (1) Soit A € k. On consideére un k-espace vectoriel M ()
de base (v;, i € N). On définit des applications linéaires

E,H,F: M\ — M())

en posant
0 sii=0;
E i) — ) H i) = A_2 i F ;) = +1 ; )
v {M—i+um1 sii>0, (i) = (A= 2i)v (vi) = (i + Dvita

Montrer que I'application linéaire o : sly(k) — gl(M(\)) définie par

ole) =E, o(h)=H, off)=F
définit sur M (\) une structure de représentation (de dimension infinie) de
5[2 (k)

(2) Montrer que si A ¢ N, alors M () est une représentation simple.

(3) Montrer que si A € N, alors il existe un morphisme de représentations non
nul ¢ : M(=\—2) = M()), et que ce morphisme est injectif. Montrer
qu’il existe un isomorphisme M (X)/Im(p) = V(A), et que la représentation
M () n’est pas isomorphe & la somme directe V(A) & M (=X — 2).

EXERCICE 6.11. Soit ¢ : sly(k) — sl3(k) I'inclusion naturelle, définie par

a b 0
L (CCI _ba> =|c —a O
0 0 O
Décomposer la représentation (sl3(k),adot) de sly(k) en somme directe de représen-
tations simples.

7. Chapitre 8

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et g est une algebre de Lie de dimension finie sur k.

EXERCICE 7.1. Dans cet exercice on suppose que g = sl,(k) pour un n €
N~ {0,1}. On note t C g la sous-algebre de Lie formée des matrices diagonales (de
trace nulle).

(1) Montrer que les sous-algebres de Lie torales maximales sont exactement les
sous-algebres de la forme gtg~! avec g € GL,, (k).

(2) Montrer que 'ensemble ® des racines de g (par rapport & t) est ’ensemble
des formes linéaires x; ; : t — k définies par

Xij(M) = M;; — Mj,;
pour 4,5 € {1,--- ,n} avec i # j.
(3) Pour chaque « € ®, décrire le sous-espace g, correspondant.
(4) Pour chaque racine o € ®, déterminer explicitement t,, et hq.
(5) Calculer 5(hy) pour tout couple a, 8 € ®.
EXERCICE 7.2. Dans cet exercice on suppose que g = sp,,, (k). (On rappelle que
cette algebre de Lie est semi-simple.) On note t C g la sous-algebre de Lie formée

des matrices diagonales. Montrer que t est une sous-algebre de Lie torale maximale,
et déterminer I’ensemble des racines ® correspondant.
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EXERCICE 7.3. (1) Montrer que si g est une algebre de Lie semi-simple non
simple, il existe une sous-algebre de Lie torale maximale h C g telle que le
systeme de racines correspondant ® admet une décomposition ® = &1 LI P,
avec O £ &, Oy #£ I, et B(h,) = 0 pour tous o € Py et 5 € Do

(2) En utilisant les résultats de ’exercice 7.1, en déduire que ’algebre de Lie
s, (k) est simple si n > 2.

EXERCICE 7.4. Soit g une algebre de Lie semi-simple, et soit i C g une sous-
algebre torale maximale. Montrer que si x € g est tel que [x,h] C b, alors z € b.
(En d’autres termes, le normalisateur de b est b elle-méme.)

EXERCICE 7.5. Soit g une algebre de Lie semi-simple de dimension 3. Montrer
que si h C g est une sous-algebre de Lie torale maximale, alors le systeme de
racines @ correspondant est de cardinal 2. En déduire qu’il existe un isomorphisme
d’algebres de Lie g = sl (k).

EXERCICE 7.6. Montrer que si g est une algebre de Lie semi-simple, h C g est
une sous-algebre de Lie torale maximale, et ® est le systéme de racines correspon-
dant, alors

dim(g) = dim(h) + #P, H est pair, et ? > dim(h).

En déduire qu’il n’existe pas d’algebres de Lie semi-simples de dimension 4, 5 ou 7.

EXERCICE 7.7. Soit g une algebre de Lie semi-simple, et h C g une sous-algebre
de Lie torale maximale. Montrer que si x € h, alors

s0(@)={yecgllr,y] =0}

est une algebre de Lie réductive.
En déduire que pour tout élément semi-simple = € g, I'algebre de Lie 34(z) est
réductive.

EXERCICE 7.8. Soit g une algebre de Lie semi-simple, h C g une sous-algebre
de Lie torale maximale, et ® le systéme de racines correspondant. Montrer que si
pour tout & € @ et tout S € ® \ {a, —a} on a B(hy) = 0, alors g est isomorphe &
un produit de copies de sla (k).

8. Chapitre 9

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique

EXERCICE 8.1. (1) Montrer que, & isomorphisme pres, les seuls systémes
de racines dans un espace euclidien de dimension 2 sont les systémes de
type A1 X Al, AQ, B2 et GQ.

(2) Montrer que ces systémes de racines sont deux a deux non isomorphes.

(3) Pour chaque systeme de racine ® considéré ci-dessus, montrer que ®V est
isomorphe & ®. (Notons que cette propriété n’est pas vraie en général pour
un systéme de racines quelconque.)

EXERCICE 8.2. Montrer le groupe de Weyl du systeme de racines de type A;
est Z/2Z.
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Montrer que le groupe de Weyl du systeme de racines de type A; x Aj, res-
pectivement Ao, respectivement Bs, respectivement Go, est isomorphe a Z/2Z,
respectivement a G3, respectivement au groupe dihédral d’ordre 8, respectivement
au groupe dihédral d’ordre 12.

EXERCICE 8.3. (1) On consideére l'algebre de Lie g = sla(k), et sa sous-
algebre torale maximale h formée des matrices diagonales. Montrer que le
systeme de racines associé est isomorphe au systeme de type Aj.

(2) On considere l'algebre de Lie g = sl3(k), et sa sous-algebre torale maximale
h formée des matrices diagonales. Montrer que le systéme de racines associé
est isomorphe au systeme de type As.

(3) On considere l’algebre de Lie g = sp,(k), et sa sous-algebre torale maximale
h formée des matrices diagonales. Montrer que le systéme de racines associé
est isomorphe au systeme de type Bo.

(4) On considere ’algebre de Lie g = sl (k), et sa sous-algebre torale maximale
h formée des matrices diagonales. Montrer que le groupe de Weyl du systeme
de racines associé est isomorphe au groupe symétrique &,,.

EXERCICE 8.4. On reprend les notations de ’exercice 7.1.

(1) Montrer que les formes linéaires x;+1,; (aveci € {1,--- ,n—1}) forment une
base du systeme de racines ®. Déterminer les racines positives et négatives
associées, et les exprimer comme combinaisons linéaires de racines simples.

(2) On rappelle que le groupe de Weyl de ® est canoniquement isomorphe a

S, (voir lexercice 8.3). Pour le choix de base considéré dans la question
précédente, déterminer les images dans S,, des réflexions simples.

(3) Déterminer les réseaux P et @), et montrer que P/Q = Z/nZ.

EXERCICE 8.5. Soit ® un systéme de racines dans un espace euclidien F, et
soient «, 8 deux racines non colinéaires. On note r, respectivement ¢, le plus grand
entier tel que 8 — ra est dans @, respectivement tel que 8 + ga est dans ®.

(1) Montrer que les éléments de ® de la forme S+ia avec ¢ € Z sont exactement
les vecteurs 8 + i avec i € {—r,—r+1,--- ,¢—1,q}.

(2) Montrer que r — ¢ = {aV, 3).

(3) Montrer qu’il existe au plus 4 éléments de ® de la forme § + ia.

(4) Calculer r et g explicitement pour tous les couples de racines non colinéaires

dans le systeme de racines de type Go.

EXERCICE 8.6. Soit g une algebre de Lie semi-simple, soit h C g une sous-
algebre torale maximale, et soit ® le systeme de racines associé. Montrer que pour
tous a, 3 € ® on a

<avvﬁ> = 5(h04>

EXERCICE 8.7. Dans chaque systeme de racines de rang 2, déterminer les
chambres de Weyl, les bases, et la bijection entre chambres de Weyl et bases.

EXERCICE 8.8. Soit ® un systeme de racines dans un espace euclidien F, soit
W son groupe de Weyl, et soit A une base de ®. Soit ¢ la fonction de longueur sur
W associée au choix de A.
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(1) Montrer que siw € W et a« € A, on a

_Jl(w)+ 1 siw(a) =0
Hwsa) = {E(w) -1 siw(a)=<0.

i

(2) Montrer que pour tout w € W on a £(w) = £(w™1).

(3) Montrer que si £(wsq) = ¢(w) — 1 pour tout @ € A, alors w(®*) = d~. En
déduire qu’il existe un unique élément de W qui vérifie cette propriété, et
qu’il est de longueur %#CD. Cet élément sera noté wy.

(4) Montrer que dans toute expression réduite de wp, toutes les réflexions s,
avec o € A doivent apparaitre au moins une fois.

(5) Montrer que (wp) ™! = wo.

(6) Montrer que pour tout w € W il existe v € W tel que wv = wy et £(w) +
L(v) = £(wo).

(7) Déterminer wy explicitement dans tous les systémes de racines de rang 2,
puis dans le cas considéré a ’exercice 7.1.

EXERCICE 8.9. Soit ® un systeme de racines dans un espace euclidien F, et
soit W son groupe de Weyl. Montrer que si s est une réflexion orthogonale (par
rapport & un hyperplan de E) tel que s € W, alors il existe § € ® telle que
s = sg. (Indication : on pourra considérer le stabilisateur dans W des vecteurs
dans 'hyperplan de réflexion de s.)

EXERCICE 8.10. Soit ® un systeme de racines dans un espace euclidien E.
Montrer que le groupe quotient P/Q est fini.

EXERCICE 8.11. Soit ® un systeme de racines de rang 2, et considérons la base
(a, B) de @ vue en cours. Calculer explicitement les poids fondamentaux correspon-
dants (en les exprimant sur la base {«, 8} de E.) En déduire la structure du groupe
P/Q dans chaque cas.

9. Chapitre 10

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et on fixe une algebre de Lie semi-simple g sur k. On fixe également une sous-
algebre de Lie torale maximale h C g, et on note ® le systeme de racines associé.
Enfin, on choisit une base A de ®.

EXERCICE 9.1. Montrer que la sous-algebre de Borel b est une sous-algebre de
Lie résoluble maximale dans g.

EXERCICE 9.2. Montrer que g est engendrée, comme algebre de Lie, par les
sous-espaces vectoriels g, avec o € AU (—A).

EXERCICE 9.3. On suppose que g = sl,(k), et on choisit pour sous-algebre
torale maximale h la sous-algebre notée t dans 'exercice 7.1, et pour base A de ®
la base considérée dans l’exercice 8.4.

(1) Déterminer b, nt et n~ explicitement.

(2) On considere la représentation naturelle de sl, (k) sur k™. Déterminer les
poids de cette représentation, et son plus haut poids.
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EXERCICE 9.4. On considére A € PT, et un vecteur maximal v € L(A\)x. On
fixe également, pour chaque o € ®*, un élément y, € g_, ~ {0}.
On note J(A) le noyau du morphisme

{2

et J'(A) l'idéal & gauche de U(g) engendré par les éléments yf"hu)ﬂ pour «a € A.

Le but de cet exercice est de montrer que J(A) = J'(A).
(1) Montrer que J'(A) C J(A), et en déduire que ¢ se factorise via un morphisme
de représentations surjectif L'(\) — L(A), ou L'(X) :=U(g)/J'(N).

(2) Soit A une k-algébre associative, et soient y, z € A. Montrer que pour tout

ke Nona
kL , ,
=3 (Faapa) .
— \J
J
(3) En utilisant l'exercice 8.5, montrer que si a, 3 € T, alors ad(ya,)*(ys) = 0.
(4) Fixons a € A. Montrer par récurrence sur j que pour tous aq, -+, € T
(non nécessairement distincts), il existe N € N tel que

Uy - Woo Yoy, +J' (V) =0
dans L'(X).
(5) Montrer que tout vecteur de L'(\) appartient & une sous-T,-représentation
de L'(\) de dimension finie.

(6) En déduire que L'(A) est de dimension finie. (Indication : on pourra copier
la fin de la preuve du fait que L(\) est de dimension finie.)

(7) Conclure.

EXERCICE 9.5. Soient A € h* et a € A, et supposons que (A, h,) € N. Montrer

que y&’\’h“Hl - vy est un vecteur maximal dans M ().

EXERCICE 9.6. On suppose que g = sly(k), et on note

1 0 0 1
h‘(o —1)’ 6‘(0 0)'
On choisit h = k- h, et A de sorte que n™ = k-e. On identifie P & Z via A — (\, h).

Mountrer que pour A € Z le module de Verma M ()) s’identifie & la représentation
M () considérée dans ’exercice 6.10.

EXERCICE 9.7. (1) Soit A € P*. Montrer que si w € W et si on considere
la base de ® formée des vecteurs {w(a) : & € A}, le plus haut poids de L(\)
par rapport a ce choix de base est w(\).

(2) Montrer que si A € PT on a L(A\)* = L(—wp())), o wg € W est comme
dans I'exercice 8.8.

(3) Montrer que si A\,u € P alors il existe une représentation V de g et un
isomorphisme de représentations L(A\) ® L(p) =2 LA+ p) @ V.

EXERCICE 9.8. (1) Soit V une représentation de g, et soit A € h*. Montrer
qu’il existe un morphisme de représentations non nul M(\) — V ssi V
possede un vecteur maximal de poids .
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(2) Montrer que si A\, u € h*, tout morphisme de représentations non nul de
M(X) vers M (u) est injectif.

EXERCICE 9.9. Montrer que pour tout d > 0, g ne possede qu’un nombre fini de
classes d’isomorphisme de représentations de dimension < d. (Indication : on pourra
remarquer que si A € Pt et a € A, L(\) posséde une sous-S,-représentation de
dimension (X, hq) +1.)

EXERCICE 9.10. Soit A € bh*, et fixons un vecteur non nul v € L(A),. On fixe
également une énumération (31,---,B,) des racines dans ®T et, pour tout 7, un
vecteur non nul z; € gg,.

(1) Montrer que si pp = X et si u € L(A), \ {0}, il existe des entiers k; > 0
(i€ {1,---,n}) tels que A — p = >0 | k; - B; et que ah gk oy est un
multiple non nul de v. (Indication : on pourra appliquer le théoréeme d’Engel
a laction de n sur U(n™) - u.)

(2) Pour tout ¢ < A, on note Y (A, ) le sous-espace vectoriel de M (N), formé
des vecteurs u tels que pour toutes les familles d’entiers positifs ou nuls
(K1, k) telles que A\ —pp=>""  k;-3; on a a¥ . gke y = 0. Montrer
que

Y =YK n

B2

est I'unique sous-représentation propre maximale de M (\).

10. Chapitre 11

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et on fixe une algebre de Lie semi-simple g sur k. On fixe également une sous-
algebre de Lie torale maximale h C g, et on note ® le systeme de racines associé.
Enfin, on choisit une base A de ®.

EXERCICE 10.1. Rappelons que le groupe de Weyl W agit sur Z[P] par w-e* =

e”). On note (Z[P])V C Z[P] le sous-ensemble formé des éléments invariants pour
cette action.

(1) Montrer que les éléments ch(L()\)) (pour A € PT) forment une Z-base de
@pPn™.

(2) Montrer que si x € (Z[P])", alors les coefficients de = dans la base
(ch(L(\)), A € PT)

appartiennent tous a N si et seulement si il existe une représentation V' de
dimension finie de g telle que = ch(V'). Montrer également que, dans ce
cas, V est unique a isomorphisme pres.

(3) Montrer que pour tous Ay, -+, A, dans P, les coefficients du produit
ch(L(\))- - -ch(L(\))

dans la base (ch(L()\)), A € PT) appartiennent a N.

(4) On considere I'involution d’anneaux z — T de Z[P] telle que e* = e,

Calculer, pour tout A € P, ch(L())).
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(5) Notons maintenant
(Z[P))® :={x € Z[P]) |Yw e W, w -z = (=1)*™) . 2},
Montrer que l'application z — Q - z induit un isomorphisme de Z-modules
(Z[P])" = (Z[P])".

Indication : pour montrer la surjectivité, on pourra tout d’abord remarquer
que (Z[P])¢ est engendré (comme Z-module) par les éléments

Ay = Z (—1)w)ew) pour A € PT.
weWw
Puis on montrera que Ay = 0si A € P\ (p+ PT), et pour A € p+ P* on
utilisera la formule de Weyl.

EXERCICE 10.2. Ecrire explicitement la formule de caractere de Weyl dans le
cas de lalgebre de Lie sl (k) (pour tous les plus haut poids possibles), et comparer
le résultat avec ’exercice 6.8.

EXERCICE 10.3. (1) On suppose que g = sl3(k), de sorte que ® est de type
As. On note A = {ay, s}, et on pose wy := wy, €t wa = wWy,. Montrer que
pour tous mi,ms € N on a

. my+ 1)(mo +1)(my +mo + 2
dlm(L(ml'wl—Fmg-wg)): ( ! )( 2 2)( ! 2 )
(2) On suppose que ® est de type By. On note A = {1, as}, avec (ag, 1) <
(042, 042), et on pose w1 1= Wq, et Wo = Wwqy,. Montrer que pour tous my,mo €
N on a

. mi1+ 1)(me 4+ 1)(mq1 + mao + 2)(mq + 2mo + 3
d1m(L(m1 s w1+ Mo 'Ldg)) = ( ! )( 2 )( ! 31 2 )( ! 2 )
(3) On suppose que ® est de type Gz. On note A = {aq, s}, avec (a1, a1) <
(ag, 042), et on pose wi 1= wq, et wa = w,,. Montrer que pour tous mi,mo €
N on a

dim(L(my - w1 +m2 - w2)) =

(m1 + 1)(ma2 + 1)(m1 + ma + 2)(m1 + 2m2 + 3)(m1 + 3m2 + 4)(2m1 + 3ma + 5)
5! '







Annexe B

Examen du premier semestre

PROBLEME. Le but de ce probléme est de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME (Théoréme de Levi). Soit g une algébre de Lie de dimension finie
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Alors il existe une sous-
algébre de Lie s C g qui est semi-simple et telle que

g =5 @ Rad(g)
(comme espaces vectoriels).

La démonstration utilisera le résultat suivant, qu'on admettra ®.

THEOREME (Théoréme de Weyl). Soit g une algébre de Lie semi-simple sur
un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Soit V' une représentation de
dimension finie de g, et soit W C V un sous-espace vectoriel stable par l’action de
g. Alors il existe un sous-espace vectoriel W' C V stable par l'action de g et tel que

V=waoWw.

Dans la suite du probléeme, on fixe un corps k algébriquement clos de caractéris-
tique 0, et une algebre de Lie g de dimension finie sur k.

(1) On suppose dans cette question que 3(g) = Rad(g) (c’est-a-dire que g est

réductive).
(a) Montrer que lapplication
{ 9/s(g)xg — g
(z+3(0),y) — [2,9]
est bien définie, et définit une représentation de g/3(g) sur g.

(b) Montrer que le sous-espace vectoriel 3(g) C g est stable par 'action de
9/3(g) définie ci-dessus.

(¢) En utilisant le théoreme de Weyl, en déduire le théoréme de Levi dans
ce cas.

(2) On suppose dans cette question que Rad(g) # {0}, que 3(g) # Rad(g), et
que Rad(g) ne contient aucun idéal de g différent de {0} et Rad(g).

(a) Montrer que 3(g) = {0}.
(b) Montrer que [Rad(g), Rad(g)] = {0}.
(¢) Montrer que I'application

{ g x Endi(g) — Endy (g)
(z, f) = ad(z)o f — foad(x)

définit une représentation de g sur Endg(g).

1. Voir le chapitre 7 pour une preuve de ce théoreme.
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(d) Counsidérons le sous-espace vectoriel
M = {f € Endy(g) | f(g) C Rad(g) et I\ € k tel que firada(g) = A - idRad(q) }-
Montrer que M est stable par I'action de g.

(e) Montrer que 'application linéaire ¢ : M — k qui, & f € M, associe
I'unique A € k tel que firad(g) = A - idRad(g), €st un morphisme surjectif
de représentations (ot k est muni de la représentation triviale, c’est-a-
dire telle que - = 0 pour tous x € g et p € k).

(f) On pose maintenant
P ={ad(y) : y € Rad(g)} C Endg(g).
Montrer que P est stable par action de g sur Endg(g), et que P C M.
(g) Montrer que si y € Rad(g) et f € M, alors y - f = ad(—p(f)y).
(h) En déduire que lapplication
{ g/Rad(g) x M/P  — M/P
(x+Rad(g),f+P) — (z-f)+P
est bien définie, et qu’elle définit une représentation de g/Rad(g) sur
M/P.

(i) Montrer qu’il existe fo € M tel que ¢(fp) = 1 et tel que pour tout
x €gonacx-fy€ P. (Indication : on pourra vérifier que ¢ induit un
morphisme surjectif ¢’ : M/P — k de représentations de g/Rad(g), olt
g/Rad(g) agit trivialement sur k, et utiliser le théoréme de Weyl.)

(j) On pose maintenant
s={xeg|z-fo=0}
Montrer que s est une sous-algebre de Lie de g.
(k) Montrer que g = s @ Rad(g).
(1) En déduire le théoreme de Levi dans ce cas.

(3) Le but de cette question est de démontrer finalement le cas général du
théoréme de Levi, par récurrence sur dim(Rad(g)).

(a) Démontrer le théoreme de Levi dans le cas ot dim(Rad(g)) = 0.

(b) On suppose maintenant que Rad(g) # {0}. Si Rad(g) ne contient aucun
idéal de g différent de {0} et Rad(g), le théoréme de Levi est démontré
dans les questions (1) et (2). On suppose donc dans la suite de cette
question qu’il existe un idéal h C g tel que {0} € h C Rad(g). Montrer
(en utilisant 'hypothese de récurrence) qu’il existe une sous-algebre de
Lie t C g contenant h telle que t/h est semi-simple et telle que

g/b = t/b © Rad(g)/b.
(c) Montrer que Rad(t) = b.
(d) En déduire le théoréme de Levi pour g.

(4) Dans cette question, on pourra utiliser sans démonstration les faits suivants :
— Pour tout m > 1, algebre de Lie sl,, (k) est semi-simple.
— Si g et b sont des algebres de Lie semi-simples, alors g x b est semi-simple.
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On fixe m,n > 1, et on considere les sous-espaces vectoriels suivants de
9l (k) (ot toutes les matrices sont découpées en blocs de taille m puis
n) :

9= {(g‘ g) . Acgl,,(k), Ccgl,k), Be Mm,n(k)} ,

b {(6‘ g) L A € sl (K), Oes[n(k)},

NI, B .
E._{( 0 ulﬂ).)\ek,uek,BeMm,n(k)}.

)

b) Montrer que g =h @ ¢.
)
)

(e) En déduire que £ = Rad(g).
Ces questions montrent que la décomposition g = hdt satisfait les conditions
du théoreme de Levi (dans ce cas particulier).

EXERCICE 1. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit
n > 1, et considérons la matrice S € My, (k) définie par

0 1,
s= (2 1)

On rappelle que l'algebre de Lie symplectique est la sous-algebre de Lie de gl,,, (k)
définie par

5p2n(k) = {X € g[Qn(k) | SX = _tXS}'
(On ne demande pas de vérifier qu’il s’agit effectivement d’une sous-algebre de Lie.)

(1) Soit X € gly, (k), et écrivons
A B
(e 5)
avec A, B,C, D € M, (k). Montrer que X appartient & sp,,, (k) ssi on a
'‘B=B, '‘C=C e ‘'A=-D.

(2) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel de k?" qui est non nul et
stable par I'action de tout élément de sp,, (k) C gly, (k), alors V = k".
(Indication : on pourra considérer les valeurs propres et espaces propres des
matrices diagonales qui appartiennent & spo,, (k).)

(3) En déduire que 'algebre de Lie sp,,, (k) est semi-simple.

EXERCICE 2. (1) Soit g une algebre de Lie, V une représentation de g,
de morphisme associé p : g — gl(V). Soit également W C V un sous-
espace vectoriel de V stable par I'action de tout élément de g. Si = € g, en
restreignant p(z) & W on obtient un endomorphisme pyw (z) de W. Montrer
que 'application linéaire

w48 7 ln)
z = pw()

définit une représentation de g sur W.
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Soit encore g une algebre de Lie, V' une représentation de g, de morphisme
associé p : g — gl(V), et W C V un sous-espace vectoriel de W stable par
Paction de tout élément de g. Soit m : V' — V/W la surjection canonique.
Montrer que pour tout x € g il existe un unique endomorphisme py /()
de V/W tel que
pvyw (@) o =m0 p(a),

et que 'application linéaire

v { g — gl(V/W)

T PV/W(@")

définit une représentation de g sur V/W.

Soit g une algebre de Lie, et soit V une représentation de g de dimension
finie non nulle, de morphisme associé p : g — gl(V'). Montrer qu’il existe
des sous-espaces vectoriels

{0} =VocWViCc---CVp CV, =V

stables par l'action de g et tels que pour tout i € {1,--- ,n}, la représenta-
tion (pv;)v,/v;,_, de g sur V;/V;_; construite comme ci-dessus est une repré-
sentation simple.

Soit g une algebre de Lie, soit V' une représentation simple de dimension
finie de g, de morphisme associé p : g — gl(V), et soit i C g un idéal tel que
p(x) est nilpotent pour tout x € i. Montrer que p(x) = 0 pour tout z € i.
Soit g une algebre de Lie de dimension finie. En déduire une preuve (différen-
te de celle vue en cours) du fait que si i et j sont des idéaux nilpotents de g
alors i +j est un idéal nilpotent de g. (Indication : on pourra appliquer le
résultat de la question (3) & la représentation adjointe de g.)

EXERCICE 3. Dans cet exercice on utilise la notation py introduite dans I’exer-
cice 2. On utilisera également le résultat suivant.

THEOREME (Théoreme de Burnside). Soit k un corps algébriquement clos, soit
V' un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit A une sous-algébre de l’algébre
associative Endy (V). Supposons que les seuls sous-espaces vectoriels de V' stables
par tous les éléments de A sont {0} et V. Alors A = Endg(V).

(1)

Soit g une algebre de Lie, et soit V une représentation de g de dimen-
sion finie. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel W C V tel que la
représentation py est simple. (Indication : on pourra soit utiliser la ques-
tion (3) de 'exercice 2, soit raisonner directement par récurrence.)

Supposons k algébriquement clos. Soient g et h deux algebres de Lie sur
k, soit V une représentation de g de dimension finie, de morphisme associé
p: g — gl(V), et soit W une représentation de b de dimension finie, de
morphisme associé o : h — gl(W). Il existe alors une unique structure de
représentation de g x h sur 'espace vectoriel V' ® W telle que

(X,Y) - v@w=pX)(v)®w+v®o(Y)(w)
pourtous X € g, Y € h,v € Vet w € W. (On ne demande pas de vérifier ce
fait.) Montrer que si V' et W sont des représentations simples, alors V @ W

est une représentation simple de g x h. (Indication : on pourra appliquer le
théoreme de Burnside.)
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(3) On suppose encore k algébriquement clos, et on considere deux algebres de
Lie g et b sur k. Soit également U une représentation simple de dimension
finie de g x b, de morphisme associé n: g x h — gl(U).

(a) On considere U comme une représentation de g via le morphisme

~ n
p:g=gx{0}—=gxbh—=glll).

Soit V' un sous-espace vectoriel de U stable par I'action de g et tel

que py est une représentation simple, et soit W’ 'espace vectoriel des

morphismes de représentations de g de V' vers U. Montrer qu’en posant

{2 0 s
pour Y € h et f € W' on définit une représentation de b sur W”’.
(b) Soit W un sous-espace vectoriel de W’ stable par 'action de b et tel que
ow est simple. Il existe alors une unique application linéaire
p: VoW =U

telle que p(v® f) = f(v) pour tout v € V et tout f € W C W’. Montrer
que @ est un isomorphisme de représentations de g x b (ot 'action sur
V ® W est comme dans la question 2).

EXERCICE 4. Soit k un corps de caractéristique 0, et soit k[X] I'espace vectoriel
des polynomes en une indéterminée X, & coefficients dans k. Soit A la sous-algebre
de lalgebre associative Endg(k[X]) engendrée par les endomorphismes

pod KXD = KX o D ERXT KX
1P -~ x-P @9 P - X.P

(1) Le but de cette question est de montrer que les vecteurs de la forme (f™-g
n,m € N) forment une base de A.

mo.

(a) Montrer que les vecteurs (¢™ : m € N) forment une famille libre dans A.

(b) Montrer que les vecteurs de la forme (f" - g™ : n,m € N) forment une
famille libre dans A.

(c) Conclure.

(2) Soit g une algebre de Lie sur k qui est non abélienne et de dimension 2.
Montrer qu’il existe un isomorphisme d’algebres

¥ U(g) = A.






Annexe C

Examen du deuxiéme semestre

EXERCICE 0.1. Soit ® un systeme de racines dans un espace euclidien F. On
dit que @ est réductible s’il existe une décomposition ® = &, UD, avec 1 et 5 non
vides telle que (a, 8) = 0 pour tous a € 1 et 8 € Py. On dit que P est irréductible
s’il n’est pas réductible.

(1) Montrer que si ® est réductible et si ®; et Py sont comme dans la définition
ci-dessus, alors ®; N $y = &.

(2) Supposons que ® est réductible, et soit A une base de ®. Montrer qu'il
existe une décomposition A = A; U A, avec Ay et As non vides telle que
(o, 8) = 0 pour tous a € Ay et 8 € A,.

(3) Soit A une base de ®, et supposons qu'’il existe une décomposition A =
A; UAy avec Ay et Ay non vides telle que («, 3) = 0 pour tous « € A et
B € As. On notera @, respectivement @5, ’ensemble des racines dans ®
dont un conjugué par W appartient a Aj, respectivement A,.

(a) Montrer que ® = & U P
(b) Montrer que
0 C P Ra et B PR-B
aEN, BEA2

(Indication : on pourra étudier laction des réflexions simples sur les
vecteurs de Ay et Ay.)

(c¢) En déduire que ® est réductible.

(4) On suppose dans cette question que @ est irréductible. On fixe une base A
de ®.

(a) Soit 8 € ® une racine qui est maximale pour l'ordre <. Montrer que
(8, ) > 0 pour tout @ € A, avec une inégalité stricte pour au moins un
a.

(b) Soit 8 € ® une racine qui est maximale pour Uordre <. Ecrivons
8= Z ko - .
a€A

Montrer que k, > 0 pour tout @ € A. (Indication : on pourra poser
Ay ={a € A ky>0}et Ap = {a € A ky = 0}, montrer que
A = A1 U Ay, et utiliser I'irréductibilité.)

(¢) Soient 8, € ® deux racines qui sont maximales pour ’ordre <. Montrer
que (3,8’) > 0. En déduire que 8 = 3.
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(5) Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et soit g une algebre
de Lie simple sur k. Soit h C g une sous-algebre torale maximale, et soit
® le systeme de racines de g associé a h. Le but de cette question est de
montrer (par I'absurde) que ® est irréductible.

(a) Fixons une décomposition & = &1 UP, avec («, 5) = 0 pour tous a € Py
et B € ®y. Montrer que si a« € ¢ et § € Py alors a+ 3 ¢ P.

(b) Supposons que ¢; # & et o # I, et notons ¢ la sous-algebre de Lie de
g engendrée par les g, avec o € ®1. Montrer que [¢, gg] = {0} pour tout
B € Ps.

(c) En déduire que ¢ est un idéal non trivial de g, et conclure.

(6) On continue avec les notations de la question (5). D’apres cette question
et la question (4), si A est une base de @, alors il existe une unique racine
Bo dans ® qui est maximale pour l'ordre <. Montrer que (g,ad) est une
représentation simple de g, et que son plus haut poids est [y.

EXERCICE 0.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et
soit g une algebre de Lie semi-simple sur k. On fixe une sous-algebre de Lie torale
maximale h C g, et une base A du systeme de racines ® associé.

Si M et N sont des représentations de g, on notera Homg (M, N) 'espace vec-
toriel des morphismes de représentations de M vers N.

(1) Montrer que si V' est une représentation cyclique de plus haut poids de g,
alors
Homy(V, V) =k-idy.

(2) Soient A, p € b*, et soit V une représentation cyclique de plus haut poids A
de g. Montrer que

1 sid=up;

0 sinon.

dimk(Homg(V, L(u))) = {

(3) Montrer que pour tout A € h*, il existe un isomorphisme de représentations
de n™
Un™) = M(N)
(ot le terme de gauche est muni de sa structure naturelle de représentation
de n™, et le terme de droite est muni de la structure de représentation de
n~ par restriction).

(4) Dans cette question on pourra utiliser (sans preuve) le fait que si € est une
algebre de Lie de dimension finie et si I et J sont deux idéaux a gauche non
nuls de Panneau U (E), alors I N J # {0}.* On fixe A € h*.

(a) Montrer que si L et L’ sont deux sous-représentations de M (\) qui sont
simples et distinctes, alors LN L' = {0}.

(b) En déduire que M(A) admet une unique sous-représentation simple.

(¢) Montrer que I'unique sous-représentation simple de M (\) est isomorphe
a une représentation L(u) pour un certain p € h* (qui dépend de \).

1. En fait, cette propriété est vraie dans tout anneau noethérien a gauche et integre. Ces
propriétés sont vraies pour ’algébre enveloppante d’une algébre de Lie de dimension finie, voir les
exercices 4.4 et 4.6.
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(5) Dans cette question on pourra utiliser le fait que pour toute algebre de Lie
¢, Panneau U(t) est integre (c’est-a-dire que le produit de deux éléments
non nuls est toujours non nul).

(a) Montrer que si A, € h*, alors tout morphisme de représentations de
M(X) vers M(u) qui est non nul est injectif.

(b) En déduire que si A\, p € h* alors
dimy (Homg (M (X), M (p))) < 1.

(Indication : si f et g sont deux morphismes non nuls de M(\) vers
M (), on pourra considérer leur restriction a 'unique sous-représenta-
tion simple de M (A) (cf. question (4)), et utiliser la question (2).)

(c) Montrer que si dimy(Homg(M(X), M(p))) =1, alors A < pu.
(d) Soient A € h* et o € A tels que (A, V) € NU{—1}. Montrer que
dimy (Homg (M (s (X + p) — p), M(X))) = 1.

(Indication : on pourra s’inspirer des arguments utilisés dans ’étape 1
de la preuve du théoréme 3.4 du chapitre 5.)

(e) En déduire que si A € P et si M(X) est une représentation simple, alors
(X, a¥) < —1 pour tout a € dF.

EXERCICE 0.3. On fixe un corps algébriquement clos k de caractéristique 0.

(1) Soit n € N~ {0}, et notons d, (k) la sous-algebre de Lie de gl, (k) formée
des matrices diagonales. Montrer que

{M € gl,(k) [ VD € d,(k), [D, M] =0} =0,(k)
(M € gl (k) | VD € v,(k), DM + MD = 0} = {0}.

(2) A partir de maintenant on fixe n > 2, et on note S € My, (k) la matrice

définie par
0 I,
5= ( " 0) |
On rappelle que lalgebre de Lie symplectique sp,,, (k) est la sous-algebre de
Lie de gl,,, (k) définie par
5oy (k) = {X € gly, (k) | SX = "X S}.
On rappelle également que si X € gl,,, (k), et si on écrit
A B
)
avec A, B,C, D € M, (k), alors X appartient & sp,, (k) ssi on a
‘B =B, ‘Cc=C et ‘A= -D.

On admettra que sp,,, (k) est une algebre de Lie semi-simple 2.

(a) On note
h{(lg _OD), Debn(k)}.

Montrer que
{X €spy, (k) | VH €, [H,X] =0} =b.

2. Voir ’annexe B.
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(b) En déduire que h est une sous-algebre de Lie torale maximale de sp,,, (k).

(3) L’objectif de cette question est de décrire explicitement le systéme de racines
® de sp,,, (k) associé a b, et une base A de ®.

(a) Montrer que les matrices

mij = Eij— Entjnti (1 <45 <n),
Pij=Eintj+t Ejni (1<i<j<n),
@i = Entjit Enpiy (1<i<j<n)
forment une base de sp,,, (k).
(b) Pour tout i € {1,--- ,n}, on notera ¢; € h* la forme linéaire qui envoie

une matrice

D 0
0 -D
sur le coefficient de D en position (i,7). En considérant la base de la

question (3a), montrer que ® est constitué des formes linéaires suivantes
(ol 7 et j appartiennent & {1,--- ,n} dans tous les cas) :

& — €& (27&])7 Ei+€j (Z<.7)a _(€i+€j) (Z<J)7 Zeiv _25i-
(¢) Pour chaque racine a € ®, déterminer le sous-espace radiciel de sp,,, (k)
correspondant.
(d) Pour i € {1,---,n}, on note
& — &i4+1 sii;én;
Q5 = ..
2e, sl =n.
Montrer que (a1, ,ay) est une base de ®.
(e) Déterminer les racines positives @+ associées & ce choix de base.
(f) Pour chaque racine a € A, déterminer le vecteur h,, correspondant.
(g) Montrer que pour i,j € {1,--- ,n} on a
—1 sii,j<n—1let|li—jl=1lousii=netj=n—1;
() a;) =< =2 sii=n—1letj=n;
0 sinon.
4) On considere la représentation naturelle de sp,, (k) sur ’espace vectoriel
2n

k2". On admettra que cette représentation est simple 3. Déterminer son plus
haut poids (pour le choix de base de la question (3d)).

3. Voir encore 'annexe B.



