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Introduction

Les notes qui suivent proposent une introduction à la théorie des représentations
via l’exemple des algèbres de Lie semi-simples complexes. Elles ont servi de sup-
port pour un cours de Master 2 de 45 heures à Clermont-Ferrand en 2015/2016. La
première partie présente la théorie générale des algèbres de Lie, avec notamment les
principaux théorèmes classiques (théorèmes d’Engel, de Lie, de Poincaré–Birkhoff–
Witt et d’Ado). La seconde partie concerne les algèbres de Lie semi-simples. Elle
présente la structure de ces algèbres (en construisant et étudiant leurs systèmes
de racines) puis la construction de leurs représentations “de plus haut poids”. No-
tons que la classification des algèbres de Lie semi-simples n’est pas traitée. Enfin,
dans une troisième partie nous avons rassemblé des feuilles d’exercices illustrant les
notions vues dans le cours ainsi que les sujets d’examens proposés aux étudiants.

Les sources principales utilisées pour préparer ces notes ont été les suivantes :

(1) K. Erdmann, M. Wildon, Introduction to Lie algebras, Springer Undergra-
duate Mathematics Series, Springer-Verlag, 2006.

(2) J. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory, Se-
cond printing, revised, Graduate Texts in Mathematics 9, Springer-Verlag,
1978.

Cependant, par rapport à ces ouvrages, on a essayé d’insister plus sur le point de
vue de la théorie des représentations. Pour des compléments, le lecteur intéressé
pourra également consulter notamment :

(1) A. Henderson, Representations of Lie algebras. An introduction through gln,
Australian Mathematical Society Lecture Series 22, Cambridge University
Press, 2012.

(2) M. Geck, On the construction of semisimple Lie algebras and Chevalley
groups, Proc. Amer. Math. Soc. 145 (2017), no. 8, 3233–3247.

Je remercie V. Gouttard pour m’avoir signalé une erreur dans une démonstra-
tion.
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Première partie

Structure des algèbres de Lie





Chapitre 1

Préliminaires d’algèbre linéaire

1. Rappels sur les corps

1.1. Caractéristique. Soit k un corps. Pour tout n ∈ N, on définit

n = 1 + · · ·+ 1 (n termes).

Pour n ∈ ZrN, on pose n := −(−n). On peut facilement vérifier que l’application

(1.1)

{
Z → k
n 7→ n

est un morphisme de groupes (et même d’anneaux), de sorte que son noyau est un
sous-groupe de Z, donc est de la forme pZ pour un p ∈ N. Par définition, on a

pZ = {n ∈ Z | n = 0}.

Définition - Proposition 1.1. L’entier p est soit 0, soit un nombre premier.
On l’appelle la caractéristique de k.

Démonstration. Supposons que p n’est ni 0, ni un nombre premier. Alors on
peut écrire p = qr, avec 1 < q < p et 1 < r < p. On a, dans k,

0 = p = q · r.

Comme k est un corps, ceci implique qu’on a soit q = 0, soit r = 0, en d’autres
termes que soit q soit r appartient au noyau de (1.1), c’est-à-dire à pZ. Ce qui est
absurde. �

Exemple 1.2. (1) Les corps Q, R et C sont de caractéristique 0.

(2) Si p est un nombre premier, le corps Z/pZ est de caractéristique p.

1.2. Corps algébriquement clos.

Définition 1.3. Le corps k est dit algébriquement clos si tout polynôme P ∈
k[X] admet une racine (dans k).

La principale conséquence de cette définition que nous utiliserons dans ces notes
est la suivante : si k est algébriquement clos et si V est un k-espace vectoriel de
dimension finie, alors tout endomorphisme de V admet une valeur propre (puisque
les valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique).

Exemple 1.4. (1) Le corps C est algébriquement clos.

(2) Les corps Q et R ne sont pas algébriquement clos. (Par exemple, le polynôme
X2 + 1 n’admet pas de racines dans R, et donc a fortiori dans Q.)
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(3) Si p est un nombre premier, le corps Z/pZ n’est pas algébriquement clos.
(Par exemple, le polynôme

1 +

p−1∏
m=0

(X −m)

n’admet pas de racine dans Z/pZ.)

2. Rappels d’algèbre linéaire

2.1. Image et image inverse de sous-espaces. Soit k un corps. Si E, F
sont des k-espaces vectoriels et f : E → F est une application linéaire, pour tous
sous-espaces vectoriels E′ ⊂ E et F ′ ⊂ F , on pose

f(E′) := {f(x), x ∈ E′} ⊂ F,
f−1(F ′) := {x ∈ E | f(x) ∈ F ′} ⊂ E.

On rappelle que f(E′) et f−1(F ′) sont des sous-espaces vectoriels de F et E, res-
pectivement.

Exercice 2.1. Soient E,F des espaces vectoriels, et soit f : E → F une
application linéaire.

(1) Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E′ ⊂ E on a

f−1(f(E′)) = E′ + Ker(f).

(2) Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F ′ ⊂ F , on a

f(f−1(F ′)) = F ′ ∩ Im(f).

2.2. Espace vectoriel quotient. Soit E un k-espace vectoriel, et F ⊂ E un
sous-espace vectoriel. Pour tout x ∈ E on peut considérer la classe

x+ F := {x+ y, y ∈ F} ⊂ E.

Par définition, le quotient E/F est l’ensemble des sous-ensembles de E de la forme
x+ F pour x ∈ E. Il est muni d’une structure d’espace vectoriel, où

λ · (x+ F ) = (λ · x) + F, (x+ F ) + (y + F ) = (x+ y) + F.

Le vecteur nul de l’espace vectoriel E/F est 0+F = F . Par définition, pour x, y ∈ E
on a

(2.1) x+ F = y + F ⇔ x− y ∈ F.

On a une application naturelle

π :

{
E → E/F
x 7→ x+ F

,

qui est clairement surjective. On vérifie facilement que π est une application linéaire.
Pour tout x ∈ E on a π−1(π(x)) = x + F ⊂ E. En particulier Ker(π) = F , et π
n’est pas injective si F 6= {0}.

Remarque 2.2. Si x, y ∈ E, on utilise parfois la notation

x = y mod F

pour dire que π(x) = π(y), c’est-à-dire que x− y ∈ F .
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Exercice 2.3. Soit F ′ ⊂ E un supplémentaire de F , c’est-à-dire un sous-espace
vectoriel tel que E = F ⊕ F ′. Montrer que la composée

F ′ ↪→ E
π−→ E/F

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2.3. Annulation et factorisation.

Définition 2.4. Soient E, F , G des espaces vectoriels, et f : E → G, g :
E → F des applications linéaires. On dit que f se factorise par g s’il existe une
application linéaire h : F → G telle que f = h ◦ g.

Fixons maintenant E un k-espace vectoriel et F ⊂ E un sous-espace vectoriel,
et notons π : E → E/F la projection associée.

Proposition 2.5. Soit G un espace vectoriel et f : E → G une application
linéaire. Alors f se factorise par π ssi f(F ) = {0}. De plus, si cette condition est
vérifiée, l’application linéaire g : E/F → G telle que f = g ◦ π est unique.

Démonstration. Supposons tout d’abord que f = h◦π pour une application
linéaire h : E/F → G. Alors Ker(f) = Ker(h ◦ π) ⊃ Ker(π) = F , donc f(F ) = {0}.

Réciproquement, supposons que f(F ) = {0}. On définit alors l’application

f : E/F → G

en posant, pour x ∈ E, f(x+F ) = f(x). Cette application est bien définie puisque
si x+ F = y + F alors x− y ∈ F (voir (2.1)), donc on a

f(x)− f(y) = f(x− y) = 0,

ce qui montre que f(x) = f(y). D’autre part on a clairement f = f ◦ π, et f est
une application linéaire puisque pour x, y ∈ E et λ, µ ∈ k on a

f
(
λ(x+ F ) + µ(y + F )

)
= f

(
(λx+ µy) + F ) = f(λx+ µy)

= λf(x) + µf(y) = λf(x+ F ) + µf(y + F ).

Ceci achève la preuve de l’équivalence des deux propriétés.
Finalement, comme l’application π est surjective, l’égalité f = g ◦ π détermine

l’image par g de tout vecteur de E/F , ce qui prouve l’unicité. �

Comme vu dans l’exercice 2.3, le quotient E/F est isomorphe à n’importe
quel supplémentaire de F . L’intérêt principal du quotient E/F par rapport à un
supplémentaire est qu’étant donné une structure sur E qui stabilise F (en un sens
approprié), on peut souvent en déduire une structure similaire sur E/F , ce qui n’est
en général pas possible en considérant un supplémentaire. Par exemple, soit f un
endomorphisme de E tel que f(F ) ⊂ F . Alors la composée π ◦ f : E → E/F est
nulle sur F , de sorte que d’après la proposition 2.5 il existe un endomorphisme f de
E/F tel que π◦f = f ◦π. Par contre, si F ′ est un supplémentaire de F , en général on
n’a pas f(F ′) ⊂ F ′, de sorte que f ne définit pas “naturellement” d’endomorphisme
de F ′. (En fait, il est même possible qu’il n’existe aucun supplémentaire F ′ de F tel
que f(F ′) ⊂ F ′.) Un autre exemple de ce phénomène apparâıtra dans le contexte
des algèbres de Lie et de leurs idéaux au chapitre 2.
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2.4. Noyau et image.

Proposition 2.6. Soient E, F deux espaces vectoriels, et soit f : E → F une
application linéaire. Alors f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

E/Ker(f)
∼−→ Im(f).

Démonstration. Puisque f(Ker(f)) = {0}, l’application{
E/Ker(f) → F
x+ Ker(f) 7→ f(x)

est bien définie, et linéaire (voir la proposition 2.5). Cette application prend clai-
rement ses valeurs dans Im(f), on peut donc la considérer comme une application
linéaire de E/Ker(f) vers Im(f).

Vérifions que f : E/Ker(f) → Im(f) est surjective. Soit y ∈ Im(f). Par
définition il existe x ∈ E tel que y = f(x). Alors y = f(x + Ker(f)), ce qui
prouve la surjectivité.

Finalement, vérifions que f est injective. Soit x+ Ker(f) ∈ E/Ker(f), et sup-
posons que f(x+ Ker(f)) = 0. Alors on a

0 = f(x+ Ker(f)) = f(x).

Donc x ∈ Ker(f), et donc x+Ker(f) = Ker(f), ce qui prouve l’injectivité et achève
la preuve. �

3. Produit tensoriel

3.1. Définition. Soient E, F deux k-espaces vectoriels de dimension finie 1.
Soient e = (e1, · · · , er) une base de E et f = (f1, · · · , fs) une base de F . On
considère alors l’espace vectoriel T(E,F, e, f) dont une base est constituée des sym-
boles ei ⊗e,f fj pour i ∈ {1, · · · , r} et j ∈ {1, · · · , s}.

Pour tous v ∈ E et w ∈ F on définit le vecteur v ⊗e,f w ∈ T(E,F, e, f) de la
façon suivante. Décomposons v et w sur les bases e et f respectivement :

v =

r∑
i=1

λiei, w =

s∑
j=1

µjfj .

On pose alors

v ⊗e,f w :=
∑

i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · ei ⊗e,f fj .

Notons que si v = ei est un vecteur de la base e et w = fj est un vecteur de la base
f, le vecteur ei ⊗e,f fj défini de cette façon cöıncide bien avec le vecteur noté de la
même façon prćcédemment.

Proposition 3.1. Pour tout autre choix de bases e′ de E et f ′ de F , il existe
une unique application linéaire

ϕe′,f′

e,f : T(E,F, e, f)→ T(E,F, e′, f ′)

qui vérifie la propriété

ϕe′,f′

e,f (v ⊗e,f w) = v ⊗e′,f′ w

1. Cette hypothèse ne joue aucun rôle important, mais permet de fixer plus facilement les
notations pour les bases.
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pour tous v ∈ E et w ∈ F . De plus, pour toutes bases e, e′, f, f ′, on a

ϕe,f
e′,f′ ◦ ϕ

e′,f′

e,f = IdT(E,F,e,f).

En particulier, ϕe′,f′

e,f est un isomorphisme.

Démonstration. Le morphisme ϕe′,f′

e,f doit en particulier vérifier

ϕe′,f′

e,f (ei ⊗e,f fj) = ei ⊗e′,f′ fj .

Cette équation détermine ϕe′,f′

e,f de façon unique puisque les vecteurs de la forme

ei ⊗e,f fj forment une base de E ⊗ F .
Considérons maintenant l’unique application linéaire ϕ de l’espace vectoriel

T(E,F, e, f) vers T(E,F, e′, f ′) qui vérifie

ϕ(ei ⊗e,f fj) = ei ⊗e′,f′ fj .

Soient mi,k et nj,l les scalaires définis par les conditions

ei =

r∑
k=1

mi,k · e′k, fj =

s∑
l=1

nj,l · f ′l .

Soient maintenant v ∈ E et w ∈ F . On veut montrer que

ϕ(v ⊗e,f w) = v ⊗e′,f′ w.

Décomposons v et w sur les bases e et f respectivement :

v =

r∑
i=1

λi · ei, w =

s∑
j=1

µj · fj .

On a alors

ϕ(v ⊗e,f w) = ϕ

 ∑
i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · ei ⊗e,f fj


=

∑
i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · ϕ(ei ⊗e,f fj)

=
∑

i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · ei ⊗e′,f′ fj

=
∑

i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj ·

 ∑
k∈{1,··· ,r}
l∈{1,··· ,s}

mi,knj,l · e′k ⊗e′,f′ f ′l


=

∑
k∈{1,··· ,r}
l∈{1,··· ,s}

(
r∑
i=1

λimi,k

)
·

 r∑
j=1

µjnj,k

 · e′k ⊗e′,f′ f ′l .
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Or on a

v =

r∑
i=1

λi · ei =

r∑
i=1

λi ·

(
r∑

k=1

mi,ke
′
k

)
=

r∑
k=1

(
r∑
i=1

λimi,k

)
· e′k

et

w =

s∑
j=1

µj · fj =

s∑
j=1

µj ·

(
s∑
l=1

nj,l · f ′l

)
=

s∑
l=1

 s∑
j=1

µjnj,l

 · f ′l .
Donc, par définition, on a

v ⊗e′,f′ w =
∑

k∈{1,··· ,r}
l∈{1,··· ,s}

(
r∑
i=1

λimi,k

)
·

 r∑
j=1

µjnj,k

 · e′k ⊗e′,f′ f ′l ,

ce qui prouve que

ϕ(v ⊗e,f w) = v ⊗e′,f′ w,

et donc que ϕe′,f′

e,f existe (et est égale à l’application ϕ considérée ci-dessus).

L’application ϕe,f
e′,f′ ◦ ϕ

e′,f′

e,f vérifie

ϕe,f
e′,f′ ◦ ϕ

e′,f′

e,f (v ⊗e,f w) = v ⊗e,f w

pour tous v ∈ E et w ∈ F , et donc en particulier

ϕe,f
e′,f′ ◦ ϕ

e′,f′

e,f (ei ⊗e,f fj) = ei ⊗e,f fj

pour tous i ∈ {1, · · · , r} et j ∈ {1, · · · s}. Comme les vecteurs ei⊗e,f fj forment une
base de T(E,F, e, f), ceci implique que

ϕe,f
e′,f′ ◦ ϕ

e′,f′

e,f = IdT(E,F,e,f).

Les mêmes arguments montrent que

ϕe′,f′

e,f ◦ ϕ
e,f
e′,f′ = IdT(E,F,e′,f′),

ce qui implique que ϕe′,f′

e,f est un isomorphisme (d’inverse ϕe,f
e′,f′). �

La proposition 3.1 montre que l’espace vectoriel T(E,F, e, f) est indépendant
du choix des bases e et f, à identification canonique près. On le note donc E ⊗ F ,
et on l’appelle l’espace vectoriel produit tensoriel de E et F . Notons qu’on a

dim(E ⊗ F ) = dim(E) · dim(F ).

De même, pour tous vecteurs v ∈ E et w ∈ F , le vecteur v⊗e,fw est indépendant du
choix de e et f, au sens où l’identification canonique de l’espace vectoriel T(E,F, e, f)

avec T(E,F, e′, f ′) envoie v ⊗e,f w sur v ⊗e′,f′ w. On note donc ce vecteur

v ⊗ w ∈ E ⊗ F.
Cette construction définit une application canonique

(3.1) ψE,F : E × F → E ⊗ F,
qui n’est pas linéaire. En fait cette application est bilinéaire : elle vérifie

ψE,F (λv1 + µv2, w) = λψE,F (v1, w) + µψE,F (v2, w),

ψE,F (v, λw1 + µw2) = λψE,F (v, w1) + µψE,F (v, w2)

pour λ, µ ∈ k et v, v1, v2 ∈ E, w,w1, w2 ∈ F .
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Remarque 3.2. Les vecteurs de la forme v ⊗ w (c’est-à-dire les vecteurs dans
l’image de l’application ψE,F ) sont appelés tenseurs purs. Ces vecteurs engendrent
l’espace vectoriel E ⊗ F . Mais, si dim(E) ≥ 2 et dim(F ) ≥ 2, il existe des vecteurs
dans E⊗F qui ne sont pas des tenseurs purs. Par exemple, choisissons E = F = k2,
muni de sa base canonique (e1, e2). Les tenseurs purs sont les vecteurs de la forme

(λe1 +µe2)⊗ (λ′e1 +µ′e2) = λλ′ · e1⊗ e1 +λµ′ · e1⊗ e2 +λ′µ · e2⊗ e1 +µµ′ · e2⊗ e2.

En particulier, si le coefficient de e1 ⊗ e1 est nul, alors soit le coefficient de e1 ⊗ e2

soit le coefficient de e2 ⊗ e1 est nul. Ceci montre que le vecteur

e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1

n’est pas un tenseur pur.

Exercice 3.3 (Propriété universelle du produit tensoriel). Soient E,F,G des
k-espaces vectoriels, et soit ϕ : E×F → G une application bilinéaire. Montrer qu’il
existe une unique application linéaire ϕ′ : E ⊗ F → G telle que ϕ = ϕ′ ◦ ψE,F , où
ψE,F : E × F → E ⊗ F est l’application canonique considérée ci-dessus.

Exercice 3.4. Montrer que si E, E1, E2, F , F1, F2 sont des espaces vectoriels,
il existe des isomorphismes canoniques

(E1 × E2)⊗ F ∼= E1 ⊗ F × E2 ⊗ F et E ⊗ (F1 × F2) ∼= E ⊗ F1 × E ⊗ F2.

3.2. Fonctorialité. Considérons quatre espaces vectoriels E1, E2, F1, F2 de
dimension finie, et des applications linéaires g : E1 → E2 et h : F1 → F2.

Proposition 3.5. Il existe une unique application linéaire

ϕ : E1 ⊗ F1 → E2 ⊗ F2

telle que, pour tous v ∈ E1 et w ∈ F1, on a

ϕ(v ⊗ w) = g(v)⊗ h(w).

Cette application linéaire est notée g ⊗ h.

Démonstration. La condition de l’énoncé définit ϕ sur les tenseurs purs.
Comme ces vecteurs engendrent E1 ⊗ F1 (voir la remarque 3.2), il ne peut exister
au plus qu’une application linéaire satisfaisant cette condition.

Démontrons maintenant l’existence de ϕ. Soit e = (e1, · · · , er) une base de E1

et f = (f1, · · · , fs) une base de F1. Alors les vecteurs ei⊗ fj (pour i ∈ {1, · · · , r} et
j ∈ {1, · · · , s}) forment une base de E1 ⊗F1. On peut donc définir une application

ϕ : E1 ⊗ F1 → E2 ⊗ F2

par la condition que ϕ(ei ⊗ fj) = g(ei) ⊗ h(fj) pour tous i, j. Soient maintenant
v ∈ E1 et w ∈ F1 des vecteurs quelconques. Décomposons v et w sur les bases e et
f respectivement :

v =

r∑
i=1

λi · ei, w =

s∑
j=1

µj · fj .
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On a alors

ϕ(v ⊗ w) = ϕ

 ∑
i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · ei ⊗ fj


=

∑
i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · ϕ(ei ⊗ fj)

=
∑

i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}

λiµj · g(ei)⊗ h(fj)

=

(
r∑
i=1

λig(ei)

)
⊗

 s∑
j=1

µjh(fj)


= g(v)⊗ h(w).

(Ici, la quatrième égalité découle de la bilinéarité de l’application ψE2,F2
.) Notre

application linéaire ϕ vérifie donc la condition de l’énoncé, et l’existence est prouvée.
�

Exercice 3.6. Exprimer Ker(g⊗h) et Im(g⊗h) en fonction de Ker(g), Ker(h),
Im(g) et Im(h).

3.3. Associativité. Considérons trois espaces vectoriels E1, E2, E3 de dimen-
sion finie.

Proposition 3.7. Il existe un unique isomorphisme d’espaces vectoriels

ϕ : (E1 ⊗ E2)⊗ E3
∼−→ E1 ⊗ (E2 ⊗ E3)

tel que, pour tous v1 ∈ E1, v2 ∈ E2 et v3 ∈ E3, on a

(3.2) ϕ((v1 ⊗ v2)⊗ v3) = v1 ⊗ (v2 ⊗ v3).

Démonstration. L’unicité est claire, comme dans la preuve de la proposi-
tion 3.5. Pour démontrer l’existence, on fixe des bases e = (e1, · · · , er) de E1,
f = (f1, · · · , fs) de E2, et g = (g1, · · · , gt) de E3. Alors les vecteurs (ei ⊗ fj) ⊗ gk
(pour i ∈ {1, · · · , r}, j ∈ {1, · · · , s} et k ∈ {1, · · · , t}) forment une base de
(E1 ⊗ E2)⊗ E3. On peut donc définir une application

ϕ : (E1 ⊗ E2)⊗ E3 → E1 ⊗ (E2 ⊗ E3)

par la condition que

ϕ((ei ⊗ fj)⊗ gk) = ei ⊗ (fj ⊗ gk)

pour tous i, j, k. Soient maintenant v1 ∈ E1, v2 ∈ E2 et v3 ∈ E3 des vecteurs
quelconques. Décomposons v1, v2, v3 sur les bases e, f, g respectivement :

v1 =

r∑
i=1

λi · ei, v2 =

s∑
j=1

µj · fj , v3 =

t∑
k=1

νk · gk.
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On a alors

ϕ((v1 ⊗ v2)⊗ v3) = ϕ


∑

i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}
k∈{1,··· ,t}

λiµjνk · (ei ⊗ fj)⊗ gk


=

∑
i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}
k∈{1,··· ,t}

λiµjνk · ϕ((ei ⊗ fj)⊗ gk)

=
∑

i∈{1,··· ,r}
j∈{1,··· ,s}
k∈{1,··· ,t}

λiµjνk · ei ⊗ (fj ⊗ gk)

=

(
r∑
i=1

λi · ei

)
⊗

 s∑
j=1

µj · fj

⊗( t∑
k=1

νk · gk

)
= v1 ⊗ (v2 ⊗ v3).

Notre application linéaire ϕ vérifie donc bien la condition de la proposition, et la
preuve est complète. �

En utilisant la proposition 3.7, on peut donc identifier les espaces vectoriels
(E1 ⊗E2)⊗E3 et E1 ⊗ (E2 ⊗E3), et les noter plus simplement E1 ⊗E2 ⊗E3. De
même, si v1, v2, v3 sont comme ci-dessus, (3.2) montre que le vecteur v1⊗v2⊗v3 ∈
V1 ⊗ V2 ⊗ V3 est bien défini.

De façon plus générale, en utilisant la proposition 3.7, on peut vérifier que si
E1, · · · , En sont des espaces vectoriels, leur produit tensoriel

E1 ⊗ · · · ⊗ En
est bien défini, et si (v1, · · · , vn) ∈ E1 × · · · × En, le vecteur

v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En
est bien défini.





Chapitre 2

Définitions et exemples

Dans ton le chapitre, on fixe un corps k.

1. Algèbres de Lie

1.1. Définition.

Définition 1.1 (Algèbre de Lie). Une algèbre de Lie (sur k) est un k-espace
vectoriel g, muni d’une application

[−,−] : g× g→ g

qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) (bilinéarité) pour tous x, y, z ∈ g et λ, µ ∈ k on a

[λx+ µy, z] = λ[x, z] + µ[y, z] et [x, λy + µz] = λ[x, y] + µ[x, z];

(2) (antisymétrie) pour tout x ∈ g on a [x, x] = 0 ;

(3) (identité de Jacobi) pour tous x, y, z ∈ g on a

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

L’application [−,−] est généralement appelée crochet de Lie ou commutateur.

Remarque 1.2. (1) Soient x, y ∈ g. Les conditions d’antisymétrie et de
bilinéarité impliquent que

0 = [x+ y, x+ y] = [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = [x, y] + [y, x].

On en déduit que

[y, x] = −[x, y].

En particulier cette relation implique que, si on a vérifié l’antisymétrie, il
suffit de vérifier la première des relations de bilinéarité.

(2) Puisque [−,−] est bilinéaire, d’après l’exercice 3.3 du chapitre 1, elle définit
une application g ⊗ g → g, qu’on notera de la même façon. Le crochet
de Lie peut donc être défini comme une application g ⊗ g → g qui est
antisymétrique et qui vérifie l’identité de Jacobi.

Exemple 1.3. Si V est un k-espace vectoriel, on peut définir une structure
d’algèbre de Lie sur V en définissant le crochet [−,−] : V × V → V par [v, v′] =
0 pour tous v, v′ ∈ V . (Cette application vérifie évidemment les conditions de
bilinéarité, d’antisymétrie et l’identité de Jacobi.) Une algèbre de Lie de cette forme
(c’est-à-dire telle que le crochet de Lie est l’application nulle) est appelée abélienne
ou commutative.

19
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1.2. Produit d’algèbres de Lie.

Proposition 1.4. Soient g et h deux algèbres de Lie. Alors l’espace vectoriel
produit g× h, muni de l’application

[−,−] :

{
(g× h)× (g× h) → g× h
((x, y), (x′, y′)) 7→ ([x, x′], [y, y′])

,

est une algèbre de Lie.

Démonstration. Il suffit de vérifier que cette application est bilinéaire, anti-
symétrique et qu’elle vérifie l’identité de Jacobi. Soient x, y, z ∈ g, x′, y′, z′ ∈ h et
λ, µ ∈ k. On a alors

[λ(x, x′) + µ(y, y′), (z, z′)] = [(λx+ µy, λx′ + µy′), (z, z′)]

= ([λx+ µy, z], [λx′ + µy′, z′]) = (λ[x, z] + µ[y, z], λ[x′, z′] + µ[y′, z′])

= λ([x, z], [x′, z′]) + µ([y, z], [y′, z′]) = λ[(x, x′), (z, z′)] + µ[(y, y′), (z, z′)].

De même, on peut vérifier que

[(x, x′), λ(y, y′) + µ(z, z′)] = λ[(x, x′), (y, y′)] + µ[(x, x′), (z, z′)],

ce qui prouve la bilinéarité.
Soient maintenant x ∈ g et x′ ∈ h. On a

[(x, x′), (x, x′)] = ([x, x], [x′, x′]) = (0, 0),

ce qui prouve l’antisymétrie.
Finalement, soient x, y, z ∈ g et x′, y′, z′ ∈ h. On a

[(x, x′), [(y, y′), (z, z′)]] + [(y, y′), [(z, z′), (x, x′)]] + [(z, z′), [(x, x′), (y, y′)]]

= ([x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]], [x′, [y′, z′]] + [y′, [z′, x′]] + [z′, [x′, y′]])

= (0, 0),

ce qui achève la preuve. �

Remarque 1.5. Comme pour les espaces vectoriels, on note parfois le produit
g× h par g⊕ h.

2. Algèbres et algèbres de Lie

On rappelle qu’une k-algèbre 1 est un anneau A, qui est muni d’une structure
d’espace vectoriel sur k (telle que l’addition pour cette structure d’espace vectoriel
et pour la structure d’anneau cöıncident), ces structures vérifiant la condition

λ · (ab) = (λ · a)b = a(λ · b)
pour λ ∈ k et a, b ∈ A. (En d’autres termes, la multiplication est bilinéaire)

Proposition 2.1. Soit A une k-algèbre. Considérons l’application

[−,−] : A×A→ A

définie par
[a, b] := ab− ba

pour a, b ∈ A. Alors A, munie de l’application [−,−], est une algèbre de Lie.

1. On utilise parfois le terme d’algèbre associative pour insister sur le fait que le produit est
associatif. Cette propriété sera toujours supposée vérifiée.



3. MORPHISMES D’ALGÈBRES DE LIE 21

Démonstration. On vérifie les 3 conditions de la définition. Commençons
par la bilinéarité. Pour a, b, c ∈ A et λ, µ ∈ k on a

[λa+ µb, c] = (λa+ µb)c− c(λa+ µb) = λ(ac) + µ(bc)− λ(ca)− µ(cb)

= λ(ac− ca) + µ(bc− cb) = λ[a, c] + µ[b, c].

La vérification de la condition

[a, λb+ µc] = λ[a, b] + µ[b, c]

est similaire, et laissée au lecteur.
Considérons maintenant l’antisymétrie. Pour a ∈ A on a

[a, a] = aa− aa = 0.

Finalement on vérifie l’identité de Jacobi. Pour a, b, c ∈ A on a

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = [a, bc− cb] + [b, ca− ac] + [c, ab− ba]

= a(bc− cb)− (bc− cb)a+ b(ca− ac)− (ca− ac)b+ c(ab− ba)− (ab− ba)c

= abc− acb− bca+ cba+ bca− bac− cab+ acb+ cab− cba− abc+ bac = 0,

ce qui achève la démonstration. �

Cette proposition permet d’exhiber des exemples moins triviaux d’algèbres de
Lie. Par exemple, si V est un espace vectoriel, alors l’espace vectoriel Endk(V )
des endomorphismes de V (comme k-espace vectoriel) est une algèbre pour la loi
f · g = f ◦ g. On peut donc le munir d’une structure d’algèbre de Lie, avec crochet

[f, g] = f ◦ g − g ◦ f.
Cette algèbre de Lie sera notée gl(V ).

De façon similaire, si n ∈ N, l’espace vectoriel Mn(k) des matrices de taille n×n
à coefficients dans k est une algèbre pour le produit des matrices. On peut donc le
munir d’une structure d’algèbre de Lie. Cette algèbre de Lie sera notée gln(k).

3. Morphismes d’algèbres de Lie

Définition 3.1 (Morphismes d’algèbres de Lie). Soient g et h deux algèbres
de Lie. Un morphisme d’algèbres de Lie de g vers h est une application linéaire
ϕ : g→ h qui vérifie

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]

pour tous x, y ∈ g. On dit que ϕ est un isomorphisme d’algèbres de Lie si ϕ est
bijective.

Si g = h, on parle d’endomorphisme d’algèbre de Lie et d’automorphisme
d’algèbre de Lie.

Remarque 3.2. (1) Si ϕ : g → h et ψ : h → k sont des morphismes
d’algèbres de Lie, alors ψ ◦ ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie.

(2) Si A et B sont deux algèbres et si ϕ : A→ B est un morphisme d’algèbres,
alors ϕ est également un morphisme d’algèbres de Lie (pour les structures
sur A et B fournies par la proposition 2.1).

Exercice 3.3. Montrer que si ϕ : g → h est un isomorphisme d’algèbres de
Lie, alors l’application ϕ−1 : h → g est également un isomorphisme d’algèbres de
Lie.
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Exemple 3.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soit (e1, · · · , en)
une base de V . Alors l’application

ϕ : gl(V )→ gln(k)

qui envoie une application linéaire f sur sa matrice dans la base (e1, · · · , en) est un
isomorphisme d’algèbres. C’est donc également un isomorphisme d’algèbres de Lie.

4. Sous-algèbres de Lie

4.1. Définition.

Définition 4.1 (Sous-algèbre de Lie). Soit g une algèbre de Lie. Une sous-
algèbre de Lie de g est un sous-espace vectoriel h ⊂ g tel que, pour tous x, y ∈ h,
on a [x, y] ∈ h.

Remarque 4.2. Si h et k sont des sous-algèbres de Lie de g, alors h ∩ k est
également une sous-algèbre de Lie de g.

Si h ⊂ g est une sous-algèbre de Lie, alors le crochet [−,−] se restreint en une
application h × h → h, qui vérifie les conditions de bilinéarité, d’antisymétrie, et
l’identité de Jacobi. Ce crochet définit donc une structure d’algèbre de Lie sur g.
Cette construction permet d’exhiber de nombreux nouveaux exemples d’algèbres
de Lie.

Exemples 4.3. Soit n ≥ 1. Les sous-espaces suivants de gln(k) sont des sous-
algèbres de Lie de gln(k) (et sont donc munies d’une structure d’algèbre de Lie) :

(1) le sous-espace vectoriel dn(k) formé des matrices diagonales ;

(2) le sous-espace b+
n (k) formé des matrices triangulaires supérieures ;

(3) le sous-espace b−n (k) formé des matrices triangulaires inférieures ;

(4) le sous-espace u+
n (k) formé des matrices strictement triangulaires supérieu-

res (c’est-à-dire triangulaires supérieures avec des 0 sur la diagonale) ;

(5) le sous-espace u−n (k) formé des matrices strictement triangulaires inférieu-
res.

Exemple 4.4. Soit

sln(k) := {X ∈ gln(k) | Tr(X) = 0}.
Alors sln(k) est une sous-algèbre de Lie de gln(k). En effet si X,Y ∈ sln(k), on a

Tr([X,Y ]) = Tr(XY − Y X) = Tr(XY )− Tr(Y X) = 0.

Exemple 4.5. Soit n ≥ 1, et considérons la matrice S ∈M2n(k) définie par

S =

(
0 In
−In 0

)
.

On définit alors
sp2n(k) = {X ∈ gl2n(k) | SX = −tXS}.

Alors sp2n(k) est une sous-algèbre de Lie de gl2n(k). En effet, pour X,Y ∈ sp2n(k)
on a

S · [X,Y ] = S(XY − Y X) = SXY − SY X = −tXSY + tY SX

= tXtY S − tY tXS = (tXtY − tY tX)S = −t(XY − Y X)S = −t[X,Y ] · S,
donc [X,Y ] ∈ sp2n(k).



4. SOUS-ALGÈBRES DE LIE 23

Exercice 4.6. Écrivons

X =

(
A B
C D

)
avec A,B,C,D ∈Mn(k). Montrer que X appartient à sp2n(k) ssi on a

tB = B, tC = C et tA = −D.

En déduire que dim(sp2n(k)) = 2n2 + n.

4.2. Sous-algèbres de Lie et morphismes.

Proposition 4.7. Soient g et h deux algèbres de Lie, et soit ϕ : g → h un
morphisme d’algèbres de Lie.

(1) Pour toute sous-algèbre de Lie k ⊂ g, le sous-espace ϕ(k) = {ϕ(x), x ∈ k}
est une sous-algèbre de Lie de h. En particulier, Im(ϕ) est une sous-algèbre
de Lie de h.

(2) Pour toute sous-algèbre de Lie k ⊂ h, le sous-espace ϕ−1(k) = {x ∈ g |
ϕ(x) ∈ k} est une sous-algèbre de Lie de g.

Démonstration. (1) Soient x, y ∈ ϕ(k). Alors il existe x′, y′ ∈ k tels que
x = ϕ(x′), y = ϕ(y′). On a alors

[x, y] = [ϕ(x′), ϕ(y′)] = ϕ([x′, y′]).

Comme k est une sous-algèbre de Lie de g, on a [x′, y′] ∈ k, de sorte que [x, y] ∈ ϕ(k).
Ceci prouve que ϕ(k) ⊂ h est une sous-algèbre de Lie.

En applicant ce fait à k = g, on obtient que Im(ϕ) = ϕ(g) est une sous-algèbre
de Lie de h.

(2) Soient x, y ∈ ϕ−1(k). Alors

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]

appartient à k car k est une sous-algèbre de Lie et ϕ(x) et ϕ(y) appartiennent à k.
On en déduit que [x, y] ∈ ϕ−1(k), et donc que ϕ−1(k) est une sous-algèbre de Lie
de g. �

Exercice 4.8. Considérons la matrice

J =


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

... . .
. ...

0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

 .

Montrer que l’application {
gln(k) → gln(k)
X 7→ JXJ

est un isomorphisme d’algèbres de Lie, qui se restreint en des isomorphismes

b+
n (k)

∼−→ b−n (k) et u+
n (k)

∼−→ u−n (k).
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5. Idéaux et algèbres quotient

5.1. Idéaux.

Définition 5.1 (Idéal). Soit g une algèbre de Lie. Un idéal de g est un sous-
espace vectoriel i ⊂ g qui vérifie la condition suivante :

∀x ∈ g, ∀y ∈ i, [x, y] ∈ i.

Remarque 5.2. La notion d’idéal est l’analogue, dans le contexte des algèbres
de Lie, de la notion de sous-groupe distingué dans le contexte des groupes.

Proposition 5.3. Soit g une algèbre de Lie. Si i et j sont des idéaux de g,
alors

i + j et [i, j] := Vect({[x, y], x ∈ i, y ∈ j})
sont des idéaux de g.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas de i + j. Soient x ∈ g et
y ∈ i + j. Par définition, il existe z ∈ i et t ∈ j tels que y = z + t. On a alors

[x, y] = [x, z + t] = [x, z] + [x, t]

par bilinéarité du crochet. Comme i et j sont des idéaux, on a [x, z] ∈ i et [x, t] ∈ j.
Ceci montre que [x, y] ∈ i + j, et donc que i + j est un idéal de g.

Considérons maintenant le cas de [i, j]. Soient x ∈ g et y ∈ [i, j]. Par définition
de [i, j], il existe n ∈ N, des scalaires λk ∈ k (pour k ∈ {1, · · · , n}) et des éléments
zk ∈ i, tk ∈ j (encore pour k ∈ {1, · · · , n}) tels que

y =

n∑
k=1

λk[zk, tk].

On a alors

[x, y] =

[
x,

n∑
k=1

λk[zk, tk]

]
=

n∑
k=1

λk[x, [zk, tk]]

par bilinéarité du crochet. En utilisant l’identité de Jacobi, on a déduit que

[x, y] =

n∑
k=1

λk(−[zk, [tk, x]]− [tk, [x, zk]]).

Comme i et j sont des idéaux on a [x, zk] ∈ i et [tk, x] = −[x, tk] ∈ j pour tout k, ce
qui implique que [x, y] ∈ [i, j], et finalement que [i, j] est un idéal de g. �

Exercice 5.4. Soit g une algèbre de Lie, et soient i et j des idéaux de g.
Montrer que i ∩ j est un idéal de g et que [i, j] ⊂ i ∩ j.

5.2. Algèbre de Lie quotient.

Proposition 5.5 (Algèbre de Lie quotient). Soit g une algèbre de Lie, et soit
i ⊂ g un idéal. Alors l’application{

g/i× g/i → g/i
(x+ i, y + i) 7→ [x, y] + i

est bien définie, et elle définit une structure d’algèbre de Lie sur l’espace vectoriel
quotient g/i. De plus, l’application quotient

π : g→ g/i

est un morphisme d’algèbres de Lie.
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Démonstration. Vérifions tout d’abord que l’application g/i× g/i→ g/i est
bien définie. Pour cela, il faut vérifier que la classe [x, y] + i ne dépend que des
classes de x et y modulo i. Soient z, t ∈ i ; alors on a

[x+ z, y + t] = [x, y] + [z, y] + [x, t] + [z, t].

Puisque i est un idéal, les vecteurs [z, y], [x, t] et [z, t] appartiennent à i. On en
déduit que

[x+ z, y + t] + i = [x, y] + i,

ce qui démontre l’assertion voulue.
Par définition, il est clair que pour tous x, y ∈ g on a

π([x, y]) = [π(x), π(y)].

En utilisant cette propriété (et la surjectivité de π) on peut vérifier que le cro-
chet sur g/i satisfait les trois propriétés d’un crochet de Lie. Par exemple, pour
l’antisymétrie, on voit que

[x+ i, x+ i] = [π(x), π(x)] = π([x, x]) = π(0) = 0 + i.

La bilinéarité et la relation de Jacobi se vérifient de la même manière. �

5.3. Idéaux, quotients, et morphismes.

Proposition 5.6. Soient g, h deux algèbres de Lie, et ϕ : g→ h un morphisme
d’algèbres de Lie.

(1) Pour tout idéal j ⊂ h, le sous-espace vectoriel ϕ−1(j) = {x ∈ g | ϕ(x) ∈ j}
est un idéal de g.

(2) Le sous-espace vectoriel Ker(ϕ) ⊂ g est un idéal de g ; de plus, ϕ induit un
isomorphisme d’algèbres de Lie

g/Ker(ϕ)
∼−→ Im(ϕ).

(3) Si ϕ est surjective, alors pour tout idéal i ⊂ g, le sous-espace vectoriel
ϕ(i) ⊂ h est un idéal.

Démonstration. (1) Soient x ∈ g et y ∈ ϕ−1(j). Alors

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] ∈ j

car ϕ(y) ∈ j et j est un idéal. On en déduit que [x, y] ∈ ϕ−1(j), ce qui prouve que
ϕ−1(j) est un idéal de g.

(2) En appliquant (1) à j = {0}, on obtient que Ker(ϕ) est un idéal. Considérons
l’application

ψ : g/Ker(ϕ)→ Im(ϕ)

définie par ψ(x + Ker(ϕ)) = ϕ(x). D’après la proposition 2.6 du chapitre 1, cette
application est bien définie, et est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Il reste à
démontrer que ψ est un morphisme d’algèbres de Lie. Soient x, y ∈ g, et considérons
les vecteurs x+ Ker(ϕ) et y + Ker(ϕ) de g/Ker(ϕ). On a

ψ([x+ Ker(ϕ), y + Ker(ϕ)]) = ψ([x, y] + Ker(ϕ)) = ϕ([x, y])

= [ϕ(x), ϕ(y)] = [ψ(x+ Ker(ϕ)), ψ(y + Ker(ϕ))].

Donc ψ est effectivement un morphisme d’algèbres de Lie, et la preuve de (2) est
complète.
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(3) Soient x ∈ h et y ∈ ϕ(i). Par définition, il existe y′ ∈ i tel que y = ϕ(y′).
D’autre part, comme ϕ est surjectif, il existe x′ ∈ g tel que x = ϕ(x′). On a alors

[x, y] = [ϕ(x′), ϕ(y′)] = ϕ([x′, y′]).

Comme i est un idéal de g, on a [x′, y′] ∈ i, donc [x, y] ∈ ϕ(i). Ceci démontre que
ϕ(i) est un idéal. �

Remarque 5.7. La propriété (3) est bien entendu fausse si ϕ n’est pas sur-
jective. Par exemple, l’image de l’inclusion u+

n (k) ↪→ gln(k) n’est pas un idéal si
n ≥ 2.

Proposition 5.8. Soient g et h deux algèbres de Lie, et soit ϕ : g → h un
morphisme d’algèbres de Lie surjectif. Alors les applications

(5.1) k 7→ ϕ(k), l 7→ ϕ−1(l)

induisent des bijections réciproques l’une de l’autre entre les sous-algèbres de Lie
(resp. idéaux) de g contenant Ker(ϕ) et les sous-algèbres de Lie (resp. idéaux) de
h.

Démonstration. D’après la proposition 4.7, si k est une sous-algèbre de Lie
de g alors ϕ(h) est une sous-algèbre de Lie de h. De même, comme ϕ est surjectif,
d’après la proposition 5.6, si k est un idéal de g alors ϕ(k) est un idéal de k.

Réciproquement, si l ⊂ h est un sous-espace vectoriel, alors ϕ−1(l) est un sous-
espace vectoriel de g contenant Ker(ϕ). D’après la proposition 4.7, si l est une
sous-algèbre de Lie alors ϕ−1(l) est une sous-algèbre de Lie de g. D’après la propo-
sition 5.6, si k est un idéal alors ϕ−1(k) est un idéal de g.

On a vérifié que les règles (5.1) définissent bien des applications entre les sous-
algèbres de Lie, resp. idéaux, de g contenant Ker(ϕ) et les sous-algèbres de Lie,
resp. idéaux, de h. D’après l’exercice 2.1 du chapitre 1, pour tout sous-espace vec-
toriel k de g contenant Ker(ϕ) on a ϕ−1(ϕ(k)) = k et pour tout sous-espace vectoriel
l de h on a ϕ(ϕ−1(l)) = l, ce qui démontre que ces applications sont des bijections
réciproques l’une de l’autre. �

Exercice 5.9. (1) Montrer que sln(k) ⊂ gln(k) est un idéal, et que l’algè-
bre de Lie quotient gln(k)/sln(k) est abélienne, de dimension 1.

(2) Montrer que le sous-espace k · In ⊂ gln(k) est un idéal. Montrer que, si
car(k) ne divise pas n, la composition

sln(k) ↪→ gln(k) � gln(k)/(k · In)

est un isomorphisme d’algèbres de Lie.

5.4. Algèbres de Lie simples. Une algèbre de Lie g possède toujours deux
idéaux dits triviaux, {0} et g.

Définition 5.10. Une algèbre de Lie g est dite simple si elle n’est pas abélienne
et si ses seuls idéaux sont {0} et g.

Remarque 5.11. (1) Soient g et h deux algèbres de Lie, et soit ϕ : g
∼−→ h

un isomorphisme. D’après la proposition 5.8, g est simple ssi h est simple.

(2) Si g est une algèbre de Lie abélienne de dimension au moins 2, alors toute
droite de g est un idéal non trivial. Donc la condition que g n’est pas
abélienne n’exclut que les cas g = {0} et g = k.
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Exercice 5.12. Montrer que, si car(k) 6= 2, l’algèbre de Lie sl2(k) est simple.
Indication : si

e =

(
0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
on pourra utiliser (après les avoir démontrées) les relations suivantes :

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

Exercice 5.13. Montrer que, pour tout n ≥ 1, les algèbres de Lie b±n (k) et
u±n (k) ne sont pas simples.

6. Centre et sous-algèbre dérivée

Définition 6.1 (Centre et sous-algèbre dérivée). Soit g une algèbre de Lie. Le
centre z(g) de g est le sous-espace vectoriel

z(g) = {x ∈ g | ∀y ∈ g, [x, y] = 0}.
La sous-algèbre dérivée D(g) de g est le sous-espace vectoriel

D(g) = [g, g] = Vect({[x, y], x, y ∈ g}).

Proposition 6.2. Soit g une algèbre de Lie. Les sous-espaces vectoriels z(g)
et D(g) sont des idéaux de g.

Démonstration. Le cas de D(g) découle de la proposition 5.3 (appliquée à
i = j = g). Traitons maintenant le cas de z(g). Pour x ∈ z(g) et y ∈ g, on a [x, y] = 0,
donc [x, y] ∈ z(g), ce qui montre que z(g) est un idéal de g. �

Exercice 6.3. Montrer que

z(gln(k)) = k · In et D(gln(k)) = sln(k).

Exercice 6.4. (1) Montrer que si n ≥ 3 ou si k est de caractéristique
différente de 2, on a D(sln(k)) = sln(k).

(2) Montrer que si car(k) = 2, on a D(sl2(k)) 6= sl2(k).

Exercice 6.5. Montrer que

D(u+
3 (k)) = z(u+

3 (k)) = k ·

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Exercice 6.6. Soit V un k-espace vectoriel, et soit ϕ un endomorphisme de
V . On pose

g(V, ϕ) := V × k,
et on définit une application [−,−] : g(V, ϕ)× g(V, ϕ)→ g(V, ϕ) par

[(v, λ), (v′, µ)] = (λϕ(v′)− µϕ(v), 0)

pour v, v′ ∈ V et λ, µ ∈ k.

(1) Montrer que [−,−] définit une structure d’algèbre de Lie sur g(V, ϕ).

(2) Montrer que D(g(V, ϕ)) = Im(ϕ)× {0}.
(3) Montrer que

z(g(V, ϕ)) =

{
Ker(ϕ)× {0} si ϕ 6= 0 ;

g(V, ϕ) si ϕ = 0.
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(4) Montrer que si ψ : V → V ′ est un isomorphisme, alors l’application linéaire

(ψ, Idk) : V × k→ V ′ × k

définit un isomorphisme d’algèbres de Lie

g(V, ϕ)
∼−→ g(V ′, ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1).

Exercice 6.7. Soient g et g′ deux algèbres de Lie, et soit f : g → g′ un
morphisme d’algèbres de Lie.

(1) Montrer que f(D(g)) ⊂ D(g′).

(2) Montrer que si f est surjective, alors f(D(g)) = D(g′).

7. Dérivations

Définition 7.1. Soit A un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire

− ?− : A×A→ A.

Une dérivation de A (par rapport à ?) est une application linéaire d : A → A qui
vérifie

d(a ? b) = d(a) ? b+ a ? d(b)

pour tous a, b ∈ A.
On note Der(A) le sous-ensemble de gl(A) formé des dérivations de A.

Proposition 7.2. Soit A un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire
− ?− : A×A→ A. Alors Der(A) est une sous-algèbre de Lie de gl(A).

Démonstration. Il est clair qu’une combinaison linéaire de dérivations est
une dérivation, de sorte que Der(A) est un sous-espace vectoriel de gl(A).

Soient maintenant d, d′ ∈ Der(A). Pour a, b ∈ A on a

d ◦ d′(a ? b) = d(d′(a) ? b+ a ? d′(b))

= (d ◦ d′)(a) ? b+ d′(a) ? d(b) + d(a) ? d′(b) + a ? (d ◦ d′)(b).

De même on a

d′ ◦ d(a ? b) = (d′ ◦ d)(a) ? b+ d(a) ? d′(b) + d′(a) ? d(b) + a ? (d′ ◦ d)(b).

En soustrayant on obtient que

[d, d′](a ? b) = [d, d′](a) ? b+ a ? [d, d′](b),

ce qui prouve que [d, d′] ∈ Der(A) est finalement que Der(A) est une sous-algèbre
de Lie de gl(A). �

Exemple 7.3. Soit g une algèbre de Lie, et considérons le cas où A = g,
− ?− = [−,−]. L’identité de Jacobi peut se réécrire sous la forme

∀x, y, z ∈ g, [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]].

Ceci montre que, pour tout x ∈ g, l’application linéaire y 7→ [x, y] est une dérivation
de g. Les dérivations de cette forme sont appelées intérieures.
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8. Représentations

8.1. Définition.

Définition 8.1 (Représentations). Soit g une algèbre de Lie. Une représenta-
tion de g est la donnée d’un espace vectoriel V et d’une application bilinéaire

g× V → V,

notée (x, v) 7→ x · v, qui vérifie

(8.1) [x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v)

pour tous x, y ∈ g et v ∈ V .

Remarque 8.2. Soit g une algèbre de Lie, et soit h ⊂ g une sous-algèbre de Lie.
Si V est une représentation de g, alors l’espace vectoriel V , muni de l’application
bilinéaire h×V → V définie par (x, v) 7→ x · v, est une représentation de h, appelée
restriction de V à h.

Soit V une représentation, et, pour x ∈ g, considérons l’application ϕ(x) : V →
V définie par ϕ(x)(v) = x·v. Alors ϕ définit une application linéaire g→ gl(V ), et la
relation (8.1) implique que ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie. Réciproquement,
si V est un espace vectoriel et ϕ : g → gl(V ) est un morphisme d’algèbres de Lie,
alors on vérifie facilement que V , muni de l’application{

g× V → V
(x, v) 7→ ϕ(x)(v)

,

est une représentation de g. Il revient donc au même de se donner une représentation
de g ou un morphisme d’algèbres de Lie de g vers une algèbre de Lie de la forme
gl(V ).

Définition 8.3 (Représentation simple). Soit g une algèbre de Lie, et soit V
une représentation de g. Cette représentation est dite simple si V 6= {0} et si les
seuls sous-espaces vectoriels W de V tels que, pour tout x ∈ g, x(W ) ⊂ W , sont
{0} et V .

Exemple 8.4. Un exemple fondamental de représentation est la représentation
adjointe. Soit g une algèbre de Lie. Considérons l’espace vectoriel V = g, muni de
l’application bilinéaire

g× g→ g

donnée par le crochet de Lie. Dans ce contexte, la relation (8.1) est équivalente
à la relation de Jacobi, de sorte que g est une représentation de g, appelé la
représentation adjointe. Le morphisme d’algèbres de Lie g→ gl(g) associé est noté
ad, de sorte que

ad(x)(y) = [x, y].

On a Ker(ad) = z(g).

Exercice 8.5. Soit V un espace vectoriel. Montrer que l’application{
gl(V )× V → V

(f, v) 7→ f(v)

définit une représentation de l’algèbre de Lie gl(V ) sur V , et que cette représentation
est simple. (Cette représentation est appelée la représentation naturelle de gl(V ).)
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Exercice 8.6. Montrer que si V est une représentation de g et si ρ : g→ gl(V )
est le morphisme d’algèbres de Lie associé, alors le morphisme ρ∗ : g→ gl(V ∗) défini
par

ρ∗(x) : ξ 7→ −ξ ◦ ρ(x),

définit une représentation de g sur V ∗.

Définition 8.7 (Morphisme de représentations). Soient V1 et V2 deux représen-
tations de g, et soient ρ1 : g→ gl(V1) et ρ2 : g→ gl(V2) les morphismes d’algèbres
de Lie associés. Un morphisme de représentations de V1 vers V2 est une application
linéaire ϕ : V1 → V2 telle que pour tout x ∈ g on a ϕ ◦ ρ1(x) = ρ2(x) ◦ ϕ.

Un isomorphisme de représentations est un morphisme de représentations qui
est bijectif.

Remarque 8.8. Si ϕ est un isomorphisme de représentations, alors la bijection
réciproque ϕ−1 est également un (iso)morphisme de représentations.

8.2. Produit tensoriel de représentations. Soient (V1, ρ1) et (V2, ρ2) deux
représentations de g. (Ici ρ1 : g → gl(V1) et ρ2 : g → gl(V2) sont des morphismes
d’algèbres de Lie.) On considère l’application linéaire

ρ :

{
g → gl(V1 ⊗ V2)
x 7→ ρ1(x)⊗ idV2

+ idV1
⊗ ρ2(x)

.

Lemme 8.9. L’application linéaire ρ est un morphisme d’algèbres de Lie.

Démonstration. Soient x, y ∈ g. On a

ρ([x, y]) = ρ1([x, y])⊗ idV2
+ idV1

⊗ ρ2([x, y])

= (ρ1(x) ◦ ρ1(y)− ρ1(y) ◦ ρ1(x))⊗ idV2 + idV1 ⊗ (ρ2(x) ◦ ρ2(y)− ρ2(y) ◦ ρ2(x)),

c’est-à-dire que

ρ([x, y]) = (ρ1(x)⊗ idV2
+ idV1

⊗ ρ2(x)) ◦ (ρ1(y)⊗ idV2
+ idV1

⊗ ρ2(y))

− (ρ1(y)⊗ idV2 + idV1 ⊗ ρ2(y)) ◦ (ρ1(x)⊗ idV2 + idV1 ⊗ ρ2(x)),

et donc finalement

ρ([x, y]) = ρ(x) ◦ ρ(y)− ρ(y) ◦ ρ(x) = [ρ(x), ρ(y)],

ce qui prouve le lemme. �

Le lemme 8.9 montre que ρ définit une structure de représentation de g sur
l’espace vectoriel V1 ⊗ V2. Cette représentation est appelée le produit tensoriel des
représentations (V1, ρ1) et (V2, ρ2).

Exercice 8.10. Considérons l’algèbre de Lie g = gl(V ), où V est un espace vec-
toriel de dimension finie. Montrer qu’il existe un isomorphisme de représentations

gl(V ) ∼= V ∗ ⊗ V
où gl(V ) est muni de la représentation adjointe, V de la représentation naturelle,
et V ∗ de la représentation déduite via l’exercice 8.6.



Chapitre 3

Algèbres de Lie de petite dimension

1. Algèbres de Lie abéliennes

Proposition 1.1. Si g et h sont deux algèbres de Lie abéliennes de dimension
finie, alors il existe un isomorphisme d’algèbres de Lie f : g

∼−→ h ssi dim(g) =
dim(h).

Démonstration. S’il existe un isomorphisme d’algèbres de Lie f : g
∼−→ h,

alors en particulier f est un isomorphisme d’espaces vectoriels, ce qui implique que
dim(g) = dim(h). Réciproquement, supposons que dim(g) = dim(h). Alors il existe

un isomorphisme d’espaces vectoriels f : g
∼−→ h. L’application f est également un

morphisme d’algèbres de Lie. En effet, pour x, y ∈ g on a

f([x, y]) = f(0) = 0 = [f(x), f(y)]

puisque les crochets de g et h sont nuls. Donc f est un isomorphisme d’algèbres de
Lie. �

Corollaire 1.2. Pour tout n ≥ 0 il existe, à isomorphisme près, exactement
une algèbre de Lie abélienne de dimension n.

Démonstration. On a démontré dans la proposition 1.1 que deux algèbres
de Lie abéliennes de dimension n sont isomorphes, donc il existe, à isomorphisme
près, au plus une algèbre de Lie abélienne de dimension n. D’autre part l’espace
vectoriel kn, muni du crochet nul, est une algèbre de Lie abélienne de dimension
n. Donc il existe, à isomorphisme près, exactement une algèbre de Lie abélienne de
dimension n. �

2. Dimension 1

Proposition 2.1. Toute algèbre de Lie de dimension 1 est abélienne. En par-
ticulier il n’existe, à isomorphisme près, qu’une seule algèbre de Lie de dimension
1.

Démonstration. Si g est une algèbre de Lie de dimension 1 et si x est un
vecteur non nul de g, la condition d’antisymétrie impose que [x, x] = 0. Si y, z sont
des vecteurs de g, il existe λ, µ ∈ k tels que y = λx et z = µx, et alors

[y, z] = [λx, µx] = λµ[x, x] = 0.

Donc le crochet de Lie est nul, et g est abélienne.
D’après la proposition 1.1, il existe, à isomorphisme près, une unique algèbre

de Lie abélienne de dimension 1. Donc il existe exactement une algèbre de Lie de
dimension 1 à isomorphisme près. �

31
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3. Dimension 2

Proposition 3.1. Soit g une algèbre de Lie non abélienne, de dimension 2.
Alors il existe une base (x, y) de g telle que

[x, y] = x.

Démonstration. Soit (x′, y′) une base quelconque de g. Alors il existe λ, µ ∈ k
tels que

[x′, y′] = λx′ + µy′.

Démontrons par l’absurde que λ et µ ne sont pas tous deux nuls : en fait, si c’était
le cas on aurait [x′, y′] = 0 et donc, pour tous α, β, γ, δ ∈ k,

[αx′ + βy′, γx′ + δy′] = αγ[x′, x′] + αδ[x′, y′] + βγ[y′, x′] + βδ[y′, y′] = 0

(car chaque terme dans la somme est nulle), ce qui contredit l’hypothèse que g est
non abélienne.

Quitte à échanger x′ et y′, on peut donc supposer que λ 6= 0. On pose alors

x = λx′ + µy′, y =
1

λ
y′.

La matrice de la famille (x, y) dans la base (x′, y′) est(
λ 0
µ 1

λ

)
,

qui est de déterminant non nul donc inversible. Donc la famille (x, y) est une base
de g. D’autre part on a

[x, y] = [λx′ + µy′,
1

λ
y′] = [x′, y′] +

µ

λ
[y′, y′] = [x′, y′] = x.

Donc cette base vérifie bien la propriété de l’énoncé. �

Corollaire 3.2. Il n’existe, à isomorphisme près, qu’une seule algèbre de Lie
non abélienne de dimension 2.

Démonstration. Soient g1 et g2 deux algèbres de Lie non abéliennes de di-
mension 2. D’après la proposition 3.1, il existe une base (x1, y1) de g1 et une base
(x2, y2) de g2 qui vérifient

[x1, y1] = x1, [x2, y2] = x2.

Considérons l’unique application linéaire f : g1 → g2 qui vérifie

f(x1) = x2, f(y1) = y2.

Comme (x2, y2) est une base de g2, f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
D’autre part, f est un morphisme d’algèbres de Lie. En effet, pour α, β, γ, δ ∈ k

on a

f([αx1 + βy1, γx1 + δy1]) = f
(
(αδ − βγ)x1

)
= (αδ − βγ)x2

= [αx2 + βy2, γx2 + δy2] = [f(αx1 + βy1), f(γx1 + δy1)].

Donc f est un isomorphisme d’algèbres de Lie.
On a démontré que deux algèbres de Lie non abéliennes de dimension 2 quel-

conques sont isomorphes, et donc qu’il existe au plus une algèbre de Lie non
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abélienne de dimension 2. Il reste à démontrer qu’il en existe une. Pour cela on
considère le sous-espace vectoriel h de gl2(k) formé des matrices de la forme(

0 a
0 b

)
pour a, b ∈ k. On a[(

0 a
0 b

)
,

(
0 c
0 d

)]
=

(
0 a
0 b

)(
0 c
0 d

)
−
(

0 c
0 d

)(
0 a
0 b

)
=

(
0 ad
0 bd

)
−
(

0 bc
0 bd

)
=

(
0 ad− bc
0 0

)
.

Donc h est une sous-algèbre de Lie de gl2(k), de dimension 2. On a[(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)]
=

(
0 1
0 0

)
6= 0,

donc cette algèbre de Lie est non abélienne, ce qui achève la preuve. �

Exercice 3.3. Soit g une algèbre de Lie non abélienne de dimension 2. Montrer
que dim(D(g)) = 1 et que z(g) = {0}.

4. Dimension 3

Considérons maintenant le cas où dim(g) = 3, qui commence à être plus com-
plexe.

4.1. Cas dim(D(g)) = 1 et D(g) ⊂ z(g).

Proposition 4.1. Il n’existe, à isomorphisme près, qu’une seule algèbre de
Lie de dimension 3 vérifiant les conditions dim(D(g)) = 1 et D(g) ⊂ z(g), à savoir
l’algèbre de Lie u+

3 (k) (aussi appelée algèbre de Lie de Heisenberg).

Démonstration. Tout d’abord, le fait que l’algèbre de Lie u+
3 (k) vérifie ces

propriétés est vérifié dans l’exercice 6.5.
Considérons maintenant une algèbre de Lie g qui vérifie les conditions de

l’énoncé. Comme D(g) 6= {0}, il existe x, y ∈ g tels que [x, y] 6= 0. On pose
z := [x, y] ; cet élément appartient à D(g) donc à z(g). On a donc

(4.1) [x, y] = z, [x, z] = 0, [y, z] = 0.

Montrons que la famille (x, y, z) est libre. Soient α, β, γ des éléments de k tels
que αx+ βy + γz = 0. On a alors

0 = [x, αx+ βy + γz] = α[x, x] + β[x, y] + γ[x, z] = βz.

Donc β = 0. De même, en calculant [y, αx+ βy + γz], on obtient que α = 0. On a
donc γz = 0, et finalement γ = 0, ce qui conclut la preuve du fait que (x, y, z) est
une famille libre. Comme dim(g) = 3, c’est une base de g.

Dans l’algèbre de Lie u+
3 (k), on considère les éléments

x0 = E12, y0 = E23, z0 = E13.

Ces éléments forment une base de u+
3 (k). Un calcul facile (et laissé au lecteur)

montre que

[x0, y0] = z0, [x0, z0] = 0, [y0, z0] = 0.
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On considère alors l’unique application linéaire

ϕ : u+
3 (k)→ g

qui vérifie ϕ(x0) = x, ϕ(y0) = y, ϕ(z0) = z. Comme ϕ envoie une base sur une
base, c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’autre part, pour tous α, β, γ,
α′, β′, γ′ dans k on a

ϕ([αx0 + βy0 + γz0, α
′x0 + β′y0 + γ′z0]) = ϕ((αβ′ − βα′)z0)

= (αβ′ − βα′)z = [αx+ βy + γz, α′x+ β′y + γ′z]

= [ϕ(αx0 + βy0 + γz0), ϕ(α′x0 + β′y0 + γ′z0)].

Donc ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie, et donc un isomorphisme d’algèbres
de Lie. �

4.2. Cas dim(D(g)) = 1 et D(g) 6⊂ z(g).

Proposition 4.2. Il n’existe, à isomorphisme près, qu’une seule algèbre de Lie
de dimension 3 vérifiant les conditions dim(D(g)) = 1 et D(g) 6⊂ z(g), à savoir le
produit de l’algèbre de Lie abélienne de dimension 1 et de l’unique algèbre de Lie
non abélienne de dimension 2.

Démonstration. Notons g2 l’unique algèbre de Lie non abélienne de dimen-
sion 2, et posons g3 = g2 × k (où k est vue comme algèbre de Lie abélienne de
dimension 1). Alors D(g3) = D(g2)×{0} est de dimension 1 d’après l’exercice 3.3,
et z(g3) = {0} × k (toujours d’après l’exercice 3.3), de sorte que D(g3) 6⊂ z(g3).

Réciproquement, soit g une algèbre de Lie vérifiant les conditions de l’énoncé,
et soit x ∈ D(g). Alors on a D(g) = k · x. Comme x /∈ z(g), il existe y ∈ g tel que
[x, y] 6= 0. On a [x, y] ∈ D(g) = k ·x, donc le sous-espace vectoriel Vect(x, y) ⊂ g est
une sous-algèbre de Lie de g. Cette sous-algèbre est de dimension au plus 2, et non
abélienne (car [x, y] 6= 0). Donc, d’après le corollaire 3.2, il existe un isomorphisme

d’algèbres de Lie ψ : g2
∼−→ Vect(x, y).

D’après la proposition 3.1, il existe une base (a, b) de Vect(x, y) telle que [a, b] =
a. Alors a ∈ D(g), donc D(g) = k ·a. Soit c ∈ g un vecteur tel que la famille (a, b, c)
est une base de g. Comme D(g) = k · a, il existe λ, µ ∈ k tels que

[a, c] = λa, [b, c] = µa.

Alors on a

[a, µa− λb+ c] = −λ[a, b] + [a, c] = −λa+ λa = 0,

[b, µa− λb+ c] = µ[b, a] + [b, c] = −µa+ µa = 0,

[c, µa− λb+ c] = µ[c, a]− λ[c, b] = −λµa+ λµa = 0,

donc le vecteur d := µa− λb+ c appartient à z(g). La matrice de la famille (a, b, d)
dans la base (a, b, c) est 1 0 µ

0 1 −λ
0 0 1

 ,

qui est de déterminant 1, donc inversible. Donc la famille (a, b, d) est une base de
g.

Considérons maintenant l’application linéaire

ϕ : g3 = g2 × k→ g
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définie par ϕ(v, α) = ψ(v) + αd. L’image de ϕ contient a, b et d, donc cette appli-
cation est surjective. Comme dim(g3) = dim(g) = 3, c’est même un isomorphisme
d’espaces vectoriels. De plus, pour v, v′ ∈ g2 et α, α′ ∈ k on a

ϕ([(v, α), (v′, α′)]) = ϕ([v, v′], 0) = ψ([v, v′]) = [ψ(v), ψ(v′)]

= [ψ(v) + αd, ψ(v′) + α′d] = [ϕ(v, α), ϕ(v′, α′)]

puisque d est central. Donc ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie, et finalement un
isomorphisme d’algèbres de Lie. �

4.3. Cas dim(D(g)) = 2. On va maintenant étudier le cas où dim(D(g)) = 2.
On commence par un lemme général.

Lemme 4.3. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Pour tout x ∈ D(g),
on a Tr(ad(x)) = 0.

Démonstration. Comme D(g) est engendré (comme espace vectoriel) par les
vecteurs de la forme [x, y] pour x, y ∈ g, il suffit de montrer que Tr(ad([x, y])) = 0.
Mais on a

Tr(ad([x, y])) = Tr(ad(x) ◦ ad(y)− ad(y) ◦ ad(x))

= Tr(ad(x) ◦ ad(y))− Tr(ad(y) ◦ ad(x)) = 0,

ce qui achève la preuve. �

Lemme 4.4. Soit g une algèbre de Lie telle que

dim(g) = 3, dim(D(g)) = 2.

Alors D(g) est une algèbre de Lie abélienne, et pour tout x ∈ grD(g) la restriction
de l’endomorphisme ad(x) : g→ g à D(g) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit (y, z) une base de D(g), et soit x ∈ gr D(g), de sorte
que (x, y, z) est une base de g. Pour montrer que D(g) est abélienne, il suffit de
montrer que [y, z] = 0.

Comme [y, z] ∈ D(g), il existe α, β ∈ k tels que [y, z] = αy + βz. Considérons
maintenant la matrice de l’endomorphisme ad(y) dans la base (x, y, z). Comme
[y, x] ∈ D(g), cette matrice a la forme suivante :0 0 0

? 0 α
? 0 β

 .

En particulier, on a donc Tr(ad(y)) = β. D’après le lemme 4.3, on a d’autre part
Tr(ad(y)) = 0. Donc β = 0. Les mêmes considérations, appliquées à z au lieu de
y, montrent que α = 0, ce qui implique que [y, z] = 0 et achève la preuve de la
première assertion.

Pour démontrer la deuxième assertion, on remarque tout d’abord qu’on a
Im(ad(x)) ⊂ D(g) par définition de D(g), de sorte que la restriction de ad(x) à
D(g) définit bien un endomorphisme de D(g). Le sous-espace vectoriel D(g) de
g est engendré par les vecteurs [x, y], [x, z] et [y, z]. Comme [y, z] = 0 et comme
dim(D(g)) = 2, les vecteurs [x, y] et [x, z] sont linéairement indépendants. Ceci
prouve que le rang de la restriction de ad(x) à D(g) est 2, en d’autres termes que
cette restriction est un isomorphisme. �
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Dans la suite de cette partie on utilise la notation g(V, ϕ) introduite dans
l’exercice 6.6 du chapitre 2.

Corollaire 4.5. Soit g une algèbre de Lie telle que

dim(g) = 3, dim(D(g)) = 2.

Alors si x ∈ g r D(g) et si ϕ est la restriction de ad(x) à D(g), il existe un
isomorphisme d’algèbres de Lie

g(D(g), ϕ)
∼−→ g.

Démonstration. On considère l’application linéaire

f : g(D(g), ϕ)→ g

définie par f(v, λ) = v+λx pour v ∈ D(g) et λ ∈ k. Cette application est clairement
un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’autre part, pour v, v′ ∈ D(g) et λ, λ′ ∈ k
on a

f
([

(v, λ), (v′, λ′)
])

= f(λϕ(v′)− λ′ϕ(v), 0) = f(λ[x, v′]− λ′[x, v], 0)

= λ[x, v′]− λ′[x, v] = [v + λx, v′ + λ′x] =
[
f(v, λ), f(v′, λ′)

]
(car [v, v′] = [x, x] = 0), donc f est un morphisme d’algèbres de Lie. �

Pour continuer notre étude, on va considérer maintenant une famille d’algèbres
de Lie dépendant d’un paramètre λ ∈ k×. On pose

gλ := k3,

et on définit une application [−,−] : gλ × gλ → gλ en posant

[(x, y, z), (x′, y′, z′)] = (zx′ − z′x, λ(zy′ − z′y), 0).

En appliquant l’exercice 6.6 du chapitre 2 au cas V = k2, muni de l’endomorphisme
ϕλ dont la matrice dans la base canonique est(

1 0
0 λ

)
,

on obtient que gλ est une algèbre de Lie, et qu’elle vérifie D(gλ) = k2 ⊕ {0}. On
note iλ : k2 → gλ l’application linéaire définie par iλ(x, y) = (x, y, 0). (On peut
vérifier que iλ est un morphisme d’algèbres de Lie si k2 est vu comme algèbre de
Lie abélienne.)

Lemme 4.6. Pour λ, µ ∈ k×, les algèbres de Lie gλ et gµ sont isomorphes ssi
µ = λ ou µ = λ−1.

Démonstration. En appliquant l’exercice 6.6 du chapitre 2 pour l’automor-
phisme ψ de k2 dont la matrice dans la base canonique est(

0 1
1 0

)
on obtient un isomorphisme

gλ
∼−→ g(k2, ϕ′λ),

où ϕ′λ est l’endomorphisme de k2 dont la matrice dans la base canonique est(
λ 0
0 1

)
.
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Maintenant, il est facile de vérifier que l’automorphisme de k3 dont la matrice dans
la base canonique est 1 0 0

0 1 0
0 0 λ


définit un isomorphisme d’algèbres de Lie

g(k2, ϕ′λ)
∼−→ gλ−1 ,

ce qui prouve que gλ et gλ−1 sont isomorphes.
Réciproquement, supposons qu’il existe un isomorphisme d’algèbres de Lie

f : gλ
∼−→ gµ.

En appliquant l’exercice 6.7 du chapitre 2 à f et f−1, on obtient que f se restreint
en un isomorphisme D(gλ)

∼−→ D(gµ), c’est-à-dire en un isomorphisme k2⊕{0} ∼−→
k2⊕{0}. En d’autres termes, il existe un automorphisme g de k2 tel que f◦iλ = iµ◦g.

Soient maintenant α, β, γ ∈ k les scalaires tels que

f(0, 0, 1) = (α, β, γ).

Alors pour v ∈ k2 on a d’une part

f([(0, 0, 1), iλ(v)]) = f(iλ(ϕλ(v))) = iµ(g ◦ ϕλ(v)),

et d’autre part

f([(0, 0, 1), iλ(v)]) = [f(0, 0, 1), f(iλ(v))] = [(α, β, γ), iµ(g(v))] = γ · iµ(ϕµ ◦ g(v)).

Comme iµ est injective, ceci implique que

g ◦ ϕλ = (γ · ϕµ) ◦ g,
et donc que les endomorphismes ϕλ et γ · ϕµ de k2 sont conjugués. Ils ont donc les
mêmes valeurs propres, donc

{1, λ} = {γ, γµ}.
Ceci implique que λ = µ±1, et termine la preuve. �

Proposition 4.7. Soit g une algèbre de Lie telle que

dim(g) = 3, dim(D(g)) = 2.

Supposons qu’il existe x ∈ g r D(g) tel que la restriction de ad(x) à D(g) est
diagonalisable. Alors il existe λ ∈ k×, unique au remplacement de λ par λ−1 près,
tel que g est isomorphe à gλ.

Démonstration. Soit x ∈ g r D(g) tel que la restriction de ad(x) à D(g)
est diagonalisable. Comme ad(x)|D(g) est inversible d’après le lemme 4.4, quitte à
remplacer x par un multiple on peut supposer qu’une des valeurs propres de cette
restriction est 1. Soit λ l’autre valeur propre de ad(x)|D(g) ; alors λ 6= 0. De plus, il
existe un isomorphisme

ψ : D(g)
∼−→ k2

tel que ψ ◦ (ad(x)|D(g)) = ϕλ ◦ ψ. Alors d’après le corollaire 4.5 et l’exercice 6.6 du
chapitre 2 on a des isomorphismes d’algèbres de Lie

g
∼−→ g(D(g), ad(x)|D(g))

∼−→ gλ.

L’unicité de λ (au remplacement par λ−1 près) découle du lemme 4.6. �
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Remarque 4.8. Si g est comme ci-dessus et s’il existe un x ∈ grD(g) tel que
ad(x)|D(g) est diagonalisable, alors pour tout y ∈ g, l’endomorphisme ad(y)|D(g) de
D(g) est diagonalisable. En effet, pour un tel y, il existe α ∈ k et v ∈ D(g) tels
que y = α · x+ v. Et comme D(g) est abélienne (d’après le lemme 4.4), on a alors
ad(y)|D(g) = α · ad(x)|D(g), donc cet endomorphisme est effectivement diagonali-
sable.

Pour compléter l’étude du cas dim(D(g)) = 2, il reste à considérer le cas où
pour tout x ∈ g r D(g), la restriction de ad(x) à D(g) n’est pas diagonalisable.
Nous ne considérerons ce cas que sous l’hypothèse que k est algébriquement clos.

Proposition 4.9. Supposons que k est algébriquement clos. Soit g une algèbre
de Lie telle que

dim(g) = 3, dim(D(g)) = 2.

Supposons que pour tout x ∈ g r D(g), la restriction de ad(x) à D(g) n’est pas
diagonalisable. Alors g est isomorphe à g(k2, ϕ) où ϕ est l’endomorphisme de k2

dont la matrice dans la base canonique est(
1 1
0 1

)
.

Démonstration. Soit x ∈ gr D(g). Comme k est algébriquement clos, l’en-
domorphisme ad(x)|D(g) admet une valeur propre. Comme dans la preuve de la
proposition 4.7, on peut supposer que cette valeur propre est 1. Alors, comme
ad(x)|D(g) n’est pas diagonalisable, 1 est sa seule valeur propre, et il existe une
base (y, z) de D(g) dans laquelle sa matrice est(

1 α
0 1

)
où α ∈ k×. D’après l’exercice 6.6 du chapitre 2, l’application linéaire

ψ = k2 → D(g)

définie par ψ(λ, µ) = λy + µα−1z définit un isomorphisme

g(k2, ϕ)
∼−→ g(D(g), ad(x)|D(g)).

En utilisant également le corollaire 4.5, on obtient finalement un isomorphisme
g
∼−→ g(k2, ϕ), ce que achève la preuve. �

Exercice 4.10. Montrer que l’algèbre de Lie considérée dans la proposition 4.9
n’est isomorphe à aucune algèbre de Lie gλ.

4.4. Cas D(g) = g.

Lemme 4.11. Soit k un corps algébriquement clos, et soit V un k-espace vec-
toriel de dimension 3. Si f est un endomorphisme de V de rang 2 et dont la seule
valeur propre est 0, alors il existe une base de V dans laquelle la matrice de f est0 1 0

0 0 1
0 0 0

 .
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Démonstration. D’après le théorème de Cayley–Hamilton, on a f ◦f ◦f = 0.
Et comme f est de rang 2, on a Im(f) 6⊂ Ker(f), donc f ◦ f 6= 0. Soit v ∈ V un
vecteur tel que (f ◦ f)(v) 6= 0. Montrons que la famille ((f ◦ f)(v), f(v), v) est une
base de V . Soient α, β, γ dans k, et supposons que

(4.2) α · (f ◦ f)(v) + β · f(v) + γ · v = 0.

Alors on a

(4.3) 0 = f(α · (f ◦ f)(v) + β · f(v) + γ · v) = β · (f ◦ f)(v) + γ · f(v),

puis

0 = f(β · (f ◦ f)(v) + γ · f(v)) = γ · (f ◦ f)(v).

Comme (f ◦ f)(v) 6= 0, ceci implique que γ = 0. En utilisant (4.3), on obtient alors
que β = 0, puis en utilisant (4.2) on obtient finalement que α = 0. Ceci prouve que
la famille ((f ◦ f)(v), f(v), v) est libre. Comme il s’agit d’une famille de 3 vecteurs
dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est bien une base de V .

Dans cette base, la matrice de f est la matrice souhaitée. �

Lemme 4.12. Soit V un k-espace vectoriel de dimension 3, et soit f un endo-
morphisme de V ayant pour valeurs propres 0 et α ∈ kr {0}, et tel que Tr(f) = 0.
Alors f est diagonalisable, avec valeurs propres 0, α et −α.

Démonstration. Considérons le poynôme caractéristique χf de f . Comme f
admet 0 et α comme valeurs propres, χf est divisible par X(X − α). Comme χf
est unitaire et de degré 3, le polynôme quotient χf/X(X −α) est unitaire de degré
1, donc de la forme X − β. On a donc

χf = X(X − α)(X − β).

De cette formule on voit que le coefficient de X2 dans χf est (−α−β). Par ailleurs
ce coefficient est −Tr(f) = 0, ce qui implique que β = −α. L’endomorphisme f a
donc 3 valeurs propres : 0, α et −α. Comme dim(V ) = 3, cet endomorphisme est
nécessairement diagonalisable. �

Proposition 4.13. Supposons que k est algébriquement clos et que car(k) 6= 2.
Alors il n’existe, à isomorphisme près, qu’une seule algèbre de Lie g de dimension
3 telle que D(g) = g, à savoir l’algèbre de Lie sl2(k).

Démonstration. D’après l’exercice 6.4 du chapitre 2, l’algèbre de Lie sl2(k)
vérifie les conditions de l’énoncé.

Considérons maintenant une algèbre de Lie g quelconque de dimension 3, et
telle que D(g) = g. On va procéder en plusieurs étapes.

Étape 1 : Montrons que, pour tout x ∈ gr{0}, l’endomorphisme ad(x) de g est
de rang 2, et vérifie Ker(ad(x)) = k ·x. En effet, soient y, z ∈ g tels que (x, y, z) est
une base de g. Alors le sous-espace vectoriel D(g) de g est engendré par les vecteurs

[x, y], [x, z] et [y, z].

Comme dim(D(g)) = 3, ces 3 vecteurs sont linéairement indépendants. En particu-
lier les vecteurs [x, y] et [x, z], qui appartiennent à Im(ad(x)), sont linéairement
indépendants, donc rg(ad(x)) ≥ 2. Comme d’autre part x ∈ Ker(ad(x)) on a
dim(Ker(ad(x))) ≥ 1, et le théorème du rang entrâıne alors que rg(ad(x)) = 2 et
dim(Ker(ad(x))) = 1. Comme x ∈ Ker(ad(x)) r {0}, on a alors Ker(ad(x)) = k · x,
ce qui conclut la preuve de cette première étape.
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Étape 2 : Montrons maintenant qu’il existe t ∈ g tel que ad(t) admet une valeur
propre non nulle. En effet, soit x ∈ gr {0} quelconque. Si ad(x) admet une valeur
propre non nulle, on peut prendre t = x. Sinon, d’après le lemme 4.11 il existe
a, b, c ∈ g tels que

[x, a] = 0, [x, b] = a, [x, c] = b.

Alors a ∈ Ker(ad(x)) = k · x (d’après l’étape 1). Donc [b, x] = −a ∈ k · xr {0}, ce
qui prouve que ad(b) a une valeur propre non nulle ; on peut donc prendre t = b.

Étape 3 : Montrons qu’il existe une base (e, h, f) de g telle que

(4.4) [e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f.

En effet, soit t comme dans l’étape 2. Alors comme ad(t)(t) = [t, t] = 0, l’endo-
morphisme ad(t) a 0 pour valeur propre, et également une valeur propre non nulle.
D’après le lemme 4.3 (et notre hypothèse que D(g) = g), on a tr(ad(t)) = 0. On
peut donc appliquer le lemme 4.12, qui garantit que ad(t) est diagonalisable, avec
pour valeurs propres 0, α et −α (pour un certain α ∈ k r {0}).

Posons maintenant h = 2
α t. Alors ad(h) est diagonalisable, avec pour valeurs

propres 0, 2 et −2. L’élément h est vecteur propre de h pour la valeur propre 0.
Soit e un vecteur propre pour la valeur propre 2, et f ′ un vecteur propre pour la
valeur propre −2. Alors (e, h, f ′) est une base de g. On a

ad(h)([e, f ′]) = [ad(h)(e), f ′] + [e, ad(h)(f ′)] = [2e, f ′] + [e,−2f ′] = 0,

donc [e, f ′] ∈ Ker(ad(h)) = k·h. D’autre part [e, f ′] 6= 0. (En effet, sinon Ker(ad(e))
contiendrait les vecteurs e et f ′ qui sont linéairement indépendants, donc serait
de dimension au moins 2, ce qui est impossible d’après l’étape 1.) Donc il existe
λ ∈ k r {0} tel que [e, f ′] = λh. On pose alors f = 1

λf
′, et notre base vérifie les

relations (4.4).

Étape 4 : Montrons maintenant qu’il existe un isomorphisme d’algèbres de Lie
sl2(k)

∼−→ g. Soit (e, h, f) une base qui satisfait les conditions de l’étape 3. On définit
une application ϕ : sl2(k)→ g en posant

ϕ

(
α β
γ −α

)
= αh+ βe+ γf.

Alors ϕ est une application linéaire. (Cette vérification est laissée au lecteur.) Son
image contient les vecteurs e, h et f , donc ϕ est surjective. Comme dim(sl2(k)) =
dim(g) = 3, ϕ est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour α, β, γ et α′,
β′, γ′ dans k on a

ϕ

([(
α β
γ −α

)
,

(
α′ β′

γ′ −α′
)])

= ϕ

(
βγ′ − β′γ 2αβ′ − 2βα′

2γα′ − 2αγ′ γβ′ − βγ′
)

= (βγ′ − β′γ)h+ (2αβ′ − 2βα′)e+ (2γα′ − 2αγ′)f.

D’autre part, en utilisant (4.4), on obtient que[
ϕ

(
α β
γ −α

)
, ϕ

(
α′ β′

γ′ −α′
)]

= [αh+ βe+ γf, α′h+ β′e+ γ′f ]

= αβ′[h, e] + αγ′[h, f ] + α′β[e, h] + βγ′[e, f ] + α′γ[f, h] + β′γ[f, e]

= (βγ′ − β′γ)h+ (2αβ′ − 2βα′)e+ (2γα′ − 2αγ′)f.
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Donc

ϕ

([(
α β
γ −α

)
,

(
α′ β′

γ′ −α′
)])

=

[
ϕ

(
α β
γ −α

)
, ϕ

(
α′ β′

γ′ −α′
)]

,

ce qui prouve que ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie, et donc un isomorphisme
d’algèbres de Lie. �





Chapitre 4

Algèbres de Lie nilpotentes et résolubles

1. Algèbres de Lie résolubles

1.1. Suite dérivée. Soit g une algèbre de Lie. On définit la suite dérivée
(Dn(g))n≥0 de g par récurrence en posant

D0(g) = g, Dn(g) = D(Dn−1(g)).

Par définition on a

· · · ⊂ Dn(g) ⊂ Dn−1(g) ⊂ · · · ⊂ D1(g) ⊂ D0(g) = g.

Les propriétés essentielles de la suite dérivée sont les suivantes.

Lemme 1.1. (1) Pour tout n ≥ 0, Dn(g) est un idéal de g.

(2) Pour tout n ≥ 0, l’algèbre de Lie Dn(g)/Dn+1(g) est abélienne.

Démonstration. (1) Cette propriété se démontre par récurrence sur n. Elle
est clairement vraie pour n = 0. Puis, si Dn(g) est un idéal, alors Dn+1(g) =
[Dn(g),Dn(g)] est un idéal par la proposition 5.3 du chapitre 2.

(2) Soient x, y ∈ Dn(g). Alors on a par définition

[x+ Dn+1(g), y + Dn+1(g)] = [x, y] + Dn+1(g).

Or [x, y] ∈ [Dn(g),Dn(g)] = Dn+1(g), donc [x, y] + Dn+1(g) = 0 + Dn+1(g). Donc
tout crochet d’éléments de Dn(g)/Dn+1(g) est nul, ce qui prouve que cette algèbre
de Lie est abélienne. �

Remarque 1.2. Si h ⊂ g est une sous-algèbre de Lie, il est clair que pour tout
n ≥ 0 on a Dn(h) ⊂ Dn(g).

Exercice 1.3. Montrer que pour tous n,m ≥ 0 on a Dn(Dm(g)) = Dn+m(g).

1.2. Algèbres de Lie résolubles.

Définition 1.4 (Algèbres de Lie résolubles). L’algèbre de Lie g est dite réso-
luble si elle vérifie Dn(g) = {0} pour un n ∈ N.

Notons que si Dn(g) = {0}, alors Dm(g) = {0} pour tout m ≥ n. Le lemme 1.1
montre également que toute algèbre de Lie résoluble est une “extension” d’algèbres
de Lie abéliennes.

Proposition 1.5. (1) Si g est une algèbre de Lie résoluble et si h ⊂ g est
une sous-algèbre de Lie, alors h est une algèbre de Lie résoluble.

(2) Si g est une algèbre de Lie résoluble et si i ⊂ g est un idéal, alors g/i est
une algèbre de Lie résoluble.

43
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Démonstration. (1) D’après la remarque 1.2, pour tout n ≥ 0 on a Dn(h) ⊂
Dn(g). Donc si Dn(g) = {0} pour un n, alors Dn(h) = {0}, ce qui prouve que h est
résoluble.

(2) Considérons le morphisme canonique π : g → g/i, qui est surjectif. En
appliquant l’exercice 6.7 du chapitre 2 de façon répétée, on obtient que pour tout
n ≥ 0 on a

Dn(g/i) = π(Dn(g)).

Donc si Dn(g) = {0} pour un n, on a Dn(g/i) = {0}, ce qui prouve que g/i est
résoluble. �

Exercice 1.6. Montrer que les algèbres de Lie suivantes sont résolubles :

(1) b±n (k) ;

(2) u±n (k) ;

(3) les algèbres de Lie abéliennes ;

(4) l’unique algèbre de Lie non abélienne de dimension 2 (cf. §3 du chapitre 3).

1.3. Idéaux résolubles. Si g est une algèbre de Lie, un idéal résoluble de g
est un idéal i ⊂ g qui, vu comme algèbre de Lie, est résoluble.

Proposition 1.7. Soit g une algèbre de Lie.

(1) Si i ⊂ g est un idéal résoluble et si g/i est résoluble, alors g est résoluble.

(2) Si i et j sont des idéaux résolubles de g, alors i + j est résoluble.

Démonstration. (1) Par hypothèse, il existe des entiers n,m ∈ N tels que
Dn(g/i) = {0} et Dm(i) = {0}. Comme dans la preuve de la proposition 1.5(2), on
a

Dk(g/i) = π(Dk(g))

pour tout k ∈ N, où π : g → g/i est la surjection canonique. Comme Dn(g/i) =
{0}, on en déduit que π(Dn(g)) = {0}, c’est-à-dire que Dn(g) ⊂ i. En utilisant
l’exercice 1.3 puis la remarque 1.2, on en déduit que

Dn+m(g) = Dm(Dn(g)) ⊂ Dm(i) = {0},
ce qui montre que g est résoluble.

(2) Considérons la composée

f : j ↪→ i + j � (i + j)/i.

Comme chacune des deux applications linéaires qui interviennent dans cette com-
position est un morphisme d’algèbre de Lie, f est un morphisme d’algèbres de Lie.
D’autre part f est surjective. En effet, si x ∈ i + j alors il existe y ∈ i et z ∈ j tels
que x = y + z. Alors

x+ i = y + z + i = y + i = f(y).

D’après la proposition 5.6 du chapitre 2, il existe donc un isomorphisme d’algè-
bres de Lie

j/Ker(f) ∼= (i + j)/i.

D’après la proposition 1.5(2) et l’hypothèse que j est résoluble, ceci implique que
(i + j)/i est résoluble.

Maintenant on peut appliquer (1) : i est un idéal résoluble de l’algèbre de Lie
i + j, tel que le quotient (i + j)/i est résoluble, donc i + j est résoluble. �
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1.4. Radical.

Définition - Proposition 1.8. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie.
Alors g possède un unique plus grand idéal résoluble, c’est-à-dire un unique idéal
résoluble contenant tous les idéaux résolubles de g. Cet idéal est noté Rad(g), et
est appelé le radical de g.

Démonstration. Si i et i′ sont deux plus grands idéaux résolubles, alors
comme i est résoluble on a i ⊂ i′, et comme i′ est résoluble on a i′ ⊂ i, d’où
i = i′. Ceci prouve l’unicité.

Prouvons maintenant l’existence. Comme g est de dimension finie, il existe un
idéal résoluble i dont la dimension est maximale parmi tous les idéaux résolubles
de g. Alors, si j est un autre idéal résoluble de g, l’idéal i + j est résoluble par la
proposition 1.7(2), donc on a dim(i + j) ≤ dim(i). D’autre part on a clairement
i ⊂ i+ j, donc i = i+ j, ce qui prouve que j ⊂ i. Donc i contient bien tous les idéaux
résolubles de g, ce qui prouve l’existence du plus grand idéal résoluble de g. �

Remarque 1.9. Comme z(g) est un idéal résoluble de g, on a z(g) ⊂ Rad(g).

Lemme 1.10. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie, et soit h ⊂ g un
idéal résoluble. Alors h ⊂ Rad(g), et Rad(g/h) = Rad(g)/h.

Démonstration. Par définition Rad(g) contient tous les idéaux résolubles de
g, donc en particulier h.

Le sous-espace vectoriel Rad(g)/h ⊂ g/h est un idéal résoluble (d’après la
proposition 5.8 du chapitre 2 et la proposition 1.5(2)), donc

(1.1) Rad(g)/h ⊂ Rad(g/h).

Réciproquement, notons i l’image inverse de Rad(g/h) par la surjection naturelle
g � g/h. Alors i est un idéal de g (d’après la proposition 5.8 du chapitre 2), et on
a Rad(g/h) = i/h. D’après la proposition 1.7(1), ceci implique que i est résoluble,
et donc que i ⊂ Rad(g). On a finalement démontré que

(1.2) Rad(g/h) = i/h ⊂ Rad(g)/h.

En comparant (1.1) et (1.2), on obtient que Rad(g/h) = Rad(g)/h. �

Exercice 1.11. Montrer que si g et h sont des algèbres de Lie de dimension
finie, on a Rad(g× h) = Rad(g)× Rad(h).

1.5. Algèbres de Lie semi-simples et réductives.

Définition 1.12 (Algèbres de Lie semi-simples). Une algèbre de Lie g de di-
mension finie est dite semi-simple si Rad(g) = {0}.

Remarque 1.13. Il est facile de déduire de l’exercice 1.11 que tout produit
(fini) d’algèbres de Lie semi-simples est semi-simple.

Proposition 1.14. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Alors l’algèbre
de Lie g/Rad(g) est semi-simple.

Démonstration. Comme Rad(g) est un idéal résoluble de g, d’après le lem-
me 1.10 on a Rad(g/Rad(g)) = Rad(g)/Rad(g) = {0}. �

Exercice 1.15. Montrer que toute algèbre de Lie simple de dimension finie
est semi-simple.
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Définition 1.16 (Algèbres de Lie réductives). Une algèbre de Lie g de dimen-
sion finie est dite réductive si Rad(g) = z(g).

Remarque 1.17. Il est facile de déduire de l’exercice 1.11 que tout produit
(fini) d’algèbres de Lie réductives est réductif.

Proposition 1.18. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Alors l’algèbre
de Lie g/[g,Rad(g)] est réductive.

Démonstration. Pour simplifier les notations, posons i := [g,Rad(g)], et no-
tons π : g � g/i la surjection naturelle. D’après la remarque 1.9, on a z(g/i) ⊂
Rad(g/i).

D’autre part, i est un idéal de g qui est résoluble (car contenu dans Rad(g)).
Donc, d’après le lemme 1.10, on a Rad(g/i) = Rad(g)/i. Donc si x ∈ Rad(g/i) il
existe y ∈ Rad(g) tel que π(y) = x. Alors pour tout z ∈ g on a

[x, π(z)] = [π(y), π(z)] = π([y, z]) = 0

car [y, z] ∈ i = [g,Rad(g)]. Ceci prouve que x ∈ z(g/i), et donc que Rad(g/i) ⊂
z(g/i), puis finalement que Rad(g/i) = z(g/i). �

2. Algèbres de Lie nilpotentes

2.1. Suite centrale descendante. Soit g une algèbre de Lie. On définit la
suite centrale descendante (C n(g))n≥0 de g par récurrence en posant

C 0(g) = g, C n(g) = [g,C n−1(g)].

Les propriétés essentielles de la suite centrale descendante sont les suivantes.

Lemme 2.1. (1) Pour tout n ≥ 0, C n(g) est un idéal de g.

(2) Pour tout n ≥ 0 on a C n+1(g) ⊂ C n(g).

(3) Pour tout n ≥ 0 on a Dn(g) ⊂ C n(g).

Démonstration. (1) La preuve est identique à celle du lemme 1.1(1).
(2) Comme C n(g) est un idéal de g d’après (1), on a

C n+1(g) = [g,C n(g)] ⊂ C n(g),

ce qui prouve l’inclusion voulue.
(3) On démontre l’inclusion par récurrence sur n. Elle est évidente si n = 0.

Supposons maintenant que Dn(g) ⊂ C n(g). Alors on a

Dn+1(g) = [Dn(g),Dn(g)] ⊂ [g,Dn(g)] ⊂ [g,C n(g)] = C n+1(g),

ce qui prouve l’inclusion au rang n+ 1. �

Remarque 2.2. (1) Le nom de “suite centrale descendante” provient du
fait que C n(g)/C n+1(g) est inclus dans le centre de g/C n+1(g) pour tout
n ≥ 0.

(2) Si h ⊂ g est une sous-algèbre de Lie, pour tout n ≥ 0 on a C n(h) ⊂ C n(g).
Plus généralement, pour tout morphisme d’algèbres de Lie ϕ : h→ g, on a
ϕ(C n(h)) ⊂ C n(g) pour tout n ≥ 0.
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2.2. Algèbres de Lie nilpotentes.

Définition 2.3 (Algèbres de Lie nilpotentes). L’algèbre de Lie g est dite nil-
potente si elle vérifie C n(g) = {0} pour un n ∈ N.

Comme dans le cas des algèbres de Lie résolubles, si C n(g) = {0} alors Cm(g) =
{0} pour tout m ≥ n.

Exercice 2.4. (1) Montrer que u±n (k) est nilpotente pour tout n ≥ 1.

(2) Si n ≥ 2, montrer que b±n (k) n’est pas nilpotente.

Proposition 2.5. Soit g une algèbre de Lie.

(1) Si g est nilpotente, alors elle est résoluble.

(2) Si g est nilpotente et h ⊂ g est une sous-algèbre de Lie, alors h est une
algèbre de Lie nilpotente.

(3) Si g/z(g) est nilpotente, alors g est nilpotente.

Démonstration. (1) Comme g est nilpotente, il existe n tel que C n(g) = 0.
D’après le lemme 2.1(3), on a Dn(g) ⊂ C n(g), d’où Dn(g) = {0}, ce qui prouve
que g est résoluble.

(2) D’après la remarque 2.2(2), pour tout n ≥ 0 on a C n(h) ⊂ C n(g). Donc si
C n(g) = 0 alors C n(h) = 0, ce qui prouve l’assertion.

(3) D’après la remarque 2.2(2), si π : g → g/z(g) est la surjection naturelle,
pour tout k ≥ 0 on a π(C k(g)) ⊂ C k(g/z(g)). Soit maintenant k ≥ 0 un entier tel
que C k(g/z(g)) = {0}. Alors π(C k(g)) = {0}, donc C k(g) ⊂ z(g), ce qui implique
que C k+1(g) ⊂ [g, z(g)] = {0}. Donc g est nilpotente. �

Remarque 2.6. La réciproque de la proposition 2.5(1) est fausse, comme le
montre l’exercice 2.4.

Exercice 2.7. (1) Montrer que si g est une algèbre de Lie nilpotente et si
i ⊂ g est un idéal, alors g/i est nilpotente.

(2) Donner un exemple d’algèbre de Lie g et d’idéal i ⊂ g tel que i et g/i sont
nilpotentes, mais g n’est pas nilpotente.

Exercice 2.8. Montrer que si k est de caractéristique 2, l’algèbre de Lie sl2(k)
est nilpotente. (Ceci pourra être comparé avec l’exercice 5.12 du chapitre 2.)

3. Théorème d’Engel

3.1. Énoncé. Dans cette partie nous allons étudier le théorème d’Engel. Ce
résultat peut s’énoncer de la façon suivante.

Théorème 3.1 (Théorème d’Engel, version 1). Soit V un espace vectoriel de
dimension finie, et soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V ) telle que tout élément de
g est un endomorphisme nilpotent de V . Alors il existe une base e de V telle que,
pour tout x ∈ g, la matrice de x dans e est strictement triangulaire supérieure.

3.2. Lemmes préliminaires. Avant de démontrer ce théorème, on commence
par quelques résultats préliminaires qui seront utilisés dans la preuve.
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Lemme 3.2. Soit V un espace vectoriel, et soit x un endomorphisme nilpotent
de V . Alors l’application linéaire

ad(x) :

{
gl(V ) → gl(V )
y 7→ [x, y]

est nilpotente.

Démonstration. Considérons les applications linéaires

λx :

{
gl(V ) → gl(V )
y 7→ x ◦ y et ρx :

{
gl(V ) → gl(V )
y 7→ y ◦ x .

Par définition du crochet dans gl(V ), on a ad(x) = λx − ρx dans l’espace vectoriel
des endomorphismes de gl(V ).

Les applications λx et ρx sont nilpotentes. En effet, si n ∈ N est tel que xn = 0
(où xn est la composée de n copies de x) alors pour tout y ∈ gl(V ) on a

λx ◦ · · · ◦ λx︸ ︷︷ ︸
n fois

(y) = x ◦ · · · ◦ x︸ ︷︷ ︸
n fois

◦y = xn ◦ y = 0,

et de même

ρx ◦ · · · ◦ ρx︸ ︷︷ ︸
n fois

(y) = y ◦ x ◦ · · · ◦ x︸ ︷︷ ︸
n fois

= y ◦ xn = 0.

D’autre part les endomorphismes λx et ρx commutent : en effet pour tout y ∈ gl(V )
on a

λx ◦ ρx(y) = λx(y ◦ x) = x ◦ y ◦ x = ρx(x ◦ y) = ρx ◦ λx(y).

On peut donc utiliser le fait que toute combinaison linéaire d’endomorphismes nil-
potents qui commutent est nilpotente 1, pour prouver que ad(x) = λx − ρx est un
endomorphisme nilpotent, ce qui achève la preuve. �

Lemme 3.3. Soit V un espace vectoriel, soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V ),
et soit h un idéal de g. Considérons le sous-espace vectoriel de V défini par

W := {v ∈ V | ∀y ∈ h, y(v) = 0}.

Alors pour tout x ∈ g on a x(W ) ⊂W .

Démonstration. Soient x ∈ g et v ∈W . Alors pour tout y ∈ h on a

y(x(v)) = (y ◦ x)(v) = ([y, x] + x ◦ y)(v) = [y, x](v) + x(y(v)) = [y, x](v)

car y(v) = 0. Comme h est un idéal de g on a [y, x] ∈ h, et donc [y, x](v) = 0
puisque v ∈ W . Ceci montre que y(x(v)) = 0, et donc que x(v) ∈ W , et achève la
preuve. �

3.3. Démonstration du théorème d’Engel. La proposition suivante est
l’étape-clé de la démonstration du théorème d’Engel.

Proposition 3.4. Soit V un espace vectoriel non nul de dimension finie, et soit
g une sous-algèbre de Lie de gl(V ) telle que tout élément de g est un endomorphisme
nilpotent de V . Alors il existe un vecteur v ∈ V r {0} tel que pour tout x ∈ g on a
x(v) = 0.

1. Rappelons que ceci découle de la formule du binôme de Newton.
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Démonstration. Ce résultat se prouve par récurrence sur dim(g). Si dim(g) =
0, il n’y a rien à démontrer. Supposons donc que dim(g) > 0.

Étape 1. Soit h ⊂ g une sous-algèbre de Lie propre maximale, c’est-à-dire une
sous algèbre de Lie h telle que h 6= g et telle qu’aucun sous-espace vectoriel k tel que
h ⊂ k ⊂ g et tel que k 6= h et k 6= g n’est une sous-algèbre de Lie de g. (Par exemple,
on peut choisir pour h une sous-algèbre de Lie stricte qui est de dimension maximale
parmi les sous-algèbres de Lie strictes de g.) Montrons qu’il existe x ∈ grh tel que
g = h⊕ k · x (c’est-à-dire que h est un hyperplan de g) et que h est un idéal de g.

Considérons l’application linéaire

ϕ : h→ gl(g/h)

telle que ϕ(y) est l’application linéaire

x+ h 7→ [y, x] + h.

(Cette application linéaire est bien définie car [y, h] ⊂ h, puisque h est une sous-
algèbre de Lie de g.)

Vérifions que ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie (en d’autres termes, que ϕ
définit une représentation de l’algèbre de Lie h sur l’espace vectoriel g/h). En fait,
pour y, z ∈ h et x ∈ g on a(

ϕ(y) ◦ ϕ(z)− ϕ(z) ◦ ϕ(y)
)
(x+ h) = ϕ(y)([z, x] + h)− ϕ(z)([y, x] + h)

= [y, [z, x]]− [z, [y, x]] + h

= [[y, z], x] + h

= ϕ([y, z])(x+ h),

où la troisième égalité découle de l’identité de Jacobi.
Ceci étant établi, on obtient que ϕ(h) est une sous-algèbre de Lie de gl(g/h)

(voir la proposition 4.7 du chapitre 2). De plus, pour tout y ∈ h, en utilisant le fait
que ad(y) est nilpotent (d’après le lemme 3.2) on vérifie facilement que ϕ(y) est
nilpotent. Finalement, on a

dim(ϕ(h)) ≤ dim(h) < dim(g).

Donc on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à la sous-algèbre de Lie ϕ(h) ⊂
gl(g/h). On obtient ainsi x ∈ g r h tel que le vecteur x + h ∈ g/h est annulé par
ϕ(h). En d’autres termes, pour tout y ∈ h on a

0 + h = ϕ(y)(x+ h) = [y, x] + h,

c’est-à-dire [y, x] ∈ h. Ceci implique que h⊕ k · x est une sous-algèbre de Lie de g.
Par maximalité, on a donc

g = h⊕ k · x.
De plus, le fait que [x, h] ⊂ h montre également que h est un idéal de g.

Étape 2. Considérons maintenant

W := {v ∈ V | ∀y ∈ h, y(v) = 0}.

Par hypothèse de récurrence (qui est applicable car dim(h) < dim(g)), W 6= {0}.
De plus, d’après le lemme 3.3, ce sous-espace est stable par l’action de g, donc en
particulier par x. Comme x est nilpotent, sa restriction à W est nilpotente, donc non
injective. Il existe donc v ∈W r {0} tel que x(v) = 0. Le vecteur v est alors annulé
par h et par x, donc par g = h⊕k ·x, ce qui achève la preuve de la proposition. �
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On peut finalement donner la preuve du théorème d’Engel.

Preuve du théorème 3.1. On raisonne cette fois par hypothèse sur dim(V ).
Si dim(V ) = {0}, il n’y a rien à prouver.

Supposons maintenant que dim(V ) > 0. D’après la proposition 3.4, il existe
e1 ∈ V r{0} qui est annulé par tous les éléments de g. On pose alors V ′ := V/k ·e1.
Tout élément de g définit un endomorphisme de V ′ (puisqu’il stabilise k · e1), ce
qui permet de définir un morphisme d’algèbres de Lie g→ gl(V ′). De plus, l’image
de tout élément de g est nilpotent. Comme dim(V ′) < dim(V ) on peut appliquer
l’hypothèse de récurrence à l’image de g dans gl(V ′), et on obtient donc des vecteurs
e2, · · · , en dans V tels que (e2 +k ·e1, · · · , en+k ·e1) est une base de V ′, et telle que,
pour tout x ∈ g la matrice dans cette base de l’action de x sur V ′ est strictement
triangulaire supérieure ; en d’autres termes, pour tout x ∈ g et tout i ∈ {2, · · · , n}
on a

(3.1) x(k · ei ⊕ · · · ⊕ k · e2 ⊕ k · e1) ⊂ k · ei−1 ⊕ · · · ⊕ k · e1.

Alors il est facile de vérifier que la famille e = (e1, · · · , en) est une base de V et,
pour tout x ∈ g, (3.1) et le fait que x(e1) = 0 montrent que la matrice de x dans e
est strictement triangulaire supérieure. �

3.4. Formulation alternative. Le théorème d’Engel est parfois présenté sous
la forme suivante.

Théorème 3.5 (Théorème d’Engel, version 2). Soit g une algèbre de Lie de
dimension finie. Alors g est nilpotente si et seulement si pour tout x ∈ g l’endo-
morphisme ad(x) de g est nilpotent.

Démonstration. Tout d’abord, supposons que g est nilpotente, et soit x ∈ g.
Soit n un entier tel que C n+1(g) = {0}. Alors si y ∈ g on a

ad(x)n(y) = [x, [x, · · · [x,︸ ︷︷ ︸
n

y] · · · ]] ∈ C n+1(g) = {0}.

Ceci implique que ad(x)n = 0, donc que ad(x) est un endomorphisme nilpotent de
g.

On démontre la réciproque par récurrence sur dim(g), le cas dim(g) = 0 étant
évident. Supposons donc que dim(g) > 0, et que ad(x) est nilpotent pour tout
x ∈ g. Pour commencer, on va démontrer que z(g) 6= {0}.

Considérons la sous-algèbre de Lie ad(g) ⊂ gl(g) (voir l’exemple 8.4 du cha-
pitre 2 pour la preuve qu’il s’agit d’une sous-algèbre de Lie). Par hypothèse, cette
sous-algèbre de Lie est consituée d’endomorphismes nilpotents donc, d’après la
proposition 3.4, il existe x ∈ g r {0} tel que ad(y)(x) = 0 pour tout y ∈ g. Alors
x ∈ z(g), ce qui implique en particulier que z(g) 6= {0}.

On peut maintenant montrer que g est nilpotente. Tout d’abord il est facile de
vérifier que pour tout x ∈ g/z(g) l’endomorphisme ad(x) ∈ gl(g/z(g)) est nilpotent.
D’autre part, dim(g/z(g)) < dim(g) puisque z(g) 6= {0}. Donc, par récurrence, on
sait que g/z(g) est nilpotente. D’après la proposition 2.5(3), on en déduit que g est
nilpotente. �

Exercice 3.6. Redémontrer que u±n (k) est nilpotente en utilisant le théorème
d’Engel.
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4. Théorème de Lie

4.1. Énoncé. Le théorème de Lie est une sorte d’analogue, pour les algèbres
de Lie résolubles, du théorème d’Engel. Contrairement au théorème d’Engel, il
nécessite des hypothèses sur le corps de base k.

Théorème 4.1 (Théorème de Lie). Supposons que k est algébriquement clos, de
caractéristique 0. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit g ⊂ gl(V )
une sous-algèbre de Lie résoluble. Il existe une base e de V telle que, pour tout
x ∈ g, la matrice de x dans la base e est triangulaire supérieure.

4.2. Lemme d’invariance. Avant de démontrer ce théorème nous commen-
çons par un résultat préliminaire.

Lemme 4.2. Supposons que k est de caractéristique 0. Soit V un k-espace vec-
toriel de dimension finie, soit g ⊂ gl(V ) une sous-algèbre de Lie, et soit h ⊂ g un
idéal. Pour toute forme linéaire λ : h→ k, le sous-espace vectoriel

W = {v ∈ V | ∀y ∈ h, y(v) = λ(y) · v} ⊂ V
est stable par tout élément de g.

Démonstration. Fixons v ∈ W et x ∈ g. On veut montrer que x(v) ∈ V ,
c’est-à-dire que pour tout y ∈ h on a

(4.1) y(x(v)) = λ(y) · x(v).

Cette relation est évidente si v = 0 ; on supposera donc que v 6= 0 dorénavant.
Soit n ∈ N le plus grand entier tel que les vecteurs

v, x(v), · · · , xn(v)

sont linéairement indépendants. Pour tout i ∈ {0, · · ·n}, on note Ei le sous-espace
vectoriel de V engendré par les vecteurs v, x(v), · · · , xi(v). On a clairement x(Ei) ⊂
Ei+1 pour tout i ∈ {0, · · · , n−1}, et x(En) ⊂ En (car xn+1(v) ∈ En, par définition
de n). Par convention, on pose aussi E−1 = {0}.

Montrons maintenant, par récurrence sur i ∈ {0, · · · , n}, que pour tout z ∈ h
on a

(4.2) z(xi(v)) = λ(z) · xi(v) + ui−1 où ui−1 ∈ Ei−1.

(Bien sûr, le vecteur ui−1 dépend de z.) Tout d’abord, si i = 0 on a z(v) = λ(z) · v,
donc (4.2) est bien vérifié. Soit maintenant i ∈ {1, · · · , n}, et supposons le résultat
connu pour i− 1. On a alors

z(xi(v)) = (zx)(xi−1(v)) = ([z, x] + xz)(xi−1(v)).

Maintenant on applique l’hypothèse de récurrence aux éléments [z, x] et z de h pour
obtenir des vecteurs ui−2 et u′i−2 dans Ei−2 tels que

[z, x](xi−1(v)) = λ([z, x]) · xi−1(v) + ui−2 et z(xi−1(v)) = λ(z) · xi−1(v) + u′i−2,

de sorte que

z(xi(v)) = λ([z, x]) · xi−1(v) + ui−2 + x(λ(z) · xi−1(v) + u′i−2)

= λ(z) · xi(v) +
(
λ([z, x]) · xi−1(v) + ui−2 + x(u′i−2)

)
.

Le vecteur λ([z, x]) ·xi−1(v) +ui−2 +x(u′i−2) appartient à Ei−1, donc (4.2) est bien
vérifié. Ceci achève la récurrence.
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Fixons maintenant y ∈ h. La relation (4.2) montre que le sous-espace vectoriel
En de V est stable par tous les éléments de h, en particulier par y et [x, y]. Elle
montre également que la matrice de la restriction de [x, y] à En, dans la base
v, x(v), · · · , xn(v), est triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux tous
égaux à λ([x, y]). Ceci implique que

Tr([x, y]|En) = (n+ 1) · λ([x, y]).

D’autre part, comme En est stable par y et par x, on a

Tr([x, y]|En) = Tr(x|En ◦ y|En − y|En ◦x|En) = Tr(x|En ◦ y|En)−Tr(y|En ◦x|En) = 0.

Donc (n+ 1) · λ([x, y]) = 0 ce qui implique, puisque k est de caractéristique 0, que
λ([x, y]) = 0.

On peut finalement montrer (4.1) :

y(x(v)) = (y ◦x)(x) = (x ◦ y)(v)− [x, y](v) = x(λ(y) · v)−λ([x, y]) ◦ v = λ(y) ·x(v),

ce qui prouve que x(v) appartient à W et achève la preuve. �

Remarque 4.3. La preuve du lemme 4.2 montre que si W 6= {0} alors la forme
linéaire λ est nulle sur le sous-espace vectoriel [g, h] ⊂ h.

4.3. Démonstration du théorème de Lie. Comme pour le théorème d’En-
gel, l’étape principale de la preuve du théorème de Lie est la construction d’un
vecteur propre commun à tous les éléments de g.

Proposition 4.4. Supposons que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit g ⊂ gl(V ) une sous-
algèbre de Lie résoluble. Il existe un vecteur v ∈ V r {0} qui est vecteur propre de
tous les éléments de g.

Démonstration. La preuve suit un schéma assez similaire à celui de la preuve
de la proposition 3.4. On raisonne par récurrence sur dim(g), le cas dim(g) = 0 étant
évident.

Étape 1. Comme g est résoluble, l’inclusion D(g) ⊂ g est stricte. Soit E un
sous-espace vectoriel de g/D(g) de codimension 1 (c’est-à-dire un hyperplan), et
soit h ⊂ g l’image inverse de E par la surjection naturelle g→ g/D(g). Alors h est
un hyperplan dans g, qui contient D(g). C’est également un idéal de g : en effet,
pour x ∈ g et y ∈ h on a

[x, y] ∈ D(g) ⊂ h.

On fixe également un élément x ∈ g tel que

g = h⊕ k · x.
Étape 2. On applique l’hypothèse de récurrence à h, qui est de dimension

dim(g) − 1. On obtient donc un vecteur v ∈ V r {0} qui est vecteur propre pour
tous les éléments de h. Pour tout y ∈ h, il existe donc un unique λ(y) ∈ k tel que

y(v) = λ(y) · v.
Il est très facile de voir que λ : h→ k est une forme linéaire. On peut alors considérer
le sous-espace vectoriel

W = {u ∈ V | ∀y ∈ h, y(u) = λ(y) · u}
de V . Par construction ce sous-espace contient v, donc n’est pas nul. Et d’après le
lemme 4.2 il est stable par tout élément de g, donc en particulier par x.
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Étape 3. On considère finalement la restriction de x à W . Comme k est algébri-
quement clos, cet endomorphisme de W possède un vecteur propre : il existe w ∈
W r{0} qui est vecteur propre de x|W , donc de x. Comme w appartient à W , il est
également vecteur propre de tout élément de h. Et finalement, comme g = h⊕k ·x,
w est vecteur propre de tous les éléments de g, ce qui achève la preuve. �

La fin de la preuve est identique à celle du théorème 3.1.

Preuve du théorème 4.1. On raisonne par récurrence sur dim(V ), le cas
dim(V ) = {0} étant évident.

Supposons donc que dim(V ) > 0. D’après la proposition 4.4, il existe e1 ∈
V r {0} qui est vecteur propre de tous les éléments de g. On pose alors V ′ :=
V/k · e1. Tout élément de g définit un endomorphisme de V ′ (puisqu’il stabilise
k ·e1), ce qui permet de définir un morphisme d’algèbres de Lie g→ gl(V ′). Comme
dim(V ′) < dim(V ) on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à l’image de g dans
gl(V ′) (qui est une algèbre de Lie résoluble d’après la proposition 1.5(2)), et on
obtient donc des vecteurs e2, · · · , en dans V tels que (e2 +k · e1, · · · , en +k · e1) est
une base de V ′, et telle que, pour tout x ∈ g la matrice dans cette base de l’action
de x sur V ′ est triangulaire supérieure ; en d’autres termes, pour tout x ∈ g et tout
i ∈ {2, · · ·n} on a

(4.3) x(k · ei ⊕ · · · ⊕ k · e2 ⊕ k · e1) ⊂ k · ei ⊕ · · · ⊕ k · e2 ⊕ k · e1.

Alors la famille e = (e1, · · · , en) est une base de V et, pour tout x ∈ g, (4.3) et
le fait que e1 est vecteur propre de x montrent que la matrice de x dans e est
triangulaire supérieure. �

Remarque 4.5. Soit e = (e1, · · · , en) une base comme dans le théorème 4.1.
Pour tout i ∈ {1, · · · , n}, posons

Vi := k · e1 ⊕ · · · ⊕ kei.

Alors on a

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = V,

et pour tout i on a dim(Vi) = i. Une telle suite de sous-espaces est appelé un
drapeau. De plus, ce drapeau est stable par g, au sens où pour tout x ∈ g et tout
i ∈ {1, · · · , n} on a x(Vi) ⊂ Vi. Le théorème de Lie affirme donc l’existence d’un
drapeau stable par g. Il est même équivalent à l’existence d’un drapeau stable.
(En fait, si V1 ⊂ · · · ⊂ Vn est un drapeau stable, pour trouver une base comme
dans l’énoncé du théorème 4.1 il suffit de prendre une base adaptée au drapeau,
c’est-à-dire une base (e1, · · · , en) telle que, pour tout i, on a Vi = Vi−1 ⊕ kei.)

Exercice 4.6. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Mon-
trer que si V est un espace vectoriel de dimension finie et si g est une sous-algèbre
de Lie résoluble de gl(V ), alors l’algèbre de Lie D(g) est nilpotente.

5. Interprétation en termes de représentations

Dans cette partie on suppose que le corps k est algébriquement clos et de
caractéristique 0.
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5.1. Représentations simples des algèbres de Lie résolubles. Le théo-
rème 4.1 peut se reformuler de la façon suivante.

Proposition 5.1. Soit g une algèbre de Lie résoluble.
Soit V une représentation simple de g, de dimension finie. Alors dim(V ) = 1,

et le morphisme d’algèbres de Lie ϕ : g→ gl(V ) = k associé est une forme linéaire
nulle sur D(g).

Réciproquement, pour toute forme linéaire λ : g→ k nulle sur D(g), l’applica-
tion

(5.1)

{
g× k → k
(x, z) 7→ λ(x) · z ,

définit une représentation simple de g.

Démonstration. Considérons le morphisme d’algèbres de Lie ϕ : g→ gl(V ).
Alors ϕ(g) est une sous-algèbre de Lie résoluble de gl(V ) (d’après la proposi-
tion 1.5(2)), à laquelle on peut appliquer la proposition 4.4. Il existe donc un vecteur
v ∈ V r {0} qui est vecteur propre de tous les endomorphismes ϕ(x) pour x ∈ g.
Alors k · v est un sous-espace vectoriel non nul de V qui est stable par tous les
endomorphismes ϕ(x). Comme V est simple, ceci implique que V = k · v, et donc
que dim(V ) = 1.

Pour tous x, y ∈ g, on a

ϕ([x, y]) = ϕ(x) ◦ ϕ(y)− ϕ(y) ◦ ϕ(x) = 0,

car l’algèbre des endomorphismes de V est commutative (puisque dim(V ) = 1).
Comme les éléments de la forme [x, y] engendrent D(g), on en déduit que ϕ est
nulle sur D(g).

Réciproquement, soit λ : g → k une forme linéaire nulle sur D(g). Alors pour
tous x, y ∈ g et pour tout z ∈ k on a

[x, y] · z = λ([x, y]) · z = 0

puisque λ est nulle sur D(g), et d’autre part

x · (y · z)− y · (x · z) = x · (λ(y) · z)− y · (λ(x) · z)
= λ(x)λ(y) · z − λ(y)λ(x) · z = 0.

On a donc bien

[x, y] · z = x · (y · z)− y · (x · z),

ce qui prouve que (5.1) définit une représentation de g. �

De cette proposition il est facile de déduire que l’ensemble des classes d’isomor-
phismes 2 représentations simples de dimension finie d’une algèbre de Lie g résoluble
est en bijection naturelle avec l’ensemble des formes linéaires sur g qui sont nulles
sur D(g), qui sont elles-mêmes en bijection naturelle avec les formes linéaires sur
g/D(g).

2. Ici par “classe d’isomorphisme” on entend une classe d’équivalence pour la relation
d’équivalence “V ∼ V ′ ssi V et V ′ sont isomorphes”.
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5.2. Représentations simples et algèbres de Lie réductives. Soit g une
algèbre de Lie de dimension finie.

Proposition 5.2. Si V est une représentation simple de dimension finie de
g, il existe une forme linéaire λ : Rad(g)→ k, nulle sur [g,Rad(g)], telle que pour
tout v ∈ V et tout x ∈ Rad(g) on a

x · v = λ(x)v.

Démonstration. Soit ρ : g → gl(V ) le morphisme d’algèbres de Lie associé
à la représentation V . Comme Rad(g) est une algèbre de Lie résoluble, il en est
de même de ρ(Rad(g)) d’après la proposition 1.5(2). D’après la proposition 4.4, il
existe donc v ∈ V r{0} et une forme linéaire λ : Rad(g)→ k telle que x ·v = λ(x)v
pour tout x ∈ Rad(g). Considérons alors

W := {w ∈ V | ∀x ∈ Rad(g), x · w = λ(x)w}.
W est un sous-espace vectoriel de V , et on vient de voir qu’il contient v, donc qu’il
est non nul. D’après le lemme 4.2 (appliqué à la sous-algèbre de Lie ρ(g) ⊂ gl(V ) et
à son idéal ρ(Rad(g))), ce sous-espace vectoriel est stable par l’action de g. Comme
V est simple, on en déduit que W = V , c’est-à-dire que x · w = λ(x)w pour tout
x ∈ Rad(g) et tout w ∈ V .

Puisque W 6= 0, on a vu dans la remarque 4.3 que λ doit s’annuler sur
[g,Rad(g)], et la preuve est complète. �

La proposition 5.2 montre en particulier que ρ(x) = 0 pour tout x ∈ [g,Rad(g)].
En d’autres termes, le morphisme ρ : g→ gl(V ) peut s’écrire comme une composi-
tion

g→ g/[g,Rad(g)]→ gl(V ).

Donc la représentation V s’obtient de façon simple à partir d’une représentation
simple de l’algèbre de Lie g/[g,Rad(g)], qui est réductive d’après la proposition 1.18.
Donc, pour comprendre toutes les représentations simples de dimension finie de
toutes les algèbres de Lie de dimension finie, il suffit de comprendre les représenta-
tions simples de dimension finie des algèbres de Lie réductives. Ceci justifie l’idée
que les algèbres de Lie réductives sont “les plus intéressantes” du point de vue de
la théorie des représentations, et qu’on se limite souvent à ce cadre. 3

On verra plus tard que si g est une algèbre de Lie réductive, le morphisme
naturel

z(g)×D(g)→ g

est un isomorphisme d’algèbre de Lie, et que l’algèbre de Lie D(g) est semi-simple.
On peut déduire de la proposition 5.2 que si V est une représentation simple de
dimension finie de g, sa restriction à D(g) est encore simple, et qu’il existe une
forme linéaire λ : z(g)→ k telle que pour tous x ∈ D(g) et y ∈ z(g) on a

(x+ y) · v = x · v + λ(y)v.

Donc pour comprendre V (comme représentation de g) il suffit de comprendre
sa restriction à D(g). En d’autres termes, pour comprendre les représentations
simples de dimension finie des algèbres de Lie réductives il suffit de comprendre les

3. Notons toutefois que le résultat précédent ne concerne que les représentations simples. Une

algèbre de Lie non réductive peut avoir des représentations non simples qui ne “proviennent” pas
d’une représentation d’une algèbre de Lie réductive, et des problèmes intéressants peuvent donc
se poser dans ce contexte !
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représentations simples de dimension finie des algèbres de Lie semi-simples, et on
peut donc raisonnablement se restreindre à ce cadre-là.

5.3. Critères de semi-simplicité et de réductivité.

Proposition 5.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soit g ⊂
gl(V ) une sous-algèbre de Lie telle que V , vu comme représentation de g, est simple.
Alors g est réductive.

Si de plus g ⊂ sl(V ), alors g est semi-simple.

Démonstration. D’après la proposition 5.2, tout vecteur x ∈ Rad(g) agit sur
V par un scalaire. Donc Rad(g) ⊂ k·IdV ⊂ z(gl(V )). Donc, a fortiori, Rad(g) ⊂ z(g).
En utilisant la remarque 1.9, on obtient que g est réductive.

Si g ⊂ sl(V ), alors Rad(g) ⊂ (k · IdV ) ∩ sl(V ) = {0} (car car(k) = 0), et donc
g est semi-simple. �

Remarque 5.4. En particulier, pour g = gl(V ) ou g = sl(V ) avec dim(V ) ≥ 2,
la condition de la proposition 5.3 est vérifiée, et on obtient donc que gl(V ) est
réductive et que sl(V ) est semi-simple.



Chapitre 5

Algèbre enveloppante et théorème de
Poincaré–Birkhoff–Witt

1. Algèbre tensorielle et algèbre symétrique

1.1. Algèbres graduées, algèbres filtrées. Commençons par quelques rap-
pels terminologiques.

Soit V un k-espace vectoriel. Une graduation sur V est la donnée de sous-espaces
vectoriels V n ⊂ V (pour n ∈ N) tels que

V =
⊕
n∈N

V n.

Une filtration sur V est la donnée de sous-espaces vectoriels FnV ⊂ V (pour n ∈ N)
tels que pour tout n on a FnV ⊆ Fn+1V et tels que

V =
⋃
n∈N

FnV.

Un espace vectoriel muni d’une graduation est appeĺs un espace vectoriel gradué,
et un espace vectoriel muni d’une filtration est appelé un espace vectoriel filtré.

Soit (V, {FnV, n ∈ N}) un espace vectoriel filtré. Le gradué associé à cet espace
vectoriel filtré est l’espace vectoriel

grV :=
⊕
n∈N

FnV/Fn−1V

(où, par convention, F−1V = {0}), muni de la graduation définie par les sous-
espaces vectoriels grnV := FnV/Fn−1V .

Définition 1.1. Une algèbre graduée est une k-algèbre A munie d’une gradua-
tion

A =
⊕
n∈N

An

de l’espace vectoriel sous-jacent, telle que 1 ∈ A0 et telle que pour tout n,m ∈ N et
tous a ∈ An et b ∈ Am, le produit a · b appartient à An+m. En termes plus formels,
cette condition s’écrit

(1.1) An ·Am ⊂ An+m.

Une algèbre filtrée est une k-algèbre A munie d’une filtration {FnA, n ∈ N} de
l’espace vectoriel sous-jacent, telle que 1 ∈ F0A et telle que pour tout n,m ∈ N et
tous a ∈ FnA et b ∈ FmA, le produit a · b appartient à Fn+mA. En termes plus
formels, cette condition s’écrit

FnA · FmA ⊂ Fn+mA.

57
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Soit (A, {FnA, n ∈ N}) une algèbre filtrée. Alors l’espace vectoriel gradué grA
a une structure naturelle d’algèbre graduée. En effet, considérons la composition

ϕn,m : FnA× FmA→ Fn+mA� grn+mA,

où la première application est la multiplication et la seconde la surjection naturelle.
Pour v ∈ FmA fixé, l’application linéaire u 7→ ϕn(u, v) s’annulle sur Fn−1A. Donc,
d’après la proposition 2.5 du chapitre 1, elle induit une application de grnA vers
grn+mA, qu’on notera ϕ′n,m(−, v). Puis, pour u ∈ grnA fixé, l’application v 7→
ϕ′n,m(u, v) est linéaire et s’annule sur Fm−1A. Donc, de même, elle définit une

application de grmA vers grn+mA. On a donc finalement obtenu une application

grnA× grmA→ grn+mA.

On peut donc définir une application

grA× grA→ grA

en prenant la somme des applications précédentes pour toutes les valeurs de n et m.
Il est facile de voir que cette application est associative, et que l’image de 1 ∈ F0A
dans gr0A est un élément neutre. On a donc bien défini une structure d’algèbre
sur grA, et cette structure vérifie clairement (1.1). L’espace vectoriel gradué grA
est donc bien naturellement une algèbre graduée. On l’appelle l’algèbre graduée
associée à l’algèbre filtrée (A, {FnA, n ∈ N}).

1.2. Algèbre tensorielle. À partir de maintenant on fixe un k-espace vecto-
riel V de dimension finie 1.

On pose T 0(V ) := k puis, pour n ≥ 1, on pose

T n(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
n copies

.

Pour tous m,n ≥ 0 on définit une application

µm,n : T m(V )× T n(V )→ T m+n(V )

comme étant l’application canonique (bilinéaire)

T m(V )× T n(V )→ T m(V )⊗ T n(V ) = T m+n(V ),

voir l’équation (3.1) du chapitre 1. En termes plus concrets, pour des tenseurs purs
v1 ⊗ · · · ⊗ vm ∈ T m(V ) et w1 ⊗ · · · ⊗ wn ∈ T n(V ) on a

µm,n(v1 ⊗ · · · ⊗ vm, w1 ⊗ · · · ⊗ wn) = v1 ⊗ · · · ⊗ vm ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wn.

Il est clair d’après cette expression que si m,n, p ≥ 0 on a une égalité

(1.2) µm+n,p ◦ (µm,n × idT p(V )) = µm,n+p ◦ (idT m(V ) × µn,p)

d’applications de T m(V )× T n(V )× T p(V ) vers T m+n+p(V ).
Considérons maintenant l’espace vectoriel

(1.3) T (V ) :=
⊕
n∈N
T n(V ).

On définit une application

µ : T (V )× T (V )→ T (V )

1. Cette hypothèse ne joue aucun rôle important dans les constructions qui suivent.
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en posant, pour

v =
∑
n≥0

vn et w =
∑
n≥0

wn

(avec vn, wn ∈ T n(V ), ces vecteurs étant nuls pour n� 0),

µ(v, w) =
∑
m,n≥0

µm,n(vm, vn).

Lemme 1.2. L’application µ définit une structure d’algèbre sur l’espace vectoriel
T (V ).

Démonstration. Le vecteur 1 ∈ k = T 0(V ) ⊂ T (V ) est neutre pour la mul-
tiplication µ. Les propriétés à vérifier sont donc que la multiplication est bilinéaire
et associative.

Commençons par la bilinéarité. On va démontrer que pour α, β ∈ k et u, v, w ∈
T (V ) on a

(1.4) µ(αu+ βv,w) = αµ(u,w) + βµ(v, w).

La vérification du fait que µ(u, αv + βw) = αµ(u, v) + βµ(u,w) est très similaire,

et laissée au lecteur. Écrivons

u =
∑
n≥0

un, v =
∑
n≥0

vn et w =
∑
n≥0

wn

avec un, vn et wn dans T n(V ) (et nuls pour n� 0). On a alors

µ(αu+ βv,w) = µ

∑
n≥0

(αun + βvn),
∑
n≥0

wn


=
∑
m,n≥0

µm,n(αum + βvm, wn).

Pour tous m,n ≥ 0 on a

µm,n(αum + βvm, wn) = αµm,n(um, wn) + βµm,n(vm, wn),

voir les commentaires après l’équation (3.1) du chapitre 1. On en déduit que

µ(αu+ βv,w) =
∑
m,n≥0

(
αµm,n(um, wn) + βµm,n(vm, wn)

)

= α ·

 ∑
m,n≥0

µm,n(um, wn)

+ β ·

 ∑
m,n≥0

µm,n(vm, wn)


= αµ(u,w) + βµ(v, w),

ce qui achève la preuve de (1.4).
Vérifions maintenant l’associativité. Soient u, v, w ∈ T (V ). On doit montrer

que

µ(µ(u, v), w) = µ(u, µ(v, w)).

Écrivons

u =
∑
n≥0

un, v =
∑
n≥0

vn et w =
∑
n≥0

wn
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comme ci-dessus. On a alors

µ(µ(u, v), w) = µ

∑
p≥0

∑
m+n=p

µm,n(um, vn),
∑
q≥0

wq


=
∑
p,q≥0

µp,q

( ∑
m+n=p

µm,n(um, vn), wq

)
=

∑
m,n,q≥0

µm+n,q(µm,n(um, vn), wq)

par bilinéarité.
Maintenant on utilise l’identité (1.2), puis encore la bilinéarité, pour obtenir

que

µ(µ(u, v), w) =
∑

m,n,q≥0

µm,n+q(um, µn,q(vn, wq))

=
∑
m,p≥0

µm,p

(
um,

∑
n+q=p

µn,q(vn, wq)

)
= µ(u, µ(v, w)),

ce qui achève la preuve. �

À partir de maintenant, on noterons plus simplement v ·w à la place de µ(v, w)
pour v, w ∈ T (V ).

Remarque 1.3. Par construction, l’algèbre tensorielle T (V ), munie de la dé-
composition (1.3), est une algèbre graduée.

1.3. Propriété universelle de l’algèbre tensorielle. L’algèbre tensorielle
T (V ) a la “propriété universelle” suivante.

Théorème 1.4 (Propriété universelle de l’algèbre tensorielle). Soit A une k-
algèbre, et soit ϕ : V → A une application linéaire. Il existe un unique morphisme
de k-algèbres

ψ : T (V )→ A

qui vérifie ψ(v) = ϕ(v) pour tout v ∈ V = T 1(V ).

Démonstration. Pour démontrer l’unicité, on remarque que pour tous vec-
teurs v1, · · · , vn ∈ V , l’application ψ doit vérifier

ψ(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn) = ψ
(
v1 · v2 · (· · · ) · vn

)
= ψ(v1) · ψ(v2) · (· · · ) · ψ(vn) = ϕ(v1) · ϕ(v2) · (· · · ) · ϕ(vn).

Comme les vecteurs de cette forme engendrent T n(V ) comme espace vectoriel, cette
égalité détermine ψ uniquement sur chaque T n(V ) pour n ≥ 1. Par ailleurs on doit
avoir ψ(1) = 1, donc ψ est également déterminée sur T 0(V ). Cette application est
donc uniquement déterminée sur T (V ) puisque T (V ) =

⊕
n≥0 T n(V ).

Démontrons maintenant l’existence de ψ. Pour cela on choisit une base e =
(e1, · · · , er) de V . Alors les vecteurs 1 ∈ T 0(V ) et ei1 ⊗ · · · ⊗ ein pour n ≥ 1 et
i1, · · · , in ∈ {1, · · · , r} forment une base de l’espace vectoriel T (V ). On peut donc
définir l’application linéaire

ψ : T (V )→ A
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en posant ψ(1) = 1, et

ψ(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein) = ϕ(ei1) · (· · · ) · ϕ(ein)

pour n et i1, · · · , in comme ci-dessus. En utilisant le fait que ϕ et ψ sont linéaires, il
est facile de vérifier que ψ(v) = ϕ(v) pour tout v ∈ V . Il reste maintenant à vérifier
que ψ est un morphisme d’algèbres.

Pour commencer, montrons que si m,n ≥ 0 et si v ∈ T n(V ), w ∈ T m(V ), on a

(1.5) ψ(v · w) = ψ(v) · ψ(w).

Cette égalité est évidente si n ou m est nul ; on suppose donc maintenant que
n,m ≥ 1. On peut alors écrire

v =
∑

i1,··· ,in∈{1,··· ,r}

λi1,··· ,in · ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ,

w =
∑

j1,··· ,jm∈{1,··· ,r}

µj1,··· ,jm · ej1 ⊗ · · · ⊗ ejm

pour des coefficients λi1,··· ,in et µj1,··· ,jm dans k. Calculons maintenant ψ(v · w) :

ψ(v · w) = ψ

 ∑
i1,··· ,in∈{1,··· ,r}
j1,··· ,jm∈{1,··· ,r}

λi1,··· ,inµj1,··· ,jm · ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejm


=

∑
i1,··· ,in∈{1,··· ,r}
j1,··· ,jm∈{1,··· ,r}

λi1,··· ,inµj1,··· ,jm · ϕ(ei1) · · ·ϕ(ein) · ϕ(ej1) · · ·ϕ(ejm).

On obtient donc que ψ(v · w) est égal à ∑
i1,··· ,in

λi1,··· ,in · ϕ(ei1) · · ·ϕ(ein)

 ·
 ∑
j1,··· ,jm

µj1,··· ,jm · ϕ(ej1) · · ·ϕ(ejm)


(où les indices dans les sommes prennent leurs valeurs dans {1, · · · , r}). Cette
dernière quantité est égale à ψ(v) · ψ(w), et la preuve de (1.5) est donc complète.

Soient maintenant v et w des vecteurs quelconques de T (V ). Écrivons

v =
∑
n≥0

vn et w =
∑
n≥0

wn

avec vn, wn dans T n(V ) (et nuls pour n� 0). On a alors

ψ(v · w) = ψ

 ∑
m,n≥0

vm · wn


=
∑
m,n≥0

ψ(vm · wn)

=
∑
m,n≥0

ψ(vm) · ψ(wn)
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d’après (1.5). On obtient donc

ψ(v · w) =

∑
n≥0

ψ(vn)

 ·
∑
n≥0

ψ(wn)

 = ψ(v) · ψ(w),

ce qui achève la preuve du fait que ψ est un morphisme d’algèbres. �

1.4. Algèbre symétrique. On peut maintenant définir l’algèbre symétrique
de V comme étant le quotient

S(V ) := T (V )/IS

où IS est l’idéal bilatère de T (V ) engendré par les vecteurs de la forme u⊗v−v⊗u.
De façon plus concrète, IS est l’idéal de T (V ) formé des vecteurs qui sont des
sommes de vecteurs de la forme p · (u⊗ v) · q− p · (v⊗u) · q avec p, q ∈ T (V ). Cette
description montre qu’on a

IS =
⊕
n≥0

(IS ∩ T n(V )).

On a donc

(1.6) S(V ) =
⊕
n≥0

Sn(V ) avec Sn(V ) = T n(V )/(IS ∩ T n(V )).

Notons que S0(V ) = k et S1(V ) = V . On notera πS : T (V ) → S(V ) la surjection
naturelle ; il s’agit d’un morphisme d’algèbres.

L’algèbre S(V ) est commutative. En effet si u et v appartiennent à V = S1(V ),
par définition on a u · v = v · u dans S(V ). Puis, comme tout vecteur de S(V )
s’obtient en faisant des combinaisons linéaires de produits de vecteurs de S1(V ) et
de S0(V ) = k, tous les vecteurs commutent deux à deux : pour p et q dans S(V )
on a p · q = q · p.

Remarque 1.5. L’algèbre S(V ), munie de la décomposition (1.6), est une
algèbre graduée.

L’algèbre symétrique a également une “propriété universelle”, comme suit.

Théorème 1.6 (Propriété universelle de l’algèbre symétrique). Soit A une k-
algèbre commutative, et soit ϕ : V → A une application linéaire. Il existe un unique
morphisme de k-algèbres

ψ : S(V )→ A

qui vérifie ψ(v) = ϕ(v) pour tout v ∈ V = S1(V ).

Démonstration. La preuve de l’unicité est identique à la preuve de l’unicité
dans le théorème 1.4. Considérons donc l’existence. D’après le théorème 1.4, il existe
un morphisme d’algèbres

ψ′ : T (V )→ A

tel que ψ′(v) = ϕ(v) pour tout v ∈ V = T 1(V ). Pour tous v, w ∈ V , on a

ψ′(v ⊗ w − w ⊗ v) = ψ′(v) · ψ′(w)− ψ′(w) · ψ′(v) = 0

puisque A est commutative. On en déduit que ψ′ est nulle sur IS . D’après la pro-
position 2.5 du chapitre 1, on peut donc définir une application linéaire

ψ : S(V )→ A
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en posant ψ(p+IS) = ψ′(p). En utilisant le fait que ψ′ est un morphisme d’algèbres,
il est facile de vérifier que ψ est un morphisme d’algèbres. D’autre part on a ψ(v) =
ψ′(v) = ϕ(v) pour tout v ∈ V = S1(V ) = T 1(V ), donc la preuve est complète. �

On peut construire une base de S(V ) de la façon suivante.

Proposition 1.7. Soit (e1, · · · , er) une base de V . Alors le vecteur 1 ∈ k =
S0(V ) et les vecteurs

(1.7) ei1 · · · ein avec n ≥ 1, i1, · · · , in ∈ {1, · · · , r}, i1 ≤ · · · ≤ in
forment une base de l’espace vectoriel S(V ).

Démonstration. Les vecteurs de la forme ei1 ⊗ · · · ⊗ ein avec n ≥ 1 et
i1, · · · , in ∈ {1, · · · , r} engendrent T (V ) comme espace vectoriel. Comme le mor-
phisme naturel T (V ) → S(V ) est surjectif, les vecteurs de la forme ei1 · · · ein en-
gendrent donc S(V ). Comme S(V ) est commutative, tout vecteur de cette forme
peut s’écrire avec des indices croissants, ce qui montre que les vecteurs de l’énoncé
engendrent S(V ).

Il reste à montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants. Pour cela on
considère l’algèbre k[X1, · · ·Xr] des polynômes à coefficients dans k en r indétermi-
nées X1, · · · , Xr. Par définition, les vecteurs de la forme

Xn1
1 · · ·Xnr

r

avec n1, · · · , nr ≥ 0 forment une base de k[X1, · · ·Xr]. Cette base peut aussi se
décrire comme étant fomée de 1 et des vecteurs de la forme

Xi1 · · ·Xin avec n ≥ 1, i1, · · · , in ∈ {1, · · · , r}, i1 ≤ · · · ≤ in.

Considérons l’application linéaire ϕ : V → k[X1, · · · , Xr] définie par ϕ(ei) = Xi

pour i ∈ {1, · · · , r}. D’après le théorème 1.6, cette application se prolonge en un
morphisme d’algèbres ψ : S(V ) → k[X1, · · · , Xr]. Ce morphisme envoie la famille
de vecteurs de l’énoncé sur la base de k[X1, · · · , Xr] considérée ci-dessus. Cette
famille de vecteurs est donc libre, ce qui achève la preuve. �

Remarque 1.8. Il est facile de voir que le morphisme d’algèbres S(V ) →
k[X1, · · · , Xr] considéré dans la preuve de la proposition 1.7 est un isomorphisme
d’algèbres.

2. Algèbre enveloppante et énoncé du théorème de
Poincaré–Birkhoff–Witt

2.1. Définition. Soit maintenant g une k-algèbre de Lie de dimension finie.
Comme g est en particulier un espace vectoriel, on peut considérer son algèbre
tensorielle T (g). On notera IU l’idéal bilatère de T (g) engendré par les éléments de
la forme x · y − y · x− [x, y] pour x, y ∈ g, qui est aussi le sous-espace vectoriel de
T (g) engendré par les éléments de la forme

u · (x · y − y · x− [x, y]) · v

où x, y ∈ g et u, v ∈ T (g).
L’algèbre enveloppante de g est définie comme le quotient

U(g) := T (g)/IU .
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Par définition, il existe un morphisme d’algèbres naturel (surjectif) πU : T (g) �
U(g). On peut donc considérer l’application linéaire

ι : g = T 1(g) ↪→ T (g)
πU−−→ U(g).

Lemme 2.1. L’application linéaire ι est un morphisme d’algèbres de Lie.

Démonstration. Par définition, pour x, y ∈ g on a

ι(x) · ι(y)− ι(y) · ι(x) = πU (x) · πU (y)− πU (y) · πU (x)

= πU (x · y − y · x)

= πU
(
[x, y] + (x · y − y · x− [x, y])

)
= πU ([x, y]) + πU (x · y − y · x− [x, y])

= πU ([x, y])

= ι([x, y]),

ce qui prouve l’assertion. �

Remarque 2.2. Il n’est pas clair pour l’instant que l’application ι est injective.
Cette propriété sera démontrée plus tard ; voir le corollaire 4.3.

2.2. Propriété universelle. L’algèbre enveloppante U(g) possède une “pro-
priété universelle” similaire à celles de l’algèbre tensorielle (voir le théorème 1.4)
ou de l’algèbre symétrique (voir le théorème 1.6).

Théorème 2.3 (Propriété universelle de l’algèbre enveloppante). Soit A une
k-algèbre et ϕ : g→ A un morphisme de k-algèbres de Lie. Il existe alors un unique
morphisme d’algèbres

ψ : U(g)→ A

tel que la composée

g
ι−→ U(g)

ψ−→ A

cöıncide avec l’application ϕ.

Démonstration. L’unicité de ψ est claire, puisque U(g) est engendrée (comme
k-algèbre) par ι(g), et puisque la propriété que doit vérifier ψ définit son action sur
toutes les sommes de produits d’éléments de ι(g).

Pour démontrer l’existence de ψ, on utilise tout d’abord le théorème 1.4, qui
garantit l’existence d’un morphisme de k-algèbres

ψ′ : T (g)→ A

tel que ψ′(x) = ϕ(x) pour tout x ∈ g = T 1(g).
Considérons maintenant des vecteurs x, y ∈ g. On a

ψ′(x · y − y · x− [x, y]) = ψ′(x) · ψ′(y)− ψ′(y) · ψ′(x)− ψ′([x, y])

= ϕ(x) · ϕ(y)− ϕ(y) · ϕ(x)− ϕ([x, y])

= [ϕ(x), ϕ(y)]− ϕ([x, y])

= 0

puisque ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie. L’application ψ′ est donc nulle sur
tous les éléments de la forme x·y−y·x−[x, y], donc sur IU . D’après la proposition 2.5
du chapitre 1, ceci implique qu’on peut définir une application linéaire

ψ : U(g) = T (g)/IU → A
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en posant

ψ(u+ IU ) = ψ′(u)

pour tout u ∈ T (g). De plus, ψ est un morphisme d’algèbres, puisque pour tout
u, v ∈ T (g) on a

ψ
(
(u+ IU ) · (v + IU )

)
= ψ(u · v + IU )

= ψ′(u · v)

= ψ′(u) · ψ′(v)

= ψ(u+ IU ) · ψ(v + IU ).

Finalement, la composée

g
ι−→ U(g)

ψ−→ A

cöıncide, par définition, avec la composée

g ↪→ T (g)
ψ′−→ A,

donc avec ϕ, ce qui achève la preuve. �

Exercice 2.4. Soit A une k-algèbre.

(1) Montrer que, réciproquement, si ψ : U(g) → A est un morphisme d’algè-
bres, alors ψ ◦ ι est un morphisme d’algèbres de Lie, et que le morphisme
d’algèbres associé à ψ ◦ ι par le théorème 2.3 est ψ lui-même.

(2) En déduire que l’application ψ 7→ ψ ◦ ι définit une bijection de l’ensemble
des morphismes d’algèbres de U(g) dans A vers l’ensemble des morphismes
d’algèbres de Lie de g vers A.

2.3. Théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt. L’intérêt principal du théo-
rème de Poincaré–Birkhoff–Witt est qu’il permet de comprendre plus concrètement
à quoi “ressemble” l’algèbre U(g) (voir notamment le corollaire 4.1). Pour l’énoncer,
on considère tout d’abord la collection {Tm(g), m ≥ 0} de sous-espaces de T (g)
définie par

Tm(g) := T 0(g)⊕ · · · ⊕ T m(g).

On a 1 ∈ T0(g), pour tout m ≥ 0 on a

Tm(g) ⊂ Tm+1(g),

et pour tous m,n ≥ 0 on a

Tm(g) · Tn(g) ⊂ Tm+n(g).

On a également clairement

T (g) =
⋃
m≥0

Tm(g),

donc ces sous-espaces définissent sur T (g) une structure d’algèbre filtrée.
On considère maintenant les sous-espaces vectoriels de U(g) définis, pourm ≥ 0,

par

Um(g) := πU (Tm(g)).
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De façon plus concrète, Um(g) est le sous-espace vectoriel de U(g) formé par les
vecteurs qui peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire de vecteurs qui sont
des produits d’au plus m éléments de ι(g). On a encore 1 ∈ U0(g),

Um(g) · Un(g) ⊂ Um+n(g) et U(g) =
⋃
m≥0

Um(g),

donc ces sous-espaces définissent sur U(g) une structure d’algèbre filtrée. Cette
filtration est appelée filtration de Poincaré–Birkhoff–Witt.

Notons V(g) := grU(g) l’algèbre graduée associée à cette filtration.

Lemme 2.5. La k-algèbre V(g) est engendrée par l’image de la composée

ι′ : g
ι−→ U1(g) � V1(g).

De plus, cette algèbre est commutative.

Démonstration. Vérifions tout d’abord la première assertion. Pour cela il
suffit de vérifier que, pour tout m ≥ 0, tout élément de Vm(g) = grmU(g) s’écrit
comme une combinaison linéaire de produits d’éléments de ι′(g). Mais, par défini-
tion, tout élément x de Vm(g) est l’image d’un élément y de Um(g). Et comme,
par définition encore, U(g) est un quotient de T (g), y est une combinaison linéaire
de produits d’éléments de ι(g). Donc x s’écrit bien comme combinaison linéaire de
produits d’éléments de ι′(g), et l’assertion est prouvée.

Maintenant que ce fait est démontré, pour démontrer la commutativité de V(g)
il suffit de démontrer que les éléments de ι′(g) commutent deux à deux. Soient donc
x, y ∈ g. Dans U2(g) on a

(2.1) ι(x) · ι(y)− ι(y) · ι(x) = ι([x, y]).

L’image dans V2(g) de l’élément de gauche dans cette égalité est par définition
ι′(x) · ι′(y)− ι′(y) · ι′(x). Mais l’élément de droite appartient au sous-espace U1(g) ⊂
U2(g). Donc son image dans V2(g) = U2(g)/U1(g) est nulle. En prenant l’image de
l’égalité (2.1) dans V2(g) on obtient donc l’égalité

ι′(x) · ι′(y)− ι′(y) · ι′(x) = 0

dans V(g), ce qui prouve la commutation est achève la preuve. �

Le lemme 2.5, combiné à la propriété universelle de l’algèbre symétrique (voir le
théorème 1.6) permettent de prolonger le morphisme ι′ en un morphisme d’algèbres
surjectif

ϕ : S(g)→ V(g).

Théorème 2.6 (Théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt). Le morphisme ϕ est
un isomorphisme d’algèbres.

3. Preuve du théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt

La preuve du théorème 2.6 nécessite quelques résultats préliminaires, et ne sera
achevée qu’à la fin de cette partie.

On fixe une base (x1, · · · , xd) de g (où d = dim(g)). Ces éléments définissent des
vecteurs dans T (g), qu’on notera encore x1, · · · , xd, mais aussi des vecteurs dans
S(g), qu’on notera z1, · · · , zd pour éviter les confusions. On a donc πS(xi) = zi
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pour tout i ∈ {1, · · · , d}. Pour tout m-uplet λ = (λ1, · · · , λm) d’entiers entre 1 et
d, on note

xλ = xλ1
⊗ · · · ⊗ xλm ∈ T (g), zλ = zλ1

· · · zλm ∈ S(g).

Par convention, pour m = 0, il existe un unique m-uplet, en l’occurrence l’ensemble
vide ∅, et on a x∅ = 1, z∅ = 1. Un m-uplet λ = (λ1, · · · , λm) comme ci-dessus
est dit croissant s’il vérifie λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm. (Par convention, ∅ est croissant.)
D’après la proposition 1.7, les vecteurs zλ avec λ croissant forment une base de
S(g).

Le lemme suivant est la construction-clé de la preuve. Sa démonstration est
assez technique. Dans l’énoncé on utilise la notation suivante : si i ∈ {1, · · · , d} et
si λ = (λ1, · · · , λm) est un m-uplet croissant, on écrit i ≤ λ si m = 0 (c’est-à-dire
si λ = ∅) ou si m ≥ 1 et i ≤ λ1 (c’est-à-dire si m ≥ 1 et i ≤ λj pour tout j). Pour
m ∈ N on note

Sm(g) :=

m⊕
i=0

Si(g).

Lemme 3.1. Pour tout m ∈ N, il existe une unique application linéaire

fm : g⊗ Sm(g)→ S(g)

qui vérifie les propriétés suivantes :
(Am) pour tout i ∈ {1, · · · , d} et tout k-uplet croissant λ tel que k ≤ m et

i ≤ λ, on a

fm(xi ⊗ zλ) = zizλ;

(Bm) pour tout i ∈ {1, · · · , d} et tout k-uplet croissant λ tel que k ≤ m, on a

fm(xi ⊗ zλ) = zizλ mod Sk(g);

(Cm) pour tous i, j ∈ {1, · · · , d} et tout k-uplet croissant λ tel que k ≤ m− 1,
on a

fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zλ)) = fm(xj ⊗ fm(xi ⊗ zλ)) + fm([xi, xj ]⊗ zλ).

De plus, pour m ≥ 1, la restriction de fm à g⊗Sm−1(g) ⊂ g⊗Sm(g) cöıncide avec
l’application fm−1.

Remarque 3.2. (1) Si la propritété (Bm) est vérifiée, alors sous les condi-
tions de la propriété (Cm) on a fm(xi⊗zλ) ∈ Sm(g) et fm(xj⊗zλ) ∈ Sm(g),
de sorte que la condition de (Cm) a un sens.

(2) Les applications fm ne sont pas canoniques : elles dépendent du choix de la
base (x1, · · · , xd) (et notamment de la façon dont on a ordonné cette base).

Preuve du lemme 3.1. On prouve l’existence et l’unicité de fm par récurren-
ce sur m. Le cas m = 0 est évident : on S0(g) = k, et on définit f0 en posant
f0(xi⊗1) = zi pour tout i ∈ {1, · · · , d}. (Les vecteurs (xi⊗1, i = 1, · · · , d) forment
une base de g⊗k, de sorte qu’il existe une unique application linéaire vérifiant cette
égalité.) Les conditions (A0), (B0) et (C0) sont vérifiées, et la condition (A0) montre
que ce choix de f0 est le seul possible.

Soit maintenant m ≥ 1, et supposons qu’on a vérifié l’existence et l’unicité
d’une application fm−1 satisfaisant les conditions (Am−1), (Bm−1) et (Cm−1). On
a

g⊗ Sm(g) =
(
g⊗ Sm−1(g)

)
⊕
(
g⊗ Sm(g)

)
.
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On définit tout d’abord l’application fm sur g⊗Sm−1(g) comme étant l’application
fm−1. (En fait ceci est contraint par l’hypothèse de récurrence : si fm existe, sa
restriction à g ⊗ Sm−1(g) vérifie les propriétés (Am−1), (Bm−1) et (Cm−1), donc
elle doit cöıncider avec fm−1 par l’unicité au rang m− 1.)

Pour compléter la définition il reste à définir f(xi⊗zλ) pour tout i ∈ {1, · · · , d}
et tout m-uplet croissant λ. Si i ≤ λ, on pose

(3.1) fm(xi ⊗ zλ) = zizλ.

(Ceci est imposé par la condition (Am).) Si maintenant i 6≤ λ, alors λ1 < i. On
pose µ = (λ2, · · · , λm). D’après la condition (Am−1), fm−1(xλ1

⊗zµ) = zλ1
zµ = zλ.

D’autre part, d’après (Bm−1) il existe y ∈ Sm−1(g) tel que fm−1(xi⊗zµ) = zizµ+y.
La condition (Cm) force alors à poser

(3.2) fm(xi ⊗ zλ) = zλ1
zizµ + fm−1(xλ1

⊗ y) + fm−1([xi, xλ1
]⊗ zµ).

Ceci montre l’unicité de fm. Pour conclure, il reste à démontrer que l’unique
application linéaire fm : g⊗Sm(g)→ S(g) qui cöıncide avec fm−1 sur g⊗Sm−1(g) et
vérifie (3.1) (quand i ≤ λ) et (3.2) (quand i 6≤ λ) vérifie les conditions (Am), (Bm)
et (Cm). Les conditions (Am) et (Bm) sont évidentes. Dans le cas où k ≤ m − 2,
la condition (Cm) découle de l’hypothèse de récurrence, de sorte qu’il suffit de
considérer le cas k = m − 1. Si j < i et j ≤ λ, l’égalité est vraie par construction
de fm (voir la condition (3.2) ci-dessus). Les rôles de i et j étant symétriques, le
cas i < j, i ≤ λ est également vérifié. Dans le cas i = j, il n’y a rien à démontrer.

Le seul cas qui reste est donc celui où n’a ni i ≤ λ, ni j ≤ λ. Dans ce cas, posons
µ = (λ2, · · · , λm−1) ; on a alors λ1 ≤ µ, λ1 < i, λ1 < j. Par (Am−1) et (Cm−1), on
a

fm(xj ⊗ zλ) = fm−1(xj ⊗ fm−1(xλ1
⊗ zµ))

= fm−1(xλ1
⊗ fm−1(xj ⊗ zµ)) + fm−1([xj , xλ1

]⊗ zµ)

= fm(xλ1 ⊗ fm(xj ⊗ zµ)) + fm([xj , xλ1 ]⊗ zµ).

D’après (Bm−1), il existe w ∈ Sm−2(g) tel que

fm(xj ⊗ zµ) = zjzµ + w.

D’autre part, la condition (Cm) est connue pour fm(xi ⊗ fm(xλ1 ⊗ zjzµ)), puisque
λ1 ≤ µ et λ1 < j. Par (Cm−1), la condition similaire est également connue pour
fm(xi ⊗ fm(xλ1

⊗ w)), de sorte qu’on a

fm(xi ⊗ fm(xλ1
⊗ fm(xj ⊗ zµ)))

= fm(xλ1
⊗ fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zµ))) + fm([xi, xλ1

]⊗ fm(xj ⊗ zµ)).

On obtient donc que

fm(xi⊗fm(xj⊗zλ)) = fm(xi⊗fm(xλ1⊗fm(xj⊗zµ)))+fm(xi⊗fm([xj , xλ1 ]⊗zµ))

= fm(xλ1 ⊗ fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zµ))) + fm([xi, xλ1 ]⊗ fm(xj ⊗ zµ))

+ fm(xi ⊗ fm([xj , xλ1
]⊗ zµ)).

Finalement, en appliquant la condition (Cm−1) à fm(xi ⊗ fm([xj , xλ1 ] ⊗ zµ)) on
obtient que

fm(xi⊗fm(xj⊗zλ)) = fm(xλ1
⊗fm(xi⊗fm(xj⊗zµ)))+fm([xi, xλ1

]⊗fm(xj⊗zµ))

+ fm([xj , xλ1 ]⊗ fm(xi ⊗ zµ)) + fm([xi, [xj , xλ1 ]]⊗ zµ).
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Comme i et j jouent des rôles similaires, on a également une égalité similaire en
inversant les rôles de i et j. En soustrayant ces égalités on obtient que

fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zλ))− fm(xj ⊗ fm(xi ⊗ zλ)) = fm(xλ1
⊗ fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zµ)))

−fm(xλ1⊗fm(xj⊗fm(xi⊗zµ)))+fm([xi, [xj , xλ1 ]]⊗zµ)−fm([xj , [xi, xλ1 ]]⊗zµ),

c’est-à-dire (en utilisant encore (Cm−1)) que

fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zλ))− fm(xj ⊗ fm(xi ⊗ zλ)) = fm(xλ1
⊗ fm([xi, xj ]⊗ zµ))

+ fm([xi, [xj , xλ1
]]⊗ zµ) + fm([xj , [xλ1

, xi]]⊗ zµ)

puis, en utilisant (Cm−1) et (Am−2),

fm(xi ⊗ fm(xj ⊗ zλ))− fm(xj ⊗ fm(xi ⊗ zλ)) = fm([xi, xj ]⊗ zλ)

+ fm([xλ1 , [xi, xj ]]⊗ zµ) + fm([xi, [xj , xλ1 ]]⊗ zµ) + fm([xj , [xλ1 , xi]]⊗ zµ).

Finalement, l’identité de Jacobi assure que le terme sur la deuxième ligne est nul,
ce qui achève la preuve. �

Le lemme suivant découle facilement du lemme 3.1.

Lemme 3.3. Il existe une représentation ρ : g → gl(S(g)) telle que pour tout
i ∈ {1, · · · , d}, tout m ≥ 0 et tout m-uplet ordonné λ on a

ρ(xi)(zλ) = zizλ mod Sm(g).

Démonstration. Pour tout x ∈ g, on définit l’application linéaire ρ(x) :
S(g)→ S(g) en posant, pour tout z ∈ S(g),

ρ(x)(z) = fm(x⊗ z),

où m ≥ 0 est un entier tel que z ∈ Sm(g). Ce vecteur ne dépend pas du choix de m
d’après les propriétés des applications fm. Alors la condition (Cm) du lemme 3.1
assure que ρ est une représentation de g, et la condition (Bm) assure que cette
représentation vérifie les conditions de l’énoncé. �

Lemme 3.4. Soit m ≥ 0 et soit t ∈ Tm(g) ∩ Ker(πU ). Alors la composante tm
de t sur T m(g) appartient à Ker(πS).

Démonstration. Comme les vecteurs xλ pour λ un m-uplet forment une base
de T m(g), il existe des m-uplets λ1, · · · , λr et des scalaires a1, · · · , ar tels que

tm =

r∑
i=1

aixλi .

Comme gl(S(g)) est une algèbre, d’après la propriété universelle de l’algèbre enve-
loppante (théorème 2.3), le morphisme ρ du lemme 3.3 s’étend en un morphisme
ρ′ : T (g)→ gl(S(g)) tel que Ker(πU ) ⊂ Ker(ρ′). On a donc ρ′(t) = 0. D’autre part
la composante de ρ(t)(1) dans Sm(g) est, d’après le lemme 3.3, égale à

∑r
i=1 aizλi .

Cette quantité est donc nulle, ce qui implique que πS(tm) = 0, et achève la
preuve. �

On peut finalement donner la preuve du théorème 2.6.
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Preuve du théorème 2.6. On doit démontrer que ϕ est injectif. Pour cela,
puisque ϕ(Sm(g)) ⊂ Vm(g) et puisque les sous-espaces Vm(g) sont en somme directe
dans V(g), il suffit de montrer que sa restriction à Sm(g) est injective pour tout
m ≥ 0.

Soit donc t ∈ T m(g), et supposons que ϕ(πS(t)) = 0. Puisque le diagramme
suivant est commutatif :

Sm(g)
ϕ

''
T m(g)

πS
77

πU ''

Vm(g),

Um(g)

77

ceci signifie que πU (t) ∈ Um−1(g). Alors il existe t′ ∈ Tm−1(g) tel que πU (t) = πU (t′),
c’est-à-dire tel que πU (t − t′) = 0. D’après le lemme 3.4, ceci implique que la
composante de t − t′ sur T m(g), c’est-à-dire t, appartient à Ker(πS). On a donc
πS(t) = 0, ce qui prouve l’injectivité voulue. �

4. Quelques conséquences du théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt

4.1. Base de l’algèbre enveloppante.

Corollaire 4.1. Soit (x1, · · · , xd) une base de g. Alors les produits

ι(xλ1
)ι(xλ2

) · · · ι(xλm)

dans U(g), où m ≥ 0 et λ = (λ1, · · · , λm) est un m-uplet croissant d’entiers dans
{1, · · · , d} (ce produit valant 1 par convention si λ = ∅) forment une base de U(g).

Démonstration. On va prouver par récurrence sur n que les tels produits
pour m ≤ n forment une base de Un(g). (Ceci impliquera le corollaire.) Pour fixer les
notations, on notera Pm l’ensemble des m-uplet croissant d’entiers dans {1, · · · , d}.

Le cas n = 0 est évident. Supposons maintenant que n ≥ 1, et que le résultat
est connu au rang n− 1. Montrons tout d’abord que notre famille est libre. Soient
(aλ : λ ∈ Pm, m ≤ n) des scalaires, et supposons que

n∑
m=0

∑
λ∈Pm

aλ · ι(xλ1
)ι(xλ2

) · · · ι(xλm) = 0.

Alors l’image de cet élément dans Vn(g) = Un(g)/Un−1(g), qui est aussi l’image
dans Vn(g) de ∑

λ∈Pn

aλ · ι(xλ1
)ι(xλ2

) · · · ι(xλn),

est nulle. L’image inverse de cet élément par l’isomorphisme ϕ est∑
λ∈Pn

aλ · zλ1
zλ2
· · · zλn ∈ S(g)

(où, comme dans la partie 3, zi est l’image de xi dans S(g)). Ce dernier vecteur est
donc nul. D’après la proposition 1.7, ceci implique que aλ = 0 pour tout λ ∈ Pn.
On obtient alors que

n−1∑
m=0

∑
λ∈Pm

aλ · ι(xλ1)ι(xλ2) · · · ι(xλm) = 0,
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et l’hypothèse de récurrence permet de conclure que aλ = 0 pour tout λ, et donc
que notre famille est bien libre.

Montrons maintenant que notre famille engendre Un(g). Soit u ∈ Un(g). Consi-
dérons l’image v de u dans Vn(g). Il existe des scalaires (aλ, λ ∈ Pn) tels que

v = ϕ

(∑
λ∈Pn

aλ · zλ1
· · · zλn

)
.

L’élément de droite est également l’image dans Vn(g) de l’élément∑
λ∈Pn

aλ · ι(xλ1
) · · · ι(xλn) ∈ Un(g),

de sorte que l’élément

u−
∑
λ∈Pn

aλ · ι(xλ1) · · · ι(xλn)

appartient à Un−1(g). Par hypothèse de récurrence, cet élément est une combinaison
linéaire de vecteurs ι(xλ1) · · · ι(xλm) où m ≤ n − 1 et λ ∈ Pm, ce qui prouve que
notre famille est génératrice. �

Remarque 4.2. Une fois que le corollaire 4.1 est démontré, on peut interpréter
la construction du lemme 3.1 de la façon suivante. En comparant la proposition 1.7
avec le corollaire 4.1, on obtient qu’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
(mais pas d’algèbres !) S(g)

∼−→ U(g) qui envoie zλ1
· · · zλm sur ι(xλ1

) · · · ι(xλm),
pour tout m-uplet croissant λ. Pour tout m ≥ 0, cet isomorphisme se restreint en
un isomorphisme Sm(g)

∼−→ Um(g). D’autre part, il existe une application naturelle

f ′m :

{
g⊗ Um(g) → U(g)
x⊗ y 7→ ι(x) · y .

L’application fm du lemme 3.1 est obtenue en transportant cette application via
les isomorphismes Sm(g)

∼−→ Um(g) et S(g)
∼−→ U(g) considérés ci-dessus.

4.2. Relation entre g et U(g).

Corollaire 4.3. L’application ι : g→ U(g) est injective.

Démonstration. Avec les notations du corollaire 4.1, l’application linéaire ι
envoie la base (x1, · · · , xd) de g sur la famille (ι(x1), · · · , ι(xd)), qui est libre d’après
le corollaire 4.1. Donc ι est injective. �

Une fois que le corollaire 4.3 est démontrer, on peut identifier g avec son image
dans U(g) (une sous-algèbre de Lie), et on n’utilisera donc plus la notation ι.

4.3. Algèbre enveloppante et sous-algèbres de Lie. Soit maintenant
h ⊂ g une sous-algèbre de Lie. Considérons le morphisme d’algèbres de Lie ob-
tenu comme la composée

h ↪→ g ↪→ U(g).

D’après la propriété universelle de l’algèbre enveloppante (théorème 2.3), ce mor-
phisme définit un morphisme d’algèbres ψ : U(h)→ U(g).

Corollaire 4.4. Le morphisme d’algèbres ψ : U(h)→ U(g) construit ci-dessus
est injectif.
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Démonstration. Choisissons une base (x1, · · · , xd) de g telle que (x1, · · · , xr)
est une base de h. Alors le morphisme ψ vérifie

ψ(xi1 · · ·xim) = xi1 · · ·xim

pour tous i1, · · · , im ∈ {1, · · · , r}. Donc ψ envoie la base de U(h) construite au
corollaire 4.1 à partir de la base (x1, · · · , xr) de h sur une sous-famille de la base
construite par le même procédé à partir de la base (x1, · · · , xd) de g. Donc ψ envoie
une base de U(h) sur une famille libre de U(g), ce qui prouve que cette application
est injective. �

5. Representations de g et U(g)-modules

Par définition, une représentation de g est la donnée d’un k-espace vectoriel V et
d’un morphisme d’algèbres de Lie g→ gl(V ). Comme gl(V ) est une algèbre, d’après
la propriété universelle de l’algèbre enveloppante (théorème 2.3), ce morphisme se
prolonge en un morphisme d’algèbres U(g) → End(V ), ce qui définit sur V une
structure de U(g)-module (à gauche). Réciproquement, si M est un U(g)-module
(à gauche), cette structure définit un morphisme d’algèbres U(g) → End(M). En
restreignant ce morphisme à g on obtient un morphisme d’algèbres de Lie g →
gl(M), et donc une structure de représentation de g sur M . Il revient donc au
même de parler de représentations de g ou de U(g)-modules.

6. Application au théorème d’Ado

6.1. Énoncé et résultats admis. Dans cette partie on suppose que k est
algébriquement clos, de caractéristique 0. Le théorème d’Ado est le résultat suivant.

Théorème 6.1 (Théorème d’Ado). Soit g une algèbre de Lie de dimension finie
sur k. Alors il existe une représentation V de g telle que le morphisme d’algèbres
de Lie associé ρ : g→ gl(V ) est injectif.

Remarque 6.2. Ce théorème peut se reformuler en disant que toute algèbre
de Lie g de dimension finie sur k est isomorphe à une sous-algèbre de Lie d’une
algèbre de Lie gln(k) pour un certain n ∈ N (qui, bien sûr, dépend de g).

La preuve de ce théorème utilisera les résultats suivants, qui ne seront pas
démontrés dans ces notes 2. (Ils nécessitent tous deux l’hypothèse que la caractéristi-
que de k est 0.)

Théorème 6.3 (Théorème de Levi). Soit g une algèbre de Lie de dimension
finie sur k. Alors il existe une sous-algèbre de Lie h ⊂ g telle que g = h ⊕ Rad(g)
(comme espaces vectoriels).

Proposition 6.4. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur k, et soit
δ : g → g une dérivation (par rapport au crochet de Lie). Alors il existe un idéal
nilpotent i ⊂ g tel que δ(Rad(g)) ⊂ i.

2. Voir l’annexe B pour une preuve du théorème 6.3. Pour une preuve de la proposition 6.4,
on pourra consulter la proposition C.24 dans Representation Theory de Fulton–Harris.
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6.2. Dérivations de g et de U(g). Les résultats démontrés dans ce para-
graphe ne nécessitent aucune hypothèse sur la caractéristique de k.

Lemme 6.5. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur k et δ : g → g
une dérivation (par rapport au crochet de Lie). Alors il existe une unique dérivation
d : U(g) → U(g) (par rapport au produit) telle que d(1) = 0 et d(x) = δ(x) pour
tout x ∈ g.

Démonstration. L’unicité découle du fait que tout élément de U(g) est une
combinaison linéaire de 1 et de produits d’éléments de g, et que la condition de
l’énoncé et la règle d(ab) = d(a)b + ad(b) imposent la valeur de d sur tous ces
éléments.

Pour démontrer l’existence on choisit une base (x1, · · · , xd) de g. Alors le vec-
teur 1 et les vecteurs de la forme xi1 · · ·xim avec m ≥ 1 et i1, · · · , im ∈ {1, · · · , d}
forment une base de T (g). On peut donc définir une application linéaire

d′ : T (g)→ T (g)

en posant d′(1) = 0 et

d′(xi1 · · ·xim) =

m∑
k=1

xi1 · · ·xik−1
δ(xik)xik+1

· · ·xim .

Il est facile de voir que d′ est une dérivation (pour le produit de T (g)).
Vérifions maintenant que d′(IU ) ⊂ IU . Soient u, v ∈ T (g) et soient x, y ∈ g.

Alors on a

d′(u · (xy − yx− [x, y]) · v) =

d′(u) · (xy− yx− [x, y]) · v+u · d′(xy− yx− [x, y]) · v+u · (xy− yx− [x, y]) · d′(v).

Donc pour vérifier l’inclusion voulue il suffit de vérifier que d′(xy−yx− [x, y]) ∈ IU .
Mais puisque d′ et δ sont des dérivations on a

d′(xy − yx− [x, y]) = δ(x)y + xδ(y)− δ(y)x− yδ(x)− [δ(x), y]− [x, δ(y)]

= (δ(x)y − yδ(x)− [δ(x), y]) + (xδ(y)− δ(y)x− [x, δ(y)]),

donc ce vecteur appartient à IU , et la preuve est complète.
Maintenant que ceci est établi, d’après la proposition 2.5 du chapitre 1, on peut

définir une application linéaire d : U(g) → U(g) en posant d(x + IU ) = d′(x) + IU
pour tout x + IU ∈ T (g)/IU = U(g). En utilisant le fait que d′ est une dérivation
de T (g), il n’est pas difficile de vérifier que d est une dérivation de U(g). �

Lemme 6.6. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie et soit δ : g→ g une
dérivation (par rapport au crochet de Lie) qui est nilpotente. Soit d la dérivation
associée à δ comme dans le lemme 6.5. Soit I ⊂ U(g) un sous-espace vectoriel tel que
d(I) ⊂ I et U(g)/I est de dimension finie. Alors l’application d : U(g)/I → U(g)/I
induite par d est nilpotente.

Démonstration. Il est facile de vérifier (par récurrence sur n) que pour tout
n ≥ 1 et tous a, b ∈ U(g) on a

dn(a · b) =

n∑
k=0

(
n

k

)
dk(a) · dn−k(b).
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En utilisant cette formule et la construction de d, en utilisant le fait que δ est
nilpotente, on peut montrer (encore par récurrence sur m) que pour tout m ≥ 0 on
a d(Um(g)) ⊂ Um(g), et que de plus la restriction de d à Um(g) est nilpotente.

Maintenant, pour tout m ≥ 0 notons Vm l’image de Um(g) dans U(g)/I. Alors
on a

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vm ⊂ Vm+1 ⊂ · · · ⊂ U(g)/I et U(g)/I =
⋃
m≥0

Vm.

Comme U(g)/I est de dimension finie, cela implique qu’il existe m ≥ 0 tel que Vm =
U(g)/I, c’est-à-dire tel que la composée Um(g) ↪→ U(g) � U(g)/I est surjective.
On a alors un diagramme commutatif

Um(g)

����

d|Um(g) // Um(g)

����
U(g)/I

d // U(g)/I.

Comme l’application d|Um(g) est nilpotente, l’application d l’est également. �

6.3. Plus grand idéal nilpotent.

Lemme 6.7. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie, et soient i et j des
idéaux nilpotents de g. Alors i + j est un idéal nilpotent de g.

Démonstration. Soient n et m des entiers tels que C n(i) = Cm(j) = {0}.
Comme i et j sont des idéaux de g, pour tout k ≥ 0, C k(i) et C k(j) sont des idéaux
de g. En particulier, on a

(6.1) [j,C k(i)] ⊂ C k(i), [i,C k(j)] ⊂ C k(j).

Soient maintenant x1, · · · , xn+m des éléments de i + j, et écrivons xi = yi + zi
avec yi ∈ i et zi ∈ j. Alors le vecteur

[x1, [x2, · · · , [xn+m−1, xn+m]]]

s’écrit comme une somme de termes de la forme

[t1, [t2, · · · , [tn+m−1, tn+m]]]

où chaque ti est soit yi, soit zi. Dans chacun de ces termes, il y a soit au moins n
fois ti = yi, soit au moins m fois ti = zi. En utilisant (6.1), on obtient que dans le
premier cas le terme appartient à C n(i), et que dans le second cas il appartient à
Cm(j). Dans tous les cas ce terme doit être nul, et donc C n+m(i + j) = {0}. �

De même que pour la définition–proposition 1.8, en utilisant le lemme 6.7 il
est facile de vérifier que, pour toute algèbre de Lie g de dimension finie, il existe
un unique idéal nilpotent qui contient tous les idéaux nilpotents de g ; on le notera
Nil(g).

Lemme 6.8. Pour tout idéal i ⊂ g, on a

Nil(i) = Nil(g) ∩ i.

Démonstration. Si x ∈ g, l’endomorphisme ad(x) est une dérivation de g
(voir l’exemple 7.3 du chapitre 2). Donc sa restriction à i est une dérivation de
i. D’après la proposition 6.4, ceci implique que ad(x)(Rad(i)) est inclus dans un
idéal nilpotent de i, donc dans Nil(i). Comme Nil(i) ⊂ Rad(i), on en déduit que
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ad(x)(Nil(i)) ⊂ Nil(i), donc que Nil(i) est un idéal de g. Comme il est nilpotent,
ceci montre que Nil(i) ⊂ Nil(g), donc que

Nil(i) ⊂ Nil(g) ∩ i.

L’inclusion réciproque est facile : puisque Nil(g) ∩ i est un idéal nilpotent de i,
il est inclus dans Nil(i). �

Remarque 6.9. Les mêmes arguments montrent que Rad(i) = Rad(g)∩ i pour
tout idéal i.

6.4. Le lemme-clé. L’étape-clé de la démonstration du théorème d’Ado est
le lemme suivant.

Lemme 6.10. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie résoluble. Soit I un
idéal bilatère de U(g) tel que U(g)/I est de dimension finie et tel que l’image de
tout élément de Nil(g) dans U(g)/I est nilpotent. Alors il existe un idéal bilatère
I ′ ⊂ U(g) contenu dans I, tel que

(1) U(g)/I ′ est de dimension finie ;

(2) l’image de tout élément de Nil(g) dans U(g)/I ′ est nilpotent ;

(3) pour toute dérivation δ de g, la dérivation d de U(g) associée (comme au
lemme 6.5) vérifie d(I ′) ⊂ I ′.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que, sous les conditions du lemme,
il existe N ≥ 1 tel que pour tous éléments x1, · · · , xN dans Nil(g), on a

(x1 + I) · (x2 + I) · · · (xN + I) = 0.

En effet U(g)/I est une représentation de l’algèbre de Lie Nil(g) pour l’action définie
par

x · (u+ I) = xu+ I = (x+ I) · (u+ I).

pour x ∈ Nil(g) et u ∈ U(g). Par hypothèse, l’action de tout élément de Nil(g) est
nilpotente. Donc, d’après le théorème d’Engel (théorème 3.1 du chapitre 4), il existe
une base de U(g)/I dans laquelle la matrice de l’action de tout x ∈ Nil(g) est stric-
tement triangulaire supérieure. Alors si N = dim(U(g)/I), pour tous x1, · · · , xN
dans Nil(g), on a

(x1 + I) · (x2 + I) · · · (xN + I) = x1 · (x2 · (· · · · xN · (1 + I))) = 0,

car tout produit de N matrices strictement triangulaires supérieures de taille N est
nul.

Soit maintenant J l’idéal bilatère de U/I engendré par les éléments x+ I avec
x ∈ Nil(g). Si N est comme ci-dessus, alors JN = {0}. En effet, un élément de JN

est une combinaison linéaire de produits d’éléments de la forme x + I avec x ∈ g,
et tel que x ∈ Nil(g) pour au moins N termes du produit. En utilisant la relation

(x+ I)(y + I) = xy + I = (yx+ [x, y]) + I = (y + I)(x+ I) + ([x, y] + I)

et le fait que Nil(g) est un idéal, on peut changer l’ordre dans ces produits de sorte
que les N termes de la forme x + I avec x ∈ Nil(g) apparaissent successivement.
Alors ce produit est nul par choix de N , et l’assertion est prouvée.

Notons C l’image inverse de J via la surjection naturelle U(g) � U(g)/I. Alors
C est un idéal bilatère de U(g), et le fait que JN = {0} implique que CN ⊂ I. On
pose I ′ := CN . Il reste à démontrer que C vérifie les 3 propriétés voulues.
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Pour démontrer que l’espace vectoriel U(g)/I ′ est de dimension finie, on choisit
une base x1, · · · , xd de g. Comme U(g)/C est de dimension finie, pour tout i ∈
{1, · · · , d} il existe un polynôme unitaire Pi tel que Pi(xi) ∈ C. Alors (Pi)

N (xi) ∈
I ′, donc en particulier xi + I ′ est annulé par un polynôme unitaire. D’après le
corollaire 4.1, le vecteur 1 et les vecteurs de la forme

xi11 · · ·x
id
d

avec i1, · · · , id ∈ N forment une base de U(g), donc leurs images dans U(g)/I ′

engendrent U(g)/I ′ comme espace vectoriel. Comme chaque xi + I ′ est annulé par

un polynôme unitaire, il suffit d’un nombre fini d’éléments xi11 · · ·x
id
d + I ′ pour

engendrer U(g)/I ′, et la propriété est démontrée.
Pour la seconde propriété, on remarque que si x ∈ Nil(g) alors par hypothèse

on a x+ I ∈ J , donc x ∈ C. Alors xN ∈ CN = I ′, donc (x+ I ′)N = 0.
Finalement, si δ est une dérivation de g, on a δ(g) = δ(Rad(g)) ⊂ Nil(g) d’après

la proposition 6.4. Donc d vérifie d(U(g)) ⊂ C. Puisque d est une dérivation, ceci
implique que d(CN ) ⊂ CN , donc que d(I ′) ⊂ I ′. �

6.5. Prolongement de représentations.

Proposition 6.11. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie, soit i ⊂ g
un idéal résoluble, et soit h ⊂ g une sous-algèbre de Lie tels que g = i⊕ h. Soit V
une représentation de dimension finie de i, et ρ : i → gl(V ) le morphisme associé.
Supposons que, pour tout x ∈ Nil(i), l’endomorphisme ρ(x) de V est nilpotent.

Alors il existe une représentation de dimension finie V ′ de g, de morphisme
associé ρ′ tel que Ker(ρ′) ∩ i ⊂ Ker(ρ). De plus, si Nil(g) = g ou si Nil(g) = Nil(i),
on peut choisir ρ′ de sorte que ρ′(x) est nilpotent pour tout x ∈ Nil(g).

Démonstration. Let morphisme ρ définit un morphisme d’algèbres ρ̃ : U(i)→
End(V ) (voir la partie 5). Soit I = Ker(ρ̃). C’est un idéal bilatère de U(i), tel que
U(i)/I est de dimension finie. De plus, l’hypothèse sur ρ assure que pour tout
x ∈ Nil(i), x+ I est nilpotent dans U(i)/I. D’après le lemme 6.10, il existe un idéal
bilatère I ′ ⊂ I vérifiant également ces propriétés et tel que pour toute dérivation δ
de i on a d(I ′) ⊂ I ′ (où d est la dérivation de U(i) associée à δ).

Pour tout x ∈ h, en utilisant l’exemple 7.3 du chapitre 2, on voit que la res-
triction δx de ad(x) à i est une dérivation de i ; on notera dx la dérivation de U(i)
associée. Par définition de I ′ on a dx(I ′) ⊂ I ′. D’autre part, puisque [δx, δy] = δ[x,y],
en utilisant le lemme 6.5 on voit que

(6.2) dxdy − dydx = d[x,y]

pour tous x, y ∈ h.
On définit alors une application linéaire

ϕ : g→ gl(U(i)/I ′)

en posant, pour x = y + z (avec y ∈ i, z ∈ h) et u ∈ U(i),

ϕ(x)(u+ I ′) = yu+ dz(u) + I ′.

Vérifions que ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie. Soient y, y′ ∈ i et z, z′ ∈ h.
Alors pour u ∈ U(i) on a

ϕ(y + z) ◦ ϕ(y′ + z′)(u+ I ′) = ϕ(y + z)(y′u+ dz′(u) + I ′)

= yy′u+ ydz′(u) + dz(y
′)u+ y′dz(u) + dzdz′(u) + I ′.
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On a une formule similaire pour ϕ(y′ + z′) ◦ ϕ(y + z), et en faisant la différence on
obtient que

[ϕ(y + z), ϕ(y′ + z′)](u+ I ′) = [y, y′]u− [z′, y]u+ [z, y′]u+ (dzdz′ − dz′dz)(u) + I ′.

En utilisant (6.2), on en déduit que

[ϕ(y + z), ϕ(y′ + z′)] = ϕ([y + z, y′ + z′]),

et donc que ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie. En d’autres termes, ϕ définit
une représentation de g sur U(i)/I ′. On peut donc poser V ′ = U(g)/I ′, ρ′ = ϕ.

Vérifions que Ker(ρ′) ∩ i ⊂ Ker(ρ). Si y ∈ i, alors ϕ(y) est la multiplication à
gauche par y+I. Donc si ϕ(y) = 0 alors y+I = 0, c’est-à-dire y ∈ I, donc ρ(y) = 0,
c’est-à-dire y ∈ Ker(ρ).

Supposons maintenant que Nil(g) = Nil(i). Alors pour tout x ∈ Nil(g) = Nil(i),
ϕ(x) est la multiplication à gauche par x+I ′. Par le choix de I ′ (voir le lemme 6.10),
x+ I ′ est nilpotent, donc ϕ(x) est nilpotent.

Finalement, considérons le cas où Nil(g) = g, c’est-à-dire où g est nilpotente.
Alors i est nilpotent, donc comme ci-dessus ϕ(x) est nilpotent pour tout x ∈ i. Soit
A la sous-algèbre de End(U(i)/I ′) engendrée par les éléments ϕ(x) pour x ∈ g. Soit
également B l’idéal de A engendré par ϕ(i). Alors, par les mêmes arguments que
dans la preuve du lemme 6.10, il existe N ≥ 1 tel que BN = 0.

Comme g est nilpotente, pour tout x ∈ h l’endomorphisme ad(x) est nilpotent,
donc δx est une dérivation nilpotente. D’après le lemme 6.6, ceci implique que
l’endomorphisme de U(g)/I ′ induit par dx, c’est-à-dire ϕ(x), est nilpotent.

Soit maintenant x ∈ g, et écrivons x = y + z avec y ∈ i et z ∈ h. Soit M ≥ 1
tel que ϕ(y)M = 0. Alors ϕ(x)NM = (ϕ(y) + ϕ(z))NM = 0, puisque dans chaque
terme du développement de ce produit, soit ϕ(y) apparait au moins N fois, soit
ϕ(z) apparait au moins M fois consécutivement. Donc ϕ(x) est nilpotent, et la
démonstration est terminée. �

6.6. Preuve du théorème d’Ado.

Lemme 6.12. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie résoluble, et soit
i ⊂ g un idéal. Alors il existe des sous-algèbres de Lie

i = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 ⊂ gn = g

telles que, pour tout j ∈ {1, · · · , n}, gj−1 est un idéal de gj et dim(gj) = dim(gj−1)+
1.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas où i = {0}. Dans ce cas, en
utilisant une récurrence sur dim(g), il suffit de montrer qu’il existe un idéal i ⊂ g
de codimension 1. Ceci a été remarqué dans la preuve de la proposition 4.4 du
chapitre 4.

Dans le cas général, on considère l’algèbre de Lie g/i, qui est résoluble d’après
la proposition 1.5(2) du chapitre 4. D’après le cas particulier déjà traité, il existe
des sous-algèbres de Lie

{0} = h0 ⊂ h1 ⊂ · · · ⊂ hn−1 ⊂ hn = g/i

telles que chaque hj−1 est un idéal de codimension 1 dans hj . On peut alors définir
gj comme l’image inverse de hj par la surjection g → g/i pour obtenir les sous-
algèbres voulues. �
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Preuve du théorème 6.1. D’après le lemme 6.12 appliqué à Nil(g) ⊂ Rad(g)
et à z(g) ⊂ Nil(g), on peut choisir des sous-algèbres de Lie

z(g) = g0 ⊂ · · · ⊂ gk = Nil(g) ⊂ · · · ⊂ gn−1 = Rad(g) ⊂ gn = g

telles que pour i ≤ n−1, gi−1 est un idéal de codimension 1 dans gi. Si i ≤ k, comme
gi est une algèbre de Lie nilpotente d’après la proposition 2.5(2) du chapitre 4, on
a Nil(gi) = gi. Et pour les i > k, en faisant une récurrence décroissante (c’est-à-
dire en commençant par i = n) et en utilisant le lemme 6.8 on peut vérifier que
Nil(gi) = Nil(g) pour tout i.

L’algèbre de Lie k admet une représentation σ : k→ gl(k2) telle que Ker(σ) =
{0} et telle que chaque σ(λ) est nilpotent : on peut par exemple prendre

σ(λ) =

(
0 λ
0 0

)
.

Comme z(g) est isomorphe à un produit fini de copies de k, en utilisant cette
représentation on peut construire une représentation W de dimension finie de z(g),
de morphisme associé η : z(g)→ gl(W ), telle que Ker(η) = {0} et telle que η(z) est
nilpotent pour tout z ∈ z(g).

Pour tout i ∈ {1, · · · , n − 1}, en choisissant un complémentaire hi de gi−1

dans gi (qui est de dimension 1, donc automatiquement une sous-algèbre de Lie),
puis en appliquant la proposition 6.11 successivement à partir de η (ce qui est
possible car dans chaque cas on a soit Nil(gi) = gi soit Nil(gi) = Nil(gi−1)), on
construit pour tout i ≤ n − 1 une représentation Vi de dimension finie de gi, de
morphisme associé ηi tel que Ker(ηi) ∩ gi−1 ⊂ Ker(ηi−1) et que ηi(x) est nilpotent
pour tout x ∈ Nil(gi). Pour i = n, on peut encore appliquer la proposition 6.11
grâce au théorème 6.3. On obtient donc finalement une représentation Vn de g, de
morphisme associé ηn : g→ gl(Vn) tel que Ker(ηn) ∩ gn−1 ⊂ Ker(ηn−1).

Pour tout i ∈ {1, · · · , n}, on a

z(g) ∩Ker(ηi) = z(g) ∩Ker(ηi) ∩ gi−1 ⊂ z(g) ∩Ker(ηi−1).

Comme z(g) ∩Ker(η0) = {0}, ceci implique que Ker(ηn) ∩ z(g) = {0}.
Finalement on pose V = Vn ⊕ g, et ρ = ηn ⊕ ad. Puisque Ker(ad) = z(g) (voir

l’exemple 8.4 du chapitre 2), on a

Ker(ρ) = Ker(ηn) ∩Ker(ad) = Ker(ηn) ∩ z(g) = {0},
donc ρ possède bien la propriété voulue. �
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Chapitre 6

Algèbres de Lie semi-simples

1. Décomposition de Jordan des endomorphismes

Soit k un corps algébriquement clos, et soit V un k-espace vectoriel de dimension
finie.

1.1. Décomposition de Jordan.

Proposition 1.1. Soit x un endomorphisme de V .

(1) Il existe des endomorphismes xs et xn de V tels que xs est diagonalisable,
xn est nilpotent, xs et xn commutent, et x = xs + xn. De plus, ces endo-
morphismes sont uniques.

(2) Il existe des polynômes P,Q ∈ k[X] sans terme constant tels que xs = P (x)
et xn = Q(x). En particulier, xs et xn commutent avec tous les endomor-
phismes de V commutant à x.

(3) Si W1 ⊂ W2 sont des sous-espaces vectoriels de V tels que x(W2) ⊂ W1,
alors xs(W2) ⊂W1 et xn(W2) ⊂W1.

Démonstration. Soit χx le polynôme caractéristique de x. Comme k est
algébriquement clos, on peut écrire

χx(X) =

m∏
i=1

(X − ai)ki

avec a1, · · · , am distincts et les ki dans Nr {0}. Pour tout i ∈ {1, · · · ,m} on pose
Vi = Ker((x−ai · id)ki). Alors, d’après le théorème de Caylay–Hamilton et le lemme
des noyaux, on a

V = Ker(χx(x)) =

m⊕
i=1

Ker((x− ai · id)ki) =

m⊕
i=1

Vi,

et chaque Vi est stable par x.
D’autre part, d’après le théorème des restes chinois, 1 il existe un polynôme

P ∈ k[X] tel que

P ≡ ai mod (X − ai)ki pour tout i et P ≡ 0 mod X.

On pose alors Q(X) = X − P (X), et xs = P (x), xn = Q(x). Les polynômes P
et Q sont sans terme constant, xs et xn commutent entre eux et à tout endomor-
phisme qui commute à x (puisque ce sont des polynômes en x), et x = xs + xn. La
propriété (3) est également claire pour ces éléments xs et xn.

1. Rappelons que le théorème des restes chinois affirme que si k est un corps quelconque, si

P1, · · · , Pr ∈ k[X] sont des polynômes premiers entre eux deux à deux, et si P = P1 · · ·Pr, alors
l’application k[X]/(P )→

∏m
i=1 k[X]/(Pi) définie par Q + (P ) 7→ (Q + (P1), · · · , Q + (Pr)) est un

isomorphisme d’anneaux.

81
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Montrons maintenant que xs est diagonalisable. Comme chaque Vi est stable
par x, il est également stable par xs. De plus, comme P ≡ ai mod (X − ai)ki , on
a xs|Vi = ai · idVi . Comme V =

⊕m
i=1 Vi, ceci montre que xs est diagonalisable.

Montrons maintenant que xn est nilpotent. Pour cela, soit k = max{ki, i =
1, · · · ,m}. Alors si v ∈ Vi on a

(xn)k(v) = (x− xs)k(v) = (x− ai)k(v) = 0

puisque xs|Vi = ai · idVi , k ≥ ki et v ∈ Ker((x− ai · id)ki). On a montré que (xn)k

est nul sur chaque sous-espace Vi ; il est donc nul sur V .
Finalement, il reste à démontrer l’unicité dans (1). Mais si x′s et x′n sont des

endomorphismes qui vérifient les conditions de (1), on a xs + xn = x = x′s + x′n, de
sorte que

xs − x′s = x′n − xn.
De plus, comme x′s commute à x = x′s + x′n, il commute également à xs par (2).
Comme xs et x′s sont des endomorphismes diagonalisables qui commutent, leur
différence xs−x′s est diagonalisable. Par les mêmes arguments, x′n−xn est nilpotent.
Comme le seul endomorphisme de V qui est à la fois diagonalisable et nilpotent est
0, on obtient finalement que xs = x′s et xn = x′n. �

Remarque 1.2. (1) Les sous-espaces Vi sont appelés les espaces propres
généralisés de x.

(2) La décomposition x = xs+xn est appelée la décomposition de Jordan de x.
xs est appelé la partie semi-simple de x, et xn est appelé la partie nilpotente
de x.

1.2. Décomposition de Jordan de ad(x).

Lemme 1.3. Soit x un endomorphisme de V .

(1) Si x est diagonalisable, alors l’endomorphisme ad(x) de gl(V ) est diagona-
lisable.

(2) Dans le cas général, si x = xs + xn est la décomposition de Jordan de x,
alors la décomposition de Jordan de ad(x) est ad(x) = ad(xs) + ad(xn).

Démonstration. (1) Soit (e1, · · · , ed) une base de V formée de vecteurs pro-
pres de x, et soient a1, · · · , ad les valeurs propres correspondantes. Pour i, j ∈
{1, · · · , d}, on note alors fi,j l’unique endomorphisme de V qui vérifie

fi,j(ek) =

{
ei si k = j ;

0 sinon.

Il est facile de vérifier que ces endomorphismes forment une base de gl(V ). D’autre
part on a

(x ◦ fi,j − fi,j ◦ x)(ek) =

{
(ai − aj)ei si k = j ;

0 sinon,

de sorte que ad(x)(fi,j) = (ai−aj) ·fi,j . Donc les vecteurs fi,j ∈ gl(V ) forment une
base de vecteurs propres pour ad(x), ce qui prouve que ad(x) est diagonalisable.

(2) D’après (1) et [Chap. 4, Lemme 3.2], ad(xs) est diagonalisable et ad(xn)
est nilpotent. D’autre part, puisque que ad : gl(V ) → gl(gl(V )) est un morphisme
d’algèbres de Lie, on a

[ad(xs), ad(xn)] = ad([xs, xn]) = 0
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puisque xs et xn commutent. Donc ad(xs) et ad(xn) commutent. Finalement on a
ad(x) = ad(xs + xn) = ad(xs) + ad(xn), donc ad(x) = ad(xs) + ad(xn) est bien la
décomposition de Jordan de ad(x). �

1.3. Décomposition de Jordan des dérivations. Supposons que V est
muni d’une application bilinéaire (−) ? (−) : V × V → V , et considérons le sous-
espace vectoriel Der(V ) ⊂ gl(V ) des derivations par rapport à ?.

Lemme 1.4. Si x ∈ Der(V ) et si x = xs + xn est la décomposition de Jordan
de x, alors xs et xn appartiennent à Der(V ).

Démonstration. Vérifions tout d’abord le fait suivant : si a, b ∈ k et si n ∈ N,
alors pour tous u, v ∈ V on a

(1.1) (x− (a+ b) · id)n(u ? v) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(x− a · id)k(u) ? (x− b · id)n−k(v).

Cette formule est évidente si n = 0. Vérifions maintenant que si elle est vraie au
rang n, elle l’est également au rang n+ 1. Pour cela, on observe que

(x− (a+ b) · id)n+1(u ? v)

= (x− (a+ b) · id)

(
n∑
k=0

(
n

k

)
(x− a · id)k(u) ? (x− b · id)n−k(v)

)

=

n∑
k=0

(
n

k

)
x
(
(x− a · id)k(u)

)
? (x− b · id)n−k(v)

+

n∑
k=0

(
n

k

)
(x− a · id)k(u) ? x

(
(x− b · id)n−k(v)

)
− (a+ b) ·

n∑
k=0

(
n

k

)
(x− a · id)k(u) ? (x− b · id)n−k(v).

En réindexant la première somme et en utilisant la bilinéarité de ?, ceci implique
que

(x− (a+ b)·id)n+1(u ? v)

=

n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
(x− a · id)j(u) ? (x− b · id)n+1−j(v)

+

n∑
j=0

(
n

j

)
(x− a · id)j(u) ? (x− b · id)n+1−j(v)

=

n∑
j=1

((
n

j − 1

)
+

(
n

j

))
· (x− a · id)j(u) ? (x− b · id)n+1−j(v)

+ (x− a · id)n+1(u) ? v + u ? (x− b · id)n+1(v)

=
n+1∑
j=0

(
n+ 1

j

)
· (x− a · id)j(u) ? (x− b · id)n+1−j(v),

ce qui achève la preuve.



84 6. ALGÈBRES DE LIE SEMI-SIMPLES

Pour tout a ∈ k, on note maintenant

Va = {v ∈ V | ∃m ∈ N tq (x− a · id)m(v) = 0}.
Alors la formule (1.1) montre que si u ∈ Va et v ∈ Vb alors u ? v ∈ Va+b. D’autre
part, la preuve de la proposition 1.1 montre que, pour tout a ∈ k, xs stabilise Va
et cöıncide avec a · id sur Va. Ceci implique, pour u ∈ Va et v ∈ Vb, que

xs(u ? v) = (a+ b) · (u ? v) = (a · u) ? v + u ? (b · v) = xs(u) ? v + u ? xs(v).

Comme V est la somme des espaces Va (voir la preuve de la proposition 1.1), on en
déduit que

xs(u ? v) = xs(u) ? v + u ? xs(v)

pour tous u, v ∈ V , et donc que xs est une dérivation. Puis, comme xn = x − xs,
on obtient également que xn est une dérivation. �

2. Le critère de Cartan

À partir de maintenant on suppose que k est de caractéristique 0 (et toujours
algébriquement clos). En particulier, il existe une injection canonique Q ↪→ k. On
note toujours V un k-espace vectoriel de dimension finie.

2.1. Lemmes préliminaires.

Lemme 2.1. Soient E ⊂ F ⊂ gl(V ) des sous-espaces vectoriels. On note

M = {x ∈ gl(V ) | [x, F ] ⊂ E}.
Supposons que x ∈M est tel que Tr(xy) = 0 pour tout y ∈M . Alors x est nilpotent.

Démonstration. Soit x = xs + xn la décomposition de Jordan de x. Soit
(e1, · · · , ed) une base de V composée de vecteurs propres de xs, et soient a1, · · · , ad
les valeurs propres correspondantes. Soient également fi,j (pour i, j ∈ {1, · · · , d})
l’endomorphisme de V défini comme dans la preuve du lemme 1.3(1) (pour ce choix
de base).

Pour montrer le lemme il suffit de montrer que tous les ai sont nuls. Pour cela
on note H le Q-sous-espace vectoriel de k engendré par les ai ; il faut alors montrer
que H = {0} ou, de façon équivalente (puisque H est de dimension finie), que le
dual HomQ(H,Q) est égal à {0}.

Soit donc ξ : H → Q une application linéaire, et soit y ∈ gl(V ) l’unique
application linéaire telle que y(ei) = ξ(ai)·ei pour tout i ∈ {1, · · · , d}. Tout d’abord,
remarquons que

(2.1) Tr(xny) = 0.

En effet, par construction (voir la preuve de la proposition 1.1), les espaces propres
de xs sont les espaces propres généralisés de x. Comme, pour toute valeur propre a
de xs, y stabilise l’espace propre de xs associé à a, et coincide avec ξ(a) · id ce sous-
espace propre, on en déduit que xy = yx sur chaque sous-espace propre généralisé
de x, et donc sur V . D’après la proposition 1.1(2), ceci implique que xny = yxn,
donc que xny est un endomorphisme nilpotent, et finalement que Tr(xny) = 0.

Comme dans la preuve du lemme 1.3(1), pour tous i, j ∈ {1, · · · , d} on a

(2.2) ad(xs)(fi,j) = (ai − aj) · fi,j , ad(y)(fi,j) = (ξ(ai)− ξ(aj)) · fi,j .
Soit maintenant R ∈ k[X] un polynôme tel que, pour tous i, j ∈ {1, · · · , d}, on a
R(ai−aj) = ξ(ai)− ξ(aj). (On peut par exemple construire R par interpolation de
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Lagrange. Notons également que si ai−aj = ak−al alors ξ(ai)−ξ(aj) = ξ(ak)−ξ(al)
par linéarité, de sorte que les conditions demandées ne sont pas contradictoires.)
Alors (2.2) montre que ad(y) = R(ad(xs)). D’après le lemme 1.3(2) et la pro-
position 1.1(2), il existe un polynôme P ∈ k[X] sans terme constant tel que
ad(xs) = P (ad(x)). Alors ad(y) = (PR)(ad(x)) et PR est sans terme constant,
d’où ad(y)(F ) ⊂ E puisque ad(x)(F ) ⊂ E. En d’autres termes y ∈M , de sorte que
Tr(xy) = 0 par hypothèse.

D’autre part, en utilisant (2.1) on voit que Tr(xy) = Tr(xsy) =
∑d
i=1 ξ(ai)ai,

donc
d∑
i=1

ξ(ai)ai = 0.

On en déduit que

0 = ξ(0) = ξ

(
d∑
i=1

ξ(ai)ai

)
=

d∑
i=1

ξ(ai)
2.

Comme les ξ(ai) sont des nombres rationnels, ceci implique que ξ(ai) = 0 pour tout
i ∈ {1, · · · , d}, c’est-à-dire que ξ = 0, ce qui achève la preuve. �

Lemme 2.2. Si x, y, z ∈ End(V ), alors

Tr([x, y] ◦ z) = Tr(x ◦ [y, z]).

Démonstration. On a

Tr([x, y] ◦ z) = Tr(x ◦ y ◦ z − y ◦ x ◦ z) = Tr(x ◦ y ◦ z)− Tr(y ◦ x ◦ z)
= Tr(x ◦ y ◦ z)− Tr(x ◦ z ◦ y) = Tr(x ◦ y ◦ z − x ◦ z ◦ y) = Tr(x ◦ [y, z]).

�

2.2. Critère de résolubilité.

Théorème 2.3 (Critère de Cartan). Soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V ).
Supposons que Tr(xy) = 0 pour tout x ∈ D(g) et tout y ∈ g. Alors g est résoluble.

Démonstration. Il suffit de montrer que D(g) est nilpotente. Et pour cela,
d’après [Chap. 4, Théorème 3.5 et Lemme 3.2], il suffit de montrer que tout x ∈ D(g)
est nilpotent.

On considère la situation du lemme 2.1 avec E = D(g) et F = g. On a alors
g ⊂M . Pour appliquer ce lemme il faut vérifier que Tr(xy) = 0 pour tout x ∈ D(g)
et y ∈ M . Par définition de D(g), il existe des éléments uk, vk et des scalaires λk
tels que x =

∑
k λk · [uk, vk]. En utilisant le lemme 2.2, on a

Tr(xy) =
∑
k

λk · Tr([uk, vk]y) =
∑
k

λk · Tr(uk[vk, y]) =
∑
k

λk · Tr([vk, y]uk).

Pour tout k, puisque y ∈ M , on a [vk, y] ∈ D(g), de sorte que Tr([vk, y]uk) =
0 d’après l’hypothèse. On peut donc appliquer le lemme 2.1, ce qui conclut la
preuve. �

Corollaire 2.4. Soit g une algèbre de Lie telle que Tr(ad(x)ad(y)) = 0 pour
tous x ∈ D(g) et y ∈ g. Alors g est résoluble.
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Démonstration. D’après le théorème 2.3 appliqué à ad(g) ⊂ gl(g), ad(g) ∼=
g/z(g) est résoluble. Comme z(g) ⊂ g est un idéal résoluble, d’après [Chap. 4,
Proposition 1.7(1)], on en déduit que g est résoluble. �

3. Forme de Killing

Dans toute cette partie on suppose de nouveau que k est algébriquement clos
et de caractéristique 0, et on fixe une k-algèbre de Lie g de dimension finie.

3.1. Définition et premières propriétés.

Définition 3.1. La forme de Killing de g est la forme bilinéaire symétrique
κ : g× g→ k définie par

κ(x, y) := Tr(ad(x) ◦ ad(y)).

Si on veut insister sur l’algèbre de Lie considérée, on notera cette forme κg.
La forme de Killing possède une propriété d’“associativité” qui s’exprime de la

façon suivante.

Lemme 3.2. Pour tous x, y, z ∈ g on a

κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]).

Démonstration. En utilisant le lemme 2.2 on voit que

κ([x, y], z) = Tr(ad([x, y]) ◦ ad(z)) = Tr([ad(x), ad(y)] ◦ ad(z))

= Tr(ad(x) ◦ [ad(y), ad(z)]) = Tr(ad(x) ◦ ad([y, z])) = κ(x, [y, z]),

ce qui prouve la formule voulue. �

Lemme 3.3. Soit i ⊂ g un idéal. Alors pour tous x, y ∈ i on a

κg(x, y) = κi(x, y).

Démonstration. Considérons une base (e1, · · · , en) de g telle que (e1, · · · , er)
est une base de i. (Ici n = dim(g) et r = dim(i).) Alors, puisque i est un idéal, les
matrices de ad(x) et ad(y) sont de la forme(

Ax Bx
0 0

)
et

(
Ay By
0 0

)
respectivement, où Ax et Ay sont les matrices de ad(x)|i et ad(y)|i dans la base
(e1, · · · , er) de i. On en déduit que

κg(x, y) = Tr(ad(x) ◦ ad(y)) = Tr(AxAy) = Tr(ad(x)|i ◦ ad(y)|i) = κi(x, y),

ce qui prouve la formule voulue. �

3.2. Radical de la forme de Killing. Le radical de la forme bilinéaire
symétrique κ est par définition

Rad(κ) = {x ∈ g | ∀y ∈ g, κ(x, y) = 0}.
Cette forme est dite non dégénérée si Rad(κ) = {0}. De façon équivalente, cette
condition revient à dire que l’application linéaire

(3.1) ϕ :

{
g → g∗

x 7→ (y 7→ κ(x, y))

est injective, ou (puisque dim(g) = dim(g∗)) qu’elle est bijective.
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Proposition 3.4. Le sous-espace vectoriel Rad(κ) ⊂ g est un idéal résoluble.
De plus, il contient tous les idéaux abéliens de g.

Démonstration. Soient x ∈ g et y ∈ Rad(κ). Alors, en utilisant le lemme 3.2,
pour tout z ∈ g on a

κ([x, y], z) = −κ([y, x], z) = −κ(y, [x, z]) = 0.

Donc [x, y] ∈ Rad(κ), ce qui prouve que Rad(κ) est un idéal.
En utilisant le lemme 3.3, pour tous x ∈ D(Rad(κ)) et y ∈ Rad(κ) on a

Tr(adRad(κ)(x) ◦ adRad(κ)(y)) = κRad(κ)(x, y) = κg(x, y) = 0.

D’après le corollaire 2.4, ceci implique que Rad(κ) est une algèbre de Lie résoluble.
Finalement, soit i un idéal abélien de g. Alors pour tous x ∈ i et y, z ∈ g on a

(ad(x) ◦ ad(y))2(z) = [x, [y, [x, [y, z]]]] = 0

puisque i est abélien et [y, [x, [y, z]]] ∈ i (car [x, [y, z]] ∈ i). Donc ad(x) ◦ ad(y) est
nilpotent, et donc κ(x, y) = Tr(ad(x) ◦ ad(y)) = 0. Ceci prouve que x ∈ Rad(κ), et
donc que i ⊂ Rad(κ). �

3.3. Critère de semi-simplicité.

Théorème 3.5. L’algèbre de Lie g est semi-simple ssi sa forme de Killing κ
est non dégénérée.

Démonstration. Supposons tout d’abord que g est semi-simple, c’est-à-dire
que Rad(g) = {0}. D’après la proposition 3.4, Rad(κ) est un idéal résoluble de g.
Donc Rad(κ) ⊂ Rad(g), ce qui implique que Rad(κ) = {0} et donc que κ est non
dégénérée.

Réciproquement, supposons que κ est non dégénérée, c’est-à-dire que Rad(κ) =
{0}. Alors, d’après la proposition 3.4, g ne possède aucun idéal abélien non nul.
Supposons par l’absurde que g n’est pas semi-simple, c’est-à-dire que Rad(g) 6= {0}.
Il n’est pas difficile de vérifier (en partant du fait que Rad(g) est un idéal et en
raisonnant par récurrence sur n) que, pour tout n ≥ 0, le sous-espace vectoriel
Dn(Rad(g)) ⊂ g est un idéal. Soit r ≥ 0 l’entier minimal tel que Dr+1(Rad(g)) =
{0}. Alors Dr(Rad(g)) 6= {0}, et on a

D(Dr(Rad(g))) = Dr+1(Rad(g)) = {0}.
Donc Dr(Rad(g)) est un idéal abélien non nul de g, ce qui fournit la contradiction
voulue. �

Remarque 3.6. La preuve du fait que si κ est non dégénérée alors g est semi-
simple n’utilise pas les hypothèses sur k. En fait, cette implication est vraie sur
tout corps k.

4. Applications

4.1. Idéaux et quotients des algèbres de Lie semi-simples.

Lemme 4.1. Soit i ⊂ g un idéal, et posons

i⊥ := {x ∈ g | ∀y ∈ i, κ(x, y) = 0}.
Alors i⊥ est un idéal de g. De plus, si g est semi-simple, l’application linéaire

i× i⊥ → g

définie par (x, y) 7→ x+ y est un isomorphisme d’algèbres de Lie.
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Démonstration. Soient x ∈ g et y ∈ i⊥. Alors pour tout z ∈ i, en utilisant le
lemme 3.2, on a

κ([x, y], z) = −κ([y, x], z) = −κ(y, [x, z]) = 0

car [x, z] ∈ i. Ceci montre que [x, y] ∈ i⊥, et donc que i⊥ est un idéal de g.
Supposons maintenant que g est semi-simple, et montrons que

(4.1) i ∩ i⊥ = {0}.

Le sous-espace i ∩ i⊥ ⊂ g est un idéal. De plus, pour tous x, y ∈ i ∩ i⊥, en utilisant
le lemme 3.3 on voit que

κi∩i⊥(x, y) = κg(x, y) = 0.

D’après le corollaire 2.4, ceci implique que i ∩ i⊥ est résoluble. Comme g est semi-
simple, on a donc i ∩ i⊥ = {0}.

Montrons maintenant que

(4.2) dim(i⊥) = dim(g)− dim(i).

Remarquons tout d’abord que la surjection naturelle g � g/i induit une injection
(g/i)∗ ↪→ g∗, dont l’image est {ξ ∈ g∗ | ξ|i = 0}. D’autre part, par définition, i⊥ est
l’image inverse de ce sous-espace par l’application ϕ considérée en (3.1). Comme
cette application est un isomorphisme (d’après le théorème 3.5), on en déduit que
dim(i⊥) = dim((g/i)∗) = dim(g/i), ce qui prouve (4.2).

Les propriétés (4.1) et (4.2) montrent que l’application linéaire

i× i⊥ → g

définie par (x, y) 7→ x+y est injective et que dim(i×i⊥) = dim(g). Cette application
est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour conclure, il ne reste donc plus
qu’à montrer que cette application est un morphisme d’algèbres de Lie. Pour cela
on remarque que si x, x′ ∈ i et y, y′ ∈ i⊥ on a

[x+ y, x′ + y′] = [x, x′] + [y, y′] + [x, y′] + [x′, y] = [x, x′] + [y, y′]

car [x, y′] et [x′, y] appartiennent à i ∩ i⊥ = {0}. �

Corollaire 4.2. Supposons que g est semi-simple. Alors pour tout idéal i ⊂ g,
tout idéal de i est un idéal de g. De plus, tout idéal de g, et tout quotient de g par
un idéal, est une algèbre de Lie semi-simple.

Démonstration. Soit i un idéal de g. D’après le lemme 4.1, l’application
naturelle i × i⊥ → g est un isomorphisme d’algèbres de Lie. Si j est un idéal de i,
on a [j, i⊥] ⊂ [i, i⊥] = {0}, donc

[g, j] = [i, j] + [i⊥, j] = [i, j] ⊂ j,

ce qui montre que j est un idéal de g. Cette propriété implique que i ne possède pas
d’idéal résoluble non nul (puisque g n’en possède pas), donc est semi-simple.

D’après le lemme 4.1 encore, l’application naturelle i × i⊥ → g est un isomor-
phisme d’algèbres de Lie. On a donc g/i ∼= i⊥ comme algèbres de Lie. Comme i⊥

est semi-simple (puisque c’est un idéal de g), il en est de même de g/i. �
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4.2. Idéaux simples. Un idéal i ⊂ g est dit simple s’il est simple comme
algèbre de Lie (c’est-à-dire si i est non abélien et si les seuls idéaux de l’algèbre de
Lie i sont {0} et i).

Théorème 4.3. Supposons que g est semi-simple. Alors il existe des idéaux
simples i1, · · · , ir de g tels que l’application linéaire

i1 × · · · × ir → g

définie par (x1, · · · , xr) 7→ x1 + · · ·+ xr est un isomorphisme d’algèbres de Lie. De
plus, pour tout idéal simple i ⊂ g, il existe j ∈ {1, · · · , r} tel que i = ij.

Démonstration. On démontre l’existence de la décomposition par récurrence
sur dim(g). Si g est simple il n’y a rien à démontrer. Sinon, puisque g n’est pas
abélienne, elle possède des idéaux non triviaux. Soit i1 un idéal non trivial de
dimension minimale. D’après le corollaire 4.2, tout idéal de i1 est également un
idéal de g ; par minimalité, i1 ne possède donc pas d’idéal non trivial. Comme i1
n’est pas abélien (puisque g est semi-simple), c’est donc un idéal simple.

On utilise maintenant l’isomorphisme naturel

i1 × i⊥1
∼−→ g

fourni par le lemme 4.1. D’après le corollaire 4.2, i⊥1 est une algèbre de Lie semi-
simple. Comme dim(i⊥1 ) < dim(g) on peut lui appliquer l’hypothèse de récurrence :
il existe des idéaux simples i2, · · · , ir de i⊥1 tels que l’application naturelle i2×· · ·×
ir → i⊥1 est un isomorphisme d’algèbres de Lie. Alors les ik sont des idéaux simples
de g, et l’application naturelle

i1 × i2 × · · · × ir → g

est un isomorphisme, ce qui conclut la preuve de l’existence de la décomposition.
Soit finalement i un idéal simple quelconque de g. On a [g, i] 6= {0} (puisque

z(g) = {0}), et donc [ik, i] 6= {0} pour un k. Alors [i, ik] est un idéal non trivial de
ik et de i ; par simplicité on a donc i = i ∩ ik = ik, ce qui achève la preuve. �

Remarque 4.4. (1) Le théorème 4.3 montre en particulier que toute algè-
bre de Lie semi-simple est un produit d’algèbres de Lie simples. Réci-
proquement, les algèbres de Lie simples sont semi-simples, et tout produit
d’algèbres de Lie semi-simples est semi-simple. Donc les algèbres de Lie
semi-simples sont exactement les produits d’algèbres de Lie simples.

(2) Le deuxième énoncé dans le théorème 4.3 montre que les idéaux i1, · · · , ir
sont uniquement déterminés : ce sont exactement les idéaux simples de g
(qui sont donc en particulier en nombre fini).

On peut décrire explicitement tous les idéaux de i en fonction des idéaux
simples, comme suit.

Proposition 4.5. Supposons que g est semi-simple, et soient i1, · · · , ir ses
idéaux simples. Pour tout idéal i ⊂ g, il existe un sous-ensemble K ⊂ {1, · · · , r} tel
que

i =
⊕
k∈K

ik.
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Démonstration. D’après le corollaire 4.2, i est semi-simple comme algèbre
de Lie. Soient j1, · · · js ses idéaux simples, de sorte que i =

⊕s
n=1 jn. Puisque tout

idéal de i est un idéal de g (toujours d’après le corollaire 4.2), les jn sont des idéaux
simples de g. Il existe donc K ⊂ {1, · · · , r} tel que

{j1, · · · , js} = {ik, k ∈ K},
et on a alors i =

⊕
k∈K ik. �

Exercice 4.6. Montrer que si g est semi-simple on a D(g) = g. En déduire
que si h est une algèbre de Lie abélienne, le seul morphisme d’algèbres de Lie de g
vers h est le morphisme nul.

4.3. Dérivations. Soit g une algèbre de Lie, et soit Der(g) la sous-algèbre de
Lie de gl(g) formée par les dérivations de g par rapport au crochet de Lie. On note
ad(g) le sous-espace vectoriel de gl(g) formé par les endomorphismes ad(x) pour
x ∈ g. On rappelle que ad(g) est une sous-algèbre de Lie de gl(g), contenue dans
Der(g).

Lemme 4.7. ad(g) est un idéal de Der(g).

Démonstration. Pour tous δ ∈ Der(g) et x ∈ g, on a

(4.3) [δ, ad(x)] = δ ◦ ad(x)− ad(x) ◦ δ = ad(δ(x))

par définition d’une dérivation. Le lemme suit. �

Théorème 4.8. Si g est semi-simple, alors ad(g) = Der(g). En d’autres termes,
toute dérivation de g est intérieure.

Démonstration. Comme g est semi-simple, on a Rad(g) = {0}, donc z(g) =
{0}. Ceci implique que le morphisme d’algèbres de Lie{

g → ad(g)
x 7→ ad(x)

est injectif (voir [Chap. 2, Exemple 8.4]), donc un isomorphisme. En particulier,
ad(g) est une algèbre de Lie semi-simple, donc d’après le théorème 3.5 sa forme de
Killing est non dégénérée. D’après les lemmes 3.3 et 4.7, cette forme de Killing est
la restriction de κDer(g) à ad(g). On a donc démontré que la restriction de κDer(g)

à ad(g) est non dégénérée.
Si

i = {δ ∈ Der(g) | κDer(g)(δ, ad(g)) = {0}},
alors, d’après le lemme 4.1, i est un idéal de Der(g). De plus, le fait que la restriction
de κDer(g) à ad(g) est non dégénérée implique que ad(g)∩i = {0}. Puisque i et ad(g)
sont des idéaux de Der(g), ceci implique que [ad(g), i] = {0}. Si maintenant δ ∈ i, en
utilisant cette propriété et (4.3), on obtient que pour tout x ∈ g on a ad(δ(x)) = 0,
et donc δ(x) = 0 puisque z(g) = {0}. Ceci montre que δ = 0, et donc que i = {0}.

Finalement, on peut conclure de la façon suivante. L’idéal i est le noyau de
l’application linéaire composée

Der(g)→ (Der(g))∗ → (ad(g))∗,

où la première application est donnée par x 7→ κDer(g)(x,−), et la deuxième appli-
cation est la restriction des formes linéaires. Puisque i = {0}, cette application est
injective, ce qui prouve que dim(Der(g)) ≤ dim((ad(g))∗) = dim(ad(g)), donc que
l’inclusion ad(g) ⊂ Der(g) est une égalité. �
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4.4. Décomposition de Jordan dans g. Le théorème 4.8 permet de définir
une décomposition de Jordan dans toute algèbre de Lie semisimple. En fait, soit
g une algèbre de Lie semi-simple, soit x ∈ g, et considérons la dérivation ad(x) ∈
Der(g) ⊂ gl(g). D’après le lemme 1.4, la partie semi-simple ad(x)s et la partie
nilpotente ad(x)n de ad(x) sont des dérivations. D’après le théorème 4.8, il existe
donc xs ∈ g et xn ∈ g tels que ad(x)s = ad(xs) et ad(x)n = ad(xn). De plus,
comme z(g) = {0}, les éléments xs et xn sont uniques. Notons également que

(4.4) [xs, xn] = 0.

En effet, on a

ad([xs, xn]) = [ad(xs), ad(xn)] = [ad(x)s, ad(x)n] = 0

par définition de la décomposition de Jordan des endomorphismes. Comme z(g) =
{0}, ceci implique en effet (4.4).

La décomposition x = xs+xn est appelée la décomposition de Jordan de x (dans
g). Un élément x ∈ g tel que xn = 0 (c’est-à-dire tel que ad(x) est diagonalisable)
sera dit semi-simple, et un élément x ∈ g tel que xs = 0 (c’est-à-dire tel que ad(x)
est nilpotent) sera dit nilpotent.

Exercice 4.9. Montrer que si V est un espace vectoriel de dimension finie et si
g = sl(V ), alors pour tout x ∈ g la décomposition de Jordan de x définie ci-dessus
cöıncide avec la décomposition fournie par la proposition 1.1(1).

Exercice 4.10. Si g est une algèbre de Lie semi-simple, et si x, y ∈ g sont tels
que [x, y] = 0, montrer que (x+ y)s = xs + ys et (x+ y)n = xn + yn.





Chapitre 7

Théorème de semi-simplicité de Weyl et
représentations de sl2(k)

Dans tout le chapitre, k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
et g est une algèbre de Lie de dimension finie sur k.

1. Compléments sur les représentations

1.1. Rappels. Rappelons qu’une représentation de g est la donnée d’un couple
(V, %) où V est un k-espace vectoriel et % : g→ gl(V ) est un morphisme d’algèbres
de Lie. Rappelons également que la donnée de % est équivalente à la donnée d’une
application bilinéaire

g× V → V,

qu’on notera (x, v) 7→ x · v, et qui doit vérifier

x · (y · v)− y · (x · v) = [x, y] · v

pour tous x, y ∈ g et v ∈ V . Nous utiliserons les deux points de vue indifféremment.
On peut définir la somme directe de deux représentations de façon évidente.

Si V est une représentation, une sous-représentation est un sous-espace vectoriel
W ⊂ V qui est stable par l’action de g, c’est-à-dire que x · v ∈ W pour tous
x ∈ g et v ∈ W . Les espaces vectoriels W et V/W sont alors munis de structures
naturelles de représentation de g, telles que l’inclusion W ↪→ V et la projection
V � V/W sont des morphismes de représentations. En utilisant cette terminologie,
une représentation V est simple si V 6= {0} et si ses seules sous-représentations sont
{0} et V .

Rappelons également que si V est une représentation de g, alors on définit la
représentation duale comme étant la représentation d’espace vectoriel sous-jacent
V ∗ = Homk(V,k), muni de l’action donnée par

(x · ξ)(v) = −ξ(x · v)

pour x ∈ g, ξ ∈ V ∗ et v ∈ V .
Finalement, si V et W sont deux représentations de g, rappelons qu’il existe

une structure naturelle de représentation de g sur l’espace vectoriel V ⊗ W , qui
vérifie

x · (v ⊗ w) = (x · v)⊗ w + v ⊗ (x · w)

pour x ∈ g, v ∈ V et w ∈W .

1.2. Représentations et applications linéaires. Soit V et W deux espaces
vectoriels et supposons que V est de dimension finie. Alors il existe une application
linéaire

ϕ : V ∗ ⊗W → Homk(V,W )

93
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qui vérifie

ϕ(ξ, w)(v) = ξ(v) · w

pour tous ξ ∈ V ∗, w ∈ W et v ∈ V . De plus, ϕ est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. (En effet, ce fait est une reformulation de la propriété classique disant
que, étant donnée une base (v1, · · · , vn) de V , la donnée d’une application linéaire de
V vers W est équivalente à la donnée des images par cette application des vecteurs
v1, · · · , vn.)

Si V et W sont munies de structures de représentation de g, alors via l’isomor-
phisme ϕ, l’action de g sur V ∗ ⊗W (donnée par la structure de représentation sur
le produit tensoriel de la représentation duale V ∗ de V et de la représentation W
comme ci-dessus) correspond à l’action sur Homk(V,W ) donnée par

(x · f)(v) = x · f(v)− f(x · v)

pour x ∈ g, f ∈ Homk(V,W ), et v ∈ V . (Ceci résulte d’une vérification facile,
laissée au lecteur.)

Exercice 1.1. Montrer que, dans le cadre ci-dessus, si f : V → W est une
application linéaire, alors f est un morphisme de représentations de g ssi on a
x · f = 0 pour tout x ∈ g.

1.3. Lemme de Schur. Soit (V, %) une représentation de g de dimension finie.
Le résultat facile mais fondamental ci-dessous (qui possède de nombreuses variantes
dans différents cadres) est appelé le Lemme de Schur.

Lemme 1.2 (Lemme de Schur). Supposons que V est une représentation simple.
Alors les seuls morphismes de représentations f : V → V sont les applications de
la forme λ · idV pour λ ∈ k.

Démonstration. Clairement, les applications de la forme λ · idV sont des
morphismes de représentations. Réciproquement, soit f : V → V un morphisme
de représentations. Soit également λ une valeur propre de f . Alors il est facile de
vérifier que le sous-espace vectoriel Ker(f − λ · idV ) est stable par l’action de g.
Comme il est non nul et comme V est simple, ceci implique que Ker(f−λ·idV ) = V ,
et donc que f = λ · idV . �

1.4. Représentations semi-simples.

Lemme 1.3. Soit V une représentation de dimension finie de g. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) V est isomorphe à une somme directe M1 ⊕ · · · ⊕Mr où chaque représen-
tation Mi est simple ;

(2) il existe des sous-représentations Vi ⊂ V (i ∈ {1, · · · , r}) qui sont simples
et telles que V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr (comme espace vectoriel, et donc également
comme représentation de g) ;

(3) pour toute sous-représentation W ⊂ V , il existe une sous-représentation
W ′ ⊂ V telle que V = W ⊕W ′ (comme espace vectoriel, et donc également
comme représentation de g).

Démonstration. L’équivalence de (1) et (2) est facile, et laissée au lecteur.
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On va maintenant montrer que (2) ⇒ (3) par récurrence sur dim(V ). Tout
d’abord si V = {0} (c’est-à-dire r = 0) il n’y a rien à démontrer. Supposons
maintenant que V n’est pas nulle, et que

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr
comme dans l’énoncé. Pour tout i, comme Vi est simple on a soit W ∩ Vi = Vi
(c’est-à-dire Vi ⊂W ), soit W ∩ Vi = {0}. Si Vi ⊂W pour tout i, alors W = V et il
n’y a rien à démontrer. Sinon, fixons i ∈ {1, · · · , r} tel que W ∩ Vi = {0}, notons

V ′ := V1 ⊕ · · · ⊕ Vi−1 ⊕ Vi+1 ⊕ · · · ⊕ Vr
et considérons la surjection naturelle ψ : V → V ′. Notre hypothèse montre que
la restriction de ψ à W est injective. Notons U son image (qui est une sous-
représentation de V ′), de sorte que ψ induit un isomorphisme de représentations
de W vers U . Par hypothèse de récurrence, U admet un supplémentaire U ′ (dans
V ′) qui est stable par l’action de g. Considérons maintenant l’application

η : V
ψ−→ V ′ → U

où la seconde application est la projection associée à la décomposition V ′ = U ⊕
U ′. Alors η est un morphisme de représentations, et sa restriction à W est un
isomorphisme (de W vers U). En posant W ′ := Ker(η), il est facile de vérifier que
W ′ est une sous-représentation de V , et que V = W ⊕W ′.

Finalement, montrons que (3)⇒ (2), encore une fois par récurrence sur dim(V ).
Si V est nulle ou simple il n’y a rien à démontrer. Sinon V possède une sous-
représentation W qui n’est ni {0} ni V . Soit alors W ′ comme dans la propriété (3).
Les représentations W et W ′ vérifient la condition (3) : en effet, par exemple si U ⊂
W est une sous-représentation, alors d’après (3) pour la représentation V , il existe
une sous-représentation U ′ ⊂ V telle que V = U⊕U ′ ; alors on a W = U⊕(U ′∩W ).
On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence à W et W ′, et obtenir que ces
représentations sont des sommes directes de sous-représentations simples. Alors il
en est de même de V = W ⊕W ′. �

Définition 1.4. Une représentation qui vérifie les conditions équivalentes du
lemme 1.3 est dite semi-simple.

1.5. Élément de Casimir associé à une représentation fidèle. Soit (V, %)
une représentation de dimension finie de g. Soit également β : g× g→ k une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur g qui est associative, c’est-à-dire telle que

β([x, y], z) = β(x, [y, z])

pour tous x, y, z ∈ g. Alors il existe des bases (xi, i = 1, · · · , n) et (yi, i = 1, · · · , n)
de g telles que

β(xi, yj) =

{
1 si i = j ;

0 sinon.

(En effet, β induit un isomorphisme fβ : g
∼−→ g∗, envoyant x ∈ g sur la forme

linéaire y 7→ β(x, y) ; on peut alors prendre pour (xi, i = 1, · · · , n) une base quel-
conque, et prendre pour (yi, i = 1, · · · , n) la base préduale de la base (fβ(xi), i =
1, · · · , n) de g∗.) On pose alors

c%(β) :=

n∑
i=1

%(xi) ◦ %(yi) ∈ End(V ).
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Lemme 1.5. L’application linéaire c%(β) est un morphisme de représentations.

Démonstration. Soit x ∈ g. Écrivons

[x, xi] =

n∑
j=1

ai,jxj , [x, yi] =

n∑
j=1

bi,jyj .

Alors on a

ai,j = β([x, xi], yj) = −β([xi, x], yj) = −β(xi, [x, yj ]) = −β(xi,

n∑
k=1

bj,kyk) = −bj,i.

On calcule ensuite

%(x) ◦ c%(β) =

n∑
i=1

%(x) ◦ %(xi) ◦ %(yi)

=

n∑
i=1

(
%(xi) ◦ %(x) ◦ %(yi) + %([x, xi]) ◦ %(yi)

)
=

n∑
i=1

%(xi) ◦ %(x) ◦ %(yi) +

n∑
j=1

ai,j · %(xj) ◦ %(yi)


=

n∑
i=1

%(xi) ◦ %(x) ◦ %(yi) +

n∑
i,j=1

ai,j · %(xj) ◦ %(yi)

et

c%(β) ◦ %(x) =

n∑
i=1

%(xi) ◦ %(yi) ◦ %(x)

=

n∑
i=1

(
%(xi) ◦ %(x) ◦ %(yi) + %(xi) ◦ %([yi, x])

)
=

n∑
i=1

%(xi) ◦ %(x) ◦ %(yi)−
n∑
j=1

bi,j%(xi) ◦ %(yj)


=

n∑
i=1

%(xi) ◦ %(x) ◦ %(yi) +

n∑
i,j=1

(−bi,j)%(xi) ◦ %(yj)

pour voir que %(x) ◦ c%(β) = c%(β) ◦ %(x). Comme ceci est vrai pour tout x, on
obtient bien que c%(β) est un morphisme de représentations. �

Exercice 1.6. Montrer que c%(β) ne dépend pas du choix des bases (xi, i =
1, · · · , n) et (yi, i = 1, · · · , n) comme ci-dessus. (Ceci justifie de ne pas faire ap-
parâıtre ces données dans la notation.)

Supposons maintenant que g est semi-simple, et que (V, %) est fidèle, c’est-à-
dire que Ker(%) = {0}. On définit une forme bilinéaire symétrique β : g× g→ k en
posant

βV (x, y) = Tr(%(x) ◦ %(y)).

Lemme 1.7. La forme βV est associative et non dégénérée.
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Démonstration. La preuve de l’associativité est similaire au cas de la forme
de Killing ; voir le lemme 3.2 du chapitre 6.

Soit maintenant h le radical de βV ; en d’autre termes

h = {x ∈ g | ∀y ∈ g, βV (x, y) = 0}.

Le même argument que pour la forme de Killing (voir la preuve de la proposition 3.4
du chapitre 6) montre que h est un idéal de g. D’autre part, le critère de Cartan
(voir le théorème 2.3 du chapitre 6) montre que la sous-algèbre de Lie %(h) ⊂ gl(V )
est résoluble. Par hypothèse Ker(%) = {0}, donc ceci implique que h est résoluble.
On a donc montré que h est un idéal résoluble de g. Comme g est semi-simple, ceci
implique que h = {0}, et achève la preuve. �

L’élément de Casimir associé à (V, %) est

c% := c%(βV ).

Il s’agit d’un morphisme de représentations de V dans V .

Exercice 1.8. Sous les conditions précédentes, montrer que Tr(c%) = dim(g).

Remarque 1.9. On peut définir des éléments de Casimir associés à des repré-
sentations non fidèles également. Pour cela, étant donné une représentation V , on
peut la voir comme une représentation fidèle de l’algèbre de Lie g/Ker(%), qui est
semi-simple d’après le corollaire 4.2 du chapitre 6. On peut donc associer à cette
représentation un élément de Casimir, qui sera un morphisme de représentations
de g de V vers V .

2. Théorème de Weyl

2.1. Énoncé. Le “théorème de semi-simplicité de Weyl” est l’énoncé suivant.

Théorème 2.1 (Théorème de Weyl). Soit g une algèbre de Lie semi-simple.
Alors toute représentation de dimension finie de g est semi-simple.

Ce théorème montre que, pour comprendre toutes les représentations de di-
mension finie de g, il suffit de comprendre ses représentations simples de dimension
finie (puisque toute représentation s’obtient ensuite en faisant des sommes directes
de telles représentations).

La preuve utilisera le lemme suivant.

Lemme 2.2. Supposons que g est semi-simple, et soit (V, %) une représentation
de dimension finie de g.

(1) Si dim(V ) = 1, alors %(x) = 0 pour tout x ∈ g.

(2) Dans le cas général, %(g) ⊂ sl(V ).

Démonstration. (1) L’algèbre de Lie gl(V ) est abélienne puisque dim(V ) =
1. En utilisant l’exercice 4.6 du chapitre 6, on en déduit que % est l’application
linéaire nulle.

(2) Considérons la composition

g
%−→ gl(V )

Tr−→ k.

Cette application linéaire est un morphisme d’algèbres de Lie. Comme k est abélien-
ne, comme dans (1) elle doit être nulle. Donc %(g) ⊂ Ker(Tr) = sl(V ). �
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2.2. Preuve du théorème de Weyl. On fixe une algèbre de Lie semi-simple
g. On doit démontrer que pour toute représentation (V, %) de dimension finie de g,
et pour toute sous-représentation W ⊂ V , il existe une sous-représentation W ′ ⊂W
telle que V = W ⊕W ′.

Cas 1 : W est simple et dim(V/W ) = 1. On peut supposer que V est fidèle :
en effet, sinon on remplace g par g/Ker(%), qui est une algèbre de Lie semi-simple
d’après le corollaire 4.2 du chapitre 6, et qui agit naturellement sur V ; on obtien-
dra alors un supplémentaire de W dans V stable par l’action de g/Ker(%), donc
par l’action de g. On peut également supposer que g 6= {0} (sinon le résultat est
évident).

Soit alors c% l’élément de Casimir de V . On a c%(W ) ⊂W , et donc c% induit un
morphisme de représentations de V/W dans V/W . De plus le lemme 2.2 implique
que g agit trivialement sur V/W , ce qui implique que l’endomorphisme de V/W
induit par c% est nul ; en d’autres termes c%(V ) ⊂W .

Considérons maintenant la restriction de c% à W , vue comme endomorphisme
de W . Comme W est supposée simple, le lemme 1.2 implique qu’il existe λ ∈ k tel
que (c%)|W = λ · idW . On a

dim(W ) · λ = Tr((c%)|W ) = Tr(c%) = dim(g)

d’après l’exercice 1.8 (et le fait que c%(V ) ⊂W ). Ceci implique que λ 6= 0, et donc
que (c%)|W est un isomorphisme. Alors W ′ := Ker(c%) est un supplémentaire de W
qui est une sous-représentation de V .

Cas 2 : dim(V/W ) = 1 (et W quelconque). On démontre maintenant ce cas
par récurrence sur dim(V ). Si W = {0} il n’y a rien à démontrer, et le cas où
W est simple a été démontré ci-dessus. Si maintenant W n’est ni simple ni nulle,
il existe une sous-représentation U ⊂ W qui n’est ni {0} ni W . On applique alors
l’hypothèse de récurrence à la représentation V/U est à sa sous-représentationW/U .
Il existe donc une sous-représentation X ⊂ V/U telle que V/U = W/U ⊕ X.
Soit alors Y l’image inverse de X sous la projection V → V/U . On a U ⊂ Y ,
dim(Y/U) = dim(X) = 1, et dim(Y ) < dim(V ). Donc, par récurrence, il existe
une sous-représentation W ′ ⊂ Y telle que Y = W ′ ⊕ U . Alors W ′ est une sous-
représentation de V , et le fait que Y/U est un supplémentaire de W/U dans V/U
implique que W ′ est un supplémentaire de W dans V .

Cas 3 : cas général. On considère la représentation de g sur Homk(V,W )
considérée au §1.2. Soient

M := {f ∈ Homk(V,W ) | ∃λ ∈ k, ∀w ∈W, f(w) = λ · w},
N := {f ∈ Homk(V,W ) | f|W = 0}.

Alors N ⊂ M . De plus, pour tout x ∈ g on a x ·M ⊂ N . En effet, si f ∈ M , pour
tout w ∈W on a

(x · f)(w) = x · f(w)− f(x · w) = x · (λ · w)− λ · (x · w) = 0.

En particulier M et N sont des sous-représentations de Homk(V,W ), et il n’est pas
difficile de vérifier que dim(M/N) = 1. On est donc dans la situation du Cas 2,
et on obtient qu’il existe une sous-représentation N ′ ⊂ M telle que M = N ⊕N ′.
Fixons f ∈ N ′ r {0}. Comme dim(N ′) = 1, le lemme 2.2 assure que x · f = 0
pour tout x ∈ g, c’est-à-dire (d’après l’exercice 1.1) que f est un morphisme de
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représentations. De plus, f|W cöıncide avec λ · idW pour un λ ∈ k (puisque f ∈M),
et λ 6= 0 (car f /∈ N). Ceci implique que W ′ := Ker(f) est une sous-représentation
de V qui vérifie V = W ⊕W ′.

2.3. Application à la décomposition de Jordan.

Théorème 2.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soit g ⊂
gl(V ) une sous-algèbre de Lie qui est semi-simple. Alors pour tout x ∈ g, les
décompositions de Jordan de x dans g et comme endomorphisme de V cöıncident.
En particulier, g contient les parties semi-simples et nilpotentes de chacun de ses
éléments.

Démonstration. Soit x ∈ g, et soit x = xs + xn sa décomposition de Jordan
comme endomorphisme de V , c’est-à-dire celle fournie par la proposition 1.1 du
chapitre 6.

Pour tout sous-espace W ⊂ V stable par l’action de g, on pose

LW := {x ∈ gl(V ) | x(W ) ⊂W et Tr(x|W ) = 0}.
Alors LW est une sous-algèbre de Lie de gl(V ), et le Lemme 2.2(2) assure que
g ⊂ LW . Donc, si on pose

h :=

(⋂
W

LW

)
∩ {x ∈ gl(V ) | ad(x)(g) ⊂ g},

où l’intersection est prise sur tous les sous-espaces W ⊂ V stables par l’action de
g, alors h est une sous-algèbre de Lie de gl(V ), on a g ⊂ h, et g est un idéal de h.

L’inclusion g ⊂ h est en fait une égalité. En effet, considérons h comme une
représentation de g (via ad), et soit k ⊂ h une sous-représentation telle que h = g⊕k.
(Une telle sous-représentation existe d’après le théorème 2.1.) Comme g est un idéal
de h, on a [g, h] ⊂ g, et donc la représentation de g sur k est la représentation
nulle. En d’autres termes, [g, k] = {0}. Soit maintenant x ∈ k. Pour toute sous-
représentation de g simple W ⊂ V , on a x(W ) ⊂ W , et le fait que [g, x] = {0}
implique que x|W est un morphisme de représentations. D’après le lemme 1.2, il
existe λ ∈ k tel que x|W = λ · idW . Mais puisque Tr(x|W ) = 0, on a nécessairement
λ = 0, donc x|W = 0. Comme ceci est vrai pour toute sous-représentation simple de
V , et comme V est une somme directe de sous-représentations simples (d’après le
théorème 2.1), ceci implique que x = 0, et donc finalement que k = {0}, en d’autres
termes que g = h.

On peut maintenant conclude la preuve. D’après le lemme 1.3 du chapitre 6, on
sait que adgl(V )(x)s = adgl(V )(xs) et adgl(V )(x)n = ad(xn) comme endomorphismes
de gl(V ). La proposition 1.1(3) du chapitre 6 montre alors que ad(xs)(g) ⊂ g et
ad(xn)(g) ⊂ g. D’autre part, pour tout sous-espace W ⊂ V stable par l’action de g,
on a également xs(W ) ⊂W et xn(W ) ⊂W (d’après le même résultat). Et puisque
(xn)|W est nilpotent on a Tr((xn)|W ) = 0, et donc Tr((xs)|W ) = Tr(x|W ) = 0.
Ceci montre que xs et xn appartiennent à h, et donc à g. Alors xs et xn sont des
éléments de g tels que adgl(V )(x) = adgl(V )(xs) + adgl(V )(xn) est la décomposition
de Jordan de adgl(V )(x) dans End(gl(V )). Donc adg(x) = adg(xs) + adg(xn) est la
décomposition de Jordan de adg(x) dans End(g), ce qui prouve que x = xs + xn
est la décomposition de Jordan de x dans g. �

Corollaire 2.4. Soit g une algèbre de Lie semi-simple, et soit (V, %) une
représentation de dimension finie de g. Alors si x ∈ g et si x = xs + xn est sa
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décomposition de Jordan dans g, alors %(x) = %(xs)+%(xn) est la décomposition de
Jordan de %(x) dans End(V ). En particulier, si x est semi-simple, resp. nilpotent,
alors %(x) est diagonalisable, resp. nilpotent.

Démonstration. D’après le corollaire 4.2 du chapitre 6, la sous-algèbre de Lie
%(g) ⊂ gl(V ) est semi-simple (puisqu’elle est isomorphe à g/Ker(%)). En utilisant
le fait que % : g → %(g) est surjective, il n’est pas difficile de vérifier que %(x) =
%(xs) + %(xn) est la décomposition de Jordan de %(x) dans l’algèbre de Lie semi-
simple %(g). Puis on conclut en utilisant le théorème 2.3. �

3. Représentations de l’algèbre de Lie sl2(k)

Dans cette partie on s’intéresse à l’algèbre de Lie g = sl2(k). On notera

e =

(
0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
.

On rappelle qu’on a

(3.1) [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

3.1. Décomposition en sous-espaces de poids.

Lemme 3.1. Soit (V, %) une représentation de dimension finie de sl2(k). Alors
on a

V =
⊕
λ∈k

Vλ où Vλ = {v ∈ V | %(h)(v) = λ · v}.

De plus, pour tout λ ∈ k on a

%(e)(Vλ) ⊂ Vλ+2, %(f)(Vλ) ⊂ Vλ−2.

Démonstration. Les formules (3.1) montrent que ad(h) est diagonalisable.
Donc h est un élément semi-simple de sl2(k), et alors le corollaire 2.4 implique que
%(h) est diagonalisable. Ce qui démontre la décomposition V =

⊕
λ∈k Vλ.

Soit maintenant v ∈ Vλ. Alors

%(h)(%(e)(v)) = %(e)(%(h)(v)) + %([h, e])(v) = %(e)(λv) + %(2e)(v) = (λ+ 2)%(e)(v),

donc %(e)(v) ∈ Vλ+2. Ceci prouve que %(e)(Vλ) ⊂ Vλ+2. La preuve de l’autre inclu-
sion est similaire. �

Si λ ∈ k, Vλ est appelé le sous-espace de poids λ de V . Si Vλ 6= {0}, λ est
appelé un poids de V . On appellera vecteur maximal un vecteur v ∈ V r {0} qui
appartient à un sous-espace de poids et tel que %(e)(v) = 0. Toutes ces notions ont
encore un sens si V est de dimension infinie (mais le lemme 3.1 n’est pas toujours
vrai dans ce cadre).

Lemme 3.2. Soit (V, %) une représentation non nulle de dimension finie de
sl2(k). Alors il existe un vecteur maximal dans V .

Démonstration. Comme V 6= {0} et comme Vλ ne peut être non nul que
pour un nombre fini de valeurs de λ (puisque dim(V ) < ∞), il existe un λ tel que
Vλ 6= {0} et Vλ+2 = {0}. Alors, d’après le lemme 3.1, tout vecteur non nul dans Vλ
est un vecteur maximal. �
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3.2. Vecteurs maximaux et bases associées. On fixe maintenant une
représentation non nulle (V, %) de sl2(k), et on suppose qu’il existe un vecteur maxi-
mal v ∈ V . (Si V est de dimension finie, cette condition est automatique d’après le
lemme 3.2.) Soit λ son poids, c’est-à-dire le scalaire λ ∈ k tel que v ∈ Vλ. On pose

vi =


0 si i = −1 ;

v si i = 0 ;
1
i!%(f)i(v) si i > 0.

Lemme 3.3. Pour tout i ≥ 0, on a

%(h)(vi) = (λ− 2i)vi, %(f)(vi) = (i+ 1) · vi+1, %(e)(vi) = (λ− i+ 1)vi−1.

Démonstration. D’après le lemme 3.1 on a vi ∈ Vλ−2i, ce qui prouve la
première formule. La deuxième formule découle directement de la définition. (Re-
marquons que cette formule est également vraie si i = −1)

Démontrons maintenant la troisième formule par récurrence sur i. Le cas i = 0
découle du fait que v est maximal. Soit maintenant i > 0, et supposons la formule
connue au rang i− 1. Alors

%(e)(vi) =
1

i
%(e) ◦ %(f)(vi−1) =

1

i

(
%(f) ◦ %(e)(vi−1) + %(h)(vi−1)

)
.

En appliquant l’hypothèse de récurrence et la première formule de l’énoncé, puis la
deuxième formule (appliquée au rang i− 2 ≥ −1), on en déduit que

%(e)(vi) =
1

i

(
(λ− i+ 2)%(f)(vi−2) + (λ− 2i+ 2)vi−1

)
=

1

i

(
(λ− i+ 2)(i− 1)vi−1 + (λ− 2i+ 2)vi−1

)
=

1

i

(
(λ− i+ 2) · i− i

)
· vi−1 = (λ− i+ 1) · vi−1.

Ceci prouve la formule au rang i, et achève la preuve. �

Supposons maintenant que V est de dimension finie. Les formules du lemme 3.3
montrent en particulier que les vi appartiennent à des espaces de poids distincts.
Comme seuls un nombre fini de sous-espaces de poids sont non nuls, on en déduit
qu’il existe i > 0 tel que vi = 0. On note m le plus petit entier positif ou nul
tel que vm+1 = 0. Clairement, on a alors vi = 0 pour tout i > m, et vi 6= 0 si
i ∈ {0, · · · ,m}.

Lemme 3.4. Avec les notations précédentes on a λ = m. (En particulier, λ ∈
N.) De plus, les vecteurs v0, · · · , vm forment une base d’un sous-espace de V stable
par l’action de sl2(k). En particulier, si V est simple, ils forment une base de V ,
et dim(V ) = m+ 1 = λ+ 1.

Démonstration. On a vm+1 = 0, donc %(e)(vm+1) = 0. D’autre part, d’après
le lemme 3.3 on a

%(e)(vm+1) = (λ−m) · vm,
et vm 6= 0. Donc λ−m = 0, ce qui montre que λ = m.

Comme expliqué ci-dessus, les vecteurs vi sont non nuls, et appartiennent
à des sous-espaces de poids distincts. Donc ils sont linéairement indépendants.
D’autre part, les formules du lemme 3.3 montrent que le sous-espace vectoriel
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Vect(v0, · · · , vm) de V est stable par l’action de g, ce qui prouve la deuxième as-
sertion.

Si V est supposée simple, on en déduit que Vect(v0, · · · , vm) = V , et donc que
les vecteurs (v0, · · · , vm) forment une base de V . �

Notons également le fait suivant, qui découle des lemmes 3.3 et 3.4.

Corollaire 3.5. Si (V, %) est une représentation de dimension finie de sl2(k),
alors pour tout poids k de V le morphisme %(e)|Vk : Vk → Vk+2 est surjectif.

Démonstration. D’après le théorème 2.1, V est une somme directe de repré-
sentations simples. Donc il suffit de vérifier ce fait quand V est simple. Dans ce cas,
on peut considérer une base de V comme dans le lemme 3.4, et le résultat découle
du fait que, dans la formule pour %(e) dans le lemme 3.3, pour tout i ∈ {0, · · · ,m}
on a λ− i+ 1 = m− i+ 1 ≥ 1, donc λ− i+ 1 6= 0. �

3.3. Classification des représentations simples de dimension finie. On
peut maintenant classifier (à isomorphisme près) toutes les représentations simples
de dimension finie de sl2(k).

Théorème 3.6. Pour tout m ≥ 0, il existe, à isomorphisme près, exactement
une représentation simple V (m) de sl2(k) de dimension m + 1. L’ensemble de ses
poids est {−m,−m+ 2, · · · ,m− 2,m}, et pour tout poids i on a dim(V (m)i) = 1.
De plus, V (m) possède (à multiplication par un scalaire non nul près) un unique
vecteur maximal, qui est de poids m.

Démonstration. Soient (V, %) et (V ′, %′) deux représentations simples de
sl2(k) de dimension m+ 1. Alors, d’après les lemmes 3.3 et 3.4, il existe des bases
(v0, · · · , vm) et (v′0, · · · , v′m) de V et V ′ respectivement telles que

%(h)(vi) = (m− 2i)vi, %(f)(vi) = (i+ 1) · vi+1, %(e)(vi) = (m− i+ 1)vi−1,

%′(h)(v′i) = (m− 2i)v′i, %′(f)(v′i) = (i+ 1) · v′i+1, %′(e)(v′i) = (m− i+ 1)v′i−1

(où, par convention, v−1 = vm+1 = 0 et v′−1 = v′m+1 = 0). On considère alors l’ap-
plication linéaire ϕ : V → V ′ qui vérifie ϕ(vi) = v′i pour tout i ∈ {0, · · · ,m}.
Cette application linéaire est inversible, et les formules ci-dessus montrent que
ϕ est un morphisme de représentations. Donc V et V ′ sont isomorphes comme
représentations de sl2(k).

L’énoncé concernant les poids est clair d’après l’existence de la base comme ci-
dessus. On remarque également que ces formules montrent que Ker(%(e)) = k · v0,
et donc que les multiples non nuls de v0 sont les seuls vecteurs maximaux.

Pour conclure, il reste à montrer que, pour tout m ≥ 0, il existe bien une
représentation simple de dimensionm+1. Pour cela on note V = k2 la représentation
naturelle de sl2(k), et on considère la représentation

V ⊗m := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
m termes

.

On a
dim

(
(V ⊗m)m

)
= 1, dim

(
(V ⊗m)m+2

)
= 0.

Donc V ⊗m possède un vecteur maximal v de poids m. On peut alors construire la
famille (v0, · · · , vm) comme au §3.2. Et il est facile de voir que Vect(v0, · · · , vm)
est une sous-représentation simple de V ⊗m de dimension m + 1. (Les détails sont
laissés au lecteur.) �
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Remarque 3.7. L’entier m est appelé le plus haut poids de V (m), et l’entier
−m est appelé le plus bas poids de V (m).

Exercice 3.8. Avec les notations de la fin de la preuve du théorème 3.6,
montrer qu’il existe une unique structure de représentation de sl2(k) sur Sm(V )
telle que la surjection naturelle

V ⊗m � Sm(V )

est un morphisme de représentations, puis que Sm(V ) ∼= V (m).

Corollaire 3.9. Soit V une représentation de dimension finie de sl2(k). Alors
les poids de V sont des entiers. Si m est un poids de V , alors −m est également
un poids de V , on a dim(Vm) = dim(V−m), et tous les entiers entre m et −m de la
même parité que m sont des poids. Enfin, dans toute décomposition de V en somme
de représentations simples, le nombre de facteurs qui apparait est dim(V0)+dim(V1).

Démonstration. Si V = {0} il n’y a rien à démontrer. Sinon, d’après le
théorème 2.1, V est une somme de représentations simples. Le théorème 3.6 montre
que les propriétés énoncées sur les poids sont vraies pour les représentations simples,
et le cas de V en découle. Finalement, la dernière assertion découle du fait que, pour
tout m ≥ 0, on a dim(V (m)0) + dim(V (m)1) = 1. �





Chapitre 8

Décomposition radicielle des algèbres de Lie
semi-simples

Dans tout ce chapitre, k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
et g est une algèbre de Lie semi-simple non nulle sur k. L’objectif du chapitre est de
montrer que g admet une décomposition très utile paramétrée par ce qu’on appellera
un “système de racines”. Celui-ci sera défini en terme de l’action (adjointe) d’une
certaine sous-algèbre de Lie, dite “torale”.

1. Sous-algèbres de Lie torales et décomposition radicielle

1.1. Définition.

Définition 1.1. Une sous-algèbre de Lie h ⊂ g est dite torale si tous ses
éléments sont semi-simples.

Lemme 1.2. (1) Il existe une sous-algèbre de Lie torale non nulle.

(2) Toute sous-algèbre de Lie torale est abélienne.

Démonstration. (1) Tout d’abord, remarquons qu’il existe x ∈ g tel que xs 6=
0. En effet, sinon tous les éléments x ∈ g vérifieraient que ad(x) est nilpotent. Et
alors le théorème d’Engel [Chap. 4, Théorème 3.5] montrerait que g est nilpotente,
ce qui est absurde. Si on choisit un tel x, alors xs est un élément semi-simple non
nul, et k · xs est une sous-algèbre de Lie torale non nulle.

(2) Soit h ⊂ g une sous-algèbre de Lie torale. Soit x ∈ h. Alors ad(x) est
diagonalisable (puisque x est semi-simple) et stabilise h (puisque h est une sous-
algèbre de Lie). Donc ad(x)|h est diagonalisable. Pour montrer que ad(x)|h = 0
(et donc conclure la preuve), il suffit de montrer que la seule valeur propre de
cet endomorphisme est 0. Par l’absurde, supposons que ce n’est pas le cas, et soit
y ∈ h un vecteur propre de ad(x) pour une valeur propre λ 6= 0. Alors [x, y] = λy,
et donc ad(y) ◦ ad(y)(x) = 0. Mais, comme pour x, ad(y) est diagonalisable. En
décomposant x selon les espaces propres de ad(y), on voit que la condition que
ad(y)2(x) = 0 implique que x appartient au sous-espace propre de ad(y) associé à
la valeur propre 0. En d’autres termes, on a ad(y)(x) = 0, c’est-à-dire [y, x] = 0.
Ceci fournit la contradiction voulue. �

Fixons maintenant une sous-algèbre de Lie torale h ⊂ g qui est maximale, c’est-
à-dire qui n’est contenue strictement dans aucune sous-algèbre de Lie torale. D’après
le lemme 1.2(1), on a h 6= {0}. D’autre part, par définition les endomorphismes
ad(x) de g, pour x ∈ h, sont diagonalisables. D’après le lemme 1.2(2) (et puisque
ad est un morphisme d’algèbres de Lie), ces endomorphismes commutent deux à

105
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deux. Ils peuvent donc être diagonlisés simultanément. En d’autres termes on a

g =
⊕
λ∈h∗

gλ où gλ = {x ∈ g | ∀y ∈ h, [y, x] = λ(y) · x}.

Le sous-espace vectoriel g0 contient h. On note

Φ := {α ∈ h∗ r {0} | gα 6= {0}}.

Ses éléments sont appelées les racines de g (par rapport à h). On a donc

(1.1) g = g0 ⊕
⊕
α∈Φ

gα.

Cette décomposition est appelée la décomposition radicielle de g.

Exercice 1.3. Si g = sln(k) et si h est la sous-algèbre de Lie de g formée des
matrices diagonales, montrer que h est une sous-algèbre de Lie torale maximale.

1.2. Premières propriétés.

Lemme 1.4. Φ engendre h∗ comme espace vectoriel.

Démonstration. Pour démontrer le lemme, il suffit de montrer que si x ∈ h
est tel que α(x) = 0 pour tout α ∈ Φ, alors x = 0. Soit donc x ∈ h tel que pour
tout α ∈ Φ on a α(x) = 0. Alors [x, gα] = 0 pour tout α ∈ Φ. Puisque [x, g0] = 0
par définition de g0, en utilisant (1.1) on voit que [x, g] = 0. Donc x ∈ z(g). Comme
z(g) = {0}, ceci termine la preuve. �

Lemme 1.5. (1) Pour λ, µ ∈ h∗, on a [gλ, gµ] ⊂ gλ+µ. En particulier, g0

est une sous-algèbre de Lie de g.

(2) Si α ∈ Φ et x ∈ gα, alors x est nilpotent.

(3) Si λ, µ ∈ h∗ et λ+ µ 6= 0, alors κ(gλ, gµ) = {0}.
(4) La restriction de κ à g0 est non dégénérée.

Démonstration. (1) Pour tout x ∈ h, comme ad(x) est une dérivation pour
le crochet de Lie (voir [Chap. 2, Exemple 7.3]), si y ∈ gλ et z ∈ gµ on a

ad(x)([y, z]) = [ad(x)(y), z] + [y, ad(x)(z)]

= [λ(x) · y, z] + [y, µ(x) · z] = (λ+ µ)(x) · [y, z].

Donc [y, z] ∈ gλ+µ.
(2) Comme Φ est un ensemble fini, il existe n ∈ N tel que, pour tout β ∈ Φ∪{0},

β + nα /∈ Φ ∪ {0}. Alors en utilisant (1) et la décomposition (1.1) on voit que
ad(x)n = 0.

(3) Choisissons x ∈ h tel que (λ+µ)(x) 6= 0, c’est-à-dire tel que λ(x) 6= −µ(x).
Alors pour y ∈ gλ et z ∈ gµ, en utilisant l’associativité de la forme de Killing on a

λ(x) · κ(y, z) = κ([x, y], z) = −κ([y, x], z) = −κ(y, [x, z]) = −µ(x)κ(y, z).

Donc κ(y, z) = 0.
(4) Soit x ∈ g0 tel que κ(x, g0) = {0}. D’après (3), pour tout α ∈ Φ on a

κ(x, gα) = {0}. Donc, en utilisant la décomposition radicielle (1.1), on voit que
x ∈ Rad(κ). D’après le théorème 3.5 du chapitre 6, ceci implique que x = 0. �
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1.3. Centralisateur d’une sous-algèbre de Lie torale maximale. Dans
la preuve de la proposition ci-dessous on utilisera le résultat suivant.

Lemme 1.6. Soit k une algèbre de Lie nilpotente de dimension finie, et soit
i ⊂ k un idéal non nul. Alors i ∩ z(k) 6= {0}.

Démonstration. On considère l’action (adjointe) de k sur i. D’après le théo-
rème d’Engel [Chap. 4, Théorème 3.5], k agit par endomorphismes nilpotents.
D’après le lemme-clé de la preuve du théorème d’Engel [Chap. 4, Proposition 3.4], il
existe x ∈ i qui est annulé par l’action de tous les éléments de k. Alors x ∈ i∩z(k). �

Proposition 1.7. On a g0 = h.

Démonstration. La preuve procède en 6 étapes.
Étape 1 : Si x ∈ g0, alors xs et xn appartiennent à g0. En effet, dire que x

appartient à g0 revient à dire que ad(x)(h) ⊂ {0}. D’après la Proposition 1.1(3)
du chapitre 6, ceci implique que ad(x)s(h) ⊂ {0} et ad(x)n(h) ⊂ {0}. Et comme
ad(x)s = ad(xs) et ad(x)n = ad(xn) par définition, on en déduit que xs et xn
appartiennent à g0.

Étape 2 : si x ∈ g0, alors xs ∈ h. Considérons le sous-espace vectoriel k =
h + k · xs. D’après l’étape 1, pour tous y, z ∈ k on a [y, z] = 0 ; donc k est une sous-
algèbre de Lie abélienne de g. De plus, il découle de l’exercice 4.10 du chapitre 6
que k est formée d’éléments semi-simples. C’est donc une sous-algèbre de Lie torale
de g, et par maximalité ceci entraine que k = h ; en d’autres termes, xs ∈ h.

Étape 3 : la restriction de κ à h est non dégénérée. Soit x ∈ h, et supposons
que κ(x, h) = {0}. Pour montrer que x = 0, en utilisant le lemme 1.5(4) il suffit de
montrer que κ(x, g0) = {0}. Soit donc y ∈ g0, et considérons sa décomposition de
Jordan y = ys + yn. Comme ys ∈ h d’après l’étape 2, on a κ(x, ys) = 0, et donc
κ(x, y) = κ(x, yn). D’autre part κ(x, yn) = Tr(ad(x) ◦ ad(yn)). Comme yn ∈ g0

d’après l’étape 1, on a [x, yn] = 0, ce qui implique que les endomorphismes ad(x) et
ad(yn) commutent. Comme ad(yn) est nilpotent, ceci implique qu’il en est de même
de ad(x) ◦ ad(yn). Donc Tr(ad(x) ◦ ad(yn)) = 0, ce qui montre que κ(x, y) = 0, et
achève la preuve de cette étape.

Étape 4 : l’algèbre de Lie g0 est nilpotente. D’après le théorème d’Engel [Chap. 4,
Théorème 3.5], pour montrer que g0 est nilpotente il suffit de montrer que adg0

(x)
est un endomorphisme nilpotent de g0 pour tout x ∈ g0. Soit donc x ∈ g0, et
considérons sa décomposition de Jordan x = xs + xn. D’après l’étape 2, xs ∈ h,
et donc adg0

(xs) = 0. D’autre part, par construction l’endomorphisme adg(xn)
est nilpotent, et puisque xn ∈ g0 (voir l’étape 1), cet endomorphisme stabilise g0 ;
donc adg0

(xn) = adg(xn)|g0
est également nilpotent. Donc finalement adg0

(x) =
adg0

(xs) + adg0
(xn) = adg0

(xn) est nilpotent, ce qui prouve que g0 est nilpotente.

Étape 5 : l’algèbre de Lie g0 est abélienne. Supposons que [g0, g0] 6= {0}. Alors,
d’après l’étape 4 et le lemme 1.6, on a [g0, g0]∩ z(g0) 6= {0}. Soit z un élément non
nul dans cette intersection. Alors zn 6= 0. En effet, sinon on aurait z ∈ h d’après
l’étape 2, et κ(z, h) = {0} par associativité de κ (et puisque z ∈ [g0, g0]), et donc
z = 0 d’après l’étape 3. De plus, on a ad(z)(g0) = {0}, donc ad(z)n(g0) = {0}
d’après la proposition 1.1(3) du chapitre 6, ce qui implique que zn ∈ z(g0) (puisque
ad(zn) = ad(z)n). Alors pour tout x ∈ g0, l’endomorphisme ad(x) ◦ ad(zn) est
nilpotent (puisque ad(zn) est nilpotent et commute avec ad(x)), donc κ(x, yn) =
Tr(ad(x) ◦ ad(zn)) = 0, ce qui contredit le lemme 1.5(4).
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Étape 6 : conclusion. Soit x ∈ g0, et considérons sa décomposition de Jordan
x = xs + xn. Alors, comme dans la preuve de l’étape 5, puisque xn appartient à g0

(d’après l’étape 1) et puisque g0 est abélienne, on a κ(xn, g0) = {0}. Donc xn = 0
d’après le lemme 1.5(4). Donc x = xs, ce qui implique que x ∈ h d’après l’étape
2. �

En utilisant la proposition 1.7, on peut réécrire la décomposition (1.1) de la
façon suivante :

(1.2) g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα.

De plus, comme on l’a vu au cours de la preuve de cette proposition, la restriction
de κ à h est non dégénérée. En d’autres termes, l’application

ι : x 7→ κ(x,−)

induit un isomorphisme h
∼−→ h∗. Pour tout α ∈ Φ, on notera tα := ι−1(α). On a

donc
α(x) = κ(tα, x)

pour tout x ∈ h.

2. Propriétés des racines

2.1. Racines et leurs opposées. Nous aurons besoin ci-dessous du lemme
suivant, qui est une conséquence facile du théorème de Lie [Chap. 4, Théorème 4.1].

Lemme 2.1. Soit k une algèbre de Lie résoluble, et soit (V, %) une représentation
de dimension finie de k. Alors pour tout x ∈ D(k), l’endomorphisme %(x) de V est
nilpotent.

Proposition 2.2. (1) Si α ∈ Φ, alors −α ∈ Φ. De plus, si x ∈ gα et
y ∈ g−α, alors [x, y] = κ(x, y) · tα.

(2) Si α ∈ Φ, alors [gα, g−α] est de dimension 1, et tα en est une base.

(3) Si α ∈ Φ, on a κ(tα, tα) = α(tα) 6= 0.

(4) Si α ∈ Φ, il existe un unique hα ∈ [gα, g−α] tel que α(hα) = 2. De plus, on
a h−α = −hα pour tout α ∈ Φ.

(5) Si α ∈ Φ et xα ∈ gαr {0}, alors il existe yα ∈ g−α tel que kxα +kyα +khα
est une sous-algèbre de Lie de g telle que l’application

xα 7→
(

0 1
0 0

)
, yα 7→

(
0 0
1 0

)
, hα 7→

(
1 0
0 −1

)
induit un isomorphisme d’algèbres de Lie de kxα + kyα + khα vers sl2(k).

Démonstration. (1) Si −α /∈ Φ, alors d’après le lemme 1.5(3), pour tout
β ∈ Φ ∪ {0} on a κ(gα, gβ) = {0}. En utilisant la décomposition (1.1), ceci montre
que κ(gα, g) = {0}, ce qui contredit le fait que κ est non dégénérée.

Soient maintenant x ∈ gα et y ∈ g−α. Alors d’après le lemme 1.5(1) et la
proposition 1.7 on a [x, y] ∈ h. D’autre part, pour z ∈ h on a

κ(z, [x, y]) = κ([z, x], y) = α(z)κ(x, y) = κ(z, tα)κ(x, y) = κ(z, κ(x, y) · tα).

Donc κ([x, y]−κ(x, y)·tα, h) = {0}. Puisque la restriction de κ à h est non dégénérée,
ceci montre que [x, y] = κ(x, y)tα.
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(2) D’après (1) on a [gα, g−α] ⊂ k · tα, et pour conclure il suffit de montrer que
κ(gα, g−α) 6= {0}. Mais si on avait κ(gα, g−α) = {0}, alors comme dans la preuve
de (1) on aurait κ(gα, g) = {0}, ce qui contredirait le fait que κ est non dégénérée.

(3) Par l’absurde, supposons que α(tα) = 0. Alors [tα, gα] = [tα, g−α] = {0}.
D’après la preuve de (2), on peut choisir x ∈ gα et y ∈ g−α tels que κ(x, y) 6= 0.
Alors k := kx ⊕ ktα ⊕ ky est une sous-algèbre de Lie résoluble de g, et tα ∈ D(k).
D’après le lemme 2.1 (appliqué à l’action de k sur g induite par ad), on en déduit
que ad(tα) est nilpotent. Comme tα ∈ h et h est torale, cet endomorphisme est
également diagonalisable. Donc ad(tα) = 0, ce qui implique que tα = 0 puisque
z(g) = {0}. Ceci est absurde, puisque κ(tα,−) = α 6= 0.

(4) D’après (2) on a [gα, g−α] = k · tα. Ce qui montre l’unicité de hα. D’autre
part, d’après (3) on peut poser

(2.1) hα :=
2

κ(tα, tα)
· tα =

2

α(tα)
· tα,

et on a bien α(hα) = 2. Puisque t−α = −tα, cette formule montre que h−α = −hα.
(5) Par les mêmes arguments que dans la preuve de (2), on κ(xα, g−α) 6= {0}.

Donc, en utilisant (3), il existe yα ∈ g−α tel que

κ(xα, yα) =
2

κ(tα, tα)
.

Alors d’après (1) et la formule (2.1) on a [xα, yα] = hα. D’autre part, on a

[hα, xα] = α(hα)xα = 2xα

puisque α(hα) = 2. De même on a [hα, yα] = −2yα. Donc l’application linéaire
ϕ : sl2(k)→ g définie par(

0 1
0 0

)
7→ xα,

(
1 0
0 −1

)
7→ hα,

(
0 0
1 0

)
7→ yα

est un morphisme d’algèbres de Lie. Comme sl2(k) est une algèbre de Lie simple
(voir [Chap. 2, Exercice 5.12]) ce morphisme est nécessairement injectif, donc un
isomorphisme de sl2(k) vers Vect(xα, yα, hα). �

Remarque 2.3. D’après le lemme 1.4 et leur construction, les vecteurs tα
engendrent l’espace vectoriel h. La proposition 2.2(2) montre alors que g est en-
gendrée, comme algèbre de Lie, par les sous-espaces radiciels gα pour α ∈ Φ. (En
d’autres termes, la plus petite sous-algèbre de Lie de g contenant tous les gα est g
elle-même.)

Corollaire 2.4. Soit α ∈ Φ.

(1) On a dim(gα) = 1.

(2) On a Φ ∩ (k · α) = {α,−α}.

Démonstration. Fixons xα et yα comme dans la proposition 2.2(5), et notons
Sα := Vect(xα, hα, yα). Alors Sα est une sous-algèbre de Lie de g isomorphe à sl2(k)
(via xα 7→ e, hα 7→ h, yα 7→ f), et elle agit naturellement (via ad) sur g.

Notons
m :=

⊕
λ∈k

gλ·α = h⊕
⊕
λ∈k×

gλ·α.

D’après le lemme 1.5(1), ce sous-espace vectoriel de g est stable par l’action de Sα.
D’après la proposition 2.2(4), hα agit sur gλ·α par multiplication par 2λ. D’après
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le corollaire 3.9 du chapitre 7, si gλ·α 6= {0} alors 2λ ∈ Z, c’est-à-dire que λ ∈ 1
2Z.

D’autre part Sα agit trivialement sur Ker(α) ⊂ h, qui est de codimension 1 dans h,
et Sα est une sous-représentation qui contient hα. Puisque que le sous-espace propre
de m associé à la valeur propre 0 de l’action de hα est h = Ker(α)⊕ k ·hα, les seuls
sous-espaces propres de l’action de hα associés à des valeurs propres paires sont h
(pour la valeur propre 0), gα (pour la valeur propre 2) et g−α (pour la valeur propre
−2), voir le théorème 3.6 du chapitre 7. Donc gλ·α = {0} si λ ∈ Z r {−1, 0, 1}. En
particulier, notons que 2α /∈ Φ. Si 1

2α était une racine, on pourrait lui appliquer

le même résultat, et on obtiendrait que 2 · 1
2α = α n’est pas une racine, ce qui est

absurde. Donc 1
2α n’est pas une racine, ce qui prouve que le sous-espace propre de

m associé à la valeur propre 1 de l’action de hα est nul. En utilisant le corollaire 3.9
du chapitre 7, on obtient finalement que

m = h + Sα.

Ceci implique (1) et (2). �

Remarque 2.5. (1) La décomposition 1.2 et le corollaire 2.4(1) montrent
que pour tous h, h′ ∈ h on a

(2.2) κ(h, h′) = Tr(ad(h) ◦ ad(h′)) =
∑
α∈Φ

α(h) · α(h′).

(2) Si Sα est comme dans la preuve du corollaire 2.4, alors le point (1) de ce
corollaire montre que Sα = gα⊕k·hα⊕g−α. En particulier, cette sous-algèbre
de Lie est indépendante du choix de xα et yα. De plus, si xα ∈ gαr {0} est
fixé, alors l’élément yα de la proposition 2.2(5) est unique.

2.2. Propriétés des paires de racines non opposées.

Proposition 2.6. Soient α, β ∈ Φ, et supposons que β /∈ {α,−α}.
(1) On a β(hα) ∈ Z, et β − β(hα)α ∈ Φ.

(2) Si r, respectivement q, est l’entier le plus grand tel que β − rα ∈ Φ, respec-
tivement β + qα ∈ Φ, alors on a r − q = β(hα), et tous les éléments de la
forme β + i · α avec i ∈ {−r,−r + 1, · · · , q − 1, q} appartiennent à Φ.

(3) Si α+ β ∈ Φ, alors [gα, gβ ] = gα+β.

Démonstration. Considérons la sous-algèbre de Lie Sα comme dans la preuve
du corollaire 2.4, et son action sur g. On pose

k =
⊕
i∈Z

gβ+i·α.

D’après le lemme 1.5(1), ce sous-espace vectoriel de g est stable par l’action de
Sα. Comme hα agit sur gβ+iα par multiplication par β(hα) + 2i, on déduit (1) du
corollaire 3.9 du chapitre 7.

D’après le corollaire 2.4, on a β + i · α 6= 0 pour tout i, et chaque gβ+i·α est
de dimension au plus 1. Donc les espaces propres de l’action de hα sur k sont de
dimension 1. De plus, les valeurs propres correspondantes sont toutes de même
parité. Le corollaire 3.9 du chapitre 7 montre alors que k est une représentation
simple de Sα. Avec les notations de (2), son plus haut poids est β(hα) + 2q, et son
plus bas poids est β(hα)− 2r. On doit donc avoir

β(hα)− 2r = −(β(hα) + 2q),
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c’est-à-dire β(hα) = r − q. De plus, tous les entiers β(hα) + 2i avec i ∈ {−r,−r +
1, · · · , q−1, q} doivent être des valeurs propres de l’action de hα sur k, ce qui montre
que les éléments β + iα sont dans Φ, et achève la preuve de (2).

Finalement, (3) découle du corollaire 3.5 du chapitre 7. �

2.3. Propriétés de rationnalité. Comme vu au §1.3, la restriction de κ à
h est non dégénérée. Elle induit donc un isomorphisme ι : h

∼−→ h∗. On peut alors
définir une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (−,−) sur h∗ en posant

(ϕ,ψ) := κ(ι−1(ϕ), ι−1(ψ)) = ϕ(ι−1(ψ)) = ψ(ι−1(ϕ)).

Puisque k est de caractéristique 0, il existe une injection canonique Q ↪→ k.

Lemme 2.7. Si α, β ∈ Φ alors (α, α) 6= 0 et 2(β,α)
(α,α) ∈ Z.

Démonstration. Tout d’abord, puisque ι−1(α) = tα par définition, on a
(α, α) = κ(tα, tα), et ce scalaire est non nul d’après la proposition 2.2(3). D’autre
part, par construction, on a

ι−1

(
2α

(α, α)

)
=

2

κ(tα, tα)
· tα = hα

(voir (2.1)). Donc
2(β, α)

(α, α)
= β(hα),

donc le résultat découle de la proposition 2.6(1). �

D’après le lemme 1.4, on peut choisir α1, · · · , αr ∈ Φ qui forment une base de
h∗.

Lemme 2.8. On a Φ ⊂
⊕r

i=1 Q · αi.

Démonstration. Soit β ∈ Φ. Alors il existe c1, · · · , cr ∈ k (uniques) tels que
β =

∑r
i=1 ci · αi, et ce qu’on doit montrer est que ci ∈ Q pour tout i. Pour tout

j ∈ {1, · · · , r}, on a

(β, αj) =

r∑
i=1

ci · (αi, αj),

et donc
2(β, αj)

(αj , αj)
=

r∑
i=1

ci ·
2(αi, αj)

(αj , αj)
.

Si on note :
• A ∈ Mn(k) la matrice dont le terme en position (i, j) est

2(αj ,αi)
(αi,αi)

,

• X ∈ kn le vecteur de i-ème coordonnée ci,

• Y ∈ kn le vecteur de i-ème coordonnée 2(β,αi)
(αi,αi)

,

on a donc

Y = A ·X.
Comme la forme (−,−) est non dégénérée, la matrice A est inversible, et donc
X = A−1 · Y . D’autre part, le lemme 2.7 implique que les coefficients de A sont
entiers ; donc les coefficients de A−1 sont dans Q. De même, les coefficients de Y
sont dans Q. Donc les coefficients de X = A−1 · Y sont également dans Q, ce qui
achève la preuve. �
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On pose

VQ :=
∑
α∈Φ

Q · α ⊂ h∗.

Alors VQ est un sous-Q-espace vectoriel de h∗, et le lemme 2.8 montre qu’on a
dimQ(VQ) = dimk(h∗).

Lemme 2.9. Pour tous ϕ,ψ ∈ VQ, on a (ϕ,ψ) ∈ Q. De plus, si ϕ ∈ VQ r {0},
on a (ϕ,ϕ) > 0.

Démonstration. Pour tous ϕ,ψ ∈ h∗, en utilisant (2.2) on a

(ϕ,ψ) = κ
(
ι−1(ϕ), ι−1(ψ)

)
=
∑
α∈Φ

α(ι−1(ϕ)) · α(ι−1(ψ)) =
∑
α∈Φ

(α,ϕ) · (α,ψ).

En particulier, si β ∈ Φ on a (β, β) =
∑
α∈Φ(α, β)2, et ce terme est non nul d’après

le lemme 2.7. Donc
1

(β, β)
=
∑
α∈Φ

1

4
·
(

2(α, β)

(β, β)

)2

.

D’après le lemme 2.7 le membre de droite est dans Q, donc (β, β) ∈ Q. Et en
utilisant encore une fois le lemme 2.7 on obtient finalement que pour tous β, γ ∈ Φ
on a (β, γ) ∈ Q, et donc que pour tous ϕ,ψ ∈ VQ on a (ϕ,ψ) ∈ Q.

Si ϕ ∈ VQ r {0}, comme ci-dessus on a

(ϕ,ϕ) =
∑
α∈Φ

(α,ϕ)2.

Comme tous les (α,ϕ) sont rationnels, ce terme est rationnel et positif. S’il est nul
alors (α,ϕ) = 0 pour tout α ∈ Φ, ce qui prouve que ϕ = 0 puisque la forme (−,−)
sur h∗ est non dégénérée et Φ engendre h∗ (voir le lemme 1.4). �

Finalement, on pose

E = R⊗Q VQ.

Alors E a une structure naturelle de R-espace vectoriel telle que

x · (y ⊗ ϕ) = (xy)⊗ ϕ

pour x, y ∈ R et ϕ ∈ VQ. De plus, on a dimR(E) = dimQ(VQ) = dimk(h∗). Il existe
une unique forme bilinéaire (réelle) symétrique non dégénérée (−,−) sur E telle
que

(x⊗ ϕ, y ⊗ ψ) = xy · (ϕ,ψ).

De plus, pour tous ξ, η ∈ E, comme dans la preuve du lemme 2.9 on a

(ξ, η) =
∑
α∈Φ

(α, ξ) · (α, η).

On en déduit que pour tout ξ ∈ E on a (ξ, ξ) > 0, et donc que (−,−) est une forme
bilinéaire symétrique définie positive. En d’autres termes, (E, (−,−)) est un espace
euclidien.

Pour résumer, on peut donc voir Φ comme une partie de l’espace euclidien E
telle que :

(1) Φ engendre E et ne contient pas 0.

(2) Si α ∈ Φ, alors Φ ∩ (R · α) = {α,−α}.



3. REMARQUE SUR L’UNICITÉ 113

(3) Si α, β ∈ Φ, alors

β − 2(β, α)

(α, α)
· α ∈ Φ.

(4) Si α, β ∈ Φ, alors
2(β, α)

(α, α)
∈ Z.

(Pour (1), voir le lemme 1.4. Pour (2), voir le corollaire 2.4(2). Pour (3) et (4), voir
la proposition 2.6(1) et la preuve du lemme 2.7.)

3. Remarque sur l’unicité

La construction du système de racines Φ dépend du choix initial de la sous-
algèbre torale maximale h ⊂ g. Nous ne traiterons pas ceci en détail, mais on peut
montrer que si h′ ⊂ g est une autre sous-algèbre torale maximale, alors il existe
un automorphisme d’algèbre de Lie ϕ de g tel que ϕ(h) = h′. Alors ϕ induit un

isomorphisme h∗
∼−→ (h′)∗ qui envoie le système de racines Φ construit à partir de

h sur le système de racines Φ′ construit à partir de h′. Si E est construit comme
ci-dessus, et E′ est construit de la même façon mais en utilisant h′ au lieu de h,
alors ϕ induit un isomorphisme d’espaces euclidiens E

∼−→ E′. Donc les systèmes de
racine Φ (dans E) et Φ′ (dans E′) sont isomorphes, au sens du chapitre 9.





Chapitre 9

Systèmes de racines et groupes de Weyl

1. Définitions et premières propriétés

1.1. Réflexions dans un espace euclidien. Soit (E, (−,−)) un espace eu-
clidien. Si α ∈ E r {0}, on définit

α∨ :

{
E → R
β 7→ 2(β,α)

(α,α)

.

Alors α∨ est une forme linéaire sur E qui vérifie 〈α∨, α〉 = 2, où 〈−,−〉 désigne
l’accouplement naturel E∗ × E → R.

On note également sα : E → E l’application définie par

sα(β) = β − 〈α∨, β〉 · α.

Cette application cöıncide avec l’identité sur l’hyperplan Hα = {β ∈ E | (α, β) =
0} (c’est-à-dire l’hyperplan orthogonal à α), et vérifie sα(α) = −α. Donc sα est
la réflexion orthogonale par rapport à l’hyperplan Hα. En particulier, c’est une
isométrie qui vérifie (sα)2 = id.

Exercice 1.1. Montrer que pour tout λ ∈ R× on a sλ·α = sα, et que pour
toute isométrie ϕ : E

∼−→ E on a ϕ ◦ sα ◦ ϕ−1 = sϕ(α).

1.2. Systèmes de racines.

Définition 1.2. Un sous-ensemble Φ ⊂ E est appelé un système de racines
s’il vérifie les axiomes suivants :

(1) Φ est fini, engendre E, et ne contient pas 0.

(2) Si α ∈ Φ, alors Φ ∩ (R · α) = {α,−α}.
(3) Si α ∈ Φ, alors sα(Φ) = Φ.

(4) Si α, β ∈ Φ, alors 〈α∨, β〉 ∈ Z.

La dimension de E est appelée le rang de Φ.
Si Φ est un système de racines, on note W le sous-groupe de GL(E) (ou, de

façon équivalente, du groupe des isométries de E) engendré par les réflexions sα
pour α ∈ Φ. D’après l’axiome (3), pour tout w ∈W on a w(Φ) = Φ, donc w induit
une bijection de Φ vers lui-même. Et comme, d’après (1), Φ engendre E, cette
bijection détermine w entièrement. Donc, si S(Φ) désigne le groupe des bijections
de Φ vers lui-même, alors la restriction à Φ induit un morphisme de groupes injectif
de W vers S(Φ). En particulier, W est un groupe fini.

Soit Φ un système de racines dans E, et soit Φ′ un système de racines dans
un (autre) espace euclidien E′. On dit que les systèmes de racines Φ (dans E)

115
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et Φ′ (dans E′) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
ψ : E → E′ tel que ψ(Φ) = Φ′ et tel que pour tous α, β ∈ Φ on a

〈α∨, β〉 = 〈(ψ(α))∨, ψ(β)〉, c’est-à-dire
2(β, α)

(α, α)
=

2(ψ(β), ψ(α))

(ψ(α), ψ(α))
.

(Notons qu’on ne demande pas à ψ d’être une isométrie.) Tout élément de W est
un isomorphisme de systèmes de racines de Φ vers lui-même.

Exercice 1.3. Montrer que si Φ ⊂ E et Φ′ ⊂ E′ sont des systèmes de racines,
de groupes de Weyl respectifs W et W ′, et si ψ : E → E′ est un isomorphisme de
systèmes de racines, alors l’application f 7→ ψ ◦ f ◦ψ−1 induit un isomorphisme de
W vers W ′.

Exercice 1.4. Si (E, (−,−)) est un espace euclidien, alors l’application x 7→
(x,−) définit un isomorphisme E

∼−→ E∗, ce qui permet de “transférer” le produit
scalaire (−,−) à E∗, donc de voir cet espace vectoriel comme un espace euclidien.
Montrer que si Φ est un système de racines dans Φ, alors Φ∨ := {α∨, α ∈ Φ}
est un système de racines dans E∗. Montrer que le groupe de Weyl de Φ∨ est
canoniquement isomorphe à celui de Φ.

1.3. Exemples. Si dim(E) = 1, les conditions (1) et (2) assurent que le seul
système de racine (à isomorphisme près) est le suivant :

•

Ce système de racines est appelé le système de racines de type A1. Notons que les
2 racines ont la même longueur, mais que celle longueur n’importe pas : tous les
systèmes de racines de cette forme (quelle que soit la longueur des racines) sont
isomorphes.

Les sous-ensembles suivants de vecteurs de l’espace euclidien R2 (muni du pro-
duit scalaire usuel) sont des systèmes de racines :

• • • •

Ces systèmes de racines sont appelés respectivement de type A1 ×A1, de type A2,
de type B2, et de type G2.

1.4. Angles entre deux racines. Soit Φ un système de racines dans un
espace euclidien E, et soient α, β ∈ Φ des racines telles que β /∈ {α,−α}. Alors
Rα ⊕ Rβ est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2, qui est muni d’une
structure d’espace euclidien par restriction du produit scalaire de E. Dans cet espace
on peut parler de l’angle θ (non orienté) entre α et β : par définition, cet angle est
l’unique θ ∈ [0, π[ tel que

(1.1) (α, β) =
√

(α, α) ·
√

(β, β) · cos(θ).

Lemme 1.5. Si θ est l’angle entre α et β, on a 〈α∨, β〉 · 〈β∨, α〉 = 4(cos(θ))2.
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Démonstration. On calcule en utilisant (1.1) :

〈α∨, β〉 · 〈β∨, α〉 = 4 · (α, β)2

(α, α) · (β, β)
= 4(cos(θ))2,

ce qui donne la formule voulue. �

Corollaire 1.6. Pour fixer les notations, supposons que (α, α) ≥ (β, β). Alors

les seules valeurs possibles de 〈α∨, β〉, 〈β∨, α〉, θ et (α,α)
(β,β) sont les suivantes :

〈α∨, β〉 〈β∨, α〉 θ (α,α)
(β,β)

0 0 π/2 ?
1 1 π/3 1
−1 −1 2π/3 1
1 2 π/4 2
−1 −2 3π/4 2
1 3 π/6 3
−1 −3 5π/6 3

Démonstration. En comparant le lemme 1.5 et l’axiome (4) de la définition
d’un système de racines, on voit que 4(cos(θ))2 ∈ Z. D’autre part on a (cos(θ))2 < 1,
puisque α et β ne sont pas colinéaires. Donc les seules valeurs possibles de 4(cos(θ))2

sont 0, 1, 2, 3. Ceci fixe les valeurs possibles de θ. Si cos(θ) = 0, on a 〈α∨, β〉 =
〈β∨, α〉 = 0. Sinon, une fois la valeur de θ fixée, les entiers 〈α∨, β〉 et 〈β∨, α〉 sont du
signe de cos(θ) (d’après (1.1)), doivent vérifier l’égalité du lemme 1.5, et vérifient
également

|〈α∨, β〉| ≤ |〈β∨, α〉|
(puisque (α, α) ≥ (β, β)). Ces conditions déterminent ces entiers uniquement. Fi-

nalement, si (α, β) 6= 0, la valeur du quotient (α,α)
(β,β) est fixée par l’égalité

〈β∨, α〉
〈α∨, β〉

=
(α, α)

(β, β)
,

qui découle directement des définitions. �

Exercice 1.7. En utilisant les exemples du §1.3, montrer que toutes les pos-
sibilités considérées dans le tableau du corollaire 1.6 peuvent effectivement arriver
dans un système de racines.

1.5. Application. On fixe comme précédemment un système de racines Φ
dans un espace euclidien E.

Lemme 1.8. Soient α, β ∈ Φ deux racines non colinéaires. Si (α, β) > 0, alors
α− β ∈ Φ. Si (α, β) < 0, alors α+ β ∈ Φ.

Démonstration. Supposons que (α, β) > 0. Le corollaire 1.6 montre que soit
〈α∨, β〉 = 1, soit 〈β∨, α〉 = 1. Dans le premier cas on a sα(β) = β − α, donc
α − β = −sα(β) ∈ Φ. Dans le deuxième cas, on a sβ(α) = α − β, donc ce vecteur
appartient à Φ.

Si (α, β) < 0, alors (α,−β) > 0, donc α − (−β) appartient à Φ d’après le
premier cas, ce qui prouve le fait voulu. �

2. Bases, racines simples, et chambres de Weyl

Dans cette partie on fixe un système de racines Φ dans un espace euclidien E.
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2.1. Base d’un système de racines.

Définition 2.1. Une base de Φ est un sous-ensemble ∆ ⊂ Φ tel que :

(1) ∆ est une base de E comme R-espace vectoriel ;

(2) toute racine β ∈ Φ s’écrit β =
∑
α∈∆ kα ·α avec des coefficients kα qui sont

des entiers soit tous positifs ou nuls, soit tous négatifs ou nuls.

Notons que, sous la condition (1), les coefficients kα qui apparaissent dans (2)
sont uniques. Les racines β telles que ces coefficients sont tous positifs ou nuls seront
appelées positives, et on notera alors β � 0, et celles telles que ces coefficients sont
tous négatifs ou nuls seront appelées négatives, et on notera alors β ≺ 0. Les racines
appartenant à ∆ seront appelées simples. On notera également

Φ+ := {β ∈ Φ | β � 0}, Φ− := {β ∈ Φ | β ≺ 0}.
On a alors

(2.1) Φ− = −Φ+ et Φ = Φ+ t Φ−.

On peut définir un ordre partiel sur E en déclarant que λ � µ si et seulement
si µ− λ est une somme de racines positives, ou de façon équivalente une somme de
racines simples. On écrira parfois µ � λ au lieu de λ � µ, et on notera λ ≺ µ si
λ � µ et λ 6= µ. Notons que ces définitions ne sont pas en contradiction avec les
notations β ≺ 0 et β � 0 introduites précédemment. (Remarquons que toutes ces
notations et définitions dépendent du choix initial de la base ∆.)

Exercice 2.2. Vérifier que les vecteurs notés α et β ci-dessous forment une
base dans chacun des systèmes de racines suivants :

• α

β

• α

β

• α

β

• α

β

Lemme 2.3. Si ∆ est une base de Φ et si α, β ∈ ∆ avec α 6= β, alors (α, β) ≤ 0.

Démonstration. Si (α, β) > 0, d’après le lemme 1.8, α−β est une racine, ce
qui contredit la condition (2) de la définition d’une base. �

Lemme 2.4. Soit ∆ une base quelconque de E. Alors il existe γ ∈ E tel que
(γ, α) > 0 pour tout α ∈ ∆.

Démonstration. Pour chaque α ∈ ∆ on note γα la projection orthogonale
de α sur la droite orthogonale à l’hyperplan Vect(∆ r {α}). Alors on a

(α, γα) = (γα, γα)

puisque α−γα ∈ Vect(∆r{α}), de sorte que (α−γα, γα) = 0. D’autre part γα 6= 0,
puisque α /∈ Vect(∆ r {α}). Donc (α, γα) > 0.

On pose finalement γ =
∑
α∈∆ γα, et pour tout α ∈ ∆ on observe que

(γ, α) = (γα, α) > 0,

de sorte que γ vérifie la condition voulue. �
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2.2. Construction des bases de Φ. Maintenant nous allons expliquer com-
ment on peut construire toutes les bases possibles de Φ. Ceci montrera en particulier
qu’il existe au moins une base, ce qui n’est pas clair d’après la définition.

Lemme 2.5. Soit ξ ∈ E∗, et soit (v1, · · · , vn) une famille de vecteurs de E tels
que ξ(vi) > 0 pour tout i, et tels que (vi, vj) ≤ 0 pour tous i, j ∈ {1, · · · , n} avec
i 6= j. Alors les vecteurs v1, · · · , vn sont linéairement indépendants.

Démonstration. Supposons que x1, · · · , xn ∈ R sont tels que
∑n
i=1 xi ·vi = 0.

Soient I = {i ∈ {1, · · · , n} | xi ≥ 0} et J = {i ∈ {1, · · · , n} | xi < 0}. Alors on a∑
i∈I

xi · vi =
∑
j∈J

(−xj) · vj .

Si on note v ce vecteur, on a

(v, v) =
∑
i∈I
j∈J

xi · (−xj) · (vi, vj) ≤ 0

puisque chaque xi · (−xj) est positif ou nul et chaque (vi, vj) est négatif ou nul.
Ceci implique que v = 0. Puis on observe que

0 = ξ(v) =
∑
i∈I

xi · ξ(vi) =
∑
j∈J

(−xj) · ξ(vj),

ce qui implique que J = ∅ et que chaque xi est nul. �

Pour tout α ∈ Φ, rappelons qu’on note Hα ⊂ E l’hyperplan orthogonal à α.
On note alors

Ereg := E r

(⋃
α∈Φ

Hα

)
.

Cet ensemble est un ouvert non vide 1 de E pour la topologie induite par la norme
euclidienne. Si γ ∈ Ereg, on note

Φ+(γ) := {α ∈ Φ | (γ, α) > 0}.
On a alors

(2.2) Φ = Φ+(γ) t (−Φ+(γ)).

On dira qu’une racine β ∈ Φ+(γ) est décomposable s’il existe β1, β2 ∈ Φ+(γ) tels
que β = β1 + β2. On dira que β est indécomposable si elle n’est pas décomposable,
et on notera ∆(γ) l’ensemble des racines indécomposables dans Φ+(γ).

Théorème 2.6. Le sous-ensemble ∆(γ) ⊂ Φ est une base de Φ. De plus, pour
toute base ∆ de Φ il existe γ ∈ Ereg tel que ∆ = ∆(γ).

Démonstration. On procède en 4 étapes.
Étape 1 : tout élément de Φ+(γ) est une combinaison linéaire à coefficients dans

N de vecteurs de ∆(γ). En effet, supposons que ce n’est pas le cas, et choisissons
β ∈ Φ+(γ) qui ne vérifie pas cette propriété et tel que la valeur de (γ, β) est minimale
parmi les racines qui ne la vérifient pas. Alors β /∈ ∆(γ), donc β est décomposable :
il existe β1, β2 ∈ Φ+(γ) tels que β = β1 + β2. Alors (γ, β) = (γ, β1) + (γ, β2), donc
(γ, β1) < (γ, β) et (γ, β2) < (γ, β). Par minimalité, ceci implique que β1 et β2 sont

1. Rappelons que, plus généralement, si F est un corps infini, si V est un espace vectoriel sur
F, et si V1, · · · , Vn sont des sous-espaces vectoriels stricts de V , alors

⋃n
i=1, Vi 6= V .
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des combinaisons linéaires à coefficients dans N de vecteurs de ∆(γ). Donc il en est
de même de β, ce qui fournit la contradiction voulue.

Étape 2 : pour tous α, β ∈ ∆(γ) avec α 6= β, on a (α, β) ≤ 0. En effet,
si (α, β) > 0 alors, d’après le lemme 1.8, α − β est une racine. Si cette racine
appartient à Φ+(γ) alors le fait que α = (α−β)+β contredit l’hypothèse que α est
indécomposable. Et sinon β − α ∈ Φ+(γ), et le fait que β = (β − α) + α contredit
l’hypothèse que β est indécomposable.

Étape 3 : ∆(γ) est une base de Φ. D’après le lemme 2.5 et l’étape 2, les vecteurs
dans ∆(γ) sont linéairement indépendants. Et comme Φ engendre E, il en est de
même de Φ+(γ) d’après (2.2), et alors l’étape 1 montre que ∆(γ) engendre E,
donc est une base de E. La condition (2) de la définition d’une base de Φ découle
également de l’étape 1 et de (2.2).

Étape 4 : pour toute base ∆ de Φ, il existe γ ∈ Ereg tel que ∆ = ∆(γ). Fixons
une base ∆, et considérons un vecteur γ comme dans le lemme 2.4. La condition (2)
de la définition d’une base assure alors que γ ∈ Ereg. Et il est clair que Φ+ ⊂ Φ+(γ)
et Φ− ⊂ −Φ+(γ). En comparant (2.1) et (2.2), ceci montre que Φ+ = Φ+(γ).
De cette égalité on déduit que les racines dans ∆ sont indécomposables, donc que
∆ ⊂ ∆(γ). Finalement, puisque ∆ et ∆(γ) sont des bases de E, elles ont même
cardinal, de sorte que ∆ = ∆(γ). �

2.3. Correspondance entre bases et chambres de Weyl. Les compo-
santes connexes de l’ouvert Ereg ⊂ E sont appelées les chambres de Weyl de Φ. Ce
sont des intersections de demi-espaces ouverts.

Étant donnée une base ∆ de Φ, on pose

C (∆) = {γ ∈ E | ∀α ∈ ∆, (γ, α) > 0}.

D’après le lemme 2.4, C (∆) est un ouvert non vide de E. De plus, pour tout β ∈ Φ+,
on a C (∆) ⊂ {γ ∈ E | (γ, β) > 0}, et pour tout β ∈ Φ− on a C (∆) ⊂ {γ ∈ E |
(γ, β) < 0}. Donc C (∆) est une intersection non vide de demi-plans délimités par
des hyperplans de la forme Hβ avec β ∈ Φ, et est inclus dans Ereg. Donc C (∆) est
une composante connexe de Ereg, c’est-à-dire une chambre de Weyl.

Réciproquement, soit C une chambre de Weyl, et soient γ, γ′ ∈ C . Comme
γ et γ′ sont du même côté de chaque hyperplan Hβ (β ∈ Φ), il est clair que
Φ+(γ) = Φ+(γ′), et donc que ∆(γ) = ∆(γ′). On peut donc définir ∆(C ) comme
étant ∆(γ) pour n’importe que γ ∈ C .

Avec ces définitions, il est facile de vérifier que les opérations

∆ 7→ C (∆), C 7→ ∆(C )

définissent des bijections réciproques l’une de l’autre entre les chambres de Weyl et
les bases de Φ.

Notons que si ∆ est une base et si w ∈ W , alors w(∆) = {w(α), α ∈ ∆} est
également une base. En d’autres termes, W agit sur l’ensemble des bases de Φ.
D’autre part, l’action de W sur E stabilise Ereg, de sorte que W agit également
sur l’ensemble des chambres de Weyl. Il est facile de vérifier que ces deux actions
de W se correspondent via la bijection entre bases et chambres de Weyl considérée
ci-dessus.

Exercice 2.7. (1) Montrer que si ∆ est une base de Φ, alors on a

C (∆) = {γ ∈ E | ∀α ∈ ∆, (γ, α) ≥ 0}
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(où C (∆) est l’adhérence de C (∆)).

(2) Montrer que si β ∈ Φ, alors Hβ ∩ C (∆) engendre Hβ ssi β ∈ ∆ ∪ (−∆).

(3) Montrer que si ∆ est une base de Φ, alors ∆∨ := {α∨, α ∈ ∆} est une base
du système de racines Φ∨ de l’exercice 1.4. (Indication : on pourra comparer
les chambres de Weyl de Φ avec les images inverses sous l’isomorphisme
E
∼−→ E∗ des chambres de Weyl de Φ∨.)

Exercice 2.8. Montrer que si ∆ est une base de Φ et si β ∈ Φ est une racine
positive mais non simple, il existe α ∈ ∆ tel que β − α est une racine positive.
(Indication : en utilisant le lemme 2.5, on pourra montrer qu’il existe α ∈ ∆ tel
que (β, α) > 0, puis utiliser le lemme 1.8.)

3. Étude du groupe de Weyl

Dans cette partie on fixe un système de racines Φ dans un espace euclidien E,
et une base ∆ de Φ.

3.1. Quelques lemmes sur les racines simples.

Lemme 3.1. Soit α ∈ ∆. Alors sα(Φ+ r {α}) = Φ+ r {α}.

Démonstration. Soit γ ∈ Φ+ r {α}, et écrivons γ =
∑
β∈∆ kβ · β. Alors

comme γ 6= α, il existe β ∈ ∆ r {α} tel que kβ > 0. On a

sα(β) = β − 〈α∨, β〉 · α =
∑
βr{α}

kβ · β + (kα − 〈α∨, β〉) · α.

Donc un des coefficients de la racine sα(β) sur la base ∆ est positif, ce qui montre
que sα(β) ∈ Φ+. Cette racine ne peut pas être égale à α car sinon on aurait
β = sα(α) = −α, ce qui est absurde puisque β est positive. �

On pose maintenant

ρ =
1

2
·
∑
α∈Φ+

α.

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 3.1.

Corollaire 3.2. Pour tout α ∈ ∆ on a sα(ρ) = ρ− α, et donc 〈α∨, ρ〉 = 1.

Lemme 3.3. Soient α1, · · · , αn des racines simples (non nécessairement dis-
tinctes), et posons si = sαi pour tout i. Si s1 · · · sn−1(αn) ≺ 0, alors il existe
i ∈ {1, · · · , n− 1} tel que

s1 · · · sn = s1 · · · si−1si+1 · · · sn−1.

Démonstration. Pour i ∈ {0, · · · , n− 2}, on pose βi = si+1 · · · sn−1(αn), et
pour i = n− 1 on pose βi = αn. Par hypothèse on a βn−1 � 0, et β0 ≺ 0. Soit i le
plus petit indice tel que βi � 0. Alors i > 0, et si(βi) = βi−1 ≺ 0. Donc, d’après le
lemme 3.1, on a βi = αi. En utilisant l’exercice 1.1 on en déduit que

si = sβi = (si+1 · · · sn−1)sn(sn−1 · · · si+1).

Ceci implique que

si · · · sn = si+1 · · · sn−1,

et donc l’égalité voulue. �
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Corollaire 3.4. Si w ∈ W , et si w = sα1
· · · sαn avec α1, · · · , αn ∈ ∆ et n

minimal parmi les décompositions de w comme produit de refléxions sα avec α ∈ ∆,
alors w(αn) ≺ 0.

Démonstration. Le lemme 3.3 et notre hypothèse de minimalité assurent que
sα1
· · · sαn−1

(αn) � 0. Donc w(αn) = −sα1
· · · sαn−1

(αn) ≺ 0. �

3.2. Groupe de Weyl et racines simples.

Théorème 3.5. (1) Pour tout γ ∈ Ereg il existe w ∈ W tel que w(γ) ∈
C (∆).

(2) Si ∆′ est une autre base de Φ, il existe w ∈W tel que w(∆′) = ∆.

(3) Si α ∈ Φ, il existe w ∈W tel que w(α) ∈ ∆.

(4) W est engendré par les réflexions sα pour α ∈ ∆.

(5) Si w ∈W et w(∆) = ∆, alors w = id.

Remarque 3.6. Les propriétés (2) et (5) s’expriment en disant que l’action de
W sur l’ensemble des bases de Φ est simplement transitive.

Démonstration. On note W ′ le sous-groupe de W engendré par les réflexions
sα avec α ∈ ∆. On va démontrer les propriétés (1), (2) et (3) pour le groupe W ′ au
lieu de W , puis utiliser ces résultats pour montrer que W ′ = W (c’est-à-dire pour
démontrer (4)).

(1) Choisissons w ∈ W ′ tel que la valeur de (w(γ), ρ) est maximale (parmi les
valeurs pour tous les choix de w ∈W ′). Alors si α ∈ ∆, par maximalité on a

(w(γ), ρ) ≥ (sαw(γ), ρ) = (w(γ), sα(ρ)) = (w(γ), ρ)− (w(γ), α)

d’après le corollaire 3.2. Donc on a (w(γ), α) ≥ 0. De plus, puisque w(γ) ∈ Ereg, on
a (w(γ), α) 6= 0 ; on a donc (w(γ), α) > 0. Ceci étant vrai pour tout α ∈ ∆, on a
donc w(γ) ∈ C (∆).

(2) D’après le théorème 2.6, il existe γ ∈ Ereg tel que ∆′ = ∆(γ). D’après (1)
il existe w ∈W ′ tel que w(γ) ∈ C (∆). Alors

w(∆′) = w(∆(γ)) = ∆(w(γ)) = ∆(C (∆)) = ∆.

(3) D’après (2), il suffit de montrer que α appartient à une base de Φ. Pour
tout β ∈ Φ r {α,−α}, on a Hβ ∩Hα 6= Hα. Donc la réunion⋃

β∈Φr{α,−α}

Hβ ∩Hα

n’est pas égale à Hα (voir la note de bas de page 1). Choisissons donc γ ∈ Hα, qui
n’appartient à aucun Hβ pour β ∈ Φ r {α,−α}. Alors on peut choisir un vecteur
γ′ ∈ Ereg suffisamment proche de γ de sorte que (γ′, α) > 0 et |(γ′, β)| > (γ′, α)
pour tout β ∈ Φr {α,−α}. Par définition α ∈ Φ+(γ′), et la condition sur γ′ assure
que α est indécomposable, donc appartient à ∆(γ′).

(4) Pour démontrer que W ′ = W , il suffit de démontrer que toute réflexion sβ
avec β ∈ Φ appartient à W ′. Fixons donc β ∈ Φ. D’après (3), il existe w ∈ W ′ tel
que α := w(β) ∈ ∆. Alors, d’après l’exercice 1.1, on a

sβ = sw−1(α) = w−1sαw,

ce qui prouve que sβ ∈W ′.



3. ÉTUDE DU GROUPE DE WEYL 123

(5) Supposons par l’absurde que w 6= id. D’après (4) on peut écrire w =
sα1 · · · sαn avec α1, · · · , αn ∈ ∆. Choisissons une telle écriture avec n minimal.
(Puisque w 6= id, on a n ≥ 1.) Alors d’après le corollaire 3.4 on a w(αn) ≺ 0, ce qui
contredit l’hypothèse que w(∆) = ∆. �

Remarque 3.7. Le même argument que dans la preuve de (1) et l’exercice 2.7

montrent que pour tout γ ∈ E il existe w ∈W tel que w(γ) ∈ C (∆).

3.3. Fonction de longueur. D’après le théorème 3.5(4), pour tout élément
w ∈ W il existe des racines simples α1, · · · , αn telles que w = sα1 · · · sαn . Si n
est minimal parmi toutes les telles écritures de w, on dit que que w = sα1

· · · sαn
est une expression réduite, et on appelle n la longueur de w ; on notera n = `(w).
(Notons que ces notions dépendent du choix de ∆.) Par définition, on a `(id) = 0,
et id est le seul élément de longueur 0.

Lemme 3.8. Pour tout w ∈W , on a

`(w) = #{β ∈ Φ+ | w(β) ∈ Φ−}.

Démonstration. Notons pour l’instant n(w) = #{β ∈ Φ+ | w(β) ∈ Φ−}. On
va démontrer que `(w) = n(w) par récurrence sur `(w). Si `(w) = 0 alors w = id,
et alors n(w) = 0, de sorte que l’égalité est bien vraie.

Fixons maintenant w ∈ W tel que `(w) > 0, et supposons que l’égalité est
vraie pour tout v ∈ W tel que `(v) < `(w). Choisissons une expression réduite
w = sα1

· · · sαk (avec k = `(w)). Alors il n’est pas difficile de vérifier que si v =
sα1
· · · sαk−1

, alors `(v) = k − 1. Donc par hypothèse de récurrence, n(v) = k − 1.
D’autre part, d’après le corollaire 3.4 on a w(αk) ≺ 0. Comme, d’après le lemme 3.1,
sαk permute l’ensemble Φ+ r {αk}, on a

{β ∈ Φ+ r {αk} | w(β) ≺ 0} = sαk
(
{β ∈ Φ+ r {αk} | v(β) ≺ 0}

)
.

Et le fait que w(αk) ≺ 0 montre que v(αk) = −w(αk) � 0. On a donc

{β ∈ Φ+ | w(β) ≺ 0} = sαk
(
{β ∈ Φ+ | v(β) ≺ 0}

)
t {αk}.

Ceci montre que n(w) = n(v) + 1 = `(v) + 1, et donc que `(w) = n(w), et achève
la récurrence. �

Exercice 3.9. Montrer (par récurrence sur `(w)) que si w = sα1 · · · sαk est
une expression réduite, alors

{β ∈ Φ+ | w(β) ≺ 0} = {αk, sαk(αk−1), sαksαk−1
(αk−2), · · · , sαk · · · sα2(α1)}.

3.4. Domaine fondamental de l’action de W sur E. D’après la Re-
marque 3.7, pour tout vecteur γ de E, l’orbite W · γ intersecte C (∆). Le lemme

suivant montre que cette intersection est réduite à un point. On dit alors que C (∆)
est un domaine fondamental pour l’action de W sur E.

Lemme 3.10. Soient λ, µ ∈ C (∆), et soit w ∈W tel que w(λ) = µ. Alors w est
un produit de réflexions simples sα avec α ∈ ∆ tel que (λ, α) = 0. En particulier,
on a λ = µ.

Démonstration. Le deuxième énoncé du lemme est clairement une consé-
quence du premier, puisque si (λ, α) = 0 alors sα(λ) = λ.

On démontre le premier énoncé du lemme par récurrence sur `(w). Si `(w) = 0
il n’y a rien à démontrer. Sinon, choisissons une expression réduite w = sα1

· · · sαk .



124 9. SYSTÈMES DE RACINES ET GROUPES DE WEYL

Alors d’après le corollaire 3.4 on a w(αk) ≺ 0. On a alors (µ,w(αk)) ≤ 0, donc

(w−1(µ), αk) ≤ 0, donc (λ, αk) ≤ 0. Puisque λ ∈ C (∆), ceci implique que (λ, αk) =
0, et donc que sαk(λ) = λ. Alors µ = wsαk(λ), et `(wsαk) < `(w), donc on peut
conclure par récurrence que wsαk est un produit de réflexions simples sβ (β ∈ ∆)
fixant λ, puis finalement que w satisfait la même propriété. �

Remarque 3.11. Le lemme 3.10 montre que si λ ∈ C (∆), alors le sous-groupe
{w ∈ W | w(λ) = λ} de W est engendré par les réflexions sβ avec β ∈ Φ tel que
(β, λ) = 0, c’est-à-dire telles que sβ(λ) = λ. Puisque tout vecteur de E appartient

à l’orbite (sous W ) d’un vecteur de C (∆), il n’est pas difficile d’en déduire que cet
énoncé est en fait vrai pour tout λ ∈ E.

4. Poids entiers

Dans cette partie on fixe un système de racines Φ dans un espace euclidien E,
et une base ∆ de Φ.

4.1. Définitions.

Définition 4.1. Un élément λ ∈ E est appelé un poids entier de Φ si pour tout
α ∈ Φ on a 〈α∨, λ〉 ∈ Z. On notera P ⊂ E le sous-ensemble formé des poids entiers
de Φ. Clairement ce sous-ensemble est un sous-groupe de E (pour l’addition) qui
contient l’ensemble Q des combinaisons linéaires à coefficients entiers de racines.

D’après l’exercice 2.7, ∆∨ est une base de Φ∨. Ceci implique que λ est un poids
entier si et seulement si 〈α∨, λ〉 ∈ Z pour tout α ∈ ∆. Un poids entier λ sera dit
dominant si 〈α∨, λ〉 ∈ N pour tout α ∈ Φ+ (ou, de façon équivalente, pour tout
α ∈ ∆). Le sous-ensemble de P formé des poids entiers dominants sera noté P+.

Le fait suivant montre que P est un réseau 2 dans E.

Lemme 4.2. Pour tout α ∈ ∆, il existe un unique poids entier ωα tel que pour
tout β ∈ ∆ on a

〈β∨, ωα〉 =

{
1 si α = β ;

0 sinon.

De plus, on a

P =
⊕
α∈∆

Z · ωα, P+ =
∑
α∈∆

N · ωα.

Démonstration. D’après l’exercice 2.7, ∆∨ est une base de Φ∨. On peut alors
définir la famille (ωα, α ∈ ∆) comme la base antéduale de la base de E∗ formée
par les vecteurs (α∨, α ∈ ∆). Alors si λ ∈ E et si λ =

∑
α kα ·ωα, pour tout β ∈ ∆

on a
〈β∨, λ〉 = kβ .

Donc λ appartient à P si et seulement si chaque kα est entier, ce qui prouve que
P =

⊕
α∈∆ Z · ωα. De même, λ appartient à P+ si et seulement si chaque kα est

un entier positif ou nul, ce qui prouve que P+ =
∑
α∈∆ N · ωα. �

Définition 4.3. Les poids entiers ωα sont appelés les poids fondamentaux de
Φ.

Exercice 4.4. Montrer que si ρ est comme au §3.1, on a ρ =
∑
α∈∆ ωα.

2. Un réseau dans un espace vectoriel est un sous-Z-module engendré par une base de l’espace
vectoriel.
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4.2. Poids dominants. Pour tous w ∈W , λ ∈ E et α ∈ Φ, on a

〈α∨, w(λ)〉 =
(α,w(λ))

(α, α)
=

(w−1(α), λ)

(w−1(α), w−1(α))
.

Donc, puisque w permute Φ, λ est un poids entier de Φ si et seulement si w(λ) est
un poids entier de Φ. En particulier, W agit naturellement sur P .

Exercice 4.5. Montrer que l’action de W sur P stabilise Q, et que l’action
induite sur P/Q est triviale.

Lemme 4.6. (1) Pour tout λ ∈ P , il existe un unique µ ∈ P+ tel que
λ ∈W · µ.

(2) Si λ ∈ P+, alors w(λ) � λ pour tout w ∈W .

Démonstration. (1) Puisque P+ = P ∩C (∆), cet énoncé découle du fait que

C (∆) est un domaine fondamental pour l’action de W sur E ; voir le §3.4.
(2) Considérons un élément µ de l’ensemble W ·λ qui est maximal pour l’ordre

� (ou plus précisément pour la restriction de � à l’ensemble W · λ). Si α ∈ ∆ on
a sα(µ) = µ− 〈α∨, µ〉 · α. Donc 〈α∨, µ〉 ≥ 0 (car sinon on aurait sα(µ) � µ, ce qui
contredirait la maximalité de µ). Donc µ est dominant, ce qui implique que µ = λ
d’après l’unicité dans (1). Si maintenant w ∈ W , il doit exister un élément µ de
W · λ tel que w(λ) � µ et µ est maximal pour � ; d’après ce qu’on vient de voir on
a nécessairement µ = λ, et donc w(λ) � λ. �

Lemme 4.7. Soit λ ∈ P+. Alors il n’existe qu’un nombre fini d’éléments µ ∈ P+

tels que µ � λ.

Démonstration. Si µ ∈ P+ et µ � λ, on a (λ+ µ, λ− µ) ≥ 0. D’autre part,
(λ+ µ, λ− µ) = (λ, λ)− (µ, µ). Donc (µ, µ) ≤ (λ, λ). On en déduit que l’ensemble
considéré est inclus dans l’intersection du réseau

⊕
α∈∆ Z · ωα avec la boule de

centre 0 et de rayon
√

(λ, λ). Une telle intersection est nécessairement finie, ce qui
implique que notre ensemble est fini également. �

4.3. Ensembles saturés de poids entiers. Un sous-ensemble Π ⊂ P est
dit saturé si pour tout λ ∈ Π et tout α ∈ Φ, les poids entiers λ− iα appartiennent
à Π pour tout entier i entre 0 et 〈α∨, λ〉 (c’est-à-dire pour tout entier i tel que
0 ≤ i ≤ 〈α∨, λ〉 si 〈α∨, λ〉 ≥ 0, et pour tout entier i tel que 〈α∨, λ〉 ≤ i ≤ 0 si
〈α∨, λ〉 ≤ 0). En particulier, un tel ensemble est nécessairement stable par l’action
de W .

Si λ ∈ P+, on dira qu’un ensemble saturé Π est de plus haut poids λ si λ ∈ Π
et si tout µ ∈ Π vérifie µ � λ. Il n’est pas difficile de déduire des lemmes 4.6(1)
et 4.7 (et du fait que W est un groupe fini) que tout ensemble saturé de plus haut
poids λ est fini.

Si λ ∈ P+, on définit

Πλ =
⋃

µ∈P+

µ�λ

W · µ.

Proposition 4.8. Pour tout λ ∈ P+, il existe un unique ensemble saturé de
plus haut poids λ, qui est égal à Πλ.
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Démonstration. Supposons que Π est un ensemble saturé de plus haut poids
λ. Alors, si µ ∈ Π, puisque Π est stable par l’action de W , l’unique poids entier
dominant ν dans W · µ appartient à Π, donc doit vérifier ν � λ. Ceci montre que
Π ⊂ Πλ.

Réciproquement, pour montrer que Πλ ⊂ Π, il suffit de montrer que tout poids
entier dominant µ tel que µ � λ appartient à Π. Pour cela on va fixer un tel µ,
et montrer que si un poids entier µ′ = µ +

∑
α∈∆ kα · α avec chaque kα dans N

appartient à Π, et si µ′ 6= µ, alors il existe β ∈ ∆ tel que kβ > 0 et

µ′′ := µ′ − β = µ+ (kβ − 1) · β +
∑

α∈∆r{β}

kα · α

appartient encore à Π. On pourra alors partir du fait que λ appartient à Π, et utiliser
ce fait de façon répétée pour en déduire que µ appartient à Π, comme souhaité.
Soit donc µ′ comme ci-dessus. Puisque(∑

α∈∆

kα · α,
∑
α∈∆

kα · α

)
> 0,

il existe β ∈ ∆ avec kβ > 0 tel que(∑
α∈∆

kα · α, β

)
> 0.

Alors 〈β∨,
∑
α∈∆ kα ·α〉 > 0, et comme 〈β∨, µ〉 ≥ 0, ceci implique que 〈β∨, µ′〉 > 0.

Comme Π est saturé, on en déduit que µ′ − β ∈ Π, et donc le fait souhaité.
Pour terminer la démonstration, il reste à voir que chaque Πλ est saturé et de

plus haut poids λ. Le fait que Πλ est de plus haut poids λ découle de la définition
et du lemme 4.6(2). Pour voir qu’il est saturé, prenons µ ∈ Πλ et α ∈ Φ, et vérifions
que chaque µ−iα avec i entre 0 et 〈α∨, µ〉 appartient à Πλ. Quitte à remplacer µ par
sα(µ) (ce qui ne change rien au problème), on peut supposer 〈α∨, µ〉 ≥ 0. On va alors
démontrer que pour tout i ∈ {0, · · · , 〈α∨, µ〉} et tout w ∈ W on a w(µ − iα) � λ,
ce qui impliquera bien le fait voulu. On considère donc w(µ− iα) = w(µ)− iw(α).
Si w(α) ∈ Φ+, alors on a

w(µ)− iw(α) � w(µ) � λ
puisque w(µ) ∈ Πλ et Πλ est de plus haut poids λ. Et si w(α) ∈ Φ−, on a

w(µ− iα) = wsα
(
µ− (〈α∨, µ〉 − i)α

)
= wsα(µ) + (〈α∨, µ〉 − i)w(α) � wsα(µ) � λ

pour des raisons similaires. Donc dans tous les cas on a w(µ − iα) � λ, et la
démonstration est complète. �



Chapitre 10

Représentations de plus haut poids

Dans ce chapitre on fixe un corps k algébriquement clos de caractéristique 0,
et une algèbre de Lie semi-simple g sur k. On fixe également une sous-algèbre de
Lie torale maximale h ⊂ g, et on note Φ le système de racines associé dans l’espace
euclidien E = R⊗Q VQ, où VQ =

∑
α∈Φ Q ·α ⊂ h∗. Finalement, on choisit une base

∆ de Φ, et on note Φ+ et Φ− les sous-ensembles de Φ formés des racines positives
et négatives associées, respectivement.

1. Sous-algèbres de Borel et décomposition triangulaire

1.1. Sous-algèbre de Borel. On pose

n+ =
⊕
α∈Φ+

gα, n− =
⊕
α∈Φ−

gα, b = h⊕ n+.

Lemme 1.1. (1) Les sous-espaces n+ et n− sont des sous-algèbres de Lie
nilpotentes de g.

(2) Le sous-espace b est une sous-algèbre de Lie résoluble de g.

Démonstration. (1) En utilisant le lemme 1.5(1) du chapitre 8 et le fait que
si une racine est une somme de racines positives, alors elle est positive également,
on voit que [n+, n+] ⊂ n+, et donc que n+ est une sous-algèbre de Lie de g. De façon
plus précise, si on note Φ+

n le sous-ensemble de Φ+ formé des racines positives qui
peuvent s’écrire comme somme de n racines positives, on a

C n(n+) ⊂
⊕

α∈Φ+
n+1

gα

pour tout n ≥ 0. Comme Φ+
n = ∅ pour n assez grand, on en déduit que C n(n+) =

{0} pour n assez grand, et donc que n+ est nilpotente.
Le cas de n− est similaire.
(2) Puisque [h, h] = {0} et [h, n+] ⊂ n+, on a

[b, b] = [h, h] + [h, n+] + [n+, n+] ⊂ n+.

Donc b est une sous-algèbre de Lie de g, et sa sous-algèbre dérivée D(b) est nilpo-
tente d’après (1). Donc b est résoluble. �

La sous-algèbre de Lie b est appelée une sous-algèbre (de Lie) de Borel. Bien
sûr, cette sous-algèbre dépend du choix de h, et également du choix de ∆.

127
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1.2. Décomposition triangulaire. En utilisant la décomposition radicielle
(voir l’équation (1.2) du chapitre 8) et le fait que Φ = Φ+ t Φ−, on voit que

(1.1) g = n− ⊕ h⊕ n+

(comme espace vectoriel). Cette décomposition est appelée la décomposition trian-
gulaire de g.

Lemme 1.2. L’unique application linéaire

U(n−)⊗ U(h)⊗ U(n+)→ U(g)

qui envoie un tenseur pur u ⊗ x ⊗ v sur u · x · v est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Démonstration. Choisissons une base y1, · · · , yn de n−, une base h1, · · · , hr
de h, et une base x1, · · · , xn de n+. Alors la famille

(y1, · · · , yn, h1, · · · , hr, x1, · · · , xn)

est une base de g d’après (1.1). D’après un corollaire du théorème de Poincaré–
Birkhoff–Witt [Chap. 5, Corollaire 4.1], les éléments de la forme

yk11 · · · yknn
avec k1, · · · , kn ∈ N forment une base de U(n−), les éléments de la forme

hi11 · · ·hirr
avec i1, · · · , ir ∈ N forment une base de U(h), les éléments de la forme

xj11 · · ·xjnn
avec j1, · · · , jn ∈ N forment une base de U(n+), et finalement les éléments de la
forme

yk11 · · · yknn · h
i1
1 · · ·hirr · x

j1
1 · · ·xjnn

forment une base de U(g). Donc l’application considérée envoie une base de U(n−)⊗
U(h)⊗ U(n+) sur une base de U(g) ; c’est donc un isomorphisme. �

Remarque 1.3. L’application considérée dans le lemme 1.2 n’est pas un mor-
phisme d’algèbres.

2. Représentations cycliques de plus haut poids

2.1. Poids des représentations. Si (V, ϕ) est une représentation de h, pour
tout λ ∈ h∗ on note

Vλ := {v ∈ V | ∀h ∈ h, ϕ(h)(v) = λ(h) · v}.

Ce sous-espace est appelé l’espace de poids λ de V . S’il est non nul, on dit que λ est
un poids de V . Si v ∈ Vλ, on dira que v est un vecteur de poids λ. Si V =

∑
λ∈h∗ Vλ,

on dira que V est somme de ses sous-espaces de poids.

Lemme 2.1. Soit (V, ϕ) une représentation de h.

(1) La somme
∑
λ∈h∗ Vλ est directe.

(2) Si V est somme de ses sous-espaces de poids et si V ′ ⊂ V est une sous-
représentation, alors V ′ est somme de ses sous-espaces de poids.
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Démonstration. (1) Par l’absurde, supposons qu’il existe λ1, · · · , λk ∈ h∗

distincts et, pour chaque i ∈ {1, · · · , k}, un vecteur non nul vi ∈ Vλi , tels que∑k
i=1 vi = 0. Choisissons une telle donnée qui est telle que k est minimal parmi les

entiers tels que de tels éléments existent. Comme λ1 6= λ2, il existe h ∈ h tel que
λ1(h) 6= λ2(h). Alors on a

0 = ϕ(h)

(
k∑
i=1

vi

)
=

k∑
i=1

λi(h) · vi,

donc

0 = λ1(h) ·

(
k∑
i=1

vi

)
−

k∑
i=1

λi(h) · vi =

k∑
i=2

(λ1(h)− λi(h)) · vi.

Comme λ1(h) 6= λ2(h), les vecteurs dans la somme de droite ne sont pas tous nuls,
ce qui contredit la minimalité de k.

(2) Supposons par l’absurde qu’il existe u ∈ V ′, avec u = u1 + · · · + uk, les
vecteurs u1, · · · , uk appartenant à des sous-espaces de poids Vλ1

, · · · , Vλk distincts
de V , tels qu’au moins l’un des ui n’appartient pas à V ′. Choisissons une telle
donnée qui est telle que k est minimal parmi les entiers tels que de tels éléments
existent. Choisissons également h tel que λ1(h) 6= λ2(h). Alors le vecteur

(ϕ(h)− λ1(h) · idV )(u) =

k∑
i=2

(λi(h)− λ1(h)) · ui

appartient à V ′. Par minimalité chacun des vecteurs (λi(h)−λ1(h)) · ui appartient
à V ′ ; en particulier, u2 ∈ V ′. Alors le vecteur u1 + u3 + · · · + uk appartient à V ′,
ce qui contredit la minimalité de k. �

En particulier, si (V, ϕ) est une représentation de g, la notion de poids considérée
ci-dessus a un sens (en considérant la restriction de V à h).

Lemme 2.2. Soit (V, ϕ) une représentation de g.

(1) Si λ ∈ h∗ et α ∈ Φ, on a ϕ(gα)(Vλ) ⊂ Vλ+α.

(2) Le sous-espace vectoriel
⊕

λ∈h∗ Vλ ⊂ V est une sous-représentation.

(3) Si V est de dimension finie, on a
⊕

λ∈h∗ Vλ = V .

Démonstration. (1) Si x ∈ gα et v ∈ Vλ, pour tout h ∈ h on a

ϕ(h) ◦ ϕ(x)(v) = ϕ(x) ◦ ϕ(h)(v) + ϕ([h, x])(v)

= λ(h) · ϕ(x)(v) + ϕ(α(h) · x)(v) = (λ+ α)(h) · ϕ(x)(v),

ce qui prouve que ϕ(x)(v) ∈ Vλ+α.
(2) Comme g = h⊕

⊕
α∈Φ gα et comme le sous-espace vectoriel

⊕
λ∈h∗ Vλ ⊂ V

est stable par l’action de h et celle de chaque gα (d’après (1)), c’est une sous-
représentation de V .

(3) D’après le corollaire 2.4 du chapitre 7, chaque ϕ(h) est un endomorphisme
diagonalisable de V . Comme ces endomorphismes (pour toutes les valeurs possibles
de h) commutent 2 à 2, ils peuvent être diagonalisés simultanément, et le résultat
énoncé suit. �
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Remarque 2.3. Considérons le cas où g = sl2(k), et la matrice

h =

(
1 0
0 −1

)
.

Alors h := k·h est une sous-algèbre de Lie torale maximale dans g (voir l’exercice 1.3
du chapitre 8). De plus on a un isomorphisme d’espaces vectoriels{

h∗ → k
λ 7→ λ(h)

.

Donc la notion de poids considérée ici généralise la notion de poids pour les représen-
tations de sl2(k) considérée au chapitre 7.

2.2. Représentations cycliques de plus haut poids. Soit (V, ϕ) une repré-
sentation de g. Si λ ∈ h∗, un vecteur maximal de poids λ est un vecteur v ∈ Vλ non
nul et tel que ϕ(x)(v) = 0 pour tout x ∈ n+. On dira que V est une représentation
cyclique de plus haut poids λ s’il existe un vecteur maximal v de poids λ dans V
tel que V = U(g) · v.

Exercice 2.4. Si v ∈ Vλ r {0}, montrer que v est un vecteur maximal ssi
ϕ(gα)(v) = {0} pour tout α ∈ ∆. (Indication : on pourra utiliser la proposi-
tion 2.6(3) du chapitre 8 et l’exercice 2.8 du chapitre 9.)

On définit un ordre � sur h∗ en posant

λ � µ si et seulement si µ− λ est une somme de racines positives.

Choisissons une énumération (β1, · · · , βn) des racines positives, et pour chaque
i ∈ {1, · · · , n} choisissons yi ∈ g−βi r {0}.

Proposition 2.5. Supposons que (V, ϕ) est cyclique de plus haut poids λ, et
soit v un vecteur maximal de poids λ.

(1) V est engendré, comme espace vectoriel, par les vecteurs de la forme

ϕ(y1)k1 ◦ · · · ◦ ϕ(yn)kn(v)

avec k1, · · · , kn ∈ N.

(2) V est somme de ses sous-espaces de poids, et si µ est un poids de V on a
µ � λ.

(3) Pour tout µ ∈ h∗, Vµ est de dimension finie. De plus, dimk(Vλ) = 1.

(4) V admet une unique sous-représentation propre maximale, et donc un uni-
que quotient simple.

(5) Si (V ′, ϕ′) est une représentation non nulle de g et s’il existe un morphisme
de représentations surjectif f : V → V ′, alors V ′ est cyclique de plus haut
poids λ.

Démonstration. (1) Le lemme 1.2 implique que U(g) = U(n−) · U(b). On a
donc

V = U(g) · v = U(n−) · U(b) · v = U(n−) · (k · v)

puisque U(b) · v = k · v. Comme les vecteurs de la forme yk11 · · · yknn forment une
base de U(n−) (voir la preuve du lemme 1.2), on en déduit le résultat énoncé.

(2) D’après le lemme 2.2(1), pour tous k1, · · · , kn ≥ 0 le vecteur ϕ(y1)k1 ◦ · · · ◦
ϕ(yn)kn(v) appartient à Vλ−

∑n
i=1 kiβi

. Comme ces vecteurs engendrent V , on en
déduit le résultat énoncé.
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(3) D’après la preuve de (2), si µ est un poids de V alors Vµ est engendré par les
vecteurs ϕ(y1)k1 ◦· · ·◦ϕ(yn)kn(v) avec k1, · · · , kn ≥ 0 tels que µ = λ−

∑n
i=1 kiβi. Si

µ est fixé, cette condition ne peut être vérifiée que pour un nombre fini de collections
d’entiers (ki, i = 1, · · · , n), donc dimk(Vµ) <∞. De plus si µ = λ la seule possibilité
est k1 = · · · = kn = 0, ce qui montre que Vλ = k · v, et donc que dimk(Vλ) = 1.

(4) Si V ′ est une sous-représentation propre de V , alors elle est somme de ses
sous-espaces de poids d’après (2) et le lemme 2.1(2). De plus elle ne contient aucun
vecteur de Vλ. Donc V ′ est inclus dans le sous-espace⊕

µ≺λ

Vµ.

Donc la somme U de toutes les sous-représentations propres de V est incluse dans
ce sous-espace, ce qui montre que U est une sous-représentation propre de V . Elle
contient toutes les sous-représentations propres de V , donc c’est l’unique sous-
représentation propre maximale de V .

Si (U,ψ) est une représentation quelconque de g, l’application qui à une sous-
représentation maximale U ′ ⊂ U associe le quotient U/U ′ définit une bijection entre
l’ensemble des sous-représentations maximales de U et l’ensemble de ses quotients
simples. Si U admet une unique sous-représentation maximale, elle admet donc
également un unique quotient simple.

(5) Le vecteur f(v) ∈ V ′ est soit nul soit un vecteur maximal dans V ′λ. De plus,
comme f est surjectif on a

V ′ = f(V ) = f(U(g) · v) = U(g) · f(v),

donc f(v) 6= 0 et V ′ est cyclique de plus haut poids λ. �

Exercice 2.6. Sous les hypothèses de la proposition 2.5, montrer que pour
tout α ∈ ∆ et tout k ∈ N on a dimk(Vλ−kα) ≤ 1.

On dira que (V, ϕ) est cyclique de plus haut poids s’il existe λ ∈ h∗ tel que
(V, ϕ) est cyclique de plus haut poids λ. Alors λ sera appelé le plus haut poids de
(V, ϕ). Cette notion est bien définie grâce au corollaire suivant.

Corollaire 2.7. Si (V, ϕ) est cyclique de plus haut poids, alors son plus haut
poids est unique. De plus, si V est simple, alors v est l’unique vecteur maximal dans
V (à multiplication par un scalaire non nul près).

Démonstration. Si (V, ϕ) est cyclique de plus haut poids λ et de plus haut
poids µ, on peut appliquer la proposition 2.5(2) avec ces deux poids, et on obtient
que λ � µ et µ � λ. Donc λ = µ.

Supposons maintenant que V est simple, et soit w ∈ V un vecteur maximal,
de poids µ. Par simplicité on a V = U(g) · w, donc V est cyclique de plus haut
poids µ. D’après la première partie de la preuve, ceci implique que λ = µ. D’après
la proposition 2.5(3), w est donc un multiple de v. �

2.3. Exemple : les représentations simples de dimension finie. Le
lemme suivant montre que toutes les représentations simples de dimension finie
de g sont cycliques de plus haut poids, ce qui justifie l’intérêt de cette notion.

Lemme 2.8. Si V est simple et de dimension finie, et si λ ∈ h∗ est un poids
de V qui est maximal parmi les poids de V pour l’ordre �, alors V est cyclique de
plus haut poids λ.
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Démonstration. Si v ∈ Vλ, alors le lemme 2.2(1) et la maximalité de λ
montrent que v est un vecteur maximal de poids λ. De plus U(g) · v est une sous-
représentation non nulle de V . Comme V est simple, elle doit être égale à V . �

2.4. Modules de Verma. Fixons λ ∈ h∗, et notons I(λ) l’idéal à gauche de
U(g) engendré par n+ et par les vecteurs de la forme h− λ(h) avec h ∈ h. On note
alors

M(λ) := U(g)/I(λ).

Cet espace vectoriel est muni d’une structure naturelle de U(g)-module à gauche,
et donc de représentation de g. On notera vλ ∈ M(λ) le “point de base” 1 + I(λ).
Alors

(2.1) vλ ∈M(λ)λ et M(λ) = U(g) · vλ.

Choisissons comme au §2.2 une énumération (β1, · · · , βn) des racines positives,
et pour chaque p ∈ {1, · · · , n} choisissons yp ∈ g−βp r {0}.

Lemme 2.9. Les vecteurs de la forme

yk11 · · · yknn · vλ

avec k1, · · · , kn ∈ N forment une base de M(λ).

Démonstration. Choisissons une base h1, · · · , hr de h et pour chaque p ∈
{1, · · · , n} choisissons xp ∈ gβp r {0}. Alors les vecteurs

yk11 · · · yknn
avec k1, · · · , kn ∈ N forment une base de U(n−), et les vecteurs

xj11 · · ·xjnn
avec j1, · · · , jn ∈ N forment une base de U(n+) (voir la preuve du lemme 1.2). Il
n’est pas difficile de voir que les vecteurs de la forme

(h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir

avec i1, · · · , ir ∈ N forment une base de U(h) = S(h). Le lemme 1.2 montre alors
que les vecteurs de la forme

yk11 · · · yknn · (h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir · xj11 · · ·xjnn

forment une base de U(g).
Notons I ′(λ) le sous-espace vectoriel de U(g) engendré par les vecteurs de cette

forme avec au moins l’un des ip ou l’un des jp qui est non nul. Alors les vecteurs

yk11 · · · yknn + I ′(λ)

avec k1, · · · , kn ∈ N forment une base de U(g)/I ′(λ). Donc pour conclure il suffit
de montrer que I(λ) = I ′(λ).

Tout d’abord, il est clair que I ′(λ) ⊂ I(λ). Donc pour conclure il suffit de
montrer que si h ∈ h, x ∈ n+ et a ∈ U(g), on a a · (h−λ(h)) ∈ I ′(λ) et a ·x ∈ I ′(λ).
De plus, par linéarité il suffit de considérer le cas où

a = yk11 · · · yknn · (h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir · xj11 · · ·xjnn .
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Si tous les jn sont nuls l’assertion est évidente. Et sinon on a

yk11 · · · yknn · (h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir · xj11 · · ·xjnn · (h− λ(h)) =

yk11 · · · yknn · (h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir · (h− λ(h)) · xj11 · · ·xjnn −

(j1β1 + · · ·+ jnβn)(h) · yk11 · · · yknn · (h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir · xj11 · · ·xjnn .

Il n’est pas difficile de voir que chacun des termes de droite appartient à I ′(λ), ce
qui prouve l’énoncé dans le cas. Considérons d’autre part le vecteur

yk11 · · · yknn · (h1 − λ(h1))i1 · · · (hr − λ(hr))
ir · xj11 · · ·xjnn · x.

Le vecteur xj11 · · ·xjnn · x ∈ U(n+) agit par 0 sur le module trivial de U(n+). Donc

c’est une combinaison linéaire de termes xj11 · · ·xjnn où l’un au moins des jp est non
nul. Ceci montre que notre vecteur appartient à I ′(λ), et termine la preuve. �

Le lemme 2.9 montre en particulier que vλ 6= 0. Les propriétés (2.1) montrent
alors que M(λ) est une représentation cyclique de plus haut poids λ. Cette représen-
tation est appelée module de Verma de plus haut poids λ. Ces représentations sont
“universelles” parmi les représentations cycliques de plus haut poids, au sens sui-
vant.

Proposition 2.10. Si V est une représentation cyclique de plus haut poids λ,
alors il existe un morphisme de représentations surjectif f : M(λ)→ V .

Démonstration. Choisissons un vecteur maximal v ∈ V de poids λ, et consi-
dérons l’application linéaire

ϕ :

{
U(g) → V
u 7→ u · v .

Il n’est pas difficile de voir que ϕ est un morphisme de représentations, et le fait
que V = U(g) · v implique que ϕ est surjectif. D’autre part, comme v est annulé
par l’action de n+ et celle des vecteurs de la forme h − λ(h) pour h ∈ h, cette
application linéaire est nulle sur I(λ), donc se factorise via une application linéaire

f : M(λ)→ V.

Il n’est pas difficile de voir que f est encore un morphisme de représentations
surjectif. �

2.5. Représentations simples de plus haut poids. On appellera représen-
tation simple de plus haut poids λ une représentation cyclique de plus haut poids
λ qui est simple.

Proposition 2.11. Pour tout λ ∈ h∗, il existe une unique (à isomorphisme
près) représentation simple de plus haut poids λ ; on la notera L(λ).

Démonstration. Pour tout λ ∈ h∗, le module de Verma M(λ) admet un
unique quotient simple L(λ) d’après la proposition 2.5(4). Réciproquement, si V
est une représentation simple de plus haut poids λ, la proposition 2.10 montre qu’il
existe un morphisme surjectif

f : M(λ)→ V.

Comme l’image par f de l’unique sous-représentation maximale de M(λ) est incluse
dans

⊕
µ≺λ Vµ, elle n’est pas égale à V , et est donc égale à {0} par simplicité. Donc
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f se factorise via un morphisme surjectif f ′ : L(λ) → V . Comme L(λ) est simple,
ker(f ′) = {0}, donc f ′ est un isomorphisme. �

3. Critère de finitude

Au §2.5 on a construit une famille {L(λ) : λ ∈ h∗} de représentations simples
de g paramétrée par h∗. (D’après le corollaire 2.7, ces représentations sont deux
à deux non isomorphes.) Le lemme 2.8 montre que cette famille contient toutes
les représentations simples de dimension finie de g. Notre objectif maintenant est
de déterminer à quels paramètres λ ces représentations correspondent, c’est-à-dire
pour quelles valeurs de λ ∈ h∗ la représentations L(λ) est de dimension finie.

3.1. Condition nécessaire. Rappelons qu’on a défini au §4.1 du chapitre 9
le réseau P des poids de Φ. Ce réseau a été défini comme un sous-ensemble de E.
Mais on peut également le voir comme un sous-ensemble de h∗ de la façon suivante.

Lemme 3.1. Pour tout λ ∈ P , il existe un unique élément λ̃ ∈ h∗ tel que

〈λ̃, hα〉 = 〈λ, α∨〉
pour tout α ∈ Φ.

L’application λ 7→ λ̃ définit un morphisme injectif de groupes abéliens P → h∗.
L’image de ce morphisme est l’ensemble des formes linéaires µ ∈ h∗ telles que
〈µ, hα〉 ∈ Z pour tout α ∈ Φ.

Démonstration. Comme les vecteurs {hα : α ∈ ∆} forment une base de h, il

existe une unique forme linéaire λ̃ ∈ h∗ telle que 〈λ̃, hα〉 = 〈λ, α∨〉 pour tout α ∈ ∆.
Si maintenant β ∈ Φ est quelconque, les définitions montrent que les coefficients de
hβ dans la base {hα : α ∈ ∆} de h et ceux de β∨ dans la base {α∨ : α ∈ ∆} de E∗

appartiennent à Q, et sont égaux. En utilisant l’égalité pour les racines simples, on
en déduit que 〈λ̃, hβ〉 = 〈λ, β∨〉.

L’application λ 7→ λ̃ est clairement un morphisme de groupes abélien injectif,
et son image est incluse dans {µ ∈ h∗ | ∀α ∈ Φ, 〈µ, hα〉 ∈ Z}. Soit maintenant
µ ∈ h∗ telle que 〈µ, hα〉 ∈ Z pour tout α ∈ Φ. On peut alors considérer l’unique
élément λ ∈ E tel que

〈µ, hα〉 = 〈λ, α∨〉
pour tout α ∈ ∆. Le même argument que ci-dessus montre que cette égalité est
alors vraie pour tout α ∈ Φ. Donc λ est bien un élément de P tel que λ̃ = µ. �

À partir de maintenant, on n’utilisera plus la notation λ̃, et on identifiera
simplement P au réseau {µ ∈ h∗ | ∀α ∈ Φ, 〈µ, hα〉 ∈ Z} de h∗. Le sous-ensemble
P+ des poids entiers dominants s’identifie alors au sous-ensemble de h∗ défini par
{µ ∈ h∗ | ∀α ∈ Φ+, 〈µ, hα〉 ∈ N}.

Théorème 3.2. Soit λ ∈ h∗. Si L(λ) est de dimension finie, alors λ ∈ P+.

Démonstration. Soit α ∈ Φ+. Considérons la sous-algèbre de Lie Sα ⊂ g
définie au §2.1 du chapitre 8. En restreignant l’action de g à Sα on obtient sur L(λ)
une structure de représentation de Sα. Puis, en identifiant Sα à sl2(k) comme dans
la proposition 2.2(5) du chapitre 8 (après avoir choisi un vecteur non nul arbitraire
dans gα), on obtient une structure de représentation de sl2(k). De plus, si v ∈ L(λ)λ
est un vecteur maximal pour l’action de g, alors c’est également un vecteur maximal
pour l’action de sl2(k) au sens du §3.1 du chapitre 7, de poids 〈λ, hα〉. D’après le
lemme 3.4 du chapitre 7, ceci implique que 〈λ, hα〉 ∈ N, et conclut la preuve. �
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3.2. Un lemme préparatoire. Au §3.1, on a identifié P à un sous-ensemble
de h∗. Comme l’action du groupe de Weyl W de Φ sur E stabilise P , on peut voir
ce groupe comme un sous-groupe du groupe des automorphismes de P (comme
groupe abélien). Il est clair que tout automorphisme de P peut s’étendre de façon
unique en un automorphisme de h∗ (comme espace vectoriel). Donc, de cette façon,
on peut voir W comme un sous-groupe de GL(h∗). Pour cette action, pour α ∈ Φ
et λ ∈ h∗ on a

sα(λ) = λ− 〈λ, hα〉 · α.
Par dualité, W agit également sur h = (h∗)∗. Pour cette action, pour α ∈ Φ et
h ∈ h on a

sα(h) = h− 〈α, h〉 · hα.
Soit maintenant α ∈ Φ+, et soit Tα = gα⊕h⊕g−α. Alors Tα est une sous-algèbre

de Lie de g, qui contient Sα = gα ⊕ k · hα ⊕ g−α.

Lemme 3.3. Soit (V, ϕ) une représentation de Tα de dimension finie qui est
somme de ses sous-espaces de poids. Pour tout λ ∈ h∗, on a dim(Vλ) = dim(Vsα(λ)).
En particulier, λ est un poids de V si et seulement si sα(λ) est un poids de V .

Démonstration. Fixons xα ∈ gα r {0}, et soit yα ∈ g−α l’unique vec-
teur tel que [xα, yα] = hα (voir la proposition 2.2(5) du chapitre 8). Comme au
lemme 2.2(1), pour tout µ ∈ h∗ on a ϕ(xα)(Vµ) ⊂ Vµ+α. Comme l’ensemble des µ
tels que Vµ 6= {0} est fini, on en déduit que ϕ(xα) est un endomorphisme nilpotent
de V . On peut donc considérer

exp(ϕ(xα)) :=
∑
i∈N

1

i!
ϕ(xα)i ∈ Endk(V ).

Il n’est pas difficile de vérifier que cet endomorphisme est inversible, d’inverse
exp(−ϕ(xα)).

Pour tout z ∈ Tα, on a

(3.1) exp(ϕ(xα)) ◦ ϕ(z) ◦ exp(−ϕ(xα)) = ϕ

(
z + [xα, z] +

1

2
[xα, [xα, z]]

)
.

En effet, si pour tout f ∈ Endk(V ) on note

`f :

{
Endk(V ) → Endk(V )

g 7→ f ◦ g et rf :

{
Endk(V ) → Endk(V )

g 7→ g ◦ f ,

alors `ϕ(xα) et r−ϕ(xα) sont nilpotents, et commutent, donc `ϕ(xα) + r−ϕ(xα) =
adgl(V )(ϕ(xα)) est nilpotent, et on a

exp(`ϕ(xα)) ◦ exp(r−ϕ(xα)) = exp
(
adgl(V )(ϕ(xα))

)
.

D’autre part on a exp(`ϕ(xα)) = `exp(ϕ(xα)) et exp(r−ϕ(xα)) = rexp(−ϕ(xα)), d’où

exp(ϕ(xα)) ◦ ϕ(z) ◦ exp(−ϕ(xα)) = exp(`ϕ(xα)) ◦ exp(r−ϕ(xα))(ϕ(z))

= exp
(
adgl(V )(ϕ(xα))

)
(ϕ(z)) = ϕ(exp(adTα(xα))(z)).

Comme adTα(xα)3 = 0, on en déduit la formule (3.1).
De même, on peut considérer l’endomorphisme exp(−ϕ(yα)), et pour tout z ∈

Tα on a

(3.2) exp(−ϕ(yα)) ◦ ϕ(z) ◦ exp(ϕ(yα)) = ϕ

(
z − [yα, z] +

1

2
[yα, [yα, z]]

)
.
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Maintenant, un calcul direct montre que pour tout h ∈ h on a(
idTα + adTα(xα) +

1

2
adTα(xα)2

)
◦
(
idTα − adTα(yα) +

1

2
adTα(yα)2

)
◦
(
idTα + adTα(xα) +

1

2
adTα(xα)2

)
(h) = h− α(h) · hα = sα(h).

En utilisant cette formule, ainsi que les formules (3.1) et (3.2), on voit que si on
pose σα := exp(ϕ(xα)) ◦ exp(−ϕ(yα)) ◦ exp(ϕ(xα)) ∈ GL(V ), alors pour tout h ∈ h
on a

(3.3) σα ◦ ϕ(h) ◦ σ−1
α = ϕ(sα(h)).

Finalement, considérons v ∈ Vλ. Alors la formule (3.3) implique que pour tout
h ∈ h on a

ϕ(h)(σα(v)) = σα ◦ ϕ(sα(h))(v) = σα(〈λ, sα(h)〉 · v) = 〈sα(λ), h〉 · σα(v),

c’est-à-dire que σα(v) ∈ Vsα(λ). Donc σα(Vλ) ⊂ Vsα(λ). Un calcul similaire montre

que (σα)−1(Vsα(λ)) ⊂ Vλ, donc finalement que σα induit un isomorphisme de Vλ
vers Vsα(λ), ce qui achève la preuve. �

3.3. Condition suffisante. On peut maintenant démontrer que la condition
nécessaire du théorème 3.2 est en fait une condition suffisante.

Théorème 3.4. Si λ ∈ P+, alors la représentation L(λ) est de dimension
finie. De plus, pour tous µ ∈ h∗ et w ∈W on a dim(L(λ)µ) = dim(L(λ)w(µ)).

Démonstration. On procède en 6 étapes. On fixe un vecteur maximal v ∈
L(λ)λ. Pour tout α ∈ ∆ on note mα := 〈λ, hα〉 ∈ N. Enfin on fixe, pour tout
α ∈ Φ+, un vecteur xα ∈ gα r {0}, et on note yα l’unique vecteur de g−α tel que
[xα, yα] = hα (voir la proposition 2.2(5) du chapitre 8).

Étape 1 : pour tout α ∈ ∆, on a ymα+1
α ·v = 0. Par restriction on peut considérer

L(λ) comme une représentation de Sα, puis comme une représentation de sl2(k)
(comme dans la preuve du théorème 3.2). Alors v est un vecteur maximal pour cette
représentation, de poids mα. Les formules du lemme 3.3 du chapitre 7 montrent
que xα · (ymα+1

α · v) = 0. D’autre part si β ∈ ∆ r {α}, β − α n’est pas une racine,
donc [xβ , yα] = 0. Donc xβ et yα commutent dans U(g), ce qui implique que

xβ · (ymα+1
α · v) = ymα+1

α · (xβ · v) = 0

puisque v est maximal. Enfin, le lemme 2.2(1) montre que ymα+1
α · v appartient à

L(λ)λ−(mα+1)α. Si ce vecteur est non nul, c’est donc un vecteur maximal, dont le

poids est différent de λ. Ceci contredit le corollaire 2.7, et donc ymα+1
α · v = 0.

Étape 2 : pour tout α ∈ ∆, le sous-espace vectoriel de L(λ) engendré par les
vecteurs v, yα · v, · · · , ymαα · v est stable par l’action de Tα. Il découle de l’étape 1 et
des formules du lemme 3.3 du chapitre 7 que Vect(v, yα · v, · · · , ymαα · v) est stable
par l’action de xα et de yα. D’autre part, le lemme 2.2(1) montre que ce sous-espace
est également stable par l’action de h, donc finalement de Tα.

Étape 3 : pour tout α ∈ ∆, tout vecteur de L(λ) appartient à une sous-Tα-
représentation de L(λ) de dimension finie. Soit V la somme de toutes les sous-
Tα-représentations de dimension finie de L(λ) (c’est-à-dire l’ensemble des vecteurs
dans L(λ) qui appartiennent à une sous-Tα-représentation de dimension finie). On
va montrer que V est une sous-g-représentation non nulle de L(λ). Par simplicité,
on en déduira que V = L(λ), puis le résultat énoncé.
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L’étape 2 montre que V 6= {0}. D’autre part, si U ⊂ L(λ) est une sous-Tα-
représentation de dimension finie, et si v ∈ U , alors

U +
∑
β∈Φ+

xβ · U +
∑
β∈Φ+

yβ · U

est une sous-Tα-représentation de L(λ) de dimension finie, qui contient tous les
vecteurs de la forme x · v avec x ∈ g. Donc chacun de ces vecteurs appartient à V ,
ce qui termine la preuve de cette étape.

Étape 4 : pour tout µ ∈ h∗ et tout w ∈ W on a dim(L(λ)µ) = dim(L(λ)w(µ)).
Puisque W est engendré par les réflexions sα (avec α ∈ ∆), il suffit de démontrer
l’égalité dans le cas où w est de cette forme. Fixons donc α ∈ ∆. D’après l’étape 3, il
existe une sous-Tα-représentation U de L(λ) de dimension finie qui contient L(λ)µ
et L(λ)sα(µ). En appliquant le lemme 3.3 à U , on voit que

dim(L(λ)µ) = dim(Uµ) = dim(Usα(µ)) = dim(L(λ)sα(µ)),

ce qui prouve l’égalité voulue.
Étape 5 : l’ensemble des poids de L(λ) est stable par W et fini. L’étape 4 montre

que l’ensemble des poids de L(λ) est stable par l’action de W . De plus, d’après la
proposition 2.5(2), chaque poids µ de L(λ) vérifie µ � λ ; en particulier µ appartient
à P . Le lemme 4.6(1) du chapitre 9 montre alors que l’ensemble de ces poids est
inclus dans ⋃

µ∈P+

µ�λ

W · µ.

Cet ensemble est fini d’après le lemme 4.7 du chapitre 9, donc l’ensemble des poids
de L(λ) est fini également.

Étape 6 : conclusion. Il découle maintenant de l’étape 5 et de la proposi-
tion 2.5(3) que V est de dimension finie. L’énoncé sur les dimensions des sous-
espaces de poids a été démontré à l’étape 4. �

3.4. Poids de L(λ) quand λ ∈ P+. Rappelons qu’au §4.3 du chapitre 9,
pour tout λ ∈ P+ on a posé

Πλ =
⋃

µ∈P+

µ�λ

W · µ ⊂ P.

Proposition 3.5. Pour tout λ ∈ P+, l’ensemble des poids de L(λ) est Πλ.

Démonstration. Notons Π l’ensemble des poids de λ. D’après la proposi-
tion 4.8 du chapitre 9, pour montrer que Π = Πλ il suffit de montrer que Π est
saturé et de plus haut poids λ. Le fait que Π est de plus haut poids λ découle de la
proposition 2.5(2).

Montrons maintenant que Π est saturé. Pour cela on fixe µ ∈ Π et α ∈ Φ, et
on considère

V :=
⊕
i∈Z

L(λ)µ+i·α.

Le lemme 2.2(1) montre que V est stable par l’action de Sα, et le théorème 3.4
implique qu’il est de dimension finie. En identifiant Sα à sl2(k) comme dans la
preuve du théorème 3.2, on peut considérer V comme une représentation de sl2(k).
Comme 〈µ, hα〉 est un poids de cette représentation, le corollaire 3.9 du chapitre 7
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implique que tous les entiers compris entre 〈µ, hα〉 et −〈µ, hα〉 et de même parité
que 〈µ, hα〉 sont des poids de V . Comme les poids de V sont les entiers 〈µ, hα〉+ 2i
pour i ∈ Z tel que µ+ i · α ∈ Π, et comme

−〈µ, hα〉 = 〈µ, hα〉+ 2 · (−〈µ, hα〉),
on en déduit que tous les éléments de la forme µ + i · α avec i entre 0 et −〈µ, hα〉
appartiennent à Π. Ceci montre que Π est saturé, et termine la preuve. �



Chapitre 11

Formules de caractères

Dans tout le chapitre on fixe une algèbre de Lie semisimple g sur un corps
k algébriquement clos, et une sous-algèbre torale maximale h ⊂ g. On note Φ le
système de racines associé. On fixe également une base ∆ de Φ, et on note Φ+

l’ensemble des racines positives (pour ce choix de base).

1. Élément de Casimir universel

1.1. Définition. Rappelons que la forme de Killing κ de g est non dégénérée,
et que sa restriction à h est également non dégénérée (voir le §1.3 du chapitre 8).
Choisissons une base (h1, · · · , hr) de h, et notons (k1, · · · , kr) la base duale par
rapport à la restriction de κ à h, c’est-à-dire l’unique base de h telle que pour
i, j ∈ {1, · · · , r} on a

κ(hi, kj) =

{
1 si i = j ;

0 sinon.

Choisissons également, pour tout α ∈ Φ, un vecteur non nul xα ∈ gα, et notons zα
l’unique vecteur de g−α tel que κ(xα, zα) = 1. (Pour l’existence d’un tel vecteur,
voir la preuve de la proposition 2.2(2) du chapitre 8.) Il découle du lemme 1.5(3)
du chapitre 8 que la base (k1, · · · , kr; zα, α ∈ Φ) de g est la base duale de la
base (h1, · · · , hr;xα, α ∈ Φ) par rapport à κ. Il découle également de la proposi-
tion 2.2(1) du chapitre 8 que pour tout α ∈ Φ on a

(1.1) [xα, zα] = tα,

où tα est l’unique élement de h tel que κ(tα,−) = α.

Définition 1.1. L’élément de Casimir universel cg de g est l’élément

cg =

r∑
i=1

hiki +
∑
α∈Φ

xαzα ∈ U(g).

Exercice 1.2. Montrer que cg ne dépend ni du choix de la base (h1, · · · , hr)
de h, ni de celui des éléments xα.

Lemme 1.3. L’élément cg appartient au centre de U(g).

Démonstration. La preuve est très similaire à celle du lemme 1.5 du cha-
pitre 7. Puisque U(g) est engendrée (comme algèbre) par l’image de g, il suffit de
montrer que pour tout y ∈ g on a y · cg = cg · y. Pour cela, écrivons

[y, hi] =

r∑
j=1

ai,jhj +
∑
β∈Φ

ai,βxβ , [y, xα] =

r∑
j=1

aα,jhj +
∑
β∈Φ

aα,βxβ

139
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et

[y, ki] =

r∑
j=1

bi,jkj +
∑
β∈Φ

bi,βzβ , [y, zα] =

r∑
j=1

bα,jkj +
∑
β∈Φ

bα,βzβ .

Alors l’associativité de κ implique que

ai,j = −bj,i, ai,β = −bβ,i, aα,j = −bj,α, aα,β = −bβ,α
pour tous i, j ∈ {1, · · · , r} et α, β ∈ Φ. Puis on calcule :

y · cg =

r∑
i=1

yhiki +
∑
α∈Φ

yxαzα

=

r∑
i=1

(hiyki + [y, hi]ki) +
∑
α∈Φ

(xαyzα + [y, xα]zα)

=

r∑
i=1

hiyki +
∑
α∈Φ

xαyzα +

r∑
i,j=1

ai,jhjki +

r∑
i=1

∑
β∈Φ

ai,βxβki

+
∑
α∈Φ

r∑
j=1

aα,jhjzα +
∑
α,β∈Φ

aα,βxβzα

et

cg · y =

r∑
i=1

hikiy +
∑
α∈Φ

xαzαy

=

r∑
i=1

(hiyki − hi[y, ki]) +
∑
α∈Φ

(xαyzα − xα[y, zα])

=

r∑
i=1

hiyki +
∑
α∈Φ

xαyzα −
r∑

i,j=1

bi,jhikj −
r∑
i=1

∑
β∈Φ

bi,βhizβ

−
∑
α∈Φ

r∑
j=1

bα,jxαkj −
∑
α,β∈Φ

bα,βxαzβ .

En comparant ces formules on voit que y · cg = cg · y, comme souhaité. �

1.2. Action sur les représentations cycliques de plus haut poids.
Fixons maintenant λ ∈ h∗, et une représentation (V, ϕ) de g qui est cyclique de
plus haut poids λ. Alors V admet une structure naturelle de U(g)-module, et on
s’intéresse à l’action de l’élément cg ∈ U(g) sur ce module.

Lemme 1.4. L’élément cg agit sur V par multiplication par le scalaire (λ +
ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ).

Démonstration. Notons v un vecteur maximal de V de poids λ. Alors on a(
r∑
i=1

hiki

)
· v =

(
r∑
i=1

λ(hi)λ(ki)

)
· v.

Soit tλ ∈ h l’unique élément tel que κ(tλ,−) = λ, et notons tλ =
∑r
i=1 si · hi (avec

si ∈ k). Alors on a λ(ki) = κ(tλ, ki) = si, et donc

(λ, λ) = κ(tλ, tλ) =

r∑
i=1

si · κ(hi, tλ) =

r∑
i=1

λ(hi)λ(ki).
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On en déduit que (
r∑
i=1

hiki

)
· v = (λ, λ) · v.

D’autre part, si α ∈ −Φ+ alors −α ∈ Φ+, et donc

xαzα · v = 0

puisque zα · v = 0. Et si α ∈ Φ+ on a

xαzα · v = ([xα, zα] + zαxα) · v = tα · v = λ(tα) · v = (λ, α) · v
d’après (1.1) et puisque xα · v = 0.

En sommant toutes ces égalités, on voit que

cg · v =

(
(λ, λ) +

∑
α∈Φ+

(λ, α)

)
· v =

(
(λ, λ) + 2(λ, ρ)

)
· v

=
(
(λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ)

)
· v.

Donc cg agit sur v par multiplication par (λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ).
Enfin, puisque tout élément de V est une combinaison linéaire de vecteurs de la

forme y ·v avec y ∈ U(g), et puisque cg commute avec tout élément de U(g) d’après
le lemme 1.3, on obtient que cg agit sur tout vecteur de V par multiplication par
(λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ). �

2. Caractères

2.1. Caractères des représentations de dimension finie.

Lemme 2.1. Si (V, ϕ) est une représentation de dimension finie de g, alors V
est somme de ses sous-espaces de poids, et tous ses poids appartiennent à P .

Démonstration. Le premier énoncé a été démontré au lemme 2.2(3) du cha-
pitre 10.

Soit maintenant λ ∈ h∗ un poids de V , et soit α ∈ Φ. Par restriction on
peut considérer V somme une représentation de Sα, qu’on peut identifier à sl2(k)
comme dans la proposition 2.2(5) du chapitre 8. Alors 〈λ, hα〉 est un poids de cette
représentation de sl2(k). Donc, d’après le corollaire 3.9 du chapitre 7, c’est un entier.
Comme ceci est vrai pour tout α ∈ Φ, λ appartient à P . �

Soit (V, ϕ) une représentation de dimension finie de g. D’après le lemme 2.2(3)
et le lemme 2.1, on a

V =
⊕
λ∈P

Vλ où Vλ = {v ∈ V | ∀h ∈ h, ϕ(h)(v) = λ(h) · v}.

On définit alors le caractère de V (ou plus précisément de (V, ϕ)) par

ch(V ) :=
∑
λ∈P

dim(Vλ) · eλ ∈ Z[P ],

où Z[P ] est l’algèbre de groupe de P sur Z, dont on note la base canonique (eλ, λ ∈
P ). (Notons que cette somme est finie.) Comme son nom l’indique, l’algèbre de
groupe Z[P ] a une structure naturelle d’anneau, telle que eλ · eµ = eλ+µ pour
λ, µ ∈ P . Ce produit est clairement commutatif, et son élément neutre est e0 (qu’on
notera 1 dans la suite).
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Lemme 2.2. Si (V, ϕ) et (V ′, ϕ′) sont des représentations de dimension finie
de g, on a

ch(V ⊗ V ′) = ch(V ) · ch(V ′).

Démonstration. On a

V ⊗ V ′ =

(⊕
λ∈P

Vλ

)
⊗

⊕
µ∈P

V ′µ

 =
⊕
λ,µ∈P

Vλ ⊗ V ′µ.

Il est clair que tout h ∈ h agit sur Vλ⊗V ′µ par multiplication par (λ+µ)(h), ce qui
montre que

(V ⊗ V ′)ν =
⊕
λ,µ∈P
λ+µ=ν

Vλ ⊗ V ′µ,

puis que

dim
(
(V ⊗ V ′)ν

)
=

∑
λ,µ∈P
λ+µ=ν

dim(Vλ) · dim(V ′µ),

et donc que

ch(V ⊗ V ′) =
∑
ν∈P

 ∑
λ,µ∈P
λ+µ=ν

dim(Vλ) · dim(V ′µ)

 · eν

=

(∑
λ∈P

dim(Vλ) · eλ
)
·

∑
µ∈P

dim(V ′µ) · eµ
 = ch(V ) · ch(V ′),

ce qui termine la preuve. �

2.2. Caractères des modules de Verma. Il sera utile dans la suite de
considérer les “caractères” de certaines représentations de g qui ne sont pas de
dimension finie. Pour cela, on notera X l’ensemble des fonctions f : h∗ → Z dont le
support (c’est-à-dire l’ensemble des λ ∈ h∗ tels que f(λ) 6= 0) est inclus dans une
réunion finie d’ensembles de la forme

Aλ := {µ ∈ h∗ | µ � λ} =

{
λ−

∑
α∈Φ+

kα · α, kα ∈ N

}
.

On peut voir Z[P ] comme un sous-ensemble de X de la façon suivante : on identifie
l’élément x =

∑
λ∈P nλ · eλ (où nλ est nul sauf pour un nombre fini de valeurs de

λ) à la fonction fx : h∗ → Z telle que

fx(µ) =

{
nµ si µ ∈ P ;

0 sinon.

(Dans la suite, on n’utilisera pas la notation fx ; cette fonction sera notée simple-
ment x.)

On définit une structure d’anneau (commutatif) sur X en posant, pour f, g ∈ X
et ν ∈ h∗,

(f ? g)(ν) =
∑

λ,µ∈h∗
λ+µ=ν

f(λ) · g(µ).
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Il est facile de voir que la définition de X assure que, dans la somme considérée,
seul un nombre fini de termes est non nul, de sorte que cette somme a bien un
sens. Il n’est pas difficile non plus de voir que la fonction f ? g appartient bien à
X ; par exemple si f a son support inclus dans Aλ1

et g a son support inclus dans
Aλ2

, alors f ? g a son support inclus dans Aλ1+λ2
. Enfin, il est clair que l’inclusion

Z[P ] ↪→ X considérée ci-dessus est un morphisme d’anneaux.
Un exemple important de fonction qui appartient à X mais pas à Z[P ] est la

fonction de Kostant P : h∗ → Z qui est telle que, pour λ ∈ h∗, P(λ) est le cardinal
de l’ensemble des collections d’entiers positifs ou nuls (kα, α ∈ Φ+) tels que

−λ =
∑
α∈Φ+

kα · α.

(Il est clair que le support de P est A0.)
Si (V, ϕ) est une représentation de g qui est cyclique de plus haut poids λ, alors

d’après la proposition 2.5(2)–(3) du chapitre 10, on a

V =
⊕
µ∈h∗

Vµ,

et chaque Vµ est de dimension finie. On peut donc définir la fonction ch(V ) : h∗ → Z
en posant

ch(V )(µ) = dim(Vµ).

Cette même proposition montre que le support de ch(V ) est inclus dans Aλ, donc
en particulier que cette fonction appartient à X.

Lemme 2.3. Pour tout λ ∈ h∗, on a

ch(M(λ)) = P ? eλ.

Démonstration. Par définition, pour tout µ ∈ h∗, (P ? eλ)(µ) est le cardinal
de l’ensemble des collections d’entiers positifs ou nuls (kα, α ∈ Φ+) tels que

µ = λ−
∑
α∈Φ+

kα · α.

Le lemme 2.9 du chapitre 10 montre que cet entier est égal à dim(M(λ)µ). �

2.3. La fonction Q. On pose maintenant

Q :=
∏
α∈Φ+

(eα/2 − e−α/2) ∈ Z[P ] ⊂ X.

Puisque W agit sur P , il agit également sur Z[P ], de sorte que w · eλ = ew(λ). Il est
clair que cette action est compatible avec la structure d’anneau.

Lemme 2.4. Pour tout w ∈W , on a w · Q = (−1)`(w) · Q.

Démonstration. Puisque w est engendré par les réflexions sα avec α ∈ ∆
(voir le Théorème 3.5(4) du chapitre 9), et par définition de `, il suffit de montrer
que pour tout α ∈ ∆ on a sα · Q = −Q. Mais, par définition, on a

sα · Q =
∏

β∈sα(Φ+)

(eβ/2 − e−β/2).
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Et puisque sα(Φ+) = (Φ+ r {α}) t {−α} (voir le lemme 3.1 du chapitre 9), on en
déduit que

sα · Q =

 ∏
β∈Φ+r{α}

(eβ/2 − e−β/2)

 · (e−α/2 − eα/2) = −Q,

comme souhaité. �

Remarque 2.5. Le lemme 2.4 montre que l’application W → {±1} définie
par w 7→ (−1)`(w) est un morphisme de groupes. (Ceci peut également se montrer
directement en utilisant les résultats du chapitre 9.) Ce morphisme est appelé le
caractère signe de W , et est souvent noté ε.

Lemme 2.6. On a P ?Q = eρ.

Démonstration. Pour tout α ∈ Φ+, notons fα : h∗ → Z la fonction qui vaut
1 sur chaque élélement −kα avec k ∈ N, et 0 sur tous les autres éléments. Alors
fα ∈ X, et il est clair que

P =
∏
α∈Φ+

fα.

D’autre part, pour tout α ∈ Φ+ et ν ∈ h∗ on a(
(1− e−α) ? fα

)
(ν) = fα(ν)− fα(ν + α) =

{
1 si ν = 0 ;

0 sinon.

Donc (1− e−α) ? fα = 1.
On obtient finalement que

P ?Q =

( ∏
α∈Φ+

fα

)
?

( ∏
α∈Φ+

(eα/2 − e−α/2)

)

=

( ∏
α∈Φ+

fα

)
?

( ∏
α∈Φ+

(1− e−α)

)
? eρ

=

( ∏
α∈Φ+

(
fα ? (1− e−α)

))
? eρ = eρ,

ce qui prouve la formule voulue. �

3. Formules de Kostant et de Weyl

3.1. Facteurs de composition des modules cycliques de plus haut
poids entier. Si λ ∈ P , on pose

Zλ := {µ ∈ P | (µ+ ρ, µ+ ρ) = (λ+ ρ, λ+ ρ)}.
Par les mêmes considérations que dans la preuve du lemme 4.7 du chapitre 9, cet
ensemble est fini.

Proposition 3.1. Soit λ ∈ P , et soit (V, ϕ) une représentation de g qui
est cyclique de plus haut poids λ. Alors il existe une suite V0, · · · , Vs de sous-
représentations de V telles que

{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vs−1 ⊂ Vs = V
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et telles que pour tout i ∈ {1, · · · , s} il existe µi ∈ P tel que µi � λ et µi ∈ Zλ et
un isomorphisme de représentations Vi/Vi−1

∼= L(µi).

Démonstration. On va démontrer la proposition par récurrence sur

dV :=
∑
µ∈Zλ

dim(Vµ).

Supposons que dV = 1. Dans ce cas on va montrer que V est simple. Ceci
impliquera que V est isomorphe à L(λ) d’après la proposition 2.11 du chapitre 10,
et conclura la preuve dans ce cas. Supposons que V ′ ⊂ V est un sous-module non
nul. D’après le lemme 2.1(2) du chapitre 10, V ′ est la somme de ses sous-espaces
de poids, et l’ensemble de ses poids est inclus dans l’ensemble des poids de V ,
qui est lui-même inclus dans Aλ (voir la proposition 2.5(2) du chapitre 10). Donc
V ′ possède un poids µ qui est maximal parmi tous ses poids, et donc un vecteur
maximal vµ de poids µ. De plus, on a µ � λ. D’après le lemme 1.4, l’élément de
Casimir cg agit sur V par multiplication par (λ + ρ, λ + ρ) − (ρ, ρ), et sur vµ par
multiplication par (µ+ ρ, µ+ ρ)− (ρ, ρ). On a donc

(λ+ ρ, λ+ ρ) = (µ+ ρ, µ+ ρ),

c’est-à-dire que µ ∈ Zλ. L’hypothèse que dV = 1 implique alors que µ = λ et que
k · vµ = Vλ, donc finalement que V ′ = V puisque U(g) · Vλ = V .

Considérons maintenant le cas général. Comme ci-dessus, si V est simple il n’y
a rien à démontrer. Sinon, considérons une sous-représentation V ′ ⊂ V non triviale.
Comme ci-dessus, V ′ possède un vecteur maximal vµ de plus haut poids µ tel que
µ ∈ Zλ et µ ≺ λ (puisqu’on suppose maintenant que V ′ 6= V ). Soit V ′′ := U(g) · vµ.
Alors V ′′ est une sous-représentation de V , qui est cyclique de plus haut poids µ. La
représentation V/V ′′ est cyclique de plus haut poids λ d’après la proposition 2.5(5)
du chapitre 10. De plus, comme Zλ = Zµ, on a

dV = dV ′′ + dV/V ′′ ,

et dV ′′ et dV/V ′′ sont tous deux non nuls. Ils sont donc tous deux strictement
inférieurs à dV . On peut alors appliquer l’hypothèse de récurrence à V ′′ et à V/V ′′,
puis recoller les filtrations pour obtenir la filtration de V souhaitée. �

3.2. Application aux caractères.

Lemme 3.2. Pour tout λ ∈ P+, il existe des coefficients cµ ∈ Z (pour µ ∈ Zλ,
avec µ � λ) tels que cλ = 1 et

ch(L(λ)) =
∑
µ∈Zλ
µ�λ

cµ · ch(M(µ)).

Démonstration. Choisissons une énumération ν1, · · · , νs des éléments de Zλ
telle que si νi ≺ νj , alors i < j. Pour tout i ∈ {1, · · · , s}, en appliquant la pro-
position 3.1 à M(νi), on obtient qu’il existe des coefficients (ai,j)j≤i dans N tels
que

ch(M(νi)) =

i∑
j=1

ai,j · ch(L(νj)).

De plus, comme ch(M(νi))(νi) = ch(L(νi))(νi) = 1 et ch(L(νj))(νi) = 0 si j < i,
on a ai,i = 1.
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Considérons maintenant les coefficients ai,j pour toutes les valeurs de i ∈
{1, · · · , s} et j ≤ i, et posons ai,j = 0 si i > j. Alors la matrice A = (ai,j)i,j∈{1,··· ,s}
est triangulaire supérieure, à coefficients dans Z, avec des 1 sur la diagonale. Elle est
donc inversible, et son inverse est également triangulaire supérieure, à coefficients
dans Z, avec des 1 sur la diagonale. Si on note B = (bi,j)i,j∈{1,··· ,s} cette matrice
inverse, pour tout i ∈ {1, · · · , s} on a alors

ch(L(νi)) =

i∑
j=1

bi,j · ch(M(νj)),

avec bi,i = 1 et bi,j = 0 si i > j.
En appliquant ce fait à λ (qui est l’un des νi), on obtient que

(3.1) ch(L(λ)) = ch(M(λ)) +
∑
µ∈Zλ
µ 6=λ

cµ · ch(M(µ))

pour certains coefficients cµ ∈ Z. Pour conclure, il reste à voir que cµ = 0 si µ 6� λ.
Par l’absurde, supposons que ce n’est pas le cas, et choisissons µ 6� λ tel que cµ 6= 0
et qui est maximal (pour l’ordre �) parmi les poids possédant ces propriétés. Alors
ch(M(µ))(µ) = 1, ch(L(λ))(µ) = ch(M(λ))(µ) = 0, et ch(M(ν))(µ) = 0 si cν 6= 0
et ν 6= µ, puisque dans ce cas µ 6� ν (voir la proposition 2.5(2)–(3) du chapitre 10).
Ceci contredit l’égalité (3.1), et conclut la preuve. �

3.3. Formule de Kostant.

Lemme 3.3. Soit λ ∈ P+. Soit µ ∈ P tel que µ � λ, µ + ρ ∈ P+, et µ ∈ Zλ.
Alors µ = λ.

Démonstration. Par hypothèse, on a (µ+ ρ, µ+ ρ) = (λ+ ρ, λ+ ρ). D’autre
part,

(λ+ ρ, λ+ ρ)− (µ+ ρ, µ+ ρ) = (λ+ ρ, (λ− µ) + (µ+ ρ))− (µ+ ρ, µ+ ρ)

= (λ+ ρ, λ− µ) + (λ− µ, µ+ ρ).

On a (λ−µ, µ+ρ) ≥ 0 puisque µ � λ et µ+ρ ∈ P+, et de même (λ+ρ, λ−µ) ≥ 0.
Ceci implique donc en particulier que

(λ+ ρ, λ− µ) = 0.

Puisque λ ∈ P+, cette égalité force λ− µ = 0, et conclut la preuve. �

Théorème 3.4 (Formule de multiplicité de Kostant). Pour tout λ ∈ P+ et
tout µ ∈ P , on a

ch(L(λ))(µ) =
∑
w∈W

(−1)`(w) · P
(
µ+ ρ− w(λ+ ρ)

)
.

Démonstration. On va démontrer que

(3.2) ch(L(λ)) =
∑
w∈W

(−1)`(w) · ch
(
M(w(λ+ ρ)− ρ)

)
.

Le théorème découlera de cette égalité et du lemme 2.3.
D’après le lemme 3.2, on peut écrire

(3.3) ch(L(λ)) =
∑
µ∈P

cλµ · ch(M(µ))
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avec des coefficients cλµ ∈ Z tels que cλλ = 1 et

(3.4) cλµ 6= 0 ⇒ (µ � λ et µ ∈ Zλ).

En multipliant l’égalité (3.3) par Q, et en utilisant les lemmes 2.3 et 2.6, on obtient
que

(3.5) Q ? ch(L(λ)) =
∑
µ∈P

cλµ · eµ+ρ.

Il découle du théorème 3.4 du chapitre 10 que pour tout w ∈W on a w ·ch(L(λ)) =
ch(L(λ)). D’autre part, d’après le lemme 2.4, pour tout w ∈ W on a w · Q =
(−1)`(w) · Q. Donc on a

w · (Q ? ch(L(λ))) = (−1)`(w) · (Q ? ch(L(λ)))

pour tout w ∈W . En comparant avec l’égalité (3.5), on en déduit que

∑
µ∈P

cλµ · ew(µ+ρ) = (−1)`(w) ·

∑
µ∈P

cλµ · eµ+ρ


pour tout w ∈W , et donc que

(3.6) cλw−1(µ+ρ)−ρ = (−1)`(w) · cλµ pour tous µ ∈ P et w ∈W .

Soit maintenant µ ∈ P tel que cλµ 6= 0. Choisissons w ∈ W tel que ν :=

w−1(µ + ρ) ∈ P+. Alors cλν−ρ 6= 0 d’après (3.6), ce qui implique que ν − ρ � λ
et ν − ρ ∈ Zλ d’après (3.4). Le lemme 3.3 montre alors que ν − ρ = λ, et donc
que µ ∈ W (λ + ρ) − ρ. En d’autres termes, dans la somme 3.3, seuls les termes
correspondant à µ ∈W (λ+ ρ)− ρ peuvent être non nuls.

D’autre part, puisque cλλ = 1, et puisque `(w) = `(w−1) pour tout w ∈ W ,
l’égalité (3.6) montre que

cλw(λ+ρ)−ρ = (−1)`(w) pour tout w ∈W .

Ces considérations prouvent la formule (3.2), et donc le théorème. �

3.4. Formules de Weyl.

Théorème 3.5 (Formule de caractère de Weyl). Pour tout λ ∈ P+, on a(∑
w∈W

(−1)`(w) · ew(ρ)

)
? ch(L(λ)) =

∑
w∈W

(−1)`(w) · ew(λ+ρ).

Démonstration. La formule (3.5) et les informations sur les coefficients cλµ
obtenus au cours de la preuve du théorème 3.4 montrent que

(3.7) Q ? ch(L(λ)) =
∑
w∈W

(−1)`(w) · ew(λ+ρ).

Donc pour conclure il suffit de démontrer la formule

(3.8) Q =
∑
w∈W

(−1)`(w) · ew(ρ).

Pour cela, considérons la représentation triviale k de g. Cette représentation
est clairement simple, de plus haut poids 0. Donc L(0) = k, et ch(L(0)) = 1. En
appliquant la formule (3.7) dans le cas particulier λ = 0, on obtient donc (3.8), et
la preuve est complète. �
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Corollaire 3.6 (Formule de dimension de Weyl). Pour tout λ ∈ P+, on a

dim(L(λ)) =

∏
α∈Φ+〈α∨, λ+ ρ〉∏
α∈Φ+〈α∨, ρ〉

.

Démonstration. Pour tout α ∈ Φ+, on considère le morphisme de Z-modules

∂α : Z[P ]→ Z[P ]

qui vérifie ∂α(eλ) = 〈α∨, λ〉 · eλ pour tout λ ∈ P . Il est facile de vérifier que ce
morphisme est une dérivation, au sens où il vérifie ∂α(x · y) = ∂α(x) · y + x · ∂α(y)
pour tous x, y ∈ Z[P ]. On pose maintenant

∂ :=
∏
α∈Φ+

∂α.

(Ici le produit désigne la composition des applications, prise dans un ordre arbitraire
– les applications ∂α commutent deux à deux.) On note également v : Z[P ] → Z
le morphisme de Z-modules tel que v(eλ) = 1 pour tout λ ∈ P . Ce morphisme est
clairement un morphisme d’anneaux.

On va tout d’abord démontrer que

(3.9) v
(
∂
(
Q ? ch(L(λ))

))
= v
(
∂(Q)

)
· dim(L(λ)).

En effet, en utilisant le fait que les ∂α sont des dérivations, on peut écrire ∂(Q ?
ch(L(λ))) comme une somme de termes de la forme ∂1(Q)?∂2(ch(L(λ))) où ∂1 et ∂2

sont des composées de dérivations ∂α distinctes. Puisque Q =
∏
α∈Φ+(eα/2−e−α/2),

et puisque v annule chaque facteur de ce produit, dans ces termes on a v(∂1(Q)) = 0
sauf si ∂1 = ∂ (auquel cas on a ∂2 = id). Puisque v(ch(L(λ))) = dim(L(λ)), ceci
implique la formule (3.9).

Montrons maintenant que pour tout µ ∈ P et tout w ∈W on a

(3.10) v(∂(ew(µ))) = (−1)`(w) ·
∏
α∈Φ+

〈α∨, µ〉.

En effet, par définition on a

∂(ew(µ)) =

( ∏
α∈Φ+

〈α∨, w(µ)〉

)
· ew(µ) =

( ∏
α∈Φ+

〈(w−1(α))∨, µ〉

)
· ew(µ),

et donc

v(∂(ew(µ))) =
∏

β∈w−1(Φ+)

〈β∨, µ〉.

Maintenant on remarque que l’ensemble w−1(Φ+) contient, pour chaque α ∈ Φ+,
exactement une des racines α ou −α. De plus, le nombre de fois où cette racine est
−α est

#(w−1(Φ+) ∩ (−Φ+)) = #(w−1(−Φ+) ∩ Φ+) = `(w)

d’après le lemme 3.8 du chapitre 9. Donc∏
β∈w−1(Φ+)

〈β∨, µ〉 = (−1)`(w) ·
∏
α∈Φ+

〈α∨, µ〉,

et on a démontré la formule (3.10).
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En appliquant la formule (3.10) on voit que

v

(
∂

(∑
w∈W

(−1)`(w) · ew(λ+ρ)

))
= #(W ) ·

∏
α∈Φ+

〈α∨, λ+ ρ〉

et que, en utilisant (3.8),

v(∂(Q)) = v

(
∂

(∑
w∈W

(−1)`(w) · ew(ρ)

))
= #(W ) ·

∏
α∈Φ+

〈α∨, ρ〉.

En utilisant ces formules, la formule (3.9), et la formule de Weyl (Théorème 3.5),
on obtient finalement la formule du corollaire. �
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Annexe A

Exercices

La plupart des exercices sont tirés des références suivantes :

(1) K. Erdmann, M. Wildon, Introduction to Lie algebras, Springer Undergra-
duate Mathematics Series, Springer-Verlag, 2006.

(2) A. Henderson, Representations of Lie algebras – An introduction through
gln, Australian Mathematical Society Lecture Series 22, Cambridge Univer-
sity Press, 2012.

(3) J. Humphreys, Introduction to Lie algebras and representation theory, Se-
cond printing, revised, Graduate Texts in Mathematics 9, Springer-Verlag,
1978.

Dans tous les exercices, k désigne un corps, p désigne la caractéristique de k,
et g est une k-algèbre de Lie.

1. Chapitre 2

Exercice 1.1. Soit n ≥ 1 un entier.

(1) Considérons la base canonique (Ei,j , i, j ∈ {1, · · · , n}) de gln(k). Calculer
les commutateurs [Ei,j , Ek,l] pour toutes les valeurs de i, j, k, l.

(2) Déterminer les dimensions des algèbres de Lie dn(k), u±n (k), b±n (k).

(3) Soit x ∈ Mn(k) un endomorphisme diagonalisable, de valeurs propres (non
nécessairement distinctes) λ1, · · · , λn. Montrer que l’endomorphisme ad(x)
de Mn(k) est diagonalisable, et déterminer ses valeurs propres.

Exercice 1.2. Supposons que dim(g) = 3, et que (x1, x2, x3) est une base de
g. On suppose qu’il existe a, b ∈ k tels que

[x1, x2] = x1 + x2, [x1, x3] = ax1 + x3, [x2, x3] = x2 + bx3.

Déterminer les valeurs de a et b.

Exercice 1.3. Supposons p 6= 2, et que g est abélienne. Montrer que le seul
morphisme d’algèbres de Lie de sl2(k) vers g est l’application linéaire nulle.

Que peut-on dire si p = 2 ?

Exercice 1.4. Considérons la base canonique (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2) de gl2(k).
Déterminer les sous-ensembles de la base canonique dont le sous-espace engendré
est une sous-algèbre de Lie de gl2(k).

Déterminer, parmi les telles sous-algèbres de Lie, lesquelles sont isomorphes.

Exercice 1.5. Soit n ≥ 1 un entier. On pose

son(k) = {x ∈ Mn(k) | tx = −x}.

153
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(1) Montrer que son(k) est une sous-algèbre de Lie de gln(k), de dimension
n(n−1)

2 .

(2) Si k = C, construire un isomorphisme d’algèbres de Lie ϕ : sl2(C)
∼−→ so3(C)

tel que ϕ

(
1 0
0 −1

)
est un multiple de la matrice 0 1 0

−1 0 0
0 0 0

 .

Exercice 1.6. Soit n ≥ 1 un entier.

(1) Montrer que pour tout g ∈ GLn(k), l’application x 7→ gxg−1 est un auto-
morphisme de l’algèbre de Lie gln(k), qui laisse stable la sous-algèbre de Lie
sln(k).

(2) Montrer que l’application x 7→ −tx est un automorphisme de l’algèbre de
Lie gln(k), qui laisse stable la sous-algèbre de Lie sln(k).

(3) On suppose que p 6= 2, et soit d ∈ k×. Déterminer tous les automorphismes
ϕ de l’algèbre de Lie sl2(k) tels que

ϕ

(
1 0
0 −1

)
=

(
d 0
0 −d

)
.

(4) On suppose que k est algébriquement clos et p 6= 2. En déduire que tout
automorphisme de l’algèbre de Lie sl2(k) est de la forme x 7→ gxg−1 pour
un g ∈ GL2(k).

Exercice 1.7. Soit n ≥ 1 un entier, et supposons que p ne divise pas n.
Montrer qu’il existe un isomorphisme d’algèbres de Lie

gln(k) ∼= sln(k)× k.

Exercice 1.8. Soit h ⊂ g un idéal de codimension k.

(1) Montrer que si k ∈ {1, 2} alors D(g) 6= g.

(2) Si h = z(g), montrer que dim(D(g)) ≤ k(k−1)
2 .

(3) En déduire qu’on ne peut pas avoir dim(z(g)) = dim(g)− 1.

Exercice 1.9. Pour toute partie S ⊂ g, on définit le centralisateur de S par

zg(S) = {x ∈ g | ∀y ∈ S, [x, y] = 0}.
(1) Montrer que zg(S) est une sous-algèbre de Lie de g.

(2) Montrer que si h est un idéal, zg(h) est un idéal de g.

(3) Si n ≥ 1 est un entier, déterminer zgln(k)(dn(k)).

Exercice 1.10. Pour toute sous-algèbre de Lie h ⊂ g, on définit son normali-
sateur par

Ng(h) = {x ∈ g | ∀y ∈ h, [x, y] ∈ h}.
(1) Montrer que h est un idéal si et seulement si Ng(h) = g.

(2) Montrer que Ng(h) est une sous-algèbre de Lie de g.

(3) Monter que h ⊂ Ng(h) et que h est un idéal de Ng(h).

(4) Montrer que zg(h) ⊂ Ng(h) et que zg(h) est un idéal de Ng(h).
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(5) Construire un morphisme injectif d’algèbres de Lie

Ng(h)/zg(h)→ gl(h).

(6) Si n ≥ 1 est un entier, déterminer Ngln(k)(u
+
n (k)).

Exercice 1.11. Soit x ∈ g. Montrer que le sous-espace vectoriel de g engendré
par les vecteurs propres de ad(x) est une sous-algèbre de Lie de g.

Exercice 1.12. Considérons l’algèbre de Lie Der(g) des dérivations de g (par
rapport à l’application bilinéaire [−,−]). Montrer que le sous-espace de Der(g)
formé des dérivations intérieures est un idéal de Der(g).

Exercice 1.13. Montrer que l’algèbre de Lie sl3(k) est simple ssi p 6= 3. Indi-
cation : si h ⊂ sl3(k) est un idéal, on pourra considérer les endomorphismes ad(h)|h
pour

h =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 et h =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

2. Chapitre 3

Exercice 2.1. Soit g une algèbre de Lie non abélienne de dimension 2. Détermi-
ner tous les automorphismes d’algèbre de Lie de g.

Exercice 2.2. Soit g une algèbre de Lie de dimension m ≥ 4 telle que
dim(D(g)) = 1 et D(g) 6⊂ z(g). Montrer que g est isomorphe au produit d’une
algèbre de Lie abélienne de dimension m− 2 et d’une algèbre de Lie non-abélienne
de dimension 2.

Exercice 2.3. Montrer que, sur le corps k = R, il existe, à isomorphisme près,
exactement 2 algèbres de Lie g de dimension 3 telles que D(g) = g : l’algèbre de
Lie sl2(R) et l’algèbre de Lie R3 munie du produit vectorielx1

x2

x3

 ∧
y1

y2

y3

 =

x2y3 − x3y2

x3y1 − x1y3

x1y2 − x2y1

 .

Exercice 2.4. Soit g l’algèbre de Lie de Heisenberg sur k, c’est-à-dire l’algèbre
de Lie de dimension 3, et de base (x, y, z) qui vérifie

[x, y] = z, [x, z] = [y, z] = 0.

Montrer que l’algèbre de Lie Der(g) des dérivations de g (pour l’application bi-
linéaire [−,−]) est de dimension 6, et que son quotient par l’idéal des dérivations
intérieures est isomorphe à gl2(k).

Exercice 2.5. (1) Soient h et i des algèbres de Lie, et soit θ : h → Der(i)
un morphisme d’algèbres de Lie. Montrer que si on pose g = h× i et qu’on
munit cet espace vectoriel du crochet

[(h1, i1), (h2, i2)] = ([h1, h2], [i1, i2] + θ(h1)(i2)− θ(h2)(i1))

pour h1, h2 ∈ h et i1, i2 ∈ i, alors g est une algèbre de Lie, h est une sous-
algèbre de Lie de g, et i est un idéal de g. (L’algèbre de Lie g est alors
appelée le produit semi-direct de h et i, et notée hn i.)
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(2) Réciproquement, soit g une algèbre de Lie, et soit i ⊂ g un idéal. On suppose
qu’il existe une sous-algèbre de Lie h ⊂ g telle que g = h⊕ i (comme espaces
vectoriels). Montrer que l’application

θ :

{
h → Der(i)
x 7→ ad(x)|i

est un morphisme d’algèbres de Lie, et que g est isomorphe à l’algèbre de
Lie hn i.

Exercice 2.6. Déterminer, à isomorphisme près, toutes les algèbres de Lie g
telles que dim(D(g)) = 1.

Exercice 2.7. On suppose que k = C. Déterminer à quelles algèbres de Lie
apparaissant dans la classification (en dimension 3) sont isomorphes les algèbres de
Lie suivantes :

(1) l’algèbre de Lie engendrée (comme espace vectoriel) par les matricesλ 0 0
0 µ 0
0 0 ν

 ,

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 0 1
0 0 0


(où λ, µ, ν ∈ C sont fixés) ;

(2) la sous-algèbre de Lie de gl4(C) formée des matrices de la forme
0 ∗ ∗ 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

(3) la sous-algèbre de Lie de gl4(C) formée des matrices de la forme
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

3. Chapitre 4

Exercice 3.1. Soit g une algèbre de Lie.

(1) Montrer que si h ⊂ g est un sous-espace vectoriel de g, alors

D(g) ⊂ h⇔ (h est un idéal et g/h est une algèbre de Lie abélienne).

(2) Montrer que g est résoluble ssi il existe une famille h0, · · · , hr de sous-
algèbres de Lie de g telle que

g = h0 ⊃ h1 ⊃ · · · ⊃ hr−1 ⊃ hr = {0},
chaque hi+1 est un idéal de hi, et chaque quotient hi/hi+1 est une algèbre
de Lie abélienne.

Exercice 3.2. Montrer que si g est une algèbre de Lie nilpotente, alors z(g) 6=
{0}. Montrer que cette implication n’est pas vraie pour les algèbres de Lie résolubles.

Exercice 3.3. Soit g une algèbre de Lie. Montrer que g est résoluble (resp. nil-
potente) ssi la sous-algèbre de Lie ad(g) ⊂ gl(g) est résoluble (resp. nilpotente).
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Exercice 3.4. Soit g une algèbre de Lie. Montrer que la somme de deux idéaux
nilpotents de g est un idéal nilpotent. En déduire que si g est de dimension finie,
elle possède un unique idéal nilpotent maximal.

Exercice 3.5. Soit g une algèbre de Lie nilpotente de dimension finie, et soit
i ⊂ g un idéal non nul. Montrer que i∩z(g) 6= {0}. (Indication : on pourra considérer
l’action de g sur i induite par l’action adjointe.)

Exercice 3.6. Soit g une algèbre de Lie nilpotente de dimension finie, et soit
h ⊂ g une sous-algèbre de Lie propre. Montrer que l’inclusion h ⊂ Ng(h) est stricte.

Exercice 3.7. Le but de cet exercice est de démontrer que toute algèbre de
Lie nilpotente admet une dérivation (pour [−,−]) qui n’est pas intérieure. Soit donc
g une algèbre de Lie nilpotente.

(1) Montrer qu’il existe un idéal i ⊂ g de codimension 1. (Dans la suite de
l’exercice, on fixe un tel idéal.)

(2) Montrer que zg(i) 6= {0}.
(3) On fixe x ∈ g tel que g = i ⊕ k · x, et on note n ∈ N l’entier maximal tel

que zg(i) ⊂ C n(g). Soit alors z ∈ zg(i) r C n+1(g). Montrer que l’unique
application linéaire D : g→ g qui est nulle sur i et qui vérifie D(x) = z est
une dérivation de g, et qu’elle n’est pas une dérivation intérieure.

Exercice 3.8. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie, et soit i ⊂ g un
idéal tel que g/i est nilpotente et que ad(x)|i est un endomorphisme nilpotent de i
pour tout x ∈ g. Montrer que g est nilpotente.

Exercice 3.9. On suppose que k est algébriquement clos. Montrer qu’une
algèbre de Lie g sur k est nilpotente ssi toute sous-algèbre de Lie de g de dimension
2 est abélienne.

Exercice 3.10. Supposons que p > 0, et considérons les matrices suivantes
dans glp(k) :

x =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0

 , y =


0 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · p− 2 0
0 0 · · · 0 p− 1

 .

Montrer que le sous-espace vectoriel de glp(k) engendré par x et y est une sous-
algèbre de Lie résoluble, mais que x et y n’ont aucun vecteur propre commun (de
sorte que l’énoncé du théorème de Lie est faux dans ce cas).

Exercice 3.11. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Montrer qu’une k-algèbre de Lie g de dimension finie est résoluble ssi D(g) est
nilpotente.

Exercice 3.12. Soit g une algèbre de Lie. Montrer que Rad(g) est inclus dans
toute sous-algèbre de Lie résoluble maximale de g.

Exercice 3.13. Soit g une algèbre de Lie. Montrer que g est semi-simple ssi
elle ne possède aucun idéal abélien non nul.
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Exercice 3.14. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0.

Soit n ≥ 1. Montrer que si g ⊂ gln(k) (resp. g ⊂ sln(k)) est une sous-algèbre
de Lie, alors g est résoluble ssi il existe g ∈ GLn(k) tel que g ⊂ g · b+

n · g−1

(resp. g ⊂ g · (b+
n ∩ sln(k)) · g−1).

En déduire que les sous-algèbres de Lie résolubles maximales de gln(k) (resp. de
sln(k)) sont exactement les sous-algèbres de la forme g · b+

n · g−1 (resp. g · (b+
n ∩

sln(k)) · g−1) avec g ∈ GLn(k).

Exercice 3.15. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Montrer que

Rad(gln(k)) = k · In, Rad(sln(k)) = {0}.
(On pourra utiliser les exercices 3.12 et 3.14.)

Exercice 3.16. On suppose que k est algébriquement clos, de caractéristique
0. Montrer que si V est un k-espace vectoriel de dimension finie et si g ⊂ gl(V ) est
une sous-algèbre de Lie résoluble, alors Tr(xy) = 0 pour tous x ∈ D(g) et y ∈ g.

(La réciproque de cette propriété est vraie également, mais beaucoup plus dif-
ficile ; elle s’appelle le critère de Cartan, et sera vue ultérieurement.)

4. Chapitre 5

Exercice 4.1. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie et i ⊂ g un idéal.
Montrer que

i · U(g) := {x · u, x ∈ i, u ∈ U(g)}
est un idéal bilatère, et qu’il existe un isomorphisme naturel d’algèbres

U(g)/(i · U(g)) ∼= U(g/i).

(On donnera 2 preuves de cet isomorphisme : une utilisant le théorème de Poincaré–
Birkhoff–Witt, et l’autre utilisant la propriété universelle de l’algèbre enveloppante.)

Exercice 4.2. Soit X un ensemble fini, et soit V l’espace vectoriel dont une
base est formée par les symboles {ex, x ∈ X}. Considérons l’algèbre tensorielle
T (V ), et soit gX le sous-espace vectoriel de T (V ) engendré par tous les vecteurs
qui peuvent s’écrire comme des commutateurs successifs d’éléments de V ⊂ T (V ).

(1) Montrer que gX est une sous-algèbre de Lie de T (V ). (Cette algèbre de Lie
est appelée l’algèbre de Lie libre associée à X.)

(2) Montrer que gX possède la “propriété universelle” suivante : pour toute
algèbre de Lie h de dimension finie et toute application ϕ : X → h, il existe
un unique morphisme d’algèbres de Lie ψ : gX → h tel que ψ(ex) = ϕ(x)
pour tout x ∈ X.

(3) Montrer qu’il existe un isomorphisme naturel d’algèbres U(gX)
∼−→ T (V ).

(Indication : on pourra comparer les propriétés universelles des algèbres
U(gX) et T (V ).)

(4) Décrire l’algèbre gX dans le cas où X n’a qu’un élément.

Exercice 4.3. Si A est un anneau, on définit l’anneau Aop dont le groupe
abélien sous-jacent est (A,+), et dont la multiplication est donnée par µop(a, b) :=
b · a pour a, b ∈ Aop = A.



4. CHAPITRE 5 159

Montrer que, si g est une algèbre de Lie de dimension finie, il existe un isomor-
phisme d’anneaux U(g)

∼−→ U(g)op. (Indication : on pourra considérer l’endomor-
phisme de g donné par x 7→ −x.)

Exercice 4.4. On rappelle que si A est un anneau, un diviseur de 0 de A est
un élément a ∈ Ar {0} tel qu’il existe b ∈ Ar {0} tel que a · b = 0 ou b · a = 0.

Montrer que si g est une algèbre de Lie de dimension finie, l’anneau U(g) est
intègre, c’est-à-dire n’a pas de diviseur de 0. (Indication : on pourra commencer
par vérifier que grU(g) n’a pas de diviseur de 0.)

Exercice 4.5. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Pour x ∈ g, on
définit l’endomorphisme ad(x) de U(g) par

ad(x)(y) = x · y − y · x

pour tout y ∈ U(g).

(1) Montrer que, pour tout x ∈ g, ad(x) stabilise le sous-espace vectoriel g ⊂
U(g), et que sa restriction à ce sous-espace est l’endomorphisme de g noté
habituellement ad(x).

(2) Montrer que ad : g → gl(U(g)) définit une représentation de g sur l’espace
vectoriel U(g).

(3) Montrer que si x, x1, · · · , xm sont des éléments de g, alors

ad(x)(x1 · · ·xm) =

m∑
i=1

x1 · · ·xi−1 · ad(x)(xi) · xi+1 · · ·xm.

(4) Montrer que pour tout x ∈ g et tout y ∈ U(g), il existe un sous-espace
vectoriel V ⊂ U(g) de dimension finie contenant y et stable par ad(x).

Exercice 4.6. On rappelle qu’un anneau A est dit noethérien à gauche si
tout idéal à gauche de A est de type fini (c’est-à-dire engendré, comme A-module à
gauche, par un nombre fini d’éléments). On rappelle également que pour tout entier
r ≥ 1, l’anneau k[X1, · · · , Xr] est noethérien à gauche.

Le but de cet exercice est de montrer que, si g est une algèbre de Lie de
dimension finie 1, U(g) est un anneau noethérien à gauche.

(1) Soit A =
⊕

n≥0A
n un anneau gradué. Un idéal à gauche I est dit gradué si

I =
⊕

n≥0(An ∩ I). Montrer que si A est noethérien à gauche et si I est un
idéal à gauche gradué, alors I est engendré par un nombre fini d’éléments
homogènes (c’est-à-dire des éléments qui appartiennent à des sous-espaces
An).

(2) Soit A un anneau filtré tel que grA est noethérien à gauche. Montrer que A
est noethérien à gauche.

(3) Montrer que, si V est un espace vectoriel de dimension finie, l’anneau S(V )
est noethérien à gauche.

(4) En déduire que, si g est une algèbre de Lie de dimension finie, U(g) est un
anneau noethérien à gauche.

1. Notons que dans cet exercice, contrairement aux autres, cette hypothèse est essentielle.
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5. Chapitre 6

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0.

Exercice 5.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soient x, y des
endomorphismes de V qui commutent. Montrer que

(x+ y)s = xs + ys et (x+ y)n = xn + yn.

Montrer que ceci n’est pas vrai en général si x et y ne commutent pas.

Exercice 5.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, soit x un endo-
morphisme de V , et soit W ⊂ V un sous-espace vectoriel stable par x, de sorte
qu’on peut considérer la restriction x|W comme un endomorphisme de W . Montrer
que xs et xn stabilisent W , et que la décomposition de Jordan de x|W est

x|W = (xs)|W + (xn)|W .

Exercice 5.3. Montrer que l’algèbre de Lie b+(k) est résoluble en utilisant le
critère de Cartan.

Exercice 5.4. (1) Calculer explicitement la forme de Killing des algèbres
de Lie de dimension 1, 2 ou 3. Vérifier les critères de résolubilité et de
semi-simplicité sur ces exemples.

(2) Montrer que pour g = sln(C), on a

κ(x, y) = 2n · Tr(xy)

pour tous x, y ∈ sln(C). (Indication : on pourra montrer qu’il suffit de
vérifier cette formule quand x est une matrice diagonale, puis la vérifier
explicitement dans ce cas.)

(3) En déduire une formule pour la forme de Killing de gln(C).

Exercice 5.5. Montrer que la forme de Killing d’une algèbre de Lie nilpotente
de dimension finie est nulle.

Exercice 5.6. Soit g une algèbre de Lie simple, et soit β : g×g→ k une forme
bilinéaire qui vérifie

β(x, [y, z]) = β([x, y], z) pour tous x, y, z ∈ g.

Montrer qu’il existe λ ∈ k tel que β = λ · κ. En déduire que β est symétrique.
Indication : on pourra montrer que le morphisme g → g∗ envoyant x sur la

forme linéaire y 7→ β(x, y) est un morphisme de g-modules (où g agit sur g∗ via la
représentation duale de la représentation adjointe). Puis on pourra vérifier que si
V et W sont des représentations simples d’une algèbre de Lie h, l’espace vectoriel
des morphismes de h-représentations de V vers W est de dimension au plus un.

Exercice 5.7. Soit g une algèbre de Lie semi-simple, et soit g = i1 ⊕ · · · ⊕
ik sa décomposition en idéaux simples. Soit x ∈ g, et soit x = x1 + · · · + xk
sa décomposition selon cette somme directe. Montrer que si x = xs + xn est la
décomposition de Jordan de x dans g, on a

xs = (x1)s + · · ·+ (xk)s et xn = (x1)n + · · ·+ (xk)n

où, pour tout j, xj = (xj)s + (xj)n est la décomposition de Jordan de xj dans ij .
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Exercice 5.8. Soient g et h des algèbres de Lie semi-simples, et soit ϕ : g→ h
un morphisme d’algèbres de Lie surjectif. Montrer que si x ∈ g on a

ϕ(x)s = ϕ(xs) et ϕ(x)n = ϕ(xn).

Indication : on pourra soit utiliser l’exercice 5.7, soit raisonner directement à
partir de la définition de la décomposition de Jordan dans g et h.

6. Chapitre 7

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et g est une algèbre de Lie de dimension finie sur k.

Exercice 6.1. Soit V une représentation de dimension finie de g. Montrer
que V est simple (respectivement semi-simple) ssi V ∗ est simple (respectivement
semi-simple).

Exercice 6.2. Soit V une représentation de g, soitW ⊂ V une sous-représenta-
tion, et soit i : W → V l’inclusion naturelle. Montrer qu’il existe une sous-
représentation W ′ ⊂ W telle que V = W ⊕ W ′ ssi il existe un morphisme de
représentations p : V →W tel que p ◦ i = idW .

Exercice 6.3. Calculer explicitement l’élément de Casimir associé à la repré-
sentation naturelle de sl2(k) sur k2, puis à sa représentation adjointe.

Exercice 6.4. Montrer que g est réductive ssi la représentation (g, ad) de g
est semi-simple.

Exercice 6.5. Supposons que g est réductive.

(1) Montrer qu’on a g = z(g) ⊕ D(g), et que l’algèbre de Lie D(g) est semi-
simple. (Indication : on pourra considérer g comme une représentation de
l’algèbre de Lie semi-simple g/z(g) via ad, et considérer un supplémentaire
stable de z(g).)

(2) Montrer qu’une représentation de dimension finie (V, %) de g est semi-simple
ssi pour tout x ∈ z(g) l’endomorphisme %(x) de V est diagonalisable. (Indi-
cation : on pourra utiliser le lemme de Schur.)

Exercice 6.6. Supposons que g est semi-simple, et soit h ⊂ g une sous-algèbre
de Lie qui est également semi-simple. Montrer que si x ∈ h, alors les décompositions
de Jordan de x dans h et dans g cöıncident.

Exercice 6.7. Redémontrer le fait que, si g est semi-simple, alors toute dériva-
tion de g est intérieure, en utilisant le théorème de Weyl. Plus précisément, étant
donné δ ∈ Der(g), on pourra définir une structure de représentation de g sur l’es-
pace vectoriel g ⊕ k en posant x · (y, a) = (aδ(x) + [x, y], 0), puis considérer un
supplémentaire de la sous-représentation g⊕ {0}.

Exercice 6.8. Si V est une représentation de dimension finie de sl2(k), on
rappelle qu’on a

V =
⊕
m∈Z

Vm où Vm = {v ∈ V | h · v = mv}.

Le caractère de V est alors défini par

ch(V ) =
∑
m∈Z

dim(Vm) ·Xm ∈ Z[X,X−1].
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(1) Montrer que si V et W sont deux représentations de dimension finie de
sl2(k), on a

ch(V ⊗W ) = ch(V ) · ch(W ).

(2) Si on note V (m) la représentation simple de sl2(k) de plus haut poidsm ∈ N,
montrer que

ch(V (m)) =

m∑
i=0

Xm−2i.

(3) Montrer que les vecteurs ch(V (m)) (pour m ∈ N) sont linéairement indé-
pendants dans le Z-module Z[X,X−1].

(4) En déduire que si V et W sont deux représentations de dimension finie de
sl2(k), alors V et W sont isomorphes ssi ch(V ) = ch(W ).

(5) Montrer que si m,n ∈ N et si m ≤ n, alors

V (n)⊗ V (m) ∼=
m⊕
i=0

V (m+ n− 2i)

Exercice 6.9. (1) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et h ⊂
gl(V ) une sous-algèbre de Lie semi-simple. Si x ∈ h est un élément qui est
nilpotent comme endomorphisme de V , on peut considérer

exp(x) =
∑
n≥0

xn

n!
∈ End(V )

(puisque cette somme est en fait finie). De même, ad(x) ∈ gl(h) est nilpotent,
donc on peut considérer exp(ad(x)) ∈ End(h). Montrer que pour tout y ∈ h
on a

exp(x) ◦ y ◦ exp(−x) = (exp(ad(x)))(y).

(Indication : on pourra décomposer ad(x) = λx − ρx dans End(gl(V )), où
λx, resp. ρx, est la multplication à gauche, resp. à droite, par x.)

(2) Supposons maintenant que g est semi-simple, et soit (V, %) une représenta-
tion de dimension finie de g. Montrer que si x ∈ g est nilpotent, alors pour
tout y ∈ g on a

exp(%(x)) ◦ %(y) ◦ exp(−%(x)) = %
(
exp(ad(x))(y)

)
.

(3) Supposons que g = sl2(k), et soit (e, h, f) sa base usuelle. Montrer que(
exp(ad(e)) ◦ exp(ad(−f)) ◦ exp(ad(e))

)
(h) = −h.

(4) Soit (V, %) une représentation de dimension finie de sl2(k). Montrer que

τ := exp(%(e)) ◦ exp(%(−f)) ◦ exp(%(e))

est un endomorphisme inversible de V , qui vérifie

τ(Vm) = V−m

pour tout m ∈ Z. (Indication : on pourra considérer τ ◦ %(h) ◦ τ−1.)
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Exercice 6.10. (1) Soit λ ∈ k. On considère un k-espace vectoriel M(λ)
de base (vi, i ∈ N). On définit des applications linéaires

E,H,F : M(λ)→M(λ)

en posant

E(vi) =

{
0 si i = 0 ;

(λ− i+ 1)vi−1 si i > 0,
H(vi) = (λ− 2i)vi, F (vi) = (i+ 1)vi+1.

Montrer que l’application linéaire % : sl2(k)→ gl(M(λ)) définie par

%(e) = E, %(h) = H, %(f) = F

définit sur M(λ) une structure de représentation (de dimension infinie) de
sl2(k).

(2) Montrer que si λ /∈ N, alors M(λ) est une représentation simple.

(3) Montrer que si λ ∈ N, alors il existe un morphisme de représentations non
nul ϕ : M(−λ − 2) → M(λ), et que ce morphisme est injectif. Montrer
qu’il existe un isomorphisme M(λ)/Im(ϕ) ∼= V (λ), et que la représentation
M(λ) n’est pas isomorphe à la somme directe V (λ)⊕M(−λ− 2).

Exercice 6.11. Soit ι : sl2(k)→ sl3(k) l’inclusion naturelle, définie par

ι

(
a b
c −a

)
=

a b 0
c −a 0
0 0 0

 .

Décomposer la représentation (sl3(k), ad◦ι) de sl2(k) en somme directe de représen-
tations simples.

7. Chapitre 8

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et g est une algèbre de Lie de dimension finie sur k.

Exercice 7.1. Dans cet exercice on suppose que g = sln(k) pour un n ∈
Nr {0, 1}. On note t ⊂ g la sous-algèbre de Lie formée des matrices diagonales (de
trace nulle).

(1) Montrer que les sous-algèbres de Lie torales maximales sont exactement les
sous-algèbres de la forme gtg−1 avec g ∈ GLn(k).

(2) Montrer que l’ensemble Φ des racines de g (par rapport à t) est l’ensemble
des formes linéaires χi,j : t→ k définies par

χi,j(M) = Mi,i −Mj,j

pour i, j ∈ {1, · · · , n} avec i 6= j.

(3) Pour chaque α ∈ Φ, décrire le sous-espace gα correspondant.

(4) Pour chaque racine α ∈ Φ, déterminer explicitement tα et hα.

(5) Calculer β(hα) pour tout couple α, β ∈ Φ.

Exercice 7.2. Dans cet exercice on suppose que g = sp2n(k). (On rappelle que
cette algèbre de Lie est semi-simple.) On note t ⊂ g la sous-algèbre de Lie formée
des matrices diagonales. Montrer que t est une sous-algèbre de Lie torale maximale,
et déterminer l’ensemble des racines Φ correspondant.
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Exercice 7.3. (1) Montrer que si g est une algèbre de Lie semi-simple non
simple, il existe une sous-algèbre de Lie torale maximale h ⊂ g telle que le
système de racines correspondant Φ admet une décomposition Φ = Φ1 tΦ2

avec Φ1 6= ∅, Φ2 6= ∅, et β(hα) = 0 pour tous α ∈ Φ1 et β ∈ Φ2.

(2) En utilisant les résultats de l’exercice 7.1, en déduire que l’algèbre de Lie
sln(k) est simple si n ≥ 2.

Exercice 7.4. Soit g une algèbre de Lie semi-simple, et soit h ⊂ g une sous-
algèbre torale maximale. Montrer que si x ∈ g est tel que [x, h] ⊂ h, alors x ∈ h.
(En d’autres termes, le normalisateur de h est h elle-même.)

Exercice 7.5. Soit g une algèbre de Lie semi-simple de dimension 3. Montrer
que si h ⊂ g est une sous-algèbre de Lie torale maximale, alors le système de
racines Φ correspondant est de cardinal 2. En déduire qu’il existe un isomorphisme
d’algèbres de Lie g ∼= sl2(k).

Exercice 7.6. Montrer que si g est une algèbre de Lie semi-simple, h ⊂ g est
une sous-algèbre de Lie torale maximale, et Φ est le système de racines correspon-
dant, alors

dim(g) = dim(h) + #Φ, #Φ est pair, et
#Φ

2
≥ dim(h).

En déduire qu’il n’existe pas d’algèbres de Lie semi-simples de dimension 4, 5 ou 7.

Exercice 7.7. Soit g une algèbre de Lie semi-simple, et h ⊂ g une sous-algèbre
de Lie torale maximale. Montrer que si x ∈ h, alors

zg(x) := {y ∈ g | [x, y] = 0}

est une algèbre de Lie réductive.
En déduire que pour tout élément semi-simple x ∈ g, l’algèbre de Lie zg(x) est

réductive.

Exercice 7.8. Soit g une algèbre de Lie semi-simple, h ⊂ g une sous-algèbre
de Lie torale maximale, et Φ le système de racines correspondant. Montrer que si
pour tout α ∈ Φ et tout β ∈ Φ r {α,−α} on a β(hα) = 0, alors g est isomorphe à
un produit de copies de sl2(k).

8. Chapitre 9

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0.

Exercice 8.1. (1) Montrer que, à isomorphisme près, les seuls systèmes
de racines dans un espace euclidien de dimension 2 sont les systèmes de
type A1 ×A1, A2, B2 et G2.

(2) Montrer que ces systèmes de racines sont deux à deux non isomorphes.

(3) Pour chaque système de racine Φ considéré ci-dessus, montrer que Φ∨ est
isomorphe à Φ. (Notons que cette propriété n’est pas vraie en général pour
un système de racines quelconque.)

Exercice 8.2. Montrer le groupe de Weyl du système de racines de type A1

est Z/2Z.
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Montrer que le groupe de Weyl du système de racines de type A1 ×A1, res-
pectivement A2, respectivement B2, respectivement G2, est isomorphe à Z/2Z,
respectivement à S3, respectivement au groupe dihédral d’ordre 8, respectivement
au groupe dihédral d’ordre 12.

Exercice 8.3. (1) On considère l’algèbre de Lie g = sl2(k), et sa sous-
algèbre torale maximale h formée des matrices diagonales. Montrer que le
système de racines associé est isomorphe au système de type A1.

(2) On considère l’algèbre de Lie g = sl3(k), et sa sous-algèbre torale maximale
h formée des matrices diagonales. Montrer que le système de racines associé
est isomorphe au système de type A2.

(3) On considère l’algèbre de Lie g = sp4(k), et sa sous-algèbre torale maximale
h formée des matrices diagonales. Montrer que le système de racines associé
est isomorphe au système de type B2.

(4) On considère l’algèbre de Lie g = sln(k), et sa sous-algèbre torale maximale
h formée des matrices diagonales. Montrer que le groupe de Weyl du système
de racines associé est isomorphe au groupe symétrique Sn.

Exercice 8.4. On reprend les notations de l’exercice 7.1.

(1) Montrer que les formes linéaires χi+1,i (avec i ∈ {1, · · · , n−1}) forment une
base du système de racines Φ. Déterminer les racines positives et négatives
associées, et les exprimer comme combinaisons linéaires de racines simples.

(2) On rappelle que le groupe de Weyl de Φ est canoniquement isomorphe à
Sn (voir l’exercice 8.3). Pour le choix de base considéré dans la question
précédente, déterminer les images dans Sn des réflexions simples.

(3) Déterminer les réseaux P et Q, et montrer que P/Q ∼= Z/nZ.

Exercice 8.5. Soit Φ un système de racines dans un espace euclidien E, et
soient α, β deux racines non colinéaires. On note r, respectivement q, le plus grand
entier tel que β − rα est dans Φ, respectivement tel que β + qα est dans Φ.

(1) Montrer que les éléments de Φ de la forme β+iα avec i ∈ Z sont exactement
les vecteurs β + iα avec i ∈ {−r,−r + 1, · · · , q − 1, q}.

(2) Montrer que r − q = 〈α∨, β〉.
(3) Montrer qu’il existe au plus 4 éléments de Φ de la forme β + iα.

(4) Calculer r et q explicitement pour tous les couples de racines non colinéaires
dans le système de racines de type G2.

Exercice 8.6. Soit g une algèbre de Lie semi-simple, soit h ⊂ g une sous-
algèbre torale maximale, et soit Φ le système de racines associé. Montrer que pour
tous α, β ∈ Φ on a

〈α∨, β〉 = β(hα).

Exercice 8.7. Dans chaque système de racines de rang 2, déterminer les
chambres de Weyl, les bases, et la bijection entre chambres de Weyl et bases.

Exercice 8.8. Soit Φ un système de racines dans un espace euclidien E, soit
W son groupe de Weyl, et soit ∆ une base de Φ. Soit ` la fonction de longueur sur
W associée au choix de ∆.
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(1) Montrer que si w ∈W et α ∈ ∆, on a

`(wsα) =

{
`(w) + 1 si w(α) � 0 ;

`(w)− 1 si w(α) ≺ 0.

(2) Montrer que pour tout w ∈W on a `(w) = `(w−1).

(3) Montrer que si `(wsα) = `(w)− 1 pour tout α ∈ ∆, alors w(Φ+) = Φ−. En
déduire qu’il existe un unique élément de W qui vérifie cette propriété, et
qu’il est de longueur 1

2#Φ. Cet élément sera noté w0.

(4) Montrer que dans toute expression réduite de w0, toutes les réflexions sα
avec α ∈ ∆ doivent apparâıtre au moins une fois.

(5) Montrer que (w0)−1 = w0.

(6) Montrer que pour tout w ∈ W il existe v ∈ W tel que wv = w0 et `(w) +
`(v) = `(w0).

(7) Déterminer w0 explicitement dans tous les systèmes de racines de rang 2,
puis dans le cas considéré à l’exercice 7.1.

Exercice 8.9. Soit Φ un système de racines dans un espace euclidien E, et
soit W son groupe de Weyl. Montrer que si s est une réflexion orthogonale (par
rapport à un hyperplan de E) tel que s ∈ W , alors il existe β ∈ Φ telle que
s = sβ . (Indication : on pourra considérer le stabilisateur dans W des vecteurs
dans l’hyperplan de réflexion de s.)

Exercice 8.10. Soit Φ un système de racines dans un espace euclidien E.
Montrer que le groupe quotient P/Q est fini.

Exercice 8.11. Soit Φ un système de racines de rang 2, et considérons la base
(α, β) de Φ vue en cours. Calculer explicitement les poids fondamentaux correspon-
dants (en les exprimant sur la base {α, β} de E.) En déduire la structure du groupe
P/Q dans chaque cas.

9. Chapitre 10

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et on fixe une algèbre de Lie semi-simple g sur k. On fixe également une sous-
algèbre de Lie torale maximale h ⊂ g, et on note Φ le système de racines associé.
Enfin, on choisit une base ∆ de Φ.

Exercice 9.1. Montrer que la sous-algèbre de Borel b est une sous-algèbre de
Lie résoluble maximale dans g.

Exercice 9.2. Montrer que g est engendrée, comme algèbre de Lie, par les
sous-espaces vectoriels gα avec α ∈ ∆ ∪ (−∆).

Exercice 9.3. On suppose que g = sln(k), et on choisit pour sous-algèbre
torale maximale h la sous-algèbre notée t dans l’exercice 7.1, et pour base ∆ de Φ
la base considérée dans l’exercice 8.4.

(1) Déterminer b, n+ et n− explicitement.

(2) On considère la représentation naturelle de sln(k) sur kn. Déterminer les
poids de cette représentation, et son plus haut poids.
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Exercice 9.4. On considère λ ∈ P+, et un vecteur maximal v ∈ L(λ)λ. On
fixe également, pour chaque α ∈ Φ+, un élément yα ∈ g−α r {0}.

On note J(λ) le noyau du morphisme

ϕ :

{
U(g) → L(λ)
x 7→ x · v

et J ′(λ) l’idéal à gauche de U(g) engendré par les éléments y
〈λ,hα〉+1
α pour α ∈ ∆.

Le but de cet exercice est de montrer que J(λ) = J ′(λ).

(1) Montrer que J ′(λ) ⊂ J(λ), et en déduire que ϕ se factorise via un morphisme
de représentations surjectif L′(λ)→ L(λ), où L′(λ) := U(g)/J ′(λ).

(2) Soit A une k-algèbre associative, et soient y, z ∈ A. Montrer que pour tout
k ∈ N on a

[yk, z] =
k∑
j=1

(
k

j

)
ad(y)j(z) · yk−j .

(3) En utilisant l’exercice 8.5, montrer que si α, β ∈ Φ+, alors ad(yα)4(yβ) = 0.

(4) Fixons α ∈ ∆. Montrer par récurrence sur j que pour tous α1, · · · , αj ∈ Φ+

(non nécessairement distincts), il existe N ∈ N tel que

yNα · (yα1
· · · yαj + J ′(λ)) = 0

dans L′(λ).

(5) Montrer que tout vecteur de L′(λ) appartient à une sous-Tα-représentation
de L′(λ) de dimension finie.

(6) En déduire que L′(λ) est de dimension finie. (Indication : on pourra copier
la fin de la preuve du fait que L(λ) est de dimension finie.)

(7) Conclure.

Exercice 9.5. Soient λ ∈ h∗ et α ∈ ∆, et supposons que 〈λ, hα〉 ∈ N. Montrer

que y
〈λ,hα〉+1
α · vλ est un vecteur maximal dans M(λ).

Exercice 9.6. On suppose que g = sl2(k), et on note

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
.

On choisit h = k ·h, et ∆ de sorte que n+ = k · e. On identifie P à Z via λ 7→ 〈λ, h〉.
Montrer que pour λ ∈ Z le module de Verma M(λ) s’identifie à la représentation
M(λ) considérée dans l’exercice 6.10.

Exercice 9.7. (1) Soit λ ∈ P+. Montrer que si w ∈ W et si on considère
la base de Φ formée des vecteurs {w(α) : α ∈ ∆}, le plus haut poids de L(λ)
par rapport à ce choix de base est w(λ).

(2) Montrer que si λ ∈ P+ on a L(λ)∗ ∼= L(−w0(λ)), où w0 ∈ W est comme
dans l’exercice 8.8.

(3) Montrer que si λ, µ ∈ P+ alors il existe une représentation V de g et un
isomorphisme de représentations L(λ)⊗ L(µ) ∼= L(λ+ µ)⊕ V .

Exercice 9.8. (1) Soit V une représentation de g, et soit λ ∈ h∗. Montrer
qu’il existe un morphisme de représentations non nul M(λ) → V ssi V
possède un vecteur maximal de poids λ.
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(2) Montrer que si λ, µ ∈ h∗, tout morphisme de représentations non nul de
M(λ) vers M(µ) est injectif.

Exercice 9.9. Montrer que pour tout d ≥ 0, g ne possède qu’un nombre fini de
classes d’isomorphisme de représentations de dimension ≤ d. (Indication : on pourra
remarquer que si λ ∈ P+ et α ∈ ∆, L(λ) possède une sous-Sα-représentation de
dimension 〈λ, hα〉+ 1.)

Exercice 9.10. Soit λ ∈ h∗, et fixons un vecteur non nul v ∈ L(λ)λ. On fixe
également une énumération (β1, · · · , βn) des racines dans Φ+ et, pour tout i, un
vecteur non nul xi ∈ gβi .

(1) Montrer que si µ � λ et si u ∈ L(λ)µ r {0}, il existe des entiers ki ≥ 0

(i ∈ {1, · · · , n}) tels que λ − µ =
∑n
i=1 ki · βi et que xk11 · · ·xknn · u est un

multiple non nul de v. (Indication : on pourra appliquer le théorème d’Engel
à l’action de n+ sur U(n+) · u.)

(2) Pour tout µ � λ, on note Y (λ, µ) le sous-espace vectoriel de M(λ)µ formé
des vecteurs u tels que pour toutes les familles d’entiers positifs ou nuls
(k1, · · · , kn) telles que λ− µ =

∑n
i=1 ki · βi on a xk11 · · ·xknn · u = 0. Montrer

que

Y (λ) :=
⊕
µ�λ

Y (λ, µ)

est l’unique sous-représentation propre maximale de M(λ).

10. Chapitre 11

Dans tous les exercices, k est supposé algébriquement clos et de caractéristique
0, et on fixe une algèbre de Lie semi-simple g sur k. On fixe également une sous-
algèbre de Lie torale maximale h ⊂ g, et on note Φ le système de racines associé.
Enfin, on choisit une base ∆ de Φ.

Exercice 10.1. Rappelons que le groupe de Weyl W agit sur Z[P ] par w ·eλ =
ew(λ). On note (Z[P ])W ⊂ Z[P ] le sous-ensemble formé des éléments invariants pour
cette action.

(1) Montrer que les éléments ch(L(λ)) (pour λ ∈ P+) forment une Z-base de
(Z[P ])W .

(2) Montrer que si x ∈ (Z[P ])W , alors les coefficients de x dans la base

(ch(L(λ)), λ ∈ P+)

appartiennent tous à N si et seulement si il existe une représentation V de
dimension finie de g telle que x = ch(V ). Montrer également que, dans ce
cas, V est unique à isomorphisme près.

(3) Montrer que pour tous λ1, · · · , λn dans P+, les coefficients du produit

ch(L(λ1)) · · · ch(L(λn))

dans la base (ch(L(λ)), λ ∈ P+) appartiennent à N.

(4) On considère l’involution d’anneaux x 7→ x de Z[P ] telle que eλ = e−λ.

Calculer, pour tout λ ∈ P+, ch(L(λ)).
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(5) Notons maintenant

(Z[P ])ε := {x ∈ Z[P ] | ∀w ∈W, w · x = (−1)`(w) · x}.
Montrer que l’application x 7→ Q · x induit un isomorphisme de Z-modules

(Z[P ])W
∼−→ (Z[P ])ε.

Indication : pour montrer la surjectivité, on pourra tout d’abord remarquer
que (Z[P ])ε est engendré (comme Z-module) par les éléments

Aλ :=
∑
w∈W

(−1)`(w)ew(λ) pour λ ∈ P+.

Puis on montrera que Aλ = 0 si λ ∈ P+ r (ρ+P+), et pour λ ∈ ρ+P+ on
utilisera la formule de Weyl.

Exercice 10.2. Écrire explicitement la formule de caractère de Weyl dans le
cas de l’algèbre de Lie sl2(k) (pour tous les plus haut poids possibles), et comparer
le résultat avec l’exercice 6.8.

Exercice 10.3. (1) On suppose que g = sl3(k), de sorte que Φ est de type
A2. On note ∆ = {α1, α2}, et on pose ω1 := ωα1 et ω2 = ωα2 . Montrer que
pour tous m1,m2 ∈ N on a

dim(L(m1 · ω1 +m2 · ω2)) =
(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 +m2 + 2)

2
.

(2) On suppose que Φ est de type B2. On note ∆ = {α1, α2}, avec (α1, α1) <
(α2, α2), et on pose ω1 := ωα1 et ω2 = ωα2 . Montrer que pour tous m1,m2 ∈
N on a

dim(L(m1 · ω1 +m2 · ω2)) =
(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 +m2 + 2)(m1 + 2m2 + 3)

3!
.

(3) On suppose que Φ est de type G2. On note ∆ = {α1, α2}, avec (α1, α1) <
(α2, α2), et on pose ω1 := ωα1

et ω2 = ωα2
. Montrer que pour tous m1,m2 ∈

N on a

dim(L(m1 · ω1 +m2 · ω2)) =

(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 +m2 + 2)(m1 + 2m2 + 3)(m1 + 3m2 + 4)(2m1 + 3m2 + 5)

5!
.





Annexe B

Examen du premier semestre

Problème. Le but de ce problème est de démontrer le théorème suivant.

Théorème (Théorème de Levi). Soit g une algèbre de Lie de dimension finie
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Alors il existe une sous-
algèbre de Lie s ⊂ g qui est semi-simple et telle que

g = s⊕ Rad(g)

(comme espaces vectoriels).

La démonstration utilisera le résultat suivant, qu’on admettra 1.

Théorème (Théorème de Weyl). Soit g une algèbre de Lie semi-simple sur
un corps k algébriquement clos de caractéristique 0. Soit V une représentation de
dimension finie de g, et soit W ⊂ V un sous-espace vectoriel stable par l’action de
g. Alors il existe un sous-espace vectoriel W ′ ⊂ V stable par l’action de g et tel que

V = W ⊕W ′.
Dans la suite du problème, on fixe un corps k algébriquement clos de caractéris-

tique 0, et une algèbre de Lie g de dimension finie sur k.

(1) On suppose dans cette question que z(g) = Rad(g) (c’est-à-dire que g est
réductive).

(a) Montrer que l’application{
g/z(g)× g → g

(x+ z(g), y) 7→ [x, y]

est bien définie, et définit une représentation de g/z(g) sur g.

(b) Montrer que le sous-espace vectoriel z(g) ⊂ g est stable par l’action de
g/z(g) définie ci-dessus.

(c) En utilisant le théorème de Weyl, en déduire le théorème de Levi dans
ce cas.

(2) On suppose dans cette question que Rad(g) 6= {0}, que z(g) 6= Rad(g), et
que Rad(g) ne contient aucun idéal de g différent de {0} et Rad(g).

(a) Montrer que z(g) = {0}.
(b) Montrer que [Rad(g),Rad(g)] = {0}.
(c) Montrer que l’application{

g× Endk(g) → Endk(g)
(x, f) 7→ ad(x) ◦ f − f ◦ ad(x)

définit une représentation de g sur Endk(g).

1. Voir le chapitre 7 pour une preuve de ce théorème.
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(d) Considérons le sous-espace vectoriel

M = {f ∈ Endk(g) | f(g) ⊂ Rad(g) et ∃λ ∈ k tel que f|Rad(g) = λ · idRad(g)}.

Montrer que M est stable par l’action de g.

(e) Montrer que l’application linéaire ϕ : M → k qui, à f ∈ M , associe
l’unique λ ∈ k tel que f|Rad(g) = λ · idRad(g), est un morphisme surjectif
de représentations (où k est muni de la représentation triviale, c’est-à-
dire telle que x · µ = 0 pour tous x ∈ g et µ ∈ k).

(f) On pose maintenant

P = {ad(y) : y ∈ Rad(g)} ⊂ Endk(g).

Montrer que P est stable par l’action de g sur Endk(g), et que P ⊂M .

(g) Montrer que si y ∈ Rad(g) et f ∈M , alors y · f = ad(−ϕ(f)y).

(h) En déduire que l’application{
g/Rad(g)×M/P → M/P

(x+ Rad(g), f + P ) 7→ (x · f) + P

est bien définie, et qu’elle définit une représentation de g/Rad(g) sur
M/P .

(i) Montrer qu’il existe f0 ∈ M tel que ϕ(f0) = 1 et tel que pour tout
x ∈ g on a x · f0 ∈ P . (Indication : on pourra vérifier que ϕ induit un
morphisme surjectif ϕ′ : M/P → k de représentations de g/Rad(g), où
g/Rad(g) agit trivialement sur k, et utiliser le théorème de Weyl.)

(j) On pose maintenant

s = {x ∈ g | x · f0 = 0}.

Montrer que s est une sous-algèbre de Lie de g.

(k) Montrer que g = s⊕ Rad(g).

(l) En déduire le théorème de Levi dans ce cas.

(3) Le but de cette question est de démontrer finalement le cas général du
théorème de Levi, par récurrence sur dim(Rad(g)).

(a) Démontrer le théorème de Levi dans le cas où dim(Rad(g)) = 0.

(b) On suppose maintenant que Rad(g) 6= {0}. Si Rad(g) ne contient aucun
idéal de g différent de {0} et Rad(g), le théorème de Levi est démontré
dans les questions (1) et (2). On suppose donc dans la suite de cette
question qu’il existe un idéal h ⊂ g tel que {0} ( h ( Rad(g). Montrer
(en utilisant l’hypothèse de récurrence) qu’il existe une sous-algèbre de
Lie t ⊂ g contenant h telle que t/h est semi-simple et telle que

g/h = t/h⊕ Rad(g)/h.

(c) Montrer que Rad(t) = h.

(d) En déduire le théorème de Levi pour g.

(4) Dans cette question, on pourra utiliser sans démonstration les faits suivants :
— Pour tout m ≥ 1, l’algèbre de Lie slm(k) est semi-simple.
— Si g et h sont des algèbres de Lie semi-simples, alors g×h est semi-simple.
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On fixe m,n ≥ 1, et on considère les sous-espaces vectoriels suivants de
glm+n(k) (où toutes les matrices sont découpées en blocs de taille m puis
n) :

g :=

{(
A B
0 C

)
: A ∈ glm(k), C ∈ gln(k), B ∈ Mm,n(k)

}
,

h :=

{(
A 0
0 C

)
: A ∈ slm(k), C ∈ sln(k)

}
,

k :=

{(
λ · Im B

0 µ · In

)
: λ ∈ k, µ ∈ k, B ∈ Mm,n(k)

}
.

(a) Montrer que g est une sous-algèbre de Lie de glm+n(k).

(b) Montrer que g = h⊕ k.

(c) Montrer que h est une sous-algèbre de Lie de g, et qu’elle est semi-simple.

(d) Montrer que k est un idéal de g, et qu’il est résoluble.

(e) En déduire que k = Rad(g).

Ces questions montrent que la décomposition g = h⊕k satisfait les conditions
du théorème de Levi (dans ce cas particulier).

Exercice 1. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit
n ≥ 1, et considérons la matrice S ∈M2n(k) définie par

S =

(
0 In
−In 0

)
.

On rappelle que l’algèbre de Lie symplectique est la sous-algèbre de Lie de gl2n(k)
définie par

sp2n(k) = {X ∈ gl2n(k) | SX = −tXS}.
(On ne demande pas de vérifier qu’il s’agit effectivement d’une sous-algèbre de Lie.)

(1) Soit X ∈ gl2n(k), et écrivons

X =

(
A B
C D

)
avec A,B,C,D ∈Mn(k). Montrer que X appartient à sp2n(k) ssi on a

tB = B, tC = C et tA = −D.

(2) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel de k2n qui est non nul et
stable par l’action de tout élément de sp2n(k) ⊂ gl2n(k), alors V = k2n.
(Indication : on pourra considérer les valeurs propres et espaces propres des
matrices diagonales qui appartiennent à sp2n(k).)

(3) En déduire que l’algèbre de Lie sp2n(k) est semi-simple.

Exercice 2. (1) Soit g une algèbre de Lie, V une représentation de g,
de morphisme associé ρ : g → gl(V ). Soit également W ⊂ V un sous-
espace vectoriel de V stable par l’action de tout élément de g. Si x ∈ g, en
restreignant ρ(x) à W on obtient un endomorphisme ρW (x) de W . Montrer
que l’application linéaire

ρW :

{
g → gl(W )
x 7→ ρW (x)

définit une représentation de g sur W .
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(2) Soit encore g une algèbre de Lie, V une représentation de g, de morphisme
associé ρ : g → gl(V ), et W ⊂ V un sous-espace vectoriel de W stable par
l’action de tout élément de g. Soit π : V → V/W la surjection canonique.
Montrer que pour tout x ∈ g il existe un unique endomorphisme ρV/W (x)
de V/W tel que

ρV/W (x) ◦ π = π ◦ ρ(x),

et que l’application linéaire

ρV/W :

{
g → gl(V/W )
x 7→ ρV/W (x)

définit une représentation de g sur V/W .

(3) Soit g une algèbre de Lie, et soit V une représentation de g de dimension
finie non nulle, de morphisme associé ρ : g → gl(V ). Montrer qu’il existe
des sous-espaces vectoriels

{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = V

stables par l’action de g et tels que pour tout i ∈ {1, · · · , n}, la représenta-
tion (ρVi)Vi/Vi−1

de g sur Vi/Vi−1 construite comme ci-dessus est une repré-
sentation simple.

(4) Soit g une algèbre de Lie, soit V une représentation simple de dimension
finie de g, de morphisme associé ρ : g→ gl(V ), et soit i ⊂ g un idéal tel que
ρ(x) est nilpotent pour tout x ∈ i. Montrer que ρ(x) = 0 pour tout x ∈ i.

(5) Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. En déduire une preuve (différen-
te de celle vue en cours) du fait que si i et j sont des idéaux nilpotents de g
alors i + j est un idéal nilpotent de g. (Indication : on pourra appliquer le
résultat de la question (3) à la représentation adjointe de g.)

Exercice 3. Dans cet exercice on utilise la notation ρW introduite dans l’exer-
cice 2. On utilisera également le résultat suivant.

Théorème (Théorème de Burnside). Soit k un corps algébriquement clos, soit
V un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit A une sous-algèbre de l’algèbre
associative Endk(V ). Supposons que les seuls sous-espaces vectoriels de V stables
par tous les éléments de A sont {0} et V . Alors A = Endk(V ).

(1) Soit g une algèbre de Lie, et soit V une représentation de g de dimen-
sion finie. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel W ⊂ V tel que la
représentation ρW est simple. (Indication : on pourra soit utiliser la ques-
tion (3) de l’exercice 2, soit raisonner directement par récurrence.)

(2) Supposons k algébriquement clos. Soient g et h deux algèbres de Lie sur
k, soit V une représentation de g de dimension finie, de morphisme associé
ρ : g → gl(V ), et soit W une représentation de h de dimension finie, de
morphisme associé σ : h → gl(W ). Il existe alors une unique structure de
représentation de g× h sur l’espace vectoriel V ⊗W telle que

(X,Y ) · v ⊗ w = ρ(X)(v)⊗ w + v ⊗ σ(Y )(w)

pour tous X ∈ g, Y ∈ h, v ∈ V et w ∈W . (On ne demande pas de vérifier ce
fait.) Montrer que si V et W sont des représentations simples, alors V ⊗W
est une représentation simple de g× h. (Indication : on pourra appliquer le
théorème de Burnside.)



B. EXAMEN DU PREMIER SEMESTRE 175

(3) On suppose encore k algébriquement clos, et on considère deux algèbres de
Lie g et h sur k. Soit également U une représentation simple de dimension
finie de g× h, de morphisme associé η : g× h→ gl(U).

(a) On considère U comme une représentation de g via le morphisme

ρ : g ∼= g× {0} ↪→ g× h
η−→ gl(U).

Soit V un sous-espace vectoriel de U stable par l’action de g et tel
que ρV est une représentation simple, et soit W ′ l’espace vectoriel des
morphismes de représentations de g de V vers U . Montrer qu’en posant

σ(Y )(f) :

{
V → U
v 7→ (0, Y ) · f(v)

pour Y ∈ h et f ∈W ′, on définit une représentation de h sur W ′.

(b) Soit W un sous-espace vectoriel de W ′ stable par l’action de h et tel que
σW est simple. Il existe alors une unique application linéaire

ϕ : V ⊗W → U

telle que ϕ(v⊗f) = f(v) pour tout v ∈ V et tout f ∈W ⊂W ′. Montrer
que ϕ est un isomorphisme de représentations de g× h (où l’action sur
V ⊗W est comme dans la question 2).

Exercice 4. Soit k un corps de caractéristique 0, et soit k[X] l’espace vectoriel
des polynômes en une indéterminée X, à coefficients dans k. Soit A la sous-algèbre
de l’algèbre associative Endk(k[X]) engendrée par les endomorphismes

f :

{
k[X] → k[X]
P 7→ X · P et g :

{
k[X] → k[X]
P 7→ X · P ′ .

(1) Le but de cette question est de montrer que les vecteurs de la forme (fn ·gm :
n,m ∈ N) forment une base de A.

(a) Montrer que les vecteurs (gm : m ∈ N) forment une famille libre dans A.

(b) Montrer que les vecteurs de la forme (fn · gm : n,m ∈ N) forment une
famille libre dans A.

(c) Conclure.

(2) Soit g une algèbre de Lie sur k qui est non abélienne et de dimension 2.
Montrer qu’il existe un isomorphisme d’algèbres

ψ : U(g)
∼−→ A.





Annexe C

Examen du deuxième semestre

Exercice 0.1. Soit Φ un système de racines dans un espace euclidien E. On
dit que Φ est réductible s’il existe une décomposition Φ = Φ1∪Φ2 avec Φ1 et Φ2 non
vides telle que (α, β) = 0 pour tous α ∈ Φ1 et β ∈ Φ2. On dit que Φ est irréductible
s’il n’est pas réductible.

(1) Montrer que si Φ est réductible et si Φ1 et Φ2 sont comme dans la définition
ci-dessus, alors Φ1 ∩ Φ2 = ∅.

(2) Supposons que Φ est réductible, et soit ∆ une base de Φ. Montrer qu’il
existe une décomposition ∆ = ∆1 ∪∆2 avec ∆1 et ∆2 non vides telle que
(α, β) = 0 pour tous α ∈ ∆1 et β ∈ ∆2.

(3) Soit ∆ une base de Φ, et supposons qu’il existe une décomposition ∆ =
∆1 ∪∆2 avec ∆1 et ∆2 non vides telle que (α, β) = 0 pour tous α ∈ ∆1 et
β ∈ ∆2. On notera Φ1, respectivement Φ2, l’ensemble des racines dans Φ
dont un conjugué par W appartient à ∆1, respectivement ∆2.

(a) Montrer que Φ = Φ1 ∪ Φ2.

(b) Montrer que

Φ1 ⊂
⊕
α∈∆1

R · α et Φ2 ⊂
⊕
β∈∆2

R · β.

(Indication : on pourra étudier l’action des réflexions simples sur les
vecteurs de ∆1 et ∆2.)

(c) En déduire que Φ est réductible.

(4) On suppose dans cette question que Φ est irréductible. On fixe une base ∆
de Φ.

(a) Soit β ∈ Φ une racine qui est maximale pour l’ordre �. Montrer que
(β, α) ≥ 0 pour tout α ∈ ∆, avec une inégalité stricte pour au moins un
α.

(b) Soit β ∈ Φ une racine qui est maximale pour l’ordre �. Écrivons

β =
∑
α∈∆

kα · α.

Montrer que kα > 0 pour tout α ∈ ∆. (Indication : on pourra poser
∆1 = {α ∈ ∆ | kα > 0} et ∆2 = {α ∈ ∆ | kα = 0}, montrer que
∆ = ∆1 ∪∆2, et utiliser l’irréductibilité.)

(c) Soient β, β′ ∈ Φ deux racines qui sont maximales pour l’ordre�. Montrer
que (β, β′) > 0. En déduire que β = β′.
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(5) Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et soit g une algèbre
de Lie simple sur k. Soit h ⊂ g une sous-algèbre torale maximale, et soit
Φ le système de racines de g associé à h. Le but de cette question est de
montrer (par l’absurde) que Φ est irréductible.

(a) Fixons une décomposition Φ = Φ1∪Φ2 avec (α, β) = 0 pour tous α ∈ Φ1

et β ∈ Φ2. Montrer que si α ∈ Φ1 et β ∈ Φ2 alors α+ β /∈ Φ.

(b) Supposons que Φ1 6= ∅ et Φ2 6= ∅, et notons k la sous-algèbre de Lie de
g engendrée par les gα avec α ∈ Φ1. Montrer que [k, gβ ] = {0} pour tout
β ∈ Φ2.

(c) En déduire que k est un idéal non trivial de g, et conclure.

(6) On continue avec les notations de la question (5). D’après cette question
et la question (4), si ∆ est une base de Φ, alors il existe une unique racine
β0 dans Φ qui est maximale pour l’ordre �. Montrer que (g, ad) est une
représentation simple de g, et que son plus haut poids est β0.

Exercice 0.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et
soit g une algèbre de Lie semi-simple sur k. On fixe une sous-algèbre de Lie torale
maximale h ⊂ g, et une base ∆ du système de racines Φ associé.

Si M et N sont des représentations de g, on notera Homg(M,N) l’espace vec-
toriel des morphismes de représentations de M vers N .

(1) Montrer que si V est une représentation cyclique de plus haut poids de g,
alors

Homg(V, V ) = k · idV .
(2) Soient λ, µ ∈ h∗, et soit V une représentation cyclique de plus haut poids λ

de g. Montrer que

dimk
(
Homg(V,L(µ))

)
=

{
1 si λ = µ ;

0 sinon.

(3) Montrer que pour tout λ ∈ h∗, il existe un isomorphisme de représentations
de n−

U(n−)
∼−→M(λ)

(où le terme de gauche est muni de sa structure naturelle de représentation
de n−, et le terme de droite est muni de la structure de représentation de
n− par restriction).

(4) Dans cette question on pourra utiliser (sans preuve) le fait que si k est une
algèbre de Lie de dimension finie et si I et J sont deux idéaux à gauche non
nuls de l’anneau U(k), alors I ∩ J 6= {0}. 1 On fixe λ ∈ h∗.

(a) Montrer que si L et L′ sont deux sous-représentations de M(λ) qui sont
simples et distinctes, alors L ∩ L′ = {0}.

(b) En déduire que M(λ) admet une unique sous-représentation simple.

(c) Montrer que l’unique sous-représentation simple de M(λ) est isomorphe
à une représentation L(µ) pour un certain µ ∈ h∗ (qui dépend de λ).

1. En fait, cette propriété est vraie dans tout anneau noethérien à gauche et intègre. Ces
propriétés sont vraies pour l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie de dimension finie, voir les
exercices 4.4 et 4.6.
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(5) Dans cette question on pourra utiliser le fait que pour toute algèbre de Lie
k, l’anneau U(k) est intègre (c’est-à-dire que le produit de deux éléments
non nuls est toujours non nul).

(a) Montrer que si λ, µ ∈ h∗, alors tout morphisme de représentations de
M(λ) vers M(µ) qui est non nul est injectif.

(b) En déduire que si λ, µ ∈ h∗ alors

dimk
(
Homg(M(λ),M(µ))

)
≤ 1.

(Indication : si f et g sont deux morphismes non nuls de M(λ) vers
M(µ), on pourra considérer leur restriction à l’unique sous-représenta-
tion simple de M(λ) (cf. question (4)), et utiliser la question (2).)

(c) Montrer que si dimk
(
Homg(M(λ),M(µ))

)
= 1, alors λ � µ.

(d) Soient λ ∈ h∗ et α ∈ ∆ tels que 〈λ, α∨〉 ∈ N ∪ {−1}. Montrer que

dimk
(
Homg(M(sα(λ+ ρ)− ρ),M(λ))

)
= 1.

(Indication : on pourra s’inspirer des arguments utilisés dans l’étape 1
de la preuve du théorème 3.4 du chapitre 5.)

(e) En déduire que si λ ∈ P et si M(λ) est une représentation simple, alors
〈λ, α∨〉 ≤ −1 pour tout α ∈ Φ+.

Exercice 0.3. On fixe un corps algébriquement clos k de caractéristique 0.

(1) Soit n ∈ N r {0}, et notons dn(k) la sous-algèbre de Lie de gln(k) formée
des matrices diagonales. Montrer que

{M ∈ gln(k) | ∀D ∈ dn(k), [D,M ] = 0} = dn(k)

{M ∈ gln(k) | ∀D ∈ dn(k), DM +MD = 0} = {0}.

(2) À partir de maintenant on fixe n ≥ 2, et on note S ∈ M2n(k) la matrice
définie par

S =

(
0 In
−In 0

)
.

On rappelle que l’algèbre de Lie symplectique sp2n(k) est la sous-algèbre de
Lie de gl2n(k) définie par

sp2n(k) = {X ∈ gl2n(k) | SX = −tXS}.
On rappelle également que si X ∈ gl2n(k), et si on écrit

X =

(
A B
C D

)
avec A,B,C,D ∈Mn(k), alors X appartient à sp2n(k) ssi on a

tB = B, tC = C et tA = −D.
On admettra que sp2n(k) est une algèbre de Lie semi-simple 2.

(a) On note

h =

{(
D 0
0 −D

)
, D ∈ dn(k)

}
.

Montrer que

{X ∈ sp2n(k) | ∀H ∈ h, [H,X] = 0} = h.

2. Voir l’annexe B.
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(b) En déduire que h est une sous-algèbre de Lie torale maximale de sp2n(k).

(3) L’objectif de cette question est de décrire explicitement le système de racines
Φ de sp2n(k) associé à h, et une base ∆ de Φ.

(a) Montrer que les matrices

mi,j = Ei,j − En+j,n+i (1 ≤ i, j ≤ n),

pi,j = Ei,n+j + Ej,n+i (1 ≤ i ≤ j ≤ n),

qj,i = En+j,i + En+i,j (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

forment une base de sp2n(k).

(b) Pour tout i ∈ {1, · · · , n}, on notera εi ∈ h∗ la forme linéaire qui envoie
une matrice (

D 0
0 −D

)
sur le coefficient de D en position (i, i). En considérant la base de la
question (3a), montrer que Φ est constitué des formes linéaires suivantes
(où i et j appartiennent à {1, · · · , n} dans tous les cas) :

εi − εj (i 6= j), εi + εj (i < j), −(εi + εj) (i < j), 2εi, −2εi.

(c) Pour chaque racine α ∈ Φ, déterminer le sous-espace radiciel de sp2n(k)
correspondant.

(d) Pour i ∈ {1, · · · , n}, on note

αi =

{
εi − εi+1 si i 6= n ;

2εn si i = n.

Montrer que (α1, · · · , αn) est une base de Φ.

(e) Déterminer les racines positives Φ+ associées à ce choix de base.

(f) Pour chaque racine α ∈ ∆, déterminer le vecteur hα correspondant.

(g) Montrer que pour i, j ∈ {1, · · · , n} on a

〈α∨i , αj〉 =


−1 si i, j ≤ n− 1 et |i− j| = 1 ou si i = n et j = n− 1 ;

−2 si i = n− 1 et j = n ;

0 sinon.

(4) On considère la représentation naturelle de sp2n(k) sur l’espace vectoriel
k2n. On admettra que cette représentation est simple 3. Déterminer son plus
haut poids (pour le choix de base de la question (3d)).

3. Voir encore l’annexe B.


