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Partie | - Introduction



Introduction générale

La théorie du contréle étudie la possibilité d’agir sur un
systéme dynamique dépendant de la variable temporelle de
facon a conduire I'état de ce systéme a un état donné a un

instant donné !
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Introduction générale

La théorie du contréle étudie la possibilité d’agir sur un
systéme dynamique dépendant de la variable temporelle de
facon a conduire I'état de ce systéme a un état donné a un
instant donné !

Soit X = X(t) une variable dynamique solution d’'un systéme
dynamique :

1
X(t=0)=Xo donnée initiale M

{ F(X(t), X'(t), X"(t),---) =0, t>0
A l'instant t=T,
X(T) = Xr

Soit maintenant X # X7. On souhaite agir sur le systeme de
facon a ce que
X(t=T)= Xiple



Introduction générale

Pour cela, on modifie I'équation et on rajoute une fonction
contréle v

()

F(XV(t)7XV,(t)7XV”(t)’”') =v, t>0
X,(t=0)=Xp donnée initiale

de solution dépendante de v.

Question
Peut-on trouver au moins un contréle v tel que

X(t=T)=Xcie 77

Si oui, on dit que le systéme en X est controlable de fagon
exacte autemps t = T.
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Introduction générale
Pour cela, on modifie I'équation et on rajoute une fonction
contréle v

{F(Xv(t),XV’(t),Xv”(t), )=v, t>0 @)

X,(t=0)= Xy donnée initiale
de solution dépendante de v.

Question
Peut-on trouver au moins un contréle v tel que

X(t=T)=Xcie 77

Si oui, on dit que le systéme en X est controlable de fagon
exacte autemps t = T.

Question
Si le systéme est contrélable au temps T, peux-t-on déterminer
parmi tous les contréles possibles celui de norme minimale.



Introduction générale

Question

Si le systéme n’est pas contrblable exactement au temps T, le
systeme est-il contrélable approximativement au temps T : pour
tout e > 0, peux-t-on trouver un contréle v tel que :

[X(t=T)— Xeive|| < €? (3)



Introduction générale

Question

Si le systéme n’est pas contrblable exactement au temps T, le
systeme est-il contrélable approximativement au temps T : pour
tout e > 0, peux-t-on trouver un contréle v tel que :

[X(t=T)— Xeive|| < €? (3)
Question

Si le systéeme n’est pas contrélable au temps T, est-il
contrélable en temps long, c’est-a-dire:

IX(t) — Xeiple|]| = 0 quand t — oo (4)

La notion de Stabilisation du systéme apparait.



Exemple 1: Le systéeme masse-ressort

Le systéme masse-ressort s’écrit de la fagon suivante :

mx"(t) + Rx(t) =0,t >0
{X( ©)

t=0)=x9, X(t=0)=x

m - masse du ressort, R - coefficient de raideur - x(t) - position
x'(t) - vitesse
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Exemple 1: Le systéeme masse-ressort

Le systéme masse-ressort s’écrit de la fagon suivante :

mx”(t) + Rx(t) = 0,t > 0
{X( (5)

t=0)=x9, X(t=0)=x
m - masse du ressort, R - coefficient de raideur - x(t) - position
x'(t) - vitesse
On note I'énergie du systéme:

£ = 5 (mix (0 + Ax(0)?)

Proposition

%M — 0, pour tout t > 0.

Question
Comment stabiliser le systeme ?



Exemple 2: Le systeme du pendule

Le systéme du pendule de masse m et de longueur L est
donné par:

0" inf(t) =0, 0
{m (t) + mg sin 6(t) t> ©)

O0(t=0) =0y, 0(t=0)=0

6 est I'angle du pendule formé avec la verticale; ¢’ est la vitesse
angulaire.

Question
Comment stabiliser ce systéme non linéaire ?



Contrdle optimal

La notion de controle optimal est un peu differente, mais trés
liée a la notion de contrélabilité. Elle apparait lorsque I'on
minimise une certaine fonctionnelle

J(v) = all Xy [F + BlIvI3

ou X, est solution du systéme dynamique associé au controle
V.

Ici, il N’y a pas nécessairement de contrainte sur la variable X,
auninstant T > 0!



Exemple 3: Le probléme de la barque

Le mouvement d’une barque se déplacant a vitesse constante
sur une riviere ou il y a un courant c(y) est modélisé par

{ X'(t) = veos(u(t)) + c(y(t)), x(0) =0,
y'(t) = vsin(u(t)), y(0)=0

ou v est la vitesse et u(t), 'angle de la barque par rapport a
laxe (O, x), est le contrdle.

(7)

Question
Comment atteindre un point donné sur l'autre berge ?
Comment l'atteindre en un temps minimal ?



Exemple 4: Un probleme optimal de péche

Lévolution d’'une population de poisson x(t) et modélisée par

{x’(t) = 0.08x(t)(1 — 1078x(t)) — u(t), t>0, -

x(0) = Xxo

Question
Politique optimale de péche, de maniére a maximiser la
quantité

/ " 003t (ol

0
et telle que x(T) >0 ?



Exemple 5: Contréle optimal d’'un réservoir

On veut ajouter de I'eau dans un réservoir de fagon a atteindre
le niveau d’eau hy, en tenant compte du fait qu’il faut
compenser une perte d’eau linéaire en temps. La modélisation
est

H(t) = u(t) - t,h(0) =0 9)
ou u est le contréle.
Question
Quelle est la loi optimale permettant d’atteindre I'objectif en
minimisant

/ " (et (10)
0

le temps t; final n’étant pas fixé ?



Exemple 6: Contréle optimal d’'une réaction chimique

Une réaction chimique est modélisée par

{x{(t):—ux1+u2x2,x1(0):1, (1)

xb(t) = uxy — 3UPxz, x2(0) = 0
ou xq et x> sont les concentrations des réactifs, et le controle
0<u(t)<1.

Question

Quelle est la politique optimale permettant de maximiser la
quantité finale x»(1) du second réactif ?

Le probleme est :
max, o<u(ty<1Xe(1) (12)



Exemple 7: Contrdle optimal d’une épidémie par
vaccination
On considére une population de N individus soumis a une épidémie qu’'on veut

contréler par vaccination. Par simplicité, on suppose qu’un individu qui a été malade et
soigné peut a nouveau tomber malade.
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Exemple 7: Contrdle optimal d’une épidémie par
vaccination

On considére une population de N individus soumis a une épidémie qu’on veut
contréler par vaccination. Par simplicité, on suppose qu’un individu qui a été malade et
soigné peut a nouveau tomber malade.
Le modele est le suivant. On note « > 0 le taux de contamination, u(t) (contrle) le
taux de vaccination et x(t) le nombre d’'individus infectés. On a:

X't = ax(t)(N — x(t)) — u(t)x(t), x(0) = xo (13)
ol 0 < xg < N etou le controle u(t) vérife la contrainte

0<u(t)<C, (14)

ol C > 0 est une constante.Soit T > 0. On cherche a minimiser le critére:
T
Cr(u) :/0 (x(t) + Bu(t))dt + vx(T) (15)

ol 3 > 0 et v > 0 sont des constantes de pondération (compromis entre économie de
vaccins dépensés et minimisation du nombre d’individus infectés).



Exemple 8: Contrdle optimal d’'un procédé de
fermentation

Considérons le procédé de fermentation :

{X/(t) = —x(t) + u(t)(1 — x(t)), x(0) = xo,
y'(t) = x(t) — u(t)y(t),y(0) =0

ou x(t) représente la concentration de sucre, y(t) la
concentration d’ethanol, et u(t), le contréle, est le taux
d’évaporation. On suppose 0 < u(t) < M, et 0 < xo < 1. Soit y;
tel que y1 > 1/M et y; > Xp; on veut résoudre le probléme du
temps minimal pour rejoindre y(t;) = y;

(16)



Exemple 9: Contréle optimal d’'un avion

Considérons le mouvement d’un avion, modélisé par :

/ / U(t) c 2
= = —ug — —v(t 17
X =), V() = o g - pvOF (17)
ou x(t) est la distance au sol parcourue, v(t) est le module de
la vitesse, le controle u(t) est I'apport d’énergie, m est la
masse, et u, ¢ sont des coefficients aérodynamiques. Le
contréle vérifie la contrainte :

O<a<u(t)<b (18)



Exemple 9: Contréle optimal d’'un avion

Considérons le mouvement d’un avion, modélisé par :

X(t) = v(t), V()= n‘v"EZ)

—ng - Cv(? (17)

ou x(t) est la distance au sol parcourue, v(t) est le module de
la vitesse, le controle u(t) est I'apport d’énergie, m est la
masse, et u, ¢ sont des coefficients aérodynamiques. Le
contréle vérifie la contrainte :

O<a<u(t)<b (18)

Le but est de déterminer une trajectoire menant du point initial
x(0) = xo, v(0) = vp au point final x(&) = x¢, v(t) = vy et
minimisant le colt

Clu) = /Otf u(t)dt



Exemple 10: Systéme proies-prédateurs

[dynamique des populations; systeme de Lotka-Volterra]
On consideére le systéme proies-prédateurs

{ x'(t) = x(t) (o — By (1)), x(0) = xo
y'(t) = —y(t) (v — 6x(1)), y(0) = yo

ou x(t) est I'effectif des proies, y(t) I'effectif des prédateurs,
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Exemple 10: Systeme proies-prédateurs

[dynamique des populations; systeme de Lotka-Volterra]
On consideére le systéme proies-prédateurs
{ X' (8) = x(t)(e — By (1)), x(0) = Xo
y'(6) = —y(t)(v — 6x(1)), ¥(0) = yo

ou x(t) est I'effectif des proies, y(t) I'effectif des prédateurs, « est le taux de
reproduction des proies, 3 le taux de mortalité des proies du aux prédateurs
rencontrés, v le taux de mortalité des prédateurs, et § le taux de reproduction des
prédateurs en fonction des proies rencontrées et mangées

Les deux points d’equilibres sont : x(t) = 0, y(t) = 0 (extinction definitive de I'espéce)
otx(t) = %.¥(0) = 7.
La matrice jacobienne est donnée par

= By(t)  —Bx(1),
Jox(t), yy) = (-8 20
oo = (500 i, (20)
J(0,0) admet o et —v pour valeur propres donc I'équilibre est instable. J(%, %) admet
+i,/ay pour valeurs propres. Ce point fixe est donc un foyer et plus particulierement
un centre, ce qui signifie que les populations de proies et prédateurs oscillent autour

de leurs valeurs en ce point fixe.



Exemple 11: Contrdle optimal d’insectes nuisibles par
des prédateurs

Pour traiter une population x; > 0 d’insectes nuisibles, on introduit dans I'eco-systeme
une population yp > 0 d’insectes prédateurs (non nuisibles), se nourrissant des
nuisibles.

On suppose que les insectes prédateurs sont stériles. Le contrdle consiste en
l'introduction, réguliére d’insectes prédateurs. Le modéle s’écrit:

{ X'(t) = x(t)(a— by(t)), x(0) = xO0,
y'(t) = —cy(t) + u(t), y(0) = yo

ou a > 0 est le taux de reproduction naturelle des nuisibles, b > 0 est un taux de
prédation, ¢ > 0 est le taux de disparition naturelle des prédateurs.

(21)
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Exemple 11: Contrdle optimal d’insectes nuisibles par
des prédateurs

Pour traiter une population x; > 0 d’insectes nuisibles, on introduit dans I'eco-systeme
une population yp > 0 d’insectes prédateurs (non nuisibles), se nourrissant des
nuisibles.

On suppose que les insectes prédateurs sont stériles. Le contrdle consiste en
l'introduction, réguliére d’insectes prédateurs. Le modéle s’écrit:

{ X'(t) = x(t)(a— by(t)), x(0) = xO0,
y'(t) = —cy(t) + u(t), y(0) = yo

ou a > 0 est le taux de reproduction naturelle des nuisibles, b > 0 est un taux de
prédation, ¢ > 0 est le taux de disparition naturelle des prédateurs.Le controle u(t) est
le taux d’introduction de nouveaux prédateurs au temps t, il vérifie la contrainte

(21)

o<ult) <M, (M>0)

On cherche a minimiser, au bout d’'un temps T > 0 fixé, le nombre de nuisibles, tout en
cherchant a minimiser la quantité globale de predateurs introduits:

«(T) + /0 " utyat (22)



Exemple 12: Contrdle optimal d’insectes nuisibles par
des prédateurs (suite)

On suppose que les prédateurs que I'on introduit se reproduisent, de maniére
proportionnelle au nombre de nuisibles. Le contrdle est cette fois le taux de disparition
des prédateurs. Le modéle normalisé est:

{X’(f) =x(0)(1 = y(1)), x(0) = xO, (23)
y'(t) = —y()(u(t) — x(1), y(0) = o
ou le contréle u(t) vérifie la contrainte:

O<a<u(t)<Lp. (24)

Cette fois, on cherche a résoudre le probléme de joindre en temps minimal le point
d'équilibre x(t) = a, y(t) =1



Exemple 11: Contréle des vibrations d’une corde
On se donne une corde homogeéne élastique de longueur un.
Le déplacement transversal est donné par I'équation aux
derivées partielles (équation des ondes) :

Y/ (x, 1) — Pyu(x, ) = f(x, 1), (x,t) € (0,1) x (0, T),
Y(Ovt):}’(17t):07 tE(O7T)7
y(x,0) = yo(x), ¥'(x,0) = y1(x)
(25)
Sans force extérieure (f = 0), I'énergie du systéme (non
controlé) est donnée par :
1 1
E() =5 [ (Y0P +In(x0)de (20

et est constante au cours du temps; E(t) = E(0). Le systéme
est conservatif.

On cherche un contrdle v tel que y(1,t) = v(t) tel que

E(T) =0 pour T > 0 suffisamment grand. (T est le temps de
contrélabilité).



Exemple 12: Contréle des vibrations d’une corde
soumise a un contact unilatéral

On se donne une corde homogeéne élastique de longueur un.
Le déplacement transversal est donné par I'équation aux
derivées partielles (équation des ondes):

y"(x, 1) = Cy(X, 1) = f(x, 1), (x,t) € (0,1) x (0, T),
y(0,1) = y(1,t) =0, te(0,7),
y(X,O):yO(X), y’(X,O):y1(x), XE(071)7
y(0,1) >0, te(0,7)
(27)

On cherche un contréle v tel que y(1,t) = v(t) tel que
E(T) =0 pour T > 0 suffisamment grand. (T est le temps de
contrélabilité).



Exemple 13: Contréle de la chaleur au sein d’'une
poutre

On se donne une corde homogeéne élastique de longueur un.
La température de la poutre est régie par I'équation de la
chaleur:

0'(x, 1) — (X, 1) = f(x,1), (x,t) € (0,1)x(0,T),
6(0,t) = 6(1,t) =0, te(0,T), (28)
6(x,0) = 6o(x), x €(0,1),

Contrairement a I'équation des ondes, ce systéme est
naturellement dissipatif: 8(t) — 0 lorsque t — co.

On cherche un contrdle v tel que 6(1,t) = v(t) de fagon a
rendre la chaleur homogene au sein de la corde ?



Exemple 14: Systeme de réaction-diffusion en
dynamique du cancer

Yi="n (X7 t)’yZ = y2(X7 t)ayS = yS(X) t)
On consideére le systéme de réaction-diffusion :

i =diAy +ar(1 —y1\k)ys — (a12)2 + k1 sys)y1, (X, 1) € Qx (0, T),
Vo =AY, +a(1 — y2\ k)ys — (az1y1 + ko zys)ye, (x,1) €2 x (0, T),
y3 = d3Ay3 — azysz + U, (x,t) € 2 x(0,T),
y/'(X,O) = yi,O(X)a X € Q:
Vyi-v=0,x € 02
(29)
avec

» y, la densité de cellules cancéreuses,
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Exemple 14: Systeme de réaction-diffusion en
dynamique du cancer

Yi="n (X7 t)’yZ = y2(X7 t)ayS = yS(X) t)
On consideére le systéme de réaction-diffusion :

yi=diAyr +ai(1 —y1\k)yr — (a12)e + ki ays)ys, (x,1) € 2x(0,T),
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Vyi-v=0,x € 02
(29)
avec
» y, la densité de cellules cancéreuses,
» y, la densité de cellules saines,
> ys la concentration de médicament,



Exemple 14: Systeme de réaction-diffusion en

dynamique du cancer

Yi="n (X7 t)’yZ = y2(X7 t)ayS = yS(X) t)
On consideére le systéme de réaction-diffusion :

yi = diAyr +a(1 —y1\ k)ys — (o1 ,2y2 + ki 3y3)»1,
Yo = Ays +ax(1 — y2\ ko)yo — (a2,1y1 + k2,3¥3) e,
Y3 = dgAys — azys + U,

Yi(x,0) = yio(x),

Vyi-v=0,x € 02

» y, la densité de cellules cancéreuses,

» yo la densité de cellules saines,

» ys3 la concentration de médicament,

» ule taux d’injection du médicament, variable de contréle.

(x,t) € Q2 x (0, 7),
(x, 1) e Q@ x(0,7),
(x,t) e Q@ x(0,7),

X €Q,

(29)



Exemple 14: Systeme de réaction-diffusion en

dynamique du cancer

Yi="n (X7 t)’yZ = y2(X7 t)ayS = yS(X) t)
On consideére le systéme de réaction-diffusion :

yi = diAyr +a(1 —y1\ k)ys — (o1 ,2y2 + ki 3y3)»1,
Yo = Ays +ax(1 — y2\ ko)yo — (a2,1y1 + k2,3¥3) e,
Y3 = dgAys — azys + U,

Yi(x,0) = yio(x),

Vyi-v=0,x € 02

» y, la densité de cellules cancéreuses,

» yo la densité de cellules saines,

» ys3 la concentration de médicament,

» ule taux d’injection du médicament, variable de contréle.

(x,t) € Q2 x (0, 7),
(x, 1) e Q@ x(0,7),
(x,t) e Q@ x(0,7),

X €Q,

(29)



Exemple 14: Systeme de réaction-diffusion en

dynamique du cancer

Yi="n (X7 t)’yZ = y2(X7 t)ayS = y3(X) t)
On consideére le systéme de réaction-diffusion :

yi = diAyr +a(1 —y1\ k)ys — (o1 ,2y2 + ki 3y3)»1,
Yo = Ays +ax(1 — y2\ ko)yo — (a2,1y1 + k2,3¥3) e,
Y3 = dgAys — azys + U,

Yi(x,0) = yio(x),

Vyi-v=0,x € 02

» y, la densité de cellules cancéreuses,

» yo la densité de cellules saines,

» ys3 la concentration de médicament,

» ule taux d’injection du médicament, variable de contréle.

(x,t) € Q2 x (0, 7),
(x, 1) e Q@ x(0,7),
(x,t) e Q@ x(0,7),

X €Q,

(29)

On cherche u de fagon a augmenter la durée de vie des cellules saines:

max /Ooo (/Q y1(x, t)dx) dt

(30)



Retour sur le systeme masse-ressort
Le systéme masse-ressort sans contréle s’écrit de la fagon
suivante :

{ mx"(t) + Rx(t) = 0,t > 0 @1)

x(t=0)=x9, X(t=0)=x

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficient
constant. Le polynébme caractéristique est

p(r)=mr?+R; p(r)=0—A=—-4mR <0

donc les racines sont

I’1,I’2::|:f 4mR::|:f B
2m V m

donc la solution est donnée par:

x(t) = xo cos(\/gt) + X4 \/Esin(\/gt), t>0




Energie du systeme masse-ressort
On définit I'énergie du systeme par

E(t) = ;<m|x’(t)|2 + R|x(t)|2> >0 (32)

Proposition
Lénergie est constante: E(t) = E(0)
Pour cela, on multiplie I'équation par x’(t) soit

(mx"(t) + Bx())X'() =0, Vt>0 (33)
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E(t) = ;<m|x’(t)|2 + R|x(t)|2> >0 (32)

Proposition
Lénergie est constante: E(t) = E(0)
Pour cela, on multiplie I'équation par x’(t) soit

(mx"(t) + Bx())X'() =0, Vt>0 (33)



Energie du systeme masse-ressort
On définit I'énergie du systeme par

E(t) = ;<m|x’(t)|2 + R|x(t)|2> >0

Proposition
Lénergie est constante: E(t) = E(0)
Pour cela, on multiplie I'équation par x’(t) soit

(mx"(t) + Rx(t))x'(t) =0, Vt>0

Mais

X(Ox(0) = 2 S0P, XX (1) = 3 S (D)

ce qui donne

d

d, , B
XD = ZE().

_ d / 2
O—ma|x(t)| +Rdt

(32)

(33)



Contrble du systéme masse-ressort

Le systéme masse-ressort avec contrble s’écrit de la fagon
suivante :

{ mx"(t) + Rx(t) = v(t),t > 0 (34)
x(

t=0)=x9, X(t=0)=x

On cherche un contréle v tel que x(T) = x'(T) =0 ??
Ici, on peut construire facilement un tel contréle v | On cherche
X tel que

x(0) = xo,x'(0) = x4, x(T)=0,x'(T) =0
soit 4 contraintes a satisfaire. On cherche x de la forme
x(t)=at + bt? + ct+d = (T — t)?(at + )

: X : x14+2T, 2x0+x1 T
puis 3 = 24 puis o = ¥12T0 = 2oetxl




Retour sur le systeme masse-ressort

Y
X(t) _ (T t) (2tX0TJ; x4 T+XOT)

Il reste a définir v := mx”(t) + Rx(t) soit

T3 T2 T3
+R<(T_ t)z((ZXo + X4 T)t " X0>

v(t) = m<2<2Xo+X1T)t L 20 AT - 0)@x%+x r>
(35)

T3 T2



Retour sur le systeme masse-ressort

_ 2
X(t) _ (T t) (2tX0TJ; tx1 T+ Xp T)

Il reste a définir v := mx”(t) + Rx(t) soit

v(t) = m<2<2Xo+X1T>t L 20 AT - 0)@x%+x r>

T3 T2 T3
5 (35)
R (T—t) ((2X0—|—X1 T)t Xo
+ = +

Question
Comment calculer le contréle de norme minimale

min/Tvz(t)dt ? (36)
vJo



Retour sur le systeme masse-ressort

_ 2
X(t) _ (T t) (2tX0TJ; tx1 T+ Xp T)

Il reste a définir v := mx”(t) + Rx(t) soit

v(t) = m<2<2Xo+X1T>t L 20 AT - 0)@x%+x r>

T3 T2 T3
5 (35)
R (T—t) ((2X0—|—X1 T)t Xo
+ = + 22
Question
Comment calculer le contréle de norme minimale
T
min / vi(Hdt  ? (36)
0

Question
Comment faire si on on rajoute la contrainte —1 < v(t) <1 ?



Stabilisation du systéme masse-ressort

On cherche un contréle v explicitement en fonction de x(t) !
On pose
v(t) = —kx'(t), k>0
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On cherche un contréle v explicitement en fonction de x(t) !
On pose
v(t) = —kx'(t), k>0

donc I'équation en x devient

mx”"(t) + Rx(t) = —kx'(t)



Stabilisation du systéme masse-ressort

On cherche un contréle v explicitement en fonction de x(t) !
On pose
v(t) = —kx'(t), k>0

donc I'équation en x devient

mx”"(t) + Rx(t) = —kx'(t)

Proposition

ﬂ — —kIx' (1|2 I
th(t)_ k|x'(t)|= < o



Stabilisation du systéme masse-ressort

On cherche un contréle v explicitement en fonction de x(t) !
On pose
v(t) = —kx'(t), k>0

donc I'équation en x devient

mx”"(t) + Rx(t) = —kx'(t)

Proposition

ﬂ — —kIx' (1|2 I
th(t)_ k|x'(t)|= < o

Question
L'énergie tend -t-elle vers 0 lorsque t — oc.



Stabilisation du systéme masse-ressort

p(r)=mr® +kr+R; p(r)=0— A =k?®—-4mR <0

donc
7—kivﬂ—4mR

11 (k). r(K) .




Stabilisation du systeme masse-ressort

p(r)=mr® +kr+R; p(r)=0— A =k?®—-4mR <0

donc

—k +vk2—-4mR
r1(k)7r2(k): 2

e Si k? —4mR > 0, les racines sont réelles négatives et

(—k+V k2—4mR)

(=k=VK2—4mR)
X(t) = Ae= "zm Tty Be em ot

avec A, B solution de A+ B = xg et Ary + Bro = x4 soit,

mx —xn(k) g _ mxn(k) —xi)

A= :
k2 —4mR k2 —4mR

etona
X(t), X'(t) — 0 quand t — o



Stabilisation du systéme masse-ressort

o Si k> — 4mR = 0, racine double r; = & et

x(t) = (xo + (X1 + Z‘;y) e am

et a nouveau x(t), x’(t) — 0 quand t — occ.



Stabilisation du systeme masse-ressort

o Si k> — 4mR = 0, racine double r; = & et

k.
x(t) = (xo +(x1 + ;;;;)t) e !

et a nouveau x(t), x’(t) — 0 quand t — occ.
o Sik? —4mR <0, , rp = KEVAMAK o

v4mR — k2 vV4mR — k2
2m 2m D

x(t) = ezkm’(xo cos( t) + Bsin(

et a nouveau, E(t) — 0.



Stabilisation du systeme masse-ressort

et a nouveau x(t), x’(t) — 0 quand t — occ.
o Sik? —4mR <0, , rp = KEVAMAK o

V4mR — k2 vV4mR — k2
2m 2m f)

x(t) = ezkm’(xo cos( t) + Bsin(
et a nouveau, E(t) — 0.

Conclusion: Pour tout kK > 0, décroissance exponentielle de
I'énergie en temps.



Valeur optimale de k ?
e Si k2 —4mR > 0, les racines sont réelles négatives et

(—k+«/k2—4mH)t (—k4w/k2—4mH)t
2m =+ Be 2m

x(t) = Ae
avec
A m(xy — Xor2(K)) 5_ m(xori(K) — xy)
k2 —4mR ' k2 —4mR
Xym — xpRt 1 1 1
X(t) = 0 + “k‘” +O(5) + e h(—xam+ O(}))
R Rt + xoR
X(t) = 57+ 0(5) + & + LRI 1 o(k2)),
t2

E(t) = E0) - O(,5):



Valeur optimale de k ?
e Si k2 —4mR > 0, les racines sont réelles négatives et

(—k+«/k2—4mH)t (—k4w/k2—4mH)t
2m =+ Be 2m

x(t) = Ae
avec
A m(xy — Xor2(K)) 5_ m(xori(K) — xy)
k2 —4mR ' k2 —4mR
X1m — xRt 1 1 & 1
x(t) = o0+ “k‘” FO(L)+ e R(-xmt O())
R Rt + xR
X(t) = 87+ 05) + &~ + 0T 4 ok ?)),
t2

E(t)=E(0) — O(ﬁ);
La valeur de k optimale est donnée par k tel que k> — 4mR =0
soit k = 2v/mR et le taux de décroissance exponentielle vaut
alors

k R

Tom m



Application numérique du systeme masse-ressort :
m=R=1

60

50 =

401

= 30r

201




Application numérique du systeme masse-ressort :

m=R=1

32

10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

E(t = 1) et E(t = 10) en fonction de k



Remarque: Probléme masse-ressort - Reformulation

Léquation du masse ressort mx”(t) + Rx(t) = 0 prend la forme
du systeme différentielle linéaire

X'(t) = AX(1)

xy={ 20 N s °
(1) = \/gx,(t) : = .

avec

3|
3|
v



Remarque: Probléme masse-ressort - Reformulation

Léquation du masse ressort mx”(t) + Rx(t) = 0 prend la forme
du systeme différentielle linéaire

X'(t) = AX(1)

x(t) \ o B
X(t):(\/ﬁx'(t)) A( S )

De méme, I'équation mx”(t) + Rx(t) = v(t) prend la forme

avec

mR

X'(t) = AX(t) + Bv(t) B:( 01 >;



Partie Il - Contrdlabilité des systemes
différentielles linéaires de la forme

X'(t) = AX(t)+ Bu(t), t>0,
X(0) = Xo



Contrélabilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)
Soit n,m e Net T > 0. On considére le systéme de dimension
finie:

{ X'(t) = AX(t) + Bu(t),t € (0, T), (37)

X(O) = Xo

avec A une matrice n x n et B une matrice n x m. On utilise
donc m contrble(s) pour n états. En pratique, m < n.

X:(X1>X2>"'7XH)T7 U:(U1,U2,'-',Um)T7



Contrélabilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)
Soit n,m e Net T > 0. On considére le systéme de dimension
finie:
X'(t) = AX(t) + Bu(t),t € (0, T), 37)
X(O) = Xo
avec A une matrice n x n et B une matrice n x m. On utilise
donc m contrble(s) pour n états. En pratique, m < n.

X:(X1>X2>"' Xn)T7 U:(U1,U2,"' Um)T7

Siue %0, T;RM),ie. fo u?(t)dt < oo, i € {1,---,m}, alors
le systéeme (37) est bien posé: il existe une solutlon unique
X € H'(0, T;R™) donnée par la méthode de variation de la
constante :

t
X(t) = X + / M=% Bu(s)ds, Vte [0, T).
0



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est exactement controlable au temps T > 0 ssi
pour toute donnée initiale X, et finale Xr, il existe un contréle

u e L?(0, T;R™M) tel que X(T) = Xr.



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est exactement controlable au temps T > 0 ssi
pour toute donnée initiale X, et finale Xr, il existe un contréle

u e L?(0, T;R™M) tel que X(T) = Xr.



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est exactement controlable au temps T > 0 ssi
pour toute donnée initiale X, et finale Xr, il existe un contréle

u e L?(0, T;R™M) tel que X(T) = Xr.

Remarque

On peut supposer par linéarité que Xt = 0. Si Xt # 0, on peut
définir la solution Y de

{ Y'(t) = AY(t),t € (0, T),

Y(T) = Xr (38)



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est exactement controlable au temps T > 0 ssi
pour toute donnée initiale X, et finale Xr, il existe un contréle

u e L?(0, T;R™M) tel que X(T) = Xr.

Remarque

On peut supposer par linéarité que Xt = 0. Si Xt # 0, on peut
définir la solution Y de

{ Y'(t) = AY(t),t € (0, T),

Y(T) = Xr (38)



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est exactement controlable au temps T > 0 ssi
pour toute donnée initiale X, et finale Xr, il existe un contréle

u e L?(0, T;R™M) tel que X(T) = Xr.

Remarque
On peut supposer par linéarité que Xt = 0. Si Xt # 0, on peut
définir la solution Y de

Y'(t) = AY(t),t € (0, T),
{ Y(T)=Xr (38)
et Z = X — Y solution de
{Z’(t) = AZ(t) + Bu(t),t € (0, T), (39)
Z(0) = Xy — Y(0)



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est exactement controlable au temps T > 0 ssi
pour toute donnée initiale X, et finale Xr, il existe un contréle

u e L?(0, T;R™M) tel que X(T) = Xr.

Remarque
On peut supposer par linéarité que Xt = 0. Si Xt # 0, on peut
définir la solution Y de

Y'(t) = AY(t),t € (0, T),
{ Y(T)=Xr (38)
et Z = X — Y solution de
{Z’(t) = AZ(t) + Bu(t),t € (0, T), (39)
Z(0) = Xy — Y(0)

X(T) = Xt sietseulementsiZ(T) =0



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est contrélable a zéro au temps T > 0 ssi pour
toute donnée initiale Xy, il existe un contréle u € L?(0, T;R™)
tel que X(T) = 0.



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est contrélable a zéro au temps T > 0 ssi pour
toute donnée initiale Xy, il existe un contréle u € L?(0, T;R™)
tel que X(T) = 0.



Contr6labilité de X'(t) = AX(t) + Bu(t)

Definition

Le systéme (37) est contrélable a zéro au temps T > 0 ssi pour
toute donnée initiale Xy, il existe un contréle u € L?(0, T;R™)
tel que X(T) = 0.

Controlabilité a zéro < Contrélabilité exacte



Caractérisation des controles

Lemme
u est un contréle a zéro pour la donnée initiale Xy si et

seulement si
-
/ < u,B*p > dt+ < Xo, ¢(0) >=0 (40)
0

pour tout ¢ solution du probléme adjoint :

{ —Cp/(t) = A*Qp(t)’; te (O’ T)’ (41)
o(T)=¢r €R



Caractérisation des controles: démonstration
X est solution de X'(t) = AX(t) + Bu(t) = 0 donc en multipliant

par ¢,
<X, p>=<AX, 0>+ < Bu,p >
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 est solution de —¢'(t) = A*(t) donc en multipliant par X,

<=\ X >=< Ap, X >
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Caractérisation des controles: démonstration
X est solution de X'(t) = AX(t) + Bu(t) = 0 donc en multipliant

par ¢,
<X ,p>=<AX, o >+ < Bu,p >

 est solution de —¢'(t) = A*(t) donc en multipliant par X,

<= X>=< Ap, X > =< 0, AX >=< AX, ¢ >

donc
<X,0>+< ¢, X>=<Bu,p >



Caractérisation des controles: démonstration
X est solution de X'(t) = AX(t) + Bu(t) = 0 donc en multipliant

par ¢,
<X ,p>=<AX, o >+ < Bu,p >

 est solution de —¢'(t) = A*(t) donc en multipliant par X,

<= X>=< Ap, X > =< 0, AX >=< AX, ¢ >

donc
<X, o>+ <¢  X>=<Bu,p>
donc

d
— < X =< B
't< ,p >=< bU,p >



Caractérisation des controles: démonstration
X est solution de X'(t) = AX(t) + Bu(t) = 0 donc en multipliant

par ¢,
<X ,p>=<AX, o >+ < Bu,p >

 est solution de —¢'(t) = A*(t) donc en multipliant par X,

< -\ X>=< Ao, X > =< p, AX >=< AX, p >

donc
<X, o>+ < ¢, X>=<Bu,p >

donc

d
— <X =< B
't< ,p >=< blU,p >

donc en intégrant sur (0,T)
-
< X(T),o(T) > — < Xo, ¢(0) >:/ < Bu,p > dt
0

u est un nul contrdle si et seulement X(T) = 0 donc on obtient



Caractérisation des controles: démonstration

;
<X(0),g0(0)>+/ <u,B*¢>dt=0 (42)
0

pour tout ¢ solution du probléme adjoint, et en fait pour tout
o1 € R car la solution ¢ est entiérement déterminée par ¢ !



Caractérisation des controles: démonstration

)
< X(0), 0(0) > +/ < u,B'g>dt=0 (42)
0

pour tout ¢ solution du probléme adjoint, et en fait pour tout
o1 € R car la solution ¢ est entiérement déterminée par ¢ !
(42) caractérise les points critiques de la fonctionnelle

J:R" SR

1 T
o) = [ 1876t < Xo.4(0) >



Caractérisation des controles: démonstration

)
< X(0), 0(0) > +/ < u,B'g>dt=0 (42)
0

pour tout ¢ solution du probléme adjoint, et en fait pour tout
o1 € R" car la solution ¢ est entierement déterminée par o1 !
(42) caractérise les points critiques de la fonctionnelle
J:RT—=R

1 T
o) = [ 1876t < Xo.4(0) >

Lemme
Supposons que J admet un minimum 1 € R" et soit ¢ la
solution adjointe correspondante. Alors

u=B¢

est un contréle a zéro pour X.



lien avec J: démonstration

Si @1 est un minimum de J, alors

DI($r) - pr = lim LET ) = JPT) _

— v Rn
h—0 h PT €

Apres calculs, on obtient que
T
DI@r)- o1 = [ < B'G. B> dit < Xog(0) >, Ver € "
0

Il en résulte que si p7 est un minimum de J, alors B* vérifie la
caractérisation des contréles pour X et est donc un contrdle
pour X.



Observabilité pour le systeme adjoint

Definition
Le systéme adjoint en ¢ est dit observable au temps T > 0 ssi
il existe ¢ > 0 tel que

)
clp(0)2 < /0 B*oPdt,  Ver € R (43)



Observabilité pour le systeme adjoint

Definition
Le systéme adjoint en ¢ est dit observable au temps T > 0 ssi
il existe ¢ > 0 tel que

)
clp(0)2 < /0 B*oPdt,  Ver € R (43)

Remarque

Si le systéme adjoint est observable, alors
B*o(t)=0 Vte[0,T]= =0



Observabilité pour le systeme adjoint

Definition
Le systéme adjoint en ¢ est dit observable au temps T > 0 ssi
il existe ¢ > 0 tel que

)
clp(0)2 < /0 B*oPdt,  Ver € R (43)

Remarque

Si le systéme adjoint est observable, alors
B*o(t)=0 Vte[0,T]= =0

Theoreme
Le systéme en X est exactement contrblable au temps T ssi le
systeme adjoint en o est observable :

Contrélabilité du systéme en X < Observabilité du systéme
adjoint en ¢



Remarque sur la démonstration de I'équivalence

La propriété d’observabilité entraine que la fonctionnelle J est
coercive, c’est-a-dire que

im  J(o7) = +00.

ll7[ln—o0



Remarque sur la démonstration de I'équivalence

La propriété d’observabilité entraine que la fonctionnelle J est
coercive, c’est-a-dire que

im  J(o7) = +00.

o7 llrn—o00
Comme la fonctionnelle J est continue, c’est-a-dire
J(@11) = J(d12)  lorsque P11 — T2
et convexe, c’est-a-dire
J"(¢71) >0,

il en résulte que J admet au moins un minimum: il existe au
moins un o7 € R” tel que

J(@1)e7=0, VeoreR"



Condition de controlabilité de Kalman

R.E. Kalman, 1930-

Theoreme
Le systeme en X est exactement contrélable au temps T ssi

rang[B,AB,--- /A" 'Bl = n
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Condition de controlabilité de Kalman

R.E. Kalman, 1930-

Theoreme
Le systeme en X est exactement contrélable au temps T ssi

rang[B,AB,--- /A" 'Bl = n

Remarque

La contrélabilité depend de A et de B mais pasde T > 0. Le
temps de contrélabilité T peut donc etre arbitrairement petit.



Retour sur le systéeme masse-ressort



Retour sur le systeme masse-ressort

X'(t) = AX(t) + Bu(t)

avec

M x(t) A 0 A
(t)_<\/§x’(f)>' S\ -/E o

3|

o3l=

:>AB:<

); [B,AB]:( X



Retour sur le systeme masse-ressort

X'(t) = AX(t) + Bu(t)

avec

xo=( A0 N ° Ve, se
“(ﬁx’(t))' \oyE o ) (
— AB = < n ): [B,AB] = 01 " ;

0 A

et on a bien que rang[B, AB] = 2 = ndonc le systéme
masse-ressort est contrélable.

3|



Un autre exemple plus trivial

X'(t) = AX(t) + Bu(t)

=(39) +(8)

Ce systéme est-il contrblable ?

avec



Un autre exemple plus trivial

X'(t) = AX(t) + Bu(t)

=(39) +(8)

Ce systéme est-il contrblable ?

:>AB:<2)); [B,AB]:<2) é);

avec



Un autre exemple plus trivial

X'(t) = AX(t) + Bu(t)

=(39) +(8)

Ce systéme est-il contrblable ?

:>AB:<2)); [B,AB]:<2) é);

et on a rang[B, AB] = 1 # n donc ce systéme n’est pas
controlable.

avec



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

n=2,¢7r=(p1.7,9027)" €R2
On minimise la fonctionnelle

Jor) = / B ol2dt+ < Xo,0(0) >

_ 2/0 (ea(t) 2dlt + X1.091(0) + Xo.0¢2(0)



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

n=2,¢7r=(p1.7,9027)" €R2
On minimise la fonctionnelle

Jor) = / B o+ < X0 9(0) >

_ 2/0 (ea(t) 2dlt + X1.091(0) + Xo.0¢2(0)

ou ¢ est solution de —¢'(t) = A*¢(t)



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

n=2,¢7r=(p1.7,9027)" €R2
On minimise la fonctionnelle

1 T
o) =5 || 1Bt < Xo.0(0) >

1 T
_ 2/0 (ea(t) 2dlt + X1.091(0) + Xo.0¢2(0)

ol ¢ est solution de —¢'(t) = A*p(t) soit () = e (T Dy

avec . o (b
T0=(r2y %7



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

n=2,¢7r=(p1.7,9027)" €R2
On minimise la fonctionnelle

1 T
o) =5 || 1Bt < Xo.0(0) >

1 T
_ 2/0 (ea(t) 2dlt + X1.091(0) + Xo.0¢2(0)

ol ¢ est solution de —¢'(t) = A*p(t) soit () = e (T Dy

avec . o (b
T0=(r2y %7

cos(T —t) —sin(T —1t) .
<sin(T—t) cos(T —t) )

— AT



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

donc
wa(t) =sin(T — t)1(T) + cos(T — t)pa(T),

©1(0) = cos(T)p1(T) —sin(T)p2(T), (44)
©2(0) = sin(T)p1(T) + cos(T)p2(T)



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

donc
wa(t) =sin(T — t)1(T) + cos(T — t)pa(T),

©1(0) = cos(T)p1(T) —sin(T)p2(T), (44)
©2(0) = sin(T)p1(T) + cos(T)p2(T)

soit finalement J(p7) = 3 < MpT, 07 > + < N(Xp), o7 > avec

1 [ T —cos(T)sin(T) sin?(T) ,
M=3 ( sin?(T) T + cos(T)sin(T) ) 49

et
. X1 0 COS( T) + X270 sin( T) )
N(Xo) = ( X, 08in(T) + Xa.0 cos(T)

— det(M) = T? 4 cos?(T) — 1 > 0 pour tout T > 0.

(46)



Calcul du contrdle pour le systeme masse-ressort

J(pr) = 3 < Mo, 07 > + < N(Xp), o7 > atteint son unique minimum en



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

J(er) = % < Met, 01 >+ < N(Xp), o1 > atteint son unique minimum en
o1 = —M~"N(x)
soit

@1, _ 1 T + cos(T)sin(T) —sin?(T)
( ‘ﬁ;; ) - det(M) ( —sin®(T) T — cos(T)sin(T) )N(XO) (47)




Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

J(pr) = 3 < Mo, 07 > + < N(Xp), o7 > atteint son unique minimum en
@1 =—M""N(x))
soit

@1, _ 1 T + cos(T)sin(T) —sin?(T)
( ‘ﬁ;; ) - det(M) ( —sin®(T) T — cos(T)sin(T) )N(XO) (47)

Finalement, un contréle est donné par u(t) = B*$(t) = $o(t) avec ¢ solution de
@ @

@' (t) = A*p(t) tel que $(T) = ¢ soit

u(t) = sin(T — t)p1,7 +cos(T — t)pa 7



Calcul du contréle pour le systéme masse-ressort

J(pr) = 3 < Mo, 07 > + < N(Xp), o7 > atteint son unique minimum en
@1 =—M""N(x))
soit

@1, _ 1 T + cos(T)sin(T) —sin?(T)
( ‘ﬁ;; ) - det(M) ( —sin®(T) T — cos(T)sin(T) )N(XO) (47)

Finalement, un contrdle est donné par u(t) = B*¢(t) = ¢»(t) avec ¢ solution de

@' (t) = A*p(t) tel que $(T) = ¢ soit
u(t) = sin(T — t)p1,7 +cos(T — t)pa 7
Si la vitesse initiale X5  est nulle, il vient simplement,

u(t) (sin(T —t)Tcos(T) +sin(T — t)sin(T) — cos(T — t)Tsin(T)) Xi0

]
= det(M)



Application numérique du systeme masse-ressort :
m=R=T=1

0.
1
09| 0
0.| -02]
07| -0.4]
06 06
* 0.5
-0.8|
0.4]
-1
03]
-1.2]
02
01 1.4
0 0.2 0.4 06 08 1 % 0.2 04 0.6 08 1
t t
S
1.2 4
1
2
03|
w 3 0
0.6
-2
04
0.2] 4
[ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ) 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Application numérique du systeme masse-ressort :
m=R=1,T=10

X
1
0.4
0.8
08l 02
0.4/ 0|
02 -02
x
0
-0.4
-02
-06
04
og -08
0. -1
() 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
07,
0.
0.6 0.2
0.15]
0.5]
0.1
0.4] 0.05]
w > 0]
0.3
-0.05
0.2] -0.1
-0.15]
0.1
-0.2]

5

0 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10



Norme L2(0, T) en fonction de T

T 2(T T)sin(T
wm@mn=ﬁuwwh:$;?i£$%»

lu(®)IZ2 0.7y = €T (T << 1); U220 1y = 7 (T >> 1)

2 2 4 6 8 10
T

10g([[u(t) 20, 7y) vS. T >0

— Plus le temps de contrélabilité T > 0 est petit, plus le colt
du contréle est important.



Propriété du contréle B¢

Theoreme

Le contréle u = B*¢ obtenu en minimisant la fonction J est le
contréle de norme L?(0, T) minimale parmi tous les contréles
possibles pour X: si u> est un autre contréle pour X, on a

T T
/ 1B (t) 2dlt < / us(1) 2l
0 0



Propriété du contréle B¢

Theoreme

Le contréle u = B*¢ obtenu en minimisant la fonction J est le
contréle de norme L?(0, T) minimale parmi tous les contréles
possibles pour X: si u> est un autre contréle pour X, on a

T T
/ 1B (t) 2dlt < / us(1) 2l
0 0



Propriété du contrdle B*$

Theoreme

Le contréle u = B*¢ obtenu en minimisant la fonction J est le
contréle de norme L?(0, T) minimale parmi tous les contréles
possibles pour X: si u> est un autre contréle pour X, on a

T T
/ 1B (t) 2dlt < / us(1) 2l
0 0

Démonstration: u et U, sont des contréles donc ils vérifient tous
les deux la caractérisation des contrbles:

.
<X(0),g0(0)>+/ <u,Bo>dt=0 Vo
0
et -
<X(0),g0(0)>—|—/ <U,B*o>dt=0 Vo
0



Propriété du controle B¢

donc en particulier avec ¢ = ¢
-
< X(0),$(0) > + / <B'$,B¢>at=0
0

et
-,
< X(0), 3(0) > +/ <, B¢>dt=0
0



Propriété du controle B*$

donc en particulier avec ¢ = ¢
-
< X(0),$(0) > + / <B'$,B¢>at=0
0

et
-,
< X(0), 3(0) > +/ <, B¢>dt=0
0

donc
]
I8¢l ry = [ < velt).B'2(0) > dt < | eliao) 1B Blizgo

donc |[B*@|[ 120,y < llU2ll12(0,7)-



Exercice : le double ressort

Le systéme suivant du double ressort est-il contrélable ?

mix{ = —ki(xg — X2) + U,
mgxé’ = Kk (X1 — X2) — koxo

(48)



Exercice : le double ressort

Le systéme suivant du double ressort est-il contrélable ?

{ mixy = —ki(x1 — X2) + U, (48)

maxy = ki(x1 — x2) — Kaxe

Le systéme suivant du double ressort amorti est-il contrélable ?

{ m1x1” = —kq (X1 — X2) — df (X1/ — Xé) + U, (49)

mgxé’ = K4 (X1 - X2) — KoXo + 04 (X-; - Xé) — ngé



Stabilisation exponentielle

Theoreme
Si la paire [A, B] satisfait la condition de Kalman et si A* = —A,
alors la solution X du systéeme

(50)

X'(t) = AX(t) — BB*X(f), t>0
X(0) = X,

décroit exponentiellement: 3C > 0, 3a > 0 tels que

IX()llzr < Ce™|X(0) [, >0



Contrdle bang-bang

On prend m = 1 donc un seul contréle pour n états. On
considere la fonctionnelle

2
Jbb((PT (/ ‘B*go )’dl’) + < X(O) (0) >, VYo7 € R".

(51)
avec, comme précédemment, ¢ solution du probléme adjoint:

{ —/ (1) = A*p(t), te(0,T),

AAT) = o7 €R" %2



Contrdle bang-bang

On prend m = 1 donc un seul contréle pour n états. On
considere la fonctionnelle

2

Jbb((PT (/ ‘B*gp )’dl’) + < X(O) (0) >, VYo7 € R".
(51)

avec, comme précédemment, ¢ solution du probléme adjoint:

{ —/ (1) = A*p(t), te(0,T),

AT) = o7 € B 52

En écrivant que ¢ minimise Jpp, Soit Ddpp($7) - o7 = 0 pour
tout o7 € R”, on obtient I'équation

T T
/ ( / |B*(5)(5)|ds signe( 5" (t)))B* (t)dt+ < X(0), 9(0) >= 0
0 0



Contrdle bang-bang

soit la caractérisation des controles
T
/ V(1)B* o (t)dt+ < X(0), 5(0) >= 0 Vipr € R
0

avec ;
v(t) = /0 |B*(s)lds signe(B*¢(t))
avec
-1 si B*¢(t) <0,
signe(B* §(t)) = { e[-1,1] si B*¢(t) =0,
+1 si B*¢(t) > 0

(53)



Contrdle bang-bang

soit la caractérisation des controles

/Tman40w+<:xmL¢w)>:o Vor € R”
0

avec ;
v(t) =/0 |B*@(s)|ds signe(B*¢(t))
avec
— 1 si B*3(t) <0,
signe(B*¢(t)) = ¢ €[-1,1]1 si B*¢(t) =0, (53)
+1 si. B*@(t) >0
Lemme

L'ensemble {t € [0, T], B*$(t) = 0} est de mesure nulle.



Contrdle bang-bang

soit la caractérisation des controles

/Tman40w+<:xmL¢w)>:o Vor € R”
0

avec ;
v(t) =/0 |B*@(s)|ds signe(B*¢(t))
avec
— 1 si B*3(t) <0,
signe(B*¢(t)) = ¢ €[-1,1]1 si B*¢(t) =0, (53)
+1 si. B*@(t) >0
Lemme

L'ensemble {t € [0, T], B*$(t) = 0} est de mesure nulle.



Contrdle bang-bang

soit la caractérisation des controles

/T V(1) B*o(t)dt+ < X(0),9(0) >=0 Yo7 € R"
0

avec ;
v(t) =/0 |B*@(s)|ds signe(B*¢(t))
avec
— 1 si B*3(t) <0,
signe(B*¢(t)) = ¢ €[-1,1]1 si B*¢(t) =0, (53)
+1 si. B*@(t) >0
Lemme

L'ensemble {t € [0, T], B*$(t) = 0} est de mesure nulle.

.
/ B*3(s)lds  si BrG(f) >0,
v(t)=4 °° (54)

;
—/ IB*¢(s)lds  si B*@(t) <0
0

C’est un contréle bang-bang ! v est constant par morceaux au cours du temps et ne
prend que deux valeurs.



Propriété du controle bang-bang

Theoreme
Le contrble u = + fOT |B*¢|dt obtenu en minimisant la fonction
Jpp €st le contréle de norme L*>°(0, T') minimale parmi tous les

contréles possibles pour X: si u» est un autre contréle pour X,
ona

Ul oo (0, 1) < U2l Lo (0,T)
c’est a dire supcpo 17 [U(t)| < SUPsepo, 7y [U2(8)]. O

La démonstration est identique a celle du cas L2.



Cas du systéme masse-ressort

n=2,m=1

T 2
deaor) =5 ([ Ieattlet) + < X(0) (0) >

avec po(t) = sin(T — t)p1(T) + cos(T — t)pa(T).



Cas du systéeme masse-ressort

n=2,m=1

T 2
deaor) =5 ([ Ieattlet) + < X(0) (0) >

avec @o(t) = sin(T — t)p1(T) +cos(T — t)pa(T).
Le calcul explicite (a la main) est plus compliqué ici !



Cas du systéeme masse-ressort

n=2,m=1

T 2
deaor) =5 ([ Ieattlet) + < X(0) (0) >

avec @o(t) = sin(T — t)p1(T) +cos(T — t)pa(T).
Le calcul explicite (a la main) est plus compliqué ici !

Construisons une suite minimisante pour la fonctionnelle Jpp:

on part de l'initialisation ¢% € R” et on construit une suite
¢k € R™ telle que Jpp(s™") < Jpp(¥).
Partant de ©%, on suppose que P&+ = & + 15, avec n > 0,

et on cherche ©1 € R" tel que

Job(51) = Jop (95 +177) < Ibp($), VK >0



Controle bang-bang

On a, pour tout n € R,

I (51 = Jpb (0 +157) = Jbp(©%) + 1DIpp () - B1 + O(n?)

avec
)
Duos(5) - 71 / (DB B(1)at+ < X(0),5(0) >,

vk(t) = signe(B*o*( / |B*oK(1)|dlt

Question
@t tel que Ddpp(%) - o1 < 0 722



Cas du systéme masse-ressort

Theoreme
On a

Ddpp(¢5) - o7 =< A(T). 91 >, VpreR"
avec \¥ € C([0, T],R") solution de

{ (MY (1) + ANK(t) = BVR(t), te]o, T], (55)

AK(0) = X(0)



Cas du systéme masse-ressort

Theoreme
On a

Ddpp(¢5) - o7 =< A(T). 91 >, VpreR"
avec \¥ € C([0, T],R") solution de

{ (MY (1) + ANK(t) = BVR(t), te]o, T], (55)

AK(0) = X(0)



Cas du systéeme masse-ressort

Theoreme
On a

Ddpp(¢5) - o7 =< A(T). 91 >, VpreR"
avec \¥ € C([0, T],R") solution de

(MY (1) + ANK(t) = BVR(t), te]o, T],
A(0) = X(0)

Conclusion: Pour guarantir Ddpy (%) - o7 < 0, il suffit de
prendre o = —\K(T) |

Remarque
A l'optimalité, A = X, la solution contrélée recherchée !



Preuve du théoreme

On multiplie I'équation principale en A par ¥ soit

<(NY(1),2 > + < AK(1), 5 >=< BV (1), >



Preuve du théoreme

On multiplie I'équation principale en A par ¥ soit
<(NY(1),2 > + < AK(1), 5 >=< BV (1), >

puis on integre sur [0, T], soit

T T T
/ < ()\k)’(t),¢>dt+/ <A)\k(t),¢>dt:/ < BVK(t), % >
0 0 0



Preuve du théoreme

On multiplie I'équation principale en A par ¥ soit
< (Y1), > + < A1), 5 >=< BV (1), 5 >
puis on integre sur [0, T], soit
T T T
/O < (M), 7 > dt+/0 < AXK(), 7 > dt = /0 < BVK(t), % >
soit

T T T
/ < NGB > dt+ < AN(T), 1 > — < N(0),%(0) > +/ <NCAB>dt= / < vk
0 0 0



Preuve du théoreme

On multiplie I'équation principale en A par ¥ soit
<NY(1),8 > + < AN(1), 7 >=< BVK(1), >
puis on integre sur [0, T], soit
T T T
/ < (M), 7 > dt+/ < AXK(), 7 > dt = / < BVK(t), % >
0 0 0
soit
T T T
/ <M —F > dt+ < M(T), 57 > — < AF(0),5(0) > +/ <N A > dt:/ < vk,
0 0 0
soit

T T
/<>\k,—¢’—A*¢>dt+<>\"(T),¢T>—<A"(O),¢(0)>:/ < vk B*% > dt
0 N~ 0

=0 =X(0)



Preuve du théoreme

On multiplie I'équation principale en A par ¥ soit
<NY(1),8 > + < AN(1), 7 >=< BVK(1), >
puis on integre sur [0, T], soit
T T T
/ < (M), 7 > dt+/ < AXK(), 7 > dt = / < BVK(t), % >
0 0 0
soit
T T T
/ <M —F > dt+ < M(T), 57 > — < AF(0),5(0) > +/ <N A > dt:/ < vk,
0 0 0
soit

T T
/<>\k,—¢’—A*¢>dt+<>\"(T),¢T>—<A"(O),¢(0)>:/ < vk B*% > dt
0 N~ 0

=0 =X(0)

de sorte que

.
Do (%) - B7 = /0 V(DB B(D)dt+ < X(0),7(0) >=< A(T), 77 >



Algorithme itératif de descente

Entrée: T >0, X(0) € R", %, 7> 0, ¢ > 0.

1. Calcul de ¢ solution de

(@) () = A, o(T) =

Sortie: Solution contrélée A par le controle vk.



Algorithme itératif de descente

Entrée: T >0, X(0) € R", 09, 7> 0, ¢ > 0.
1. Calcul de ¢ solution de
(M) ()= Ak, N(T) =
2. Calcul de ;
vi(t) = (/ |B*o"(t)|dt) signe(B*¢"(t));
0

Sortie: Solution contrélée \¥ par le controle vk.



Algorithme itératif de descente

Entrée: T >0, X(0) € R", %, 7> 0, ¢ > 0.

1. Calcul de ¢ solution de
(M) ()= Ak, N(T) =

2. Calcul de ;
vk (1) = ( /0 B~k (1) dt) signe(B*(1));

3. Calcul de \* solution de

(AKY () = ANK(1) + BYA(1),  AK(0) = X(0);

Sortie: Solution contrélée A par le controle vk.



Algorithme itératif de descente

Entrée: T >0, X(0) € R”, 0%, 7> 0,¢> 0.
1. Calcul de ¢ solution de
(@) () = A, o(T) =
2. Calcul de ;
vi(t) = (/0 |B**()|at) signe(B* ¢ (1));
3. Calcul de \¥ solution de
(N (1) = AN(t) + BVK(1),  A*(0) = X(0);

4. Mise a jour de ¥

O =+ nAN(T)

Sortie: Solution contrélée \¥ par le contrdle vk.



Algorithme itératif de descente

Entrée: T >0, X(0) € R”, 0%, 7> 0,¢> 0.
1. Calcul de ¢ solution de
(@) () = A, o(T) =
2. Calcul de ;
vi(t) = (/0 |B**()|at) signe(B* ¢ (1));
3. Calcul de \¥ solution de
(N (1) = AN(t) + BVK(1),  A*(0) = X(0);

4. Mise a jour de ¥
O = o+ mAN(T)
5. Si||A*(T)||gn > e, retour au 1. Sinon, stop.

Sortie: Solution contrélée \¥ par le controle vk.



Application numeérique sur le systeme masse-ressort :
T =0.05

1500
1000
500
0
500
1000
-1500
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t
]
059
-5
08
10
07,
06 15,
05 20
04 o
03
30
02
0.1 -3
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 () 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05



Application numeérique sur le systeme masse-ressort :
T=05

15
10
5
0
-5
10
_15
o 0.1 0.2 03 0.4 05
t
1 0.
09 0
08
-0.5|
07
-1
06
15
05
-2
04
0.3 -2.5|
02 3
0.1 -35
o 0.1 02 03 0.4 05 o 0.1 02 03 04 0.5




Application numeérique sur le systeme masse-ressort :
T=1.

L ! | !
S~ NS - SN S N ~R

09|
08| o
07|
0.6 -0.5]
05|
04| 1
03|
02| -15)

0.1

0 0.2 0.4 06 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Application numérique du systeme masse-ressort :

m= R =T =1 (comparaison avec le contrble L2
minimale)

0.
1
09| 0
03| -0.2]
07| -0.4]
04| -0.6|
x
09 03|
0.4]
-1
03]
-1.2]
02)
01 -1.4]
1.4
(] 02 04 06 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1
t t
1.
1.2 4
1
2
03|
w 3 0
04|
-2
0.4
02 4
0 02 0.4 06 08 1 ) 02 0.4 06 08 1



Application numeérique sur le systeme masse-ressort :
T=5

0.4
0.3
0.2
0.1
0
-0.1
-0.2]
-03
-0.4
04 1 2 3 4 5
t
1 0
0.4
0.2
05
0
-0.2]
0
-0.4]
-0.6|
% 1 2 3 4 5 % 1 2 3 4 5




Application numeérique sur le systeme masse-ressort :
T=28

0.2]
0.15
0.1

0.05

-0.05
-0.1

-0.15

-0.2d

0.8
0.6
0.4] 0|

0.2

~02] -0.5|

-0.4

-0.6]




Application numeérique sur le systeme masse-ressort :
T =50

0.06
0.04|
0.02
0|
-0.02|
0.04
-0.06
-0.08 — — — — — — — —
0 10 20 30 40 50
t
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
-0.4 0.4
-06 -06
-08 -08
-1 -1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50



Minimisation directe par rapport a la variable contréle

, ) = Ml o 56
ueLoons(;?T;R’") (U) ”u”L ©.7E ( )

sous les contraintes
» X, est solution de

X(t) = AXy(1) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xo

= La solution est un contrdle bang-bang.



Minimisation directe par rapport a la variable contréle

, ) = Ml o 56
ueLoons(;?T;R’") (U) ”u”L ©.7E ( )

sous les contraintes
» X, est solution de

X(t) = AXy(1) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xo

> Xu(T)=0.
= La solution est un contrdle bang-bang.



Minimisation directe par rapport a la variable contréle

, ) = Ml o 56
ueLoons(;?T;R’") (U) ”u”L ©.7E ( )

sous les contraintes
» X, est solution de

X(t) = AXy(1) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xo

> Xu(T)=0.
= La solution est un contrdle bang-bang.



Minimisation directe par rapport a la variable contréle

, ) = Ml o 56
ueLoons(;?T;R’") (U) ”u”L ©.7E ( )

sous les contraintes
» X, est solution de

X(t) = AXy(1) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xo

> Xu(T)=0.

= La solution est un contrdle bang-bang.
Pour relaxer la contrainte égalité X,(T) = 0, on peut introduire le probleme pénalisé:
Ve > 0,

i Je(u) = so(o.7rm + € | Xu(T) = 0| oo (gn 58
UGLWTT(‘A?T;R,") (v) = llullzso o, 7rmy + € I Xu(T) — O oo (rn) (58)

sous la contrainte (60) en espérant que uc — uquand e — 0



Probleme duale: temps d’atteinte minimale

Soit K > 0. On considére le probléme du temps d’atteinte minimale :
min Ju)y=T= / 1dt
ueLee (0, T;RM)

sous les contraintes
» X, est solution de

X (t) = AXu(t) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xy

(59)



Probleme duale: temps d’atteinte minimale

Soit K > 0. On considére le probléme du temps d’atteinte minimale :

Jwy=T= / 1dt (59)

min
uel>(0,T;RM)

sous les contraintes
» X, est solution de

X (t) = AXu(t) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xy

> X,(T)=0.



Probleme duale: temps d’atteinte minimale

Soit K > 0. On considére le probléme du temps d’atteinte minimale :
min Ju)y=T= / 1dt (59)
ueLee (0, T;RM)

sous les contraintes
» X, est solution de

X (t) = AXu(t) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xy

> X,(T)=0.
> |u(t)| < K pourtout t € [0, T]



Probleme duale: temps d’atteinte minimale

Soit K > 0. On considére le probléme du temps d’atteinte minimale :
min Ju)y=T= / 1dt (59)
ueLee (0, T;RM)

sous les contraintes
» X, est solution de

X (t) = AXu(t) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = Xy

> X,(T)=0.
> |u(t)| < K pourtout t € [0, T]



Probleme duale: temps d’atteinte minimale

Soit K > 0. On considére le probléme du temps d’atteinte minimale :
min Ju)y=T= / 1dt (59)
ueLee (0, T;RM)

sous les contraintes
» X, est solution de

X (t) = AXu(t) + Bu(t), te(0,T),
Xu(0) = X

> Xu(T)=0.
> |u(t)| < K pourtout t € [0, T]
— La solution est un contréle bang-bang !



Partie Ill - Contréle en temps minimum de
systémes différentielles linéaires

X'(t) = AX(t) + Bu(t), t>0,
X(0) = Xy

avec la contrainte |u(t)| < K pour tout t € [0, T] tel que
X(T)=0.



Temps d’atteinte minimal - Définition

On considere le probléme

X'(t) = AX(t)+ Bu(t), t>0,
X(0) = Xo

avec u € Q un compact de R"” qui contient 0.
On cherche a atteindre la cible 0 en un temps minimal.



Temps d’atteinte minimal - Définition

On considere le probléme

X'(t) = AX(t)+ Bu(t), t>0,
X(0) = Xo

avec u € Q un compact de R"” qui contient 0.

On cherche a atteindre la cible 0 en un temps minimal.
Definition

t* =inf{t > 0, X,(t) = 0}.



Temps d’atteinte minimal - Définition

On considere le probléme

X'(t) = AX(t)+ Bu(t), t>0,
X(0) = Xo

avec u € Q un compact de R"” qui contient 0.

On cherche a atteindre la cible 0 en un temps minimal.
Definition

t* =inf{t > 0, X,(t) = 0}.



Temps d’atteinte minimal - Définition

On considere le probléme

X'(t) = AX(t)+ Bu(t), t>0,
X(0) = Xo

avec u € Q un compact de R"” qui contient 0.
On cherche a atteindre la cible 0 en un temps minimal.

Definition
t* =inf{t > 0, X,(t) = 0}.
On note u*, s’il existe, un tel controle dans Q. Alors

0 =" X(0) + / ' A=) By*(s)ds
0



Temps d’atteinte minimal - Théoreme d’existence

On note I'ensemble de tous les états atteignables par u € Q au
temps t:

A(Xo, 1) = {Xu(1), U € Q, Xu(0) = Xo}-



Temps d’atteinte minimal - Théoreme d’existence

On note I'ensemble de tous les états atteignables par u € Q au
temps t:

A(Xo, 1) = {Xu(1), U € Q, Xu(0) = Xo}-

Theoreme

Supposons que I'état (final) nul est atteignable: 3+ > 0 tel que
0 € A(Xy, 7). Alors, il existe un contréle optimal qui permet de
I'atteindre en temps minimal.



Temps d’atteinte minimal - Théoreme d’existence

On note I'ensemble de tous les états atteignables par u € Q au
temps t:

A(Xo, 1) = {Xu(1), U € Q, Xu(0) = Xo}-

Theoreme

Supposons que I'état (final) nul est atteignable: 3+ > 0 tel que
0 € A(Xy, 7). Alors, il existe un contréle optimal qui permet de
I'atteindre en temps minimal.



Temps d’atteinte minimal - Théoreme d’existence

On note I'ensemble de tous les états atteignables par u € Q au
temps t:

A(Xo, 1) = {Xu(1), U € Q, Xu(0) = Xo}-

Theoreme

Supposons que I'état (final) nul est atteignable: 3+ > 0 tel que
0 € A(Xy, 7). Alors, il existe un contréle optimal qui permet de
I'atteindre en temps minimal.

Cela résulte de la compacité de 2 et de la convexité de

A(Xp, t).

Lunicité est fausse en générale: il peut y avoir plusieurs
contréles pour le méme temps minimal.



Condition nécessaire d’optimalité: principe de
Pontryagin

Theoreme (Principe de Pontryagin - Cas linéaire en
temps minimum)

Soit u* un contréle admissible transférant le systéme de X, en
Xy(t*) = 0 dans le temps t*. Si t* est minimal, alors il existe
une solution ¢, non identiquement nulle aux équations
adjointes telle que pour presque tout s, u* réalise le maximum
de I'Hamiltonien v — H(v) =< ¢, Bv > sur Q.



Condition nécessaire d’optimalité: principe de
Pontryagin

Theoreme (Principe de Pontryagin - Cas linéaire en
temps minimum)

Soit u* un contréle admissible transférant le systéme de X, en
Xy(t*) = 0 dans le temps t*. Si t* est minimal, alors il existe
une solution ¢, non identiquement nulle aux équations
adjointes telle que pour presque tout s, u* réalise le maximum
de I'Hamiltonien v — H(v) =< ¢, Bv > sur Q.



Condition nécessaire d’optimalité: principe de
Pontryagin

Theoreme (Principe de Pontryagin - Cas linéaire en
temps minimum)

Soit u* un contréle admissible transférant le systéme de X, en
Xy(t*) = 0 dans le temps t*. Si t* est minimal, alors il existe
une solution ¢, non identiquement nulle aux équations
adjointes telle que pour presque tout s, u* réalise le maximum
de I'Hamiltonien v — H(v) =< ¢, Bv > sur Q.

Autrement dit, tout trajectoire optimale X vérifie le systeme
d’optimalité:

X'(t) = AX(t) + Bu*(t), —¢'(t)=A"p(t), te(0,t),

< p(8),Bu*(s) >rn > < ¢(S),Bv(S) >rn, YV EU, pp.S
(61)



Le cas scalaire : m =1 (un seul contrdle)

n=2,m=1;B=(0 1)7.Q=[-b,4
La condition

<Q(8),BUN(S) >z = < (), BV(S) >gz, WV EQ, pps



Le cas scalaire : m =1 (un seul contrdle)

n=2,m=1;B=(0 1)7.Q=[-b,4
La condition

<Q(8),BUN(S) >z = < (), BV(S) >gz, WV EQ, pps

se réécrit
< p(s). BU*() >po=max < o(s), Bu(s) >z, .S
Vi



Le cas scalaire : m =1 (un seul contrdle)

n=2,m=1;B=(0 1)7.Q=[-b,4
La condition
< (p(S), BU*(S) >R2 > < 50(5)7 BV(S) >R2, Vv E€Q, pps
se réécrit
< ¢(8), BU*(S) >pe= max < ¢(s), Bv(s) >gz2, PP

soit

Pa(s)u3(5) = | max _ea(s)va(s)



Le cas scalaire : m =1 (un seul contrdle)

n=2,m=1;B=(0 1)7.Q=[-b,4
La condition

<Q(8),BUN(S) >z = < (), BV(S) >gz, WV EQ, pps

se réécrit
< p(9), Bu* () >ge=max < (s), BY(s) >ze, ppS
4
soit
e2(s)uz(s) = max (s)va(s)
v E[—b,a]

ce qui finalement donne

a si a(s) >0,

u3(s) =19 [-b,al  si @2(s)=0, (62)
—-b si 902(3) <0

On obtient un contréle (quasi) bang-bang.

Par exemple, si b = a, il vient u3(s) = a signe(p2(s)). Un temps t; auquel le controle

change de signe est un temps de commutation.



Exemple

Considérons le systéme dans R?:
Xi (1) = x2, X3(1) = 2x2() + u(?), |u(t)] < 1

On part de (0, 0) et on cherche a atteindre (a,0), a > 0.



Exemple

Considérons le systéme dans R?:
Xi (1) = x2, X3(1) = 2x2() + u(?), |u(t)] < 1

On part de (0, 0) et on cherche a atteindre (a,0), a > 0.
On vérifie que le systéeme est contrlable. Par ailleurs, le systeme adjoint est donnée
par

Py =0,p2 = —pi = 2p2

et le controle extremal est donné par u(t) = signe(p2(t)).



Exemple

Considérons le systéme dans R?:
Xi (1) = x2, X3(1) = 2x2() + u(?), |u(t)] < 1

On part de (0, 0) et on cherche a atteindre (a,0), a > 0.
On vérifie que le systéeme est contrlable. Par ailleurs, le systeme adjoint est donnée
par

Py =0,p5 = —pi —2p2

et le contréle extremal est donné par u(t) = signe(p»(t)). On a que p; = cste puis
p2(t) = —py/2 4+ Ae~2L I n’y a donc qu’un seul de temps de commutation.

Si u(t) = e = %1, il vient alors

€ 1 € _
xi(t) = =5 (t = o) + 5 ((b) + 5)(0) — 1) +x(h),
° . (63)
Xo(t) = = + (Xe(to) + )&
2 2
Pour atteindre (a, 0), on voit alors qu’il faut d’abord prendre u(t) = +1 sur t € [0, f]
puis u(t) = —1 sur [t;, t*] avec t;, t* fonction de a.



Exercice

On considére le systéme suivant (n = m = 2):
x1(t) = g (1) + Oua(t); Xa(t) = ur(t) + Oua(1),
x1(0) = x2(0) = —1;
avec |u;(t)] < 1 pour presque tout t. On souhaite atteindre
(0,0).

Montrez que T = 1 est optimal. Montrez qu’il y a une infinité de
contréles optimaux mais que I'état est unique.



Partie IV - Contrdlabilité de I'équation des ondes
linéaire



Equations des ondes en une dimension d’espace
xeQ=(0,1):

y(0,t)=y(1,t) =0, te(0,T7),

{Y"(X, t) — (c(x)yx)x = f(x, 1), (x,1) € (0,1) x (0, 7),
y(X7O):y0(X)7 yI(X’O):y1(X)

(64)
Yo, ¥1: position et vitesse initiale



Equations des ondes en une dimension d’espace
xeQ=(0,1):

y'(x, 1) = (e(X)yx)x = f(x, 1), (x,1) € (0,1) x (0, 7),
y(0,t) =y(1,t) =0, te(0,7),
y(X7O):y0(X)7 yI(X7O):y1(X)

Yo, ¥1: position et vitesse initiale

Sans force extérieure (f = 0), I'énergie du systéme (non
controlé) est donnée par :

1
E(M)i= 5 [ (Y002 + (ol OP)d  (65)

et est constante au cours du temps; E(t) = E(0). Le systeme
est conservatif.



Equations des ondes en une dimension d’espace
xeQ=(0,1):

y'(x, 1) = (e(X)yx)x = f(x, 1), (x,1) € (0,1) x (0, 7),
y(0,t) =y(1,t) =0, te(0,7),
y(X7O):y0(X)7 yI(X7O):y1(X)

Yo, ¥1: position et vitesse initiale
Sans force extérieure (f = 0), I'énergie du systéme (non
controlé) est donnée par :

1
E(M)i= 5 [ (Y002 + (ol OP)d  (65)

et est constante au cours du temps; E(t) = E(0). Le systéme
est conservatif.

On cherche un contrdle frontiére v tel que y(1,t) = v(t) tel que
E(T) =0 pour T > 0 suffisamment grand.



Remarque: temps minimal de contrélabilité

Formellement, on écrit

02 — c202 = (Oy + €Ox) (0 — cOx)



Remarque: temps minimal de contrélabilité
Formellement, on écrit
02 — 292 = (Or + cOx)(9r — cdy)

soit
(07 — POZ)(¥) = (0t + cx)(8r — cdx)(¥)



Remarque: temps minimal de contrélabilité
Formellement, on écrit
02 — c202 = (Oy + €Ox) (0 — cOx)

soit
(0F — 2)(y) = (9t + c0x) (9t — cox)(y)

donc si y est solution de I'équation des ondes, y est aussi
solution de deux équations de transport :

(0t + cox)(y) = Oty + coxy = 0 = y(x,t) = f(x — ct),
(0t — cOx)(y) = 0ty — coxy =0 = y(x,t) = g(x + ct)



Remarque: temps minimal de contrélabilité
Formellement, on écrit
07 — P05 = (0 + c0x)(0r — €Ox)
soit
(0F — c?0%)(y) = (8r + cOx)(Dr — cx)(¥)

donc si y est solution de I'équation des ondes, y est aussi
solution de deux équations de transport :

(0t + cox)(y) = Oty + coxy = 0 = y(x,t) = f(x — ct),

(0t — cOx)(y) = Oty — cOxy = 0 = y(x,t) = g(x + ct)

= y(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct)

Linformation se propage a vitesse finie : il faut donc un temps
minimal de contrélabilité pour qu’un contréle frontiére (en
x = 1) agisse.



Solution de I'equation des ondes par séries de Fourier

On cherche une solution du probléeme homogéne par série de
Fourier. On cherche une solution a variables séparées sous la
forme

y(x, 1) = g(t)f(x)



Solution de I'equation des ondes par séries de Fourier

On cherche une solution du probléeme homogéne par série de
Fourier. On cherche une solution a variables séparées sous la
forme

y(x,t) = g()f(x)
ce qui donne, en injectant dans I'équation

() f(x) — c?g(H)fix(x) =0

soit
gu(1) _ szxx(x)
g(t) f(x)




Solution de I'equation des ondes par séries de Fourier

On cherche une solution du probléeme homogéne par série de
Fourier. On cherche une solution a variables séparées sous la
forme

y(x,t) = g()f(x)
ce qui donne, en injectant dans I'équation

() f(x) — c?g(H)fix(x) =0

soit
gu(1) _ szxx(x)
g(t) f(x)

soit
—gu(t) = Ag(t), —CPhu(x) = M(X)



Solution de I'equation des ondes par séries de Fourier

Le systeme en f est donné par :

{ — f(x) = %f(x), x € (0,1), .

f(0) =f(1)=0

soit
f(x) = V2sin(krx), Ak = ¢?(kn)?, k € N.

Les couples (fx, Ax) sont les solutions du probléeme spectral (66).



Solution de I'equation des ondes par séries de Fourier

Le systeme en f est donné par :

{ — f(x) = %f(x), x € (0,1),
£(0) = f(1) = 0

(66)

soit
f(x) = V2sin(krx), Ak = ¢?(kn)?, k € N.

Les couples (fx, Ax) sont les solutions du probléeme spectral (66).
g est alors solution de —gy(t) = \(g(t) soit
Bk .
gk (1) = ak cos(+/ Axt) + ﬁ sin(y/ Axt)

Finalement,

ye(x, 1) == ge(Df(x) = \@(ak cos(v/Akt) + % sin(mt)) sin(kmx)

est solution de I'équation de yi — cyxx = 0.



Solution de I'equation des ondes par séries de Fourier

La solution de I'équation des ondes est donc de la forme :
b
yx, ) =v2y" (ak cos(v/Akt) + —= sin(\/)\kt)) sin(kmx)
keN Ak
avec (ak, by) les coefficients de Fourier des données initiales yq et yy:

Yo(x) = V2> agsin(krx),  y1(x) = V2> bysin(kmx) (67)

keN keN

soit

1 1
a = / Yo(X)V2sin(krx)dx, by = / Vi ()V2sin(krx)dx  (68)
0 0



Solution de I'équation des ondes par séries de Fourier

ay = / 1 Yo(X)V2sin(knx)dx, by := / 1 y1(x)V2sin(krx)dx (69)
0 0



Solution de I'équation des ondes par séries de Fourier

1 1
ay = / Yo(x)V2sin(kxx)dx, by := / y1(x)V2sin(krx)dx (69)
0 0
HyOHiZ(OA) = ZkeN ai donc

Yo € L2(0,1) <= D & < +oc.
ken



Solution de I'équation des ondes par séries de Fourier

1 1
ay = / Yo(x)V2sin(kxx)dx, by := / y1(x)V2sin(krx)dx (69)
0 0
HyOHiZ(OJ) = ZkeN ai donc

Yo € L2(0,1) <= D & < +oc.
ken

On note H'(0,1) := {u € L?(0,1), ux € L?(0,1)} C L?(0,1) etona:

Yo € H'(0,1) = > (km)?a} < o0



Solution de I'équation des ondes par séries de Fourier

1 1
ay = / Yo(x)V2sin(kxx)dx, by := / y1(x)V2sin(krx)dx (69)
0 0
HyOHiZ(OJ) = ZkeN ai donc

Yo € L2(0,1) <= D & < +oc.
ken

On note H'(0,1) := {u € L?(0,1), ux € L?(0,1)} C L?(0,1) etona:
Yo € H'(0,1) = > (km)?a} < o0
On note H=1(0,1) := {u= —yxxavecy € H'(0,1),y(0) = y(1) = O} eton a:

Yo e H1(0,1) = Z(kw)_za,% < 00



Produit scalaire

Soit u(x) = V2 3y Uk SiN(KTX), V(X) = V23 ey Vg SIn(qrX);

1 172 1/2
<ULV >20 )= /0 u(x)v(x)ax = > ugvg < (Z Uf) (Z v,f) < o0
ken

keN keN



Produit scalaire

Soit u(x) = V2 3y Uk SiN(KTX), V(X) = V23 ey Vg SIn(qrX);

1 172 1/2
<ULV >20 )= /0 u(x)v(x)ax = > ugvg < (Z Uf) (Z v,f) < o0
ken

keN keN

1/2
Z(kw)*zvf)

keN

1/2
v
UV > pr= D Uk = > (Km)ug é < (Z(kw)zuf) (

keN keN keN



Produit scalaire

Soit u(x) = V2 3y Uk SiN(KTX), V(X) = V23 ey Vg SIn(qrX);

1 172 1/2
<ULV >20 )= /0 u(x)v(x)ax = > ugvg < (Z Uf) (Z v,f) < o0
ken

keN keN

1/2
Z(kw)*zvf)

keN

1/2
v
UV > pr= D Uk = > (Km)ug é < (Z(kw)zuf) (

keN keN keN
Détail des calculs:

UV >t 1 =< U, (=05 2V)x > 12(0.1y=< Ux, ¥x >2(0.1)
[avec —yxx = v soit vx = (km)2yk].

< ux, Yx >p20y= D (km)uk(km)yk = > uk(km)Py = Y ukvi
ken ken ken



Retour sur la contrdlabilité de I'équation des ondes:
c=1

xeQ=(0,1):
y'(x,t) = Y =0, (x,1) €(0,1) x (0, T),
y(Ov t) = ory(17t) = V(t)’ te (07 T)v

y(x,0) = yo(x). ¥'(x,0) = y1(x)
(70)
On cherche un contr6le v tel que y(1,t) = v(t) et tel que

y(x,T)=0,y(x,T) =0, x €(0,1).



Retour sur la contrdlabilité de I'équation des ondes:
c=1

xeQ=(0,1):
y'(x,t) = Y =0, (x,1) €(0,1) x (0, T),
y(Ov t) = ory(17t) = V(t)’ te (07 T)v

y(x,0) = yo(x). ¥'(x,0) = y1(x)
(70)
On cherche un contr6le v tel que y(1,t) = v(t) et tel que
y(x,T)=0,y(x,T) =0, x € (0,1).

On suppose yp € L2(0,1) [ a2 < oo et y; € HT1(0,1) [
2
(3] <



Caractérisation des controles

Soit g € HI(0,1) et 1 € L2(0, 1) et soit ¢ la solution adjointe

59”()(7 t)_SDXX:Ov (X7 t) € (071) X (07 T)v
{gp(O7 t) =¢(1,t) =0, te(0,7),
QD(X,O):Lpo(X), L»0/()(70) :991()()

(71)



Caractérisation des controles

Soit g € HI(0,1) et 1 € L2(0, 1) et soit ¢ la solution adjointe

59”()(7 t)_SDXX 207 (X7 t) € (071) X (07 T)v
»(0,t) = p(1,t) =0, te(0,7), (71)
QD(X,O) = LpO(X)v Lpl(Xv 0) =¥ (X)

Lemme (Caractérisation des controles)
v € L2(0, T) est un contréle & zéro pour les données initiales (yo, y1) si et seulement si

;
/0 V(1) px(1, )dt+ < Yo, 01 >12(0.1),12(0,1) — < Y1, %P0 >H-1,1 0, = 0 (72)

pour tout ¢ € H(‘) (0,1) ety € L2(0,1) ou ¢ est la solution adjointe correspondante.

Preuve - Multiplier I'équation en ¢ par y et intégrer.



Minimisation d’'une fonctionnelle

On considére alors la fonctionnelle J : H}(0,1) x L3(0,1) — R
définie par

1 T
Jgo.91) =5 [ lex(1L02dte < o1 im0

= <Y1,%0 >H-1 Hi(0,1)

Lemme

On suppose que (¢o, ¢1) est un minimiseur de J. Si ¢ est la
solution adjointe correspondante, alors v(t) = ¢x(1,t) estun
controle a zéro pour la donnée initiale (yo, y1)-



Coercivité de la fonctionnelle

Definition
On dit que la solution adjointe o est observable au temps T si
et seulement il existe une constante C > 0 telle que

T

CEcop) < [ lex(0fdl  Wgo.o1) € H(0.1)xL20.1)
(73)

avec

E(gpo, 801) = ||9007 1 ||I2-I3(O,1),L2(0,1) ||§00||H1 (0,1) + ||§01 ||L2 0,1)



Coercivité de la fonctionnelle

Definition
On dit que la solution adjointe o est observable au temps T si
et seulement il existe une constante C > 0 telle que

T

CEcop) < [ lex(0fdl  Wgo.o1) € H(0.1)xL20.1)
(73)

avec

E(gﬁo, 801) = ||9007 1 ||I2'I8(O’1)’L2(0’1) ||§00||H1 (0,1) + ||§01 ||L2 0,1)

Theoreme

Si la solution adjointe est observable, alors la fonctionnelle J
admet au moins un minimum et implique la contrélabilité de y
autemps T.



Preuve de I'observabilité pour T =2

On écrit

p(x, ) =v2>" (ak cos(v/Axt) + ;—;‘\7 sin(\/ﬁt)) sin(kmx)

keN
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fZ(akcos(\/»t +—sm(\/>t)sm(k7rx

keN

Il vient ng:0||H1 © 1) f01 (x(x,0))2dx = ZKGN(kw)2a§ et
lo11Z20,1) = Jo (#'(x,0))2dx = ZKGN b2 soit

E(vo, 1) = Z( (km)2& + b?) < oo
kEN



Preuve de I'observabilité pour T =2

On écrit

fZ(akcos(\/»t +—sm(\/>t)sm(k7rx

keN

Il vient Hgoo||H1 © 1) f01 (x(x,0))2dx = ZKGN(kw)2a§ et
lo11Z20,1) = Jo (#'(x,0))2dx = ZKGN b2 soit

E(vo,¢1) = Z( (km)2& + b2) < o0
2 ket
ox(X, f%kﬂ(&k cos( ff) + \/i sin \ﬁt)) cos(kmx)

soit

ox(1, t)fkafr(akcos (v 2kh) +—sm \ﬁt)( 1)k

keN



Preuve de I'observabilité pour T =2

ox(1, t)_kaw(akcos (V/Akt) +—sm \ﬁt))( 1)k

kEN
puis

1 T
—/ (px(1,0)Pdt = > (-1) k+pkﬂ'p7’|’akap/ cos(kmt) cos(prt)dt
0

2 k,pEN

+ > (-1 k+Pk7rakbp/ cos(kxt) sin(prt)dt
k,peN

+ > (—1)k+pk7rbkap/ sin(krt) cos(prt)dt
K,pEN 0

.
+ 37 (1)< +Pbyby / sin(krt) sin(prt)dt
k,peN

=> ((km)*a; + b})

keN



Pas d’observabilité uniformesi T < 2

Theoreme
SiT<2,
T 2
1, 1))2dt
inf M =0 (74)
(0:01)€H}(0,1)x12(0,1)  E(po, ¥1)

Autrement dit, il y a certaines composantes des séries de Fourier qui ne peuvent étre
observés.



Exercice - avec un controleen x =0etunen x = 1

Y'(x,t) = Y =0, (x,1) €(0,1) x (0, 7),
y(0,1) = vi(t);y(1, 1) = va(), te(0,7),
y(x,0) = yo(x), ¥'(x,0) = yi(x)

On cherche deux contrGles vy et v, tels que
y(x,T)=0,y(x,T) =0, x €(0,1).

Temp minimal de contrélabilité ?



Observabilité avec la méthode des multiplicateurs.

On multiplie I'’équation en ¢ par xpx puis on intégre sur (0, 1) x (0, T):

T 1 T 1 T 1
0://(<pnf<pxx)x<pxdxdt=// Xapmpxdxdtf// Xpxxpx dxdt
0 JO 0 JO 0 JO
1 T 1 T T r1 1 s
:// —X@thxrdxdﬂr/ [prsox]odx—// x5 (lox|%)xdx
0Jo 0 0Jo 2
1 ,T 1 5 1 - 1 T 1 5 1 T 5
= [ —xgUalnaet+ [xadiacr g [ et -5 [ eea
0
- / / () dxat — / i1, )t + / [xpronl] o
+f// |sox|2dxdt~/ lox(1, B) et
2 Jo Jo 2 Jo



Observabilité avec la méthode des multiplicateurs.

On multiplie I'’équation en ¢ par xpx puis on intégre sur (0, 1) x (0, T):

T 1 T 1 T 1
0://(<pnf<pxx)x<pxdxdt=// Xapmpxdxdtf// Xpxxpx dxdt
0 JO 0 JO 0 JO
1 T 1 T T r1 1 s
:// —X@thxrdxdﬂr/ [prsox]odx—// x5 (lox|%)xdx
0Jo 0 0Jo 2
1 ,T 1 5 1 - 1 T 1 5 1 T 5
= [ —xgUalnaet+ [xadiacr g [ et -5 [ eea
0
- / / () dxat — / i1, )t + / [xpronl] o
+f// |sox|2dxdt~/ lox(1, B) et
2 Jo Jo 2 Jo

soit

1 T 1 1 1 T
3 || e+ tesPyat+ [ o= 3 [ lox1iRat
2Jo Jo 0 2 Jo

soit TE(0) + [y [xeroxldx = 1 [ lox(1, )20t



Observabilité avec la méthode des multiplicateurs.

On multiplie I'’équation en ¢ par xpx puis on intégre sur (0, 1) x (0, T):

T 1 T 1 T 1
0://(<pnf<pxx)x<pxdxdt=// Xapnapxdxdtf// Xpxxpx dxdt
0 JO 0 JO 0 JO
1 T 1 T T 1 1 s
:// —X@thxrdde/ [prsox]odx—// x5 (lox|%)xdx
0 Jo 0 0oJo 2
1 ,T 1 5 1 - 1 T 1 5 1 T 5
= [ —xgUalnaet+ [xadiacr g [ et -5 [ eea
0
= / / (l¢el?) oot — = / (1, 1) 2at + / [Xprox] dx
+f// \sox|2dxdt~/ lox(1, )Pt
2 Jo Jo 2 Jo

soit
1 T ! 2 2 ! T 1 T 2
3 || e+ tesPyat+ [ o= 3 [ lox1iRat
2Jo Jo 0 2 Jo

soit TE(0) + [, [xproxlddx = 1 [ lox(1, £)|2at soit finalement

(T —2)E(0 / lox(1, t)[2dt



Cas Q c RN

Theoreme
Soit xg € RN et soitT(xg) = {x € 9Q, (x — xp) - v > 0}. Soit

T > 2sup |x — xo|
xXeQ

Alors, ACps > 0 tel que

)
2 2
0. 113 20y < Cots | [ el doct

(76)
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T > 2sup |x — xo|
xXeQ

Alors, ACps > 0 tel que

)
2 2
0. 113 20y < Cots | [ el doct

(76)



Cas Q c RN

Theoreme
Soit xg € RN et soitT(xg) = {x € 9Q, (x — xp) - v > 0}. Soit

T > 2sup |x — xo|
xXeQ

Alors, ACps > 0 tel que
2 T 2
0, ¢1 ”H&(Q)XLZ(Q) < Cobs/o /I'(xo) |Onep|® dodt (76)

Preuve - On multiplie I'equation en ¢ par le multiplicateur
(X — Xp) - Vi et on fait des IPP.

Lemme
Le contréle obtenu v = V$ - v est le contréle de norme L2
minimale.



Stabilisation frontiere

On considere I'équation

y'(x,t) — yxx = 0, (x,1) € (0,1) x (0, T),
{y(o 1) = 0;yx(1,t) = a(t)y:(1, 1), te(0,7),
y(x,0) = yo(x), ¥'(x,0) = y1(x)

Lemme
SiE(t) =} [ (yel? + lyx[2)ax, alors E'(t) = [ a(t)ly:(1, O)[2at.

(77)



Stabilisation frontiere

On considere I'équation

y'(x,t) — yxx = 0, (x,1) € (0,1) x (0, T),
{y(O, 1) = 0;yx(1,t) = a(t)y:(1, 1), te(0,7),
y(x,0) = yo(x), ¥'(x,0) = y1(x)

Lemme
SiE(t) =} [ (yel? + lyx[2)ax, alors E'(t) = [ a(t)ly:(1, O)[2at.

Theoreme (décroissance exponentielle de I'énergie)
Soit o < 0. Il existe 8 > 0 tel que E(t) < E(0)e—A!



Exercice : Stabilisation et contrélabilité interne (ou
distribué)

Soit w C Q On considére I'équation

Y (x,t) = yxx(x, t) = vig, (x,t) € (0,1) x (0, T),
{y(O7 t)y=y(1,t) =0, te(0,T), (78)
y(X,O):yo(X), y’(X,O):y](X)

On cherche v € L?(w x (0, T)) tel que E(T) = 0.



Exercice : Stabilisation et contrélabilité interne (ou
distribué)

Soit w C Q On considére I'équation

Y (x,t) = yxx(x, t) = vig, (x,t) € (0,1) x (0, T),
{y(O, t)y=y(1,t) =0, te(0,T), (78)
y(X,O):yo(X), y’(X,O):y](X)

On cherche v € L?(w x (0, T)) tel que E(T) = 0.
Inégalité d’observabilité: il faut montrer I'existence d’'une constante C,ps tel que

.
E(0) < Cobs /0 / o P dxat, (g0, 1) € L2(Q) x H1(Q)



Exercice : Stabilisation et contrélabilité interne (ou
distribué)

Soit w C Q On considére I'équation

Y (x,t) = yxx(x, t) = vig, (x,t) € (0,1) x (0, T),
{y(O, t)y=y(1,t) =0, te(0,T), (78)
y(X,O):yo(X), y’(X,O):y](X)

On cherche v € L?(w x (0, T)) tel que E(T) = 0.
Inégalité d’observabilité: il faut montrer I'existence d’'une constante C,ps tel que

.
E(0) < Cobs /0 / o P dxat, (g0, 1) € L2(Q) x H1(Q)

y(0,)=y(1,1)=0, te(0,7), (79)

{.yll(x7 t) 7yXX(X» t) = a(X)YT(Xv t)1w7 (X» t) € (O’ 1) X (07 T):
y(x,O) :yO(X)v y/(X,O) =y1(X)

= E'(t) = [ [, a(x)|y:[? dxat



Exercice : Arche cylindrique

Soit T >0,c>0etw=(0,1). Soity = (¥4, y2) et soit le systéme de deux équations
aux dérivées partielles suivant:

' = (r1ee +cyae) =0, (&) ewx(0,T7),
y3 4+ c(yr.e + o) =0, (&, ewx(0,T), (@0)
y1(0,1) = 0,y1(1,1) = v(1), €(0,T),
Yi(6,0) = y2(£), ¥/ (£,0) = ¥/ (&), i=1,2 f€w,

ou
» y, i =1,2estune fonctionde (¢,t) ewett e (0,T): yi = yi(&, t);
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Exercice : Arche cylindrique

Soit T >0,c>0etw=(0,1). Soity = (¥4, y2) et soit le systéme de deux équations
aux dérivées partielles suivant:

' = (r1ee +cyae) =0, (&) ewx(0,T7),
y3 4+ c(yr.e + o) =0, (&, ewx(0,T), (@0)
y1(0,1) = 0,y1(1,1) = v(1), €(0,T),
Yi(6,0) = y2(£), ¥/ (£,0) = ¥/ (&), i=1,2 f€w,

ou
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2.
> yl(E ) = 2SN, (e, ) = EUED

Y. 2,
> Yie(§, 1) = 29(5’) Yiee(€, 1) =2 g’z(g’t);




Exercice : Arche cylindrique

Soit T >0,c>0etw=(0,1). Soity = (¥4, y2) et soit le systéme de deux équations
aux dérivées partielles suivant:

' = (r1ee +cyae) =0, (&) ewx(0,T7),
y3 4+ c(yr.e + o) =0, (&, ewx(0,T), (@0)
y1(0,1) = 0,y1(1,1) = v(1), €(0,T),
Yi(6,0) = y2(£), ¥/ (£,0) = ¥/ (&), i=1,2 f€w,

ou
» y, i =1,2estune fonctionde (¢,t) ewett e (0,T): yi = yi(&, t);

2.
> yl(E ) = 2SN, (e, ) = EUED
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> Yie(6t) = Sy ee(e, 1) = TUED,
» v est une variable de contrdle fonction de t € (0, T): v = v(t);




Exercice : Arche cylindrique

Soit T >0,c>0etw=(0,1). Soity = (¥4, y2) et soit le systéme de deux équations
aux dérivées partielles suivant:

¥ = Wiee + 0y2e) =0, (&1 ewx(0,7),
Y2 +c(yie +cy2) =0, (&) ewx(0,T), (80)
y1(0,8) =0,y1(1,t) = v(t), €(0,7),
Yi(6,0) =y (€),¥i(£,0) =¥/ (), i=1.2 £€w,
ou
» y, i =1,2estune fonctionde (¢,t) ewett e (0,T): yi = yi(&, t);
2,
SAGUERS SNAGHERES ¥
v 2),
> Yie(6t) = Sy ee(e, 1) = TUED,
> v est une variable de contréle fonctionde t € (0, T): v = v(t);
>

2,y = (¥2(£), ¥} (£)) représente la position et vitesse initiale de la variable
Yi-



Exercice : Arche cylindrique

Soit T >0,c>0etw=(0,1). Soity = (¥4, y2) et soit le systéme de deux équations
aux dérivées partielles suivant:

¥ = Wiee + 0y2e) =0, (&1 ewx(0,7),
Y2 +c(yie +cy2) =0, (&) ewx(0,T), (80)
y1(0,8) =0,y1(1,t) = v(t), €(0,7),
Yi(6,0) =y (€),¥i(£,0) =¥/ (), i=1.2 £€w,
ou
» y, i =1,2estune fonctionde (¢,t) ewett e (0,T): yi = yi(&, t);
2,
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v 2),
> Yie(6t) = Sy ee(e, 1) = TUED,
> v est une variable de contréle fonctionde t € (0, T): v = v(t);
>

2,y = (¥2(£), ¥} (£)) représente la position et vitesse initiale de la variable
Yi-



Exercice : Arche cylindrique

Soit T >0,c>0etw=(0,1). Soity = (¥4, y2) et soit le systéme de deux équations
aux dérivées partielles suivant:

¥i' = (V1,66 +Cr2¢) =0, (&) ewx(0,T),
y2' +cyre +oy2) =0, (&) ewx(0,T), (80)
y1(07t):07y1(17t): V(t)v (0 T)v
Yi(6,0) = ¥2(€), ¥/ (£,0) = ¥/ (¢), i=1,2 few,
ou
» y, i =1,2estune fonctionde (¢,t) ewett e (0,T): yi = yi(&, t);
2,
> Y,(E t) _B,V:Ef,yl (67 )_:%éf’t);
v 2,
> yie(€ 1) = 29(5’) S Viee(6t) =2 gé?”;
» v est une variable de contrdle fonction de t € (0, T): v = v(t);
> (2, y1) = (¥P(€), ¥} (€)) représente la position et vitesse initiale de la variable

Yi-
y1 est la composante tangentielle du déplacement de I'arche, y» sa composante
normale. On suppose y° = (y?, ¥9) € L?(w) x L?(w) et
y'=1,y3) € H ' (w) x LP(w).



Exercice : Arche cylindrique - état adjoint

oY — (d1,6c + Cd2e) = 0, (&) ewx(0,T),
#5 + c(p1,¢ +Cg2) =0, (&) ewx(0,T), 81)
$1(0,t) = ¢1(1,1) =0, te(0,7),
$i(£,0) = ¢7(€), 6}(£,0) = 6] (§), i=1,2 EEw

avec @° = (99, ¢3) € Hl(w) x L3(w) et ¢! = (¢}, 4}) € L3(w) x L3(w) et on note
I’énergie associée

1
E(d1, do.1) = » 7 (€, D)% + 165(&, DIZ + [(D1,¢ + Co2) (€, D7 ) de. (82)
2 Jo



Exercice : Arche cylindrique - Caractérisation des
contréles

Lemme
v est un contréle a zéro pour (80) si et seulement il vérifie la caractérisation suivante:

]
/0 V(t)(b1.c + cta)(1, D)t

- <4 > H=1(w) Hy (@) T < V98] > 12y = < Yor 93 >i2() + < Vs b3 > 12y = 0
(83)
pour tout ¢ solution de (81) avec donnée initiale (¢2, 43) € H} (w) x L3(w) et
(¢1,43) € LP(w) x LP(w)



Exercice : Arche cylindrique - Caractérisation des
contréles

Lemme
v est un contréle a zéro pour (80) si et seulement il vérifie la caractérisation suivante:

]
/0 V(t)(b1.c + cta)(1, D)t

- <4 > H=1(w) Hy (@) T < V98] > 12y = < Yor 93 >i2() + < Vs b3 > 12y = 0
(83)
pour tout ¢ solution de (81) avec donnée initiale (¢2, 43) € H} (w) x L3(w) et
(¢1,43) € LP(w) x LP(w)



Exercice : Arche cylindrique - Caractérisation des
contréles

Lemme
v est un contréle a zéro pour (80) si et seulement il vérifie la caractérisation suivante:

.
/0 V(0)(61.¢ + 0da)(1, D)t

- <4 > H=1(w) Hy (@) T < V28] > 12y — < Vs 83 >12(0) + < ¥8s b >12(0)= 0
(83)
pour tout ¢ solution de (81) avec donnée initiale (¢2, 43) € H} (w) x L3(w) et
(¢1,43) € LP(w) x LP(w)

Cette caractérisation suggére d’introduire le probléme extremal suivant :

. 17 ?
¢*"n;1 J(@°, ") = E/0 ((¢1,§ + c¢>z)(1,t)) dt+
= <YL >t ) TSI Sz T < V2092 Sz + < Vai 92 >z

(84)



Exercice : Arche cylindrique - Inégalité d’'observabilité

On souhaite démontrer I'inégalité d’observabilité suivante : il existe une constante
Cobs > 0 telle que

.
(89, S5 +1(63, 23)11Z < cobs/o [(¢1,e+cp2)(1,0)[Pdt,  V(49,81) € V, (43, 63) € H

(85)
avec V := H} (w) x L3(w) et H = [2(w) x L?(w)

182, 6DIR, + 1063 3IZ, = 169 20, + 193122 ., + 168122 ) + 193122 .,



Exercice : Arche cylindrique - Probléme spectral

c(my ¢(&) +cma(§)) = Amp(§), &€ (0,1),

{ — (M1 e (€) + emz e (£)) = Amy(§), £€(0,1),
m1(0) = m1(1) =0.



Exercice : Arche cylindrique - Probléme spectral

c(m g(§) + emz(£)) = Amz(8), £€(0,1), (86)

{ — (M ge(§) + cmae(€)) = Ami(§), €€ (0,1),

Wi = (,i sin(kwg),cos(kwg)), vo=(0,1), vx= (sin(kwg), % cos(kwg))

km
(87)
associé a 0 (de multiplicité infini), ¢ et ¢® 4 (kr)? (de multiplicité 1).



Exercice : Arche cylindrique - Série de Fourier

(69, 99) = D> akwk+Aovo+ Y _ AV, (81,¢3) = D bxWk+poBovo+ Y | ikBrVi,
k1 k1 k=1 k=1

avec px = /2 + k272 et

(88)

Wy = (,i sin(kwg),cos(kwg)), vo=(0,1), vx= (sin(kﬂf), % cos(kwg))

km
(89)
puis que la solution ¢ = (¢1, ¢2) correspondante se décompose de la fagon suivante

B(-,t) = > (ak + bkt)wk + (Ao cos(uot) + By sin(uot)) vo
k>1
- (90)

+ > (A cos(uxt) + By sin(ukt)) Vi
k>1



Exercice : Arche cylindrique - Pas d’observabilité pour
les modes de résonnance

d((wk)1)

brelet)+ coal. ) = - (an-+ bit) ( 2Lk

k>1

+ c((wk)z))

avec ((wk)1) la premiere composante de (wy et ((wk)2) la seconde. Immediatement,
on verife que %g)‘) + ¢((wk)2) = 0 pour tout k.

Il en résulte que @1 ¢(-, ) + coo(-, t) = 0 pour tout £. Le terme de droite de (92) est
donc égal a zéro. (92) ne peut avoir lieu dans ce cas.



Exercice : Arche cylindrique - Observabilité pour les
autres modes

#(-,t) = (Ao cos(pot) + By sin(uot)) Vo + » (A Cos(ukt) + By sin(uxt)) vk-  (91)
k>1

Il faut vérifier que

.
163, dDIE+1(63, )12 < cobs/o [(¢1,e+cd2)(1, )20t V(¢0,81) € V, (03, 43) € H
(92)



Exercice : Arche cylindrique -Observabilité

On calcule que

1
E(61,62,0) = 38 + B + Z(k 72

k>1
equivalent a

(km)* + ¢

169, GDI + 1183, 1)IE = A+ W2+ >
k>1 (km)?

A2+ B2).

Z

1

(93)



Exercice : Arche cylindrique - Généralisation de
I'égalité de Parseval

Theoreme d’'Ingham de 1936

Theorem

Soit K € Z et (wy)kek une famille de nombres réels satisfaisant la condition

7 i= infgp [ Wi — wn| > 0. Sil est un intervalle borné de longueur || > 2r /~, alors il
existe deux constantes positives Cy, C, telles que

e S Il < / (Pt < Co S [xel?

keK ! kek

pour toute fonction x donnée par la somme x(t) = > c x Xk ekt avec x € C tels que
ZkeK |Xk‘2 < 0.



Exercice : Arche cylindrique -Observabilité

(¢1a§ + C¢2)(17 t) = ZKGZ Xkei/\k[ avec

— B_(k+1) pour Kk < —1

PV o pour k= —1
110 pour k=1
Ik —1 pour Kk > 1
et
H (e
§(Ao+iso) pour k=1
Xk =
g(Ao—iBo) pour k=1
1 MG 1)
7(_1)(k—1) ( (Ak—1) — Bir—1)) pour K > 1.
2 (k= 1)m



e = 0: Observability inequality in (KerAwy)=*

We note H-- and V- the orthogonal of KerAg in H and V

Remarque

From the Korn'’s inequality, the energy E(t, ¢) defines a norm over vt x HL.



e = 0: Observability inequality in (KerAwy)=*

We note H-- and V- the orthogonal of KerAg in H and V

Remarque

From the Korn'’s inequality, the energy E(t, ¢) defines a norm over vt x HL.

Proposition
[Observability] Let r > 0. For all time T such that

2
T> T )= —

, oy = min(2r’1,\/r*2 + 72 — r71>

y
there exist two strictly positive constants Cy(r) and Co(r) such that
T 1,2
CHNEQ.6) < [ (61,4 + 7 6a)°(1, D0t < CalECO, )

V(% ¢') € vVt x HL.



e = 0: Observability inequality in (KerAwy)=*

We compute that

2 =S 4
Ho a2 2y, ] Bk g2 | 2
EQ0,¢) = ?(Ao +Bpy) + " > W(Ak + By)-
k=1

On the other hand, we have

b1 1( 0+ dg(1,0) = }oo: CO9E a4 e int 4 iBy)e 1ot
1,10+ ¢3(1,8) = 2 " (A + iBy)e + (Ay + iBpy)e
et T 2
—1 =) k 2
r i i 1 (—=1)*p i
+ —(Ag — iBp)eo! 4 — K (A, — iB, etk
5 (Ao o) 23:1 P (Ak k)




e = 0: Observability inequality in (KerAwy)=*

We compute that

100
E(0, ¢) = “°(Ao+so> Zkz 5 (A% + BY).

On the other hand, we have

o0 r71 i
1200+ V(1,0 = L 2: Ak+’Bk)e T - (Ao + iBg)e” !
—1 oo k 2
r o 1 (=1)" ) it
——(Ag — iBp)e'tol 4 >~ k(A — iBy etk
5 (Ao 0) 22 kn (A k)

We then apply Ingham’s theorem with / = (0, T) and the sequence

W= (-, —H2, =1, —HOs KOs B, B2, 0 )

to obtain that there exists a positive constant C; such that

2 oo
o (M 8+ L3 4 8D) < [Tona0 0 ostr 0 a



e = 0: Observability inequality in (KerAwy)=*

We compute that

100
E(0, ¢) = “°(Ao+so> Zkz 5 (A% + BY).

On the other hand, we have

o0 r71 i
1200+ V(1,0 = L 2: Ak+’Bk)e T - (Ao + iBg)e” !
—1 oo k 2
r o 1 (=1)" ) it
——(Ag — iBp)e'tol 4 >~ k(A — iBy etk
5 (Ao 0) 22 kn (A k)

We then apply Ingham’s theorem with / = (0, T) and the sequence

W= (-, —H2, =1, —HOs KOs B, B2, 0 )

to obtain that there exists a positive constant C; such that

2 oo T
AC R RO Vi R BD) < [Tt o1, 0 o

under the condition T > 27/~ with v = min(ug — (— o), INfxen |1k — 1k—1]) leadingto T > T*(r).



¢ = 0 - Minimal time of controllability
T 2r Y
P R ARSI R s SRR BRI

2

V8 = T*(?) < T*(r), Vr>0

T*(r) =

FIgU € Lower bound T* of the time of controllability T with respect to the curvature r—'.

V(6% ') € v

) ™, T 1,2 ™,
2min(T, 5 )Eo(¢) < _/0 (¢1,1+r" ¢3)°(1,1) dt < 2max(T, I )Eo(¢b). (95)



e = 0 : Uniform Observability inequality with respect to r~

We denote by Hk, Vi the closed subspace of H and V generated by vy, for all k > 1.

Proposition
Letr > 0. Forall T > 0 such that

27

T>T*N=", v=Vr2+4n2 - Vr=2 2

~
there exist two positive constants Cy and Cp independent of r such that

;
Cille%, o5 «n 5/0 (61,1 +r ' 63)°(1, hat < Col|(8°, )15

V(¢ ¢") € Vi x Hk.

T**(r) < T*(r), Yr>0; lim __q_  T*(r) =2.



