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Les documents, les calculatrices ainsi que les téléphones portables sont interdits.

Le sujet est composé d’un exercice et d’un probléme indépendants.

Les trois parties du probléme sont aussi largement indépendantes.

Le résultat d’'une question pourra étre admis pour traiter les questions suivantes.

La qualité de la rédaction et la rigueur des justifications seront prises en compte dans ’ap-
préciation de la copie.

Exercice

Dans tout l'exercice, f est une fonction positive de la variable réelle intégrable sur R. On
pose

+o0o
I, = / n?(1 —cos (z/n)) f(z) dz .

—0oQ
1. Montrer que pour tout n > 0, I, < 4o00.

On suppose que la suite I, est bornée.

2. Montrer que
“+oo
/ 22 f(z) dx < +o0 .

— o0

Probléme

On pose J = f0+oo % du.

Question préliminaire. Rappeler pourquoi J < 4oc0.

Partie 1.
1. Montrer que pour tout © >0, 0<1—-e“<u.

Pour x > 0, on pose
2

+ool_ —t°x
F(w):/ — .
0 t

2. Montrer que F est bien définie et continue sur [0, +oo.

- )
(on pourra constater que pour >0, 0 < l_etgt < min(z, 1/t%) ).

3. Montrer que F est de classe C! sur |0, +o0] et que pour tout x >0, F'(z) = —— .

En déduire que pour tout x >0, F(x)=Jx .



Partie 2. On cherche dans cette partie a calculer J. Pour x > 0, on pose

+o0 e—tzx
G = —dt.
(z) A 1+ t2

4. Montrer que G est bien définie et continue sur [0, 4+o00].

5. Calculer G(0) et montrer que G est bornée sur [0, 4o00].

6. Montrer que G est de classe C! sur ]0, +oo[ et vérifie

J

V>0, G'(zr)—Gz)=-F(z)= VA

) J To0 g—u ) . )
Vérifier que H(x) = 5 e’ / 7 du est une solution bornée de I’équation différen-
u
x

tielle
Y (@) — y(z) = —ﬁ | (1)

En déduire I'expression générale de la solution de (1) puis montrer que pour tout = > 0,
G(z) = H(x). Montrer alors que J = /7.

Partie 3. Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul. On introduit les fonctions
de deux variables

8.

10.

11.

o(t,u) = et et W(t,u) = e " sinw .

Montrer que ¢ est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, +00[x [0, n] et
exprimer son intégrale en fonction de F'(n). En déduire

lim // o(t,u) dtdu .
=+ J J[0,400[x[0,n]

La fonction ¢ est-elle intégrable sur [0, +o00[x [0, +o00[?

Montrer que 9 est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, +o00[x[0,n]
puis montrer que

J [Msinu oo
P(t,u) dtdu = — —du:/ Jn(t) dt,
//[o,+oo[x[o,n] ) 2Jo Vu 0 )

2y
avec Jy(t) = [ e sinudu.

Un calcul simple (qu'on ne demande pas d’expliquer) permet d’établir que pour tout
t>0,
1— e "(cosn + tsinn)

tt+1

Montrer alors que [ f[o too[x[0,1] (t,u) dtdu a une limite finie lorsque n tend vers +o0

In(t) =

et exprimer cette limite & 'aide d’une intégrale (qu’on ne cherchera pas a calculer).

“+oo —+00
42 . 2. 1 —cos2u
/ et“|smu|du2/ SR p—— )
0 0 2

Montrer que

Calculer cette derniére intégrale puis montrer que v n’est pas intégrable sur [0, +oo[?.
En déduire
) ™| sin |
lim

d
n—-+00 0 \/ﬂ b




