Préparation 4 I’Agrégation Université Blaise Pascal

Convolution - Approximations de ’unité

1. On pose O,(z) = ¢,(1 — 2%)" 11 17(2) ol ¢, est choisi de telle sorte que [ 6, = 1.
Montrer que ), est une approximation de I'unité. Utiliser la suite 8,, pour montrer
que toute fonction continue sur [—1/3,1/3] est limite uniforme de polynomes
(théoreme de Weierstrass). On commencera par prolonger la dite fonction en une
fonction continue & support compact dans [—1/2,1/2].

2. Si f € LY(R), on pose pour ¢ > 0,

Fi(z) = th/_tf($+u)du :

Montrer que F}; converge vers f dans £'(R). En déduire que si g est localement
intégrable sur R et vérifie foz g(t)dt = 0 pour tout z € R, alors g est nulle presque
partout.

3. Si f e LYRY) et g € LP(RY) avec 1 < p < 400, montrer que f * g est défini
presque partout et représente un élément de LP(R?) tel que || f *gll, < || f]l1 [|9ll,-
Indication : écrire f(z —y)g(y) = f(z —y)Pg(y) f(z — y)'/? et utiliser 'inégalité
de Holder.

4. Retrouver que si f € L'(R) et g € LP(R) alors f x g € LP(R) en testant contre
les fonctions de L4(R).

5. Soient p, ¢ et r trois réels tels que i + % =14 % On cherche & montrer que si

f € LP(RY) et g € LI(RY), alors, f * g est définie presque partout et représente
un élément de L™ (R?) tel que:

1f+ gllr < 1 £1lp [lgllq -

(a) Montrer que si p% + p% + p%, = 1 et si ¢y, ¢y et ¢3 sont trois fonctions
mesurables positives, on a I'inégalité de Holder généralisée :

/ $16265 < (161l I Bellpall@allps < +oo

(b) Montrer que si ¢ et ¢ sont mesurables positives et si p, ¢ et r vérifient la
relation décrite plus haut, on a:

</ W)T = </ Wq) 811577 1l -
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(c) Conclure. Retrouver en particulier le casou p=¢ =1,lecasoung=1et p
est quelconque et enfin le cas o p et ¢ sont deux exposants conjugués.

Soit # une fonction positive d’intégrale 1, de classe C'*° a support compact dans
la boule unité de R¢. On pose:

O, (z) = n%d(nz) .
Soient K un compact de R? et O un ouvert contenant K. On note
K.={zeR"; d(z,K) <e}.

Montrer que pour un choix correct des parametres n et €, la fonction ¢ = 6, x 1 i,
est un élément de D vérifiant Il x < ¢ < 1. En déduire une nouvelle preuve de
la densité de D dans les espaces LP.

Soit 1 < p < +o00. Montrer que si 6, est une approximation de I'unité et si
g € LP(R?), la suite 6, * g converge vers g dans LP(R?).

Soit g € LP(R¢) avec 1 < p < +oc. Calculer la norme de I’application linéaire
continue f € L*(R?) — f* g € LP(RY).

Décrire les fonctions f € L1(R?) et g € L°(R?) telles que || f * glloo = ||.f]]1 ]|9]|oo-

Soit f une fonction intégrable & support compact et g une fonction localement
intégrable. Montrer que la convolée f * g est définie presque partout et représente
une fonction localement intégrable.

Soient p et ¢ deux exposants conjugués. Montrer que si f est localement dans £?
et si g est dans L7 et & support compact, la convolée f x g est définie partout et
est continue.

Soit A un borélien tel que 0 < m(A) < +oo. En utilisant 14 * 1_ 4, montrer que
A — A est un voisinage de I'origine. En déduire que toute fonction f mesurable et
vérifiant f(z +y) = f(x) + f(y) s’écrit f(x) =< x|a > pour un certain a € R?
(on montrera que f est bornée au voisinage de 0 puis qu’elle est continue).

Montrer proprement I’associativité de la convolution dans £*(R¢).



