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An introduction to Mandelbrot cascades
Yanick Heurteaux

Abstract In this course, we propose an elementary and self-contained introduc- tion to
canonical Mandelbrot random cascades. The multiplicative construction is explained and
the necessary and sufficient condition of non-degeneracy is proved. Then, we discuss the
problem of the existence of moments and the link with non- degeneracy. We also

Iculate the almost sure di ion of the Finally, we give an outline on
multifractal analysis of Mandelbrot cascades. This course was delivered in september
2013 during a meeting of the “Multifractal Analysis GDR* (GDR n° 3475 of the french
CNRS).

1 Introduction

At the beginning of the seventies, Mandelbrot proposed a model of random mea- sures
based on an elementary multiplicative construction. This model, known as canonical
Mandelbrot cascades, was introduced to simulate the energy dissipation in intermittent
turbulence ([14]). In two notes ([15] and [16]) published in *74, Man- delbrot described
the fractal nature of the sets in which the energy is concentrated and proved or
conjectured the main properties of this model. Two years later, in the fundamental paper
[12], Kahane and Peyrie're proposed a complete proof of the results announced by
Mandelbrot. In particular, the questions of d 'y, existence of s and
dimension of the measures were rigorously solved.

Mandelbrot also observed that in a multiplicative cascade, the energy is dis- tributed
along a large deviations principle: this was the beginnings of the multifractal analysis.
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Quelques notations

¢>2, §={0,---,¢—1} = alphabet

M, = mots de longueur n

M=, Mp

le| = longueur du mot ¢

Fn = intervalles ¢-adics de n-eme génération
Sier-en€Mp, e, = [ he1 F b1 Sk + [ € Fn
Siee M, g, -, lp_1 sont les fils de I,

In(x) = unique intervalle de F, contenant x

|I| = longueur de l'intervalle /



Produits de Bernoulli

£>2, po,...,pe—1€J0,1[ telsquepo+ -+ p1=1

M (leye,) = Pg - Pi4

ousk=#{j<n; e =k}

Si (Xp) est une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que
P[X, = k] = px alors

(m(lyc,) =PXa =e1,..., X, = 2]




Généralisation naturelle

(Xn) : chaine de Markov sur S de loi initiale (p;)ies et de matrice
de transition P = (pj).

(m(lyc,) =P =e1,..., X, = 2]

m(/,) =p;, I €S.
Par la propriété de Markov :

M(leyen) = PeprenMleye,_y)-

En itérant
m(/«fl'“an) = Pe1Perer " Pey_16n- (11)



Chaine a deux états

p(1-a)? p(1-a)a pab pa(1—b)  (I-pb(1-a)  (I-pba  (1-p)(1-b)p  (1-p)(1-b)?



Exemple 0

Produits de Bernoulli

Po P1
P =

Po P1

Loi initiale : p = (po, ..., pr—1)-

Pr—1

Pe—1



Cas particulier

Mesure naturelle sur I'ensemble de Cantor

(=3
(L 01
P=5|101
10 1

Loi initiale : p=(1/2,0,1/2).



Exemple 1

P:(p 1-p
1-p p

)

p’(1—p)

p(1-p)f p*(1-p) p(1-p)

(1-p)’

p(1—p)* p’(1—p)



Exemple 1

La mesure est doublante

m([x —2r,x+2r]) < Cm([x —r,x+r])
(la mesure est doublante, Tukia, 1989)

f(x) = m([0, x])

1 f(x+1) - f(x)
CSF) - flx—1)

(f est quasisymétrique)

<C

m est la mesure harmonique associée a un opérateur symétrique

L = div (AV)



Exemple 2

Marche aléatoire sur Z,

pij = 1/2 si i et j sont voisins

(0 et £ — 1 sont voisins)

Exemple : £ =5
01001
1 10100
P==-101 010
2 00101
10010

m est monofractale de dimension %



La fonction de structure

1
T = limsu lo m(1)9 2.1
(q) = limsup = log /er: (N (2.1)

avec la convention usuelle 09 = 0 pour tout g € R.

Théoreme
Supposons la chaine de Markov irréductible. Alors

7(q) = logy(A\q)

ol Aq est le rayon spectral de la matrice P, = (pfj’)
De plus, la limite existe.



Premiere conséquence : analyticité de 7

Corollaire
La fonction 7 est analytique.

Preuve
F(q,x) =det(Pq — xI)

x — F(q,x) est le polynéme caractéristique de Pq
Soit go € R. F(qgo, Ago) = 0 et $E(qo, Ag,) # 0

q — Aq est donné par le théoreme des fonctions implicites
autour de gg

F est analytique
7(q) = logy(Aq)



Deuxieme conséquence : unidimensionnalité

Corollaire
La mesure m est unidimensionnelle de dimension

dim(m) = —7/(1)

De plus, dim(m) = dimpg(supp m) si et seulemant si 7 est affine.

dimp (suppm) = 7(0)




Marche a deux états

Le cas général

1—a a
P_< b 1—b>

7(q) = =1+ log, ((1 —a) '+ (1 -b)"+((1-a)09—(1-b))2+ 4aqbq) .

. b a
dlm(m) = 2t b h(a) + m

h(b)

ol h(x) = —(xlog,(x) + (1 — x) log,(1 — x)).

b a )

Remarque 7P =7 ol 7= (575 355



Mesures "a la Tukia”

p=(po,--.,pei—1) = vecteur de probabilités

Poo(0) Poo(1) " Pop(e-1)
pcrg,l(O) pa’gfl(].) e pog,l(f—l)

7(q) = loge(pg + - + P} 1)

dim(m) = — (po log,(po) + - - - + pr—1log,(pe—1))
Olog,(0) =0



Un autre exemple

1/3 0 1/3 1/3
0 1/2 0 1/2
1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0

p—

dmm=—7'(1)~ 058 et dimg(supp m) = 7(0) ~ 0.60 !

Deux raisons possibles :
e dimy(supp m) < dimg(supp m)

e La mesure m n’est pas la mesure de dimension maximale



Preuve de 7(q) = log,(\q)

M, = mots de M, se terminant par k.

sk =Y, m(L)?

‘EEMn,k

anvkplv Z Z )P = Z m(le)? = sni1,)

keS keS eeM, i e€EMpy1j

ol 5,, = (Sn’o7 . 75n,271)



Preuve de 7(q) = log,(\q)

San == Sn+]_
> m(l) =" spi=Salls = IS1P5 1
EEMn keS

Théoreme de Perron Frobenius : \; est valeur propre simple, avec
vecteur propre (a gauche) v, a coordonnées > 0

ISP < CllvgPylls < CAL
Irréductibilité : " + Pg + -+ + PX > 0"

lvgPglli < ClIS1Py + S1Ptt + -+ SiPyt |l < C||S1Py

[S1P4ll1 =< Aq



Une formule pour la dimension de m

Entropie :  hy(p) = — (polog,(po) + - -+ + pe—1log(pe-1)) ol
pP= (pOa s 7p€—1)

Théoreéme
L = k*™ ligne de la matrice P
H = (he(Lo), - - -, he(Le-1))

dim(m) =<7|H >

(m = 7P est I'unique vecteur de probabilité invariant)

Outil :
-7, (1) < I|m|an <limsupH, < -7 (1)

n—-+00 n—+4-o00

ol Hn=13cx m(l)log, m(l)



Support de la mesure m

supp m = ﬂ U leyoe,

”21 p51 p6162 "'psnflEn >0

1eFn
ou No =#{l € Fn; m(l) >0}

7(0) = lim (98N

Jm g img (supp m) g/ Ao

dim(m) < dimg(supp (m))

Ao = rayon spectral de la matrice Py

(matrice constituée de 1 et de 0 qui " code supp m")



Question naturelle

Py = (p?j) : matrice irréductible constituée de 1 et de 0.
p=(pS,...,p ;) : vecteur constitué de 1 et de 0.

An = {6 € ‘/—:’7 ; pglpgleg T pgn_len = 1}

K-NU*

n>1lecA,

e Existe-t-il m telle que dim m = dimg(K)?

e Si oui, quelle est la matrice P associée ?



La premiere idée n'est pas la bonne

S

1/3 1/3 1/3
P=[1/2 0o 1/2|~2
(1/2 0 1/2)

N
O O =
== =

7(q) = —logz 2 + log, (2_" +379 4 \/4-9 4 6179 4 9*q>

1
dimp(K) = log3(1+v2) ~ 0.80 et dimm = - (3+4log3 2) ~ 0.79

1 V2/2 V2/2
En fait il faut prendre P = (v/2 — 1) x (ﬁ 0 1 )
V2 0 1



La réponse viendra du formalisme multifractal

Idée du formalisme multifractal : construire des mesures auxiliaires

telles que
ma(1) = 1] m(1)? (3.1)

pour tout intervalle /-adique / de masse positive

Lorsque g =0 :
mo(1) = |17

dim(mp) = 7(0) = dimg(K) = dimy(K)



Comment construire mg ?
m : associée a P = (pjj) et a p=(po,--.,Pr—1)

Py = (pg) et Pgmg = A\gTq

d 0 0
o .o . .
Dq: ] ou ﬂq:(do,...,dg_l)
s T 0
o --- 0 de—l
1 -1
Q":Tqu P,D,

Q.1 = %qD;quDql = Aiqu—qum, =D;'mg=1



Comment construire mg ?

mg : associée a Qq = (gj) = (/\iqdi lpud)
et a vg=(q0,...,q-1) = a(pg,...,p; ;) [c: normalisation]

mq(lsl...gn) = q€1q€162 e q5n 1€n

= apg1 ()\ d p61€2d52> o ()\ d 11p€n 16nd5n>

= )\n ]_dE;[ m( €1 5n)qd5n

= A, "m(ley.e,)?

= ‘I51"'5n|T(q)m(lgl"'5n)q



La mesure m vérifie le formalisme multifractal

o= {ws PRGN _ )

n—+oo  log |I,(x)]

mq(l) < m(1)9]1]7(®)
74(t) = 7(qt) — t7(q)

—70(1) = —q7'(q) + 7(q) = 7*(B)

og(ma(n(x))) _ _ loB(m(1())
log |1n(x))| log | 15(x)|

+7(q) + o(1)

dim(Es) = dim(mq) = —7,(1) = 7*(B)




mo

Retour sur le support de m
K = supp (m)
associée a Qy = /\iODo_lPODO eta v

mo(1) = |17

mo est équivalente 3 la mesure de Hausdorff H7(® sur K

mg est monofractale et vérifie

dim(mg) = 7(0) = dimg(K) = dimy(K)

mg est une mesure portée par K, engendrée par une chaine de
Markov, de dimension maximale



Qo

Retour sur |'exemple décrit plus haut

111
Po=|1 0 1
101

M=14+V2 et m=(V2,1,1)

Alooo—lpooo
Vv2/2 0 0 111
(ﬁl)x(o 1 0)><<1 0 1)><(
0 01 101

1 V2/2 V2/2
(\6—1) X (\@ 0 1 )
V2 0 1



Shift - Invariance - Ergodicité

o(x) = €x — E(¢x)

U(/€1"~6n) = /62"'8,,
o) = (Veroen s x= (Vo
n n

Proposition

Soit P une matrice de transition irréductible et v I'unique vecteur
de probabilités tel que vP = v. Soit mp associée a P et v. Alors,
mp est o-invariante et ergodique.



mp est o-invariante

T
L

mp(0 ™ (ly.-z,)) mp(lje,-..e,)

|
= O

VjPjey * * " Pep—_1en

Ji
o

I
N

'c1Peier * * " Pen_1en

p(ley-e,)

|
3



mp est ergodique

Soit k tel "P + .-+ Pk > 0"
—mp(l)mp(J) < mp(IKJ) < Cmp(/)mp(J)
(mp est faiblement quasi-Bernoulli -d'aprés Testud-)
k—1 '
1€ Fa > mp (/ N a—("+f>(J)) = mp(l) x mp(J)
j=0

Sio Y (E)=E, kmp(I NE) = mp(l) x mp(E)

|mp (([0,1]\ E) N E) < mp ([0, 1]\ E) x mp(E)|




Conséquences élémentaires

e Si P+ P, alors mp et mp sont étrangeres

e Plus généralement, si P et P sont deux matrices ¢ x ¢
irréductibles, si p et p sont deux lois initiales et si m et m
sont les mesures associées. Sous |'hypothése

supp(m) = supp( /i)

il n'y a que deux possibilités :
1. P =P et m et m sont fortement équivalentes
2. P # P et m et m sont étrangeres



Mesure de dimension maximale : unicité

Théoreme
Soit Py = (p?j) irreductible telle pg- € {0,1} pour tout ij et soit

p° = (pg, . 7p2—1) un vecteur ligne non nul tel que p? € {0,1}
pour tout /. Soit

K= ﬂ U Ieyoe,

nZ]‘ pglpglfz.“pgnflﬁn:l

Soit m une mesure de support K, engendrée par une chaine de
Markov X de matrice de transition P.

_1

dim(m) = dim(K) <= P "

Dy PoDy

De plus, P = /\LODO_IPODO est le seul cas ou la mesure m est
monofractale.



|dée de la preuve

[l faut montrer que P # %ODO’lPODo = dim(m) < dim(K) := 9

dim(K) = 7(0)

dim(m) = —7'(1)

0.5

s a 0.5 ) 0s

-0.54

-1

[l suffit de montrer que 7(2) > —§



Trois ingrédients

e dm-presque-siirement,

N IUIC) S
n—+o00 m(/n(x)) n—+o0 m(/,,(x))

e Egoroff

> om(1)? < M\ < (Z m(/)2) X (Z m(l)2)

I€EFnip IEF, IeF,



o o -
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