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Quelques notations

e )\ = mesure de Lebesgue sur [0, 1]
¢>2, {0,---,¢—1} = alphabet
e M, = mots de longueur n

e M=U,Mp

e |g| = longueur du mot ¢

e F, = intervalles ¢-adics de n-eme génération
. n € n € 1
e Sicy-reneMp, yoe, = [Zk:l Z—f,zkzle—,’j—l—e—n[é.}—n

e Siee M, g, ,ly_1 sont les fils de I.
e [o(x) = unique intervalle de F, contenant x
e |/| = longueur de l'intervalle /
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Un exemple jouet : les cascades binomiales

=2, pe€lo1]

m(leye,) = P>(1 — p)">"

ouS,=¢1+---+e¢,

. n ~
Loi des grands nombres : — converge dm-presque siirement vers p.
n

log m(/,(x))

n—oo log|l(x)] = h(p) dm — presque slirement

ol h(p) = —(plog, p + (1 — p) loga(1 — p)).
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Dimension des cascades binomiales

[ leemn(0)
Eﬂ‘{ T og () ’6}

W — <5n" log, p + (1 - Sn> log,(1 — )>

Eh {S" — p} et m(Eh(p)) =1
Sur Eppy,  m(la(x)) "=" | 1o(x)|(P)

dim(Ep(py) = dim ({22 — p}) = h(p)
dim,(m) = dim*(m) = h(p)
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Analyse multifractale des cascades binomiales

Soit (3 € [~ logy p, — logy(1 — p)].

B = —(0log, p+ (1 —0)logy(1 - p))

logm(ln(x)) [ Sn o S o B
ot =~ omr+ (123 st =)
E,B = {Sr.’n — 9}
dim(Es) = —(010g 0 + (1 — 6) logy(1 — 0)) = h(8) = F(5)

_ B+logy(1—p)
F(B)=h <|0g2(1—;)—|og2 p)
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Spectre de la mesure m

dim (Ep)

2.0
1.5+

1.0

dim (Eyz)) = h(p) ;
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-'ng'(sp) . -log,(1-p)
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p=0,85

Selon les valeurs de p

Dimension des cascades canoniques

10

Une parenthese  Vers |'analyse multifractale
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Analyse multifractale des cascades binomiales :
le point de vue des mesures auxiliaires

B =—(0logyp+ (1—0)logy(1—p))
my = cascade binomiale de paramétre 6
my est portée par Eg

dim(Eg) = dim(my) = h(0)
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Reformulation

0 —pq R
= , avecgqgec
pre(—pr T
Si |l € Fp,

mo(l) = 6°(1—6)">
pqsn(l _ p)q(n_sf')
(P9 + (1 — p)9)"
= m(1)9)1")

ot 7(q) = logy (p? + (1 — p)?) est la fonction de structure a I'état
g. On dit que my est une mesure de Gibbs a I'état q.
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Les cascades binomiales vérifient le formalisme multifractal

B =—(0logy p+ (1 —6)logy(1 - p)) = —7'(q)

dim(Eg) = —(Alogy 8+ (1 —6)log,(1—0))
= —q7'(q) +7(q)
m(=7'(q))
= 7(8)

ou 7*(B) = inf¢(tS + 7(t)) est la transformée de Legendre de 7.
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Complément : comment justifier |'existence de m

m, = f,d\ ou f,=2" Z ps”(l - p)”_s"]l,

ey en
€1€n

¢ Sil=1I,.,

mn(1) = poo(1 = p)" 5 = mya(1) =+ = g (1) =
e Pour tout intervalle dyadique /, m,(I) converge
e Toute fonction continue sur [0, 1], est limite uniforme d'une

suite de fonctions en escalier associée a une subdivision
dyadique

e Pour toute fonction continue sur [0,1], [ f(x) dmu(x)
converge.

e Les théoremes de Banach-Steinhaus et de représentation de
Riesz permettent de conclure.



Cascades binomiales Cascades canoniques Dimension des cascades canoniques Une parenthése  Vers I'analyse multifractale

Fonction de répartition des mesures m,
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Fonction de répartition des mesures m,
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. . . s . .
Autosimilarité des cascades binomiales

So(x) =5 et SI(X):1;X

110,1] = So([0, 1]) U S1([0, 1]) |

m=(1—-p)moSy* +pmo St

T :p— (1—ppoSy +puoS’

m= T(m)

m,=T"(\) ——m
n—-+00
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Cascades canoniques de Mandelbrot : le modéle

W = variable aléatoire positive telle que E[W] =1
(W.)eem = famille de v.a. indépendantes de méme loi que W

mp=fad ol fo= Y WeWee - Wepg, Iy,

€1°*€En

m= |lim m,
n—-+oo

Théoreme (existence de m)

Presque siirement, la suite m, converge faiblement vers une
mesure (aléatoire) m.
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Pourquoi imposer E[W] =17

1
Yni= mn([07 1]) - / fn(t) d/\(t) =477 Z W€1 W61€2 e W€1"'€n
0

€1°°€En

E[Yn] e Z E [W81 W€182 e W81~~~8n—1] E [W51~~5n]

€1°€n

= E[Y,_1] x E[W]
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Exemple 1 : naissance et mort

W ne prend que deux valeurs dont la valeur 0.
Notons

(P[W=0]=1-p|

Pour satisfaire la condition de normalisation E[W] =1 on doit
avoir
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Exemple 2 : les cascades log-normales

Il s’agit du cas ou W suit une loi log-normale, c'est a dire W = e
avec X suivant une loi normale N'(m, o?).

Caleul :
dx
e[] = [eretomt O
du
_ /e(m+0'u) e—u2/2 E
du
— /e(ua)2/2 em+02/2 .

X

2
— eMmto /2
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Convergence faible de la suite m,

Soit A, la tribu engendrée par les W,, e e MiU---UM,

| Yo = my([0,1]) ]

E[Yni1lAn] = ¢~ Z E[We, Weyey - Wepoog, Weyc, | An]

€1-Ent1
= g—(n—i-l) Z We, Weye, -+ W€1~~-€nE[W€1~'€n+1]
€1 €nt1

= Y,

Y, est une martingale positive : elle converge presque slirement.
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Convergence faible de la suite m,

De méme, si | = ly,...q, est un intervalle ¢-adique,

Mia(l) =
DN Wy s Wy o, W,

a1 OoERy1

- W,

O QkEL+1""Ek+n
Ek+1"""Ek+n

e Pour tout I/, my(I) converge presque siimement
e Presque slirement, pour tout /, my(/) converge

e Presque slirement, m, converge faiblement vers une mesure m
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Fonction de répartition des mesures m,

J. BARRAL, J. PEYRIERE
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0ifF- -~
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L'équation fondamentale

Yot1:= mp1([0,1]) = ¢t Z WerWeyep - Weyoepps

€1 Entl
1 /-1
Yn+1 = Z VVJYn(J)
j=0
1 /-1
Yoo = 7 VVjYOO(./)
j=0

Les Y,(J) (resp. Yoo(j)) étant indéprendants entre eux,
indépendants des W, et de méme loi que Y, (resp. Y).
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Le probleme de la non dégénérescence

e En général, Y, ne converge pas dans L!. On peut simplement
dire par le lemme de Fatou :

E[Yoo] < lim E[Y,] =1
n—o0

e En particulier on peut avoir E[Ys] =0, c’est a dire m=0
presque slirement. On dit alors que la cascade est dégénérée.

Proposition (non dégénérescence et équiintégrabilité)
Il'y a équivalence entre

1. E[Ys] =1

2. E[Ys] >0 (i.e. PIm([0,1]) # 0] > 0)

3. La martingale Y, est équiintégrable
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2. = 3.
Equation fondamentale :
1 -1
Z =5 Wiz(j)
Jj=0

Sous 2. elle possede une solution Z telle que E[Z] =1
On itére I'équation fondamentale :

1
7 = 7 Z Wy Wy Z(e1- - €n)

€1 €n

1
E[Z| A, = > Wep o Wepo, E[Z(e120)] =

€1°"€En

La suite Y, est équiintégrable

Yn
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3.= 1.

Supposons la suite Y, équiintégrable.

e La martingale Y, converge alors presque siirement et dans L!
vers Y.

e En particulier

lim E[Y,] = E[Ys] =1 .

n—-+o00
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Remarques

e On peut aussi dire (c.f. la preuve) que I'équiintégrabilité
équivaut a |'existence d'une solution positive d’'espérance 1
pour I'équation

Z=1> WZ(j) (2.1)

e L’équation (2.1) peut avoir des solution non intégrables.
Par exemple, si £ =2, W =1, I'équation devient :

Z = 3(2() + 2(2)

Si Z(1) et Z(2) sont deux variables aléatoires indépendantes
qui suivent une loi de Cauchy (de densité ﬁ) alors Z

suit aussi une loi de Cauchy de méme densité.
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Que dire de P[m # 0] ?

o 1 .
Supposons Y, non dégénérée. | Y, = 7 Z W; Yo ()

P[Yoo =0] = P[WoYoo(0)=0et -+ et Wy_1Yoo(f —1)=0]

= P[WY, =0]

7:(r+(1—r)'y)£ avec v = P[Yo = 0] et

r=PIW =0

’P[m#Oj:l@P[WzO]:O‘
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Une condition suffisante simple
qui assure la non dégénéréscence

Proposition

Supposons que W ait un moment d’ordre 2.
Il'y a équivalence entre

1. E[W?|<¢
2. La suite Y, est bornée dans L2
3. 0< E[Y2] < 40

En particulier, dans ce cas, la suite Y, est équiintégrable et la
cascade est non dégénérée.
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/—1
EVZal = o | DD EWZY0) + X EI Y, ()W Ya()
Jj=0 i#]

= fE[Wz]E[Y2] + = x L0 —1)

La suite E[Y?] est une suite arithmético-géométrique.
Elle est bornée si et seulement si 2 E[W?] < 1.
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2. = 3.

Si la suite Y, est bornée dans L?, la martingale Y, converge dans
L2
En particulier

EY2] = lim E[YZ] €]0. +oc|

Remarque

La suite Y2 est une sous-martingale : Y2 < E[Y?, ;| A,].
En particulier, la suite E[Y?] est croissante.
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3.= 1.

Comme E[Y2] > 0, la martingale est non dégénérée et en
particulier E[Y] = 1.

L'équation fondamentale dit :

(-1
Elv2] = ;(ZE[(WJ? 1+ 3 EIWYac ()W Yo ()])
j=0

i#j
= %E[W2]E[ ]+—><£(e 1)

(¢ —E[W?)) E[YZ]=¢—1
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Résumé du premier épisode (1)

e m,=1f\ ou f,= 251,_5" We,Weye, - - We

m= Ilim m,
n—-+o00
e Equations fondamentales :
Si Y,=m([0,1]) et Y. = m([0,1]),
=
Yoi1 = ZWY(J et | Yoo =4 2 OWJYOO(J)
j:

e Naissance et mort : dPy, =

e Cascades log-normales :

N(0, 1)

(1 - P)5o + pél/p

2 N . .
W = e°N=9"/2 o} N suit une loi
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Résumé du premier épisode (2)
e Non dégénéréscence :
E[Ys] =1 E[Ys] > 0 < Y, équiintégrable
E[Yx] >0< Pm#0] >0

Y, est équiintégrable si et seulement si Z = f:(l, W;Z(j) a
une solution positive d'intégrale 1.

e Pim#0] =17
Supposons Y, équiintégrable (i.e. P[m # 0] > 0).
Pm#0l=1< P[W =0]=0

e Moments d'ordre 2 :
E[W?] < £ & Y, est bornée dans [? < 0 < E[Y2] < +oo

En particulier m est non dégénérée.



Cascades binomiales Cascades canoniques Dimension des cascades canoniques Une parenthése Vers I'analyse multifractale

C.N.S. de non dégénéréscence

Théoreme (Kahane, 1976)

Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. La cascade est non dégénérée
2. La suite Y, est équiintégrable
3. E[Wlog W] < log?
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La fonction de structure 7

Pour 0 < g <1,

7(q) = log, (E[WT]) = (¢ —-1)
1 rq q
= log, E Z[EVVJ]
j=0

T est définie et continue sur [0,1] et 7(1) =0
7(0) = 1 + log,(P[W # 0])

T est convexe

7(17) = E[Wlog, W] — 1 < 40

E[W log W] < log ¢ équivaut a 7/(17) < 0
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Pourquoi 7/(17) = E[W log, W] — 17

e Si ¢(q) = E[WI], voir que ¢'(17) = E[W log W]
* ¢ est convexe continue sur [0, 1]

e Par convergence dominée, ¢'(q) = E[W9log W]si0 < g<1

¢'(q) croit vers ¢/'(17) < +o0

E[W9log W] = E[WTlog W Ly 13] + E[WTlog W Lgpy>13]

E[W9log W Liy13] converge vers E[W log W L1y 13]

E[W9log W 1Lyy>13] croit vers E[W log W 1L;yy>13]

¢'(17) = E[Wlog W]
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Exemple 1 : naissance et mort
dPW = (1 — p)5o + pé;
P

E[WI] = OP[W = 0] + (;)qp [W _ 1] _ pia

7(q) = log((E[W7]) — (g —1) = (1 — q) x (1 + log, p)|

. _ 1
La cascade est non dégénérée si et seulement si|p > 7




Cascades binomiales Cascades canoniques Dimension des cascades canoniques Une parenthése Vers I'analyse multifractale

Exemple 2 : les cascades log-normales

W = eoN7¢72/2

ou N suit une loi normale centrée réduite.

dx
EWT] = / ealox—02/2) g2 /2 X
(W] or
_ —(x—q0)?/2 y?0? /2 ;—qo?/2 X

= e e e
/ \22m

2.2/ _ 2
_ eqa/2e qo?/2

2

7(a) = logy(E[W) — (9= 1) = 51 (¢* = 0) = (4= 1)

La cascade est non dégénérée si et seulement si |02 < 2log ¢
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7'(17) < 0 est une condition nécessaire

Supposons Y, équiintégrable.

a une solution positive d'intégrale 1.

Si g <1, x — x9 est sous additive. ((a+ b)? < a9 + b9)

/-1
Ez9 < 3 E[WZ(j)°) = (E[WI)E[Z]
j=0

09 < (E[WI]

7(g) > 0 pour ¢ < 1. Donc 7/(17) < 0.
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7/(17) < 0 est une condition nécessaire

On renforce I'argument précédent.

Lemme
Si0<g<letsiO<y<x, (x+y)?<x94qyq.

Preuve : OPS. y =1.Six>1, (1+x)7—x9=qf9"1<q.

Lemme
Si X et X’ sont indépendantes, positives intégrables de méme loi
et non nulles, E [X91x/>x] > JE[XY] pour tout g € [0,1]

Preuve : |l s'agit de fonctions continues de g, positives qui ne
s'annulent pas.
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7'(17) < 0 est une condition nécessaire
A= {WiZ(1) > WoZ(0)}

/—1
(027 < S (Wz())"
=0
’ /-1
(€27 < qWZ(0)7 + S (WZ())T  sur A
j=1

E[(¢2)%] = E[(£2)7La] + E[(£Z)"Lc]

-1 -1
< GE[(WoZ(0))La] + Y E[(W;Z())) LAl + ) E[(W;Z()))"Lac]
j=1 j=0

= (¢-1E[(WZ(0))71a] + CE[WI]E[Z7]
< (q — 1)0E[WI)E[Z9] + CE[W)E[Z9]
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7/(17) < 0 est une condition nécessaire

E(¢2)9] < (q — 1)OE[WI]E[Z9] + LE[WIE[Z9]

09 < (g — 1)SE[WI] + CE[WA]
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7'(17) < 0 est une condition suffisante
On suppose que E[W log W] < log¢ (c'est a dire que
7/(17) < 0) et on veut montrer que E[Y5] > 0.

Lemme
Sixg---xp >0, etsig<1est proche de 1,

¢ Ty
Yoxi| =Y K -21-a9)) (ax)??
j=1 j=1

i<j

e par récurrence sur £
e lorsque ¢ = 2, par homogénéité, montrer que

(X+X_1)q >x94+x"9-2(1-gq)

* ou que
(e' + e )7 >el e -2(1-q)
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7'(17) < 0 est une condition suffisante

/-1
0Yn = W;Yn1(j)

Jj=0

(Yn)T =) (W Yae1())?=2(1=9) (Wi Ya1(DW;Ya1()))

J i<j

~
e

Il
o

CEYS) 2 EWIE [YEL] - e - 1)1 - EWR x E [v]]

v

CEIWIE[YI] — 04 —1)(1— q)E[Wq/2]2 <« E [Yrﬂir
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7'(17) < 0 est une condition suffisante

(ELYS] > CEIWIIE[YS] (¢~ 1)(1 - QEIW x £ [v3/2]
EYS) (9B W] - 1) < A9~ 1)(1 - ) [¥2] x E[w)
ElYS (@ —1) < e~ 1)1 - q) [YZ2]" < Ewe]

1% (—r'(17) x log £) < €(¢ — 1)E [Yl/z]z x 1

n—1
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7'(17) < 0 est une condition suffisante

2 — (1~
E[yl/ﬂ ZM:CSE’

n-1 (0 —1)

Y,,l/2 converge p.s. Vers Yolo/2 et est bornée dans L?

La suite Y,,l/2 est donc équiintégrable

Elle converge donc dans LY vers Yolo/2
Ainsi E[Y&/?] >0
E[Ys] > 0 et la cascade est non dégénérée
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Le probleme des moments

Théoreme (Kahane, 1976)

Soit g > 1. Supposons que E[W] < 400
Il'y a équivalence entre

1. E[W9) <971 (ie. 7(q) < 0)
2. La suite Y, est bornée dans L9
3. 0< E[YS] < +o0

En particulier, dans ce cas, la suite Y, est équiintégrable et la
cascade est non dégénérée.
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L'exemple des cascades log-normales
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2.= 3. = 1.

e Si Y, est bornée dans L9, elle converge dans L9 et
E[YZ] =limE[Y7] €]0, +o0]

(E[Y,]] est une suite croissante)

(£Yo0)® = 3250 (W) Yoo (1))°

CIE[YS] > CE[WI)E[YS)]

(IE[YS] > CLE[WIE[ Y]
E[W9] < (91
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1. =2 lorsquel < g<?2

/-1
OYni1=>_ W;Ya(j)
j=0

/—1 2
((Yn1)? < ( qﬂ)

N

= )T+ Y (Wi Ya(i)V2(W; Ya())) 9/
j i#]

k
O

E (Y]

9] < CE[YAEIWI) + (¢ - )EIWYRPE [Y’?/z]z

CE Y] ) E[WI) +€(¢ — 1)
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1. = 2. une idée dans le cas général

On suppose E[WY] < (91

Si k < g < k+1, on trouve par un calcul comparable :

E[Yi, ] (™ —E[w) < (E[Wk]E [Y:Dq/k

Si Y, bornée dans L¥, alors Y, est bornée dans L9
Si E[W9] < 971 (i.e. si 7(q) < 0) alors 7(t) < 0 pour tout t
telque l < t<gq

De proche en proche, Y, est bornée dans L2, [3,..., Lk
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Dimension des cascades non dégénérées

Théoreme (Peyriere, 1976)
On suppose 0 < E[Yx log Yso] < +00. On a presque siirement

log m(/,(x))

e Tlog (o) E1Wlee W] dm = presque partout

Corollaire
On suppose 0 < E[Y log Yoo] < +00.
Presque stirement sur {m # 0} :

1. Il existe un borélien E tel que dim(E) =1 — E[W log, W] et
m([0,1]\ E) =0

2. Sidim(F) <1— E[W log, W] alors m(F) =0

3. dim.(m) =dim*(m) =1 — E[W log, W]
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0 < E[Yxlog Y| < 400 = E[W log W] < log ¢
Supposons 0 < E[Y log Y] < +00.
La fonction t — tlogt est suradditive.

/—1
Yoo log(£Yo0) = > (W Yoo () log(W; Yoo (1))

Jj=0

E[lYxlog(¢Yso)] = LE[(WY) log(WYo)]

E[Ys log(£Yso)] > E[W log W]E[Ys] + E[Yeo log Yoo E[W]

E[Yso]log ¢ > E[W log W]E[Ys]

La cascade est non dégénérée
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Remarque

dmm=1- E[Wlog, W] = —7'(17)

N

-1 ) h 2 3

[0<dimm<1]

presque sirement sur |'évenement {m # 0}

( sous I'hypothése E[Yy log Yoo] < 400 )
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Exemple 1 : naissance et mort

dPw = (1 — p)do + pds avec p>1/¢
P

7(q) = (1 —q) x (L + log, p)

‘dimmzl—Hoggp‘

Notons M I'ensemble des mots e € M, tels que m(/.) > 0.

app(m) =K = (] U T

nZl EEMn

Presque siirement, ‘dim(K) =1+ Ioggp‘
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Exemple 2 : cascades log-normales

W= e"N*‘TQ/z, 02 < 2logt

(> —q)+1-gq

- 2log ¥

o2

N
dim m 2log
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" Presque slirement, dm presque partout ”

Q=Qx[0,1] muni de la tribu produit

QA = E [/ ﬂAdm]

@ Il ne s’agit pas d'une mesure produit.

QA =E [/dm} = E[Yo] =1

Si une propriété est vraie sur un ensemble A C Q tel que Q[A] = 1,
alors, presque siirement, elle est vraie dm presque partout.
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Résumé du deuxieme épisode
7(q) = log,(E[WI]) —(q — 1), pour0<gq<1.
T est convexe continue sur [0, 1].
Condition de non dégénérescence
Plm#0] >0« E[WlogW] <logl < 7'(17) <0
De plus, sous cette hypothese,

Plm+#0] =1« P[W =0] =0.

Le probleme des moments.
Soit g > 1.

E[WI] < £97 & Y, est bornée dans L9 < 0 < E[YI] < +oo

La condition s'écrit encore 7(q) < 0.
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Dimension des cascades non dégénérées

Théoreme (Peyriere, 1976)
On suppose 0 < E[Yx log Yoo] < 4+00. On a presque siirement

log m(/,(x))

n—+oo log |I(x)| =1- E[Wlog, W] dm — presque partout

Presque slirement, dm—presque partout signifie relativement a la

mesure @ définie par
QA =E [/ 1, dm]
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Deux lemmes

mp=faA ol fr= Y W W, Wopody

£1°°En

Lemme
Supposons E[W log W] < log ¢. Presque slirement,

log f,(x)

n n—-+o00

E[W log W] pour dm — presque tout x

Lemme
Supposons E[Ys log Yao| < +00. Presque stirement,

log 11n(1n(x))

—log ¥t pour dm — presque tout x
n n—-+00

N 1
ou Up = fnm
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Preuve du théoreme

dm = fodup

fn(x) est constante sur /,(x)

m(1n(x)) = /, ., () = Hn(1n()

log(m(/n(x)) _ log f,(x) + log un(/n(x))
log [ In(x)] —nlog ¥
— —E[Wlog, W]+ 1

presque slirement, dm presque partout.
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Preuve du premier lemme

8 = Z WEI"'En]]‘l51~»en

fn = g1 X - Xgn

lo f
g Z log g«

On pense a la loi des grand nombres...
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Loi de g,
8n = Z V‘/a:[]-lE
eeEM,
Elo(gn)] = [/ S (WL, dm]
eeEM,
= Z E[¢ € m Is ]
eEM,
ELWmnr(b)] = 30 E (oW WG o W W,

= "E[p(W)W]

[E[9(gn)] = Elg(W)W]|
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Indépendance des g, et loi des grands nombres

Méme type de calcul.

E [¢1(g1) T ¢n(gn)] = Z E [¢1(W61) e ¢H(W51“'5n)m(l5)]

eEM,
= E[pr(W)W] x -+ x E[gpn(W)W]
= Elpi(g)] x -+ x E[¢n(gn)]

Par la loi des grands nombres :

1 n
- Z log gk —— E[Wlog W] dQ — presque siirement
n =1 n—-+o00

( E[floggnl] = E[W[log W[] < +o0 )
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Preuve du second lemme

(Wey - Wy, pin(l) = m(L)

tn(le) est indépendant de W,,,---, W,,...., et a méme loi que
7Y,

B [N ™7 = £ [ [ ualto0) 2em(x)
2N E [pn(l) 2 m(L)]

EEMn

RS E Wy Wep ) E (a1
eeEM,

E Y32
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jminf (EBBODY > g

E[(enn(In(x))) %] = E [v2?]

E |3 (ualn()) 2] < o

n>1

dQ — Presque siirement, "1, (I,(x)) > 1/n* pour n grand

Presque siirement, liminf log (£”41n(/n(x)))

n—-+o00 n

>0 dm—presque partout
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lim sup (M) < —log/

’ Wey - Weyoe, pin(le) = m(l)

Soit a > 0
QU"tn(In(x)) > o] = F [ / ]1{emn(/n(x))>an}]
= > E[/ L (g pun(1)>any (X )dm(X)]

eeEM,

= Y E[m)Lgnp(r)>an]

eEM,

= Z E[un(ls)]l{znun(ls)>a"}]
eEM,

= E[Yool{Yoo>a"}]
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lim sup (M) < —log/

n

QU in(ln(x)) > 6" = E [YacI (v san]

> QU a(In(x)) > " = E D Yeolfy, san

n>1 n>1
< E [Yoo |0g;t(yoo)]
< 400

Q—presque stirement, £"pp(l,(x)) < " a partir d’'un certain rang

log (£"pn(1
Presque siirement, limsup og ("pun(In(x)))
n

n——+00

<0 dm—presque partout
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Importance de |'ordre des quantificateurs !
Soit x € [0,1] quelconque, codé par ey ---&p,- -

m(In(x)) = m(le;..c,) = Wey -+ Wepoepin(key e,)

log(m(1,(x 1 1
M (log W€1 4+ -4 |Og ng---gn) + E |0g ;un(lelwen)

n n

e Par la loi des grands nombres, 1(log W, + - - + log W.,....,)
converge presque siirement vers E[log W]

° % log ttn(lzy.e,) converge presque siirement vers — log ¢

Pour tout x, p.s., lim M

—1— Eflog, W] > 1 1ll
oo log [In(x)] [log, W] =
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Remarque finale

e Sous la seule hypothese E[W log W] < log ¥, la preuve
proposée permet de dire malgré tout :
Presque slirement,

lim sup 7log m(ln(x))

< 1-E[Wlog, W] dm—presque partout
n—too  log |In(x)|

On a donc :

’Dim*(m) <1-—E[Wlog, W] presque sﬁrement‘

ou Dim*(m) = inf(Dim (A) ; m([0,1]\ A) = 0) et ou Dim (A)
désigne la dimension de packing de A.

e En fait, Kahane dans les années 80 a montré que |'on pouvait
s'affranchir de I'hypothese 0 < E[Yy log Yoo < +o0.
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Intermede : oublions un instant les cascades
m mesure de probabilités (déterministe)

7(q) = lim supl log, Z m(1)9

n
n—-o00 I€F,

T est une fonction convexe décroissante sur R telle que 7(1) =0

Théoréme
—7'(17) < dim,(m) < Dim*(m) < —7/(17)

Corollaire
Supposons que 7(1) existe. Alors

1. dm-presque slirement, limp_ 1o % =—7'(1)
2. dlm (E—T’(l)) = —7'/(]_)
3. dim.(m) = dim*(m) = Dim. (m) = Dinn’ (m) = ~7/(1)
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La fonction 7 n'est pas toujours dérivable

0.5

-0.5-
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Sip=-7(1), ™(B) =7

1.5
1
B
5 1 -0.5 0 05
-0.5
_l_
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Comment "passer” au formalisme multifractal
Soit q tel que 7/(q) existe et 5 = —7'(q).

Supposons qu'il existe une mesure mq telle que pour tout intervalle
f-adique /,

Zm([ < m(1) < € m(1)7]1[7®
Alors
T4(t) = 7(qt) — t7(q)

—70(1) = —q7'(q) + 7(q) = 7*(B)

log(mq(/n(x))) _ q log(m(/n(x)))
log |/n(x)] log |/n(x)|

+7(q) + o(1)

dim(Eg) = dim(mg) = —7,(1) = 7%(8)
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Analyse multifractale des cascades de Mandelbrot :
position du probleme

= ot Segitr —7)

e Trouver (3 tel que Eg # ()
e Soit 3 fixé. Que vaut presque siirement dim(Eg) ?
e A-t-on presque stirement, pour tout 3, dim(Eg) =--- 7
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Hypotheses supplémentaires simplificatrices
m : cascade non dégénérée

On suppose de plus :

1. PIW=0]=0

2. Pour tout réel q, E[W9] < 400
Conséquences :

e PIm#0] =1

e La fonction 7(q) = log,(E[W9]) — (g — 1) est définie sur R et
de classe C*

e |l existe r > 1 tel que 7(r) <0 (et donc E[YL] < +0)

e Pour tout a > 0 tel que E[Y %] < +o0.
C'est une conséquence de la formule de duplication :

F(lt) = </O+OO F(tw) dpw(W))e

ol F(t) = E [e~V].
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Idée : construire des cascades auxiliaires

Rappel : lorsque m est une cascade binomiale de parametre p, les

mesures auxiliaires sont des cascades binomiales de paramétres
p9

pI+(1—p)9

Ici on t penser d énéré r W

ci on peut penser aux cascades générées par gryyay-
r WA

Posons W' = WA

Fonction de structure de la cascade associée :

q(t) = log(E[W"]) - (t - 1)

- el oo
= log, (E [W]) — tlog,(E[WI]) — (t — 1)

= 7(tq) — t7(q)
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Condition de non dégénérescence de la cascade auxiliaire

74(t) = 7(qt) — t7(q)

7o(17) = q7'(q) — 7(q)

!/

T7(17) <0 & —q7'(q)+7(q) >0
& 7(-7(g) >0

7* (transformée de Legendre de 7) est une fonction concave
{B; 7™(B) > 0} est un intervalle

e 7/ est croissante

{q; 7*(—7'(q)) > 0} est un intervalle |qmin, Gmax|
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L'intervalle |qmin, Gmax|

104
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Comportement simultané de deux cascade

Théoreme
Soit (W, W’) un vecteur aléatoire conduisant a deux cascades non
dégénérées m et m’ associées a W et W’. On suppose :

o Il existe r > 1 tel que E[Y.] < 0o < 400 et E[Y.] < +o0
e |l existe a > 0 tel que E[Y %] < +00
On a alors :

log m(/n(x))

— 1 _ / o
n—+oo log |l,(x)| =1— E[W'log, W] dm’ — presque partout
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Application a I'analyse de m

On applique le résultat précédent avec W' = %

On prend 38 = —7'(q) oU q €]qmin, Gmax|.

Théoreme

dim(Eg) = 77(5)

o= {xs im oEmH) _ )

n—oc log|ln(x)|

ou
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Preuve de dim(Ez) > 7*(5)

E[YL] < 400 car 7/(1) < 0 et 7 est définie au voisinage de 1
E[Y;g] < 400 car TC’,(l) =—7*(—7'(q)) = —7*(B) < 0 et 74
est définie au voisinage de 1

L'hypothese E[Y %] < +o0 est Vérifiée ici pour tout a > 0

1—E[Wlog, W] =1—E [% log, W] =-7(q) =8

Es est plein pour la mesure m’

dim(Eg) > dim(m’)
—T74(1)
—q7'(q) + 7(q)
= 7(-7(q))

= 77(8)
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Cascades simultanées : preuve

Q(A) =E [/]lAdm’}
dm = f,du, et fa=g1 %X - Xgn

log(m(/n(x)) _ log fa(x) + log n(/n(x))
log | /n(x)| —nlog/

On montre que :
1. % }7:1 log gj converge vers E[W'log W] dQ’ presque
slirement

2. %Iog tn(ln(x)) converge vers —log¢ dQ presque sirement
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i1 log g converge vers E[W'log W]

= > W,

eeEMn
o) = E|[ 3 own, dm]
eeEMn
= > E[p(W)m'(L)]
eEMn
E [¢(W€)m;+k(l€)] = Z E|: W)ﬁ () ngl e W Wf;‘/()q ak]

= (T"E [p(W)W']

E'l¢(gn)] = E[p(W)W']
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1 n /
+ >_j—1 log g converge vers E[W'log W]
De méme on a:

E'[¢1(g1) - ¢n(gn)] = Elpr(W)W']x - x E[gn(W)W']
= E'[p1(g1)] x -+ x E [¢n(gn)]

ce qui prouve l'indépendance relativement a la probabilité Q.

Par la loi des grands nombres :

1 n
- Z log gk —— E[W'log W] dQ' — presque slirement
n —1 n—+00

( E'l[log gnl] = E[W'[log W|] < 400 )
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Llog 1n(1a(x)) converge vers — log ¢

fnﬂn =m

’ We, - Weyoe, in(le) = m(l2)

Wa/1 e W /llln(la) = m/(la)

£1-€n

wn(le) est indépendant de W.,,---, W,,...., et a méme loi que

Y
07"Y. Il en est de méme pour 1) (1.). vis a vis de /~"Y/

B () ) = £ |6 [ () e )
= 07" " E [pa(l) m' (1))

eeEM,

= N E WL W VE [a(l) ()]
eeM,
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Llog 1n(1a(x)) converge vers — log ¢

E' [("pn(lh ()] = 7™ " E[WL - W ] E [in(l) 7w ()]
eeEMp

= E[YL"YZ]
< E[YZ" YT E [Y’f

oo

]1/r

ol r’ est I'exposant conjugué de r.

Si on choisit 7 tel que nr’ = «, on obtient donc :
E' [(€"un(ln(x))) "] < 400
et on peut conclure comme plus haut

n
Presque slirement, liminf log (£741n(In(x)))

>0 dm'—presque partout
n—-+o00 n




Cascades binomiales Cascades canoniques Dimension des cascades canoniques Une parenthése Vers I'analyse multifractale
Llog pin(12(x)) converge vers — log /
n 108 [n\/n g g
De méme, on a

E'[(€"un(I(x)))"] = E[YZLYL]
< E[Ygof’]l/f’E[Y;gr/r
< +o0

si on choisit 7 tel que nr' =r.

On peut alors conclure :

log (£" pun(!
Presque slirement, lim sup 0g (¢"tin(In(x)))
n—-+00 n

<0 dm'—presque partout
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Pour aller plus loin
On sait qu'on a toujours :

dim(Eg) < 77(5)

1
7(q) = limsup — log, Z m(1)9
Ao N I€Fn

Théoreme
Presque slirement, pour tout g €]q¢min, gmax[, 7(q) = 7(q).

Corollaire
Pour tout 8 €] — 7'(gmax)s =7 (qmin)|[,

dim(Eg) = 7(5)

presque slirement.
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