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Plan de I'exposé

Qu’est ce que l"autosimilariteé
— ensembles autosimilaires
— autosimilarité statistique

— autosimilarité approchée

Un outil d’analyse : la notion de dimension
Au-dela des ensembles : les mesures
Quelgues mots sur I'analyse multifractale
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n+1 estle successeur de n

mmmmm) | es nombres entiers s’ajoutent

mmmm) | es nombres entiers se multiplient
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Les nombres réeels

Un nombre réel est un nombre
qui s’écrit avec une infinité de décimales

Par exemple, le nombre T]

[1=3,141592653589/932384626433832795......
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Vers lI'infiniment grand
ou l'infiniment petit

.1/16 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16..

L2023 22 7t 20 1 2 3 0 2+l |

..an...a3 a2 al g% gl a2 a3...a" antt ..,
ab+C — ab aC

d=a® s’écrit aussi b=log, (d)



Les échelles dans "univers

10° metre = 1 metre



Les échelles dans "univers

103 metres = 1 kilometre

10° metre = 1 metre



Les échelles dans "univers

101 meétres = 1 année lumiére
103 metres = 1 kilomeétre

10° metre = 1 metre



Les échelles dans "univers

1023 metres = on observe les fins fonds de l"univers
101 meétres = 1 année lumiére
103 metres = 1 kilomeétre

10° metre = 1 metre



Les échelles dans "univers

1023 metres = on observe les fins fonds de I'univers
101 meétres = 1 année lumiere
103 metres = 1 kilometre
10° metre = 1 métre

103 metre = 1 millimétre



Les échelles dans "univers

1023 metres = on observe les fins fonds de I'univers
101 meétres = 1 année lumiere
103 metres = 1 kilometre
10° metre = 1 métre
103 metre = 1 millimétre

10® metre = 1 micron, la taille d’'un noyau de cellule



Les échelles dans "univers

1023 metres = on observe les fins fonds de I'univers
101 meétres = 1 année lumiere
103 metres = 1 kilometre
10° metre = 1 métre
103 metre = 1 millimétre
10® metre = 1 micron, la taille d’'un noyau de cellule

101 meétre = on observe les quarks



La boite de vache qui rit

A vacd que rie,

La La) vache qui ! rit
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Qu’est ce qu’un objet autosimilaire ?
un exemple : le carré

Le carré est réunion de 4 copies de lui-méme
dans un rapport de contraction 1/2
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Une autre facon de voir
le triangle isocele rectangle

d

a?=b%+c? donc a?=2b%=2c?, b=c=a/V2



Le triangle isocele rectangle

On voit N=4 copies On voit N=2 copies
du triangle du triangle
dans un rapport r=1/2 dans un rapport r=1/v2

er2=1
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Le triangle rectangle

Le triangle rectangle est réunion de 2 copies
de lui-méme, I'une dans un rapport b/a et I'autre
dans un rapport c/a



Le triangle rectangle

d

2 C2

La surface S vérifie S = —S+—S
d d

C'est le théoreme de Pythagore |
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Et maintenant, si on cherchait a dupliquer le carré
en 4 copies dans le rapport de contraction 1/3 ?

L'objet limite est un ensemble de Cantor



Le triangle de Sierpinski
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Le triangle de Sierpinski




Le triangle de Sierpinski
dans la nature
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Triangle de Sierpinski et
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Triangle de Sierpinski et
triangle de Pascal

(a+b)?=1a%+2ab+1b? (a+b)3=1a3+3a%b+3ab?+1b3
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La courbe de Von Koch

La courbe de Von Koch est réunion de 4 copies d’elle méme
dans un rapport de contraction 1/3
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La courbe de Péano:
mouvement de base
2

0

a4
13

Le point passe de la position 0 a la position

4 en passant

nar les positions 1, 2 et 3
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La courbe de Peano :
deuxieme génération



La courbe de Péano

La courbe de Péano
3eme génération

V. MAN

La courbe de Péano
5eme génération

en cours de réalisation
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Jeu de pile ou face :
la fortune du joueur

Le joueur joue a pile ou face. !
Il gagne 1€ avec probabilité 1/2 o
et en perd 1 avec probabilité 1/2 '

X. : gain (ou perte) au i-eme jeu

2 4 6 10 12 14 16 18

S, = X+..+X_ : fortune du joueur

Xx=-1-11-11-11,1,1,1,1,-1,1,..

5,.=-1,-2,-1,-2,-1,-2,-1,0,1, 2,3, 2, 3,...
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Le principe de renormalisation

On renormalise
d’un facteur 20 en abscisse

et d’un facteur V20 en ordonnée

24

0 T T T T T T T T
W 10 12 14 16 18

_2_

Marche a 20 pas



Le principe de renormalisation

12+
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Marche a 20 pas Marche a 20 pas renormalisée



De la fortune du joueur au
mouvement brownien

Marche a 20 pas renormalisée o2 os .MJ\MA

| A gl
°1w 02 04 06 0.3 1 o] w \/M
Marche a 200 pas renormalisée ™1

Marche a 2000 pas renormalisée




Le mouvement brownien

Statistiguement :
1 00204
7 o]

B(t, +1)- B(t,) = B(t)



Le mouvement brownien

Robert Brown, 1773-1858 *’3-;



La marche aléatoire en dimension 2

A chaque étape, le marcheur fait au hasard un pas
vers le nord, vers l’est, vers le sud ou vers |'ouest



Vers le mouvement brownien en
dimension 2

— =
—Lh H — 7
B E_Il _ II —|[:I
- o,
Ifi=st e
(1] = _IEJ
] s
Jj_: %%—l i
M T Thh
i R
Marche a 200 pas Marche a 2000 pas Marche a 20000 pas

A chague étape, on accélere le mouvement d’un facteur n
et on contracte la trajectoire d’un facteur vn



Une trajectoire brownienne en
dimension 2

|
Statistiqguement : B(?) = TB(W)
n
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Un outil d’analyse : la dimension

N(a) = nombre de disques de rayon a nécessaires pour recouvrir la courbe

On recouvre la courbe par des disques de rayon a/2
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Un outil d’analyse : la dimension

N(a) = nombre de disques de rayon a nécessaires pour recouvrir la courbe

N(a) «xa' = N(a/2)x(a/2)* = N(r) « r?

La dimension de la courbe vaut 1
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La courbe de Von Koch

N(a/3) =4 «N(a) N(a/3") = 4" «N(a)

N(r)«rd=1 si r=3" et d=log,(4)

La dimension de la courbe vaut d = log,(4)=1,26



Définition de la dimension

La dimension d’un ensemble K est définie par

. log (N(r))
lim
>0  -loglr)

ou N(r) estle nombre de boules de rayon r
nécessaires pour recouvrir K



Quelques exemples

d = log,(3)

log,(4)

d::

¢ e T TR Ty T T T e
@ s 2 $ 03 F 3



Et le dimension de la cote bretonne ?
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Au-dela des ensembles, les mesures
un exemple : la mesure de surface

m,(K)=13x1/64=0,203125



Au-dela des ensembles, les mesures
un exemple : la mesure de surface

m, (K),m,(K), m5(K),...,m¢(K),...,m_(K),...



Mesures autosimilaires

0,29

0,27 0,13
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Mesures autosimilaires

m=0,31m, +0,29m, + 0,27m, + 0,13m,,
ou m,;, m,, my, m, sont semblables a m



Mesure multifractale : un apercu

E.=1{X telsque Mm(B(x,r))=r? }
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1 2.0
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Mesure multifractale : un apercu

I 2.0
dim (E,) ]
1.5:
1.0:
dim (E, ) =a, |
] I
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i |
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dmin : 9 max d
do
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Mesure multifractale : un apercu

dim (E;) 207
1.5{

dim (supp (m))

10 === -

dim (E, ) =a, |
] I
0.5 [
i |
I
I

00T T 7T T T T T T T T T T T T T T T T [T T T T

0.0 05 10 1.5 2.0 25
I

dmin : 9 max d

do

Ea - { X tels que m(B(x,r)) = re }



Un exemple jouet :
la mesure de Bernoulli

PPP

pp(1-p)

p(1-p)p

P(1-p)(1-p)

(1-p)pp

(1-p)p(1-p)

(1-p)(1-p)p

(1-p)(1-p)
(1-p)(1-p)(1-p)



Le spectre de la mesure de Bernoulli

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

............................




Remerciements

A Andrzej Stos
pour son aide dans la conception des animations

* A Claude Tricot

pour sa vision geomeétrigue toujours éclairante et
pour les nombreuses discussions partagéees

* A Sophie Delhaye

pour son aide dans la réalisation de ce diaporama



