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Introduction

Phénomenes multifractals génériques

Régularité ponctuelle des fonctions (Jaffard)

Séries de Fourier : comportement asymptotique de S,f(x)
(Bayart & H.)

Fonctions harmoniques : comportement radial des fonctions
harmoniques au bord d'un ouvert (Bayart & H.)

Régularité locale des mesures (Buczolich & Seuret, Bayart)
Régularité ponctuelle des fonctions convexes (Buczolich &
Seuret)

Intégrale de Fourier : comportement de f_RR f(t)e e dt

Séries de Dirichlet : comportement de S"7_, agk~1/2+7

Séries d'ondelettes : comportement de
<f’ (:0>90 + Zjn:—Ol ZME/\J' 2J/2<fa ¢M>¢u
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Régularité ponctuelle
f : R" >R continue
Indice de régularité ponctuelle :
h~(x) = sup{h >0; fe Ch(xo)}
= sup{h>0; IPERIX]; [F(x) — P(x)| = OIx — x0l") }

E (h )=

{x € 0,119 h™(x) < h}
E~(h,f) = {x € [0,1]% h(x) = h}

h: Ve, VP, |f(x)—P(x)|>clx—x/*e is.
h: side plus Ve, 3P, |f(x) — P(x)| < c|x — xo|"—¢
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Régularité ponctuelle
Théoreme (Jaffard, 2000)

(i) Pour toute fonction f € B3 ([0,1]7) et tout h € [s — d/p,s],
dimy (E7(h,f)) < d+ (h—s)p.

. . . d
(i) Pour quasi toute fonction f € B ,([0,1]?), pour tout
hels—d/p,s],

dimy (E~(h,f)) =d+ (h—s)p.

dim(E~(h,f)) =d + (h — s)p

T
s—d/p
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Séries de Fourier

felP(T), p>1
Indice de divergence :
(o) = inf {50 [S,f(x0) = O(n")]

o log™ |Snf(x0)]
= limsup ————~
n—-+o0o |0gn

E7(B,f)={xeT; B (x)> B}
E~(B,f)={xeT; p~(x) =5}

B~ (x0) >B: Ve>0, |Saf(xo)| > cn” ¢ infiniment souvent
B =B : sideplusVe >0, |S,f(x0)| < cn® pour tout n
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Séries de Fourier
Théoreme (Aubry 2006, Bayart & H.)

(i) Pour toute fonction f € LP(T) et tout 8 € [0,1/p],
dimy (£ (5,7)) <1 - fp.
(ii) Pour quasi toute fonction f € LP(T), pour tout 5 € [0,1/p],

dimy (E*(ﬁ, f)) =1-/3p.
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Comportement radial des fonctions harmoniques

Ll

F e LS. PIAK) = [ P OFOE0(O) = [ T o f(e)dot)

Sd Sq

Indice de divergence :
B (0) = inf{8>0; [PIfl(ro)| = O((1 — )"}

+
ey 08 1PI00)
r—1 —|Og(1—r)

E (B, f)= {X €Sy B(
E-(B,f) = {X €Sy B(

)
v

L

B (x0) > B: Ye>0, |P[fl(mo)|>c(l—r)P* s
B~ (x0) =B : sideplusVe >0, |P[f](rx0)| <c(1—r)"F== vr
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Comportement radial des fonctions harmoniques
Théoreme (Bayart & H.)

(i) Pour toute fonction f € L1(Sy) et tout 3 € [0, d],
dimy (€7(8.7)) < d - .
(i) Pour quasi toute fonction f € L1(Sy4), pour tout 3 € [0, d],

dimy (E~(8,F)) = d — 8.

dim(E (5. f)) =d— 73
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Un protocole commun

e Estimer dimy(£7(8, f)) par un argument de recouvrement a
I'aide d'une inégalité maximale

e Montrer que la borne est optimale pour un S donné en
partant d'un ensemble de dimension ad hoc

e Construire une fonction saturante a I'aide d'une collection
d’'ensembles échelonnés en dimension

e Utiliser un argument de topologie pour passer de la
construction d'une fonction a la construction d'un G5 dense
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Régularité ponctuelle :

une collection de coefficients localisés en espace

Wavelet leaders :
Soit A € A; (cube dyadique de génération j)

ex(N) =sup {|c(N)] ;1< i <29, e}

Notation : ey(f) = €j(f,x) si A est 'unique cube dyadique de
génération j contenant x

log &;(f
B (F,x) = liminf 28{)
j—+oo  —jlog?2
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Fonctions harmoniques positives :

construction d'une collection de coefficients localisés en espace

. I(z)

}4

PIA(m) = 200 /{ o PIF1((1 — 27UFD)e) do(€)

= o/ PIf1((1 — 27H)¢)do
/gelj(x) [ ](( )5) €)
= 2jde)\(f)
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Et pour les séries de Fourier?

Lemme (Aubry, Bayart & H.)

Soit p > 1. Il existe § > 0 tel que, pour tout f € LP(T), pour tout
x € T tel que [Syf(x)[ = [|Saf |,

§2—i/p
152 fll Lo 31;(x)) = Jgﬁl%ff(x)!'

Ce lemme suggege d'introduire :

ex(f) = [|S2ifllr(3r) si A est de génération j

g% Indice moins pertinent que dans d'autres contextes
Le noyau de Dirichlet n'est pas positif.



Un cadre général

Un contexte général
(poursuivant les travaux de Jaffard, Abry, Roux, Vedel et Wendt)
» K C RN compact et d > 0. (A;)j>o famille de "cubes
dyadiques” tels que

e Pour tout A € Aj, il existe x) € K tel que
B(xx,c277) C XA C B(xy, C277)

e SiAApuch, Anu=>0

e Uxea A =K

e card (A;) < 2/

» X C Y deux cones fermés d'un espace de Banach
(dans la pratique X = Y est un cdne ou alors Y est un espace de
Banach de fonctions et X est le céne des fonctions positives)

» Une famille d'applications continues f — e\(f), A€ Uj A;
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Indice de régularité ponctuelle (ou indice inférieur)

Notation : si A € Aj et xg € A, ex(f) = ¢j(f, x0)
On dit que f € C%(xo) si |ej(f, x0)] < C27* pour j grand

Indice de régularité ponctuelle (ou indice inférieur) :

| i(f
h™(f,x0) =sup{a>0; f€C%x0)} = lim inf og_|jj|(og,)2<o)|

F (a,f)={xe K; h(f,x) <a}
F (a,f)={xeK; h(f,x) =a}
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Indice d'irrégularité ponctuelle (ou indice supérieur)
On dit que f € T%xo) si |&(f,x0)| > C27% pour j grand
Indice d'irrégularité ponctuel (ou indice supérieur) :

log |ej(
BH(F.x0) = inf {a > 0; f € T%(xg)} = limsup 2819 (-0)]
jotoo  —Jlog2

FHo,f)={x € K; h"(f,x) <a}
Ff(a,f)={x € K; h"(f,x)=a}
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Une proposition élémentaire

Proposition
Soit f € Y. Supposons qu'il existe p > 1 et C > 0 tels que, pour
tout j > 0,

Y lafP<cC.

AEN;

Alors, pour tout o € (0,d/p),

dimy (F~ (o, f)) < pa et dimp (F(a,f)) < po.
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Preuve de dimy, (F(a, f)) < pa

Soit n>0,e>0etx € F («,f). ll existe j > n tel que
() lg(f,x)| =277 < |p(x) |+

F~(a, f) possede donc un recouvrement R par des cubes de
génération > n vérifiant (x).

Ona:

D TP <N " 2= Y " ey (F)|P < Cste

IeR j>n AEN;

dimy (F~ (o, f)) < p(a + 2¢)
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Preuve de dimp (F(a, f)) < pa
Soit € > 0 et x € F'(a, f). Il existe jx tel que pour tout j > j,

l&i(f, ) = ()"

Soit F"

l,e

(o, f) = {x € FH(a, £); Vi =1, [[i(x)|*"° < [g(f,x)]}

=(NUFmle

n>1/>1

Il suffit de constater que dimp(F,"(a, f)) < p(a +¢)

Soit I'; I'ensemble des cubes de A; rencontrant F' (a, f)

ST < 3 e < €

A€l AEN;

Card (I;) < C2P(a+e)
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Existence d'une fonction multifractale
Hypotheses sur les e) :
1. Les ey sont linéaires sur Y et positives sur X
2.VFeY, Y, Yien lex(f)IP < Cff[lP

3. On peut saturer la condition 2. :
Pour tout (ax)aen,, il existe f € X telle que

o [IflIP < C3oen, [arl?s
o VAEN, ex(f) > %|ay|

Théoreme
Posons

- . log|ei(f, x)|
_ Ft _ : J _
Fla,f) = F (o, F)NF (a,f)—{xeK, j||+m ~ilog2 et

If existe f € X telle que pour tout o € (0, d/p)

dimp (F(a, f)) = dimy (F(e, f)) = po.
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Premiere étape de la preuve :
comment utiliser I'hypothese de saturation

Soit G tel que dimp(G) < pa.
Si j est assez grand (j > jo), G se laisse recouvrir par un ensemble
[; de 2P* cubes de génération .

o 27 s NeT;
S ) sinon

Z,\erj lax|P < 1. Il existe f; € X telle que

ex(fi)>ay et |f] <1

F=> jf

JjZjo

Sixe Getj>jo, e(f,x)>j2e(f,x)>j 227/
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Exemple : fonctions harmoniques positives
lci p=1.Si270t) <1—r <27,

P[f](rx) = 2fd/ Plf]((1 — 279)¢)do(€) == 2e\(f)

£eli(x)
log e;(f
i Jog P _ g e(f,)
r—1 —log(1 —r) j—+oo —jlog?2

Théoreme
Il existe f € L}(Sy), f > 0 telle que pour tout 3 € [0, d],

dimp (E(8,f)) = dimy (E(8,f)) =d — 8

ot E(B,f) = {x € Sa; limy_yy B2 — ﬁ}

Hypothese 3. : prendre f =37, 2/9) a5 |1,.
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La conclusion dim (F(B, f)) = d — [ est-elle générique ?

Proposition
Pour quasi toute fonction f € L*(Sy), on a :

og | PIFI(m)] _

v S li f
x € Sy, |m|n “log(i—1) =

Preuve

e Sie>0et0<p<1), I'ensemble

U(Eap) = {f € Ll(sd) Vx € 8g, dr € (p7 )7 |P[f](rx)] < (1_1,«)8}
est un ouvert dense de L(Sy)

e Toute fonction f € [, ;U(ek, p;) satisfait la conclusion de la
proposition
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Décomposition le long de la base de Haar
Si feL?(]0,1)) et >1,

j-1
Tif =(fo)p+ Y > 22(F, )y,

i=0 peh;
Ici, p = 2.
Sidc A, e\(f):=27/2T;f(x) (indépendant de x € \)
- Iog.\ij(x)| _ 1 im Iog|?j(f,x)|
j—+oo  jlog?2 2 —jlog?2

Théoreme
If existe f € L2([0,1)), f > O telle que pour tout 3 € [0,1/2],

dimp (E(8,f)) = dimy (E(B,f)) =1-28

o E(5,F) = {x € [0,1) ; lim; o0 L — 5



Applications

Vérification des hypotheéses
p=2 Y =1%(0,1)) et X={feY ;f>0}
1. T;f = projection orthogonale de f sur I'espace {Z)\E,\j a,\l,\}
ex(f) = 2_1/27'1-1‘|)\ linéaire sur Y et positif sur X.
2. SIAEN;, |lex()]? = IR | T;f(x)|?dx
Y leP =115 < IIfl3

)\E/\j

3. Soit (3,\)>\e/\j une famille de nombre. Posons
f= Z 2j/2’a,\|1)\ e X
AN,
Tif =f et ex(f) = |ay|

I1£13 = ZA\f(X)Ide = la =) le(H)?

AEA; AeA; AeA;
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Et pour les séries de Fourier?

Proposition
Pour toute fonction f € LP(T),

dimy (E7(B,f)) <1-Bp et dimp (E7(B,f)) <1-Bp

Preuve : Utiliser

ex(f) = ||52jf||LP(3)\) pour A € /\j
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Et pour les séries de Fourier?

Théoréme
[l existe f € LP(T) telle que pour tout 5 € [0,1/p],

dimy (E(B,f)) = dimp (E(8,f)) =1 - Ap

ou

E(ﬁvf):{XET; lim W:B}

n—+0c0 log n
Le noyau de Dirichlet n’est pas positif :
beaucoup plus complexe que le cadre général

Idée : S,f est réelle si f est réelle. De plus, |S,f| est grand dés que
|Re(S,f)| ou |Im(S,f)| est grand !
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Retour au cadre général :

un résultat générique

Théoreme

On reprend les hypotheses 1. 2. 3. du contexte général. On
suppose de plus que Y est séparable et qu'il existe une partie D
dense dans Y telle que

4. VfeD, Vj, YAeN;, lex(f)] < Cc279/p
Pour quasi toute fonction f € Y, pour tout « € (0,d/p),
dimy (F (o, f)) = pa

ou F(a,f)={xe K; h™(f,x) = a}.
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Exemple : décomposition le long de |la base de Haar

Théoréme
Si fel?[0,1))etj>1,

j-1
Tif =(fo)p+ > > 272(F, )y
i=0 peh;
Pour quasi toute fonction f € L2([0,1)), pour tout 3 € (0,1/2),
dimy (E~(B,f)) =1-28

ou

jotoo  Jlog2

E~(B,f) = {XE [0,1); |imsup|0g“_jf(x)‘:5},

Hypothése 4. : prendre D = Uj{f ; Tif =f}
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Rendez-vous I'an prochain a Porquerolles

A

.
i
. ';;;4{:2»;'),11(',‘"
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