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RESUME. — On montre comment, dans les bons cas, la fonction 7 du
formalisme multifractal permet de calculer la dimension inférieure et la
dimension supérieure d’une mesure. On peut alors prouver la dérivabilité
de la fonction 7 lorsque la mesure est une quasi-Bernoulli et préciser ainsi
un travail de Brown Michon et Peyri¢re sur I’analyse multifractale de ces
mesures. © Elsevier, Paris
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ABSTRACT. — In good cases, we prove that the function 7 which appears
in multifractal formalism is adapted to calculate the lower and the upper
dimension of a measure. Then, we are able to prove the derivability of
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310 Y. HEURTEAUX

Dans tout ce travail, d est un entier supérieur ou égal a 1 et m désigne
une probabilité borélienne sur [0, 1[¢. On cherche & comparer la mesure m
avec les mesures de Hausdorff. Plus précisément, on cherche a donner
des estimations, si possible optimales, de la dimension inférieure et de la
dimension supérieure de la mesure m. Celles-ci sont définies par :

dim,(m) =sup{a >0 ; dimE < a = m(E) = 0}
=sup{a >0; m < H*}

dim*(m) = inf{dim E ; m([0, 1[*\E) = 0}
=inf{a >0; m L H*}

ol H® désigne la mesure de Hausdorff dans la dimension o et dim E
désigne la dimension de Hausdorff de ’ensemble E. Pour plus de détails
sur les quantités dim,(m) et dim*(m), on peut consulter [14].

Dans [17], on s’est déja intéressé a ce probleéme. Les estimations qu’on y a
établies ont le mérite d’étre concretes et de donner dans certaines situations
des résultats explicites (voir [17] ainsi que les exemples développés a la
fin de la cinquieéme partie de ce travail). Cependant, elles sont rarement
optimales.

Notre objectif ici est d’obtenir, pour une large classe de mesures m,
des formules qui permettent un calcul théorique explicite de leur dimension
inférieure et supérieure. La fonction 7, bien connue en analyse multifractale,
est alors le bon outil pour atteindre cet objectif. Pour la définir, on fixe un
entier £ supérieur ou égal a deux et on note F,, la famille des cubes ¢-adiques
de la n®™® génération inclus dans le cube unité. En d’autres termes :

d
F, = {1 = [[lx:/e, (ki +1)/€*[; 0< ki < zn}.

Pour z > 0, on définit alors 7(x) par :

(1) 7(z)= I;Titgfn(x) avec T,(z) = - li)gl log (Z m([)ﬂv).

IeF,

(on a pris comme convention que 0 = 0). Lorsqu’on en aura besoin, on
notera toujours [,(X) 'unique élément de F, contenant X et |I| = £~"
si I e F,.

Il est souvent implicite ([12]) et parfois prouvé rigoureusement ([22])

que lorsque 7/(1) existe, la mesure m est mono-dimensionnelle et vérifie
dim,(m) = dim*(m) = —7/(1).
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Dans ce papier, on s’intéresse surtout au cas ou la fonction 7 n’est
pas dérivable au point 1. On est alors amené a faire intervenir la notion
de dimension de Tricot. Si Dim E désigne la dimension de Tricot de
I’ensemble E (voir [24], [25] ou la premiere partie de ce travail pour une
définition précise), on peut introduire les quantités Dim,(m) et Dim*(m)
définies par :

Dim,(m) = sup{e@ > 0 ; DimE < o« = m(E) = 0}
Dim*(m) = inf{Dim E ; m([0,1[*\E) = 0}

Les quantités Dim,(m) et Dim*(m) semblent n’avoir jamais été étudiées
par le passé mais s’averent ici indispensables pour interpréter correctement
la dérivée a gauche de la fonction 7 au point 1 (voir proposition 5.1).

Sans hypothese restrictive sur la mesure m, on prouve au cours de la
premicre partie de ce travail les inégalités :

dim,(m) > —7,(1) et Dim"(m) < —7/(1),

ou 7/ (1) et 7/ (1) désignent les dérivées a gauche et a droite de la fonction
7 au point 1. La preuve de ce résultat reprend en les raffinant les idées
de [17] (voir aussi [22]). L’intérét par rapport a [17] est que maintenant,
on obtient des estimations qui sont souvent optimales. C’est ce qu’on
décrit lors de la deuxieéme partie. On y montre, sous certaines conditions
(hypothese (4)), les égalités :

dim,(m) = —7,(1) et Dim"(m)=—-7"(1).

Lors de la troisiéme partie, nous nous intéressons aux mesures quasi-
Bernoulli (propriété (5)) et nous montrons comment les résultats de
la partie 2 peuvent s’appliquer dans ce cadre. Pour ces mesures, nous
établissons la dérivabilité de la fonction 7 au point 1 et la coincidence entre
—7'(1) et les quatre quantités dim,(m), Dim,(m), dim*(m) et Dim*(m).
Dans [8], Brown, Michon.et Peyriere ont prouvé, que lorsque m est une
quasi-Bernoulli, le formalisme multifractal fonctionne. Plus précisément, si
T est dérivable en un point z avec o = —7'(x) et si

B L logm(IL,(X))
E, = {X el lm SCT ool - a}’

on a la relation :
dim(E,) = (),

Vol. 34, n° 3-1998.



312 Y. HEURTEAUX

ou 7* désigne la transformée de Legendre de la fonction 7. Nous montrons
que 7 est dérivable, non seulement au point 1, mais aussi en tout point z.
Ainsi, tout nombre « compris entre —7’(+00) et —7'(—00), s’ecrit toujours
o« = —7'(x) pour un certain z. On précise donc [8] en disant :

Va € (=7'(+00), 7' (+)), dimE, = 7"(a).

Lors de la quatrieme partie, nous revenons au cas général. Sans
hypothése restrictive sur la mesure m, nous ne savons pas si les inégalités
dim,(m) < —7/(1) et Dim"(m) > —7/(1) sont toujours valables.
Cependant, nous nous effor¢cons de donner une majoration de dim,(m) et
une minoration de Dim*(m) vérifiées en toute généralité. Les dimensions
de Rényi permettent d’atteindre cet objectif. Sans restriction sur m, nous
montrons que :

dim, (m) < lim inf :7} S m(1) log,(m(I))

n—+0o0
IeF,
Dim*(m) > lim sup -1 Z m(I) log,(m(I))
n—-+4oo n IeF,

Enfin, la derniere partie est consacrée a I’étude de quelques exemples.
En particulier, lors de la proposition 5.1, nous décrivons un exemple de
mesure m vérifiant :

dim*(m) < Dim*(m) = —7(1),

prouvant ainsi que la dimension de Tricot est en général le bon outil pour
interpréter géométriquement le nombre —7’ (1).

L’exemple décrit lors de la proposition 5.2 posséde un autre intérét. 11
met en valeur une mesure m vérifiant les hypotheses de la partie 2 et telle
qu’on ait les inégalités strictes :

dim,(m) < liminf %1 z m(I) log,(m(I))

n—-+4o0o
IcF,
Dim* (m) > limsup — 3 m(1) log,(m(1))
n—+4oo T Ier,
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1. ESTIMATIONS DE dim, (m) ET Dim*(m)

N

A L’AIDE DE LA FONCTION 7

Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, prenons le temps
-de redéfinir les mesures de packing et la dimension de Tricot (on peut
consulter [24] et [25] pour plus de détails). Si £ C [0,1[¢, on appelle
¢~"—packing de E, toute famille (1), C U,>, Fp constituée d’éléments
deux a deux disjoints et rencontrant E. Si a > 0, on pose :

P*(E) = lim sup {Z |I,|* 5 (Iy)y £ — packing de E}

n—+oo
~

Cette quantité n’étant pas o-additive sur les boréliens de [0, 1[¢, on définit
ensuite les mesures de packing par :

P(E) = inf{ZP“(En) s EC UEn}

Lorsque « varie, on obtient ainsi une famille de mesures sur les boréliens
de [0, 1[* qui permet de définir la dimension de Tricot de I’ensemble E par :

Dim E = inf {a ; P*(E) = 0} = sup {a ; P*(B) = +o0}.
On a toujours I'implication :
P*(E) = 0= H*(E) =0,

ce qui permet de conclure que dim F < Dim E.

De la méme fagon qu’on peut comparer une mesure m donnée avec
les mesures de Hausdorff, on peut aussi la comparer avec les mesures de
packing et définir Dim,(m) et Dim*(m) par :

Dim,(m) = sup{a > 0 ; DimE < a = m(E) = 0}
=sup{a >0; m <« P°}
Dim*(m) = inf{Dim E ; m([0, 1[*\E) = 0}
=inf{a>0; m L P*}
Il est bien connu (voir par exemple [14], [4] ou [25]) que les quantités

dim,(m) et dim*(m) sont reliées au comportement presque sir de la
quantité :

Q(X)“lf_r}fg log [I.(X)]

Vol. 34, n® 3-1998.



314 Y. HEURTEAUX

De méme, on peut facilement prouver que les quantités Dim.(m) et
Dim*(m) sont reliées au comportement presque sir de la quantité :

X — L s, 08 TIn(X))
Q(X)’ln_wof log |I,(X)| -

Plus précisément, on peut isoler la propriété suivante qui sera la clé des
estimations qui vont suivre :

PROPOSITION 1.1. — Soit m une mesure de probabilités sur [0,1[%. on a :

6 dim,(m) > a <= a(X) > a pour dm presque tout X
(ii) Dim*(m) < a <= a(X) < « pour dm presque tout X.

Remarques. — 1. On a mis en valeur les deux estimations qui nous seront
utiles par la suite, mais on peut de méme montrer que :

{ dim*(m) < a <= a(X) < a pour dm presque tout X
Dim,(m) > a <= @(X) > « pour dm presque tout X -

2. La proposition 1.1 nous assure aussi de facon immédiate les
implications :

m{X ; a(X) <a}) >0=dim,(m) <«
{m({X ; @(X) > a})>0=Dim*(m) >a’

On sera aussi amené a utiliser la proposition 1.1 de cette fagon par la suite.

Preuve de (i). — Bien que ’assertion (i) soit classique (voir par exemple
[14] ou [25]), rappelons-en bri¢vement la preuve. Pour prouver <=, on fixe
a tel que a(X) > a pour dm presque tout X puis € > 0. La mesure m
est alors portée par | J,, F, ou : :

Bo={Xe01[; Yp>n, m(I,(X)) < |L(X)"}.

Il est alors élémentaire de vérifier que sur les ensembles F,, I'inégalité
m < H*¢ est vérifiée. Comme la mesure m est portée par |J,, E,, il
s’ensuit qu’elle est absolument continue par rapport a H*~°. On a donc
dim,(m) > a — € et on conclut griace a ’arbitraire sur e.
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Réciproquement, fixons un réel a > 0 tel qu’il existe un borélien £ non
négligeable pour m et vérifiant :

VX €eE, aoX)<a.

On peut trouver un € > 0 tel que I’ensemble {X € E ; a(X) < a — ¢}
soit encore non négligeable. Appelons F' ce nouvel ensemble. On a :

VX eF VYng>1, In>ng; m(L,(X))>|L(X)|*°.
On peut alors conclure que :
H*(F) < 4+00.

En effet, si on fixe un entier ng, on peut construire un recouvrement de
F par des cubes deux a deux disjoints, de génération supérieure ou égale
a no et vérifiant :

m(I) > |1]°~*.

Si on note R ce recouvrement, on a alors :
z [I]*—c < m(U I) <1.
IeR IER

Finalement, H®~¢(F) est au plus égal a 1. Il s’ensuit que H*~/2(F) = 0
et donc que « > dim,(m).

Preuve de (ii). — Cette assertion ne semble pas se trouver dans la
littérature ; tout du moins sous cette forme. Commencgons par établir
I’implication <. Supposons que @(X) < « dm presque partout et fixons
e > 0. La mesure m est portée par un ensemble E' tel que :

VX €E, IneN; Vp>n, m(I(X))>|L(X)*.
Notons alors :
E,={X€E;V¥p>n, m(l,(X))>|L(X)**}.

Si P désigne un packing de E,, constitué de cubes de génération au moins
égales a n, on obtient :

SOt <> m(I) =m(U I) <L

IeP IeP IeP

Vol. 34, n° 3-1998.



316 Y. HEURTEAUX

Il s’ensuit que :
P*te(E,) < +o0.

Ainsi, E est réunion des ensembles F,, qui vérifient tous P*12?¢(E,) = 0.
Par définition de la mesure P**2¢, on en déduit que :

7§a+2a(E) =0.

Finalement, la mesure m est étrangére a la mesure P>+2¢. Comme € est
arbitraire, on en déduit donc que Dim*(m) < a.

Réciproquement, fixons « tel que :
m{X €[0,1[*; &(X) > a} >0
et posons pour n > 0 :
B, = {X €[0,1[*; m(L(X)) < |L.(X)|*}.

On a donc :

m (lim sup Bn> > 0.

n—-+oo0

Montrons que la mesure P* n’est pas étrangere a m ; ce qui revient a dire
que pour tout borélien A, on a I’implication :

P(A) =0=m(4) < 1.
Prenons un borélien A vérifiant P*(A) = 0 et écrivons :
A= (ANnliminf A,,) U (A Nlimsup B,,),

ou A, = [0,1[*\B,. 1l suffit de montrer que m(A N limsup B,,) = 0 pour
conclure que m(A) < 1. Ce dernier point est une conséquence immédiate
du lemme élémentaire suivant :

LEMME 1.2. — Pour tout borélien E inclus dans [0,1[%, on a :

m(E N limsup Bn> < PX(E).

n—+oo

Commencons par établir que :

m(E N lim sup Bn) < PX(E).

n—-+oo
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Pour cela, fixons ng > 1. Pour chaque point X € E Nlimsup B,,, on peut
trouver un plus petit entier n > ng tel que :

m(In (X)) < [I(X)|*.

Notons P la famille des cubes ainsi selectionnés. Par construction, ils sont
deux a deux disjoints et forment un recouvrement de £ N limsup B,,. On
a donc :

m(Em limsuan> <y m(I) <

n—+oo Iep IeP

De plus, P constitue un packing de £ N limsup B,,. On conclut donc
immédiatement que :

m(E N lim sup Bn> < PYE).

n—-+4oo

Enfin, si £ C (U, Ep, le résultat précédent et la o-sous-additivité de la
mesure mm nous donnent :

m(E N lim sup Bn) < Z’PO‘(EP).

n—-+oo p>1

La conclusion du lemme s’obtient en passant a la borne inférieure sur tous
les recouvrements dénombrables de F.

En toute rigueur, on vient de montrer que si {X ; @(X) > a} est non
négligeable, alors Dim™(m) > «. Cependant, on aurait pu effectuer le méme
raisonnement en faisant intervenir un & > « tel que {X ; @(X) > &} soit
encore non négligeable. On a donc en fait établi que Dim*(m) > & > a.

La proposition 1.1 étant acquise, on peut alors énoncer le théoréme
général suivant :

THEOREME 1.3. — Soit m une mesure de probabilités sur [0,1[%. Si T est
définie comme en (1), on a :

(i) Va<-7,(1), m<H* et (ii))Va>-7(1), m1L P,

En d’autres termes :
(i) Dim,(m)>dim,(m)>—7 (1) et (ii) dim™(m)<Dim"(m) <—r"(1).
Notons 7* la transformée de Legendre de la fonction 7. C’est-a-dire :

™(a) = iI;f(OlSE + 7(x)).

Vol. 34, n°® 3-1998.



318 Y. HEURTEAUX

Les nombres —7/ (1) et —7/ (1) ont alors une interprétation géométrique
simple. La fonction 7* est définie sur un intervalle 7 contenant
[-74(1), —=7_(1)]. Elle est concave et vérifie :

VaeZ, (@) <a et 1%(a)=a<=ac|[-74(1),-7_(1)].

Dans Falconer ([12] page 260), on peut comprendre que si la fonction
T est dérivable au point 1, la mesure m est portée par un ensemble
de dimension de Hausdorff —7/(1). Ngai donne dans [22] une preuve
rigoureuse de 1'égalité dim,(m) = dim"(m) = —7/(1) lorsque 7 est
dérivable au point 1. D’une facon générale, au cours des travaux sur la
multifractalité, il est souvent implicite qu’il y a un lien entre les solutions
de 7*(a) = « et la dimension des ensembles qui portent la mesure m. Ici,
nous explicitons complétement ce lien en termes de comparaisons entre la
mesure m et les mesures de Hausdorff ou de packing.

Dans la pratique, connaitre avec exactitude la fonction 7 peut étre difficile.
Cependant, si on sait majorer au voisinage de 1 la fonction 7 par une
fonction x dérivable & gauche et a droite au point 1 et vérifiant x(1) = 0,
on poutra conclure que :

dim,(m) > —x/,(1) et Dim*(m) < —x"(1).

C’est ce qu’on fait dans les exemples c et d de la partie 5. Le corollaire
qui suit peut aussi se justifier grice a cette remarque. Il était annoncé
dans [17] (2 la nuance prés qu’on n’avait pas effectué les comparaisons
avec les mesures 75").

COROLLAIRE 1.4 (voir [17]). — Posons pour n > 0 et x > 0 :

= (X (B ) @ b = tmsup o),

IeF, JCI, JEFnin n—-+4o0o
avec la convention (0/0)* = 0. On a alors :

' (1 (1
dim,(m) > ~%(—} et Dim"(m) < —ﬁi(‘)ég).

Preuve du corollaire 1.4. — Si z > 0, le nombre (3,(z) vérifie :

ST omI)® < Balz) Y m(D)*

I€Fni1 IeF,
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En itérant cette inégalité, on obtient :

log B () + - . . + log ()
(n+1) log?

Tny1(z) <

On peut donc conclure que :

7(z) < limsup log Bn(x) + ... + log Bo(x)

. log B,(z) _ logB(z)
<1 = .
- irgil;})) log ¢ log ¢

Par ailleurs, 3 est une fonction convexe (I’inégalité de Holder nous assure
méme que la fonction [, est log-convexe). Elle est donc dérivable a
gauche et a droite au point 1. En remarquant que 5(1) = 1 et en utilisant
le théoreme 1.3, on termine alors aisément la preuve.

N

Venons-en maintenant a la preuve du théoréeme 1.3. Pour démontrer
I'inégalité (ii), on reprend en I’améliorant une idée déja exploitée par
Bourgain ([7]) et par Batakis ([1]) dans un autre contexte. La preuve de (i)
est assez voisine. Rappelons tout d’abord les propriétés élémentaires de la
fonction 7. Elle est bien définie sur R’ , décroissante, vérifie 7(1) = 0 et
inf(0,d(1 — z)) < 7(z) < sup(0,d(1 — z)) si z > 0. De plus, I'inégalité
de Holder nous assure que 7,, est convexe. Ainsi, 7 est aussi convexe. Elle
est donc dérivable a gauche et a droite partout.

Preuve de l’inégalité (i). — Fixons deux réels o et [ tels que
a < B < —74(1), puis un réel x > 1 vérifiant :

7(z) < B(1 — x).
Par définition de la fonction 7, on peut alors trouver un entier ng tel que :

(2) Vn > no, Z m(I)® < ¢rPl=o),
I€F,

Introduisons alors £,, = {I € F, ; m(I) > |I|*} et A, = U, I.Ona:

m(An) — Z m([)z-‘r(l—z) < Z m(I)EIIIa(l—z) < én(ﬂaa)(l—x).
IeL, IeLny

Vol. 34, n°® 3-1998.



320 Y. HEURTEAUX

On en déduit, grice au lemme de Borel-Cantelli que :
m <lim sup An) = 0.
n—+oo
On vient donc de prouver que :
pour m-presque tout X € [0,1[%, a(X) > a.
Gréce 2 la proposition 1.1, on a donc établi I’inégalité dim,(m) > a. C’est
ce qu’il fallait démontrer.

Preuve de l’inégalité (ii). — On fixe ici deux réels a et § vérifiant
a > (3> —7" (1) puis un réel z < 1 tel que :

(z) < B(1 — ).
On trouve alors comme plus haut un entier ng tel que :
(3) Vn>ne, > m(I)* <P
IeF,

La différence entre I’inégalité (2) et I’'inégalité (3) vient de ce que maintenant
x est strictement inférieur a 1. Donnons a £, et & A,, la méme signification
que lors de la preuve de I’inégalité (i). On peut écrire ici :

m([O, 1[d\An) = Zm([)x+(1—w) < Z m(I)mllla(l—z) < r(B-a)(1-2)
I¢c, I¢c,
Finalement, on a :
m(lim sup([0, 1[d\An)) =0.
n—+oo

La mesure m est donc portée par I’ensemble £ = lim Jirnf A, etona:
n—-+0o0

VX e E, aX)<oa

La proposition 1.1 nous assure alors que Dim*(m) < «. L’arbitraire sur
a termine la preuve de I’inégalité (ii).

Remarque finale. — On peut voir le résultat du théoreme 1.3 comme une
interprétation analytique d’inégalités de grandes déviations. Notons :

Y, =) log,(m(I)l.

IeF,
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Dans I’espace probabilisé ([0,1[?, B, m), on a alors :

Vt> -1, 7(1+1t)=Ilimsup -:l—loge(E(étY")).

n—+oco 1

Si o < —7/(1), I'inégalité de Chernoff s’écrit alors :

lim sup 1 log,(m(Y, > —na)) < 7%(a) — a < 0.

n—+oo N

En interprétant cette inégalité, on peut alors retrouver que dim,(m) > a.
On peut traiter de méme 1’autre inégalité du théoréme 1.3 (voir aussi [8]).

2. UNE RECIPROQUE AU THEOREME 1.3

On cherche au cours de cette partie a décrire une situation ou I’on peut
affirmer que les quantités 7/ (1) et 7/ (1) évaluent exactement les nombres
dim,(m) et Dim*(m). On suppose que I’on a codé les éléments de F,
sous la forme I, ., ou 0 <¢; < % de telle sorte qu’on ait les inclusions :

Iel---5n+1 C Ifl...én7
pour tous choix des entiers €y, ...,€,,1 dans {0,...,¢¢ — 1} .

SilI=1, . €FoetJ=1I
simplification :

ni1.entp € Fp, ON Motera par souci de

1J =1

€1...€ntp*
On introduit alors la propriété (4) suivante :
(4) 3IC>0; VYn,p>1, VI € F,,VJ € Fp, m(IJ) < Cm(I)m(J).

Rappelons que la mesure m est appelée quasi-Bernoulli si elle vérifie la
propriété (4) et si de plus m(I.J) > & m(I)m(J) (voir par exemple [8]).
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La condition (4) permet de donner une réciproque au théoreme 1.3. C’est
I’objet de I’énoncé qui suit :

THEOREME 2.1. — Soit m une mesure de probabilités sur [0, 1[%. On suppose
de plus que m vérifie la condition (4). Si T est définie par la formule (1),
on a:

dim,(m) = —74(1) et Dim*(m) = —7"(1).
La preuve du théoréme 2.1 s’appuie sur le lemme suivant :

LEMME 2.2. — Sous [’hypothése (4), la suite T,(x) converge pour tout
z > 0. On a de plus :
Vn>1, Vx>0, Y m(I)®>CmrTe,
IEF,

Preuve du lemme 2.2. — Fixons z > 0. L’hypotheése (4) nous assure que :

SomIyr= ) m(JK)fBSO“”( > m(J)m> > m(K)*

I€Fnyp JEFn, KEF, JEF, KEeF,
Ainsi, la suite :

Up=C" > m(I)*

IeF,

est sous-multiplicative. On sait alors que la suite (U, )'/™ converge vers sa
borne inférieure. La suite U,, vérifie de plus I’inégalité :

U, > C®inf (1,¢41=)),

Ainsi, la limite de (U,)'/™ est strictement positive. On peut donc passer
au logarithme pour obtenir que la suite 7,,(z) converge. Enfin, comme la
limite de (U,)'/™ correspond 2 la borne inférieure de la suite, on obtient
finalement :
lm (Un)Y™ = inf (U,)V/" = ™,
nﬂ—%—oo( ") ngl( ")

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 2.1.

Commencons par établir 'inégalité dim,(m) < —7/(1). Notons oy =
—7! (1) et fixons o > —7/ (1). En s’appuyant sur la proposition 1.1, on est
ramené 2 exhiber un borélien E vérifiant m(F) > 0 et tel que :

VX eFE, oX)<La
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Fixons enfin £ > 1. Le lemme 2.2 et la convexité de la fonction 7 nous
assurent que :

V1, Y m(I)F > CTE et
IeF,

Notons alors £,, = {I € F, ; m(I) > |I|*} et A, = e, I-Ona:

c~° [nao(l—m) S Z m(I)w~1+1 + Z m(I)z

I¢Ln IeL,
< S m(@) IIED £ m(4,)"
I¢L,

< (1-m(4,)) red-=) 4 m(Ay).
Finalement, on obtient :

C—menao(l—z) — ¢no(l-z)

m(ATl) 2 1 — fna(l-z)

Choisissons alors § > 0 tel que C~14~5@ > =5« (’est possible puisque
a > ag. Si z =1+ §/n, I'inégalité précédente devient :

C—(l-l—é/n)g—éag _ Z—éa
1%

On peut donc trouver un réel 7 strictement positif tel que pour tout entier
n assez grand, on ait :

m(An) >

m(A,) > 1.
Il est alors clair que :
m(lim sup An) > .
n—-+o00

Le borélien £ = limsup A,, répond bien a notre question : on vient de voir
n— 400

qu’il est non négligeable pour la mesure m. Il vérifie de plus :
VX € E,Vno>1, 3In>ng; mI(X))> |I.(X)|

La démonstration de ’inégalité Dim*(m) > —7/ (1) se fait en suivant
les mémes idées. Notons maintenant g = —7°(1) et fixons a < «o.
Rappelons que ag < d. Grice a la proposition 1.1, il suffit de montrer que :

m({X € [0,1[* ; ®(X) > a}) > 0.
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Donnons a £, et a A, la méme signification que plus haut et notons
B, = [0,1["\A4,. Si 1/2 < z < 1, le lemme 2.2, la convexité de la

fonction 7 et I’inégalité de Holder nous assurent ici :

C—lgncxo(l—m) < C—wznao(l——z)

< mDT 4 Y m(D)”

IeL, I¢L,
< £na(l—z‘)(1 _ m(Bn)) + m(Bn)m (f"d _ # (ﬁn))l—x
< Ena(l—z)(l _ m(Bn)) 4 m(Bn)1/2 gnd(l—w)'

Choisissons § strictement positif tel que :
C7HP — 1% > 0.

Siz =1-6/n etsin est assez grand, on aura bien 1/2 < z < 1. Ainsi,
pour les grandes valeurs de 7, nous avons 1’inégalité :

féam(Bn) _ e&d(m(Bn))l/.? < e&a _ C—lg&oto.
Si on pose t = (m(B,))/?, on a donc :
bt? —at+c—b<0,
ol a, b et c sont des nombres réels positifs, indépendants de n et tels que
a > ¢ > b. Si on note ¢(t) = bt*> — at + c — b, on constate que $(0) > 0,
#(1) < 0 et que le trindme du second degré posseéde deux racines strictement
positives. Si v désigne la plus petite racine de ¢, on a alors :
(te[0,1] et ¢(t) <0)=1t2>1.
En posant n = 42, on conclut que :

m(B,) >mn pour n assez grand.

Finalement :

m (lim sup Bn) >n.

n—+4oo

On termine la preuve en constatant que limsup B, C {X ; @(X) > a}.
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3. LE CAS DES QUASI-BERNOULLI

On reprend les notations de la partie précédente. Si m est une mesure de
probabilités sur [0, 1], on introduit la propriété suivante :

AC>0; Vn,p>1,VIe€ F,, V] € F,,

(5) 1
rol m(I)m(J) <m(IJ) < Cm(I)m(J).

On dit alors que m est une quasi-Bernoulli (voir [8]). Dans cette situation,
on peut dégager 1’énoncé suivant :

THEOREME 3.1. — Soit m une mesure de probabilités sur [0, 1[* vérifiant
I’hypothese (S). Alors, la fonction T est dérivable au point 1, la mesure m
est mono-dimensionnelle et on a :

dim,(m) = Dim,(m) = dim*(m) = Dim*(m) = —7'(1).

Pour prouver le théoréme 3.1, on va adapter a notre situation une idée déja
exploitée par Carleson et Makarov-Volberg lorsqu’ils cherchent & estimer
la dimension de la mesure harmonique de certains ensembles de Cantor
(voir [10] et [19]). En fait, on va identifier la mesure m avec une mesure
de probabilités sur I’ensemble de Cantor {0,...,¢¢ — 1} et prouver
I’existence d’une mesure équivalente a m, invariante par le shift a laquelle
on pourra appliquer le théoréme de Shannon-McMillan. C’est ce qui est
traduit dans le lemme suivant.

LEMME 3.2. — Il existe une mesure de probabilités p sur [0,1[¢ et un
nombre h > 0 tels que :

1 1 I(X
cm <pu<Cm et lim —OL()) = h du-presque partout.

n—too log |[I(X)|

Avant de prouver le lemme 3.2, voyons comment il permet de conclure
le théoreme 3.1. Comme &m < p < C'm, le lemme 3.2 nous apprend
aussi que :

log m(1,,(X))
_— 7 = - It .
W g 1 (X)] h dm-presque partout
Ainsi, a I’aide de la proposition 1.1, on a I’encadrement :

dim*(m) < Dim*(m) < h < dim,(m) < Dim,(m).
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Finalement, ces cinq nombres sont tous égaux, car il est clair que
dim,(m) < dim*(m) et Dim,(m) < Dim*(m). En utilisant la conclusion
du théoréme 2.1, on obtient qu’ils sont aussi égaux a —7/ (1) et a —7/ (1).
En particulier, 7/(1) existe et le théoréme en découle.

Preuve du lemme 3.2. — Notons C I’ensemble de Cantor {0, ..., ¢4 —1}N",
On le munit de sa topologie naturelle. Notons :

J:[0,1[*—C et S :C— 10,1

les applications naturelles liées au codage des éléments de |J,, Fn. Elles
sont définies par :

J(X) = (ei)iZI si {X} = ﬂ-[elmen et S((ez)zZI) = ﬂjel...en-

La fonction S est continue et surjective. La fonction J est mesurable,
injective et prend ses valeurs dans un Gs de C noté C \N . Enfin,
S o J = Idj . Notons 7 'image de la mesure m par I’application J et
M P’ensemble des mots finis basés sur I’alphabet {0, ..., ¢¢ — 1}. Comme
de coutume, on identifiera I’ensemble M et I’ensemble des cylindres de C.
La mesure /m est donc caractérisée par :

VYa e M, m(l,) = m(a).

Enfin, la propriété (5) se traduit sur /m en :
() Vabe M, —é—rh(a) i (b) < m(ab) < C(a) m(b),

olt ab désigne la concaténation des mots a et b. Sous I’hypothese (5),
on peut alors utiliser les résultats de Carleson et Makarov-Volberg. Si T’
désigne le shift a gauche sur C, il existe une mesure f sur C invariante
par T, ergodique, vérifiant aussi (5’) (avec une constante é’) et telle que
% o < m < C L. Rappelons que la mesure /i est obtenue en prenant une
valeur d’adhérence faible de la suite [i,, définie par :

" L -

fin(E) = ~ > i(T~(E)).

k=1

Comme le rappelle Carleson ([10]), ’ergodicité de la mesure i est alors
une conséquence élémentaire de la propriété de mélange vérifiée par ji :

Vabe M, fi(ab) > % ila) i(h).
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N

Le théoreme de Shannon-McMillan appliqué a /i assure alors 1’existence

d’un réel h, appelé entropie de [ tel que :

= h.

—log ji(zy ... 7y

pour /i presque tout z = (z;);>1 € C, liril o8 ,U»(;BL1 Zn)

A propos du théoréeme de Shannon-McMillan, on peut se référer a [4].

Appelons p I'image de /i par Iapplication .S. La conclusion du lemme est
immédiate en posant h = h/log{ et en remarquant que I’on a :

Va € M, /‘L(Ia) = ﬁ(a)

Cette derniere relation vient de ce que les ensembles S™1(I,) \ a et
a\ S7!(1,) sont inclus dans A/. Ils sont donc négligeables pour 77 ainsi
que pour [i.

Remarques. — 1. 11 est facile de constater que la mesure 4 est invariante
par I’application mesurable :

X = Laer — RX) = [ Ly

n>1 n>2

2. Dans cette situation, on a aussi I’identité :

. 1
(6) (1) =— lim = >~ m(I) logy(m(I)).
n—-4oo M,
I€F, -
Cette derniere quantité est appelée dimension entropique de la mesure. Cette
observation avait déja été faite par Young ([27]) et Ngai ([22]). Donnons
en une preuve élémentaire. Les inégalités de convexité nous assurent que
pour tout entier n, on a :
(z) _ - , To(T) .
——=<r1)siz<l et 7,(1)<——Fsiz>1
o1 =) (1) < =
En passant a la limite inférieure (resp. limite supérieure) par rapport a n
puis en faisant tendre x vers 1~ (resp. 17), on obtient alors I’encadrement :

(7) 7/ (1) < liminf 7, (1) < limsup 7, (1) < 74(1).

n—+4oc n—-4oo

Cet encadrement est valable sans aucune hypotheése sur la mesure m. Si
maintenant, 7'(1) existe, I’identité annoncée est vérifiée.

Le théoreme 3.1 a des conséquences intéressantes sur [’analyse
multifractale des quasi-Bernoulli. C’est I’objet des deux énoncés qui suivent.

Vol. 34, n° 3-1998.



328 Y. HEURTEAUX

THEOREME 3.3. — Sous les hypothéses du théoréeme 3.1, la fonction T est
définie et dérivable sur R.

On peut alors préciser les résultats de [8] de la fagon suivante :

CorOLLAIRE 3.4. — Plagons nous sous les hypothéses du théoréme 3.1.
Notons T = (—71'(400), —7'(—00)) Uintervalle de définition de la fonction
7* (les parentheses délimitant cet intervalle signifient qu’on ne sait pas si les
bornes —1'(4+00) et —7'(—00) appartiennent a I). Si E,, est défini comme
en introduction, on a :

VaeZ, dimE, =7"(a).

Le corollaire 3.4 est une conséquence immédiate de la dérivabilité de
la fonction 7 et des travaux de Brown-Michon-Peyriere. La fonction 7’
vérifiant le théoréme des valeurs intermédiaires, tout nombre o € T s’écrit
a = —7'(z). Le résultat de Brown, Michon et Peyriere s’applique alors
a I’ensemble E,.

Venons en a la preuve du théoreme 3.3. Si z € R, on s’apergoit ici, en
reprenant la démarche du lemme 2.2 que les suites :

ol=l Z m(I)® et C I Z m(I)”

IeF, IeFn

sont respectivement sous-multiplicative et sur-multiplicative. Il en résulte
. . iz =)™

facilement que la suite de terme général (", 7, m(I) ) converge et

que sa limite est strictement positive et finie. En passant aux logarithmes,

on en déduit que 7,(x) converge vers une limite finie. On trouve de plus

I’encadrement :

|z| log C

(®) Ira(a) = (&) < S

Pour démontrer la dérivabilité de la fonction 7, on utilise alors des
mesures de Gibbs intermédiaires. L’existence de telles mesures a été prouvée
dans [8] pour les mesures quasi-Bernoulli. On peut aussi consulter [21] sur
ce sujet. Plus précisément, si § € R, on sait qu’il existe une mesure my sur
[0,1[¢ et une constante Cp > O telles que :

O VIe R gmII <ma(l) < Com(D I
n>0

II est clair, grace aux conditions (5) et (9), que la mesure mg est encore une
quasi-Bernoulli. Avec des notations qui se comprennent, le théoréme 3.1
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nous assure donc que la fonction 7y est dérivable au point 1. Or, un calcul
élémentaire basé sur 1’encadrement (9) nous donne la relation :

To(z) =7(02) — z7(6).

Ainsi, si 0 # 0, 7/(6) existe et vaut 7/(8) = (7(6) + 74(1))/0.

La dérivabilité de la fonction 7 en O se fait par un argument différent.
L’encadrement (8) nous apprend entre autres que 7,(0) = 7(0). Ainsi, il
existe une constante ¢ > 0 telle que :

n(z) = 7(0) _ 7(z) —7(0)

o

Va # 0, <

3]

Comme T1,, est dérivable en 0, on obtient alors :

() (0) = (O] < = et |(r)(0) = 74(0)

IN
:.I )

Finalement :

77 (0) =7,.(0) = lim (7,,)'(0).

n——+oo

Rappelons pour terminer que le nombre § = 7(0) n’est autre que la
valeur de la dimension de Hausdorff du support fermé de la mesure m et
que 7*(—7'(0)) = & correspond 2 la valeur maximale de la fonction 7*.

4. LE LIEN AVEC LES DIMENSIONS DE RENYI

Comme on I’a vu au cours de la partie précédente, et comme 1’avait déja
constaté Ngai ([22]), on a, lorsque 7/(1) existe :

dim,(m) = Dim*(m) = — lim ~ 3 m(I) log,(m(I)).

n—-+00
IerF,

En toute généralité (voir [27]), on peut définir les dimensions de Rényi
inférieure et supérieure de m par :

Ru(m) = liminf—~ 3" m(I) log,(m(I))

n—-+oo n
IeF,

et
R*(m) = lirnsup—l Z m(I) log,(m(I)).

n
n—+oo IeF,
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Les nombres R.(m) et R*(m) ne coincident pas toujours avec —77, (1) et
—7’ (1) (voir proposition 5.2), mais ils permettent sans hypothese restrictive
sur m de majorer dim,(m) et de minorer Dim*(m). C’est ’objet du
résultat qui suit.

THEOREME 4.1. — Pour toute mesure de probabilités sur [0,1[% on a :
dim,(m) < R.(m) et Dim"(m) > R*(m).

On peut alors dégager le corollaire suivant :

CorROLLAIRE 4.2. — Si de plus la suite de fonctions (1)/(x))n>1 est
uniformément bornée au voisinage de © = 1, on a :

{dim*(m) =R.(m) = —7,(1)
Dim*(m) =R*(m) = —7".(1)

Le corollaire 4.2 est une conséquence élémentaire des théorémes 1.3 et
4.1. Notons C' un majorant des fonctions 7,/ sur Uintervalle [1 — &,1 + ¢].
L’inégalité des accroissements finis nous assure alors que pour tout
z €[l —e,1+4¢]\{1} et pour tout n > 1, on a :

Tn(x) , C
——= -7 ()| < =|z—-1].
T )| < Sl -1

n

En passant a la limite inférieure en n (lorsque z < 1) et a la limite
supérieure en n (lorsque z > 1), on obtient finalement :
(z)

e,
Vz e[l —e1], lh —gmigff,;u)' < sle—1]

. C '
Vz €]1,1 + €], re) _ limsup7,(1)| < —|z — 1
r—1 n—-+4oo 2
Ces estimations assurent que —7’ (1) = R*(m) et —7/ (1) = R.(m). On
conclut alors griace aux théorémes 1.3 et 4.1.

Pour prouver les inégalités du théoréme 4.1, on reprend les idées et les
notations du théoreme 2.1.

Preuve de I'inégalité dim,(m) < R,(m). — Fixons a > 3> R.(m). Le
calcul effectué lors de la partie 2 et la convexité de la fonction 7,, nous
permettent d’écrire en toute généralité :

gn-rn(a:) _ Zna(l—:r) gn-r,’L(l)(m—l) _ Zna(1~ac)
1 — fna(l-=z) 2 1 — ¢na(l—=)

Vo > 1, ¥n>1, m(A4,)>
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Par définition de R.(m), on peut alors trouver une sous-suite ny telle que :

Enkﬁ(l—m) _ gnka(l—x)

Vk > 1’ m(A’n-k) 2> 1 — fnra(l-z)

En faisant tendre x vers 1, on obtient alors :

VE>1, m(Ap)>1- g

Finalement, m(limsup 4,) > 1— g et on conclut comme lors de la partie 2.

Preuve de I’inégalité Dim*(m) > R*(m). — Fixons a < 8 < R*(m).
Si z € [1/2,1], le calcul de la partie 2 et la convexité de la fonction 7,
nous donnent ici :

ém—,’l(l)(m—l) < Z m(I)z < E"o‘(l—m)(l _ m(Bn)) -I—m(Bn)l/and(l_z).
IcF,

On peut alors trouver une sous-suite 1y telle que pour tout k£ > 1 et tout
z € [1/2,1] :

Enkﬂ(l—x) < énka(l—z)(l _ m(Bnk)) + m(Bnk)1/2£nkd(1—x).

On conclut alors en suivant les idées de la partie 2 (ici, on peut prendre

§ = 1)

5. ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES

a. Un exemple de mesure vérifiant dim*(m) < Dim*(m) = —7/ (1)

Fixons une suite (pn)r>1 de nombres réels strictement compris entre 0
et 1 et notons ¢q, = 1 — p,,. Considérons alors une suite de variables
aléatoires indépendantes (X, ),>1 telles que :

P(X,=0)=p, et P(X,=1)=gq,

et notons m la loi de la variable aléatoire :Z 27" X,,.

La famille de mesures ainsi construites est classique et a déja été
largement étudiée. On peut par exemple consulter [13], [6] et [5]. La
mesure m s’interpréte aussi comme le produit infini de convolution des

mesures m,, = ppd(0) + ¢,6(1/2"), ou §(x) désigne la masse de Dirac
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en z. La loi forte des grands nombres permet de dire que dP presque
sirement, on a :

n

1
lim — Z (log((1 — X)pr + Xkqr) — (pi log pr + qr logqx)) = 0.

n—+oo N 1
Notons alors I,,(z) Iintervalle dyadique de n®™ génération contenant z.
On déduit facilement de ce qui précéde que pour m presque tout = € [0, 1],
on a :

.. olog ”L(In(x)) . 1087”4(171(55))
liminf ———2 2 = §, et limsup —=—————= = 05,
n—-+oo IOg lIn({ﬂ)l n—>+o<1>:) IOg lIn(l')l

avec

6; = lim inf — Zpk log, pr. + qi log, g

n-—-+o00
6, = lim sup — Zpk log, pr + qx log, gr
n—-+o0o k=1

On a noté log, le logarithme en base 2 et on peut consulter [6] pour plus
de détails. Il en résulte alors que :

dim,(m) = dim*(m) = é; et Dim,(m) = Dim*(m) = 6s.
Si on cherche a interpréter la situation a ’aide de la fonction 7, on peut
dégager le résultat suivant :

ProposITION 5.1. — Soit m la mesure décrite précédemment. On a les
relations :

{ dim,(m) = dim*(m) = R.(m) = —7/ (1)
Dim,(m) = Dim"(m) = R*(m) = -7/ (1)

En particulier, on peut choisir les coefficients p,, tels que §; soit différent
de &, créant ainsi une mesure m pour laquelle dim*(m) < —7/ (1).

Preuve de la proposition 5.1. — Ici, £ est égal a 2. Un calcul élémentaire
prouve que pour tout n > 1, on a :

Ta(T) =

Zlog( (P)® + (q1))-

log 2

Ainsi, on a les égalités 6; = R.(m) et 65 = R*(m). De plus, 1l est facile
de constater que la suite de fonctions (7, (z)),>1 est uniformément bornée
sur [1/2,3/2]. La proposition 5.1 résulte alors du corollaire 4.2.
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b. L’hypothese (4) de la partie 2 n’entraine pas la dérivabilité de ~

Cet exemple apparait déja a peu de choses prés dans [8]. Prenons £ = 5,
notons I, ., Vintervalle [} ,_, ex57%, > 7_; ex57F +57"[ et définissons
la mesure m par :

1 .
m(I., ) :—5—2_(""1) sieg,... en € {2,4}

1 b
_3~(n—1) Si Elyene ,g'n, € {1)3’ 5}

m(Ial,..en) = 5

étant entendu que les autres intervalles de F,, sont de mesure nulle. La
mesure m est portée par la réunion de deux ensembles de Cantor, I’'un de
dimension log 2/ log 5 et I’autre de dimension log 3/ log 5. Il est évident que
la mesure m vérifie ’hypothese (4) de la partie 2 (on trouve ici C' = 5/2).
De plus, un calcul élémentaire nous affirme que :

1 27 3*
Vz > O, Vn > 1, ’T'n(x) = Tont IOg (_5__271(1—32) + 5_3n(1—z))
g ¥ *

Ainsi, la fonction 7 est définie par :

__log3
~ logh

7(x) I-2)siz<1 et T(m):i—(g—g-%(l—x)si:c>1.

En particulier, 7 n’est pas dérivable en 1. La mesure m vérifie aussi :

. 2 log2+ 3 log3

Tout ceci peut se résumer dans la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — La mesure décrite dans ce paragraphe vérifie :

log 2
dim, (m) = 1‘;§ = = —74(1) < Ru(m) =
log 3 .
= * -7 = = *
= R*(m) < —1_(1) Tog 5 Dim*(m).

c. Une situation ot I’on peut estimer Dim™(m)

Lorsqu’une mesure m est répartie de fagon homogene sur [0, 1[¢, chaque
fils J d’un élément I € F, porte asymptotiquement une masse relative
m(J)/m(I) proche de 1/¢2. Si au contraire, certains fils ont une masse
relative plus grande, on peut s’attendre a ce que la mesure m soit portée par
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un ensemble de petite dimension. A travers I’exemple qui suit, on donne
des estimations quantifiées a cette phrase.

PROPOSITION 5.3. — Soit k un entier vérifiant 1 < k < (% On pose
A = k/t¢ et on fixe un réel p vérifiant X < p < 1. On suppose que pour
tout entier n, chaque I € F, posséde k fils I, ..., I, € Fpy1 tels que :
m(lLU...UIy) > pm(I). On a alors :

dim* (m) < Dim*(m) < d — (p toge (%) + (1~ p) log, (%-:—’i))

Preuve. — Fixons I € F, et notons & = {I1,...,Ix}. Si z < 1,
I’inégalité de Holder nous assure que :

> (i) =2CGam) +2()

JCI, JEF,

- m(Ue J) ’ 1-a m(UJe J) ’
<k (—ﬁf—) + (42— k) (1——771#).

On constate alors que la fonction :
t—s ¢o(t) = 175" 4+ (0% — k)" (1 — t)*

est concave et vérifie ¢/, (1) = 0. Ainsi, elle est décroissante sur I’intervalle
[, 1]. Sous I’hypothese de la proposition 5.3, la fonction § définie lors du
corollaire 1.4 vérifie donc :

Ve €]0,1], B(z) < ¢.(p).

On obtient alors D’estimation en calculant la dérivée au point 1 de la
fonction :

_ $:(p)
log¢ "’

Remarquons pour conclure ce paragraphe que 1’estimation de la
proposition 5.3 est optimale. En effet, la mesure m est parfaitement
déterminée dés qu’on connait la masse des éléments de | J,, F,,. Fixons k& et
p et construisons alors m en répartissant a chaque étape de fagon homogene
la masse pm(I) sur les fils I1,...,I; de I et la masse (1 — p)m(I) sur
les fils restant. Cette mesure m est alors telle que :

Vz e RY, B(z) = ¢u(p)-
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La fonction S est donc dérivable au point 1. La mesure m est donc
mono-dimensionnelle de dimension —(8'(1)/log ). Elle vérifie :

dim,(m) = Dim,(m) = dim"(m) = Dim"(m)

o (22).

d. Une application aux fonctions quasi-symétriques

On sait que les fonctions quasi-symétriques peuvent étre trés singulieres.
En particulier, une telle fonction peut transformer un ensemble plein pour la
mesure de Lebesgue en un ensemble de dimension de Hausdorff strictement
inférieure a 1 (voir [26]). Dans [16], Hayman et Hinkkanen donnent des
estimations de la dimension de Hausdorff de f(F) en fonction de celle de
E. Nous donnons ici une application du corollaire 1.4 au probleme de la
distorsion des ensembles a travers une fonction quasi-symétrique.

PROPOSITION 5.4. — Soit K > 0 et f une application K-quasi-symétrique
sur R. C’est-a-dire que [ vérifie :

1 fla+t) - f(=)

Notons p = 757 et fixons 0 < o < —(p logy p+ (1 — p) logy(1—p)). Pour
tout borélien E C R et en notant | f(E)| la longueur de f(E), on a alors :

HY(E) =0 = |f(E)| = 0.

Remarques 1. — 1l est facile de montrer qu’une application K-quasi-
symétrique est a-holderienne avec o = — log, p. Ainsi, on a trivialement :

HE = 0 = |f(E)| = 0.

La proposition 5.4 donne un résultat plus précis.

2. Toute application quasi-symétrique f sur R peut se lire comme la
restriction d’une application quasi-conforme F' sur le demi-plan supérieur
(voir [2]). Le pull-back du laplacien par cette application quasi-conforme
est un opérateur uniformément elliptique sur le demi-plan, a coefficients
L et a structure divergence. La mesure harmonique pour cet opérateur est
alors équivalente a la mesure df qui n’est autre que ’image de la mesure
de Lebesgue par I'application f~*. Elle peut étre singuliere par rapport
a la mesure de Lebesgue ([9]). Elle peut méme, grice aux travaux de
Tukia, étre portée par un ensemble de dimension < 1. La proposition 5.4
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nous assure que les ensembles de dimension de Hausdorff inférieure a
—(p logop + (1 — p) log,(1 — p)) sont négligeables pour cette mesure
harmonique. En particulier, les ensembles qui portent la mesure harmonique
ont tous une dimension supérieure & —(p log, p + (1 — p) log,(1 — p)).

Preuve de la proposition 5.4. — On peut supposer que E est un borélien
borné puis que FE est inclus dans [0, 1]. Ensuite, quitte & composer f avec
une fonction affine sur R (ce qui ne change pas la valeur de K), on peut
aussi supposer que f(0) =0 et f(1) = 1. Ainsi, f est croissante et on peut
trouver une mesure positive m sur [0, 1] telle que :

Ve e 0,1, f(z)= / dm(t).
0
Si I = [a,b], notons I' = [a,(a + b)/2] et I” = [(a + b)/2,b]. La
quasi-symétrie de f se traduit alors de la fagon suivante sur m :
VIC[0,1], m(I')<pm(I) et m(I") <pm(I).

On aici d = 1 et on choisit £ = 2. On est dans la situation du théoréeme 2
de [17]. On obtient aisément que :

Ve >1, Bz) <p”+(1-p)°
et on peut alors conclure que :

—64 (1)

1 >
dim,(m) Tog 2

> —(p logyp+ (1 — p) log,(1 — p)).
Finalement, la proposition 5.4 résulte de la relation :
m(E) = |f(E)|.

Remarque finale. — La seule propriété de m qui était utile au raisonnement
précédent est la suivante :

Vn >0, VI,JeF,, IUJeF,_1= m(J)<Km().

On dit qu’une telle mesure vérifie la propriété de doublement dyadique.
Dans [15], on trouve une caractérisation de ces mesures. Leurs ensembles
négligeables ont aussi été étudiés dans [18]. Ici, pour une telle mesure,
on donne une estimation de dim.(m) en fonction de K. Comme on le
constate dans [17], cette estimation est optimale. Si (Xn)n>1 désigne un
pile ou face de parametre p, c’est-a-dire une suite de variables aléatoires
indépendantes telles que P(X, = 1) =pet P(X,, =0)=1—p, etsim
est la loi de ) 27" X,,, la loi forte des grands nombres nous apprend que :

dim, (m) = dim™(m) = —(p log, p + (1 — p) log,(1 — p)).
Cet exemple était déja connu en 1949 (voir [11]). C’est aussi un cas
particulier de I’exemple développé lors de la proposition 5.1.
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