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Notations et conventions générales

⊛ Tout au long de ce texte, nous désignerons par une lettre grasse X un multiplet de variables
(X1, . . . , Xg). Un multiplet de réels (t1, . . . , tg) sera noté, indifféremment, t ou t. La notation
Xt désigne le produit X t1

1 · · ·X tg
g , |t| est la somme t1 + · · · + tg (nous parlerons aussi de la

longueur de t) et, si t ∈ Ng alors t! := t1! · · · tg!
⊛ [x] désigne la partie entière du réel x.

⊛ Si x est un réel, le symbole x+ désigne le maximum de x et 0.

⊛ Q désigne la clôture algébrique de Q dans C et Z est l’ensemble des entiers algébriques dans
Q.

⊛ PN
Z désigne l’espace projectif Proj(Z[X0, . . . , XN ]).

⊛ Soit K un corps de nombres. Nous désignons par MK l’ensemble des places de K. Soit
v ∈MK. La valeur absolue |· |v sur le complété Kv est normalisée de la manière suivante :

{
|1|v = 1 si v est archimédienne,

|p|v = 1
p

si v est ultramétrique, au-dessus du nombre premier p .

⊛ Si x = (x0 : · · · : xg) ∈ Pg(K) (K : corps de nombres), le réel h(x) (noté aussi hWeil(x)) est
la hauteur de Weil logarithmique absolue de x :

h(x) :=
1

[K : Q]

∑

v∈MK

[Kv : Qv] log max {|x0|v, . . . , |xg|v}

(cf. [84], p. 77). Lorsque a1, . . . , ah ∈ Q sont les coefficients d’un polynôme P , nous noterons
h(P ) la hauteur du point projectif (1 : a1 : · · · : ah).

⊛ Soient g un entier strictement positif et E un sous-espace vectoriel de Q
g
, de codimension

ℓ. Fixons une base e de Q
g

et considérons un système d’équations, à coefficients algébriques,
βi,1z1 + · · ·+ βi,gzg = 0 (1 ≤ i ≤ ℓ) définissant E. Alors, la hauteur de E, notée h(E), relative
à la base e, est la somme des hauteurs des points (βi,1 : · · · : βi,g) ∈ Pg−1(Q). Cette définition
est relativement arbitraire et de pure convenance (sauf lorsque E est un hyperplan). À une
fonction de g près, cette notion de hauteur rejoint celle définie par W.M. Schmidt [71], ainsi
que celle, plus arakelovienne, définie par J.-B. Bost dans [19], page 133.
⊛ Soient N, a des entiers non nuls et K un corps. Nous désignons par K[PN ]a l’ensemble des
polynômes homogènes de degré a en les variables X0, . . . , XN , à coefficients dans K, et K[PN ]
l’union des K[PN ]a, a ∈ N. Autrement dit, K[PN ] est l’ensemble des polynômes homogènes à
N + 1 variables et à coefficients dans K.
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Notations et conventions générales

⊛ Si K est un corps (commutatif) et si v = (v1, . . . , vn) est un élément de Kn alors

Dv := v1
∂

∂z1
+ · · · + vn

∂

∂zn
·

Considérons t ∈ Ng et e = {e1, . . . , eg} une famille d’éléments de Kn, alors

Dt
e := Dt1

e1
· · · Dtg

eg .

⊛ Dans ce texte, ln = log est le logarithme népérien (éventuellement étendu à un ouvert
simplement connexe de C \ {0}). Et log+ désigne la fonction x 7→ log max {1, x}.
⊛ Si G est un groupe algébrique sur un corps K, la notation tG désigne le K -espace tangent
à l’origine de G. Si K = C, ΩG(C) désigne le sous-groupe des périodes de G.

⊛ Si G est un groupe algébrique défini sur un corps K et M est une extension de K, alors GM

désigne le groupe G ×Spec K Spec M.

⊛ Au cours de la démonstration des théorèmes du § I.3.a apparaissent des constantes c,
indexées par N, qui ne dépendent que du groupe algébrique G et d’un éventuel plongement de
ce groupe dans un espace projectif. Par convention, ces constantes seront positives et choisies
de manière croissante en fonction de leur indice (c1 ≤ c2 ≤ · · · ).
⊛ Lorsque n est un entier naturel et p un point complexe d’un groupe algébrique, Γp(n)
désignera l’ensemble {0, p, . . . , np}.
⊛ card désigne le cardinal d’un ensemble et Vol le volume d’un objet.

⊛ Si α est un nombre algébrique (sur Q), |α| désigne le maximum des valeurs absolues des
conjugués de α.

⊛ Si K est un corps de nombres, nous désignerons par OK l’anneau des entiers de K.

⊛ Si V = V1 × · · · × Vn est une variété sur un corps K, H (V ; X1, . . . , Xn) désigne la partie
homogène de plus haut degré du polynôme de Hilbert-Samuel multihomogène de V , multipliée
par (dimV )! (voir § 5.2.3 de [84]).
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Introduction

Problématique

Cette thèse s’inscrit dans la lignée des nombreux travaux relatifs à la théorie des formes
linéaires de logarithmes.

Étant donné des nombres algébriques α1, . . . , αn non nuls et le choix de logarithmes λi

de αi (i.e. αi = eλi), A. Baker a démontré que la famille {1, λ1, . . . , λn} est libre sur le
corps des nombres algébriques Q si la famille {λ1, . . . , λn} l’est sur Q [2]. Ce théorème est
apparu comme la conséquence d’un résultat plus général. Considérons β0, . . . , βn des nombres
algébriques non tous nuls. Sous l’hypothèse de linéaire indépendance sur Q des λi, Baker
fournit (ibid.) une minoration de la quantité

log |β0 + β1λ1 + · · · + βnλn| ,
polynomiale en la hauteur des βi. Ces résultats marquent le début de l’histoire des mesures
d’indépendance linéaire de logarithmes.

Nous savons que ces questions s’inscrivent naturellement dans le cadre des groupes algé-
briques commutatifs, définis sur Q [49, 50, 80]. Étant donné un tel groupe G, d’espace tangent
à l’origine tG, un logarithme u ∈ tG(C) d’exponentielle algébrique (i.e. exp(u) ∈ G(Q) où exp
est l’exponentielle du groupe de Lie complexe G(C)) et un hyperplan W de tG, que peut-on
dire de la distance de u à W ? Les travaux de Baker étudient le cas des groupes linéaires
(commutatifs). Cette problématique se scinde immédiatement en deux parties :

① – expliquer les raisons pour lesquelles u peut appartenir à W ,

② – minorer la distance d(u, W ) (si elle n’est pas nulle).

Dans ce cadre général, G. Wüstholz [85] a apporté un élément de réponse à la première
question en démontrant que si u appartient à W alors il existe un sous-groupe algébrique G̃

de G, d’espace tangent inclus dans W , tel que u ∈ t eG(C). Ce résultat généralise le théorème
de Baker (énoncé qualitatif). Le problème devient :

①’ – Si u ∈ W , quelles informations apporter sur un sous-groupe (algébrique) G̃ tel que
u ∈ t eG(C) ? Peut-on, par exemple, estimer le covolume de son groupe des périodes ?

Les paramètres qui entrent en jeu dans ces questions ont trois origines distinctes :

✗ Le groupe G : sa dimension, le degré d’un corps (de nombres) de définition, les carac-
téristiques d’un plongement de G dans un espace projectif∗, une distance sur tG(C) ;

∗Si G est une variété abélienne, c’est le choix d’une polarisation.
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✗ Le logarithme u : sa norme, sa hauteur et le degré d’un corps de définition de exp(u) ;

✗ L’hyperplan W : sa hauteur et le degré d’un corps de définition.

La question ①’ (ou une de ses variantes) a été l’objet de plusieurs articles [3, 7, 9, 10, 55]
dans le cas d’un groupe linéaire commutatif, et a presque toujours été éludée dans les autres
cas. En fait, bien que la méthode de démonstration au cœur des articles [45, 65] fournisse une
majoration du covolume du sous-groupe des périodes de G̃ (et même, un peu mieux, du degré
de G̃), très peu de résultats ont été publiés. Nous citerons S. David [30] dans le cas où le
groupe G est le produit du groupe Ga et de courbes elliptiques, D. Bertrand [6] qui s’est
intéressé à une variante de la question ①’ lorsque G est une variété abélienne et V. Bosser [15]
dans le contexte légèrement différent des modules de Drinfeld.

Quant au second aspect du problème (question ②), le cas d’un groupe linéaire a sans aucun
doute été le plus étudié en raison de son aspect élémentaire et de ses multiples applications en
arithmétique (voir [35], § 2 du chap. 4). Pour un groupe algébrique commutatif quelconque, la
première réponse a été donnée par P. Philippon et M. Waldschmidt [65] et suivie, quelques
années plus tard, d’une importante amélioration par N. Hirata-Kohno [45].

En dehors de ces résultats généraux, beaucoup d’articles traitent de cas particuliers (loga-
rithmes d’un produit de courbes elliptiques CM ; G tore et W hyperplan défini sur Q, etc.)
avec des preuves et des outils très variés (polynômes binomiaux ou de Lagrange ; déterminants
d’interpolation, etc.).

Les réponses apportées aux questions ①’ et ② varient en fonction, d’une part, des para-
mètres mis en valeur (en vue, par exemple, de résoudre certaines équations diophantiennes∗)
et, d’autre part, de la méthode de démonstration choisie (et des outils qu’elle autorise).

Contenu de la thèse

Elle comporte deux parties indépendantes ainsi que trois annexes.

La première partie traite le cas général d’un groupe algébrique commutatif, défini sur
Q. Nous apportons de nouvelles réponses aux questions ①’ et ② qui améliorent les résultats
connus auparavant (pour les groupes algébriques commutatifs quelconques), en généralisant
les techniques de [31]. En particulier, nous obtenons une minoration de la distance de u à
W optimale en la hauteur de l’hyperplan W et plus précise que la mesure d’indépendance
linéaire de N. Hirata-Kohno [45] en la hauteur du point exp(u). Pour obtenir ces avancées,
nous avons modifié la partie arithmétique de la démonstration. Nous utilisons le procédé de
changement de variable de Chudnovsky, dans le cadre des groupes formels, pour majorer
plus précisément qu’auparavant les normes ultramétriques de nombres algébriques construits
au cours de la preuve.

La seconde partie adopte un point de vue totalement différent, bien que le lemme clef
de la démonstration précédente soit utilisé de nouveau. Nous étudions le cas particulier du

∗Ces considérations expliquent pourquoi la mesure donnée dans [52], bien qu’assez mauvaise d’un point de
vue théorique, mais avec une constante numérique très faible, est si utile pour la résolution pratique d’équations
diophantiennes [11, 26, 53, 54, 57, 58, 62].
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groupe produit (direct) d’une variété abélienne (principalement polarisée) par le groupe additif
Ga, avec une hypothèse (technique) supplémentaire sur le logarithme u (« cas abélien non-
homogène »). Dans ce cadre restreint, nous établissons une nouvelle mesure d’indépendance
linéaire comparable à celles données dans la première partie mais totalement explicite en les
invariants liés à la variété abélienne (dimension, hauteur de Faltings). C’est le point de vue
adopté dans [30] dans le cas où la variété abélienne est un produit de courbes elliptiques, avec,
cependant, ici, une méthode et des outils très différents. La particularité de cette seconde partie
est surtout de mettre en œuvre, pour la première fois dans ce contexte, la méthode des pentes
de J.-B. Bost [19] et certains résultats de Géométrie d’Arakelov qui lui sont naturellement
attachés.
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Le cas général

§ 1. Introduction

Étant donné un groupe algébrique commutatif G défini sur Q, un hyperplan W de l’espace
tangent à l’origine de G et u un point complexe de cet espace tangent, d’exponentielle (de
Lie) algébrique, nous étudions la distance qui sépare u de cet hyperplan W .

Si u ∈ W , un théorème de Wüstholz [86] assure l’existence d’un sous-groupe G̃ de G

tel que u ∈ t eG(C) ⊆ W ⊗ C. Nous redémontrons ce théorème en apportant une précision
supplémentaire sur le groupe G̃ : son degré (relatif à un plongement fixé de G dans un espace
projectif) admet un majorant effectif, indépendant de la hauteur de l’espace vectoriel W . Cette
précision permet de quantifier la relation de dépendance algébrique entre les coordonnées de u.
Par exemple, dans le cas particulier où G est une variété semi-abélienne∗ et W un hyperplan,
une conséquence du théorème que nous obtenons est le résultat suivant :

Théorème I.1.1. Soit G une variété semi-abélienne, définie sur Q et munie d’un plongement
Φ dans un espace projectif. Soient W un hyperplan de l’espace tangent tG et u ∈ W⊗C tel que
p := expG(C) u ∈ G(Q). Soient h(p) la hauteur du point (projectif) Φ(p) et ‖.‖ une norme
hermitienne sur tG ⊗ C.

Alors il existe une constante c1 = c1(G, Φ, ‖u‖, [Q(p) : Q]) (indépendante de la hauteur
de p et de la hauteur de W ) et un sous-groupe algébrique connexe G̃ de G, de dimension d̃,
vérifiant les conditions suivantes :

① u ∈ t eG(C) ⊆W ⊗ C

② degΦ G̃ ≤ c1

(
max {1, h(p)}

log max{e, h(p)}

)ed

Ce type d’énoncé est rarement mis en relief en dépit de la (relative) simplicité avec laquelle il
se déduit de la démonstration d’une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes. Dans [30],
p. 10, S. David fournit une majoration du degré de G̃, dans le cas particulier où G est un
produit de courbes elliptiques, avec une constante c1 explicite (mais sa borne dépend de la
hauteur de W ). L’énoncé du théorème I.1.1 est assez simple mais il n’est pas assez précis
pour les applications éventuelles. Aussi, à l’intention du lecteur « spécial », nous en donnons
ci-après une version plus explicite.

Théorème I.1.1 bis. Soit G une variété semi-abélienne définie sur Q, munie d’un plongement Φ dans un
espace projectif. Soient W un hyperplan de l’espace tangent tG et u ∈W ⊗ C tel que p := expG(C) u ∈ G(Q).

∗Un groupe algébrique G, sur un corps de caractéristique nulle, est dit semi-abélien s’il existe un tore L,
une variété abélienne A et une suite exacte (de groupes algébriques) 0 → L → G → A → 0.
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Le cas général

Soient h(p) la hauteur du point (projectif) Φ(p) et ‖.‖ une norme hermitienne sur tG⊗C. Soit D un majorant
du degré d’un corps de définition de G, W, p. Enfin définissons le réel E ≥ e par

E2 = e2
D

‖u‖2
max

{
1, h(p),

‖u‖2

D

}
·

Alors il existe une constante c2 = c2(G, Φ, ‖.‖) (en particulier indépendante de la hauteur de p et de la

hauteur de W ) et il existe un sous-groupe algébrique connexe G̃ de G, de dimension d̃, vérifiant les conditions
suivantes :

① u ∈ teG(C) ⊆W ⊗ C
②

degΦ G̃ ≤ c1 max

{
1,
D log(E‖u‖)

logE

}
× max

{
1,

(E‖u‖)2
logE

,
D(E‖u‖)2 log(E‖u‖)

(logE)2

}ed
·

Lorsque u 6∈ W , nous obtenons une minoration de la distance d(u, W ), optimale en la
hauteur h(W ) de l’espace W :

Théorème I.1.2. Soit G un groupe algébrique commutatif, défini sur Q. Soit W un hyperplan
de l’espace tangent à l’origine tG, défini sur un corps de nombres de degré D, et soit u ∈
tG(C), d’exponentielle algébrique. Munissons tG(C) d’une distance hermitienne d. Il existe
une constante c3 = c3(G, d, u, D) (indépendante de la hauteur de W ) telle que, si u 6∈ W ,
alors

log d(u, W ) ≥ −c3 max {1, h(W )} ·

Ce théorème améliore la dépendance en h(W ) du résultat antérieur de N. Hirata-Kohno [46],
qui comportait une puissance de log h(W ) supplémentaire. Il est optimal. De ce point de vue,
nous généralisons également les travaux récents de M. Ably [1], S. David et N. Hirata-

Kohno [31], qui contenaient des hypothèses restrictives sur le groupe G. Pour un historique
détaillé des progrès réalisés sur cette question, nous renvoyons le lecteur à [31].

Dans le cadre général d’un groupe algébrique commutatif, toutes les mesures d’indépen-
dance linéaire de logarithmes, obtenues jusqu’à maintenant, ont leur schéma de démonstration
fondé sur l’article original de P. Philippon et M. Waldschmidt [65], avec en toile de fond
la méthode de Baker. En 1991, N. Hirata-Kohno introduisit une nouvelle idée qui per-
mit d’améliorer considérablement la dépendance de la mesure en le paramètre « hauteur de
l’hyperplan ». Cette idée consiste à modifier légèrement le groupe algébrique et l’hyperplan
de départ, puis à se servir d’un facteur Ga pour juguler l’influence des dérivations. Le nou-
vel argument qui optimise la mesure pour ce paramètre (théorème I.1.2 ci-dessus) est dû à
G.V. Chudnovsky [27, 28, 29], mais a été mis en œuvre pour la première fois dans ce contexte
par S. David et N. Hirata-Kohno [31]. Il repose sur un (simple !) changement de variable
qui donne lieu à un raisonnement direct avec les paramètres (locaux) du groupe algébrique
et non, comme auparavant, avec ceux de l’espace tangent du groupe. Cela revient à utiliser
le logarithme (formel) en lieu et place de l’exponentielle (ce qui, au fond, pour obtenir des
formes linéaires de logarithmes peut sembler être une idée bien naturelle) pour les estima-
tions des normes ultramétriques des nombres algébriques qui apparaissent au cours de notre
démonstration. C’est donc la méthode générale de [65], précédée d’un conditionnement des
données (groupe algébrique, hyperplan) et à laquelle s’ajoute le choix pertinent des variables
locales, qui permet d’obtenir les résultats du paragraphe I.3.a et d’en déduire en particulier
les théorèmes I.1.1 et I.1.2.
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2. Données

Signalons qu’il est possible de donner un aspect beaucoup plus intrinsèque et géométrique
aux résultats et à leurs démonstrations en utilisant la méthode des pentes de J.-B. Bost (c’est
l’objet de la seconde partie de cette thèse). C’est cette méthode qui est probablement la plus
efficace pour calculer la constante qui apparaît dans le théorème I.3.2. Elle fournit un cadre
naturel aux démonstrations de transcendance. À titre d’exemple, lorsque G est une variété
abélienne, J.-B. Bost a obtenu une majoration totalement explicite du degré de G̃ dans le
théorème I.1.1 ci-dessus, avec, cependant, une dépendance (polynomiale) en h(W ) (cf. pro-
position 5.2 de [19]). Malheureusement, cette méthode ne possède pas, en l’état actuel, la
souplesse requise pour s’adapter directement au cadre de notre étude (la méthode des déter-
minants d’interpolation de M. Laurent non plus, du reste). En particulier, les formes de
raisonnement assez « tortueuses » qu’autorise le fameux « polynôme auxiliaire » de la trans-
cendance sont parfois plus difficiles (un des difficultés est expliquée en détail dans la seconde
partie) à mettre en œuvre avec ces méthodes. Concrètement, la méthode des pentes sépare
nettement les places ultramétriques des places archimédiennes (on évalue les normes d’un mor-
phisme d’évaluation séparément pour ces deux types de places et de manière indépendante).
Avec la méthode du polynôme auxiliaire, on extrapole préalablement pour majorer (finement)
les dérivées en une place archimédienne puis, c’est la première dérivée non-nulle que l’on évalue
aux places ultramétriques. L’ordre dans lequel on effectue les opérations est crucial : il serait
impossible (dans ce que nous appellerons le cas périodique) d’évaluer précisément les dérivées
de la fonction auxiliaire aux places ultramétriques sans avoir extrapolé auparavant.

§ 2. Données

§ 2.a. Le groupe algébrique

Soient n un entier naturel non nul et K un corps de nombres plongé dans C (nous noterons
parfois σ0 : K → C le plongement choisi de K dans C). Considérons G1, . . . , Gn des groupes
algébriques commutatifs, définis sur K. Notons

G0 := Ga , G := G0 × G1 × · · · × Gn

le groupe algébrique produit, δℓ la dimension de Gℓ et d+ 1 := δ0 + δ1 + . . . + δn celle de G.
Soit e := (em)0≤m≤d une base de l’espace tangent tG telle que

ei = (eδ0+···+δi−1 , . . . , eδ0+···+δi−1)

forme une base de tGi
pour i ∈ {0, . . . , n} (par convention d’écriture, δ−1 := −1). Enfin,

nous choisissons un plongement admissible∗ Φ du groupe G dans un espace multi-projectif
P := PN0 ×· · ·×PNn , et nous noterons ρj un majorant ≥ 1 de l’ordre† d’une représentation de

∗Au sens du § I.5. On dit aussi parfois plongement « à la Serre », en référence à l’appendice [73] de [80],
écrit par J.-P. Serre sur ce sujet.

†Lorsque f(z1, . . . , zℓ) est une fonction analytique à ℓ variables, l’ordre de f est par définition

lim sup
R→∞

log log+ max
|zi|≤R

|f(z1, . . . , zℓ)|

logR
·

5



Le cas général

l’exponentielle du groupe de Lie Gj(C) dans ce plongement. Dans la pratique, nous prendrons
ρj = 1 si Gj est un groupe linéaire (commutatif) et ρj = 2 si Gj a une partie abélienne non
triviale.

§ 2.b. Données arithmétiques

Soient L un corps de nombres contenant K, D l’entier naturel [L : Q] et p ∈ G(L).
Soit ξ1 . . . , ξD une base quelconque du Q-espace vectoriel L. Conformément au paragraphe
« Notations et conventions générales », le réel h(ξ1 : · · · : ξD) est la hauteur logarithmique
absolue de (ξ1 : · · · : ξD) ∈ PD−1(L). Nous supposerons que L est plongé dans C via un
prolongement de σ0 (que nous noterons encore σ0).

Considérons u = u0e0 + · · · + uded ∈ tG(C) un logarithme de p, i.e.

expG(C)(u) = p

(en particulier u0 ∈ L). Nous notons pj l’image de p dans Gj et uj un logarithme de pj tel
que

n∑

j=0

uj = u .

Le réel h(pj) est la hauteur (logarithmique absolue) du point Φ(pj) dans l’espace projectif
PNj .

Enfin soit W un hyperplan de tG ⊗K L d’équation

z0 = β1z1 + · · · + βdzd

dans la base e, où β1, . . . , βd sont des éléments de L. Rappelons que, pour nous, la hauteur
h(W ) de W est la hauteur logarithmique absolue de (1 : β1 : · · · : βd).

Posons également
Λ := u0 − β1u1 − · · · − βdud .

Le théorème porte sur une minoration de la distance de u à W lorsque cette quantité n’est
pas nulle. Pour énoncer le théorème du paragraphe suivant, nous fixons une norme hermitienne
‖.‖ sur tG(C) (et notons d la distance associée à cette norme). Par exemple, si nous choisissons
la norme qui rend la base e orthonormée, nous avons

d(u, W ) =
|Λ|

(1 + |β1|2 + · · · + |βd|2)1/2
· (1)

Ainsi, il est équivalent de minorer d(u, W ) et de minorer le module d’une forme linéaire de
logarithmes.

§ 3. Résultats

§ 3.a. Énoncés

Théorème I.3.1. Il existe une constante (effective) c4 > 0, ne dépendant que du triplet
(G, Φ, d), ayant la propriété suivante. Soit E un réel ≥ e. Posons

a := 1 +



D log

(
D +

∑n
j=1 (h(pj) + E‖uj‖)

)

logE



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3. Résultats

et

U :=
card(Γp(a))

(a logE)d
× (Dh(W ) +Dh(u0) + a. logE)

×
n∏

j=1

(
a logE +D max

0≤s≤c4a
{h(spj)} + (Ea‖uj‖)ρj

)δj

.

• Si u ∈ WC, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G̃ de GL, de dimension d̃,
tel que

(a) L’espace tangent à l’origine t eG est inclus dans l’hyperplan W .

(b) Le point u appartient à t eG(C).

(c) Si π : G −→∏n
j=1 Gj désigne la projection canonique, il existe un entier m ≥ 1 et

des entiers distincts 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ n tels que le degré de π(G̃) (relatif au
plongement choisi de G dans un espace projectif) vérifie

degΦ π(G̃) ≤ c4
card(Γp(a))

(a logE)ed
×

m−1∏

ℓ=1

(
a logE +D max

0≤s≤c4a
{h(spjℓ

)} + (Ea ‖ujℓ
‖)ρjℓ

)δjℓ

×
(

a logE +D max
0≤s≤c4a

{h(spjm)} + (Ea ‖ujm‖)ρjm

)ed−(δj1
+···+δjm−1

)

× max

{
1,
Dh(ξ1 : · · · : ξD)

U

}
.

(2)

• Si u 6∈ WC, alors :

log d(u, W ) ≥ −c4 max {U, Dh(ξ1 : · · · : ξD)} . (3)

Dans le cas particulier où la forme linéaire est non-homogène, nous avons le résultat suivant
plus précis.

Théorème I.3.2. Avec les notations du théorème I.3.1, supposons que le nombre complexe
u0 soit non nul et que le groupe algébrique

∏n
j=1 Gj soit une variété semi-abélienne. Alors u

n’appartient pas à W et il existe une constante c5 > 0, ne dépendant que du triplet (G, Φ, d),
telle que, si

U ′ :=
a

(a logE)d
×
(
Dh(W ) +D max

0≤s≤c5a
{h(su0)} + logE

)

×
n∏

j=1

(
a logE +D max

0≤s≤c5a
{h(spj)} + (Ea‖uj‖)ρj

)δj

alors
log d(u, W ) ≥ −c5 max {U ′, Dh(ξ1 : · · · : ξD)} . (4)
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§ 3.b. Commentaires et conséquences

☞ Ce théorème contient les mesures d’indépendance linéaires de logarithmes obtenues par
N. Hirata-Kohno [45] et S. David [30], à l’exception, dans ce dernier cas, de la constante c5
qui est totalement explicite. L’amélioration essentielle qu’apporte le théorème I.3.1 par rapport
à ces résultats est la disparition de termes parasites en log h(W ), pour garder un minorant
de log d(u, W ) linéaire en h(W ) (la quantité Dh(ξ1 : · · · ξD) pouvant être majorée par une
fonction linéaire de h(W ), voir ci-dessous). La majoration log |Λ| ≥ −c6 max {1, h(W )} est
alors optimale∗. Le majorant (2) de deg π(G̃) est, quant à lui – et c’est nouveau – indépendant
de h(W ).

☞ Avec des arguments ad hoc, il est possible de démontrer des majorations plus précises du
degré de π(G̃) lorsque G est un groupe linéaire commutatif (voir § I.3.c ci-après). Cependant,
dans le cadre général d’un groupe algébrique commutatif quelconque, seule la méthode de
Baker (que nous employons) permet, à l’heure actuelle, d’obtenir de tels renseignements. Par
ailleurs, si nous nous sommes contentés de majorer le degré total de π(G̃), une adaptation
triviale de la proposition I.9.3 permet de majorer individuellement chaque coefficient de degré
maximal du polynôme de Hilbert-Samuel multihomogène de π(G̃) (i.e. le degré des projections
de π(G̃) sur ses « n-faces d’indice (i1, . . . , in) » de G1 × · · · × Gn), à l’instar du théorème 2
de [7].

☞ Il existe une constante c7, ne dépendant que de (G,Φ), telle que le terme max
0≤s≤a

{h(spj)}
soit majoré par c7aρj(h(pj)+1). Il était d’usage de remplacer le maximum par son majorant†.
Mais cette majoration devient très maladroite lorsque le groupe Gj est un tore ou une variété
abélienne. Dans le premier cas, par définition de h, on a

max
0≤s≤a

{h(spj)} = max {h(ps
j)} = max {|s|h(pj)} = ah(pj)

et, dans le second cas, la hauteur h est comparable à la hauteur de Néron-Tate ĥ (relative à
une polarisation) de la variété abélienne (i.e. h− ĥ = O(1)) et on a donc

max
0≤s≤a

{h(spj)} = a2ĥ(pj) +O(1) .

Dans ces deux cas, nous évitons un terme aρj supplémentaire et cette absence peut se révéler
vraiment importante lorsque (par exemple) pj est un point de torsion du groupe Gj.

∗Supposons qu’il existe une fonction b : R+ → R+ telle que b(x)/x −→
x→∞

0 et telle que

log |Λ| ≥ −b(h(1 : u0 : β1 : · · · : βd)) .

Alors le passage de (u0, β1, . . . , βd) à
(

u0

N
, β1

N
, . . . , βd

N

)
(où N est un entier naturel > 0, premier à l’idéal

fractionnaire (u0) + (β1) + · · · + (βd) de OL) ne modifie pas le degré du corps de nombres L (ni, non plus,
aucune des autres données) et transforme log |Λ| en log |Λ| − logN ainsi que h(1 : u0 : β1 : · · · : βd) en
h(1 : u0 : β1 : · · · : βd) + logN (pour N > max {|u0|, . . . , |βd|}). La contradiction arrive lorsque N → ∞.

†Ce qui est source d’une erreur extrêmement fréquente dans la littérature [45, 46, 65], erreur déjà constatée
par G. Diaz [34], qui consistait à majorer h(pj) + 1 par une quantité log Vj , définie comme un majorant de

max
{

1
D
, h(pj),

‖uj‖ρj

D

}
au lieu de max

{
1, h(pj),

‖uj‖ρj

D

}
.
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☞ En l’absence d’informations particulières sur le point p de G(Q), il convient de rem-
placer, dans les inégalités (2) et (3), le terme card(Γp(a)) par a + 1. Cependant, lorsque p est
un point de torsion de G(Q) (ou, encore mieux, si p = 0, i.e. le logarithme u appartient au
sous-groupe des périodes de G(C)), le cardinal de Γp(a) est, a priori, très inférieur à a + 1
et, concurremment avec la remarque précédente, les inégalités (2) et (3) deviennent beaucoup
plus précises. Si u ∈ ΩG(C), il n’est pas exclu qu’une modification de la construction de la
fonction auxiliaire ou qu’un lemme de Schwarz idoine améliore fortement ces inégalités.

☞ Nous n’imposons aucune majoration de E, contrairement à [30] et [45]. C’est une ques-
tion de présentation (voir remarque 2.9 de [45]), mais nous pensons que cela clarifie le lien
entre les données et les paramètres. L’origine du paramètre E est analytique. Il représente un
quotient de rayons dans le lemme de Schwarz (approché).

☞ Le calcul explicite des constantes qui apparaissent dans les théorèmes I.3.1 et I.3.2
nécessite la connaissance des données suivantes :

a) Pour chaque plongement σ : K →֒ C, les constantes c−σ et c+σ , définies par les inégalités (9)
et (10), qui permettent de mesurer la « taille analytique » du plongement Φ par rapport
à la norme choisie sur tGσ(C).

b) Les constantes liées à l’écriture explicite des formules d’additions et de dérivations dans
le groupe G (page 16).

c) La constante de la proposition I.9.2. Cette constante peut être calculée pour un choix
raisonnable des normes sur l’espace tangent et de Φ en reprenant les calculs de [8] et en
s’appuyant en particulier sur la remarque 3 de cet article.

d) La hauteur d’un élément primitif α de K (i.e. tel que K = Q(α)).

e) La constante qui apparaît dans la majoration du rang du système linéaire (lemme I.11.1).
Cependant, un plongement « à la Serre », comme le nôtre, permet de prendre 8d pour
cette constante (voir le lemme 6.7 de [65]).

f) La constante r liée à l’arithmétique du groupe G et qui permet d’avoir un modèle lisse
G → SpecOK[r] de G (lemme I.5.1). Lorsque G est une variété semi-abélienne, nous
pourrions prendre r = 1 en utilisant un modèle de Néron de G, dont l’existence est
établie dans [68].

Les constantes les plus difficiles à appréhender sont celles liées au plongement Φ. Le mieux est
donc d’éviter de plonger le groupe dans un espace projectif ! C’est ce que nous avons fait dans
la seconde partie de cette thèse (où les constantes sont donc explicites).

☞ Le terme Dh(ξ1 : · · · : ξD), qui apparaît dans les inégalités (2), (3) et (4), résulte de la
construction du polynôme auxiliaire avec une variante du lemme de Siegel. En fait, ce terme
est récurrent dans la littérature (voir, par exemple, le paragraphe 5 de [82] (condition (5.5)),
le début de la démonstration de la proposition 3.8 de [81] (page 275), et bien sûr [1, 30, 45,
46, 65, 66]) mais il ne représentait pas une contrainte réelle car, la plupart du temps∗, il était
inclus dans un terme général plus grand. Dans les cas favorables où la méthode des pentes
(ou des déterminants d’interpolation) s’applique, cette quantité est supprimée (voir seconde
partie). Lorsque le corps de nombres L est choisi « minimal » (corps de définition de G, W
et p), il existe une base ξ1, . . . , ξD de L telle que la quantité Dh(ξ1 : · · · : ξD) soit contrôlée.

∗Sauf pour certaines mesures d’approximations simultanées (voir [46, 66]).
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Le cas général

En effet, notons (β
(ℓ)
0 : · · · : β

(ℓ)
Nℓ

) l’image du point pℓ par Φ dans PNℓ(L) (0 ≤ ℓ ≤ n) et Kℓ le

corps engendré sur K par les éléments β(ℓ)
j , 0 ≤ j ≤ Nℓ. Soit α un élément primitif de K|Q.

L’ensemble 

α

hβi1
1 · · ·βid

d

n∏

ℓ=0

Nℓ∏

j=0

(β
(ℓ)
j )

mℓ, j





où i1+ · · ·+id ≤ [K(β1, . . . , βd) : K],
∑Nℓ

j=0mℓ, j ≤ [Kℓ : K] et h ≤ [K : Q], est un ensemble de
générateurs du Q -espace vectoriel L. En particulier, D étant le degré [L : Q], on peut choisir
une base ξ1 = 1, ξ2, . . . , ξD parmi ces générateurs. Cette base vérifie :

h(ξ1 : · · · : ξD) ≤ [K(β1, . . . , βd) : K]h(1 : β1 : · · · : βd) +
n∑

ℓ=0

[Kℓ : K]h(pℓ) + [K : Q]h(α)

et donc
h(ξ1 : · · · : ξD) ≤ D(h(W ) + h(u0) + h(p1) + · · · + h(pn)) + [K : Q]h(α) .

Si cette majoration permet d’avoir une idée de la taille maximale de Dh(ξ1 : · · · : ξD), il serait
maladroit de la substituer systématiquement à ce terme (par exemple si L = Q). L’utilisation
du lemme de Bombieri-Vaaler [13] au lieu du lemme de Thue-Siegel doit permettre de remplacer
la quantité Dh(ξ1 : · · · : ξD) par le logarithme de la valeur absolue du discriminant (absolue)
de L.

☞ Enfin, il est très probable que ce résultat correctement adapté reste valide lorsque W
est un sous-espace vectoriel de codimension > 1 de tG(Q). Cette généralisation fera l’objet
d’une prochaine étude.

Afin de mieux percevoir la portée de la mesure (3) du théorème I.3.1, nous allons mentionner
plusieurs conséquences (simples) de ce théorème, lorsque le groupe G est réduit à un unique
groupe algébrique (n = 1), en isolant chacune des quantités h(p), D, ‖u‖. Les données sont
celles du § I.2, sans hypothèse particulière sur la nature du groupe algébrique G.

Conséquence I.3.3 (Hauteur du point p). Il existe une constante

c8 = c8(G, Φ, d, ‖u‖, u0, W, D) ,

indépendante de h(p), telle que si u 6∈ W alors

log |u0 − β1u1 − · · · − βdud| ≥ −c8
max {1, h(p)}d

(log max {e, h(p)})d−1
·

Question : Quelle est la minoration optimale en h(p) ? Une fonction linéaire de h(p) ?

Conséquence I.3.4 (Degré du corps de nombres L). Il existe une constante

c9 = c9(G, Φ, d, ‖u‖, W, h(p)) ,

indépendante de D, telle que si u 6∈W alors

log |u0 − β1u1 − · · · − βdud| ≥ −c9
D2d+2

(log max {e, D})d−1
·

10



3. Résultats

Conséquence I.3.5 (Norme du logarithme u). Il existe une constante

c10 = c10(G, Φ, d, W, D, h(p))

indépendante de ‖u‖, telle que si u 6∈W alors

log |u0 − β1u1 − · · · − βdud| ≥ −c10 max {1, ‖u‖}2d (log max {e, ‖u‖})d+2 .

Les conséquences I.3.3 et I.3.5 améliorent, dans le cas général, les (meilleures) minorations
(que nous avons déduites) de [45] :

log |u0 − β1u1 − · · · − βdud| ≥ −c11
max {1, h(p)}d+1

(log max {e, h(p)})d

et
log |u0 − β1u1 − · · · − βdud| ≥ −c12 max {1, ‖u‖}2d+2(log max {e, ‖u|})d+1 .

Ainsi, outre une mesure optimale en la hauteur de l’hyperplan, nous avons également amélioré
la dépendance en la hauteur du point p et en la norme de son logarithme. La raison est que,
au cours de la démonstration, nous avons remplacé la quantité T log T par T log min {D0, T}
(T est un paramètre de dérivation et D0 un degré partiel de polynôme). Comme le paramètre
T ne dépendait pas exclusivement de h(W ) (je pense, ici, à [30, 45, 65]), mais était aussi
fonction de h(p) et ‖u‖, la substitution du terme T log T au terme T logD0 apporte des
modifications (en l’occurrence des améliorations) de la mesure. Ce n’est pas seulement log h(W )
qui a disparu mais tout log logB∗. La dépendance en le degré du corps de nombres n’évolue
pas. Le lecteur qui voudrait mieux comprendre ces points techniques est invité à se reporter
au paragraphe A.8.

§ 3.c. Cas d’un groupe linéaire commutatif

Dans ce paragraphe, nous détaillons le cas (classique) où G est le produit du groupe additif
Ga par un tore.

Corollaire I.3.6. Pour tout entier k ≥ 1, il existe une constante c(k) > 0 vérifiant la propriété
suivante. Soient u1, . . . , uk des nombres complexes tels que αℓ := euℓ appartienne à Q (pour
tout 1 ≤ ℓ ≤ k). Soient u0, β1, . . . , βk des nombres algébriques non tous nuls. Soient D le
degré du corps de nombres M := Q(α1, . . . , αk, u0, β1, . . . , βk) et ξ1, . . . , ξD une base du
Q -espace vectoriel M. Soit E un réel ≥ e. Posons Λ := u0 + β1u1 + · · · + βkuk,

a′ := 1 +

[
D log(D + h(α1) + · · · + h(αk) + E|u1| + · · · + E|uk|)

logE

]
,

et

V := card(Γp(a′)) × (Dh(1 : u0 : β1 : · · · : βk) + a′. logE) ×
k∏

j=1

(
1 +

Dh(αj) + E|uj |
logE

)
.

Premier cas : Λ = 0.
Alors u0 = 0 et il existe une Z-base e1, . . . , ek de Zk, un entier naturel 0 < q < k et des

entiers 1 ≤ j1 < · · · < jk−q ≤ k, tels que

∗Cette phrase ésotérique est destinée aux happy few.
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Le cas général

a) Le k-uplet (β1, . . . , βk) appartient au M-espace vectoriel engendré par e1, . . . , eq.

b) Si eℓ,1, . . . , eℓ,k désignent les coordonnées de eℓ dans la base canonique de Zk, alors, pour
tout ℓ ∈ {1, . . . , q}, on a eℓ,1u1 + · · · + eℓ,kuk = 0.

c) Si M désigne la matrice (eℓ,i) 1≤ℓ≤q
1≤i≤k

∈ Matq, k(Z) alors

(detMtM)1/2 ≤ c(k) card(Γp(a′))×
{

k−q∏

ℓ=1

(
1 +

Dh(αjℓ
) + E|ujℓ

|
logE

)}
×max

{
1,
Dh(ξ1 : · · · : ξD)

V

}

(5)
où tM est la matrice transposée de M.

Second cas : Λ 6= 0.
Alors on a

log |Λ| ≥ −c(k)max {V, Dh(ξ1 : · · · : ξD)} (6)

De plus, si u0 6= 0 et

V ′ := a′ ×
(
Dh(1 : β1 : · · · : βk) + max

0≤s≤c(k)a′
{Dh(su0)} + logE

)
×

k∏

j=1

(
1 +

Dh(αj) + E|uj |
logE

)
,

alors
log |Λ| ≥ −c(k)max

{
V ′, Dh(ξ1 : · · · : ξD)

}
. (7)

Démonstration. La démonstration de ce corollaire à partir des théorèmes I.3.1 et I.3.2 repose
essentiellement sur la structure des sous-groupes algébriques d’un groupe linéaire commutatif
(voir, par exemple, la proposition 5.6 de [84], page 157).

• Si Λ = 0, d’après le théorème I.3.1 appliqué à G = Ga × Gk
m, il existe un sous-groupe

algébrique connexe G̃ de G vérifiant les points suivants :

a) Il existe un sous-groupe Z̃ de Zk tel que G̃ = {0} × T eZ , où, si A est un anneau (com-
mutatif), T eZ(A) = {x ∈ Ak ; xm = 1 pour tout m ∈ Z̃}. Notons q le rang de Z̃. Soient
e1, . . . , ek une base (adaptée à Z̃) de Zk et a1, . . . , aq des entiers naturels non nuls tels
que Z̃ := Z.a1e1 ⊕ · · · ⊕Z.aqeq. Comme G̃ est connexe, le Z-module Z̃ est facteur direct
dans Zk (on dit aussi que Z̃ est un sous-groupe primitif de Zk), i.e. Zk/Z̃ est sans tor-
sion. Par conséquent, les entiers ai sont égaux à 1. Notons que la partie additive de G̃

est nulle car sinon on aurait tGa ⊆ {z0 = β1z1 + · · · + βkzk}. De plus, l’espace tangent
t eG = tT eZ

s’identifie à l’ensemble

Z̃⊥ = {(x1, . . . , xk) ∈ Mk ; x1m1 + · · · + xkmk = 0 pour tout (m1, . . . , mk) ∈M}

(voir Lemma 8.13 de [84]). L’inclusion de tT eZ
dans l’hyperplan W := {β1z1+· · ·+βkzk =

0} se traduit alors par W⊥ = M.(β1, . . . , βk) ⊆ Z̃ ⊗ M.

b) L’appartenance de (u0, u1, . . . , uk) à t eG(C) signifie précisément que u0 = 0 et eℓ,1u1 +
· · · + eℓ,kuk = 0, pour tout ℓ ∈ {1, . . . , q}.

c) Le degré du groupe π(G̃) = T eZ , relatif au plongement usuel de G dans (P1)k+1, est,
à une constante près ne dépendant que de k, égal à la somme des valeurs absolues des
mineurs maximaux de la matrice M et est donc équivalent à

√
det(MtM), en vertu de la

formule de Cauchy-Binet (pour plus de détails, on peut se reporter à la démonstration
de la proposition 4 de [8]). L’inégalité (5) résulte alors de la majoration (2) de deg π(G̃).
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3. Résultats

• Si Λ 6= 0, les minorations de log |Λ| sont les conséquences directes des inégalités (3) et (4).

Ce résultat entraîne le théorème célèbre de Baker :

Théorème (Baker, 1966). Si α1, . . . , αk sont des nombres algébriques dont les logarithmes
sont linéairement indépendants sur Q alors 1, logα1, . . . , logαk sont linéairement indépen-
dants sur Q.

La majoration du déterminant de la première partie du corollaire I.3.6 s’inscrit dans le
prolongement des travaux sur les relations de dépendance linéaire entre les logarithmes de
nombres algébriques. Elle est une conséquence de la démonstration de la mesure d’indépen-
dance linéaire. Pour obtenir des « petites » relations de dépendance linéaire, il est parfois plus
efficace d’attaquer le problème directement (donc sans fonction auxiliaire, extrapolation, . . .)
à l’aide, par exemple, de la géométrie des nombres (voir lemme 7.19. de [84], page 222). Ce
problème est lié aux relations de dépendance multiplicative entre nombres algébriques et à
l’étude du covolume du sous-groupe de Zk :

{
(b1, . . . , bk) ∈ Zk ; αb1

1 · · ·αbk
k = 1

}
.

Le majorant du covolume est de la forme

c(k, L) × max
1≤j1<···<jk−q≤k

{
k−q∏

ℓ=1

h(αjℓ
)

}
.

Un théorème plus précis se trouve page 205 de [7] (voir également [5]).
Par ailleurs, le corollaire I.3.6 ne contient pas les résultats quantitatifs déjà connus pour les

sous-groupes linéaires commutatifs (comme, par exemple, le théorème 9.1 de [84]), ne serait-ce
que parce que, contrairement à nous, les auteurs précisent la constante c(k). En fait, dans le
cas non-homogène (u0 6= 0), le terme

a′ × (Dh(1 : β1 : · · · : βk) + max
s

{Dh(su0)} + logE)

devrait plutôt être remplacé par

Dh(1 : u0 : β1 : · · · : βk) + a′ + logE

( [84], theorem 9.1, page 251). L’explication de cette anomalie provient d’une utilisation (en-
core) trop « grossière » du lemme de zéros de Philippon, car, contrairement à [84], nous n’avons
pas supposé que les logarithmes u1, . . . , uk étaient linéairement indépendants∗ sur Q. A for-
tiori, avec la mesure d’indépendance (6), nous ne retrouvons pas les mesures fines relatives
au « cas rationnel homogène », qui concerne les minorations de |b1 logα1 + · · · + bk logαk|
avec bi ∈ Q et αj ∈ Q (le groupe algébrique sous-jacent étant Gk

m ou Gk−1
a × Gm selon que

l’on utilise la méthode de Baker ou de Schneider, voir [84], chapitre 14.4), ces mesures étant
obtenues à partir de méthodes et d’outils spécifiques comme les polynômes de Fel’dman.

∗Cette hypothèse supplémentaire permet, par exemple, de calculer le cardinal des quotients (Γp(S) +
G′(L))/G′(L) qui apparaissent si on utilise le lemme de zéros [63].
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Le cas général

§ 4. Organisation du texte

La démonstration des théorèmes I.3.1 et I.3.2 fait intervenir l’existence de modèles lisses
des groupes Gj et de plongements de ces groupes dans des espaces projectifs, plongements qui
possèdent des propriétés supplémentaires « à la Serre ». Ces outils de géométrie algébrique
sont détaillés dans le paragraphe suivant. Ensuite vient la preuve des théorèmes I.3.1 et I.3.2.
Tout d’abord (§ I.6), nous « justifions » le choix des données de départ (en particulier
l’hyperplan W , transversal aux espaces tangents tGa et tG1 ⊕· · ·⊕ tGn). Nous choisissons alors
des paramètres de manière à ce que la section d’un fibré ample sur G, qui sera construite
avec ces paramètres, ne puisse s’annuler le long de l’hyperplan avec un ordre de multiplicité
élevé en les premiers multiples d’un point p (:= expG(C)(u)) sans être identiquement nulle
(§ I.7). Le choix de ces paramètres est guidé par le souci de prendre en compte d’emblée le
« sous-groupe obstructeur » fourni par le lemme de zéros de Philippon [63]. La contrainte
liée à ce type de méthode est que, dans le reste de la démonstration, nous devons garder
(jusqu’à l’extrapolation analytique) un sous-groupe obstructeur particulier qui conditionne le
type d’extrapolation effectué au § I.13, selon qu’un multiple de p appartienne ou non à ce
sous-groupe (distinction entre cas périodique et cas non-périodique, fin du paragraphe I.7).
Dans le cas périodique (qui est, de loin, le plus délicat), nous donnons quelques informations
complémentaires sur le sous-groupe obstructeur, qui seront à l’origine du théorème I.3.1 (§ I.9).
Après quelques énoncés techniques concernant le choix de bases pour l’hyperplan (§ I.8 et I.9.b)
et les modifications des dérivées liées au passage d’une base à une autre (§ I.10), nous entrons
dans le vif de la démonstration avec la construction de la fonction auxiliaire (§ I.11 et I.12)
puis nous extrapolons « à la Baker » (dans le cas non-périodique seulement, le cas périodique
subissant un traitement différent). Un paramétrage local directement lié au groupe algébrique
et non plus à son espace tangent nous permet d’apporter une amélioration essentielle dans
l’estimation arithmétique de la première dérivée non-nulle de la fonction auxiliaire. Le résultat
du paragraphe I.14 est au centre de la démonstration des théorèmes du § I.3.a, qui découle
alors d’un raisonnement par l’absurde. Enfin, en annexe, nous reprenons la démonstration des
théorèmes I.3.1 et I.3.2 sans fixer les paramètres. Nous justifions alors le choix des paramètres
effectué au paragraphe I.7.

§ 5. Modèle du groupe algébrique

Les estimations ultramétriques du paragraphe I.14 sont à l’origine du besoin que nous
aurons de modèles entiers (i.e. sur OK) et lisses des groupes Gj. Nous présentons ici les
propriétés que nous pouvons attendre d’un tel modèle, en particulier vis-à-vis de la représen-
tation de la loi d’addition du groupe dans un espace projectif. Ce passage par la géométrie
algébrique (et en particulier la notion de schéma) permet de nous affranchir des contraintes
techniques liées à la construction effective de paramètres locaux, comme l’ont fait S. David

et N. Hirata-Kohno dans [31] pour les courbes elliptiques ou, dans un contexte différent
et dans le cas d’une variété abélienne, comme le fait P. Graftieaux dans sa thèse [38]. La
méthode de pentes permet d’utiliser ce formalisme de manière plus raffinée en évitant le plon-
gement du groupe dans un espace projectif.

Résultats généraux. Soit H un groupe algébrique commutatif, défini sur un corps de nombres
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5. Modèle du groupe algébrique

K, de dimension d.

Lemme I.5.1. Il existe un entier r−1 et un schéma en groupes

H −→ SpecOK[r] ,

lisse et quasi-projectif, dont la fibre générique coïncide avec H. De plus, l’entier r−1 peut être
choisi de telle façon que l’anneau A := OK[r] soit principal.

Démonstration. Pour l’existence de H, nous renvoyons à [22].
Pour la principalité de A, c’est un résultat bien connu, mais faute de références précises, nous
en proposons une démonstration :

Considérons {P1, . . . , Ph} le groupe des classes d’idéaux de OK. Chaque Ph
i est un idéal principal ;

choisissons r′−1 le produit des normes (sur K) des Ph
i et de l’entier r−1 choisi pour la construction de H.

Alors PiOK[r′] = (1) (car Ph
i OK[r′] = (1)). Soit I un idéal de OK[r′]. On a I = (I ∩ OK)OK[r′] (si x ∈ I,

r′−αx ∈ I ∩ OK pour un certain α ∈ N). Or tout idéal de OK est principal dans OK[r′], car un tel idéal

est équivalent (modulo un idéal principal) à un produit de puissances de Pi. Donc I = (I ∩ OK)OK[r′] est

principal. Et l’anneau A := OK[r′] convient.

Proposition I.5.2. Soit ε : SpecA→ H la section nulle de H, d’idéal de définition I. Il existe
un ouvert affine non-vide U de ε(SpecA), il existe d sections s1, . . . , sd de I sur U telles que
e := (ε∗s1, . . . , ε

∗sd) forme une base de tH et telle que l’application Ti → si définisse un
isomorphisme de schémas formels :

Ĥ
∼−→ Specf A[[T1, . . . , Td]] (8)

où Ĥ est le complété formel de H le long de la section nulle.

Démonstration. C’est la proposition 2.9 (page 19) de la thèse de P. Graftieaux [38].

Considérons σ : K →֒ C un plongement de K dans C . La quasi-projectivité de H donne
l’existence d’un plongement de A -schémas i : H →֒ PN

A qui induit iσ : Hσ(C) →֒ PN(C).
D’après [73], le groupe de Lie Hσ(C) admet alors une représentation de son exponentielle expσ

par des fonctions holomorphes∗ ϕ0, . . . , ϕN sur tHσ(C) :

∀ z ∈ tHσ(C), expσ(z) = (ϕ0(z) : · · · : ϕN (z)) .

Nous pouvons choisir ces fonctions ϕj avec les propriétés suivantes (cf. [83], en particulier les
propriétés 4.4 et 4.6, page 76) :

• Les fonctions ϕj sont des fonctions analytiques d’ordre ρ inférieur ou égal à 2 et sans
zéro commun dans tHσ(C).

• (ϕ0(0), · · · , ϕN(0)) = (1, 0, . . . , 0)

• Soit ‖.‖σ la norme hermitienne sur tHσ(C) qui rend orthonormée la base e définie dans
l’énoncé du corollaire I.5.2. Il existe deux constantes positives c−σ et c+σ telles que, pour
tout z ∈ tHσ(C), on ait

exp {−c−σ (1 + ‖z‖σ)ρ} ≤ max {|ϕ0(z)|, . . . , |ϕN (z)|} (9)

et
max {|ϕ0(z)|, . . . , |ϕN (z)|} ≤ exp {c+σ (1 + ‖z‖σ)ρ} . (10)

∗Pour ne pas alourdir excessivement les notations, nous omettrons la référence au plongement σ ; dans le
contexte, il n’y aura aucune confusion possible.
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Le cas général

• Il existe une constante c(1)
Hσ

vérifiant : pour tout x ∈ tHσ(C), il existe un voisinage Vx de
0 dans tHσ(C) et N + 1 polynômes A0, . . . , AN de K[X,Y], où X = (X0, . . . , XN) et
Y = (Y0, . . . , YN), bi-homogènes, tous de même bidegré, de degré total ≤ c

(1)
Hσ

, tels que,
pour tout z ∈ Vx, les éléments

(ϕ0(z + x) : · · · : ϕN (z + x))

et
(A0(ϕ(z), ϕ(x)) : · · · : AN (ϕ(z), ϕ(x)))

soient égaux.

• Identifions tHσ(C) à Cd grâce à la base e. Il existe une constante c(2)
Hσ

vérifiant : pour
tout triplet (k, j, h) avec k ∈ {1, . . . , d} et j, h ∈ {0, . . . , N}, il existe un polynôme
Ckjh ∈ K[X], de degré total ≤ c

(2)
Hσ

, tel que

∂

∂zk

(
ϕj

ϕh

)
= Ckjh

(
ϕ0

ϕh
, . . . ,

ϕN

ϕh

)
. (11)

Nous désignerons par Φ l’application holomorphe qui, à z ∈ tHσ(C), associe

(ϕ0(z), . . . , ϕN (z)) ∈ CN+1

et, pour h ∈ {0, . . . , N}, par ψh l’application méromorphe

(
ϕ0

ϕh
, . . . ,

ϕN

ϕh

)
·

Notations.
Lorsque H est un groupe produit H1 × · · · ×Hℓ de K-groupes algébriques (commutatifs),

les résultats précédents s’appliquent à chacun des groupes Hi, et en prenant par exemple le
rationnel r = r1 · · · rℓ, le schéma en groupes H := H1×· · ·×Hℓ est lisse sur SpecOK[r]. Après
le choix d’un plongement σ : K → C, l’exponentielle complexe de Hi,σ(C) sera représenté
par les fonctions ϕ(i)

h avec 0 ≤ h ≤ Ni. La fonction ϕ
(i)
h est d’ordre ≤ ρi. Nous noterons

également A(i)
h (resp. C(i)

kjh) les polynômes provenant des lois d’additions de Hi (resp. des

propriétés différentielles de Hi). Ce sont des polynômes en les variables Xi := (X
(i)
0 , . . . , X

(i)
Ni

)

et Yi := (Y
(i)
0 , . . . , Y

(i)
Ni

). Enfin, nous désignerons par ψ(i)
h : tHi,σ

(C) → CNi+1 l’application
méromorphe (

ϕ
(i)
0

ϕ
(i)
h

, . . . ,
ϕ

(i)
h−1

ϕ
(i)
h

, 1,
ϕ

(i)
h+1

ϕ
(i)
h

, . . . ,
ϕ

(i)
Ni

ϕ
(i)
h

)
·

Nous noterons ‖.‖j,σ (ou ‖.‖j si σ est le plongement σ0 de K dans C choisi au § I.2.a) la
norme hermitienne sur tHj,σ

(C) obtenue comme précédemment ; ‖.‖σ sera la norme induite
sur tHσ(C).

Démonstration des théorèmes I.3.1 et I.3.2
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6. Réductions

§ 6. Réductions

N. Hirata-Kohno a remarqué [45] que l’ajout d’un groupe affine Ga à G a un rôle modé-
rateur sur les dérivations. L’adjonction « artificielle » de ce facteur Ga à G revient à minorer
|1.0 − (β1u1 + · · · + βdud)|. La présence de ce facteur Ga contrebalance l’influence négative
des dérivations sur les coefficients βi. En effet, dériver, à l’ordre T , le long de l’hyperplan
z0 = β1z1 + · · · + βdzd, la fonction P ◦ exp(Ga×G) (où P est un polynôme multihomogène), au
point 0, équivaut à dériver FW (z) := P (β1z1 + · · ·+ βdzd, expG(z1e1 + · · ·+ zded)) (la notation
ici se veut plus suggestive que rigoureuse) dans toutes les directions ∂

∂zi
(i = 1, . . . , d), ce qui

fait apparaître, dans les coefficients de Taylor de FW d’ordre T , une dépendance polynomiale
en les βi de degré majoré par min {degX0

P, T} (au lieu de T ).
Si cette astuce est relativement simple du point de vue technique, il est plus difficile d’en

percevoir la philosophie. Certes le nouveau groupe Ga s’accompagne d’un paramètre D0, « de-
gré de liberté » supplémentaire – choisi indépendamment de h(W ) – qui augmente la possibilité
de résoudre le système de paramètres. Cependant, en général, il est plutôt néfaste (en par-
ticulier pour la dépendance en le degré D du corps de nombres) d’accroître la dimension du
groupe algébrique, d’autant qu’avec la méthode employée, chaque nouveau groupe donne un
facteur multiplicatif supplémentaire à la mesure de dépendance (voir commentaire ci-dessous).

Nous procéderons en fait de la manière suivante :
Tout d’abord, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu’aucun des espaces tangents
tGi

n’est inclus dans W (i.e. que la famille des βj correspondant aux variables de tGi
n’est pas

réduite à {0}).
Sans perte de généralités, nous supposerons que max {|u0|, |βm|1≤m≤d} = 1. En effet, si
on note x un élément de {u0} ∪ {βm}1≤m≤d, de valeur absolue maximale, alors

Dh(u0) +Dh(W ) ≥ log |x| ≥ −Dh(u0) −Dh(W )

et il est donc équivalent de minorer log |Λ| et log
∣∣∣u0

x
−∑d

m=1

(
βm

x

)
.um

∣∣∣.
Soient r un rationnel > 0 et G = G0 × · · · ×Gn un modèle lisse de G sur OK[r] vérifiant les

conditions du paragraphe précédent. Nous noterons e = (e0, . . . , ed) la base de tG obtenue par
recollement des bases de tGi

, apparaissant dans la proposition I.5.2 (e0 est la base canonique
de tG0). Chaque schéma en groupes Gℓ se plonge dans un espace projectif PNℓ

OK[r]. Nous noterons
P l’espace multiprojectif PN0 × · · · × PNn . L’espace tangent à l’origine de G est naturellement
muni de normes hermitiennes ‖.‖σ aux places infinies σ, comme cela est expliqué au paragraphe
précédent.

Enfin, avec les notations de la fin du paragraphe I.5, nous noterons Φ l’application analy-
tique de tG(C) dans C(N0+1)+···+(Nn+1) qui à z associe

(
(ϕ

(0)
0 (z), . . . , ϕ

(0)
N0

(z)), . . . , (ϕ
(n)
0 (z), . . . , ϕ

(n)
Nn

(z))
)
. (12)

Commentaire heuristique.

La méthode générale et les outils techniques locaux employés dans ce texte pour démontrer les théo-
rèmes font qu’à chaque facteur Gj du groupe G correspond un facteur (multiplicatif) de la mesure
de dépendance, ce facteur étant, grosso modo,

(
D max

0≤s≤S
{h(spj)} + (ES‖uj‖)ρj

)δj

17



Le cas général

(pour 1 ≤ j ≤ n). Donc, si on veut rendre la mesure de dépendance optimale, le mieux est de
décomposer au maximum le groupe G (et, le cas échéant, de « comprimer » les facteurs Ga pour
diminuer la dimension du groupe). En effet, considérer, par exemple, G comme un groupe d’un seul
tenant conduirait à une mesure de dépendance comportant au moins un terme de la forme

(
D max

0≤s≤S
{h(sp)} + (ES‖u‖)ρ

)d

(où ρ := max {ρi} et p := expG(C) u) au lieu du terme

n∏

j=1

(
D max

0≤s≤S
{h(spj)} + (ES‖uj‖)ρj

)δj

,

qui est nettement meilleur, compte tenu de h(p) ≈ h(p1) + · · · + h(pk) et ‖u‖ ≈ ‖u1‖ + · · · + ‖uk‖.
Ce principe de « dévissage total » du groupe G est freiné par la possibilité pour les Gj d’être des

extensions (non triviales) de groupes. Cependant, si on écrit une suite de décomposition

0 −→ Gd0
a × Gd1

m −→ G −→ A −→ 0

(où A est une variété abélienne), les espaces tangents tG et t
G

d0
a

⊕ t
G

d1
m

⊕ tA sont K-isomorphes

(non canoniquement), et si on décompose A, à son tour, à isogénie près, en Ae1
1 × · · · × Ael

l , où
les Ai sont des variétés abéliennes simples (théorème de Poincaré), l’espace tG est isomorphe∗ à
t
G

d0
a

⊕ t
G

d1
m

⊕ (tA1 ⊕ · · · ⊕ tA1)⊕ · · · ⊕ (tAl
⊕ · · · ⊕ tAl

). Comme le théorème I.3.1 porte sur des objets
(u et W ) de cet espace tangent, tout reviendrait, en quelque sorte, à obtenir une minoration en
travaillant avec le groupe G′ = Gd0

a ×· · ·×Ael

l . La seule difficulté est de s’assurer que le point u′ dans
t
G

d0
a
⊕· · ·⊕tAl

, correspondant à u, peut être choisi de manière à avoir une exponentielle algébrique, et

que, dans ce cas, la hauteur de expG′(u′) est du même ordre de grandeur que celle de expG(u). Cette
obstruction est, en général, impossible à lever dans la mesure où le scindage des espaces tangents ne
respecte pas l’algébricité des données.

§ 7. Choix des paramètres

Soit C0 un réel positif et E ≥ e. Au long de la démonstration, nous dirons souvent qu’une
inégalité est vraie « pour C0 assez grand ». Cela signifie qu’il existe une constante ne dépendant
que de (G,Φ) telle que si C0 est supérieur à cette constante alors l’inégalité est vraie. Dans
le contexte, la constante en question sera facile à calculer (voir commentaires du § I.3.a) et,
comme la preuve ne génère qu’un nombre fini de telles constantes, le réel C0 peut être choisi
comme le maximum de ces constantes.

Définissons
S :=

[
C5

0a
]
, S0 :=

[
C3

0a
]
.

On pourra noter que D logS ≤ S logE pour C0 assez grand. Pour définir les paramètres
suivants, nous aurons à distinguer le cas général du cas où

∏n
j=1 Gj est une variété semi-

∗Et, comme la mesure de dépendance laisse indéfinie la constante qui dépend de G, nous pouvons rendre
isométrique cet isomorphisme.
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7. Choix des paramètres

abélienne et u0 6= 0. Rappelons que p := expGσ0 (C) u et posons :

U0 := max

{
C4d−1

0 × card(Γp(S))

(S logE)d
× (Dh(W ) +Dh(u0) + S logE)

×
n∏

j=1

(
S logE + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(spj)} + (ES‖uj‖)ρj

)δj

, C0Dh(ξ1 : · · · : ξD)



 ,

(13)

resp.

U ′
0 := max

{
C4d−1

0

S

(S logE)d

(
Dh(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(su0)} + C2

0 logE

)

×
n∏

j=1

(
S logE + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(spj)} + (ES‖uj‖)ρj

)δj

, C0Dh(ξ1 : · · · : ξD)



 .

(14)

Le réel U0 (resp. U ′
0) est comparable, à une fonction polynomiale de C0 près, à la mesure du

théorème I.3.1 (resp. théorème I.3.2). Pour ne pas alourdir la démonstration, nous ne traiterons
que le cas général avec U0. Il va de soi que si nous sommes dans le cas particulier où u0 6= 0
et
∏n

j=1 Gj est une variété abélienne alors U0 doit être remplacé par U ′
0 (et de même pour

les paramètres définis ci-après). Le lecteur pourra s’ôter d’un doute, sur ce qui s’apparente à
une friponnerie, en consultant l’annexe, où les calculs sont écrits (et les propositions énoncées)
avec des paramètres quelconques. Nous insistons sur le fait que la légère amélioration de la
mesure d’indépendance dans le cas particulier sus-nommé n’a été rendue possible que grâce à
la condition (plus faible) exigée par le lemme de zéros (voir démonstration du corollaire I.11.2).

Notons alors

T̃ :=
C4

0U0

S logE
,

(
resp. T̃ :=

C4
0U

′
0

S logE

)

T̃0 :=
T̃

C2
0

,

D̃0 :=
U0

Dh(W ) +Dh(u0) + S logE
,


resp. D̃0 :=

U ′
0

Dh(W ) + max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(su0)} + C2
0 logE




et, pour j ∈ {1, . . . , n},

D̃j :=
U0

S logE + max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(spj)} + (ES‖uj‖)ρj
,


resp. D̃j :=

U ′
0

S logE + max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(spj)} + (ES‖uj‖)ρj


 ·

On notera que les inégalités suivantes sont vérifiées :
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Le cas général

• T̃0 ≥ C0.max {D̃1, . . . , D̃n}.
• T̃0 ≥ C0.D̃0 dans le cas général.

• T̃0 ≥ C0· eD0

S0
dans le cas où u0 6= 0 et

∏n
j=1 Gj est une variété semi-abélienne.

Nous supposerons que D̃1, . . . , D̃n sont rangés en ordre décroissant, i.e.

max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(sp1)} + (ES‖u1‖)ρ1 ≥ max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(sp2)} + (ES‖u2‖)ρ2 ≥ · · · (15)

Cette hypothèse, qui n’est pas du tout essentielle (ni réductrice), simplifie la présentation de
la majoration du degré du sous-groupe obstructeur donnée au § I.9.a.

Soit x ∈ R+. Notons également D#
i := xD̃i, Di := [D#

i ], T := [T̃ ] et T0 := [T̃0].
La proposition suivante, qui détermine le choix de x, s’énonce en fonction de la partie

homogène de plus haut degré du polynôme de Hilbert-Samuel d’une sous-variété V de PN0 ×
· · · ×PNn , polynôme que nous notons H . Nous n’aurons besoin que de propriétés immédiates
de H (liées à sa structure de polynôme homogène) sauf au § I.9.a.

Proposition I.7.1. Il existe un réel x ∈ ]0, 1] tel que les conditions suivantes soient vérifiées.

(i) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G′ de GL de codimension r′, dont l’espace
tangent à l’origine est inclus dans l’hyperplan W , on a :

(T̃ )r′−1 × card

(
Γp(S) + G′(L)

G′(L)

)
× H (G′ ; D#

0 , . . . , D
#
n ) ≥ C0 H (G ;D#

0 , . . . , D
#
n ) . (16)

(ii) Il existe au moins un sous-groupe algébrique algébrique connexe G̃ qui réalise l’égalité.

Fixons G̃ et notons d̃ (resp. r̃) sa dimension (resp. sa codimension dans G).

Démonstration. La démonstration est classique (depuis [65]). Cependant, pour simplifier la
vérification des théorèmes, nous reproduisons la preuve.

Soit G′ un sous-groupe algébrique connexe de GL ; définissons

A(G′) :=
(
T̃
)r′−1

× card

(
Γp(S) + G′(L)

G′(L)

)
× H (G′ ; D̃0, . . . , D̃n)

C0H (G ; D̃0, . . . , D̃n)
(17)

et B(G′) := A(G′)1/r′×max {1, A(G′)} r′−1
r′ . Comme nous avons (c’est un encadrement trivial)

(degΦ G′) max
0≤ik≤δk

i0+···+in=d′

{
D̃i0

0 · · · D̃in
n

}
≥ H (G′ ; D̃0, . . . , D̃n) ≥ (degΦ G′) min

0≤ik≤δk
i0+···+in=d′

{
D̃i0

0 · · · D̃in
n

}

on en déduit

C0T̃ ×




max
0≤i≤n

{D̃i}

T̃




r′

≥ degΦ G′

A(G′)
≥ C0T̃

S + 1
×




max
0≤i≤n

{D̃i}

T̃




r′

·

Ainsi, à degré (de G′) fixé, la quantité A(G′) (et donc aussi B(G′)) ne prend qu’un nombre fini
de valeur et lorsque degΦ G′ s’accroît indéfiniment, il en est de même de A(G′). Ces observa-
tions justifient l’existence d’un sous-groupe connexe G̃ de GL tel que B(G̃) soit minimal parmi
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7. Choix des paramètres

tous les G′ d’espace tangent (à l’origine) inclus dans W . Posons alors x := B(G̃) (clairement
non nul).

Montrons que x ≤ 1.
Le choix des paramètres permet de calculer

A({0}) =(T̃ )d × card(Γp(S)) × 1

C0 × (degΦ G) × D̃δ0
0 · · · D̃δn

n

=
1

degΦ G

et, donc, 1 ≥ A({0}), ce qui implique

x = min
tG′⊆W

{B(G′)} ≤ B({0}) = A({0})1/(d+1) ≤ 1 .

Montrons que l’inégalité (16) est vérifiée :
Posons

ℵG′ = (T̃ )r′−1 × card

(
Γp(S) + G′(L)

G′(L)

)
× H (G′ ; D#

0 , · · · , D#
n )

C0.H (G ; D#
0 , · · · , D#

n )
·

On a A(G′) = xr′ℵG′ .

• Si A(G′) ≥ 1, on a A(G′) ≥ x et donc ℵG′ ≥
(

1
x

)r′−1 ≥ 1.
• Si A(G′) < 1, on a B(G′) = A(G′)1/r′ ≥ x, donc (ℵG′)1/r′x ≥ x, i.e. ℵG′ ≥ 1.

En remplaçant les inégalités par des égalités (x = B(G̃) et nécessairement A(G̃) ≤ 1 sinon
x = A(G̃) ce qui contredit x ≤ 1), on obtient ℵ eG = 1.

Tout au long de la démonstration, nous aurons à tenir compte du sous-groupe G̃ introduit
dans cette proposition. Nous montrerons plus loin (corollaire I.11.2) que le choix de x permet
d’assurer qu’aucun des entiers D0, . . . , Dn n’est nul.

Définition I.7.2. Nous dirons que nous sommes dans le cas périodique s’il existe s ∈ {1, . . . , 2(d+
1)S} tel que su ∈ ΩG(C) + t eG(C), et dans le cas non-périodique si un tel entier s n’existe pas.

Le cas non-périodique se prêtera à une extrapolation sur les points et nous poserons

Υ :=
{

(t, s) ∈ Nd × N ; |t| ≤ 2(d+ 1)T et 0 ≤ s < S0

}
. (18)

Dans le cas périodique, nous extrapolerons sur les dérivées et nous poserons

Υ :=
{

(t, s) ∈ Nd × N ; |t| ≤ 2(d+ 1)T , td < T0 et 0 ≤ s < 2(d+ 1)S
}
. (19)

Remarque : il serait plus naturel de majorer |t| (resp. s) par 2T (resp. 2S) au lieu de 2(d+1)T
(resp. 2(d + 1)S). Le facteur d + 1 supplémentaire est présent par pure commodité dans
l’application du lemme de zéros de Philippon.

Le cardinal de Υ se calcule aisément, via le

Lemme I.7.3. Si n, A, B sont des entiers naturels non nuls alors le cardinal de l’ensemble

{(x1, . . . , xn) ∈ Nn ; xn ≤ A et x1 + · · · + xn ≤ A+B}

est égal à
(

A+B+n
n

)
−
(

B−1+n
n

)
.
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Le cas général

Démonstration. On a

card{(x1, . . . , xn); xn ≤ A et x1 + . . . + xn ≤ A + B}

=

A+BX

j=0

card{(x1, . . . , xn); xn ≤ A et x1 + . . . + xn = j}

=

A+BX

j=0

min (A,j)X

i=0

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 = j − i}

=
AX

j=0

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 ≤ j}

+

A+BX

j=A+1

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 ≤ j}

−
A+BX

j=A+1

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 ≤ j − A − 1}

=

A+BX

j=0

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 ≤ j} −
B−1X

j=0

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 ≤ j}

=

A+BX

j=B

card{(x1, . . . , xn−1); x1 + . . . + xn−1 ≤ j}

=

A+BX

j=B

“j + n − 1

n − 1

”

et le lemme découle alors de la relation
Pm

j=0

`j+k
k

´
=

`m+1+k
k+1

´
.

Nous en déduisons alors que

cardΥ =

(
2(d+ 1)T + d

d

)
× S0

dans le cas non-périodique et

cardΥ = (2(d+ 1)S − 1) ×
[(

2(d+ 1)T + d

d

)
−
(

2(d+ 1)T − T0 + d+ 1

d

)
+ 1

]

dans le cas périodique. En fait, nous aurons seulement besoin de la majoration (assez grossière)

µ := cardΥ ≤ 2(d+ 1)S(2(d+ 1)T + 1)d ≤ c13ST
d ≤ ec14U0 . (20)

Les dérivées que nous considérerons seront toutes dans la direction de l’hyperplan W . Cepen-
dant, dans le cas périodique, nous choisirons une direction privilégiée (transcendante), selon
laquelle nous extrapolerons.

§ 8. Choix de bases pour l’hyperplan W

Dans ce paragraphe très court, nous fixons une base orthonormée de l’hyperplan W , utile
pour l’extrapolation « selon les dérivées » dans le cas périodique.

• Par définition, dans la base (e0, . . . , ed) de tG, l’hyperplan W a pour équation z0 =
β1z1 + · · · + βdzd. La famille {ẽi = ei + βie0}1≤i≤d constitue donc une base ẽ de W .
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9. Le cas périodique : compléments

• L’isomorphisme (z1, . . . , zd) → z1ẽ1 + · · ·+ zdẽd, entre Cd et W ⊗C (le produit tensoriel,
ici, est relatif au plongement initial σ0 de L dans C), munit W ⊗ C d’une (unique) structure
hermitienne, héritée du produit scalaire canonique sur Cd. Nous noterons |.| la norme ainsi
obtenue∗ sur W , et nous poserons e′ := (e′1, . . . , e

′
d) une base orthonormée de W pour ce

produit scalaire, telle que (e′1, . . . , e
′
ed) soit également une base orthonormée de t eG(C). Nous

supposerons de plus que (e′ed+1
, . . . , e′d) est ordonnée de telle façon que si w := u1ẽ1+ · · ·+udẽd

s’écrit w1e
′
1 + · · · + wde

′
d dans la base e′, alors

|wd| = max
{
|wi| ; d̃+ 1 ≤ i ≤ d

}
·

Comme les bases ẽ et e′ de W sont orthonormées pour le même produit hermitien sur W ⊗C,
les matrices de passages entre elles sont unitaires. On notera également que u − w = Λ.e0 et
donc ‖u − w‖ = |Λ|.

§ 9. Le cas périodique : compléments

Rappelons tout d’abord le résultat principal de [8] :

Théorème I.9.1. Soit G un groupe algébrique défini sur C, et ι un plongement (quasi-
projectif) de G dans un espace projectif P. Lorsque G′ est un sous-groupe algébrique de G,
on note degι G

′ le degré de l’adhérence de Zariski de ι(G′) dans P. On munit l’espace tangent
à l’origine tG d’une distance (euclidienne) d. Il existe une constante c15 = c(G, ι, d) telle que,
pour tout sous-groupe algébrique G′ de G, pour tout x ∈ ΩG, si d(x, tG′) ≤ 1/(c15 degι G

′)
alors x ∈ ΩG′.

Nous déduisons alors la

Proposition I.9.2. Il existe une constante c16, ne dépendant que de (G,Φ), telle que, si
ω ∈ ΩG(C) \ Ω eG(C), on ait

d(ω, t eG(C)) ≥ 1

c16 degΦ π(G̃)

où π : G(C) → G1(C) × · · · × Gn(C) est la projection canonique.

Démonstration. Comme ΩGa(C) = {0}, on a ω = π′(ω) où π′ est la projection de tG(C)

sur tG1(C)×···×Gn(C). Donc d(ω, t eG(C)) = d(π′(ω), t eG(C)). De plus, l’inclusion G̃ ⊆ Ga × π(G̃)
implique t eG ⊆ tGa⊕tπ( eG) donc d(π′(ω), t eG(C)) ≥ d(π′(ω), tπ( eG)(C)). D’après le théorème I.9.1,
on a

d(π′(ω), t
π( eG)

(C)) ≥ 1

c16 degΦ π(G̃)
,

ce qui conclut la démonstration.

Des propriétés supplémentaires du groupe G̃, introduit au § I.7, seront obtenues à l’aide
de cette proposition. Mais auparavant nous voulons majorer le degré de π(G̃).

∗Dans le contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion avec une « simple » valeur absolue.
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Le cas général

§ 9.a. Majoration de degΦ π(G̃)

Proposition I.9.3. Soit H le polynôme multi-homogène (de Hilbert-Samuel) de G. Alors on
a

H (G̃; x0, . . . , xn) ≥
(
degΦ π(G̃)

)
.min {xi1 · · ·xi ed

}

où d̃ = dim G̃ et le minimum porte sur les d̃-uplets (i1, . . . , ied) vérifiant 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ied ≤ n
et chaque iℓ apparaissant au plus δiℓ fois.

Remarque : l’hypothèse t eG ⊆ W implique dimπ(G̃) = d̃ car la surjection G̃ → π(G̃) donne
dim π(G̃) ≤ dim G̃, et si cette inégalité était stricte, l’inclusion G̃ ⊆ G0 × π(G̃) entrainerait
t eG = t

G0×π( eG) = tG0 ⊕ tπ( eG), et donc tG0 ⊆ W ce qui est faux.

Démonstration. C’est immédiat d’après l’interprétation géométrique des coefficients du poly-
nôme de Hilbert-Samuel (voir [63, 64]).

Lemme I.9.4. Soit m le plus grand entier de {1, . . . , n} tel que δ1 + · · ·+ δm−1 ≤ d̃. Posons
δ′m := d̃− δ1 − · · · − δm−1. Alors, le degré degΦ π(G̃) est majoré par

C4d+2
0 × (degΦ G) × card(Γp(a))

(a logE)ed
×

m−1∏

ℓ=1

(
a logE + max

0≤s≤(d+1)C5
0a
{Dh(spℓ)} + (Ea‖uℓ‖)ρℓ

)δℓ

×
(

a logE + max
0≤s≤(d+1)C5

0a
{Dh(spm)} + (Ea‖um‖)ρm

)δ′m

× max

{
1,
Dh(ξ1 : · · · : ξD)

U

}
.

(21)

Remarques :

✗ Cette inégalité précise la majoration (2) du théorème I.3.1 en montrant l’origine des
entiers j1, . . . , jm via l’hypothèse (15), p. 20.

✗ En fait, pour la démonstration du théorème I.3.1, nous utiliserons plus couramment la
majoration plus faible :

degΦ π(G̃) ≤ C20d
0 · (D +Dh(p1) + · · · +Dh(pn) + E‖u1‖ + · · · + E‖un‖)20d , (22)

car c’est le logarithme de degΦ π(G̃) qui apparaîtra.

Démonstration de ce lemme. La proposition I.9.3 et la définition de G̃ entraîne

C0

(T̃ )er−1card
(

Γp(S)+ eG(L)
eG(L)

) =
H (G̃ ; D#

0 , . . . , D
#
n )

H (G ; D#
0 , . . . , D

#
n )

≥ degΦ π(G̃)

degΦ G
× 1

D#
0 max

{
D#

j1
· · ·D#

jer−1

}

=
degΦ π(G̃)

degΦ G
× 1

D#
0 (D#

n )δn · · · (D#
ℓ+1)

δm+1(D#
ℓ )δm−δ′m

où m est l’entier défini dans l’énoncé du lemme. Il s’ensuit

degΦ π(G̃) ≤ C0 × (degΦ G) × D̃0 ×
D̃δn

n · · · D̃δm−δ′m
m

T̃ er−1
,
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9. Le cas périodique : compléments

ce qui, en remplaçant les paramètres par leur valeur, implique le résultat voulu. La seconde
remarque qui suit le lemme est triviale. Le point important est que la majoration de degΦ π(G̃)
est indépendante de h(W ).

Corollaire I.9.5. Dans le cas périodique, supposons u 6∈ t eG(C). Alors, pour C0 assez grand :

d(u, t eG(C)) ≥ C−21d
0 × (D +D(h(p1) + · · · + h(pn)) + E‖u1‖ + · · · + E‖un‖)−20d

Et, toujours dans le cas périodique, supposons maintenant que

|Λ| < 1

2
d(u, t eG(C)) . (23)

Alors w 6∈ t eG(C) et t eG(C) ( W ⊗ C. En particulier wd 6= 0.

Démonstration. Soit s0 ∈ {1, . . . , 2(d+1)S} minimal tel que s0u ∈ ΩG(C) + t eG(C). On a donc

s0 ≤ 2(d + 1) card
(

Γp(S)+ eG(L)
eG(L)

)
. Comme s0u 6∈ Ω eG(C) (sinon u ∈ t eG(C)), la proposition I.9.2

et la majoration (22) impliquent l’inégalité voulue.
Par ailleurs, si w appartenait à t eG(C), nous aurions |Λ| = ‖u − w‖ ≥ d(u, t eG(C)) ce qui

contredit l’hypothèse. Comme w ∈ (W ⊗ C) \ t eG(C), on a t eG(C) ( W ⊗ C, et par définition
de wd (§ I.8), on a wd 6= 0.

Remarque : nous avons supposé u 6∈ t eG(C) alors qu’il serait plus « naturel » de se contenter de
u 6∈ W ⊗ C. Mais, si l’hypothèse du corollaire I.9.5 est fausse, nous disposons d’une précision
supplémentaire sur u.

§ 9.b. Nouvelle base pour W ⊗ C

Dans le cas périodique, nous posons

f := (e′1, . . . , e
′
d−1, w)

(e′ est la base orthonormée définie au § I.8). C’est une base de W ⊗C car wd 6= 0. Pour unifier
les notations, nous noterons également f := e′ dans le cas non-périodique.

Lemme I.9.6. Pour tout x ∈ W , on a |x| ≤ ‖x‖ ≤ (
√
d+ 1)|x|.

Démonstration. Soit x ∈W . On écrit

x = x1ẽ1 + · · · + xdẽd

= (β1x1 + · · · + βdxd)e0 + x1e1 + · · · + xded

On a alors |x|2 = |x1|2 + · · · + |xd|2 et ‖x‖2 = |x1|2 + · · · + |xd|2 + |β1x1 + · · · + βdxd|2.
Donc |x| ≤ ‖x‖ résulte des définitions et ‖x‖ ≤ (

√
d+ 1)|x| vient du fait que les βi sont de module ≤ 1, et de

l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition I.9.7. Dans le cas périodique, supposons que |Λ| < 1
2
d(u, t eG(C)). Alors on a

|wd| ≥
1

2(d+ 1)
d(u, t eG(C)) .
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Le cas général

Démonstration. Posons x := w1e
′
1+· · ·+wede

′
ed. C’est un élément de t eG(C) et w−x = wed+1

e′ed+1
+· · ·+

wde
′
d. Donc |w−x| ≤ (

√
d− d̃)|wd| ≤ (

√
d+ 1)|wd| car |wd| = max

ed≤i≤d
|wi|. Alors ‖w−x‖ ≤ (d+1)|wd|

en vertu du lemme I.9.6, puis ‖u− x‖ − ‖w − u‖ ≤ (d+ 1)|wd|, ce qui implique d(u, t eG(C)) − |Λ| ≤
(d+ 1)|wd|. L’hypothèse permet de conclure.

Du corollaire I.9.5 et de la proposition I.9.7, nous déduisons le

Corollaire I.9.8. Sous les deux hypothèses∗ du corollaire I.9.5, on a

|wd| ≥ C−22d
0 × (D +D(h(p1) + · · · + h(pn)) + E‖u1‖ + · · · + E‖un‖)−20d .

§ 10. Changement de bases de dérivations

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les dérivées le long de W d’une fonction
analytique, lorsqu’on change la base de W ⊗C, et de préciser le résultat dans les cas périodique
et non-périodique. Nous aurons besoin du

Lemme I.10.1 (Variante du lemme 3.1 de [65]). Soient (ai,j) 1≤i≤n
1≤j≤m

des nombres com-

plexes, f1, . . . , fm, z des vecteurs de Cd+1, et Θ une fonction analytique complexe au voisinage
de z. Posons ei =

∑m
j=1 ai,jfj et A :=

∑
i,j |ai,j|. Alors, pour tout entier naturel T , on a

max
|t|=T

{∣∣∣∣
Dt1

e1
· · · Dtn

en

t!
Θ(z)

∣∣∣∣
}

≤ A
T × max

|h|=T

{∣∣∣∣∣
Dh1

f1
· · · Dhm

fm

h!
Θ(z)

∣∣∣∣∣

}
·

Démonstration. La démonstration consiste à développer 1
t!
Dt1

e1
· · · Dtn

en
en utilisant la formule

du multinôme :

1

t!
Dt1

e1
· · · Dtn

en
Θ(z) =

∑

ti,1+···+ti,m=ti
1≤i≤n


∏

i,j

(ai,j)
ti,j

(ti,j)!



{
Dt1,1+···+tn,1

f1
· · · Dt1,m+···+tn,m

fm
Θ
}

(z) .

Le lemme se déduit alors des majorations

m∏

j=1

(t1,j + · · · + tn,j)! ≤ (
∑

i,j

ti,j)!

et
∑

ti,1+···+ti,m=ti






∏

i,j

|ai,j |ti,j
(ti,j)!


× (

∑

i,j

ti,j)!



 ≤


∑

i,j

|ai,j |




|t|

.

Grâce à ce lemme appliqué aux bases f et ẽ de W construites précédemment, nous obtenons
la

∗En fait, la seconde hypothèse suffit puisqu’elle implique la première.
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11. Rang du système linéaire

Proposition I.10.2. Soit Θ une fonction analytique au voisinage d’un point z ∈ Cd+1. Soit
m un entier naturel.

• Dans le cas non-périodique :

1

d3m/2
· max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
eeΘ(z)

∣∣∣
}

≤ max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
fΘ(z)

∣∣∣
}

≤ d3m/2.max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
eeΘ(z)

∣∣∣
}

(24)

• Dans le cas périodique :

max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
eeΘ(z)

∣∣∣
}

≤ dm/2

(
d+

1 + |w1| + · · · + |wd−1|
|wd|

)m

max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
fΘ(z)

∣∣∣
}

(25)

et

max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
fΘ(z)

∣∣∣
}

≤ dm/2(d+ ‖u‖)m.max
|t|≤m

{
1

t!

∣∣∣Dt
eeΘ(z)

∣∣∣
}
. (26)

Remarque : dans le cas périodique, on a :

1 + |w1| + · · · + |wd−1|
|wd|

≤ 2(d+ 1)

(√
d

2
+

1 + d1/2‖u‖
d(u, t eG(C))

)

≤ C23d
0 (D +Dh(p1) + · · · +Dh(pn) + E‖u1‖ + · · · + E‖un‖)20d

pour C0 assez grand. C’est cette inégalité qui requiert un majorant de deg π(G̃) indépendant
de h(W ), sans quoi l’inégalité (25) réintroduirait un terme en

T × log(d’une fonction de h(W )) .

La dernière inégalité résulte directement du corollaire I.9.5. Pour la première, on écrit

1 + |w1| + · · · + |wd−1| ≤ 1 + d1/2|w|
≤ 1 + d1/2‖w‖
≤ 1 + d1/2(‖u‖ + |Λ|)

≤ 1 + d1/2

(
‖u‖ +

1

2
d(u, t eG(C))

)

et on utilise la minoration |wd| ≥ 1
2(d+1)

d(u, t eG(C)) (proposition I.9.7).

§ 11. Rang du système linéaire

Soit P un polynôme multihomogène de P (= PN0 × · · · × PNn), à coefficients dans L, de
multidegré D := (D0, . . . , Dn) (les entiers Di sont ceux définis au § I.7) et qui ne s’annule pas
identiquement sur G. L’application Φ = (Φ0, . . . , Φn), définie page 17, est une application
homolorphe de tG(C) dans C

Pn
i=0 (Ni+1) ; posons

F = P ◦ Φ .
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Le cas général

Nous nous intéressons au rang du système linéaire – où les coordonnées des coefficients de P
dans la base de L sont, ici, vus comme des inconnues – défini par les conditions d’annulation
suivantes :

∀ (t, s) ∈ Υ, Dt
fF (su) = 0 . (27)

Soit EC := (C[P]/I(G))D l’ensemble des polynômes P , comme ci-dessus, à coefficients com-
plexes (I(G) est l’idéal annulateur de G(C) dans C[P]). L’ensemble des classes des monômes
Xλ de C[P]D forme une famille génératrice de EC. Soit B une famille de tels monômes dont
les classes forment une base de EC. Le polynôme P peut s’écrire

∑

λ, i

aλ, i· ξi·Xλ

où aλ,i ∈ Q et Xλ ∈ B. Les inconnues du système (27) seront les aλ,i, qui sont au nombre de
ν := D dimEC.

Lemme I.11.1. Soit ρ le rang du système (27). Il existe une constante c17, ne dépendant que
de (G,Φ), telle que

ρ ≤ c17
C0

·H (G ; D′
0, . . . , D

′
n) et ν ≥ c−1

17 DH (G ; D′
0, . . . , D

′
n)

où D′
i := max {1, Di}.

Démonstration. C’est le lemme 4.20 de [45], et aussi la scolie 6.13 de [65]. Le choix de S0 (resp.
T0) joue un rôle important dans cette preuve pour le cas non-périodique (resp. périodique).

Corollaire I.11.2. Les entiers Di sont tous non nuls, i.e. D′
i = Di.

Démonstration. Supposons que pour un indice i ∈ {0, . . . , n}, l’entier Di est nul. D’après
le lemme I.11.1, le nombre d’inconnues ν du système (27) est strictement supérieur au rang
de ce système. Donc il existe un polynôme P , non identiquement nul sur G, multihomogène
de multidegré D, solution de (27). En particulier P s’annule à l’ordre T0 en les points su
(0 ≤ s ≤ S0 − 1) le long de W . Par ailleurs, comme tGi

6⊆ W , considérons x ∈ tGi
\ W .

L’indépendance de la fonction F vis-à-vis des variables relatives à tGi
(c’est l’hypothèseDi = 0)

implique que F s’annule à un ordre infini le long de la droite engendrée par x. Ainsi F s’annule
à l’ordre T0 en les points su (0 ≤ s ≤ S0 − 1) le long de (W ⊗ C) ⊕ C.x = tG(C). D’après
le lemme de zéros de Philippon [63], il existe un sous-groupe connexe et propre G′ de G tel
que

T r′

0 × H (G′ ; D′
0, . . . , D

′
n) × card




Γp(
[

S0−1
d+1

]
) + G′(L)

G′(L)


 ≤ c18H (G ; D′

0, . . . , D
′
n) . (28)

Dans le cas général, nous en déduisons

T0 × H (G′ ; D′
0, . . . , D

′
n) ≤ c18H (G ; D′

0, . . . , D
′
n) ,

(l’entier r′ = codimGG′ est non nul car G′ ( G) ce qui contredit l’inégalité

T0 ≥ C0 max {1, D0, . . . , Dn} .
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12. Construction de la fonction auxiliaire

Dans le cas particulier où u0 6= 0 et
∏n

j=1 Gj est une variété semi-abélienne, nous pouvons
être plus précis. En effet, dans ce cas, le sous-groupe G′ s’écrit G′

0 × G′′ où G′
0 = {0} ou

Ga, et où G′′ est un sous-groupe algébrique (connexe) de
∏n

j=1 Gj. Si G′
0 = {0} alors, comme

u0 6= 0, on a nécessairement

card




Γp(
[

S0−1
d+1

]
) + G′(L)

G′(L)


 =

[
S0 − 1

d+ 1

]
+ 1

et H (G′ ; D′
0, . . . , D

′
n) = H (G′′ ; D′

1, . . . , D
′
n). L’inégalité (28) devient alors

T r′

0 ×
(
S0 − 1

d+ 1

)
≤ c19D

′
0 × max {D′

1, . . . , D
′
n}

r′−1

ce qui contredit

T0 ≥ C0 max {1, D0

S0
, D1, . . . , Dn}

pour C0 assez grand.
Si G′

0 = Ga alors
H (G′ ; D′

0, . . . , D
′
n) = D′

0 × H (G′′ ; D′
1, . . . , D

′
n)

et dimG′′ = dimG′ − 1 = d− r′ donc l’inégalité (28) implique

T r′

0 × H (G′′; D′
1, . . . , D

′
n) ≤ c20H (

n∏

j=1

Gj ; D′
1, . . . , D

′
n) ,

ce qui contredit T0 ≥ C0.max {1, D1, . . . , Dn}.

Remarque : La non-nullité des entiers Di sera utilisée implicitement au début de la démons-
tration du lemme I.14.3 (page 37).

§ 12. Construction de la fonction auxiliaire

Nous utiliserons le « classique » :

Lemme I.12.1 (de Thue-Siegel). Soit (ui,j) 1≤i≤ν
1≤j≤µ

∈ Mν,µ(C), de rang ≤ ρ. Soient δ, m, p

des réels positifs vérifiant

(
2µeδ+m+p + 1

)2ρ
≤ eνδ et max

1≤j≤µ

{
ν∑

i=1

|ui,j |
}

≤ em .

Alors, il existe (a1, . . . , aν) ∈ Zν \ {0} tel que

max
1≤i≤ν

{|ai|} ≤ eδ et max
1≤j≤µ

{∣∣∣∣∣
ν∑

i=1

ui,jai

∣∣∣∣∣

}
≤ e−p .
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Le cas général

La démonstration de ce résultat est effectuée dans [65] (pages 301 − 303). Les notations ν
et µ (a priori « muettes ») ont été choisies de façon cohérente avec celles des paragraphes I.7
et I.11.

Le lemme technique qui suit – majoration d’un coefficient de Taylor – est une conséquence
des formules de Cauchy. Le terme « remarquable » du majorant de ce coefficient de Taylor
est ςmin (D0,|t|)

0 ; l’exposant min (D0, |t|) provient simplement du fait que la dérivée |t|ème d’un
monôme de degré D0 est nulle si |t| > D0.

Lemme I.12.2. Soient H un nombre réel ≥ e, D0, . . . , Dn ∈ N et ℓ ∈ N∗. Soit x :=
(xi)i∈{1,...,ℓ} ∈ (tG(C))ℓ ; les coordonnées de xi sont (xi,j)j∈{0,...,d} dans la base e de tG(C).
Soient t ∈ Nℓ et z = z0e0 + · · · + zded ∈ tG(C) . Soit P un polynôme multihomogène de
multidegré (D0, . . . , Dn) dont la somme des modules des coefficients est ≤ H. Rappelons que
F désigne la fonction P ◦ Φ. Considérons ς0, ς1 vérifiant :

ς0 ≥ max {1, |x1,0|, . . . , |xℓ,0|} et ς1 ≥ max
1≤i≤ℓ
1≤j≤d

{1, |xi,j |} .

Il existe une constante c21, ne dépendant que de (G,Φ), telle que :
∣∣∣∣
1

t!
Dt

xF (z)

∣∣∣∣ ≤ ς
min {D0, |t|}
0 × ς

|t|
1 × (ℓ(d+ 1))|t| ×H × (1 + |z0|)D0

× exp



c21

n∑

j=1

Dj(1 + ‖p′j(z)‖)ρj





(29)

où p′j désigne la projection tG(C) → tGj
(C).

Démonstration. On développe :

1

t!
Dt

xF (z)

=
ℓ∏

i=1

(∑d
j=0 xi,j

∂
∂zj

)ti

ti!
F (z)

=
∑

ti,0+···+ti,d=ti
1≤i≤ℓ


∏

i,j

(x
ti,j
i,j )

(ti,j)!




d∏

h=0

(
∂

∂zh

)t1,h+···+tℓ,h

F (z)

=
∑

ti,0+···+ti,d=ti






∏

i,j

x
ti,j
i,j


×

(
d∏

h=0

(t1,h + · · · + tℓ,h)!

t1,h! · · · tℓ,h!

)
×

d∏

h=0

(
∂

∂zh

)t1,h+···+tℓ,h

(t1,h + · · · + tℓ,h)!
F (z)





Dans le membre de droite ci-dessus, nous pouvons restreindre la somme à t1,0 + · · ·+ tℓ,0 ≤ D0

car F est polynomiale en z0 de degré au plus D0. Nous en déduisons la majoration :

∣∣∣∣
1

t!
Dt

xF (z)

∣∣∣∣ ≤ ς
min (D0,|t|)
0 × ς

|t|
1 ×




∑

ti,0+···+ti,d=ti
1≤i≤ℓ

d∏

h=0

(t1,h + · · · + tℓ,h)!

t1,h! · · · tℓ,h!


× max

|τ |=|t|

{∣∣∣∣
1

τ !
Dτ

eF (z)

∣∣∣∣
}

·
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12. Construction de la fonction auxiliaire

Comme
∏d

h=0 (t1,h + · · · + tℓ,h)! ≤
(∑

i,j ti,j

)
! = (|t|)!, on a

∑

ti,0+···+ti,d=ti
1≤i≤ℓ

d∏

h=0

(t1,h + · · · + tℓ,h)!

t1,h! · · · tℓ,h!
≤ {ℓ(d+ 1)}|t|

et donc ∣∣∣∣
1

t!
Dt

xF (z)

∣∣∣∣ ≤ ς
min (D0, |t|)
0 × ς

|t|
1 × {ℓ(d+ 1)}|t| × max

|τ |=|t|

{∣∣∣∣
1

τ !
Dτ

eF (z)

∣∣∣∣
}

· (30)

D’après l’inégalité de Cauchy, si nous posons

zθ := eiθ0e0 + · · · + eiθded ,

on a
∣∣∣∣
1

τ !
Dτ

eF (z)

∣∣∣∣ ≤ sup
θj∈[0,2π]

{|F (z + zθ)|}

≤H × (1 + |z0|)D0 × sup
θ∈[0,2π]d+1





n∏

j=1

exp
{
c+j Dj(1 + ‖p′j(z + zθ)‖j)

ρj

}




(31)

(cf. inégalité (10), page 15).
Alors, comme 1 + ‖pj(z + zθ)‖j ≤ 1 + ‖pj(z‖j +

√
δj, nous obtenons

∣∣∣∣
1

τ !
Dτ

eF (z)

∣∣∣∣ ≤ H × (1 + |z0|)D0 ×
n∏

j=1

exp
{
c+j Dj(1 + ‖pj(z)‖j +

√
δj)

ρj

}

Ce qui, via l’inégalité (30), donne le résultat voulu.

Remarque : au vu de la démonstration, il apparaît clairement que l’on peut améliorer
substantiellement cette majoration en considérant le vecteur r0eiθ0w0 + · · · + rde

iθdwd au lieu
de zθ = eiθ0w0 + · · · + eiθdwd et en ajustant (r0, . . . , rd) pour minimiser le membre de droite
de (31). De cette manière, il est possible de faire apparaître (dans le majorant de 1

t!
|D

t
xF (z)|) un

facteur de la forme

min

(
1,
D0 + · · · +Dn

|t|

)|t|/2

.

Mais, outre les complications inhérentes à cette optimisation, il est décevant de constater que,
dans le cadre de notre étude, ce raffinement est inexploitable et dénué d’intérêt (sauf si on
cherche à optimiser la constante dépendant de G), car le terme amélioré sera « négligeable »
devant d’autres termes.

Proposition I.12.3. Pour C0 assez grand, il existe un polynôme multihomogène P de L[P],
de multidegré (D0, . . . , Dn), ne s’annulant pas identiquement sur G, tel que :

• Les coefficients de P appartiennent à Z.ξ1 ⊕ · · · ⊕ Z.ξD

• La hauteur h(P ) du polynôme P est majorée par :

C
1/2
0 · U0

D
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Le cas général

• En posant F = P ◦ Φ comme précédemment :

max
(t, s)∈Υ

{∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su)

∣∣∣∣
}

≤ e−C0U0

Démonstration. On écrit, a priori, P =
∑

λ, i aλ, i.ξi.X
λ où aλ,i ∈ Z et Xλ ∈ B (cf. § I.11).

Pour (t, s) ∈ Υ, posons

u(λ, i)(t, s) = ξi·
1

t!
· Dt

f (Φ
λ)(su) .

On notera pλ :=
∑

i aλ, iξi et µ le cardinal de Υ. La matrice

(
u(λ, i)(t, s)

)
(λ, i)
(t, s)

∈ Mν, µ(C)

est de rang ρ (par définition de ρ (lemme I.11.1)). Considérons

ς0 = (d+ 1)1/2 max {1, |β1|, . . . , |βd|} = (d+ 1)1/2

(car |βi| ≤ 1, voir page 17) et

ς1 =

{
1 dans le cas non-périodique,

1 + ‖u‖ dans le cas périodique.

Appliquons le lemme I.12.2 au monôme Xλ, à la base x := f , et au vecteur z := su :
∣∣∣∣
1

t!
Dt

f

(
Φλ
)

(su)

∣∣∣∣ ≤ (d+ 1)min {D0, |t|}/2 × ς
|t|
1 × {(d+ 1)(d+ 2)}|t|

× (1 + s‖u0‖)D0 × exp



c22

n∑

j=1

Dj (1 + s‖uj‖)ρj





≤ cT23 × (1 + S‖u0‖)D0 × ec23
Pn

j=1 Dj(1+S‖uj‖)
ρj

≤ ec24U0

Ainsi, il existe une constante c25, ne dépendant que de (G,Φ), telle que :

max
(t, s)∈Υ




∑

λ

∣∣∣∣
1

t!
Dt

f

(
Φλ
)

(su)

∣∣∣∣



 ≤ H (G ; D0, . . . , Dn) × ec25U0

≤ e2c25U0

car H (G ; D0, . . . , Dn) ≤ (degΦ G)Un+1
0 ≤ ec25U0 , pour C0 assez grand. Comme

D∑

i=1

|ξi| ≤ Dmax {|ξ1|, . . . , |ξD|}

≤ D × eDh(ξ1:···:ξD)

≤ eU0

32



12. Construction de la fonction auxiliaire

nous en déduisons une majoration de :

max
(t, s)∈Υ




∑

(λ,i)

|u(λ,i),(t, s)|



 ≤

(
D∑

i=1

|ξi|
)

× max
(t, s)∈Υ




∑

λ

∣∣∣∣
1

t!
Dt

f

(
Φλ
)

(su)

∣∣∣∣





≤ ec26U0 .

(32)

Par ailleurs, ν ≥ c27DH (G ; D0, . . . , Dn) et

1

ρ
≥ C0

c28
· 1

H (G ; D0, . . . , Dn)

(lemme I.11.1 et corollaire I.11.2) donc

ν

2ρ
≥ C0D

c29
·

Pour que la condition (du lemme de Thue-Siegel)

(2µeδ+m+p + 1)2ρ ≤ eνδ

soit vérifiée, nous choisissons p := C0U0, m := c30U0 et δ := C
1/4
0 · U0

D
(voir également majo-

ration de µ page 22). Ainsi, le lemme de Thue-Siegel permet de construire un tel polynôme
P , de coefficients pλ =

∑
i aλ, i· ξi, avec aλ, i ∈ Z non tous nuls et maxλ, i {|aλ, i|} ≤ eδ. Par

conséquent :

• Pour une place P ultramétrique :

|pλ|P ≤ max
1≤i≤D

{|ξi|P}

• Pour une place σ archimédienne :

|pλ|σ ≤D·max
i

{|aλ, i|}· max
1≤i≤D

{|ξi|σ}

≤ (Deδ)· max
1≤i≤D

{|ξi|σ}

Donc
h(P ) ≤ log(Deδ) + h(ξ1 : · · · : ξD) ≤ logD + C

1/4
0 · U0

D
+
U0

D
≤ C

1/2
0 · U0

D

pour C0 assez grand. Ce qui clôt la démonstration.

Tout le travail préparatoire (élimination des éventuels « mauvais » sous-groupes et cons-
truction du polynôme auxiliaire) étant effectué, le schéma de démonstration est le suivant :
considérons 1

t!
Dt

eeF (mu) le premier∗ coefficient de Taylor non nul. Un tel coefficient existe car,
dans le cas contraire, le lemme de zéros de Philippon entrerait en conflit avec le choix des
paramètres (voir lemme I.14.3, page 37). Ce terme est proportionnel à un élément Ξ ∈ L.

1. Nous évaluons la norme P-adique de Ξ (§ I.14).

2. Nous évaluons la norme σ-archimédienne de Ξ, pour tout plongement σ : L → C (§ I.15).

∗Pour l’ordre lexicographique sur N × Nd.
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Le cas général

3. La quantité 1
j!
Dj

fF (su) est « petite » pour (j, s) ∈ Υ (et relativement à la valeur

absolue associée au plongement initial σ0 de L dans C). Nous commençons alors un
raisonnement par l’absurde et nous supposons que la distance de u à W est non nulle
et plus petite qu’une certaine quantité. Par extrapolation, nous montrons alors que le
terme 1

j!
Dj

fF (su) reste « petit » pour |j| ≤ (d+ 1)T et s ≤ (d+ 1)S. Nous en déduisons

alors, par changement de base, une estimation de 1
t!
Dt

eeF (mu) puis de Ξ (c’est l’objet du
paragraphe suivant).

4. Nous aurons alors un nombre algébrique Ξ « petit » pour toutes les valeurs absolues
associées aux différentes places de L. La formule du produit impliquera la nullité de
ce nombre. Ce qui est en contradiction avec la définition du couple (t, m). Nous en
déduirons alors la minoration idoine de |Λ|.

§ 13. Extrapolation

Dorénavant, nous raisonnerons par l’absurde et nous supposerons que

|Λ| ≤ e−C0U0 . (33)

Voici un lemme préliminaire :

Lemme I.13.1. Soit F la fonction holomorphe associée au polynôme construit précédemment.
Il existe une constante c31 > 0, ne dépendant que de (G,Φ), telle que, pour tout couple (t, s) ∈
Nd+1 avec |t| ≤ 2(d+ 1)T et s ≤ 2(d+ 1)S, l’inégalité suivante soit vérifiée :

∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su) − 1

t!
Dt

fF (sw)

∣∣∣∣ ≤ e−c31C0U0 . (34)

Démonstration. C’est une conséquence de l’inégalité des accroissements finis. Considérons,
pour un couple (t, s) et un réel x, la fonction

f(x) =
1

t!
Dt

fF (su + xs(w − u)) .

Cette fonction est dérivable sur [0, 1] et donc |f(0) − f(1)| ≤ max
x∈[0,1]

|f ′(x)|. Or

f ′(x) =
d∑

i=0

s(wi − ui)
∂

∂zi

(
1

t!
Dt

fF (su + xs(w − u))

)

donc

|f ′(x)| = s|Λ|
∣∣∣∣
∂

∂z0

(
1

t!
Dt

fF (su + xs(w − u))

)∣∣∣∣ ·

La majoration (34) découle du lemme I.12.2 appliqué à ℓ := d + 1, x := (e0, f), t′ := (1, t),

z := su + xs(w − u), H := eC
1/2
0 U0 , ς0 := (d + 1)1/2 et ς1 := 1 + ‖u‖ (on a pris 1 dans le cas

non-périodique), et de l’inégalité 2(d+ 1)S|Λ| ≤ 1 (conséquence de l’hypothèse (33)).
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13. Extrapolation

Remarque : Dans la démonstration de ce lemme, au lieu d’invoquer le lemme I.12.2 pour
(e0, f), nous aurions pu écrire les vecteurs de la base f dans une base orthonormée f ′ de tG(C)
(base indépendante de W , c’est important). Les coefficients de la matrice de passage entre ces
deux bases orthonormées seraient ≤ 1. Ensuite on aurait utilisé le lemme I.10.1 (de changement
de bases) puis le lemme I.12.2 pour (e0, f

′). Cela aurait éviter à l’astuce ςmin {D0, |t|}
0 d’intervenir

ici.
La proposition suivante est le cœur de l’extrapolation (analytique) que nous voulons effec-

tuer. Sa preuve repose sur un lemme de Schwarz approché.

Proposition I.13.2. Pour C0 assez grand, pour tout réel E ≥ 1, pour tout (t, s) ∈ Nd+1 avec
|t| ≤ (d+ 1)T et s ≤ (d+ 1)S, on a l’inégalité

∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su)

∣∣∣∣ ≤ exp {−C3/4
0 U0} . (35)

Démonstration. Par construction de P , pour tout (t, s) ∈ Υ, on a

∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (sw)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su) − 1

t!
Dt

fF (sw)

∣∣∣∣
≤e−c32C0U0

(36)

pour une certaine constante c32, ne dépendant que de (G,Φ).
• Dans le cas non-périodique, fixons un d-uplet t = (t1, . . . , td) tel que t1 + · · ·+ td ≤ (d+1)T
et posons

f(z) =
1

t!
Dt

fF (zw) .

• Dans le cas périodique, nous fixons également t = (t1, . . . , td−1, td) avec |t| ≤ (d+1)T mais
nous posons

f(z) =
1

t1! · · · td−1!
D(t1, ..., td−1,0)

f F (zw) .

La fonction complexe f ainsi définie est analytique, et les dérivées sont

1

m!
f (m)(z) =

∑

j∈Nd

j1+···+jd=m

(
t+ j

j

)
w

j1
1 · · ·wjd

d

1

(t+ j)!
Dt+j

f F (zw) (37)

où w1, . . . , wd sont les composantes de w dans la base f . Le « lemme de Schwarz approché »,
évoqué en préambule de la proposition, qui est au centre du processus d’extrapolation est le
suivant :

Lemme I.13.3 ( [81]). Soient f une fonction analytique dans le disque de centre 0 et de
rayon R ≥ 4, S1 un entier ≥ 2, r ∈ [S1, R/2] et T1 un entier naturel. Alors

|f |2r ≤ 2|f |R
(

4r

R

)T1S1

+ 5

(
18r

S1

)T1S1

× max
0≤m<T1
0≤h<S1

{∣∣∣∣
1

m!
f (m)(h)

∣∣∣∣
}

·
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❶ Cas non-périodique
Nous allons appliquer le lemme précédent, pour extrapoler sur les points, avec r := (d +

1)S/2, R := 2(d+ 1)SE, T1 := (d+ 1)T et S1 := S0. L’égalité (37) permet de majorer

max

{∣∣∣∣
1

m!
f (m)(h)

∣∣∣∣ ; 0 ≤ m < (d+ 1)T et 0 ≤ h < S0

}

par

(d+ |w1| + · · · + |wd|)2(d+1)T × max
(h,s)∈Υ

∣∣∣∣
1

h!
Dh

f F (sw)

∣∣∣∣

puis, via l’inégalité (36), par e−c33C0U0 . De plus, d’après la proposition I.10.2 (changement de
bases de dérivation) et comme 2(d+1)SE|Λ| ≤ 1 (i.e. R|Λ| ≤ 1, c’est encore une conséquence
de l’hypothèse (33)), on a

|f |R ≤ d3(d+1)T/2 × max
|z|=R

|h|≤(d+1)T

{∣∣∣∣
1

h!
Dh

eeF (zw)

∣∣∣∣
}

≤ ec34U0 .

Le lemme I.13.3 permet alors d’obtenir la majoration annoncée de
∣∣∣ 1t!D

t
fF (su)

∣∣∣.
❷ Cas périodique
Dans ce cas, par définition de la base f , qui contient le vecteur w, la formule de dériva-

tion (37) se simplifie :

∀m ∈ N ,
1

m!
f (m)(z) =

1

t1! · · · td−1!m!
D(t1, ..., td−1,m)

f F (zw) . (38)

Par conséquent, la construction de P et le lemme I.13.1 impliquent que le terme

max
0≤m≤T0

0≤s<2(d+1)S

{∣∣∣∣
1

m!
f (m)(s)

∣∣∣∣
}

est inférieur à e−c35C0U0 . Nous appliquons le lemme d’interpolation avec R := 4(d + 1)SE,
T1 := T0, r = S1 := (d+ 1)S. L’inégalité de Cauchy :

1

td!

∣∣∣f (td)(s)
∣∣∣ ≤ |f |(d+1)S+1 ≤ |f |2(d+1)S ,

pour s ∈ {0, . . . , (d+1)S}, et, de nouveau, le lemme I.13.3 permettent d’obtenir la majoration
voulue.

Corollaire I.13.4. Pour C0 assez grand, pour tous (t, s) ∈ Nd+1 avec |t| ≤ (d + 1)T et

s ≤ (d+ 1)S, la quantité
∣∣∣ 1t!D

t
eeF (su)

∣∣∣ est majorée par exp {−C5/8
0 U0}.

Démonstration. Nous appliquons la proposition I.10.2 de changement de bases de dérivations.
Dans le cas non-périodique, le corollaire est immédiat. Dans le cas périodique, avec la remarque
qui suit la proposition I.10.2, nous avons

log

∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeF (su)

∣∣∣∣ ≤ c36T log
(
C23d

0 (D +Dh(p1) + · · · +Dh(pn) + E‖u1‖ + · · · + E‖un‖)20d
)

+ max
|t|≤(d+1)T

log

∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su)

∣∣∣∣

≤ C
1/4
0 U0 − C

3/4
0 U0 ≤ −C5/8

0 U0 pour C0 assez grand.
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14. Estimations ultramétriques

Ce corollaire conclut la partie analytique de la démonstration. Le paragraphe suivant a
trait à la partie arithmétique qui est au centre de ce texte.

§ 14. Estimations ultramétriques

Notons ML,f l’ensemble des places finies de L.

Définition I.14.1. Soient n et k des entiers naturels non nuls. Nous noterons δk(n) l’entier :

ppcm {i1 · · · ih; ij ∈ N∗, h ≤ n, i1 + · · · + ih ≤ k} .

Dans [25], S. Bruiltet a démontré∗ le

Lemme I.14.2. Pour tout n, k ∈ N∗, on a

log δk(n) ≤ k log(4n) .

Lemme I.14.3. Parmi les nombres 1
t!
Dt

eeF (mu), avec 0 ≤ |t| ≤ (d+1)T et 0 ≤ m ≤ (d+1)S,
au moins un n’est pas nul.

Démonstration. Si tous les nombres complexes Dt
eeF (mu) étaient nuls, alors (par définition)

P s’annulerait à l’ordre (d+ 1)T le long de W en tous les points su, s ∈ {0, . . . , (d+ 1)S} et,
d’après le lemme de zéros de Philippon, il existerait un sous-groupe connexe et propre G′ de
G vérifiant l’inégalité

T codimW (W∩tG′) × card

(
Γp(S) + G′(L)

G′(L)

)
× H (G′ ; D0, . . . , Dn) ≤ c37H (G ; D0, . . . , Dn) .

La proposition I.7.1 exclut le cas où tG′ ⊆ W . Le même argument que celui donné à la fin de
la preuve du corollaire I.11.2 élimine l’autre cas. Donc G′ ne peut pas exister et le lemme est
démontré.

Fixons un couple (m, t) tel que Dt
eeF (mu) 6= 0 et Dh

eeF (mu) = 0 pour tout d-uplet h de

longueur < |t|. Soit (τ0, . . . , τn) ∈ {0, . . . , N0} × · · · × {0, . . . , Nn} tel que
∣∣∣ϕ(j)

τj (muj)
∣∣∣ soit

non-nul pour 0 ≤ j ≤ n. Si nous regardons F comme une section du fibré OG(D0, . . . , Dn),
le choix de (τ0, . . . , τn) correspond au choix d’une trivialisation de cette section au voisinage
de mp.

Lemme I.14.4. Le nombre complexe

1
∏n

j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj
· 1

t!
Dt

eeF (mu) (39)

est un élément de L.

∗On dispose aussi (ibid.) de l’estimation asymptotique 1
k

log δk(n) −→
k→+∞

∑n
i=1

1
i
.
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Démonstration. En vertu de la formule de Leibniz, le nombre complexe (39) est la dérivée
(divisée, le long de W , à l’ordre t, au point mu) de la fonction

F (z)
∏n

j=0

(
ϕ

(j)
τj (z)

)Dj
,

qui est un polynôme en
(
ψ

(j)
τj

)
j=0, ..., n

(voir définition de ψ(j)
τj , page 16). Les formules de déri-

vations liées aux groupes Gj (du type de celle (11), page 16) permettent alors d’en déduire ce
lemme.

Le point clef de la démonstration des théorèmes I.3.1 et I.3.2 est le

Lemme I.14.5. Il existe un ensemble fini S de places de L, dont la trace sur K (i.e. {P ∩
OK ; P ∈ S}) ne dépend que de (G,Φ), il existe des constantes (cj)j∈{0,...,n} (c0 = 1) ne
dépendant que de (G,Φ), tels que, pour toute place P 6∈ S, l’inégalité suivante soit vérifiée :

∣∣∣∣∣∣∣
1

∏n
j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj

1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣∣∣∣
P

≤ max {1, |β1|P, . . . , |βd|P}D0 × max
λ

{|pλ|P}

× 1

|δ|t|(D0)|P
×

n∏

h=0

1
∣∣∣A(h)

τh (ψ
(h)
0 (0), ψ

(h)
τh (muh))

∣∣∣
Dh

P

×
n∏

j=0

max





∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
0 (muj)

ϕ
(j)
τj (muj)

∣∣∣∣∣
P

, · · · ,

∣∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
Nj

(muj)

ϕ
(j)
τj (muj)

∣∣∣∣∣∣
P





cjDj

(40)

où |.|P est la valeur absolue sur KP définie p. ix.

Démonstration. Rappelons que G → SpecOK[r] désigne le modèle lisse de G, que nous avons
considéré au § I.5. Nous noterons A := OK[r] (anneau principal).

Nous allons tout d’abord utiliser les formules d’additions sur G (relatives au plongement Φ)
pour nous ramener à m = 0. La nullité des dérivées d’ordre < t de F au point mu implique∗,

∗Dans la littérature, cette première étape porte le nom d’« astuce d’Anderson-Baker-Coates ». Elle
vise à dissocier la contribution des dérivations et celle du point mp. Dans un formalisme géométrique plus
adéquat (cf. seconde partie), elle est implicite et n’apparaît plus comme une « astuce ».
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14. Estimations ultramétriques

en utilisant la formule de Leibniz,

1
∏n

j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj

1

t!
Dt

eeF (mu)

=
1

t!
Dt

ee

(
P ◦ (ψ(0)

τ0 , . . . , ψ
(n)
τn

)(z +mu)
)

(0)

=
1

t!
Dt

ee

(
P ◦

((
A

(h)
0

A
(h)
τh

(ϕ(z), ϕ(muh)), . . . ,
A

(h)
Nh

A
(h)
τh

(ϕ(z), ϕ(muh))

)

h

))
(0)

=
n∏

h=0

1

A
(h)
τh

(
(ψ

(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 ), (ψ

(0)
τ0 (muh), . . . , ψ

(n)
τn (muh))

)Dh

× 1

t!
Dt

ee

(
Q(ψ

(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )
)

(0)

(41)

où, si nous posons Xh := (X
(h)
0 , . . . , X

(h)
Nh

),

Q (X0, . . . , Xn) = P
(
(A

(h)
0 (Xh, ψ

(h)
τh

(muh)), . . . , A
(h)
Nh

(Xh, ψ
(h)
τh

(muh))) 0≤h≤n

)
.

Le polynôme Q est homogène en Xh de degré chDh où

ch := degXA
(h)
0 (X, Y)

(cela a un sens par définition des polynômes A(h)
0 , page 14).

Soit F l’ensemble des coefficients de tous les polynômes A(h)
j et C(i)

kjh (ces polynômes, définis
à la fin du § I.5, sont en nombre fini). C’est un sous-ensemble fini de K. Soit S l’ensemble
des places ultramétriques P de L qui divisent r−1 ou telles qu’il existe un élément de F qui
n’appartiennent pas à

OLP
= {x ∈ LP; |x|P ≤ 1} .

L’intersection des éléments de l’ensemble S avec OK est un ensemble qui ne dépend que de G

et du choix du plongement Φ.
Notons (qλ) les coefficients du polynôme Q. Pour toute place ultramétrique P de L, le terme
|qλ|P est majoré (uniformément en λ) par

max
µ

{|pµ|P} ×
n∏

h=0

max





∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
0

ϕ
(h)
τh

(muh)

∣∣∣∣∣
P

, . . . ,

∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
Nh

ϕ
(h)
τh

(muh)

∣∣∣∣∣
P





chDh

× |F|D0+···+Dn
P (42)

où |F|P := max
x∈F

{1, |x|P} (cette quantité vaut 1 si P 6∈ S). Par ailleurs, pour tout d-uplet h de

longueur < |t|, le terme Dh
eeQ ◦ (ψ

(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(0) est nul car cette propriété équivaut à, pour

tout h de longueur < |t|, Dh
eeF (mu) = 0, assertion vraie par définition de t. Par conséquent,

le terme
1

t!
Dt

ee

(
Q(ψ

(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )
)

(0)

est le premier∗ coefficient de Taylor non nul de la fonction holomorphe (au voisinage de 0)

Q(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(z1ẽ1 + · · · + zdẽd) .

∗Pour l’ordre lexicographique sur Nd+1.
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L’isomorphisme de schémas formels Ĝ −→ Specf A[[T0, . . . , Td]] permet d’écrire (formellement)
chacune des composantes des fonctions ψ(h)

0 comme une série formelle s(h)
j , à coefficients dans

A, en les variables T0, . . . , Td (en fait, la structure de groupe produit de G et le choix de la
base (e0, . . . , ed) impliquent que seules les variables Tδ0+···+δh−1

, . . . , Tδ0+···+δh−1 entrent en jeu

pour ψ(h)
0 ). Identifions t̂G (= tG⊗OSpecA

ÔG) à Specf A[[z0, . . . , zd]] grâce au choix de la base e.
Les variables zi se relient aux Ti via le logarithme formel : ℓ = (ℓ0, . . . , ℓd) (attaché aux choix
explicites des isomorphismes Ĝ ≃ Specf A[[T0, . . . , Td]] et t̂G ≃ Specf A[[z0, . . . , zd]]) ; en effet

zi = ℓi(T0, . . . , Td)

avec ℓi indépendant de T0 si i ∈ {1, . . . , d} et ℓ0(T0) = T0 (logarithme de Ga !). De plus,
rappelons (voir annexe C) que, par construction de ce logarithme, la forme différentielle dℓi
appartient à

A[[T0, . . . , Td]].dT0 ⊕ · · · ⊕A[[T0, . . . , Td]].dTd

et la matrice jacobienne
(

∂ℓi

∂Tj
(0)
)

est de déterminant égal à 1. Par conséquent, le premier

coefficient de Taylor non nul de

Q(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(z1ẽ1 + · · · + zdẽd)

(i.e. (a priori) 1
t!
Dt

eeQ(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(0)) est aussi le premier coefficient de Taylor de la série

formelle (à coefficients dans LP) :

Q(. . . , (s
(h)
0 , . . . , s

(h)
Nh

), . . .)(β1ℓ1 + · · · + βdℓd, T1, . . . , Td)

(si Ŵ est le sous-groupe formel de t̂GL
d’équation z0 = β1z1 + · · ·+βdzd, le sous-groupe formel

ℓ−1(Ŵ ) de ĜL admet pour équation

T0 = β1ℓ1 + · · · + βdℓd

(modulo l’isomorphisme du corollaire I.5.2)). La série

Q(. . . , (s
(h)
0 , . . . , s

(h)
Nh

), . . .)(T0, . . . , Td)

s’écrit
s :=

∑

α∈Nd+1

θα·Tα0
0 · · ·Tαd

d

avec θα ∈∑λA.qλ et θα = 0 si α0 > D0. Écrivons également

ℓi =
∑

n∈Nd+1

a(i)
n Tn0

0 · · ·Tnd
d

pour i ∈ {1, . . . , d} (a(i)
n ∈ K). Posons γn :=

∑d
i=1 βia

(i)
n . Alors

s(β1ℓ1 + · · · + βdℓd, T1, . . . , Td)

est égal à
∑

α0≤D0

θα


∑

n∈Nd

γnT
n




α0

Tα1
1 · · ·Tαd

d
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14. Estimations ultramétriques

et le coefficient devant T t1
1 · · ·T td

d est une somme de termes de la forme :

θαγn1
· · · γnα0

.

Comme, pour tout j, dℓj est une forme différentielle formelle à coefficients dans OKp
, le

coefficient a(j)
n est une somme de termes de la forme a/m, où a ∈ OKp

et m est un entier égal
à une des composantes de n. Par conséquent, le terme θαγn1

· · · γnα0
est une somme de termes

de la forme a′/(m1 . . .mα0), où a′ ∈ OKp
et m1, . . . , mα0 sont des entiers non nuls, dont la

somme est ≤ |n|. Par conséquent, la quantité

δ|t|(D0).θαγn1
. . . γnα0

(pour n1 + · · ·+nα0
≤ t, au sens lexicographique) est un polynôme en β1, . . . , βd, à coefficients

dans A, de degré ≤ D0 (car α0 ≤ D0). L’estimation P-adique (P ∈ ML,f \ S) du coefficient
de Taylor

1

t!
Dt

eeQ(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(0)

est alors immédiate :
∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeQ(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(0)

∣∣∣∣
P

≤
∣∣∣∣

1

δ|t|(D0)

∣∣∣∣
P

max {1, |β1|P, . . . , |βd|P}D0max
λ

{|qλ|P} ,

majoration de laquelle se déduit (40) via l’égalité (41) et la majoration (42) des coefficients
qλ.

Si P ∈ S, le procédé ci-dessus ne permet pas d’obtenir directement une majoration (même
plus faible) de ∣∣∣∣

1

t!
Dt

eeQ(ψ
(0)
0 · · ·ψ(n)

0 )(0)

∣∣∣∣
P

,

car on ne connaît pas précisément la dépendance en r de ce terme. Dans ce cas, nous disposons
cependant d’une majoration similaire plus faible :

Lemme I.14.6. Avec les notations du lemme précédent, il existe une constante c38 ne dépen-
dant que de (G,Φ), telle que, pour toute place P ∈ S, on ait :
∣∣∣∣∣∣∣

1
∏n

j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj

1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣∣∣∣
P

≤ cT38 × max {1, |β1|P, . . . , |βd|P}D0

× max
λ

{|pλ|P} ×
n∏

h=0

1
∣∣∣A(h)

τh (ψ
(h)
0 (0), ψ

(h)
τh (muh))

∣∣∣
Dh

P

×
n∏

j=0

max





∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
0 (muj)

ϕ
(j)
τj (muj)

∣∣∣∣∣
P

, · · · ,

∣∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
Nj

(muj)

ϕ
(j)
τj (muj)

∣∣∣∣∣∣
P





cjDj

.

(43)
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Démonstration. Pour contourner le problème évoqué en préambule du lemme, nous allons
majorer « trivialement » ce coefficient grâce à la propriété de différentiabilité des fonctions
ϕ

(h)
j /ϕ

(h)
0 (cf. § I.5). Reprenons les notations introduites dans la preuve précédente. Il existe

un polynôme Ckj ne dépendant que de G tel que

∂

∂zk

(
ϕ

(h)
j

ϕ
(h)
0

)
= Ckj(ψ

(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 ) . (44)

Nous développons

Dt
ee =

∑

0≤mi≤ti

(
d∏

i=1

(
ti
mi

)
.βmi

i .

(
∂

∂zi

)ti−mi
)(

∂

∂z0

)m1+···+md

Appliquée à Q(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 ), la somme se restreint à m1 + · · · + md ≤ D0 car la fonction

Q(ψ
(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 ) est polynomiale en la variable z0 de degré ≤ D0. Utilisons récursivement les

égalités du type (44) ; il vient :

∣∣∣Dt
eeQ(ψ

(0)
0 , . . . , ψ

(n)
0 )(0)

∣∣∣
P
≤ |F||t|+D0+···+Dn

P × max
λ

{|qλ|P} × max {1, |β1|P, . . . , |βd|P}D0 .

Compte tenu de l’évaluation P-adique de 1
t!

(une exponentielle de |t|), on obtient le résultat
annoncé, grâce au majorant (42).

§ 15. Estimations archimédiennes

Lemme I.15.1. Avec les notations du lemme I.14.5, il existe une constante c39 ne dépendant
que de (G,Φ) telle que, pour toute place archimédienne σ : L → C , on ait

∣∣∣∣∣∣∣
1

∏n
j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj

1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣∣∣∣
σ

≤ cT39 × max {1, |β1|σ, . . . , |βd|σ}D0 × max
λ

{|pλ|σ}

×
n∏

h=0

1
∣∣∣A(h)

τh (ψ
(h)
0 (0), ψ

(h)
τh (muh))

∣∣∣
Dh

σ

×
n∏

j=0

max





∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
0 (muj)

ϕ
(j)
τj (muj)

∣∣∣∣∣
σ

, · · · ,

∣∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
Nj

(muj)

ϕ
(j)
τj (muj)

∣∣∣∣∣∣
σ





cjDj

(45)

Démonstration. C’est exactement la même démonstration que celle du paragraphe précédent
pour les places P ∈ S. La constante c39 n’est pas tout à fait maxσ {|F|σ}n+2 car, contrairement
au cas ultramétrique où la valeur absolue d’une somme est majorée par le maximum des termes
de la somme, nous devons tenir compte de la longueur des polynômes A(h)

τh et Ckj (notamment
dans la majoration de |qλ|σ).
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16. Conclusion

§ 16. Conclusion

Des estimations P-adiques et archimédiennes du nombre algébrique

1
∏n

j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj

1

t!
Dt

eeF (mu) , (46)

nous allons en déduire une minoration de
∣∣∣ 1t!D

t
eeF (mu)

∣∣∣. La comparaison avec la majoration de

ce complexe obtenue à la suite de l’extrapolation (corollaire I.13.4) donnera une contradiction.
Nous en déduirons alors les théorèmes I.3.1 et I.3.2.

Appliquons la formule du produit au nombre (46). Nous obtenons l’inégalité suivante :

1

D
log

∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣ ≥

−
(
c40T +D0h(W ) + h(P ) + log δ|t|(D0) +

1

D
log

n∏

h=0

∣∣∣A(h)
τh

(ψ
(h)
0 (0), ψ(h)

τh
(muh))

∣∣∣
Dh

+
n∑

j=0

cjDj





1

D

∑

v 6=σ0

log max





∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
0 (mu)

ϕ
(j)
τj (mu)

∣∣∣∣∣
v

, · · · ,

∣∣∣∣∣∣
ϕ

(j)
Nj

(mu)

ϕ
(j)
τj (mu)

∣∣∣∣∣∣
v












(47)

(la dernière somme porte sur toutes les places (finies et infinies) de L, différentes de σ0). La
définition des polynômes A(h)

τh implique l’existence d’une constante c41, ne dépendant que de
(G,Φ), telle que, pour tout h ∈ {0, . . . , n},

|A(h)
τh

(ψ
(h)
0 (0), ψ(h)

τh
(muh))| ≤ c41 max

{∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
0 (mu)

ϕ
(h)
τh (mu)

∣∣∣∣∣ , · · · ,
∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
Nh

(mu)

ϕ
(h)
τh (mu)

∣∣∣∣∣

}ch

.

Le minorant de l’inégalité (47) se simplifie alors et peut être remplacé par

−c42



T logD0 +D0h(W ) + h(P ) +

n∑

j=0

Djh(mpj)



 · (48)

Choisissons un n-uplet (τ1, . . . , τn) tel que
∣∣∣ϕ(j)

τj
(mu)

∣∣∣ = max
{∣∣∣ϕ(j)

0 (mu)
∣∣∣ , . . . ,

∣∣∣ϕ(j)
Nj

(mu)
∣∣∣
}

≥ exp
{
−c−j (1 +m‖uj‖)ρj

}
lorsque j 6= 0

(49)

et ∣∣∣ϕ(0)
τ0 (mu)

∣∣∣ ≥ 1 . (50)

La quantité log
∣∣∣ 1t!D

t
eeF (mu)

∣∣∣ est alors minorée par

− c43

{
DT logD0 +D0

(
Dh(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(su0)}

)

+ Dh(P ) +

n∑

j=1

Dj

(
max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(spj)} + (S‖uj‖)ρj

)
 ·
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En remplaçant les paramètres par leur valeur, nous obtenons

log

∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣ ≥ −c44C1/2
0 U0 .

Ce qui contredit, pour C0 assez grand, la majoration du corollaire I.13.4 (page 36). Ainsi, une
des trois hypothèses∗ émises lors de la démonstration est fausse. Donc

1. Ou bien l’inégalité (33) est fausse et alors

log |Λ| ≥ −C0U0 .

2. Ou bien u ∈ t eG(C) (et nécessairement nous sommes dans le cas périodique). Le théorème
se déduit alors du lemme I.9.4.

3. Ou bien u 6∈ t eG(C) et nous sommes dans le cas périodique. Alors

|Λ| ≥ 1

2
d(u, t eG(C)) ,

ce qui donne, d’après la première partie du corollaire I.9.5, l’inégalité

log |Λ| ≥ − log 2 + log
[
C−23d

0 (D +Dh(p1) + · · · +Dh(pn) + E‖u1‖ + · · · + E‖un‖)−20d
]

≥− U0

Pour obtenir le théorème I.3.1, il ne reste plus qu’à remplacer dans U0, l’entier S par a,
la comparaison entre |Λ| et d(u, W ) s’effectuant via l’égalité (1). Quant au théorème I.3.2,
les hypothèses de ce théorème impliquent que nous sommes nécessairement dans le cas non-
périodique. Tous les calculs effectués dans ce cas restent vrais lorsque U0 est remplacé par
U ′

0. La seule modification notable se situe au niveau du lemme de zéros, en particulier lors du
corollaire I.11.2, où nous invitons le lecteur à se reporter pour de plus amples détails.

∗Deux de ces hypothèses sont dans le corollaire I.9.5 (page 25), la troisième est au début du § I.13 (page 34).
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Annexe A

Paramètres libres

Dans cette partie, nous reprenons les énoncés des lemmes et propositions qui conduisent
aux théorèmes I.3.1 et I.3.2 mais sans choisir les paramètres D̃0, . . . , D̃n, T , S, x0 comme
au début du paragraphe I.7. Le but est de laisser au lecteur les clefs de la démonstration
des théorèmes et la possibilité de changer les paramètres sans avoir à refaire tous les calculs.
Nous obtenons alors un théorème qui est, en quelque sorte, une « boîte noire » dans laquelle,
en entrée, on choisit des paramètres, et qui donne, en sortie, une minoration de la distance
d(u, W ) de u à l’hyperplan W . En déconstruisant les inégalités données par ce théorème,
nous énonçons les contraintes sur les paramètres puis nous expliquons pourquoi notre choix
de paramètres est « le bon ».

§ A.1. Les paramètres

Considérons x, x0, D̃0, . . . , D̃n, T̃0 < T̃ des réels strictement positifs, S0 < S des entiers
naturels non nuls. Posons D#

i = xD̃i, Di = [D#
i ], T# = x0T̃ , T = [T#], T#

0 = x0T̃0, T0 = [T#
0 ].

Nous allons donner des conditions (hypothèses A.1.1 et A.1.3 ci-dessous) que doivent véri-
fier ces paramètres pour que n’apparaisse pas de « sous-groupe obstructeur »∗.

Tout d’abord, supposons

Hypothèse A.1.1.

x0 ≥ (T̃ )d card(Γp(S))

C0(degΦ G)D̃δ0
0 · · · D̃δn

n

·

Remarque : c’est cette condition qui justifie le choix de U0 sous forme de produit (p. 18).
Cette hypothèse permet d’obtenir le pendant de la proposition I.7.1 :

Proposition A.1.2 (Proposition I.7.1 bis). Il existe un réel x ∈ ]0, x0] tel que les conditions
suivantes soient vérifiées.

(i) Pour tout sous-groupe connexe G′ de G de codimension r′, dont l’espace tangent à l’ori-
gine est inclus dans l’hyperplan W , on a :

(T#)r′−1×card

(
Γp(S) + G′(L)

G′(L)

)
×H (G′ ; D#

0 , . . . , D
#
n ) ≥ C0H (G ;D#

0 , . . . , D
#
n ) . (A.1)

∗Rappelons que, dans ce texte, la terminologie « sous-groupe obstructeur » désigne simplement un sous-
groupe de G donné par le lemme de zéros de Philippon [63].
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(ii) Il y a égalité pour un certain groupe que l’on notera G̃.

On notera que T# a remplacé T̃ . Comme dans la proposition I.7.1, le point essentiel de la
démonstration est que, si on note

B(G′) = A(G′)1/r′ max {A(G′), x0}
r′−1

r′ ,

alors, par construction, x ≤ B({0}) et le calcul de B({0}) repose sur l’inégalité x0 ≥ A({0}),
qui est l’hypothèse A.1.1 (pour plus de détails, cf. page 20). L’hypothèse A.1.1 valide donc la
proposition A.1.2 dont le rôle est d’éliminer les « sous-groupes obstructeurs » d’espace tangent
inclus dans W .

Afin de faire disparaître, parmi ces sous-groupes, ceux dont l’espace tangent à l’origine
n’est pas inclus dans W , on suppose∗

Hypothèse A.1.3.

T̃0 > c45 ×
(

max
{
D̃0, . . . , D̃n

}
+

2

x0

)
·

En effet, si un polynôme multihomogène de multidegré (D0, . . . , Dn), dont la restric-
tion à G n’est pas identiquement nulle, s’annule à l’ordre T le long de W en les points
{0G, p, . . . , (d + 1)Sp} alors il existe un sous-groupe (« obstructeur ») G′ ( G vérifiant
l’inégalité :

T λ × card

(
Γp(S) + G′(L)

G′(L)

)
× H (G′ ; D′

0, . . . , D
′
n) ≤ c46H (G ; D′

0, . . . , D
′
n) (A.2)

où λ = codimW (W ∩ tG′) et D′
i := max {1, Di}. Si tG′ 6⊆ W , on a λ = r′ (par définition

r′ := codimGG′) et de l’inégalité (A.2) nous déduisons

T r′ ≤ c46
H (G ; D′

0, . . . , D
′
n)

H (G′ ; D′
0, . . . , D

′
n)

≤ c46 × degΦ G × max {D′
0, . . . , D

′
n}

r′

i.e. (
T

max {D′
0, . . . , D

′
n}

)r′

≤ c46 degΦ G .

Comme r′ > 0 (car G′ ( G), cela implique

T

max {D′
0, . . . , D

′
n}

≤ c46 degΦ G

puis
x0T̃ − 1 < [x0T̃ ] = T ≤ c46 degΦ G × (1 + x·max {D̃0, . . . , D̃n}) .

Comme x ≤ x0, l’hypothèse A.1.3 entre en contradiction avec l’inégalité ci-dessus, ce qui
impose à G′ d’avoir un espace tangent inclus dans W .
Remarque : si u0 6= 0 et si

∏n
j=1 Gj est une variété semi-abélienne, nous pouvons remplacer

l’hypothèse A.1.3 par l’hypothèse

T̃0 ≥ c47 ×
(

max {D̃0

S0
, D̃1, . . . , D̃n} +

2

x0

)
·

∗Dans les cas particuliers où nous disposons d’une description assez fine des sous-groupes obtructeurs, cette
hypothèse n’est pas indispensable (cf. par exemple [1] et la remarque de la fin de ce paragraphe).
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§ A.2. Le cas périodique : compléments

Nous écrivons ici l’énoncé général du lemme I.9.4 :

Lemme A.2.1.

degΦ π(G̃) ≤ (degΦ G) × C0 ×
D#

0

card
(

Γp(S)+ eG(L)
eG(L)

) × max

{(
D̃j1

T̃

)
× · · · ×

(
D̃jer−1

T̃

)}
(A.3)

où le maximum porte sur les (r̃ − 1)-uplets (j1, . . . , jer−1) vérifiant 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jer−1 ≤ n et
tels que chaque jm ne soit répété qu’au plus δjm fois∗.

La démonstration découle instantanément de celle du lemme I.9.4, en remplaçant T̃ par
T#. Pour obtenir l’équivalent du corollaire I.9.5, nous supposerons

Hypothèse A.2.2. u 6∈ t eG(C) et |Λ| < 1
2
d(u, t eG(C)) dans le cas périodique (où d est la

distance associée à la norme ‖.‖, définie au § I.5).

Corollaire A.2.3. Dans le cas périodique, pour C0 ≥ c48, on a

d(u, t eG(C)) ≥ 1

C2
0

× 1

D#
0

×


 T̃

max
1≤i≤n

D̃i




er−1

·

De plus w 6∈ t eG(C) et t eG(C) ( W ⊗ C. En particulier wd 6= 0.

Démonstration. Voir la démonstration du corollaire I.9.5, page 25.

Le corollaire I.9.8 devient :

Corollaire A.2.4. Dans le cas périodique, on a

|wd| ≥
1

C3
0

× 1

D#
0

×


 T̃

max
1≤i≤n

D̃i




er−1

·

La remarque suivant la proposition I.10.2 devient :
Remarque :

1 + |w1| + · · · + |wd−1|
|wd|

≤ 2(d+ 1)



√
d

2
+ C2

0 (1 + ‖u‖)D#
0




max
1≤i≤n

D̃i

T̃




er−1
 (A.4)

∗Nous pourrions préciser un peu plus ce point en considérant, au lieu de δjm
, le degré en la variable Xjm

du polynôme H (G̃;X0, . . . , Xn). On note traditionnellement ejm
(I(G̃)) ce degré (cf. [69]).
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§ A.3. Rang du système linéaire

Lemme A.3.1. Soit ρ le rang du système (27). Il existe une constante c49, ne dépendant que
de (G,Φ), telle que

ρ ≤ c49C0·max

{
1 + S0

1 + S
,
T0

T

}
·H (G ; D′

0, . . . , D
′
n) et ν ≥ c49DH (G ; D′

0, . . . , D
′
n)

où D′
i := max {1, Di}.

Nous supposerons

Hypothèse A.3.2.

max

{
1 + S0

1 + S
,
T0

T

}
≤ 1

C2
0

·

La démonstration de la non-nullité des entiers Di (corollaire I.11.2) repose encore sur
l’argument donné page 28 et l’hypothèse A.1.3.

§ A.4. Construction de la fonction auxiliaire

Notons ξ1, . . . , ξD une base quelconque du Q -espace vectoriel L. La version brute de la
proposition I.12.3 est :

Proposition A.4.1. Soit p un réel strictement positif. Il existe une constante c50 ne dépen-
dant que du couple (G,Φ) et il existe un polynôme multihomogène P de L[P], de multidegré
(D0, . . . , Dn), ne s’annulant pas identiquement sur G, tel que :

• Les coefficients de P appartiennent à Z.ξ1 ⊕ · · · ⊕ Z.ξD

• La hauteur h(P ) est majorée par :

c50
C0D



T + p+ ̥ +D0 log(e+ S‖u0‖) +

n∑

j=1

Dj(1 + S‖uj‖)ρj



+ c50h(ξ1 : · · · : ξD) + logD

où

̥ =

{
0 dans le cas non-périodique,

T log(1 + ‖u‖) dans le cas périodique.

• Pour chaque (t, s) ∈ Υ, la valeur absolue du coefficient de Taylor 1
t!
Dt

fF (su) (où, nous
le rappelons, F = P ◦ Φ) est majorée par e−p.

Remarque : la conclusion nous donnera la valeur optimale de p (à une constante près), fonction
du cas – périodique, non-périodique – dans lequel nous sommes.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition I.12.3, on écrit

P =
∑

λ,i

aλ,i.ξi.X
λ
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et on pose

u(λ,i)(t, s) = ξi
1

t!
Dt

f (Φ
λ)(su) .

Le lemme I.12.2 implique l’existence d’une constante c51 ne dépendant que de (G,Φ), telle
que

max
(t, s)∈Υ




∑

(λ,i)

|u(λ,i),(t, s)|



 ≤ cT+D0

51 × eDh(ξ1:···:ξD)+log D

× (1 + S‖u0‖)D0 × exp



c

n∑

j=1

Dj(1 + S‖uj‖j)
ρj





×
{

1 cas non-périodique

(1 + ‖u‖)2(d+1)T cas périodique

(A.5)

Puis, pour C0 assez grand, la majoration (A.5) et le lemme de Thue-Siegel (lemme I.12.1,
page 29) induisent l’existence des entiers aλ,i, de module inférieur à eδ où

δ :=
c52
C0D

{T + logS + p+ ̥ +D +D0 log(1 + S‖u0‖)

+
n∑

j=1

Dj(1 + S‖uj‖)ρj +Dh(ξ1 : · · · : ξD) + logD}

L’inégalité h(P ) ≤ log(Deδ) + h(ξ1 : · · · : ξD) permet de conclure la démonstration.

§ A.5. Extrapolation

Lemme A.5.1. Soit F la fonction analytique associée au polynôme construit précédemment.
Alors, pour tout couple (t, s) ∈ Nd+1 avec |t| ≤ 2(d+1)T et s ≤ 2(d+1)S, l’inégalité suivante
est vérifiée :

∣∣∣∣
1

t!
Dt

fF (su) − 1

t!
Dt

fF (sw)

∣∣∣∣ ≤ cT+̥+log S
53 × |Λ| × max

λ
{|pλ|} × (1 + S‖u0‖)D0

× exp



c53

n∑

j=1

Dj(1 + S‖uj‖)ρj



 .

(A.6)

La démonstration de ce lemme découle du lemme I.12.2, de l’hypothèse A.1.3 (qui permet
de majorer le nombre de λ par ec54T ) et de l’

Hypothèse A.5.2. S|Λ| ≤ 1.

Cependant, pour faciliter les calculs, nous supposerons (même si ce n’est pas essentiel) que
l’hypothèse suivante (plus forte) est vérifiée :

Hypothèse A.5.3. SE|Λ| ≤ 1.
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Proposition A.5.4 (Extrapolation). Il existe une constante c55, ne dépendant que de
(G,Φ), telle que, pour tout réel E ≥ 1, pour tout couple (t, s) ∈ Nd+1 avec |t| ≤ (d + 1)T et
s ≤ (d+ 1)S, la quantité ∣∣∣∣

1

t!
Dt

fF (su)

∣∣∣∣

soit majorée par

1. Dans le cas non-périodique :

cT+log S
55 × max

λ
{|pλ|} × (1 + S‖u0‖)D0 × ec55

Pn
j=1 Dj(1+S‖uj‖)

ρj

×
{

(1 + ES‖u0‖)D0ec55
Pn

j=1 Dj(1+ES‖uj‖)
ρj

(
1

E

)(d+1)TS0

+

(
c55S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u‖)2(d+1)T (e−p + |Λ|)
}

2. Dans le cas périodique :

c
T+T log(1+‖u‖)+log S
55 × max

λ
{|pλ|} × (1 + S‖u0‖)D0 × ec55

Pn
j=1 Dj(1+S‖uj‖)

ρj

×
{

(1 + ES‖u0‖)D0ec55
Pn

j=1 Dj(1+ES‖uj‖)
ρj

(
1

E

)(d+1)T0S

+ cT0S
55 (e−p + |Λ|)

}

En revenant à la base ẽ de W , nous en déduisons le

Corollaire A.5.5. Pour tous |t| ≤ (d+ 1)T et s ≤ (d+ 1)S, on a

1. Dans le cas non-périodique :
∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeF (su)

∣∣∣∣ ≤ cT+log S
55 × max

λ
{|pλ|} × (1 + S‖u0‖)D0 × ec55

Pn
j=1 Dj(1+S‖uj‖)

ρj

×
{

(1 + ES‖u0‖)D0ec55
Pn

j=1 Dj(1+ES‖uj‖)
ρj

(
1

E

)(d+1)TS0

+

(
c55S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u‖)2(d+1)T
[
e−p + |Λ|

]
}

2. Dans le cas périodique :
∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeF (su)

∣∣∣∣ ≤ c
T log(e+‖u‖)+log S
55 × max

λ
{|pλ|} × (1 + S‖u0‖)D0 × ec55

Pn
j=1 Dj(1+S‖uj‖)

ρj

×
{

(1 + ES‖u0‖)D0ec55
Pn

j=1 Dj(1+ES‖uj‖)
ρj

(
1

E

)(d+1)T0S

+ cT0S
55

[
e−p + |Λ|

]}

§ A.6. Estimations ultramétriques et archimédiennes

Les lemmes I.14.5 et I.15.1 sont inchangés.
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§ A.7. Conclusion

Rappelons qu’à partir de maintenant le couple (m, t) est celui fixé après le lemme I.14.3.
Des estimations ultramétriques et archimédiennes, nous déduisons alors (formule du produit)
la minoration :

1

D
log

∣∣∣∣∣∣∣
1

∏n
j=0

(
ϕ

(j)
τj (muj)

)Dj

1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣∣∣∣

≥ −c56T −D0h(W ) − 1

D

∑

v 6=σ0

log max
λ

{|pλ|v} − (d+ 1)T logD0

+
n∑

h=1

Dh

D

∑

v 6=σ0

log
∣∣∣A(h)

τh
(ψ

(h)
0 (0), ψ(h)

τh
(muh))

∣∣∣
v
− D0

D

∑

v 6=σ0

log max {1, |mu0|v}

−
n∑

h=1

ch
Dh

D

∑

v 6=σ0

log max

{∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
0 (muh)

ϕ
(h)
τh (muh)

∣∣∣∣∣
v

, · · · ,
∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
Nh

(muh)

ϕ
(h)
τh (muh)

∣∣∣∣∣
v

}

puis

1

D
log

∣∣∣∣
1

t!
Dt

eeF (mu)

∣∣∣∣

≥ −c57
n∑

h=1

Dh

(
max

0≤s≤(d+1)S
{h(sph)} +

1

D
(1 + S‖uh‖)ρh

)
− (d+ 1)T logD0

−D0


h(W ) +

1

D

∑

v 6=σ0

log max {1, |mu0|v}


− 1

D

∑

v 6=σ0

log max
λ

{|pλ|v}

(A.7)

après avoir remarqué, toujours en utilisant la formule du produit, que

1

D

∑

v 6=σ0

log
∣∣∣A(h)

τh
(ψ

(h)
0 (0), ψ(h)

τh
(muh))

∣∣∣
v

= − 1

D
log
∣∣∣A(h)

τh
(ψ

(h)
0 (0), ψ(h)

τh
(muh))

∣∣∣

≥ −ch

D
log max

{∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
0 (muh)

ϕ
(h)
τh (muh)

∣∣∣∣∣ , · · · ,
∣∣∣∣∣
ϕ

(h)
Nh

(muh)

ϕ
(h)
τh (muh)

∣∣∣∣∣

}
− c58

D

En comparant la minoration (A.7) à la majoration du corollaire A.5.5 et en remplaçant
la hauteur de P qui apparaît par son majorant (page 48), nous obtenons l’existence d’une
constante c59 vérifiant :
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❶ Dans le cas non-périodique, la quantité

U1 :=
p

C0D
+ h(ξ1 : · · · : ξD) + T logD0 + logD

+
n∑

h=1

Dh

(
max

0≤s≤(d+1)S
{h(sph)} +

(S‖uh‖)ρh

D

)
+D0

(
h(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{h(su0)}

)

+
1

c59D
log

{(
1

E

)(d+1)TS0

(1 + ES|u0|)D0ec59
Pn

h=1 Dh(1+ES‖uh‖)
ρh

+

(
c59S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u‖)2(d+1)T
[
e−p + |Λ|

]
}

(A.8)

est positive. Supposons alors que e−p + |Λ| est inférieur ou égal à

(
S0

c59S

)(d+1)TS0 1

(1 + ‖u‖)2(d+1)T

(
1

E

)(d+1)TS0

(1 + ES|u0|)D0ec59
Pn

h=1 Dh(1+ES‖uh‖)
ρh

et choisissons

p := C
1/2
0 TS0 logE − C0Dh(ξ1 : · · · : ξD) − C0DT logD0 − C0D logD

− C0

n∑

h=1

Dh

(
max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(sph)} + (ES‖uh‖)ρh

)

− C0D0

(
Dh(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(su0)} + log(1 +ES|u0|)

)

Alors U1 est négative ce qui contredit l’hypothèse sur e−p + |Λ| et conduit à une mino-
ration de |Λ|.

❷ Dans le cas périodique (et compte tenu de la minoration de d(u, t eG(C)) du corol-
laire A.2.3), la quantité

U2 :=T

(
logD0 +

1

D
log(1 + ‖u‖)

)
+ h(ξ1 : · · · : ξD) + logD

+
p

C0D
+D0

(
h(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{h(su0)}

)
+

n∑

h=1

Dh

(
max

0≤s≤(d+1)S
{h(sph)} +

(S‖uh‖)ρh

D

)

+
1

c59D
log

{(
1

E

)(d+1)T0S

(1 + ES|u0|)D0ec59
Pn

h=1 Dh(1+ES‖uh‖)
ρh

+cT0S
59

[
e−p + |Λ|

]}

(A.9)

est positive. Supposons que e−p + |Λ| est inférieur ou égal à

(
1

c59E

)(d+1)T0S

(1 + ES|u0|)D0ec59
Pn

h=1 Dh(1+ES‖uh‖)
ρh
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et choisissons

p := C
1/2
0 T0S logE − C0Dh(ξ1 : · · · : ξD) − C0D logD

− C0DT (logD0 +
1

D
log(1 + ‖u‖))

− C0

n∑

h=1

Dh( max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(sph)} + (ES‖uh‖)ρh)

− C0D0(Dh(W ) + max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(su0)} + log(1 +ES|u0|))

Alors U2 est négative et on obtient encore une minoration de |Λ|.

En résumé, nous obtenons le

Résultat intermédiaire

Avec les données du § I.2 de la première partie (le groupe algébrique, etc. . .), il existe une
constante c60 ne dépendant que de (G,Φ) telle que : pour tous réels strictement positifs
T̃0 < T̃ , S0 < S, D̃0, . . . , D̃n, x0, C0, p, E vérifiant les conditions suivantes :

1. T# = x0T̃ , T = [T#].

2. E ≥ 1

3. x0 ≥ ( eT )d card(Γp(S))

C0(degΦ G) eDδ0
0 ··· eDδn

n

4. T̃0 ≥ c60

(
max {D̃0, . . . , D̃n} + 2

x0

)

5. C0 ≥ c60

6. SE|Λ| ≤ 1

Alors :
⋆ Ou bien u 6∈W et

1. Dans le cas non-périodique :

|Λ| ≥
(
S0

c60S

)(d+1)TS0 1

(1 + ‖u‖)2(d+1)T

(
1

E

)(d+1)TS0

− exp
{
−C1/2

0 TS0 logE + C0Dh(ξ1 : · · · : ξD) + C0D logD

+ C0DT log(x0D̃0) + C0x0

n∑

h=1

D̃h

(
max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(sph)} + (ES‖uh‖)ρh

)

+C0x0D̃0

(
Dh(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(su0)} + log(1 +ES|u0|)

)}
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2. Dans le cas périodique :

|Λ| ≥
(

1

c61E

)(d+1)T0S

− exp
{
−C1/2

0 T0S logE + C0Dh(ξ1 : · · · : ξD) + C0D logD

+ C0x0D̃0

(
Dh(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(su0)} + log(1 +ES|u0|)

)

+ C0x0

n∑

h=1

D̃h

(
max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(sph)} + (ES‖uh‖)ρh

)

+C0DT

(
log(x0D̃0) +

1

D
log(1 + ‖u‖)

)}

⋆ Ou bien u ∈ W et alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G̃ de G tel que

degΦ π(G̃) ≤ (degΦ G)C0 ×
x0D̃0

card
(

Γp(S)+ eG(L)
eG(L)

) × max

{(
D̃j1

T̃

)
· · ·
(
D̃jer−1

T̃

)}
(A.10)

(cf. lemme A.2.1) et u ∈ t eG(C) ⊆ W ⊗ C.
Sous cette forme extrêmement technique, le résultat ci-dessus n’est guère exploitable. Tout

au plus, il permet de s’assurer que le choix des paramètres effectué page 18 est valide, sans
aucune certitude vis-à-vis de sa pertinence. Alors, pour ne pas laisser le lecteur sur sa faim,
nous allons démontrer que l’on ne peut espérer une amélioration sensible de la mesure d’indé-
pendance (en particulier pour la hauteur du point p) avec des manipulations élémentaires sur
les paramètres sans idées nouvelles.

§ A.8. Épilogue . . .

. . . opératique ! Pour mieux comprendre l’influence de chaque paramètre sur la minoration
finale de d(u, W ), nous allons décrire les « groupes » de paramètres qui apparaissent ensemble,
dresser un tableau des contraintes puis donner la mesure obtenue. In fine, nous montrerons
que le choix des paramètres effectué au § I.7 est le meilleur possible, au regard des contraintes
énoncées.

§ A.8.a. Les protagonistes

➀ Le Chef d’Orchestre :
1

D
TS logE

Ce terme apparaît dans le lemme d’extrapolation (type Schwarz)∗. Il est au cœur de la
partie analytique de la méthode de Baker. Le facteur 1/D signifie que la majoration fine
n’est effectuée que pour une seule place de L (celle correspondant au plongement initial
de L dans C). C’est lui qui décide de la qualité de la mesure d’indépendance.

∗Pour être précis, c’est (1/D)TS0 logE qui apparaît dans le cas non-périodique et (1/D)T0S logE dans le
cas périodique.
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A.8. Épilogue . . .

➁ La Prima Donna :
T · logD0

Cette quantité est au centre même de la thèse que vous lisez. Elle est de nature arith-
métique ; elle mesure la taille des dénominateurs des coefficients de Taylor de la fonction
auxiliaire (lemme I.14.5, page 38). Grâce à un modèle lisse de G et à son logarithme
formel, elle remplace la grandeur T · log T , source de l’apparition du logarithme de h(W ),
qui intervenait dans les travaux antérieurs [45, 65]. Signalons que T logD0 apparaît aussi
indépendamment dans le cas périodique via l’inégalité de changements de bases (25)
(page 27) et la majoration (A.4), page 47.

➂ Le Ténor :
D0.h(W )

L’existence de ce terme découle de l’astuce de N. Hirata-Kohno, qui modifie l’hyper-
plan pour le positionner transversalement à l’espace tangent tGa . Il remplace le terme
T ·h(W ) qui apparaissait dans les travaux antérieurs à [45], et qui provoquait la venue
(au moins) de h(W )2 dans la mesure d’indépendance. Il joue un rôle essentiel et va de
pair avec la quantité précédente.

➃ Les Barytons :

D0·
(

max
0≤s≤(d+1)S

{h(su0)} +
1

D
log(1 + ES|u0|)

)

Ce terme comprend les quantitées liées à Ga et découle de la nature polynomiale des
fonctions sur Ga (d’où le logarithme !).

Dh·
(

max
0≤s≤(d+1)S

{h(sph)} +
1

D
(ES‖uh‖)ρh

)

Ce terme est également classique et regroupe, à l’instar de son confrère, l’aspect arith-
métique et analytique (via le logarithme uh) du point ph ∈ Gh(Q).

➄ Les seconds rôles :
T

D
· log(1 + ‖u‖)

Dans le cas non-périodique, cette quantité apparaît en utilisant la formule de dériva-
tion (37), page 35. Dans le cas périodique, c’est le choix de la base f et la comparaison
avec la base ẽ qui provoque son entrée en scène (inégalité (26) de la proposition I.10.2,
page 27).

h(ξ1 : · · · : ξD)

Ce terme est relatif au choix de la base du corps de nombres L. C’est la construction du
polynôme auxiliaire, via le lemme de Thue-Siegel, qui justifie sa présence. L’utilisation
de la méthode des pentes supprime ce terme. Il est majoré par D(h(W ) + h(p0) + · · ·+
h(pn)) + c62.

➅ Les figurants :
T, S, D0, . . . , Dn

Ils sont presque toujours en duo avec des constantes ne dépendant que de (G,Φ).
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Annexe A. Paramètres libres

§ A.8.b. Tableau des contraintes

Pour a ∈ R, la notation a ≫ 1 signifie que a est supérieur à une constante ne dépendant
que de (G,Φ).

Voici les contraintes (écrites dans le cas non-périodique ; dans le cas périodique, il suffit,
dans la toute suite, de remplacer T0 par T et S par S0 ; en particulier, la condition (A.16)
ci-dessous est supprimée) :

☛

1

D
TS0 logE ≫

√
C0Dh

(
max

0≤s≤(d+1)S
{h(sph)} +

1

D
(ES‖uh‖)ρh

)
pour h = 0, . . . , n (A.11)

☛
1

D
TS0 logE ≫

√
C0D0

(
h(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{h(su0)} +

1

D
log(1 + ES|u0|)

)
(A.12)

☛
1

D
TS0 logE ≫

√
C0 (h(ξ1 : · · · : ξD) + logD) (A.13)

☛
S0 logE ≫

√
C0D logD0 (A.14)

☛ ∗

S0 logE ≫ 1√
C0

log(1 + ‖u‖) (A.15)

☛ √
C0 logE ≫ log(S/S0) (A.16)

☛
T0 ≫ Dh pour h = 0, . . . , n (A.17)

☛
1

C2
0

≥ max

{
1 + S0

1 + S
,
T̃0

T̃

}
(A.18)

☛
C0 ≫ 1 (A.19)

☛

x0 ≥ T̃ d card(Γp(S))

C0 × degΦ G × D̃δ0
0 · · · D̃δn

n

· (A.20)

Cette dernière condition est de type « condition de Siegel » (nombre d’équations/nombre
d’inconnues) :

T dS ≃ C0D
δ0
0 · · ·Dδn

n .

Sous toutes ces conditions, la mesure d’indépendance linéaire est alors

log |Λ| ≫ −
√
C0 max {TS0, T0S} logE . (A.21)

∗Cette condition n’intervient que dans le cas périodique. Dans l’autre cas, il suffit de remplacer dans la
conclusion (inégalité (A.21)) la quantité S0 logE par S0 logE + log(1 + ‖u‖).
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A.8. Épilogue . . .

§ A.8.c. Justification du choix des paramètres

Pour éviter la répétition (avec d’infimes variantes), nous allons étudier seulement le cas
non-périodique.

Nous avons à résoudre un problème d’optimisation sous contraintes.
Un point de vue heuristique suggère, d’une part, que « la » solution du problème réside au bord du
sous-ensemble des points

(x0, T̃ , T̃0, S, S0, D̃0, . . . , D̃n)

de Rn+6 qui satisfont aux contraintes du § A.8.b et, d’autre part, que la (relative) symétrie qui existe
entre les groupes G1, . . . , Gn doit être conservée (un des Dℓ (1 ≤ ℓ ≤ n) ne peut être fonction de
h(W ) sans que les autres Dj (j 6= ℓ, 1 ≤ j ≤ n) ne soient, eux aussi, fonction de h(W )). Nous allons
voir que ces considérations simples sont ici confirmées.

D’après les conditions (A.11) et (A.17), pour 1 ≤ h ≤ n, le réel D̃h doit être le quotient de
T̃ S0 logE par √

C0( max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(sph)} + (ES‖uh‖)ρh) + S0 logE ,

pondéré par un coefficient εh ∈ ]0, 1[. De même,

D̃0 =
T̃ S0 logE√

C0(Dh(W ) + max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(su0)} + log(1 +ES|u0|)) + S0 logE
× ε0 ,

avec ε0 ∈ ]0, 1[. De plus, les paramètres doivent vérifier la condition de Siegel (condition (3)
du théorème A.7, ou inégalité (A.20)), i.e.

x0 ≥ (T̃ )d· card(Γp(S))

C0D̃
δ0
0 · · · D̃δn

n

≥ Cd
0 · card(Γp(S))

(S0 logE)d+1T̃
×
(√

C0(Dh(W ) + max
0≤s≤(d+1)S

{Dh(su0)} + log(1 +ES|u0|)) + S0 logE

)

×
n∏

j=1

(√
C0

{
max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(spj)} + (ES‖uj‖)ρj

}
+ S0 logE

)δj

× 1

εδ00 · · · εδn
n

(en fait, nous pouvons enlever le terme log(1 + ES|u0|) qui est majoré par Dh(Su0) + logE)
donc, avec l’inégalité (A.21), on retrouve (au mieux) :

log d(u, W ) ≫− card(Γp(S))

(S0 logE)d
× (Dh(W ) + max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(su0)} + S0 logE)

×
n∏

j=1

(
max

0≤s≤(d+1)S
{Dh(spj)} + (ES‖uj‖)ρj + S0 logE

)δj

× 1

εδ00 · · · εδn
n

·

(A.22)

Il devient clair que la mesure se bonifie en choisissant ε0 = · · · = εn = 1 (i.e. D0, . . . , Dn

maximaux), S minimal (i.e. C0 constant et S = c63 ×S0, avec c63 ≥ C0, cette contrainte étant
liée à la majoration du rang du système linéaire (lemme I.11.1, page 28)). Enfin, le choix du
nombre de pas∗ S0 est guidé (voire imposé !) par les contraintes (A.14) et (A.15).

∗Nombre qui, d’après l’inégalité (A.22), doit être choisi le plus petit possible.
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Annexe A. Paramètres libres

Remarque : un calcul semblable montre que la majoration du degré de π(G̃) est, elle aussi,
optimale (modulo les contraintes énoncées au paragraphe précédent).

Ayant la meilleure mesure possible (à la constante (liée au groupe) près) avec la méthode
utilisée, nous allons, dans la seconde partie de cette thèse, changer notre fusil d’épaule en
mettant en œuvre la méthode des pentes de J.-B. Bost, qui apporte un point de vue plus
géométrique de la situation et un formalisme efficace pour, d’une part, calculer la constante
dépendant de G (lorsque ce groupe est une variété abélienne) et, d’autre part, pour introduire
de nouveaux outils, d’usage courant en Théorie d’Arakelov.
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Mesure d’indépendance linéaire de
logarithmes II
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Le cas abélien non-homogène

§ 1. Introduction

L’objet de ce texte est d’obtenir une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes de
G(Q), où G est le produit direct du groupe affine Ga et d’une variété abélienne (définie sur
Q), entièrement effective, via la méthode des pentes de J.-B. Bost et des outils de Géométrie
d’Arakelov qui lui sont naturellement associés. Plus que le résultat lui-même (qui, cependant,
est inédit), nous essaierons de mettre en relief la démarche, qui diffère en plusieurs points de
celle employée dans la première partie de cette thèse. Un des points saillants de la méthode
est l’absence du lemme de Siegel (ou une de ses variantes) car nous n’effectuons aucun choix
de polynômes (auxiliaires) mais nous considérons plutôt tous les polynômes, à l’instar de la
méthode des déterminants d’interpolation de M. Laurent. À la base, ces deux méthodes
considèrent un même objet mathématique, écrit sous deux aspects différents : une matrice M
à coefficients algébriques pour l’une, une application linéaire ϕ entre des Q -espaces vectoriels
(de dimension finie) pour l’autre. Et elles ont en commun l’évaluation de la puissance extérieur
maximale (i.e. le déterminant) de ces objets pour chacune des normes associées aux places
(ultramétriques et archimédiennes) de Q. La filtration qui intervient dans la méthode des
pentes se traduit alors par des manipulations sur les lignes et les colonnes de la matrice
M (ce qui ne modifie pas son déterminant). Si, à l’origine, les points de vue sont quasi-
identiques∗, la méthode des pentes jouit, à mon avis, d’une plus grande souplesse d’utilisation
parce qu’aucune base des espaces vectoriels qui entrent dans le définition de ϕ n’est choisie ;
cet aspect intrinsèque (contrairement aux déterminants d’interpolation) ouvre la porte à la
géométrie (et donc à l’imagination† !) si nous considérons pour ces espaces vectoriels des
espaces de sections de fibrés sur un schéma. La géométrie d’Arakelov entre en scène car, aux
places infinies, ces espaces vectoriels doivent être munis de métriques, et un moyen efficace
de les obtenir (sans avoir à choisir de bases et de décréter qu’elles sont orthonormées) est de
disposer d’une structure de fibrés hermitiens, dont se déduisent alors les métriques voulues
sur les espaces de sections. Dans le cadre des variétés abéliennes, les objets (arakeloviens)

∗À tel point d’ailleurs que l’on retrouve les mêmes difficultés techniques (aujourd’hui non résolues) qui
m’obligeront à supposer u0 6= 0 (forme linéaire non-homogène), alors qu’une telle hypothèse n’est pas utile
avec les « polynômes auxiliaires ». Autrement dit, je ne sais pas « extrapoler sur les dérivées » avec la méthode
des pentes mais seulement sur les points (méthode de Baker, stricto sensu).

†La méthode des pentes a permis de découvrir de nouveaux énoncés (et, bien sûr, de les démontrer) comme,
par exemple, le très joli résultat de [40] ou le « théorème scandaleux » de J.-B. Bost, scandaleux parce qu’il n’a
été observé que récemment (2000), dont l’énoncé est le suivant :Soit X une sous-variété analytique (algébrique)
lisse de Pn(C), de dimension ≥ 1, et X un germe le long de X de sous-variété analytique lisse de Pn(C). Si
le fibré normal NXX est ample sur X alors X est algébrique.
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Le cas abélien non-homogène

introduits dans la méthode des pentes sont calculables de manière totalement explicites. C’est
pourquoi nous avons écrit ce texte avec une variété abélienne (et non un groupe algébrique
commutatif quelconque), ce qui nous permet d’utiliser les travaux de J.-B. Bost [17, 18, 19,
20, 21] et P. Graftieaux [39, 40]. Le théorème II.2.1 est (dans un cadre plus restreint) une
version totalement explicite des théorèmes I.3.1 et I.3.2 de la première partie de cette thèse.
D’un point de vue pratique, il est extrêmement agréable de pouvoir utiliser ces résultats (qui
masquent parfois des calculs difficiles, voir iii) du théorème II.3.2) de manière immédiate et
transparente, même si, parfois, il est possible d’effectuer « à la main » les calculs, à l’instar,
par exemple, des travaux récents de S. David et P. Philippon sur les minorations de hauteurs
normalisées [32, 33]. Ces formules simplifient grandement les démonstrations mais elles ne sont
pas, en elle-mêmes, des arguments cruciaux.

La méthode des pentes est encore peu répandue en Transcendance, en dépit des cours don-
nés par J.-B. Bost, à l’Institut Henri Poincaré, en 1997 et 1999 [20] et des quelques articles
qui utilisent cette méthode [19, 22, 39, 40]. Ainsi, par soucis pédagogique, nous avons repris
en annexe l’aspect élémentaire de cette méthode que nous illustrons (très simplement) avec le
théorème des six exponentielles. Le lecteur intéressé par d’autres applications (que celles déjà
citées) de la méthode des pentes pourra également consulter les thèses de H. Randriambo-

lolona [67] et E. Viada-Aehle [78].

§ 2. Données et résultats

Soit (A, L) une variété abélienne polarisée (le fibré en droites L est ample et symétrique
sur A), définie sur Q, de dimension d. Notons h0(A, L) la dimension de l’espace des sections
Γ(A, L) et hF (A) la hauteur de Faltings de A. Notons G le groupe algébrique (sur Q) Ga×A et
tG(Q) (identifié à tGa(Q)⊕ tA(Q)) l’espace tangent à l’origine de G. Soient exp l’exponentielle
du groupe de Lie complexe G(C) et u un vecteur de tG(C) tel que p := exp(u) appartienne
à G(Q). Considérons W un hyperplan de tG(Q), ne contenant pas tGa(Q). Dans ce texte,
afin d’éviter un écueil technique∗, nous supposerons que la projection de u sur tGa(C) est non
nulle (les formes linéaires que nous étudions sont donc non-homogènes). D’après le théorème
de Wüstholz [85] (voir aussi points (a) et (b) du théorème I.3.1), cela implique que u 6∈ W .
Fixons un corps de nombres k sur lequel existe un modèle de Moret-Bailly de (A, L, {p}) (voir
§ II.3.a pour une définition précise d’un tel modèle. Une construction du corps k est expliquée
au début de la démonstration du theorem 4.10 de [18], page 58). Soient K une extension finie
de k sur laquelle est définie l’hyperplan W et D un majorant de [K : Q]. Nous supposerons que
le corps K est plongé dans C (nous noterons parfois σ0 ce plongement particulier). Signalons
que, contrairement à la première partie, le corps k n’est pas seulement lié à la variété abélienne
mais aussi au choix du point p. Il est cependant indépendant de l’hyperplan W . Dorénavant,
le groupe G sera vu comme schéma en groupes au-dessus de Spec k. En particulier, l’espace
tangent tG est un k -espace vectoriel. Soit e0 (= ∂

∂X
) la base canonique de tGa et (e1, . . . , ed)

une base de tA (orthonormée pour le produit scalaire sur tAσ0
(C), considéré quelques lignes

plus loin). La famille {e0, . . . , ed} forme une base de tG, dans laquelle les coordonnées de u

∗Actuellement, nous ne savons pas traiter le cas périodique (voir définition I.7.2, p. 21) avec la méthode des
pentes ou, le problème est le même, avec la méthode des déterminants d’interpolations de M. Laurent (voir
note ∗ précédente).
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sont (u0, . . . , ud) et W a pour équation z0 = β1z1 + · · ·+ βdzd, avec βi ∈ K (c’est possible car
tGa 6⊆ W ). Notons q ∈ A(k) la projection de p sur A(k), et u′ un logarithme (∈ tAσ0

(C)) de q.

Notons également ĥ(q) la hauteur de Néron-Tate (relative à L) de q. Pour chaque plongement
σ : K →֒ C, nous disposons d’une norme hermitienne ‖.‖L, σ sur tGσ(C), de distance associée
dσ, définie au § II.3.b. . Soit A un schéma au dessus de Ok, de fibre générique A, provenant
du modèle de Moret-Bailly, considéré ci-dessus. Une définition précise de A se situe au début
du § II.5.a. .

Le théorème suivant porte sur une minoration de la distance de u à W (relativement au
plongement fixé σ0 : K →֒ C), distance qui est aussi égale au module du nombre complexe

Λ := u0 − β1u1 − · · · − βdud

divisé par (1 + |β1|2 + · · · + |βd|2)1/2.

Théorème II.2.1. Supposons les hypothèses ci-dessus vérifiées. Supposons de plus que le fibré
ample L induise une polarisation principale sur A. Soit E un réel ≥ e. Soient a et b des réels
vérifiant

log a ≥ max

{
1, ĥ(q),

E2‖u′‖2
L, σ0

D

}
,

log b ≥ h(u0) +
1

[K : Q]

∑

σ:K →֒C

log
1

dσ(e0, W ⊗σ(K) C)
·

Alors

log dσ0(u, W ) ≥ − (100d)1000d2

{
1 +

D

logE

(
max {1, hF (A)} + log+

(
D log a

logE

))}d+1

×
{
D log b+ logE +D log

(
1 +

D

logE

(
max {1, hF (A)} + log+

(
D log a

logE

)))}

×
{

1 +
D log a

logE

}d

·
(1)

Remarque : Si (A, L) n’est pas principalement polarisé, nous pouvons, par isogénie, nous
ramener aux conditions de ce théorème et l’inégalité (1) reste vraie en remplaçant

max {1, hF (A)}

par
max {1, hF (A), log h0(A, L)} ·

À ma connaissance, cette inégalité et le résultat de S. David [30], qui traitait le cas où la
variété abélienne est un produit de courbes elliptiques, sont les seules mesures d’indépendances
linéaires totalement explicites, sur un groupe algébrique (commutatif) non exclusivement li-
néaire. Cependant, notre résultat, s’il est du même type que [30], ne le contient pas. En effet,
d’une part, nous avons supposé u0 6= 0 et, d’autre part, nous avons considéré la variété abé-
lienne polarisée (A, L) dans sa globalité. La méthode de démonstration du théorème II.2.1
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permet de traiter∗ le cas où A est le produit (d’un nombre fini) de variétés abéliennes pola-
risées (Ai, Li), en tenant compte séparément de chacun des invariants (hF (Ai), h0(Ai, Li))
liés à (Ai, Li). Nous allons voir que la méthode des pentes et quelques théorèmes de géométrie
d’Arakelov simplifient à la fois la démonstration et les calculs (il en reste !). Auparavant, afin
de mieux percevoir les conséquences de ce théorème, nous allons donner une suite de mesures
d’indépendances linéaires, chacune d’elles étant centrée sur un paramètre précis et se déduisant
aisément du théorème II.2.1.

Conséquence II.2.2. Il existe une constante c1 = c1(A, L, K, u) > 0, indépendante de la
hauteur h(W ) de W , telle que

log |Λ| ≥ −c1 max {1, h(W )} . (2)

Ce résultat est vrai dans le cadre général des groupes algébriques commutatifs (voir le
théorème principal de la première partie). Il est optimal, à la constante c1 près. De plus, la
conséquence II.2.2 se déduit du théorème II.2.1 en comparant la quantité

h′(W ) :=
1

[K : Q]

∑

σ:K →֒C

log
1

dσ(e0, W ⊗σ(K) C)
(3)

à h(W ).
Pour cela, fixons une place σ : K →֒ C et notons ( , )σ le produit scalaire sur tGσ

(C) qui orthonormalise
la base (e0, . . . , ed). La distance d′

σ induite par ( , )σ et la distance dσ sont équivalentes, donc il existe des
constantes c1,σ, c2,σ > 0 (indépendantes de W ) telles que

c2,σd′
σ(e0, Wσ) ≥ dσ(e0, Wσ) ≥ c1,σd′

σ(e0, Wσ)

où Wσ := W ⊗σ(K) C. Nous appliquons alors la formule de Gram à (tGσ
(C), d′

σ) et nous trouvons

d′2
σ (e0, Wσ) =

det(ẽi, ẽj)0≤i, j≤d

det(ẽi, ẽj)1≤i, j≤d
,

où ẽi := ei + σ(βi) e0 pour i = 1, . . . , d et ẽ0 := e0. Un calcul de déterminant donne alors

d′
σ(e0, Wσ) =

1

(1 + |σ(β1)|2 + · · · + |σ(βd)|2)1/2

et donc

h(W ) + c
′ ≤ h′(W ) ≤ h(W ) + c

où c := 1
[K:Q]

∑
σ log

√
d+1

c1,σ
et c

′ := 1
[K:Q]

∑
σ log 1

c2,σ
·

Conséquence II.2.3. Il existe une constante c2 = c2(A, L, K, ‖u‖, W ) > 0, indépendante
de la hauteur (de Néron-Tate) de q et de la hauteur (de Weil) de u0, telle que

log |Λ| ≥ −c2

(
h(u0) + log max {e, ĥ(q)}

)( max {e, ĥ(q)}
log max {e, ĥ(q)}

)d

· (4)

∗Avec seulement quelques calculs supplémentaires !
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Pour démontrer cette inégalité, nous utilisons le théorème II.2.1 avec E = max {e, ĥ(q)1/2}.
Nous pouvons aussi analyser la « qualité » de la mesure (1) vis-à-vis des paramètres

secondaires D, hF (A) et h0(A, L), en comparant avec les mesures antérieures de S. David [30]
et N. Hirata-Kohno [45]. Ainsi, en choisissant E =

√
D, le membre de droite de la mesure (1)

est de l’ordre de
D2d+2

(log(1 +D))d−1
,

quantité inchangée par rapport à [30, 45]. De même, signalons que la dépendance en la hauteur
de Faltings hF (A) de A de la mesure (1) est légèrement plus faible que celle de [30]. Le rapport
des deux mesures (pour ce paramètre) est (après renormalisation) de l’ordre de

max {1, hF (A)}
(log max {e, hF (A)})d+2

·

De manière plus anecdotique, à l’aide de la remarque qui suit le théorème II.2.1, nous pouvons
regarder la dépendance du membre de droite de (1) en h0(A, L). Cela donne

h0(A, L)d

(log(1 + h0(A, L)))d−1
,

en oubliant toutes les données sauf h0(A, L). De ce point de vue, l’inégalité (1) est totalement
inédite ; en effet, une courbe elliptique est toujours principalement polarisée et dans ce cas la
dimension h0(A, L) vaut 1. C’est pourquoi le résultat de S. David [30] ne comprenait pas cet
invariant.

Remarque : l’expression (1) explicite la dépendance en le fibré ample L, qui apparaît à trois endroits :

i) la hauteur ĥ(q) = ĥL(q).

ii) la dimension h0(A, L).

iii) le terme h′(W ) du minorant de log b.

Le passage de L à L⊗n (n ∈ N∗) transforme ĥ(q) en nĥ(q), h0(A, L) en ndh0(A, L) mais dσ0
(u, W ) en

ndσ0
(u, W ). Ainsi il n’y a qu’un facteur log n en plus, tandis que le minorant augmenterait, lui, polynomia-

lement. En l’état actuel de la minoration, je ne vois pas d’espoir pour que le passage de L à L⊗n puisse, en

faisant tendre n vers l’infini, éliminer les « termes en trop » de la mesure d’indépendance, même si je disposais

d’une telle mesure sur le produit de variétés abéliennes.

Avant de démontrer le théorème II.2.1 (§ II.5), nous procéderons à quelques rappels concer-
nant les métriques usuelles que l’on peut attacher aux objets géométriques (fibré en droites,
espace tangent) que nous rencontrerons.

Dans le cadre de notre étude, la partie arithmétique de la démonstration utilise la technique
de changement de variables de Chudnovsky. Le point de vue schématique introduit une
variante dans l’utilisation de cette technique, en évitant le recours aux formules d’additions
(« explicites ») sur la variété abélienne. Quant à la partie analytique, elle repose, comme dans
la première partie, sur la méthode de Baker.

§ 3. Boîte à outils

Chacune des parties qui composent cette section peut être lue indépendamment du reste
du texte.
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§ 3.a. Modèles de Moret-Bailly

La définition qui suit donne toutes les propriétés d’un « bon » modèle arakelovien de
(A, L) dont nous aurons besoin dans la suite. Le théorème de ce paragraphe nous assure de
l’existence de ce modèle, ainsi que du bon comportement de la hauteur d’un point par rapport
à un faisceau inversible de fibre générique L. Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter
au § 4.3 de [18] (dont est extrait ce qui suit).

Définition II.3.1. Soient A une variété abélienne de dimension g, définie sur un corps de
nombres k0 et L un fibré en droites ample et symétrique sur A. Soit F un ensemble de points
de A(k0). Un MB-modèle de (A, L, F) au-dessus de k0 est la donnée des objets suivants :

1. un schéma en groupe (lisse et) semi-stable π : A → SpecOk0

2. un isomorphisme γ : A→ AQ

3. un fibré en droite hermitien cubiste L sur A
4. un isomorphisme ψ : L→ γ∗LQ de fibrés inversibles sur A

5. pour tout H ∈ F, une section εH : SpecOk0 → A de π dont la restriction à la fibre
générique est égal à γ(H)

qui satisfont à la propriété suivante : il existe un sous-schéma K de A, plat et fini sur SpecOk0 ,
tel que γ−1(KQ) coincide avec le groupe de Mumford K(L⊗2).

Le théorème suivant assure l’existence d’un MB-modèle d’une variété abélienne polarisée
et il apporte le calcul du degré d’Arakelov normalisé (noté d̂egn) de certains fibrés hermitiens
obtenus à partir de ce MB-modèle.

Théorème II.3.2. Soient A une variété abélienne de dimension g, définie sur un corps de
nombres k0 et L un fibré en droites ample et symétrique sur A. Soit également F un ensemble
de points de A(k0). Alors

i) Il existe une extension finie k de k0 et un MB-modèle

(π : A → SpecOk, i, L, ψ, (εP )P∈F)

pour (A, L, F) au-dessus de k.
ii) En notant ĥ(P ) la hauteur de Néron-Tate (relative à L) de P (∈ F), on a l’égalité :
ĥ(P ) = d̂egnε

∗
PL.

iii) De plus d̂egnπ∗L = h0(A, L)
(
−1

2
hF (A) + 1

4
log h0(A, L)

(2π)g

)
où hF (A) est la hauteur de

Faltings de A et h0(A, L) la dimension de l’espace des sections L(A).

Ce théorème revêt une importance particulière ici. L’existence d’un modèle de Moret-
Bailly pour la variété abélienne polarisée (A, L) ne fournit pas seulement un modèle lisse de
A mais un modèle qui de surcroît permet de calculer les constantes liées à (A, L). Le calcul du
degré d’Arakelov des sections globales de L (partie iii) du théorème) repose sur le théorème
de Riemann-Roch arithmétique de H. Gillet et C. Soulé [37] ainsi que sur les travaux de
L. Moret-Bailly [60, 61] (voir également [16]).
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§ 3.b. Métriques

Dans ce paragraphe, nous décrivons les métriques attachées aux différents objets géomé-
triques que nous considérerons dans la démonstration du théorème II.2.1.

Métrique de Fubini-Study

Les notes qui suivent proviennent essentiellement de [23, 41, 74].
Soit n un entier naturel non nul. On note Pn(C) = Proj(C[X0, . . . , Xn]) l’espace projectif

complexe usuel et O(1) le fibré canonique sur Pn(C). On rappelle le

Lemme II.3.3. Soit X une variété analytique complexe et L = (L, ‖.‖) un fibré hermitien
sur X. Alors il existe une unique (1, 1)-forme différentielle c1(L) telle que, pour tout ouvert
U de X et toute section (holomorphe) s de L au-dessus de U , qui ne s’annule pas sur U (i.e.
qui induit une trivialisation de L(U)), alors

c1(L)|U =
1

2iπ
∂∂ log ‖s‖2 .

La construction de c1(L) — appelée forme de Chern du fibré hermitien L — à l’aide d’un
recouvrement de X et des fonctions de transitions de L associées se trouve (par exemple) au
§ 2.8 du premier chapitre de [74].

Définition II.3.4. La 2 -forme différentielle (de type (1, 1)) sur Pn

ω = − 1

2iπ
∂∂ log ‖z‖2

où ‖z‖2 = |z0|2 + . . .+ |zn|2 est dite forme de Fubini-Study.

La forme ω est fermée, invariante sous l’action de Un+1(C) et définie positive. Notons
d = ∂ + ∂ et dc = ∂−∂

4iπ
les opérateurs classiques. Alors on a localement

ω = ddc log |z|2

=
ddc|z|2
|z|2 − d|z|2 ∧ dc|z|2

|z|4

=
i

2π

(
1

|z|2
n∑

i=0

dzi ∧ dzi −
1

|z|4
n∑

i=0

zidzi ∧ zidzi

)
·

La métrique de Fubini-Study (sur OPn
C
(1)) est la métrique définie ainsi : on munit Cn+1

de la métrique hermitienne standard, ce qui induit une métrique sur On+1 = O.X0 ⊕O.X1 ⊕
. . .⊕O.Xn et donc par restriction sur le fibré de Hopf OPn

C
(−1) et par dualité sur OPn

C
(1). Le

forme ω de Fubini-Study est alors la forme de courbure du fibré en droites hermitien OPn
C
(1).

Le volume de l’espace projectif pour cette métrique est
∫

Pn(C)
ωn = 1.

Par produit tensoriel, les fibrés O(d) := O(1)⊗d (d ∈ N) sont munis de métriques que l’on
peut explicitement écrire sous la forme suivante : soit s une section globale de O(d). Cette
section s’identifie (via un isomorphisme naturel) à un polynôme homogène de degré d

P (X0, . . . , Xn) =
∑

|α|=d

pα·Xα0
0 · · ·Xαn

n .
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Alors, si x = (x0, . . . , xn) ∈ Pn(C), on a

‖s(x)‖ =
|P (x0, x1, . . . , xn)|

(
∑n

i=0 |xi|2)d/2
·

De plus si on note

‖s‖2
L2 =

∫

Pn(C)
‖s(x)‖2 ω

on a

‖s‖2
L2 =

∑

|α|=d

|pα|2·
n!α0! · · ·αn!

(n+ d)!
· (5)

Ces formules s’étendent aux sections multihomogènes : soient n1, . . . , nk des entiers naturels
et O(d1, . . . , dk) = O(d1) ⊠ · · · ⊠ O(dk) le fibré, obtenu par produit externe sur la variété
projective produit P(C) := Pn1(C)×· · ·×Pnk(C). Les sections globales de ce fibré correspondent
aux polynômes en (n1+1)+· · ·+(nk+1) variables, multihomogènes de multidegré (d1, . . . , dk).
En munissant O(d1, . . . , dk) de la métrique induite par celle sur O(1), en prenant une section
globale s de O(d1, . . . , dk) de polynôme P associé, et si x = ((x0,i, x1,i . . . , xni,i))i∈{1, ..., k} ∈
P(C), alors on a

‖s(x)‖ =
|P (x0,1, . . . , xnk,k)|

∏k
i=1

(∑ni
h=0 |xh,i|2

)di/2

et en notant

P =
∑

|αi|=di

pα1, ..., αk
·

k∏

j=1

X
α0,j

0,j · · ·Xαnj,j

nj ,j

on a

‖s‖2
L2 =

∑

|αi|=di

|pα1, ..., αk
|2·

k∏

j=1

nj !α0,j ! · · ·αnj ,j !

(nj + dj)!
·

C’est ce type de formule qui permet dans la pratique de calculer la norme d’une section en
un point. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique l’inégalité de Gromov∗ suivante :

Lemme II.3.5. Si s ∈ Γ(P, OP(d1, . . . , dk)) alors

‖s‖∞ ≤ ‖s‖L2 ×
k∏

i=1

(
ni + di

ni

)1/2

où ‖s‖∞ := sup
x∈P(C)

‖s(x)‖.

À titre d’information, signalons l’existence d’une inégalité plus générale, qui induit des
comparaisons entre la norme L∞ et la norme Lp de s :

∗La terminologie « inégalité de Gromov » désigne la comparaison entre la norme sup et la norme L2 d’une
section d’un fibré hermitien sur une variété complexe compacte. L’archétype d’une telle inégalité se trouve au
§ 5.2.3 de [37], page 539.
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Proposition II.3.6 (Proposition 1.4.2 de [23]). Avec les notations précédentes, notons µ
la forme volume normalisée sur P(C). Alors

log ‖s‖∞ ≤
∫

P(C)
(log ‖s(x)‖) µ(x) +

k∑

i=1

ni∑

j=1

di

2j

et cette inégalité est optimale.

Métrique sur l’espace tangent tGσ(C)

Chaque plongement σ : k → C confère à C une structure de k-espace vectoriel. Par
définition, l’espace tGσ(C) est le tensorisé de l’espace tangent à l’origine tG et du corps C au-
dessus de (k, σ). Au cours de la démonstration du théorème II.2.1 (§ II.5.a. ), nous utiliserons
le schéma Xk = P1

k × A qui possède le même espace tangent que G (car G →֒ Xk est une
immersion ouverte donc étale). L’espace vectoriel tGσ(C) est somme directe de tAσ(C) et de
tGa(C) = C . e0, où e0 est la base canonique de tGa . À l’instar de [19], page 118, nous munissons
tAσ(C) de la structure hermitienne construite à partir de la première classe de Chern du fibré
en droites complexes Lσ → Aσ(C). Nous noterons ‖.‖L, σ cette norme hermitienne (qui dépend
de la polarisation L, et donc d’un plongement de A dans un espace projectif) et ‖.‖tGσ (C) la
métrique hermitienne sur tGσ(C) obtenue par recollement orthogonal de la métrique triviale
sur tGa(C) (‖e0‖σ = 1) et de ‖.‖L, σ. Enfin, nous désignerons par dσ la distance sur tGσ(C)
associée à ‖.‖tGσ (C).

Métrique sur la puissance symétrique

Soient (E, ( , )) un C -espace vectoriel hermitien (de dimension finie) et n ∈ N∗. La forme
sesquilinéaire Φn sur E⊗n définie par : Φn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) =

∏n
i=1 (xi, yi) confère

à E⊗n une structure d’espace hermitien, qui se transmet, par quotient, à la nième puissance
symétrique Sn(E). De manière explicite, si < | >n désigne le produit hermitien ainsi obtenu
sur Sn(E), on a :

< x1 · · ·xn | y1 · · · yn >n:=
1

n!

∑

τ∈Sn

n∏

i=1

(xi, yτ(i)) ,

où Sn est l’ensemble des permutations de {1, . . . , n}. En particulier, si (e1, . . . , er) est une
base orthonormée de E et x = eα1

1 · · · eαr
r ∈ Sn(E) (où α1 + · · ·+ αr = n) alors la norme ‖x‖n

de x vaut √
α1! · · ·αr!

n!
.

Pour une approche plus systématique, nous renvoyons le lecteur à Bourbaki [24], en prenant
garde qu’il ne choisit pas la même convention pour < | >n et considère plutôt n! < | >n.
Ce détail revêt une grande importance ici car en multipliant la métrique sur Sn(E) par n!
(comme le fait Bourbaki), nous augmenterions la pente maximale d’un facteur n log n et, dans
l’usage que que nous en ferons, cela reviendrait à réintroduire le logarithme de la hauteur
de l’hyperplan. Cette convention sera utilisée lors des estimations archimédiennes de certains
coefficients de Taylor (voir § II.5.f et, en particulier, la formule (39), p. 87).
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Métrique sur un fibré inversible d’une variété abélienne complexe

Les rappels de ce paragraphe proviennent en grande partie des travaux de Moret-Bailly [59,
60, 61].

Soient A une variété abélienne définie sur C et L un fibré en droites sur A. Pour I sous-
ensemble de {1, 2, 3} (éventuellement vide), notons pI : A3 → A, (x1, x2, x3) 7→ ∑

i∈I xi et
D3(L) le fibré sur A3 :

D3(L) = p∗123L⊗ p∗12L
−1 ⊗ p∗23L

−1 ⊗ p∗13L
−1 ⊗ p∗1L⊗ p∗2L⊗ p∗3L .

D’après le théorème du cube, ce fibré est trivial. En fait on dispose [59] du

Théorème II.3.7. Avec les notations ci-dessus, l’ensemble π(A, L) des métriques hermi-
tiennes C∞ positives sur L telles que la métrique induite sur D3(L) soit triviale est non vide.
De plus, π(A, L) est aussi l’ensemble des métriques dont la forme de courbure c1(L) est inva-
riante par translation.

Définition II.3.8. Les éléments de π(A, L) sont appelés métriques permises, ou métriques
du cube.

On peut préciser le théorème de la façon suivante : donnons-nous un isomorphisme ϕ de
fibrés entre D3(L) et OA3 et munissons OA3 de la métrique triviale. Appelons ‖.‖ϕ la métrique
induite sur D3(L) par l’isomorphisme ϕ. On sait que le choix de ϕ détermine le choix d’une
rigidification κ de L à l’origine. Le fait est qu’il existe une unique métrique ν ∈ π(A,L) telle
que D3(ν) = ‖.‖ϕ. De plus ν est compatible à la rigidification de L, i.e. induit par κ une
isométrie entre ε∗L et OA. Lorsque la variété abélienne A est définie sur un corps de nombres
K et si L est un fibré en droite sur A alors, pour chaque plongement σ : K →֒ C, on dispose
du fibré Lσ sur la variété abélienne complexe Aσ(C) déduit de L par le changement de base

Spec C
Spec σ−→ SpecK. Le théorème II.3.7 permet donc de munir Lσ d’une métrique cubiste ‖.‖σ

et L d’une structure de fibrés hermitiens sur A. Comme ce sont les seules métriques à courbure
invariante par translation, cela implique que si L est un fibré ample, σ : K → C est une place
de K, si s ∈ Γ(Aσ(C), Lσ) et si ϑ est la fonction thêta de tAσ(C) → C correspondant à s via
le facteur d’automorphie canonique, alors

∥∥∥s(expAσ(C)(z))
∥∥∥

2

σ
= e−π‖z‖2

L, σ |ϑ(z)|2 (6)

où ‖.‖L, σ est la métrique sur tAσ(C) induite par la (1, 1) forme de Chern c1(Lσ) (voir § II.3.b. )
et

expAσ(C) : tAσ(C) → Aσ(C)

l’exponentielle complexe du groupe de Lie Aσ(C). De manière plus précise, le fibré exp∗
Aσ

(Lσ)
sur tAσ(C) est trivial et, d’après la théorie des facteurs d’automorphie (appendice de [12])
l’espace des sections globales Γ(Aσ(C), Lσ) est isomorphe à un espace de fonctions thêta, et le
choix de la trivialisation de exp∗

Aσ
(Lσ) détermine le facteur d’automorphie associé à cet espace

de fonctions thêta. On choisit le facteur d’automorphie canonique aLσ associé Lσ qui, après le
choix d’une donnée d’Appell-Humbert (Hσ, χσ) de Lσ (Hσ est la forme bilinéaire associée à
‖.‖L, σ), s’écrit, pour ω ∈ ΩAσ(C) (réseau des périodes de Aσ(C)) et z ∈ tAσ(C) :

aLσ(ω, z) = χσ(z)eπHσ(ω, z)+π
2
‖ω‖2

L, σ .
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Ainsi Γ(Aσ(C), Lσ) est isomorphe à

Tσ :=
{
ϑ : tAσ(C) → C ; ∀ (ω, z) ∈ ΩAσ(C) × tAσ(C) ϑ(ω + z) = aLσ(ω, z)ϑ(z)

}
.

L’espace Tσ est muni d’une structure hermitienne ponctuelle (cf. [47], § 4.3, page 33) :

∀ z ∈ tAσ(C), ∀ (ϑ, ϑ′) ∈ Tσ, (ϑ, ϑ′)z = e−π‖z‖2
L, σϑ(z)ϑ′(z) .

Ce nombre complexe ne dépend en fait que de la classe de z modulo ΩAσ(C), ce qui induit une
structure hermitienne globale sur Tσ :

‖ϑ‖2
σ =

∫

tAσ (C)/ΩAσ(C)

e−π‖z‖2
L, σ |ϑ(z)|2 dµσ(z)

où µσ est une mesure de Haar sur tAσ(C)/ΩAσ(C). L’isomorphisme entre Γ(Aσ(C), Lσ) et Tσ

donne alors à Γ(Aσ(C), Lσ) la métrique ponctuelle L2 induite par celle de Tσ. Comme la forme
de courbure de cette métrique est invariante par translation sur ΩAσ(C), elle coïncide par le
théorème II.3.7 avec la métrique du cube sur Lσ. On en déduit l’égalité (6).

§ 3.c. Quelques résultats auxiliaires

Les lemmes, d’intérêt indépendant, énoncés dans ce paragraphe ne sont pas essentiels pour
la démonstration du théorème II.2.1. Cependant, ils permettent d’apporter des précisions
(semi-stabilité, comparaison de hauteurs) sur certains objets utilisés lors de la preuve.

Irréductibilité d’une action de groupe

Rappelons que l’action d’un groupe G sur un espace vectoriel E est dite irréductible si les
seuls sous-espaces de E, stables sous l’action de G, sont {0} et E.

Lemme II.3.9. Soit k un corps commutatif algébriquement clos. Soient E1, E2 des k -espaces
vectoriels de dimension finie et G1, G2 des groupes qui agissent irréductiblement sur (res-
pectivement) E1 et E2. Alors G1 × G2 agit naturellement sur E1 ⊗k E2 et cette action est
irréductible.

Démonstration. L’action de G1 ×G2 sur E1 ⊗k E2 est donnée par
(

(g1, g2),
∑

i

ei ⊗ fi

)
7−→

∑

i

g1.ei ⊗ g2.fi

Soit V un sous-espace vectoriel non-nul de E1 ⊗ E2, stable par G := G1 × G2. Définissons l’entier h comme
le minimum des n ∈ N∗ pour lesquels il existe x1, . . . , xn ∈ E1, non tous nuls, et il existe y1, . . . , yn ∈ E2,
k-linéairement indépendants, tels que x1 ⊗ y1 + · · ·+xn ⊗ yn appartienne à V (l’ensemble des entiers n est non
vide car V 6= {0}). Soient x1, . . . , xh, y1, . . . , yh vérifiant les conditions précédentes. Soit V1 l’ensemble

{x ∈ E1 ; ∃ z2, . . . , zh ∈ E1 ; x⊗ y1 + z2 ⊗ y2 + · · · + zh ⊗ yh ∈ V } .

C’est un sous-espace vectoriel de E1, non réduit à {0} (il contient x1) et stable par G1. Donc V1 = E1. De
plus, pour chaque x 6= 0 élément de V1, les z2, . . . , zh ∈ E1 tels que x ⊗ y1 + z2 ⊗ y2 + · · · + zh ⊗ yh ∈ V
sont uniques car, sinon, en effectuant la différence, on aurait (z2 − z′2) ⊗ y2 + · · · + (zh − z′h) ⊗ yh ∈ V , ce qui
contredirait la minimalité de h. Notons zi = fi(x). L’unicité des zi implique que fi ∈ Endk(E1), pour tout
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i = 2, . . . , h. Comme k est un corps algébriquement clos, si l’endomorphisme f2 est non nul, il possède un
vecteur propre a ∈ E1 \{0}, de valeur propre associée λ. Alors a⊗ (y1 +λy2)+f3(a)⊗y3 + · · ·+fh(a)⊗yh ∈ V
(car a ∈ V1 = E1), ce qui contredit la définition de h. Donc tous les endomorphismes fi sont nuls et, pour tout
x ∈ E1, x⊗ y1 ∈ V et h = 1. Alors, en fixant x ∈ E1 \ {0}, l’espace vectoriel {y ∈ E2 ; x⊗ y ∈ V } est non nul
et stable par le groupe G2, donc égal à E2. Donc V = E1 ⊗ E2.

Le lecteur intéressé pourra consulter [70], § 8.4.2 et [72], théorème 10 page 41, où se trouve
d’autres preuves de ce lemme.

Groupe unitaire

Soient ℓ, N1, . . . , Nℓ ∈ N∗. Soit U le produit des groupes unitaires UNi+1(C). Le groupe U

agit sur l’espace des sections globales E de

O
P

N1
C

×···×P
Nℓ
C

(D1, . . . , Dℓ) ,

i.e. les polynômes multihomogènes de PN1
C × · · · ×PNℓ

C , à coefficients complexes, de multidegré
(D1, . . . , Dℓ). Par définition de la métrique de Fubini-Study, cette action est isométrique. Nous
utiliserons (remarque 1, page 80) le :

Lemme II.3.10. L’action de U sur E est irréductible.

Démonstration. N’ayant pas de références précises pour cet énoncé, nous en proposons une démonstration « à
la main ».

D’après le lemme précédent, il suffit de traiter le cas ℓ = 1. Nous allons montrer que UN+1(C) agit
irréductiblement sur l’espace vectoriel C[X0, . . . , XN ]D = H0(PN (C), O(D)). Nous raisonnons par récurrence
sur N .

Pour N = 0, c’est immédiat. Supposons le résultat vrai pour N − 1.
Soient V un sous-espace vectoriel non nul de C[X0, . . . , XN ]D stable par UN+1(C) et P ∈ V \ {0}. L’action
de la matrice diagonale Diag(eiθ0 , . . . , eiθN ) sur P montre que P (eiθ0X0, . . . , e

iθNXN ) appartient à V pour
tout (θ0, . . . , θN ) ∈ RN+1. Cela signifie que tous les monômes apparaissant dans P avec un coefficient non nul
appartiennent à V . En particulier, il existe h := (h0, . . . , hN ) ∈ NN+1 de longueur D tel que Xh0

0 · · ·XhN

N ∈ V .
Parmi tous les monômes de ce type dans V , choisissons en un qui est de degré minimal par rapport à X0.
L’action de la matrice 



(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
0

0




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 1







(7)

sur ce monôme implique :

∀ θ ∈ R,
∑

α∈{0, ..., h0}

β∈{0, ..., h1}

(−1)α

(
h0

α

)(
h1

β

)
(tan θ)β−αXα+β

0 Xh0+h1−α−β
1 Xh2

2 · · ·XhN

N ∈ V

donc, en particulier, en prenant le coefficient de (tan θ)h1−1, on obtient

(h1X
h0+1
0 Xh1−1

1 − h0X
h0−1
0 Xh1+1

1 )·Xh2
2 · · ·XhN

N ∈ V .

L’action de la matrice Diag(eiθ, 1, 1, . . . , 1) sur ce dernier polynôme implique que

−h0X
h0−1
0 Xh1+1

1 Xh2
2 · · ·XhN

N ∈ V
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3. Boîte à outils

donc, par minimalité, on a h0 = 0. Ceci montre que V ∩ C[X1, . . . , XN ]D est non nul, et comme cet espace
est stable par UN (C), on déduit de l’hypothèse de récurrence qu’il est égal à C[X1, . . . , XN ]D tout entier. Soit
Xα1

1 · · ·XαN

N ∈ V . L’action de la matrice (7) sur ce monôme et la formule du binôme impliquent que

α1∑

ℓ=0

(
α1

ℓ

)
·Xℓ

0X
α1−ℓ
1 Xα2

2 · · ·XαN

N ∈ V

donc, pour tout ℓ ∈ {0, . . . , α1}, le polynôme Xℓ
0X

α1−ℓ
1 Xα2

2 · · ·XαN

N appartient à V . Et par conséquent, en
faisant varier α, l’espace V est nécessairement égal à H0(PN (C), O(D)).

Un calcul de hauteur

Dans ce paragraphe, nous calculons la hauteur d’un élément algébrique de PN(Q) par
rapport au fibré OPN (1), muni des métriques de Fubini-Study aux places infinies. Rappelons
que, par définition, si x ∈ PN(Q) = PN(Z), la hauteur de x, notée hO(1)(x), est le degré
d’Arakelov normalisé de x∗OPN (1) :

hO(1)
(x) := d̂egnx

∗O(1) .

Lemme II.3.11 ( [76]). Si x = (x0 : · · · : xN) ∈ PN(Q) alors

hO(1)
(x) =

1

[L : Q]
log

∏
σ:L→֒C

(∑N
i=0 |σ(xi)|2

)1/2

NL|Q(x0.OL + · · · + xN .OL)
(8)

où L est un corps de nombres contenant x0, . . . , xN et où, si I désigne un idéal (fractionnaire)
de OL, le nombre rationnel NL|Q(I) désigne la norme de I.

Démonstration. Nous pouvons supposer que les coordonnées de x appartiennent à OL. Posons

n := Γ(SpecOL, x
∗O(1)) = x0.OL + · · · + xN .OL .

Par définition (voir annexe B, définition B.1.2), on a

hO(1)
(x) =

1

[L : Q]

(
log Card (n/s.OL) −

∑

σ :L→C

log ‖s‖O(1), σ

)
(9)

où s ∈ n \ {0}. Parmi les coordonnées x0, . . . , xN , une au moins est non nulle, par exemple
x0. Alors, de la suite exacte d’anneaux finis

0 −→ n/x0OL −→ OL/x0OL −→ OL/n −→ 0 ,

on déduit
card (OL/x0OL) = card (OL/n) × card (n/x0OL)

donc

card (n/x0.OL) =

∏
σ:L→֒C |σ(x0)|

NL|Q(x0.OL + · · · + xN .OL)
. (10)

Par ailleurs, par définition de la métrique de Fubini-Study (§ II.3.b. ), on a :

‖x0‖O(1), σ
=

|σ(x0)|(∑N
j=0 |σ(xj)|2

)1/2
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et donc ∑

σ :L→֒C

log ‖x0‖O(1), σ
= log

∏
σ :L→֒C |σ(x0)|

∏
σ:L→֒C

(∑N
i=0 |σ(xi)|2

)1/2
. (11)

Les égalités (9), (10) et (11) permettent de conclure.

Remarque : ce lemme nous permet donc de voir que la hauteur par rapport au fibré hermi-
tien O(1) est comparable à la hauteur de Weil (logarithmique absolue), à une fonction bornée
près :

hWeil(x) ≤ hO(1)
(x) ≤ 1

2
log(N + 1) + hWeil(x) .

Nous utiliserons cette majoration de hO(1)(x) dans le lemme II.5.5, afin d’exprimer la minora-
tion de |Λ| en fonction de la hauteur de Weil de u0. Ce n’est qu’une question de présentation.

§ 3.d. Méthode des pentes

Cette section reprend, pour la commodité du lecteur, l’inégalité de pentes (qui est au cœur
de la méthode du même nom) de J.-B. Bost, exposée dans [19] et [22]. La définition des
notations (« standard ») employées dans ce paragraphe se trouve à l’annexe B.

Soient K un corps de nombres, E et F deux OK-modules de type fini et projectifs. Soit
ϕ : E → F un morphisme de OK-modules. On suppose que E est muni de métriques à l’infini
et on note E le fibré ainsi métrisé. Considérons une filtration de F

{0} = FN ⊆ FN−1 ⊆ · · · ⊆ F0 = F

par des sous-modules dont les quotients

Gi = Fi/Fi+1

sont sans torsion, donc des OK- modules projectifs de type fini et métrisés G̃i. Le module Gi

est alors muni des métriques induites par celles de G̃i. On notera Ei = ϕ−1 (Fi) (que l’on munit
bien sûr des métriques induites par celles de E ) et ϕ̃i : Ei → G̃i le morphisme composé de ϕ,
de la projection canonique de Fi sur Gi et de l’inclusion Gi ⊆ G̃i. Si ϕ est injective, alors :

d̂egn(E ) ≤
N−1∑

i=0

(rg(Ei) − rg(Ei+1))
(
µ̂max(G̃i) + h(ϕ̃i)

)
, (12)

où ‖.‖σ est la norme d’opérateur et h(ϕ̃i) = 1
[K:Q]

∑
σ:K→C log ‖ϕ̃i‖σ.

Preuve succincte. Comme ϕ est injective, le OK-module Ei/Ei+1 s’injecte dans G̃i donc (pro-
position 4.3 de [19])

µ̂max(Ei/Ei+1) ≤ µ̂max(G̃i) + h(ϕ̃i)

et par conséquent
d̂egn

(
Ei/Ei+1

)
≤ rg(Ei/Ei+1)

(
µ̂max(G̃i) + h(ϕ̃i)

)

puis on somme sur i.
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Dans le cas particulier simple où E , F , Gi sont des OK-modules libres de type fini et
munis de métriques hermitiennes « standard » (après choix de OK-bases), l’inégalité (12) est
l’analogue (en dimension 1) de la formule du produit (comme peut l’être le lemme de Liouville,
en transcendance). Cette formule et le formalisme qui l’accompagne établissent un lien entre
l’Approximation Diophantienne et la Géométrie d’Arakelov.

§ 4. Schéma tactique de la preuve

Tout d’abord, nous utiliserons une version affaiblie de l’inégalité (12) :

d̂egnE ≤ (rgE − rgEi0) max
0≤i≤i0−1

{
µ̂max

(
G̃i

)
+ h(ϕ̃i)

}
+ (rgEi0) max

i0≤i≤N

{
µ̂max

(
G̃i

)
+ h(ϕ̃i)

}
(13)

où l’entier i0 sera choisi assez grand pour que la quantité

max
i0≤i≤N

{
µ̂max

(
G̃i

)
+ h(ϕ̃i)

}
(14)

soit négative, et, cependant, pas trop grand pour que le rang de Ei0 soit de l’ordre de celui de E

(en l’occurrence rgEi0 ≥ rgE

2
, voir lemme II.5.6, page 85). Le problème de l’injectivité de ϕ sera

résolue avec le lemme de zéros [63] (§ II.5.a. ). Par ailleurs, le choix de E permet de calculer (à
l’aide du théorème II.3.2) son degré d’Arakelov normalisé. Mais la seule information que nous
garderons de ce calcul est l’inégalité

d̂egnE ≥ −hF (A)

2
rgE ,

vérifiée dès qu’un certain entier D1 associé à E est supérieur ou égal à 3. Par conséquent, c’est
l’inégalité suivante (conséquence de (13)) qui sera utilisée :

−hF (A)

2
≤ max

0≤i≤i0−1

{
µ̂max

(
G̃i

)
+ h(ϕ̃i)

}
+

1

2
max

i0≤i≤N

{
µ̂max

(
G̃i

)
+ h(ϕ̃i)

}
. (15)

Comme dans la première partie, nous raisonnerons par l’absurde en supposant |Λ| très petit,
ce qui nous permettra d’obtenir un majorant, également très petit, de la norme (relative au
plongement σ0 de K dans C) de ϕ̃i, pour i ≥ i0. La hauteur h(ϕ̃i) sera alors « fortement »
négative, ce qui conduira à une contradiction avec l’inégalité (15). On pourra noter le parfait
mimétisme (une place σ0 privilégiée) avec l’utilisation usuelle de la formule du produit en
Transcendance (inégalité de Liouville).

Les définitions précises des objets E , F , ϕ, Gi . . . qui interviennent dans l’inégalité de
pentes sont données aux paragraphes II.5.a. et II.5.a. . Grosso modo, le morphisme ϕ associe
à une section s (d’un certain fibré en droites) un nombre fini de ses jets∗ le long de l’hyperplan
W en les multiples du point p. Il y a dans ce texte deux difficultés techniques particulières
(en comparaison avec [19], par exemple) qui tiennent au souci que nous avons de « ménager »

∗Soient M un espace vectoriel complexe de dimension d et m = (m1, . . . , md) une base de M. Soit f : M → C
une fonction analytique (au voisinage de 0). Le jet d’ordre T de f en 0 est l’application de M dans C

qui à t1m1 + · · · + tdmd associe
∑

|i|=T
1
i!

(
∂

∂z1

)i1
· · ·
(

∂
∂zd

)id

f(z1m1 + · · · + zdmd)(0) ti. Contrairement aux

coefficients de Taylor, cette application jet est indépendante du choix de la base m.
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l’hyperplan, et, en particulier, sa hauteur, afin d’obtenir, comme dans la première partie, une
minoration de |Λ| optimale en h(W ). C’est pourquoi, d’une part, nous devons être soigneux
pour les estimations des normes ultramétriques des ϕ̃i, en montrant qu’il est possible de trou-
ver un « bon » dénominateur pour les jets, de manière à ce que les OK-modules ϕ̃i(Ei) soient
(à quelques détails près) des sous-modules de O(N)

K . C’est pourquoi, d’autre part, nous com-
poserons ϕ avec la projection tG → W afin de ne pas faire apparaître la pente maximale de
STW v, ce qui introduit un terme Th(W ) & h(W )2 funeste à notre dessein, dans l’évaluation

des pentes maximales µ̂max(G̃i). Cet artifice déplace le problème lors de l’évaluation des hau-
teurs h(ϕ̃i), où, alors, par un calcul adéquat et grâce à l’astuce de N. Hirata-Kohno, nous
montrerons que la quantité Th(W ) peut être remplacée par min (D0, T )h(W ) (et, bien sûr,
D0 sera un paramètre ≤ T ).

§ 5. Démonstration du théorème

Remarques liminaires :

1. Dans la mesure où le nombre de paramètres est relativement restreint, il est (souvent)
plus limpide pour la démonstration d’une proposition intermédiaire de conserver les
paramètres D0, D1, T etc . . . indéfinis, pour ne les remplacer par leur valeur qu’au
dernier moment. Cela facilite à la fois la vérification des énoncés et la possibilité pour
le lecteur de modifier notre choix de paramètres avec un effort moindre. Par ailleurs, le
lecteur qui suivrait les (nombreux) calculs de cette démonstration constaterait que les
inégalités sont très larges pour les constantes numériques. Ainsi, outre la simplification
des expressions, nous espérons nous prémunir ainsi d’une erreur de calcul (locale) sans
remettre en cause la validité du théorème II.2.1.

2. Pour la démonstration, nous pouvons supposer que les nombres βi sont des entiers al-
gébriques. En effet, on se ramène aisément à ce cas en multipliant la forme linéaire Λ
par un dénominateur (∈ N∗) des βi (1 ≤ i ≤ d), dénominateur qui peut être choisi plus
petit que b (défini au théorème II.2.1).

3. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que (A, L) est principalement polarisée (voir
remarque qui suit le théorème II.2.1).

§ 5.a. Choix des paramètres, du fibré hermitien de départ et de la
filtration

Liste des paramètres

Dans ce paragraphe, le polynôme de Hilbert-Samuel de G sera relatif aux plongements de
Ga dans P1 usuel et à celui de A dans un espace projectif PN , déterminé par le fibré très ample
L⊗3. Ainsi, via le plongement induit de G dans P1×PN , le degré de G vaut 3d degL A = 3d d!.

Soient S0 < S des entiers naturels, D̃0, D̃1, T̃ , x, x0, C0 des réels strictement positifs.
Comme dans la première partie, D̃0 et D̃1 sont des paramètres fixant des degrés (partiels)
de polynômes, T̃ et T̃0 sont des « ordres de dérivations », S et S0 sont des « nombres de
points » dans l’extrapolation, x et x0 sont des variables d’ajustement vis-à-vis du lemme de
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zéros. Posons T# := x0T̃ et T := [T#]. Nous supposerons que S + 1 ≥ (3/2)dC0. Choisissons
un réel

x0 ≥ (S + 1)

C0(deg G)D̃0

×
(
T̃

D̃1

)d

.

Lorsque G′ est un sous-groupe de G, nous notons r′ la codimension de G′ dans G. Posons
alors

x := inf
G′⊆G , t

G′⊆W

G′ connexe





(
T̃

D̃1

)r′−1

× (S + 1) degL G′

3r′−1C0D̃0 degL A



 ·

Cette borne inférieure est un minimum (c’est immédiat car r′ et degL G′ sont des entiers
naturels). Notons G̃ un groupe (algébrique, connexe) pour lequel x est atteint. L’hypothèse
sur x0 implique x ≤ x0, en prenant G′ = {0}. Posons D1 := [x0D̃1], D0 := [xD̃0] et

D#
0 = xD̃0 =

(
T̃

D̃1

)er−1

× (S + 1) degL G̃

3er−1C0 degL A
·

On notera que r̃, la codimension de G̃ dans G, est strictement supérieure à 1 car sinon
dim G̃ = dimG− 1 = dimW et donc W = t eG, ce qui est exclu à cause de la transversalité de
W dans tGa ⊕ tAK

. Comme S + 1 ≥ (3/2)dC0 par hypothèse, l’entier D0 est non nul.

Proposition II.5.1. Si

1. D1 est un entier non nul (i.e. x0D̃1 ≥ 1)

2. C0 > 4dd!

3. T̃ ≥ 6d+1 d! (degL A) max
{
D̃1,

eD0

S+1

}

alors il n’existe aucune section non-nulle de H0(P1 ×A, O(D0) ⊠ L⊗3D1) qui s’annule le long
de W à l’ordre (d+ 1)T en les points de Γp((d+ 1)S).

Démonstration. Si nous notons i : A →֒ PN , le plongement induit par le fibré très ample L⊗3,
la section s ∈ Γ(P1, O(D0)) ⊗ Γ(A, i∗OPN (D1)) provient∗ d’un polynôme P , bihomogène de
bidegré (D0, D1). Si la proposition II.5.1 est fausse, ce polynôme s’annule à l’ordre (d+1)T le
long de W en Γp((d+1)S). D’après le lemme de zéros dans les groupes algébriques commutatifs
de Philippon [63], il existe un sous-groupe connexe et propre G⋆ de G tel que

T codimW W∩tG⋆ × card

(
Γp(S) + G⋆(K)

G⋆(K)

)
× H (G⋆ ; D0, D1) ≤ 2dd! H (G ; D0, D1) . (16)

Nous allons distinguer plusieurs cas à l’aide du fait suivant :
Fait : Si G⋆ est un sous-groupe algébrique connexe de Ga×A alors il existe une sous-variété

abélienne A⋆ de A telle que

∗Comme L⊗3 est normalement engendré, le sous-schéma fermé i(A) de PN est projectivement normal, ce
qui signifie que, pour tout entier n ≥ 1, le morphisme de restriction naturel

H0(PN , OPN (n)) → H0(A, L⊗3n)

est surjectif (voir [12], pp.190 − 193).
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➀ G⋆ = {0} × A⋆

ou

➁ G⋆ = Ga × A⋆.

• Si tG⋆ ⊆ W , on a codimWW ∩ tG⋆ = codimGG⋆−1 = r⋆−1 et, nécessairement nous sommes
dans le cas ➀. Alors l’inégalité (16) devient

(
T

D1

)r⋆−1

· (S + 1) degL G⋆

2dd! × 3r⋆−1 degL A
≤ D0 (17)

Comme T ≥ 1, on a T ≥ 1
2
x0T̃ donc T/D1 ≥ T̃ /(2D̃1) et (17) devient

x ≥ 1

4dd!

(
T̃

D̃1

)r⋆−1

· (S + 1) degL G⋆

3r⋆−1D̃0 degL A
(18)

ce qui contredit la définition de x car C0 > 4dd!.
• Si tG⋆ 6⊆ W , les cas ➀ et ➁ sont possibles :

Cas ➀ : On a

T r⋆
(S + 1) ≤ 2dd! 3r⋆−1· degL A

degL G⋆
·D0D

r⋆−1
1

ce qui implique

x0(S + 1)

(
T̃

2D̃1

)r⋆

≤ 2dd! 3r⋆−1·x· (degL A)D̃0

(degL G⋆)D̃1

donc, comme r⋆ ≥ 1, on a

x ≥ T̃ (S + 1)x0

2d+1d! × 3r⋆−1D̃0 degL A
> x0 · (19)

Cette inégalité contredit la définition de x.

Cas ➁ : D’après l’inégalité (16), on a

(
T

D1

)r⋆

degL A⋆ ≤ 6dd! degL A

et comme T/D1 ≥ T̃ /(2D̃1) et r⋆ ≥ 1, on a

T̃

D̃1

≤ 2 × 6dd! degL A (20)

ce qui est impossible.

Dans aucun cas, le groupe G⋆ ne peut exister et la proposition est démontrée.
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Choix du fibré hermitien

Par choix du corps k, il existe un modèle de Moret-Bailly
(
π : A → SpecOk, L , {εmp : SpecOk → A }m=0, ..., (d+1)S

)
(21)

de (A, L, Γp((d + 1)S)). Le schéma X := P1
Ok

× A est lisse et quasi-projectif∗ sur SpecOk,
et le schéma en groupe G := Ga × A est un ouvert (lisse sur SpecOk) de X . Sur ce schéma,
nous considérons le fibré en droites

M := OP1
Ok

(D0) ⊠ L
⊗3D1 ,

que nous munissons, aux places infinies, des métriques hermitiennes induites par produit ten-
soriel et pull-back des métriques de Fubini-Study sur O(1) et des métriques du cube sur L .
Notons E := Γ(X , M ) le Ok-module projectif de type fini des sections globales de M . Il
est de rang (D0 + 1) (3D1)

d (ici h0(A, L), la dimension de l’espace des sections globales de
L — comme L est ample, c’est aussi égal à la caractéristique d’Euler-Poincaré χ(A, L) de
(A, L) — vaut 1 car la polarisation est principale). Nous munissons E d’une structure de fibré
hermitien E := (E , ( ‖.‖

E , σ )σ:k→C) en définissant, pour tout plongement σ : k → C, et tout
élément s ∈ E , la norme hermitienne :

‖s‖2
E ,σ

:=

∫

Xσ(C)
‖s(x)‖2

M ,σ
dµσ(x) (22)

où dµσ est la mesure de probabilité sur Xσ(C), invariante par le produit du groupe unitaire
U2(C) et du groupe des translations de Aσ(C) (dµσ ∝ ωP1 ∧ c1(Lσ)d). Nous aurons besoin
également de la norme infinie :

‖s‖∞,σ := sup
x∈Xσ(C)

‖s(x)‖
M ,σ .

En comparant ces normes et grâce au travail [39] de P. Graftieaux, nous avons l’inégalité
suivante, dite « de Gromov » (voir note ∗, p. 68) :

Lemme II.5.2. On a

1

[K : Q]

∑

σ:K→C

log sup
sσ∈Eσ\{0}

{
‖sσ‖∞,σ

‖sσ‖E ,σ

}
≤ log(D0 + 1) + d log(D1) +

d2

4
max {1, hF (A)}+ 4d4 (23)

Démonstration. La démonstration de ce lemme ne pose aucune difficulté si on utilise la pro-
position 2.11 de [39] (c’est ici que l’hypothèse « principalement polarisée » intervient). Plus
précisément, avec les notations de cette proposition, le lemme s’obtient en décomposant sσ

dans la base orthonormée
(√

(D0 + 1)!

(D0 − h)!h!
XD0−h

0 Xh
1 ⊗ sℓ,σ

)

h=0...D0
ℓ=1...(3D1)d

(24)

de Eσ.
∗Il n’est pas nécessaire ici d’avoir un schéma projectif car le degré d’Arakelov des sections d’une puissance

de L est calculable explicitement (voir proposition II.5.3 ci-dessous). Dans [22], J.-B. Bost présente une
minoration du degré (d’Arakelov) de ce type de fibré lorsque A est remplacé par un schéma intègre, de type
fini, plat et propre sur Spec Z. De la sorte, si nous ne cherchions pas des constantes explicites, la (simple)
adhérence schématique de A dans un espace projectif sur Ok aurait pu se substituer au MB-modèle. . .
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Le cas abélien non-homogène

La proposition suivante est le calcul explicite du degré d’Arakelov normalisé de E (voir [19],
§ A.2, page 147, pour la définition de ce réel).

Proposition II.5.3. Le degré d’Arakelov normalisé de E vaut

d̂egnE =
1

2
log

{
D0∏

h=0

(D0 + 1)!

h!(D0 − h)!

}
+ (3D1)

d

(
−1

2
hF (A) +

1

4
log

(3D1)
d

(2π)d

)
. (25)

Démonstration. Par définition des métriques sur E , on a

d̂egnE = d̂egnH
0(P1, O(D0)) + d̂egnH

0(A , L ⊗3D1) .

Le calcul du second terme de la somme est une conséquence immédiate du iii) du théo-
rème II.3.2. Quant au premier terme, considérons

s =

D0∧

h=0

(Xh
0X

D0−h
1 )

une Ok-base du module det H0(P1
Ok
, O(D0)). Par définition du degré d’Arakelov, on a

d̂egnH
0(P1, O(D0)) = d̂egndetH0(P1, O(D0))

= − 1

[k : Q]

∑

σ:k→C

log ‖s‖det H0(P1,O(D0)),σ

= − log ‖s‖det H0(P1
Z
,O(D0))

Par définition de la métrique de Fubini-Study et de la métrique induite sur le déterminant,
on obtient

‖s‖2
det H0(P1

Z
,O(D0)) = det

(
< Xh

0X
D0−h
1 , Xh′

0 X
D0−h′

1 >
)

h,h′

=

D0∏

h=0

∥∥∥Xh
0X

D0−h
1

∥∥∥
2

=

D0∏

h=0

h!(D0 − h)!

(D0 + 1)!
(voir formule (5), page 68)

et donc

d̂egnH
0(P1,O(D0)) =

1

2
log

D0∏

h=0

(D0 + 1)!

h!(D0 − h)!
·

Ce qui clôt la démonstration.

Remarques :

1. Le fibré hermitien E est semi-stable (au sens de [19], § A.3, page 148). En effet, d’après
la proposition A.3 de [19], il suffit de montrer qu’il existe un groupe d’automorphismes
isométriques de E , qui agisse de façon irréductible sur Ek. Or, d’une part, le groupe
U2(C) agit irréductiblement sur H0(P1

C, O(D0)) (lemme II.3.10) et il existe un groupe
(provenant du groupe de Mumford K(L), cf. [19], démonstration du théorème 4.2, page
129) qui agit irréductiblement sur H0(A, L⊗3D1) puis, d’autre part, le produit de tels
groupes agit irréductiblement sur le produit tensoriel des espaces (lemme II.3.9). Ce qui
démontre l’assertion.
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5. Démonstration du théorème

2. Nous pouvons donner une formule tout à fait générale pour le degré d’Arakelov de

H := H0(Pn1 × · · · × Pnℓ , O(d1, . . . , dℓ))

(muni des métriques de Fubini-Study) :

d̂egnH =
dimH

2

ℓ∑

i=1

log

{(
di + ni

ni

)
Γi

}

où

Γi :=




∏

h=(h0, ..., hni )∈Nni+1

|h|=di

(
di

h

)



1

( di+ni
ni

)

·

Cette quantité Γi est étudiée en détail dans [51] (voir également lemme 4.2.1 de [67]).

Choix de la filtration

La partie analytique de la démonstration du théorème II.2.1 repose sur la méthode de
Baker. C’est ce qui détermine le choix de la filtration. À un élément s ∈ Ek, nous associons
(via le morphisme ϕ défini ci-après) les jets d’ordre 2(d + 1)T (resp. (d + 1)T ) le long de W
en les points mp pour m ∈ {0, . . . , S0} (resp. m ∈ {S0 + 1, . . . , (d+ 1)S}). Avec une écriture
très imprécise (mais utile pour l’intuition), nous avons

ϕ(s) =
(
∂

t
W s(mp)

)

où (m, t) varie dans

∇ :=

{
(m, t) ;

(|t| ≤ 2(d+ 1)T et 0 ≤ m ≤ S0)

ou (|t| ≤ (d+ 1)T et S0 + 1 ≤ m ≤ (d+ 1)S)

}
·

Le OK-module F est construit de manière ad hoc pour « accueillir » ces différents jets. L’en-
semble ∇ est muni de l’ordre lexicographique. L’espace vectoriel FK est alors isomorphe à

⊕
(m, t)∈∇

K. La filtration (Fi) de F est alors simplement définie comme l’annulation des i pre-

mières composantes de F :

i = (m, t) et Fi ⊗K = ⊕
(m′, t′)≥(m, t)

K .

La notion de voisinage infinitésimal va nous permettre de donner un sens mathématique précis
à ces considérations.

Étant donné un entier ℓ ∈ N, rappelons tout d’abord (voir appendice C, § C.2) que S(ℓ)
W

désigne le voisinage infinitésimal d’ordre ℓ le long de W (en la section nulle de G). C’est un
sous-schéma fermé de G. Pour m ∈ {0, . . . , (d+ 1)S}, notons S(ℓ)

W,mp le sous-schéma fermé de

G obtenu à partir de S(ℓ)
W en translatant par mp, et notons S(ℓ)

W,mp l’adhérence schématique de

S
(ℓ)
W,mp dans X . Considérons F le Ok-module :

F :=
S0⊕

m=0
π∗M˛̨

˛̨S(2(d+1)T )
W,mp

⊕ (d+1)S
⊕

m=S0+1
π∗M˛̨

˛̨S((d+1)T )
W,mp

(26)
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Le cas abélien non-homogène

où
M˛̨

˛̨S(ℓ)
W,mp

désigne la restriction du fibré M au sous-schéma fermé S(ℓ)
W,mp de X et ϕ : E → F le morphisme

de restriction. D’après le choix des paramètres et la proposition II.5.1, ce morphisme est injectif.

Soit K(ℓ)
m le faisceau d’idéaux définissant S(ℓ)

W,mp dans S(2(d+1)T )
W,mp (resp. dans S((d+1)T )

W,mp ) lorsque
m ∈ {0, . . . , S0} (resp. m ∈ {S0 + 1, . . . , (d+ 1)S}). Notons que le paramètre T , l’hyperplan
W et le point p sont sous-entendus dans la définition de K(ℓ)

m ; ces données étant fixées, il n’y
aura aucune confusion possible. On a K(2(d+1)T )

m = {0} si m ∈ {0, . . . , S0} et K((d+1)T )
m = {0}

si m ∈ {S0 + 1, . . . , (d+ 1)S}.
Pour m ∈ {0, . . . , S0} et ℓ ∈ {0, . . . , 2(d+ 1)T}, considérons le OK-module

F2m(d+1)T+ℓ+1 := π∗K(ℓ)
m .M˛̨

˛̨S(2(d+1)T )
W,mp

⊕ S0⊕
a=m+1

π∗M˛̨
˛̨S(2(d+1)T )

W,ap

⊕ (d+1)S
⊕

a=S0+1
π∗M˛̨

˛̨S((d+1)T )
W,ap

(27)

et, pour m ∈ {S0 + 1, . . . , (d+ 1)S} et ℓ ∈ {0, . . . , (d+ 1)T}, nous posons

F(S0+1+m)(d+1)T+ℓ+1 := π∗K(ℓ)
m .M˛̨

˛̨S((d+1)T )
W,mp

⊕ (d+1)S
⊕

a=m+1
π∗M˛̨

˛̨S((d+1)T )
W,ap

(28)

(F2(S0+1)(d+1)T+1 est défini deux fois . . . pareillement !) Soit N := (S0+2+(d+1)S)(d+1)T+1
le nombre de pas de la filtration :

{0} = FN ⊆ FN−1 ⊆ · · · ⊆ F1 ⊆ F0 := F . (29)

En considérant i = 2m(d+ 1)T + ℓ ou (S0 + 1 +m)(d+ 1)T + ℓ selon que m ≤ S0 ou m > S0

(nous dirons alors que le couple (ℓ, m) est associé à i), le quotient

Gi := Fi/Fi+1 = ker

(
π∗M˛̨

˛̨S(ℓ)
W,mp

−→ π∗M˛̨
˛̨S(ℓ+1)

W,mp

)

est sans torsion. De plus le OK-module G′
i := SℓWv ⊗ ε∗mpM (où W = W ∩ tGOK

) s’injecte

naturellement dans Gi (par définition de l’image schématique, S(ℓ)
W,mp est un sous-schéma fermé

de S(ℓ)
W = Spec (OK ⊕W⊕· · ·⊕SℓW), cf. appendice C, pour plus de détails), et les K-espaces

vectoriels G′
i⊗K et Gi⊗K sont isomorphes. Malheureusement, en toute généralité, l’injection

G′
i →֒ Gi n’est pas un isomorphisme (sur OK) et le conoyau de cette application est de cardinal∗

≤ ℓ ! Dans le cas particulier où W est l’espace tangent d’un sous-groupe lisse de G (ce qui est
impossible ici pour nous !†), les modules G′

i et Gi sont isomorphes (pour tout i). Nous aurons

∗Signalons à ce propos une erreur dans [19], où la torsion du conoyau était négligée et, en l’occurrence,
cela n’avait aucune conséquence importante sur la démonstration ; seules quelques constantes devaient être
revues à la hausse. Cette erreur a été corrigée ultérieurement par l’auteur lui-même (J.-B. Bost) et ce n’est
qu’après avoir obtenu une « merveilleuse » (et néanmoins réaliste) mesure d’indépendance linéaire, où tous les
logarithmes « en trop » des hauteurs du point p et de l’hyperplan W disparaissaient, que je prenais conscience
de cette erreur . . .

†Le procédé de réduction de N. Hirata-Kohno, que nous utilisons ici et qui positionne l’hyperplan W
transversalement à tGa

, est la cause de cette difficulté.
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5. Démonstration du théorème

l’occasion de donner un exemple où ces deux modules sont isomorphes au § II.5.d. Le lemme
suivant est un lemme clef pour obtenir une minoration de |Λ| optimale en la hauteur h(W ) de
l’hyperplan. Il est de nature arithmétique.

Lemme II.5.4. Notons, comme dans la première partie (voir définition I.14.1, p. 37), pour
ℓ, h des entiers naturels non nuls,

δℓ(h) = ppcm
{
i1 . . . ih′ ; 1 ≤ h′ ≤ h , ij ∈ N∗ , i1 + · · · + ih′ ≤ ℓ

}
.

Alors, pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, on a δℓ(D0)·Gi ⊆ G′
i où ℓ est l’entier correspondant à

i, dans la construction ci-dessus.

Démonstration. La preuve de ce lemme repose sur les mêmes arguments que celle du lemme I.14.5
et elle se simplifie légèrement en évitant le recours aux formules d’additions sur la variété abé-
lienne A.

Nous allons montrer que, pour tout idéal P ⊆ OK , d’anneau de valuation OP, on a
l’inclusion δℓ(D0)·Gi ⊗OK

OP ⊆ G′
i ⊗OK

OP.
Soit

XP := X ×
SpecOK

SpecOP

et, pour l’entier m ∈ {0, . . . , (d + 1)S} associé à i, désignons par X̂P,m le complété formel
de XP (ou de G × SpecOP, ce qui est la même chose) le long de (l’idéal de définition) de
εmp ∈ X (OK) ⊆ XP(OP). Le schéma formel X̂P,m est le translaté par εmp du groupe formel
X̂P,0 sur SpecOP. On se ramène ainsi à m = 0. Comme XP → SpecOP est lisse et OP est un
anneau principal, nous disposons (proposition I.5.2, première partie) d’un isomorphisme (de
schémas formels)

X̂P,0
∼−→ Specf OP[[X0, X1, . . . , Xd]] (30)

compatible avec le scindage Ga × A (ainsi Ĝa,P = Specf OP[[X0]]). La structure de groupe
formel de X̂P,m se transporte alors sur Specf OP[[X0, X1, . . . , Xd]]. Notons

ℓ(X0, . . . , Xd) = (X0, ℓ1(X1, . . . , Xd), . . . , ℓd(X1, . . . , Xd)) ∈ KP[[X0, . . . , Xd]]
d+1

le logarithme formel de X̂P,m (relatif à la base (e0, . . . , ed) de tG ). L’homorphisme canonique

ν : Γ (XP, M ) ⊗OP → Γ
(
X̂P,m, M̂P

)
≃ OP[[X0, . . . , Xd]]

associe à une section s ∈ Γ (X , M ) ⊗OP une série formelle

ν(s) =
∑

i ∈ Nd+1

0≤i0≤D0

θi·Xi0
0 · · ·Xid

d .

Le point est que s s’annule le long de W en mp à l’ordre ℓ si et seulement si

ν(s)(β1ℓ1 + · · · + βdℓd, X1, . . . , Xd) ∈ (X1, . . . , Xd)
ℓ ,

car si z0, . . . , zd désignent les coordonnées sur l’espace tangent tG, les idéaux (z0, . . . , zd)
h et

(X0, . . . , Xd)
h sont égaux (zi = ℓi). La structure même des coefficients du logarithme formel
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Le cas abélien non-homogène

(qui provient de l’intégration d’une forme différentielle à coefficients dans OP, voir appen-
dice C) implique que l’unique polynôme homogène de degré ℓ qui représente δℓ(D0)· ν(s)(β1ℓ1+
· · ·+βdℓd, X1, . . . , Xd) dans (X1, . . . , Xd)

ℓ/(X1, . . . , Xd)
ℓ+1 est à coefficients dans OP, ce qui

signifie que le jet de δℓ(D0)· s, d’ordre ℓ au point mp, appartient à ε∗mpM ⊗OP, i.e.

δℓ(D0)·Gi ⊗OP ⊆ G′
i ⊗OP .

Ce lemme contient les estimations des normes ultramétriques (i.e. la partie finie de la hauteur)
du morphisme

ϕi : Ei → Gi ,

déduit de ϕ, où Ei := ϕ−1(Fi).

§ 5.b. Pente maximale des fibrés hermitiens quotients

Soit P : tXOK
→ W la projection sur W parallèlement à tGa :

P(x0e0 + · · · + xded) = x1ẽ1 + · · · + xdẽd

où ẽi = ei + βi e0 ∈ W (cela est possible car βi ∈ OK , voir remarque précédent le § II.5.a).
Notons, pour ℓ ∈ N∗, Pv

ℓ : SℓWv → Sℓtv
XOK

l’injection induite par P . Nous conférons au Ok-

module tX = tG la structure de fibré hermitien décrite au § II.3.b. , qui se transporte à Sℓtv
X

,
comme expliqué au § II.3.b. . De l’égalité (4.5) et de l’inégalité (4.6) de [22], nous déduisons :

µ̂max

(
Sℓtv

XOK
⊗Ok

ε∗mpM

)
= µ̂max

(
Sℓtv

XOK

)
+ d̂egnε

∗
mpM

≤ ℓ
(
µ̂max(tvX ) + 2(d+ 1) log(d+ 1)

)
+D0·hO(1)

(mu0) + 3D1· ĥ(mq)

où ĥ est la hauteur de Néron-Tate relative à (A, L) (cf. ii) du théorème II.3.2). De plus

tv
X

= ω1
Ga|Ok

⊥
⊕ ω1

A |Ok
donc

µ̂max

(
tv
X

)
= max

{
µ̂max

(
ω1

Ga|Ok

)
, µ̂max

(
ω1

A |Ok

)}

= µ̂max

(
ω1

A |Ok

)+
.

Avec le lemme II.3.11 et la proposition 2.14 de [39], nous déduisons alors le

Lemme II.5.5. Pour tout ℓ ∈ {0, . . . , 2(d+ 1)T} et m ∈ {0, . . . , (d+ 1)S}, on a

µ̂max

(
Sℓtv

XOK
⊗Ok

ε∗mpM

)

≤ 2(d+ 1)T
(
(d+ 1)hF (A) + 10d5

)
+D0

(
log(

√
2(d+ 1)S) + hWeil(u0)

)
+ 3D1(d+ 1)2S2ĥ(q) .

(31)

Le terme de droite de l’inégalité apporte la contribution arithmétique dans l’inégalité de
pentes. La partie analytique apparaîtra au moment de l’évaluation des normes du morphisme
ϕ̃i qui sera attaché à ϕi.
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§ 5.c. Rang d’un sous-fibré

Lemme II.5.6. Soit i0 := 2(S0 + 1)(d+ 1)T + 1. Si

S/S0 ≥ 8d+1(d+ 1)d+1C0

alors
rg Ei0 ≥ rg E

2
· (32)

Démonstration. C’est l’analogue du lemme I.11.1 (page 28) de la première partie de la thèse.
Comme nous sommes dans le cas « non-périodique », la démonstration repose sur le choix de
S0. En adaptant la preuve du lemme 6.1 de [30], on montre que

rg Ei0 ≥
(

1 − 8d(d+ 1)er+1C0S0

S

)
× rg E .

§ 5.d. Entracte

Ce paragraphe est totalement indépendant de la démonstration du théorème II.2.1 (mais
les notations restent cohérentes).

Dans un soucis didactique, nous allons détailler le lien qui unit Gi et G′
i (§ II.5.a. ) dans le cas où le groupe

algébrique est Gd
m (sur Z) et W est l’espace tangent de

G′ := DZ

(
Zd/(a1, . . . , ad−1, 1).Z

)

=
{
(x1, . . . , xd) ; xa1

1 · · ·xad−1

d−1 = xd

}

avec ai ∈ Z. Le point p ne jouant aucun rôle particulier, nous prendrons 1Gd
m

(i.e. la section nulle ε). Le
groupe G′ est lisse sur Z (voir le corollaire C.4.9 de l’appendice C). On plonge Gd

m dans P := (P1)d via le
plongement usuel de Gm dans P1 et M = OP(D1, . . . , Dd) est le faisceau dont les sections globales sont les

polynômes multihomogènes en (X
(i)
0 , X

(i)
1 )i=1, ..., d, de multidegré (D1, . . . , Dd). Les sections de Gd

m sur Z
s’identifient alors aux fonctions holomorphes P (ez1 , · · · , ezd), où P est un polynôme à coefficients entiers et
de degré partiel par rapport à Xi inférieur ou égal à Di. Notons, pour ℓ ∈ N, Qℓ l’ensemble

8
<
:s (↔ P (ez1 , · · · , ezd )) ∈ Γ(tGd

m
(C), exp∗ OGd

m
) ;

d−1Y

j=1

„
∂

∂zj
+ aj

∂

∂zd

«ij

P (ez1 , · · · , ezd )(0) = 0 pour |i| < ℓ

9
=
;

et R le Z-module

VectZ


 1

i!

d−1∏

j=1

(
∂

∂zj

+ aj

∂

∂zd

)ij

P (ez1 , · · · , ezd)(0)




|i|=ℓ ,

P∈Qℓ

.

Alors G′
i = SℓWv ⊗ ε∗M et Gi = SℓWv ⊗ ε∗M ⊗Z R. Nous allons montrer que R = Z. Pour cela, considérons

∆n(X) =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
,

le nième polynôme de Fel’dman (∆0(X) = 1 par convention). Soit (pα)α les coefficients d’un polynôme P
comme ci-dessus. Pour i = (i1, . . . , id−1) ∈ Nd−1, nous noterons

Qi(X1, . . . , Xd) :=
∑

α

pα·∆i1(α1 + αda1) · · ·∆id−1
(αd−1 + αdad−1)·Xα1

1 · · ·Xαd

d .
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Alors, pour tout i ∈ Nd−1, il existe des nombres rationnels µj, i (|j| < |i|) tels que

d−1∏

j=1

(
∂

∂zj

+ aj

∂

∂zd

)ij

P (ez1 , · · · , ezd)(0) (33)

soit égal à

i1! · · · id−1!·Qi(1, . . . , 1) +
∑

|j|<|i|
µj, i

d−1∏

h=1

(
∂

∂zh

+ ah

∂

∂zd

)jh

P (ez1 , · · · , ezd)(0) . (34)

En particulier, lorsque les dérivées d’ordre < |i| = ℓ de P (ez1 , . . . , ezd) (en 0 et le long de W) sont nulles (ce
qui est le cas dans le quotient Gi), le coefficient de Taylor

1

i1! · · · id−1!
·
d−1∏

j=1

(
∂

∂zj

+ aj

∂

∂zd

)ij

P (ez1 , · · · , ezd)(0) (35)

est un entier relatif. La démonstration (élémentaire) de l’égalité de (33) et de (34) consiste à écrire Xn dans
la base {1, X, . . . , Xn−1, ∆n(X)} :

Xn = n!∆n(X) + µn−1X
n−1 + · · · + µ0 .

Le fait que le coefficient de Taylor (35) soit un entier découle aussi immédiatement du théorème C.5.6 de

l’appendice C appliqué à G′ → Spec Z, qui est un morphisme lisse donc différentiellement lisse. En conclusion,

ce lien entre dérivées divisées et polynômes de Fel’dman explique pourquoi les mesures d’indépendances les

plus précises connues à l’heure actuelle concernent le cas rationnel homogène.

§ 5.e. Reprise analytique

Rappelons que ϕi : Ei → Gi désigne le morphisme déduit de ϕ et posons

ϕ̃i := Pv

ℓ ◦ (δℓ(D0).ϕi) : Ei → SℓtvXOK
⊗Ok

ε∗mpM . (36)

C’est un morphisme de OK-modules. Nous allons appliquer l’inégalité de pentes (proposition
4.4 de [19]) à (

(Ei)i , (SℓtvXOK
⊗ ε∗mpM )(ℓ,m) , (ϕ̃i)i

)
:

d̂egnE ≤
N−1∑

i=0

(rg Ei − rg Ei+1)

(
µ̂max

(
Sℓtv

XOK
⊗ ε∗mpM

)
+

1

[K : Q]

∑

σ: K→C

log ‖ϕ̃i‖σ

)
(37)

où ‖.‖σ est la norme d’opérateur de ϕ̃i (nous l’examinerons en détail au paragraphe suivant).
L’estimation du degré d’Arakelov de E a été l’objet de la proposition II.5.3 et la pente maxi-
male de Sℓtv

X
⊗ ε∗mpM a été majorée au lemme II.5.5. Il ne reste donc qu’à évaluer les normes

archimédiennes des morphismes ϕ̃i.
Remarque : nous avons composé ϕi avec Pv

ℓ (pour définir ϕ̃i) afin d’éviter que ce ne soit
la pente maximale de SℓWv ⊗ ε∗mpM qui intervienne dans l’inégalité (37). En effet, si W
est muni des métriques induites par celles de tX , la pente maximale d’un tel fibré contient
le terme T ·h(W ) (où h(W ) est une hauteur de l’hyperplan), d’après le lemme 5.7 de [19].
Comme le paramètre T est proportionnel à h(W ), on ne pourrait alors espérer obtenir une
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5. Démonstration du théorème

mesure d’indépendance linéaire optimale (i.e. linéaire) en h(W ). Le coût de ce subterfuge est
des estimations archimédiennes plus délicates et un terme

1

[K : Q]

∑

σ : K→C

log
1

dσ(e0, Wσ)

de la mesure d’indépendance (de l’ordre de h(W )) que je ne sais pas expliciter, sans avoir
recours à une base de l’espace tangent tG, i.e. sans accepter de perdre un peu du caractère
intrinsèque de la mesure . . .

§ 5.f. Hauteur des morphismes

Évaluation simple des ‖ϕ̃i‖σ

Après une description précise des morphismes ϕ̃i⊗σ C et des normes d’opérateur ‖.‖σ asso-
ciées, la principale difficulté sera de contrôler les termes agissant sur la hauteur de l’hyperplan,
en évitant soigneusement de faire apparaître la puissance ℓième du maximum de 1 et des |σ(βi)|
(i = 1, . . . , d).

Soient σ : K → C une place archimédienne de K et s ∈ Ei,σ. Le choix d’une trivialisation s0

de Mσ au-dessus d’un ouvert U contenant mσ(p) détermine une unique fonction holomorphe
Fs(z0, . . . , zd), correspondant à s (voir § C.2.c de l’appendice C) ; de plus, si nous notons uσ

un logarithme de σ(p), dont la projection sur tAσ(C) est de norme inférieure à 2
√
d (c’est

possible d’après le théorème de Minkowski), la fonction Fs s’annule en uσ le long de Wσ à
l’ordre ℓ (pour s ∈ Ei). Localement, on a donc

s(x) = Fs(z)· s0(x) (38)

où x = expGσ(C)(z). Par définition,

ϕ̃i(s) ∈ SℓtXσ(C)v ⊗ ε∗mσ(p)M = HomC

(
SℓtXσ(C), ε∗mσ(p)M

)

est le jet d’ordre ℓ tronqué le long de Wσ en mσ(p). Soit (b0, . . . , bd) une base orthonormée

de tXσ(C) = tGa(C)
⊥
⊕ tAσ(C). Si D ∈ SℓtXσ(C) s’écrit

∑

|i|=ℓ

ai· bi00 · · · bidd

alors, par définition de la métrique quotient sur SℓtXσ(C) (voir § II.3.b. ), on a

‖D‖2
SℓtXσ (C) =

∑

|i|=ℓ

|ai|2 ×
i!

ℓ!
. (39)

Si, maintenant b0 est une base orthonormée de tGa(C), (b1, . . . , bd) une base orthonormée de
Wσ et D =

∑
aib

i alors

Pℓ(D) =
∑

i∈Nd

|i|=ℓ

a(0,i) b
i1
1 · · · bid

d
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Le cas abélien non-homogène

et

ϕ̃i(s)(D) = δℓ(D0)



∑

|i|=ℓ

a(0,i)·

(
∂

∂z1

)i1 · · ·
(

∂
∂zd

)id

i1! · · · id!
Fs(muσ + z1b1 + · · · + zdbd)(0)


 · s0(mσ(p)) .

(40)
Notons que le membre de droite de cette égalité est bien indépendant à la fois de la trivialisation
s0 choisie car s ∈ Ei,σ (les dérivées le long de Wσ d’ordre < ℓ sont nulles) et du choix de la
base b1, . . . , bd de Wσ. Choisissons la trivialisation s0 pour laquelle

‖s0(mσ(p))‖ε∗mpM ,σ =
1

(1 + |mσ(u0)|2)D0/2
× e−

π
2

D1m2‖u′
σ‖

2
L, σ (voir équation (6))

où u′
σ est la projection de uσ sur tAσ(C) (le vecteur u′

σ est aussi un logarithme du point q,
défini p. 63). Alors

‖ϕ̃i(s)(D)‖ε∗mpM ,σ =

∣∣∣∣∣∣∣

∑

|i|=ℓ

a(0,i).

(
∂

∂z1

)i1 · · ·
(

∂
∂zd

)id

i1! · · · id!
Fs(muσ + z1b1 + · · · + zdbd)(0)

∣∣∣∣∣∣∣

× 1

(1 + |mσ(u0)|2)D0/2
× e−

π
2

D1m2‖u′
σ‖

2
L, σ × δℓ(D0) .

(41)

Cela ne dépend que de la classe de uσ dans tGσ(C)/ΩGσ(C) (i.e. seulement de σ(p)). Par
définition, on a

‖ϕ̃i(s)‖SℓtG(C)v⊗ε∗mpM ,σ = sup
D∈SℓtGσ (C)\{0}

{
‖ϕ̃i(s)(D)‖ε∗mpM ,σ

‖D‖SℓtGσ (C)

}
(42)

et

‖ϕ̃i‖σ = sup
s∈Ei,σ

{
‖ϕ̃i(s)‖SℓtG(C)v⊗ε∗mpM ,σ

‖s‖
E ,σ

}
· (43)

Après cette phase préparatoire, nous pouvons énoncer la

Proposition II.5.7. Pour tout plongement σ : K →֒ C et tout i = (ℓ, m) avec |ℓ| ≤ 2(d+1)T
et 0 ≤ m ≤ (d+ 1)S, on a

‖ϕ̃i‖σ ≤ (4dD0)
5(d+1)T

dσ(e0, Wσ)D0
× e

π
2

d
D1
D0

( d
D0

+8d1.5S) × sup
s∈Ei,σ\{0}

{
‖s‖∞,σ

‖s‖
E ,σ

}
· (44)

Démonstration. Quitte à réindexer {e1, . . . , ed}, nous pouvons supposer que e1 6∈ W . Consi-
dérons (e0, f1, . . . , fd) une base orthonormée de tXσ(C) telle que

1. (f2, . . . , fd) est l’orthonormalisée de Schmidt de la famille {σ(βj)e1 − σ(β1)ej}2≤j≤d de
Wσ ∩ tAσ(C).

2. f1 ∈ tAσ(C).

3. e0 est la base canonique de tGa .
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5. Démonstration du théorème

Soit x1 la coordonnée relative à e1 de f1 dans la base (e1, f2, . . . , fd) de tAσ(C). On a x1 6= 0
et

dσ(e1, Wσ ∩ tAσ(C)) =
1

|x1|
dσ(x1 e1, Wσ ∩ tAσ(C))

=
1

|x1|
dσ(f1, Wσ ∩ tAσ(C))

=
1

|x1|
·

Comme
dσ(e1, Wσ ∩ tAσ(C)) ≥ dσ(e1, Wσ) = |σ(β1)|dσ(e0, Wσ)

(car e1 + σ(β1) e0 ∈ Wσ), on en déduit

1

dσ(e0, Wσ)
≥ |x1σ(β1)| . (45)

De plus, pour i ∈ Nd+1 de longueur ℓ,

Pℓ(e
i0
0 f

i1
1 · · · f id

d ) =

{
(f1 + x1σ(β1)e0)

i1f i2
2 · · · f id

d si i0 = 0 ,

0 si i0 6= 0.

D’après l’équation (40), pour D =
∑
ai· ei0

0 f
i1
1 · · · f id

d ∈ SℓtXσ(C) et s ∈ Ei,σ, la norme

‖ϕ̃i(s)(D)‖ε∗mpM ,σ

vaut

δℓ(D0) × ‖s0‖ε∗mpM ,σ×∣∣∣∣∣∣∣

∑

|i|=ℓ

a(0,i)

(
∂

∂z1
+ σ(β1)x1

∂
∂z0

)i1 (
∂

∂z2

)i2 · · ·
(

∂
∂zd

)id

i1! · · · id!
Fs(muσ + z0e0 + z1f1 + · · · + zdfd)(0)

∣∣∣∣∣∣∣
.

Comme Fs(muσ + z0e0 + z1f1 + · · · + zdfd) est polynomiale en z0 de degré ≤ D0, on a

1

i1! · · · id!

(
∂

∂z1
+ σ(β1)x1

∂

∂z0

)i1 ( ∂

∂z2

)i2

· · ·
(
∂

∂zd

)id

Fs(muσ + z0e0 + z1f1 + · · · + zdfd)

=

min {i1,D0}∑

j0=0

(σ(β1)x1)
j0

(
∂

∂z0

)j0 (
∂

∂z1

)i1−j0 (
∂

∂z2

)i2 · · ·
(

∂
∂zd

)id

j0!(i1 − j0)!i2! · · · id!
Fs(muσ + z0e0 + z1f1 + · · · + zdfd) .

Donc

‖ϕ̃i(s)(D)‖ε∗mpM ,σ ≤ δℓ(D0) × max {1, |x1σ(β1)|}D0 × (D0 + 1) ×


∑

|i|=ℓ

|a(0,i)|




× max
j∈Nd+1

|j|=ℓ

{∣∣∣∣∣
1

j!

(
∂

∂z

)j

Fs(muσ)

∣∣∣∣∣

}
× ‖s0‖ε∗mpM ,σ .
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Or
∑

|i|=ℓ

|a(0,i)| =
∑

|i|=ℓ

|a(0,i)|
√
i!

ℓ!

√
ℓ!

i!
≤ ‖D‖SℓtXσ (C) × dℓ/2

(Cauchy-Schwarz) et, pour tout réel r > 0,
∣∣∣∣∣
1

i!

(
∂

∂z

)i

Fs(muσ)

∣∣∣∣∣ ≤
1

rℓ
× max

θj∈[0,2π]
{|Fs(muσ + reiθ0e0 + reiθ1f1 + · · · + reiθdfd)|}

donc

‖ϕ̃i(s)‖Sℓtv
X

⊗ε∗mpM ,σ ≤ δℓ(D0)

dσ(e0, Wσ)D0
× (D0 + 1) × dℓ/2 × sup

x∈Xσ(C)
{‖s(x)‖

M ,σ} ×
1

rℓ

×
(

1 + (m|σ(u0)| + r)2

1 + (m|σ(u0)|)2
)D0/2

× e
π
2

D1(‖mu′
σ‖L, σ+rd)2−π

2
D1m2‖u′

σ‖
2
L, σ

(voir l’équation (38) reliant s et Fs). Choisissons r = 1
D0

. En majorant

1 + (m|σ(u0)| + r)2

1 + (m|σ(u0)|)2

par 1 + 2r et δℓ(D0) par (4D0)
ℓ (lemme I.14.2, p. 37), on trouve :

‖ϕ̃i‖σ ≤ (4D0)
ℓ

dσ(e0, Wσ)D0
× d(d+1)T × e

π
2
d

D1
D0

( d
D0

+8d1.5S) × sup
s∈Ei,σ\{0}

{
‖s‖∞,σ

‖s‖
E ,σ

}
·

Ce qui achève la preuve de la proposition.

Estimation fine des ‖ϕ̃i‖σ0

Les notations sont les mêmes que celles du paragraphe précédent, mais tous les calculs sont
relatifs au plongement initial σ0 de K dans C (c’est pourquoi nous omettrons parfois l’indice
σ0). En particulier, b2, . . . , bd est une base orthonormée de W ∩ tA(C), obtenue par le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt à partir de {βje1 − β1ej}j. Notons f̃1 = f1 + x1β1 e0. La
famille f = {f̃1, f2, . . . , fd} est une base de W ⊗ C . Nous allons montrer que, pour i ∈ Nd

de longueur ℓ, les (modules des) nombres complexes 1
i!
Di

fFs(mu) sont plus « petits » que le
majorant fourni par l’inégalité de Cauchy (comme au § précédent). La méthode consiste —
comme dans le cas « classique » (voir § I.13 de la première partie) — à utiliser la petitesse
(en fait ici la nullité) des dérivées (le long de W ) en les points m′u avec m′ < m et réaliser
une extrapolation « à la Baker ».

Rappelons que (u0, u1, . . . , ud) désigne les coordonnées de u dans la base (e0, e1, . . . , ed)
de tG(C) (voir § II.2). Définissons

w : = (β1u1 + · · · + βdud)e0 + u1e1 + · · · + uded

= u1(e1 + β1e0) + · · · + ud(ed + βde0) .

C’est un vecteur de l’hyperplan dont la distance à u est exactement |Λ| = |u0−β1u1−· · ·−βdud|.
Avant de démontrer la majoration principale de ce paragraphe, nous aurons besoin du
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5. Démonstration du théorème

Lemme II.5.8. Pour tous s ∈ EC, t ∈ Nd et m′ ∈ N, on a
∣∣∣∣
1

t!
Dt

fFs(m
′u) − 1

t!
Dt

fFs(m
′w)

∣∣∣∣ ≤ m′ × |Λ| × ‖s‖∞ × d|t|+1 ×
(

5

d(e0, W )

)D0

× max {1, m′|u0|}D0 × e
πD1(m′2‖u′‖2

L, σ0
+1)

.

(46)

Démonstration. D’après l’égalité des accroissements finis, il existe x0 ∈ [0, 1] tel que, pour
tout r > 0, on ait
∣∣∣∣
1

t!
Dt

fFs(m
′u) − 1

t!
Dt

fFs(m
′w)

∣∣∣∣

= m′|Λ|
∣∣∣∣
∂

∂z0

(
1

t!
Dt

fFs

)
(m′u − x0m

′Λ.e0)

∣∣∣∣

≤ m′ × |Λ| × 1

r|t|+1
× max

θj∈[0,2π]

∣∣∣Fs(m
′u − x0m

′Λ.e0 + reiθ0e0 + reiθ1 f̃1 + reiθ2f2 + · · · + reiθdfd)
∣∣∣

≤ m′ × |Λ| × 1

r|t|+1
× ‖s‖∞ ×

(
1 + (m′|u0| +m′|Λ| + r(1 + |x1β1|))2

)D0/2

× e
π
2

D1‖m′u′+reiθ1f1+···+reiθdfd‖
2
L, σ0

Nous pouvons supposer que |Λ| ≤ |u0|, car, dans le cas contraire, le théorème II.2.1 est banal.
Choisissons également r = 1/d. Alors

∣∣∣∣
1

t!
Dt

fFs(m
′u) − 1

t!
Dt

fFs(m
′w)

∣∣∣∣ ≤ m′ × |Λ| × ‖s‖∞ × d|t|+1 ×
(

5

d(e0, W )

)D0

× max {1, m′|u0|}D0 × e
πD1(m′2‖u′‖2

L, σ0
+1/d)

,

ce qui conclut la démonstration.

Soit f la fonction analytique d’une variable complexe définie par

f(z) =
1

i!
Di

fFs(zw) où |i| ≤ (d+ 1)T .

Écrivons w dans la base (f̃1, f2, . . . , fd) de W :

w = w1f̃1 + w2f2 + · · · + wdfd .

D’après la formule de dérivation à plusieurs variables, pour tout entier naturel ℓ, on a

1

ℓ!
f (ℓ)(z) =

∑

|j|=ℓ

(
i+ j

i

)
wi1

1 · · ·wid
d

Di+j

f

(i+ j)!
Fs(zw) ,

dont nous déduisons la majoration :

max
0≤h≤S0

0≤ℓ≤(d+1)T

{
1

ℓ!

∣∣∣f (ℓ)(h)
∣∣∣
}

≤ (d+ |w1| + · · · + |wd|)(d+1)T × max
0≤h≤S0

|j|≤2(d+1)T

{
1

j!

∣∣∣Dj

fFs(hw)
∣∣∣
}

· (47)

Or, d’une part, le réel |w1|+ · · ·+ |wd| est majoré par
√
d (|w1|2 + · · ·+ |wd|2)1/2 =

√
d ‖u′‖L, σ0

où u′ = w1f1 + · · ·+wdfd est la projection de u sur tA(C) et, d’autre part, la nullité du terme
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Dj

fFs(hu) (pour |j| ≤ 2(d+ 1)T et 0 ≤ h ≤ S0) entraîne une majoration de
∣∣∣ 1
j!
Dj

fFs(hw)
∣∣∣, en

utilisant le lemme II.5.8 précédent. Avec l’inégalité (47), nous obtenons alors

max
0≤h≤S0

0≤ℓ≤(d+1)T

{
1

ℓ!

∣∣∣f (ℓ)(h)
∣∣∣
}

≤ d3(d+1)T (1 + ‖u′‖L, σ0)
(d+1)T S0

(
14

d(e0, W )

)D0

× max {1, S0|u0|}D0 e
D1(πS2

0‖u
′‖2

L, σ0
+π) |Λ| × ‖s‖∞ .

(48)

Lemme II.5.9. Soit E un réel ≥ 1. Alors

|f |4mE ≤ d(d+1)T

(
8mE

d(e0, W )

)D0

e
πD1(16m2E2‖u′‖2

L, σ0
+1) ‖s‖∞ (49)

Démonstration. Posons R := 4mE. D’après l’inégalité de Cauchy, pour |z| ≤ R, on a

|f(z)| ≤ 1

r|i|
× sup

θi

{∣∣∣Fs(zw + reiθ1 f̃1 + · · · + reiθdfd)
∣∣∣
}

≤ 1

r|i|
×
(
1 + (R+ r)2|x1β1|2

)D0/2 × e
π
2

D1((R|w1|+r)2+···+(R|wd|+r)2) × ‖s‖∞

donc, en choisissant r = 1/d et comme R = 4mE (où E ≥ 1), nous obtenons

|f |R ≤ d|i| ×
(

8mE

d(e0, W )

)D0

× e
πD1(16m2E2‖u′‖2

L, σ0
+1/d) × ‖s‖∞

puis le lemme.

Proposition II.5.10. Pour tout i ≥ 2(S0 + 1)(d+ 1)T + 1, on a

‖ϕ̃i‖σ0 ≤ S (d+ 1)4(d+1)T eπD1

(
60m

d(e0, W )

)D0

× sup
s∈Ei,σ0

{
‖s‖∞,σ0

‖s‖
E ,σ0

}

×
{(

18(d+ 1)S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u′‖L, σ0)
(d+1)T |Λ| +

(
1

E

)(d+1)TS0−D0

e
200d2D1S2E2‖u′‖2

L, σ0

}

(50)

Démonstration. Utilisons la formule d’extrapolation du lemme I.13.3 (page 35) avec R = 4mE,
r = m, T1 := (d + 1)T , S1 := S0. Avec les inégalités (48) et (49), et comme m ≤ (d + 1)S,
nous obtenons :

|f |(d+1)S ≤ 2

(
1

E

)(d+1)TS0

× |f |4mE + 5

(
18(d+ 1)S

S0

)(d+1)TS0

× max
0≤h≤S0

0≤ℓ≤(d+1)T

{
1

ℓ!

∣∣∣f (ℓ)(h)
∣∣∣
}

≤ 5 max {1, |mu0|}D0 d3(d+1)T S0

(
14m

d(e0, W )

)D0

eπD1(1+S2
0‖u

′‖L,σ0
) ‖s‖∞,σ0

×
{(

18(d+ 1)S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u′‖L, σ0)
(d+1)T |Λ|

+

(
1

E

)(d+1)TS0−D0

e
16πD1(d+1)2S2E2‖u′‖2

L, σ0

}
·
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Le lemme II.5.8 fournit alors la majoration

∣∣∣∣
1

i!
Di

fFs(mu)

∣∣∣∣ ≤S (d+ 1)3(d+1)T

(
14m

d(e0, W )

)D0

max {1, |mu0|}D0 e
πD1(m2‖u′‖2

L,σ0
+1) ‖s‖∞,σ0

×
{(

18(d+ 1)S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u′‖L, σ0)
(d+1)T |Λ|

+

(
1

E

)(d+1)TS0−D0

e
16πD1(d+1)2S2E2‖u′‖2

L, σ0

}
·

Puis en revenant à ϕ̃i via les égalités (41), (42) et (43), nous obtenons la majoration de la
proposition.

Hauteur des morphismes

Proposition II.5.11. Rappelons que h′(W ) désigne la somme

1

[K : Q]

∑

σ:K →֒C

log
1

dσ(e0, Wσ)
·

Alors

➀ Pour tout entier i, on a

h(ϕ̃i) ≤ 5(d+ 1)T log(4dD0) + 4πd2.5 SD1

D0
+D0h

′(W )

+ log(D0 + 1) + d logD1 +
d2

4
max {1, hF (A)} + 4d4

(51)

➁ Pour i ≥ 2(d+ 1)T (S0 + 1) + 1, on a

h(ϕ̃i) ≤ 5(d+ 1)T log(4dD0) + 4πd2.5 SD1

D0
+D0(h

′(W ) + 5) + logS

+ (π + d)D1 +
d2

4
max {1, hF (A)} + 4d4

+
1

[K : Q]
log

{(
18(d+ 1)S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u′‖L, σ0)
(d+1)T |Λ|

+

(
1

E

)(d+1)TS0−D0

e
200d2D1S2E2‖u′‖2

L, σ0

}

(52)

Remarque : on notera l’absence dans ces majorants des hauteurs de u0 et de q, conséquence
du choix des métriques.

La démonstration de cette proposition est immédiate à partir de la définition de la hauteur
de ϕ̃i et des évaluations des normes archimédiennes de ces morphismes, effectuées précédem-
ment.
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§ 5.g. Conclusion

À partir de maintenant, nous allons raisonner par l’absurde en supposant que

(
18(d+ 1)S

S0

)(d+1)TS0

(1 + ‖u′‖L, σ0)
(d+1)T |Λ| ≤

(
1

E

)(d+1)TS0−D0

e
200d2D1S2E2‖u′‖2

L, σ0 . (53)

Dans ce cas, pour i ≥ 2(d+ 1)T (S0 + 1) + 1, on a

h(ϕ̃i) ≤ 5(d+ 1)T log(4dD0) + logS +D0

(
h′(W ) + 5 +

log((d+ 1)S)

[K : Q]
+

logE

[K : Q]

)

+D1

(
4πd2.5 S

D0
+ π + d+ 200d2

S2E2‖u′‖2
L,σ0

[K : Q]

)
+
d2

4
max {1, hF (A)} + 4d4

− (d+ 1)TS0

[K : Q]
logE ·

(54)

Le morphisme ϕ est injectif d’après la proposition II.5.1. Appliquons alors l’inégalité de pen-
tes (12) (page 74).

d̂egnE ≤ (rgE − rgEi0) max
i≤i0−1

{
h(ϕ̃i) + µ̂max(G̃i)

}
+ rgEi0 max

i0≤i≤N

{
h(ϕ̃i) + µ̂max(G̃i)

}
(55)

(l’entier i0 est défini dans le lemme II.5.6, page 85). Grâce à la proposition II.5.3, si D1 ≥ 3
alors

d̂egnE

rgE
≥ −hF (A)

2
·

Ces inégalités entraînent la positivité de

d2 max {1, hF (A)} + 5(d+ 1)T
(
log(4dD0) + (d+ 1)hF (A) + 6d5

)

+D0

(
h(u0) + h′(W ) + 5 + 3 log(dS) +

logE

[K : Q]

)

+D1

(
4πd2.5 S

D0
+ π + d+ 200d2

S2E2‖u′‖2
L,σ0

[K : Q]
+ 3(d+ 1)2S2ĥ(q)

)

− (d+ 1)TS0

2[K : Q]
logE ·

(56)

Après un récapitulatif des principales contraintes et du résultat que nous venons d’obtenir,
nous effectuerons un choix de paramètres dont nous déduirons le théorème II.2.1.

Résultat intermédiaire

Faisons le point sur ces calculs : supposons

☛ x0 ≥ S+1

C0(deg G) eD0
×
( eT

eD1

)d

☛ S + 1 ≥ (3/2)dC0

☛ x0D̃1 ≥ 3

☛ C0 ≥ 4dd! + 1
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5. Démonstration du théorème

☛ T̃ ≥ 6d+1(d!)2 max {D̃1,
eD0

S+1}
☛ |Λ| ≤ |u0|
☛ S/S0 ≥ 8d+1(d+ 1)d+1C0

☛ d ≥ 1

☛ TS0 logE ≥ 40[K : Q] d max {1, hF (A)}
☛ S0 logE ≥ 40[K : Q]

(
11d5 + (d+ 1)hF (A) + logD0

)

☛ TS0 logE ≥ 4000d3[K : Q]D1

(
1 + S

D0
+

S2E2‖u′‖2
L,σ0

[K:Q] + S2ĥ(q)

)

☛ TS0 logE ≥ 40[K : Q]D0d
(
h(u0) + h′(W ) + logS + log E

[K:Q]

)

Alors

|Λ| ≥
(

S0

18(d+ 1)S

)(d+1)TS0

× (1 + ‖u′‖L, σ0)
−(d+1)T ×

(
1

E

)(d+1)TS0−D0

· (57)

Sous cette forme, la minoration est un peu indigeste. Nous allons choisir des paramètres qui
donnent le théorème II.2.1. Le lecteur qui reprend les calculs se convaincra aisément que ce
sont les meilleurs possibles, à la dimension d et à la constante numérique près.

Choix concret des paramètres

Nous allons donner un choix des différents paramètres qui apparaissent dans les conditions ci-dessus.
Les constantes numériques sont très (voire excessivement) larges, mais pour l’invariant « hauteur de
Faltings » lié à la variété abélienne, nous avons essayé de conserver le « bon » ordre de grandeur, qui
ressort naturellement des conditions.

Rappelons que D est un majorant de [K : Q] ; choisissons

C0 = 4dd! + 1, S = (8d)4dS0 − 1

et posons

log a0 := 40Dd3

(
h(u0) + h′(W ) + logS0 +

logE

D

)
,

et

log a1 := (10d)10dD

(
1 +

S0

D0
+
S2

0E
2‖u′‖2

L,σ0

D
+ S2

0 ĥ(q)

)
·

Choisissons également

x0 :=
(8d)4dS0

D̃0

(
T̃

D̃1

)d

· (58)

Considérons U0 un réel > 0 et posons

T̃ :=
U0

S0 logE
, D̃0 :=

U0

log a0
et D̃1 :=

U0

log a1 + (10d)10dS0 logE
· (59)

Ces choix de T̃ , D̃0, D̃1 en fonction de U0 impliquent que

x0U0 = (8d)4dS0 (log a0)

(
(10d)10d +

log a1

S0 logE

)d

(60)
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et, par conséquent (en revenant aux définitions (59)),

x0D̃0 = (8d)4dS0

(
(10d)10d +

log a1

S0 logE

)d

et x0D̃1 = (8d)4d log a0

logE

(
(10d)10d +

log a1

S0 logE

)d−1

·

Il ressort de ces choix que si, de plus,

S0 logE ≥ (10d)10D
(
max {1, hF (A)} + log(x0D̃0)

)
(61)

(cette condition étant facile à réaliser dès que S0 est très grand) alors nous obtenons la minoration
de |Λ| donnée par (57). Cette minoration s’écrit simplement

log |Λ| ≥ −(100d)100dx0U0 . (62)

Pour déduire le théorème II.2.1 à partir de cette inégalité, nous choisissons l’entier S0 égal à la partie
entière de

(20d)20
D

logE

(
max {1, hF (A)} + log+

(
D log a

logE

))
+ 1 (63)

où – nous le rappelons – log a est un majorant de

max

{
1, ĥ(q),

E2‖u′‖2
L,σ0

D

}
·

Par ailleurs, d’après l’égalité (60), on a

x0U0 ≤ (100d)100d2
Sd+1

0 (log a0)

(
1 +

D log a

logE

)d

,

ce qui donne le théorème II.2.1 en remplaçant S0 par sa valeur ci-dessus (63) (on notera que le nombre
réel (

1 + |β1|2 + · · · + |βd|2
)1/2

est égal à 1
dσ0 (e0, WC) , et ce nombre est donc inférieur à bD, ce qui permet d’obtenir la minoration de

dσ0(u, W ) à partir de celle de |Λ|).
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Annexe B

Inégalités de pentes et Transcendance
(d’après J.-B. Bost)

Ce texte a été exposé lors d’une séance du groupe de travail de théorie des nombres de
Paris 6. Il est essentiellement issu du cours de DEA de J.-B. Bost, donné à l’IHP au second
semestre 1997 et de son article Périodes et isogénies des variétés abéliennes sur les corps de
nombres. Il a été enrichi des remarques faites ce jour là par les participants à ce groupe de
travail, tout en restant, néanmoins, minimaliste. . .

§ B.1. Définitions

Soit K un corps de nombres.

Définition B.1.1. Un fibré vectoriel hermitien E sur SpecOK est la donnée d’un faisceau
localement libre cohérent E sur SpecOK et d’une structure hermitienne C∞, invariante par
conjugaison complexe, sur le fibré vectoriel holomorphe EC sur (SpecOK)(C). De facon équi-
valente, c’est la donnée d’un OK-module E projectif de type fini et d’une famille de normes
hermitiennes (‖.‖σ)σ:K →֒C sur Eσ = E ⊗σ C (structure euclidienne si le plongement σ est réel,
structure hermitienne si σ est complexe), compatible avec l’isomorphisme Eσ ≃ Eσ induit par
la conjugaison complexe.

Rappelons que si E est un C-espace vectoriel (de dimension finie) muni d’une norme her-
mitienne ‖.‖ alors le déterminant de E, noté det E, est la puissance extérieure maximale de
E. De plus, si on note e la dimension de E, l’espace E est naturellement muni de la norme
(hermitienne) ∧e‖.‖, définie par :

(∧e‖.‖)(x1 ∧ . . . ∧ xe) = det((xi, xj))1≤i,j≤e . (B.1)

Définition B.1.2. Soient E un fibré en droite hermitien sur SpecOK et x un élément de
EK \ {0} = E ⊗OK

K \ {0}. Le degré d’Arakelov de E est :

d̂egE :=
∑

p

vp(x) log N(p) −
∑

σ

log ‖x‖σ

où N(p) = card(OK/p), p parcourant les places finies de K et σ les places infinies. Dans le
cas général d’un fibré vectoriel hermitien E = (E, ‖.‖) quelconque, le degré d’Arakelov de E
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est le degré de det(E) muni des métriques de type (B.1). Le degré d’Arakelov normalisé
(noté d̂egnE) est le quotient de d̂egE par [K : Q].

La formule du produit implique que cette définition ne dépend pas du choix de x.
Exemple : Un fibré vectoriel hermitien sur Spec Z est la donnée d’un Z-module libre Γ de

rang r et d’une norme euclidienne sur Γ ⊗Z R rendant isométrique Γ ⊗Z R et Rr muni de sa
norme euclidienne. Nous avons alors l’inégalité

d̂egE = − log covol(Γ, ‖.‖) .

Il existe une formule plus générale lorsque E est un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK :

d̂egE = − log V +
rgE

2
log |DK |

où V est le covolume de E, vu comme Z-module, dans ⊕σ:K →֒CEσ et |DK | est la valeur
absolue du discriminant de K|Q. Cette formule est l’analogue de la formule de Riemann-Roch
(en géométrie algébrique complexe), où la caractéristique d’Euler de E serait − log V .

§ B.2. Pentes des fibrés vectoriels hermitiens

Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , V un sous OK-module de E, que l’on munit
de la métrique induite. Ainsi V a un rang et un degré d’Arakelov. On pose Vsat = VK ∩ E
(sat=saturé). On montre que V = Vsat si et seulement si V est facteur direct dans E (comme
OK-module). Par ailleurs

d̂egn V ≤ d̂egn V sat .

En interprétant d̂egn V sat comme l’opposé de la hauteur (dans une Grassmanienne) de VK , on
montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de points du graphe (rgV, d̂egn V sat) dans tout demi-plan
supérieur. On peut alors considérer l’enveloppe convexe de ces points et obtenir une fonction
affine par morceaux, concave PE : [0, rgE] → R. On notera µ̂i(E) la pente de PE sur [i−1, i] :

µ̂i(E) := PE(i) − PE(i− 1)

et
µ̂max(E) := µ̂1(E) ≥ . . . ≥ µ̂rgE(E) =: µ̂min(E)

(l’inégalité µ̂i(E) ≥ µ̂i+1(E) provient de la concavité de PE). Nous dirons que E est semi-
stable si PE(x) est fonction linéaire de x. Par exemple, le fibré hermitien trivial On

K , muni
des métriques hermitiennes relatives à la base canonique, est semi-stable, et même, POn

K
≡ 0.

§ B.3. Notion de pentes pour les morphismes entre fibrés
vectoriels hermitiens

Après avoir explicité la norme d’opérateur que nous choisissons pour une application li-
néaire ϕ entre espaces vectoriels sur un des complétés (p-adique ou archimédien) de K (théorie
locale), nous définissons la ième pente de ϕ (théorie globale). Ce paragraphe ne contient qua-
siment aucun résultat ; il fixe les notations.
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§ B.3.a. Théorie locale

• Places finies
On note Op l’anneau des entiers du corps p-adique Kp. Soit ϕ : EKp

→ FKp
une applica-

tion Kp-linéaire entre Kp-espaces vectoriels. Le corps Kp est muni de sa norme p-adique
habituelle :

‖λ‖p := N(p)−vp(λ), λ ∈ Kp \ {0} .
Cette norme induit des normes sur EKp

et FKp
: si par exemple (e1, . . . , eh) est une base

de EKp
sur Op,

‖
h∑

i=1

λiei‖ := max
1≤i≤h

‖λi‖p .

Cela ne dépend pas de la base choisie.
On peut considérer alors

‖ϕ‖p := sup
v∈EKp

,

‖v‖≤1

‖ϕ(v)‖ .

On pose également

Mi,p :=
‖∧i ϕ‖p

‖∧i−1 ϕ‖p

.

• Places infinies
On se place sur C (sur R, c’est pareil). Soient E et F deux C-espaces vectoriels de
dimension finie munis de structures hermitiennes, et ϕ : E → F une application C -
linéaire. On pose alors

Mi(ϕ) := min ‖ϕ|V ‖ = min max
x∈ V,
‖x‖≤1

{‖ϕ(x)‖}

où le minimum porte sur les sous-espaces vectoriels V de E de codimension i− 1.

§ B.3.b. Théorie globale

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK et ϕK : EK → FK une
application K-linéaire. On pose

h(E, F , ϕK) :=
1

[K : Q]

(∑

p

log ‖ϕK‖p +
∑

σ:K →֒C

log ‖ϕK‖σ

)
.

Le réel h(E, F , ϕK) est invariant par extension des scalaires i.e. si f : SpecOK′ → SpecOK

est un morphisme de schémas, on a h(f ∗E, f ∗F, ϕK′) = h(E, F , ϕK). De plus, pour tout
λ ∈ K \ {0} on a h(E, F , λϕK) = h(E, F , ϕK) donc h(E, F , . ) définit une fonction sur
P(Hom(E, F ))(K) qui est une « hauteur ». On pose également, pour 1 ≤ i ≤ rgϕ,

µi(E, F , ϕK) :=
1

[K : Q]

(∑

p

logMi,p(ϕK) +
∑

σ:K →֒C

logMi(ϕK,σ)

)
.

La quantité µi est invariante par extension des scalaires. Pour fixer les idées, on a

µ1(E, F , ϕK) = h(E, F , ϕK)
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et
µi(E, F , ϕK) = h(∧iE, ∧iF , ∧iϕK) − h(∧i−1E, ∧i−1F , ∧i−1ϕK) .

§ B.4. Inégalités de pentes

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK et ϕK : EK → FK une
application K-linéaire.

Proposition B.4.1. Pour tout j ∈ {1, . . . , rgϕK}, on a

µ̂dim ker ϕK+1(E) + · · · + µ̂dim ker ϕK+j(E) ≤
µ̂1(F ) + · · · + µ̂j(F ) + µ1(E, F , ϕK) + · · · + µj(E, F , ϕK) .

Proposition B.4.2. Pour tout j ∈ {1, . . . , rgϕK} , on a

µ̂j+dim ker ϕK
(E) ≤ µ̂j(F ) + h(E, F , ϕK) .

Corollaire B.4.3. Si ϕK est injective alors

µ̂max(E) ≤ µ̂max(F ) + h(E, F , ϕK) .

On va maintenant généraliser ce corollaire de la facon suivante : ce n’est plus F qui sera
muni d’une structure hermitienne mais chacun des quotients associés à une filtration de F .

Soient donc E = (E, ‖.‖) un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , et F un fibré vectoriel
sur SpecOK . Soit

F = F 0 ⊇ F 1 ⊇ · · · ⊇ FN = {0}
une filtration de F par des sous-fibrés vectoriels (i.e. par des sous OK-modules tel que les
Gi = F i/F i+1 soient sans torsion). On munit lesGi (0 ≤ i ≤ N−1) d’une structure hermitienne
‖.‖i. Soit ϕK : EK → FK une application K-linéaire. On pose

Ei
K := ϕ−1

K (F i
K) , Ei := E ∩ Ei

K

et si on note pi la projection F i
K → F i

K/F
i−1
K , ϕi

K sera l’application composée de pi avec ϕK .

Théorème B.4.4. Si ϕK : EK → FK est injective alors

d̂egnE ≤
N−1∑

i=0

(rgEi − rgEi+1)(µ̂max(G
i
) + h(E

i
, G

i
, ϕi

K)) (B.2)

Démonstration rapide. On a

d̂egnE =
N−1∑

i=0

(
d̂egnE

i − d̂egnE
i+1
)

=
N−1∑

i=0

d̂egn

(
Ei/Ei+1

)

et
Ei

K/E
i+1
K →֒ F i

K/F
i+1
K
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donc d’après le corollaire

µ̂max

(
Ei/Ei+1

)
≤ µ̂max(G

i
) + h

(
Ei/Ei+1, G

i
, ϕi

K

)
.

Il ne reste plus qu’à remarquer que

h
(
Ei/Ei+1, G

i
, ϕi

K

)
≤ h(E

i
, G

i
, ϕi

K) .

§ B.5. Lien entre le corollaire, le lemme de Siegel et le théo-
rème de Minkowski

Pour la commoditée du lecteur, nous rappelons deux formes possibles du lemme de Siegel
et du théorème de Minkowski.

Lemme de Siegel Soit (ai,j) 1≤i≤r
1≤j≤n

une matrice rectangulaire à coefficients dans Z et soit

ϕ : Zn → Zr le morphisme de Z-module associé. On pose A = maxi,j {|ai,j|}. Alors, si n > r,
il existe x ∈ kerϕ \ {0} tel que

‖x‖ ≤ (nA)
r

n−r

où ‖.‖ est la norme euclidienne.

Théorème de Minkowski Soit Γ ⊆ Rn un réseau, D ⊆ Rn un compact convexe symétrique.
Alors, si vol D ≥ 2ncovol(Γ), il existe x ∈ Γ ∩ D \ {0}.
Nous allons démontrer le lemme de Siegel à partir du corollaire du paragraphe précédent et
du théorème de Minkowski.

L’application ϕ̃ : Zn/ kerϕ →֒ Zr est injective donc par le corollaire B.4.3

µ̂max(Zn/ kerϕ) ≤ h(Zn/ kerϕ, Z
r
, ϕ̃)

et donc
−d̂egnkerϕ ≤ rg(Zn/ kerϕ) log ‖ϕ̃‖ .

Mais par ailleurs d̂egnkerϕ = − log(covol(kerϕ), ‖.‖) et ‖ϕ̃‖ ≤ ‖ϕ‖ donc

covol(kerϕ) ≤ ‖ϕ‖rgϕ .

D’après Minkowski, si vol(B(0, t)) ≥ 2Ncovol(kerϕ) (N = n − rgϕ), donc en particulier, si

vol(B(0, t)) ≥ 2N‖ϕ‖rgϕ, il existe x ∈ kerϕ−{0} tel que ‖x‖ ≤ t. Mais vol(B(0, t)) = tN π
N
2

Γ(N
2

+1)

donc
t =

2√
π

max
1≤i≤n

{Γ(i/2 + 1)1/i} × ‖ϕ‖
rgϕ

n−rgϕ

convient. Il suffit alors de voir que rgϕ
n−rgϕ

≤ r
n−r

et que ‖ϕ‖ ≤ nA.

Nous allons voir que l’application du théorème B.4.4 permet d’éviter l’emploi du lemme de
Siegel (généralement utilisé pour construire les fonctions auxiliaires dans les démonstrations
de transcendance) et de l’inégalité de Liouville. Deux autres outils habituels en transcendance
– lemme de zéros et lemme de Schwarz – seront encore nécessaires . . .
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§ B.6. Application à la transcendance : théorème des six
exponentielles

Il s’agit de démontrer (avec la méthode des pentes) le théorème suivant :

Théorème B.6.1. Soient d, ℓ des entiers naturels tels que dℓ > d + ℓ et soient x1, . . . , xd

( resp. y1, . . . , yℓ) des nombres complexes Q-linéairement indépendants ( resp. idem). Alors
l’un au moins des nombres exiyj (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ ℓ) n’est pas algébrique sur Q.

Ce théorème peut être formulé de manière équivalente en choisissant (d, ℓ) = (2, 3) (ce
qui fait 6 exponentielles !). La conjecture des quatre exponentielles concerne le cas limite
d = ℓ = 2 :
Conjecture des 4 exponentielles : Soient x1, x2, y1, y2 des nombres complexes non nuls tels
que ni x1/x2 ni y1/y2 n’appartiennent à Q. Alors au moins un des 4 nombres ex1y1 , ex1y2 , ex2y1 , ex2y2

est transcendant.
La démonstration « classique » de ce théorème consiste à construire un polynôme P de

Z[X1, . . . , Xd] de hauteur assez petite et tel que

f(z) := P (ex1z, . . . , exdz) (B.3)

ne soit pas identiquement nul et s’annule en de « nombreux » points du groupe Zy1+ · · ·+Zyℓ.
On minore alors α = f(s1y1 + · · · + sℓyℓ) par le théorème de Liouville lorsque α 6= 0 et on
majore ce nombre par le lemme de Schwarz. Une contradiction est alors censée apparaître. Ici
le lemme de Liouville est remplacé par l’inégalité de pentes (B.2), qui permet un raisonnement
plus directe et l’obtention de renseignements (bien faible au regard de la conjecture de Lehmer)
en direction de la conjecture des 4 exponentielles (cf. § B.6.g). Commençons la démonstration
du théorème B.6.1.

§ B.6.a. Données

Nous raisonnons par l’absurde et nous considérons K un corps de nombres contenant tous
les exiyj . Le corps K est un sous-corps de C et nous noterons σ0 : K →֒ C l’inclusion. Soient
L, S1 ≤ S2 des entiers strictement positifs. On prendra

E :=
{
P ∈ OK [X1, . . . , Xd] ; degXi

P ≤ L− 1
}
, F := OSℓ

2
K

et ϕK : EK → FK l’application linéaire définie par

ϕK(P ) = (f(s1y1 + · · · + sℓyℓ)) 0≤sj≤S2−1

1≤j≤ℓ

.

La filtration choisie est ici très simple puisqu’elle comporte trois termes seulement :

F ⊇ F 1 ⊇ F 2 = {0}

où
F 1 = {(as1, ..., sℓ

)0≤si<S2 ∈ F ; as1,...,sℓ
= 0 ∀ 0 ≤ si ≤ S1 − 1} .
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L’espace E et les quotients F i/F i+1 sont munis des métriques hermitiennes : (
∑

i |σ(xi)|2)
1
2

(σ : K → C est un plongement de K dans C). Enfin, ϕi
K désigne l’application de ϕ−1

K (F i
K) →

F i
K/F

i+1
K , déduite de ϕK . De manière concrète, on a

ϕ0
K(P ) = (f(s1y1 + · · · + sℓyℓ)) 0≤sj≤S1−1

1≤j≤ℓ

et P ∈ EK ,

ϕ1
K(P ) = (f(s1y1 + · · · + sℓyℓ)) 0≤sj≤S2−1

1≤j≤ℓ

avec
P ∈ E1 = {P ∈ E ; f(s1y1 + · · · + sℓyℓ) = 0 pour 0 ≤ sj ≤ S1 − 1} .

§ B.6.b. Injectivité de ϕK

Nous utilisons le lemme de Tijdeman suivant, majorant le nombre de zéros d’un polynôme
exponentiel dans le disque D(0, R) (voir chapitre 6 de [79]) :

Lemme B.6.2. Si h(z) =
∑n

i=1 ai(z)e
ωiz où ai ∈ C[X] \ {0} et ω1, . . . , ωn sont des nombres

complexes deux à deux distincts alors le nombre de zéros de h (avec multiplicité) dans D(0, R)
est inférieur à

2(deg a1 + · · · + deg an + n− 1) + 5Rmax
i

{|ωi|} .

Dans le cas présent, l’application ϕK est injective dès que

Sℓ
2 ≥ 2Ld + 5LS2θ

où θ := (|x1| + · · · + |xd|)(|y1| + · · · + |yℓ|).

§ B.6.c. Évaluation de ‖ϕiK‖p, ‖ϕiK‖σ
Les majorations de cette section sont très larges et faciles à obtenir.

Soit i ∈ {0, 1}. Pour toute place finie p de K, on a

‖ϕi
K‖p ≤ max

0≤ℓi≤L−1
0≤si≤S−1

{
|e(ℓ1x1+···+ℓdxd)(s1y1+···+sℓyℓ)|p

}
≤ αLS2

p

où
αp = max (1, |ex1y1 |p, . . . , |exdyℓ |p) .

De même, par Cauchy-Schwarz, pour toute place infinie σ,

‖ϕi
K(P )‖2

σ ≤ Sℓ
2


 ∑

0≤ℓj≤L−1

|e(ℓ1x1+···+ℓdxd)(s1y1+···+sℓyℓ)|2σ


× ‖P‖2

σ

≤ Sℓ
2L

dα2LS2
σ ‖P‖2

σ

où
ασ = max (1, |ex1y1 |σ, . . . , |exdyℓ |σ) .

D’où finalement :
‖ϕi

K‖σ ≤ (Sℓ
2L

d)0.5αLS2
σ .
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§ B.6.d. Majoration plus fine pour ‖ϕ1
K‖σ0

Dans l’estimation précédente on n’a pas tenu compte du fait que ϕ1 est évalué en P ∈ E1
K

i.e. que
P (ex1z, . . . , exdz)(s1y1 + · · · + sℓyℓ) = 0 pour tout 0 ≤ sj ≤ S1 − 1 .

Pour cela on va utiliser la généralisation (bien connue) du lemme de Schwarz :

Lemme B.6.3. Soient R > r, ρ ∈ [0, R], et h une fonction holomorphe dans le disque
D(0, R) s’annulant en N points distincts de D(0, r). Alors, si on note |h|x = sup|z|≤x |h(z)|,
on a

|h|ρ ≤
(
R(r + ρ)

R2 + rρ

)N

|h|R .

Prenons alors P ∈ E1
K . On applique le lemme précédent à h = f avec r = S1(|y1|+· · ·+|yℓ|),

ρ = S2(|y1| + · · · + |yℓ|), R = 2ρ. On trouve

‖ϕ1
K(P )‖σ0 ≤ (LdSℓ

2)
0.5‖P‖σ0

(
2(S1 + S2)

4S2 + S1

)Sℓ
1

e2LS2θ .

Comme S1 ≤ S2, on a
2(S1 + S2)

4S2 + S1
≤ 4

5
,

dont nous déduisons finalement :

‖ϕ1
K‖σ0 ≤ (LdSℓ

2)
0.5

(
4

5

)Sℓ
1

e2LS2θ .

§ B.6.e. Évaluation de rgE−rgE1

rgE1

Comme E/E1 s’injecte dans F/F 1 on a

rgE − rgE1 ≤ rgF − rgF 1 = Sℓ
1 .

Donc rgE1 ≥ Ld − Sℓ
1. Ainsi rgE1 est non nul et

rgE − rgE1

rgE1
≤ 1

dès que Ld ≥ 2Sℓ
1.

§ B.6.f. On applique l’inégalité de pente

En remarquant que µ̂max(G
i
) = 0 et d̂egE = 0 (voir remarque de la fin du § B.2), l’inéga-

lité (B.2) du théorème B.4.4 se ramène à

(rgE − rgE1) × h(ϕ0
K) + rgE1 × h(ϕ1

K) ≥ 0 . (B.4)
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Les évaluations précédentes des normes des ϕi donnent les majorations suivantes des hauteurs
de ces morphismes :

h(ϕ0) ≤ 1

2
log
(
Sℓ

2L
d
)

+ LS2h(1 : ex1y1 : · · · : exdyℓ) .

et

h(ϕ1) ≤ 1

2
log
(
Sℓ

2L
d
)

+ LS2h(1 : ex1y1 : · · · : exdyℓ) +
2LS2θ

[K : Q]
+

Sℓ
1

[K : Q]
log

(
4

5

)

Compte tenu du § B.6.e, l’inégalité (B.4) devient alors :

1

2
log
(
Sℓ

2L
d
)

+ LS2h(1 : ex1y1 : · · · : exdyℓ) +
LS2θ

[K : Q]
+

Sℓ
1

2[K : Q]
log

(
4

5

)
≥ 0 .

§ B.6.g. Conclusion

Il ne reste plus qu’à choisir les paramètres pour obtenir une contradiction, sachant que
doivent être satisfaites les trois conditions suivantes :

• S2 ≥ S1 ≥ 1

• Sℓ
2 ≥ 2Ld + 5LS2θ (lemme de zéros)

• Ld ≥ 2Sℓ
1

Pour cela choisissons L = [21/dS
ℓ/d
1 ] + 1 et S2 = [40 max {1, θ}S1] + 1. On obtient alors

0 ≤ 80 max {1, θ}S1+ℓ/d
1 ×

(
h(1 : ex1y1 : · · · : exdyℓ) +

θ

[K : Q]

)
+

Sℓ
1

2[K : Q]
log

(
4

5

)

+
1

2
log
(
80ℓ max {1, θ}ℓS2ℓ

1

)
.

Si dℓ > d+ ℓ (théorème des six exponentielles), la contradiction vient en faisant tendre S1 vers
l’infini.
Si dℓ = d + ℓ (i.e. d = ℓ = 2, la conjecture des quatres exponentielles), l’inégalité ci-dessus
devient :

max {1, θ}
(
h(1 : ex1y1 : · · · : exdyℓ) +

θ

[K : Q]

)
≥ 0.0001

[K : Q]

et donc si θ ≤ 0.00005, on a

h(1 : ex1y1 : · · · : exdyℓ) ≥ 0.0001

2[K : Q]
.

Malheureusement nous n’arrivons pas à obtenir de contradictions à partir de cette minoration
(qui peut être raffinée au niveau des constantes). Du reste, les méthodes classiques (théorème
de Liouville) peuvent donner de telles minorations, mais de manière plus compliquée. Car un
des grands atouts de la méthode des pentes est sa simplicité de mise en œuvre alliée à une
grande efficacité dans le domaine de l’approximation diophantienne.
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Annexe C

Aide-mémoire sur la notion de voisinage
infinitésimal en géométrie algébrique

§ C.1. Introduction

Ce texte constitue une tentative de l’auteur pour comprendre les liens entre les différentes
définitions possibles d’un voisinage infinitésimal en géométrie algébrique et l’intérêt que l’on
peut y trouver pour formuler et résoudre (élégamment) des problèmes d’approximations dio-
phantiennes. La notion de voisinage infinitésimal va de pair avec celle de schéma formel, qui
sont les limites inductives de tels voisinages. Lorsque X est un Z - schéma et ε ∈ X (Z) une
section de X , nous construisons le nième voisinage infinitésimal X (n) de X le long de ε. La
limite inductive

X̂ε := lim−→
n

X
(n)

de ces schémas est un schéma formel qui rend compte des propriétés des sections de OX

au voisinage de ε. En particulier, lorsque X̂ est isomorphe (en tant que schéma formel) au
spectre (formel) Specf Z[[X1, . . . , Xg]] d’une algèbre de séries formelles sur Z, cela signifie
qu’au voisinage ε, il existe un paramétrage qui permet d’exprimer les sections de OX comme
des séries en ces paramètres locaux à coefficients dans Z. Autrement dit, les coefficients de
Taylor (les « dérivées divisées ») des sections de OX sont des entiers relatifs. L’isomorphisme
de X̂ε avec Specf Z[[X1, . . . , Xg]] s’obtient notamment lorsque X → Z est lisse en les points
de ε(Z). Ainsi, le concept de lissité est porteur d’une information de nature arithmétique sur les
jets de sections. Cette remarque n’a guère été utilisée jusqu’à présent pour obtenir des mesures
d’indépendances linéaires de logarithmes, sauf dans le cas des tores (commutatifs) via les
polynômes de Fel’dman (voir Entracte, § II.5.d, page 85). Nous nous sommes (très largement)
inspirés du tome IV des Éléments de Géométrie Algébrique de Grothendieck [43], sans pour
autant examiner le sujet ex professo !

§ C.2. Voisinages infinitésimaux

Soit S un schéma, π : X → S un schéma sur S et ε : S → X une section de X. Soit U
un ouvert de X tel que ε se factorise en une immersion fermée ε̃ : S → U via le morphisme
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d’inclusion i : U → X. On note Iε = ker(OU → ε̃∗OS) le faisceau d’idéaux définissant
l’immersion fermée ε̃.

Définition C.2.1. Le premier voisinage infinitésimal de X le long de ε, que l’on note
S

(1)
ε ou S(1) s’il n’y a pas de confusion, est le sous-schéma fermé de U défini par I2

ε . Plus
généralement, le nème voisinage infinitésimal de X le long de ε, que l’on note S(n)

ε ou S(n), est
le sous-schéma fermé∗ de U défini par le faisceau d’idéaux In+1

ε .

Le voisinage S(n) est indépendant du choix de l’ouvert U (en question).

Propriété C.2.2.

1. Si X est nœthérien alors S(n) est nœthérien.

2. Si X/S est séparé alors S(n) est un sous-schéma de X.

3. Si S est affine alors S(n) est affine.

Ces voisinages infinitésimaux sont l’analogue, en analyse, des développements limités tron-
qués à l’ordre n d’une fonction. La section ε joue le rôle du point en lequel on effectue le
développement limité. On peut aussi considérer des dérivées et les voisinages associés globale-
ment sur X :

Définition C.2.3. Soit ∆π : X → X×SX l’immersion diagonale et I∆π le faisceaux d’idéaux
correspondant. Le faisceau des parties principales d’ordre n du S-schéma X, noté Pn

X/S,

est le faisceau d’anneaux (sur X) : ∆∗
π

(
OX×SX/In+1

∆π

)
.

L’espace annelé (X, Pn
X/S) s’identifie alors à X(n)

∆π
. On désigne par dn

X/S l’homomorphisme
de OX → Pn

X/S déduit de la projection sur le second facteur p2 : X ×S X → X (via OX →
p2 ∗OX×SX → p2 ∗

(
OX×SX/In+1

∆π

)
). Intuitivement, c’est l’analogue de l’application qui à f ∈

C∞(R,R) associe le (n+ 1)-uplet de fonctions
(
f, f ′, · · · , 1

n!
f (n)

)
car, modulo l’idéal In+1

∆π
, on

a

f(z2) =
n∑

k=0

(z2 − z1)
k f

(k)(z1)

k!
·

On verra plus loin que dn
X/S est un opérateur différentiel.

Propriété C.2.4. Si X/S est localement de type fini alors Pn
X/S est un OX-module quasi-

cohérent de type fini.

Exemple C.2.5. Si R est un anneau alors

Pn
Ag/R

∼→ R[X1, . . . , Xg, Y1, . . . , Yg]

(Y1, . . . , Yg)n+1
·

∗En fait l’espace topologique sous-jacent à S(n)
ε , noté S(n)

ε, top, est Stop car S(n)
ε, top est naturellement isomorphe

au support de OU/I
n+1 (=

{
x ∈ U ;

(
OU/I

n+1
)
x
6= 0
}
), qui est aussi le support de OU/I, i.e. Stop.

108



C.2. Voisinages infinitésimaux

Ainsi se donner un élément de Pn
Ag/R (i.e. une section globale de ce fibré) revient à se donner

des polynômes (
(

g+n
n

)
exactement) de R[X1, . . . , Xg], qui forment une famille de coefficients

de Taylor jusqu’à l’ordre n.
Il existe une autre définition des voisinages infinitésimaux S

(n)
ε . Considérons l’immersion

fermée ε̃ : S → U déduite de ε (voir le début de ce paragraphe). L’homomorphisme surjectif
ε̃∗OU → OS induit un isomorphisme

ε̃∗OU/Jeε
∼→ OS

où Jeε = ker(ε̃∗OU → OS).

Définition C.2.6. L’espace annelé

S(n)
ε =

(
S, (ε̃∗OU ) /J n+1

eε
)

est le nème voisinage infinitésimal de X le long de ε.
Son faisceau structural, O

S
(n)
ε

= ε̃∗OU/J n+1
eε , est appelé le nème invariant normal de ε.

Proposition C.2.7. Avec les notations précédentes, on dispose d’un isomorphisme de OS-
algèbres :

O
S

(n)
ε

∼→ ε∗O
X

(n)
∆π

et cet isomorphisme est unique si on demande la commutativité du diagramme

ε∗OX
projection

//

##H

H

H

H

H

H

H

H

H

O
S

(n)
ε

��

ε∗O
X

(n)
∆π

Cet isomorphisme traduit le fait que pour obtenir le développement limité à l’ordre n au
point ε, on peut d’abord dériver jusqu’à l’ordre n (c’est O

X
(n)
∆π

) puis spécifier au point ε (d’où

l’image inverse par ε).

§ C.2.a. Schémas et groupes formels

On dispose d’homorphismes de projection ϕnm : OS(m) → OS(n) pour n ≤ m permettant
d’identifier OS(n) avec le quotient de OS(m) par

(
Iε/Im+1

ε

)n+1 ·

Le système (OS(n) , ϕnm) est un système projectif de faisceaux d’anneaux sur S dont la limite
projective, parfois notée OS(∞) , est appelée invariant normal d’ordre infini de ε. Lorsque
X/S est nœthérien et séparé, l’immersion ε est fermée et OS(∞) n’est autre que le complété
(formel) de OX le long de ε. L’espace (S(∞), OS(∞)) est le schéma formel complété de X le
long de ε, que l’on appelle aussi le voisinage formel de S dans X (le long de ε). Il peut
être construit par limite inductive des voisinages infinitésimaux d’ordre n. Par exemple, si la
situation de départ se compose d’un schéma en groupes π : G → S séparé et de la S-section
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neutre ε : S → G, on peut compléter G le long de ε pour obtenir le schéma formel Ĝε. Ce
schéma formel a une structure de groupe formel car le morphisme d’addition du schéma en
groupes G se prolonge à Ĝε. Le voisinage infinitésimal S(n)

ε s’identifie au nème voisinage de
Ĝε. L’avantage est que sous certaines hypothèses (par exemple la lissité), le groupe formel est
isomorphe, en tant que schéma formel, à Ân×̂ZS = Specf OS[[X1, . . . , Xn]] (le produit ×̂ est
celui de la catégorie des schémas formels, qui tient compte du fait que Z[[X]] ⊗ Q 6= Q[[X]]).
L’entier n est la dimension de G/S au point ε (voir proposition C.3.11, page 118). Dans ce cas
et lorsque S = SpecR est affine, la structure de groupe formel de Ĝε se lit alors dans Ân×̂S,
via la donnée d’un n-uplet de séries formelles F = (F1, . . . , Fn) (appelée loi formelle), à
coefficients dans R, en deux multivariables X = (X1, . . . , Xn) et Y = (Y1, . . . , Yn), qui a les
propriétés suivantes (héritées en droite ligne des propriétés de la loi de groupe de G) :

– F (F (X, Y), Z) = F (X, F (Y, Z)) (associativité)
– F (0, X) = X (élément neutre)

Si le schéma en groupes G est commutatif, on a également F (X, Y) = F (Y, X). Ces propriétés
impliquent que F (X, Y) = X + Y mod (X, Y)2, égalité qui a son tour donne l’existence (et
l’unicité) de la série inverse i(X) vérifiant F (X, i(X)) = 0. Nous noterons parfois X⊕bGε

Y au
lieu de F (X, Y). Si ε est la section nulle du schéma en groupes considéré, on a par exemple
X ⊕bGa,ε

Y = X + Y et X ⊕bGm,ε
Y = X + Y + XY.

Nous appellerons logarithme de Ĝε un homomorphisme de Ĝε → Ĝn
a tangent à l’iden-

tité, ou de manière équivalente, la donnée d’un n-uplet de séries formelles ℓ(X) ∈ (R[[X]])n

vérifiant ℓ(X ⊕bGε
Y) = ℓ(X) + ℓ(Y) et ℓ(X) = X + termes d’ordre ≥ 2 . Il peut ne pas en

exister. Cependant, lorsque R est une Q-algèbre (hypothèse que nous ferons jusqu’à la fin de ce
paragraphe), il existe un logarithme de Ĝε dont les composantes proviennent de l’intégration
(formelle) de formes différentielles invariantes :

Définition C.2.8. Une forme différentielle ω sur Ĝε est invariante (par translation) si elle
s’écrit

ω =
n∑

i=1

ω̃i(X1, . . . , Xn) dXi

avec ω̃i ∈ R[[X]] et ω(X ⊕bGε
Y) = ω(X).

Proposition C.2.9. Le R-module des formes différentielles invariantes est libre de rang n.
De plus, (ω1, . . . , ωn) est une base de ce module si et seulement si ℓ(X) =

(∫
ω1, . . . ,

∫
ωn

)

est un logarithme de Ĝε.

Théorème C.2.10. Un logarithme de Ĝε est un isomorphisme de groupes formels ; autrement
dit tout groupe formel sur une Q-algèbre est isomorphe, en tant que groupe formel, à une
puissance du groupe formel additif. De plus, si on note tG/S le dual de ε∗Ω1

G/S (qui est un

quotient de Iε/I2
ε ), alors il existe un isomorphisme canonique entre Ĝε et le complété formel

t̂G/S de tG/S par rapport à I.

Ce théorème et cette proposition sont démontrés dans [44], p. 64.
D’après ce théorème, il existe, pour tout n ∈ N \ {0}, un isomorphisme de schémas entre

Ĝ
(n)
ε (qui gère les variations infinitésimales (d’ordre n au voisinage de ε) directement dans le

groupe G) et t̂(n)
G/S (qui gère les mêmes variations, mais dans l’espace tangent). Nous allons voir

dans le paragraphe suivant une construction équivalente de t̂(n)
G/S obtenue avec le fibré tangent.
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§ C.2.b. Cas d’un fibré vectoriel

Lorsque X est un fibré vectoriel associé à une OS-algèbre, on peut préciser le faisceau des
parties principales d’ordre n et les voisinages infinitésimaux correspondant.

Soit S un schéma, E un OS-module quasi-cohérent. On note X = V(E) := Spec (S (E)) et
π : X → S son morphisme structural (S (E) est l’algèbre symétrique de E). Soit ε : S → X
la S-section provenant de l’augmentation S (E) → OS et I = ker (S(E) → OS) son idéal de
définition. Lorsque E est un OS-module (quasi-cohérent) de type fini, le schéma X est aussi
de type fini sur S (et réciproquement).

Proposition C.2.11 (Proposition 16.4.8 de [43]). On dispose d’isomorphismes

δn : π∗
(
S(E)/In+1

) ∼→ Pn
X/S

qui forment un système projectif et d’un isomorphisme de OX-algèbres graduées :

π∗ (S(E))
∼→ G r•

(
PX/S

)
:= ⊕

n≥0
(In

∆π
/In+1

∆π
) .

En particulier on a un isomorphisme canonique π∗E ∼→ Ω1
X/S.

Si on joint cette proposition à la proposition C.2.7, on déduit immédiatement que O
S

(n)
ε

∼→
S(E)/In+1 et donc O

S
(n)
ε

∼→ OS ⊕ E ⊕ · · · ⊕ Sn(E) en munissant ce dernier ensemble de la
structure d’algèbre « quotient » induite par S(E)/In+1 (le produit est l’exacte analogue du
produit de deux développements limités d’ordre n). Ceci suggère une (troisième) définition
(équivalente) pour le nème voisinage S

(n)
ε :

S(n)
ε := Spec(OS ⊕ E ⊕ · · · ⊕ Sn(E)).

Le voisinage formel de S dans X n’est alors rien d’autre que le complété formel le long de ε
du fibré vectoriel X. Cette définition est particulièrement intéressante lorsqu’on veut dériver
dans certaines directions privilégiées et non selon toutes les directions au « point » ε.

Avec les notations initiales (X schéma quelconque au-dessus de S), considérons le OX-
module des différentielles Ω1

X/S de X/S et tX/S, ε = HomOS
(ε∗Ω1

X/S, OS) l’espace tangent à
X au point ε. On suppose que ε∗Ω1

X/S est localement libre. Soit W un sous OS-module de
tX/S, localement facteur direct dans tX/S, et soit SW := V(Wv). L’injection W →֒ tX/S induit
une surjection sur les duaux et donc une immersion fermée du fibré vectoriel SW dans le fibré
tangent∗ sur S : TX/S ×X S. De plus ces deux fibrés sont des schémas affines au-dessus de S
et sont donc affines si S est affine. Le fait est que le cotangent de SW sur S s’identifie au dual
de W . En effet, d’après la proposition C.2.11, il existe un isomorphisme canonique

π∗(Wv)
∼→ Ω1

SW/S

où π : SW → S est le morphisme structural. Par conséquent, si εW : S → SW est la S-section
de π provenant du morphisme d’augmentation S(Wv) → OS, on obtient Wv ∼→ ε∗WΩ1

SW/S. De
la même manière, le sous-espace W est le tangent de chacun des voisinages

S
(n)
W = Spec(OS ⊕Wv ⊕ · · · ⊕ Sn(Wv)).

∗qui « moralement » s’identifie à Lie(X/S), cf. [42] pages 49 et 74.
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Exemple C.2.12. Considérons X = Ga × Gm et S = Spec Z. Alors

Ω1
X/S = Z[X, Y, Y −1]dX ⊕ Z[X, Y, Y −1]

dY

Y
,

ε∗Ω1
X/S = ZdX ⊕ Z

dY

Y
,

tX/S = Z
∂

∂X
⊕ ZY

∂

∂Y
.

Soit (a, b) ∈ Z2 \ {0} un couple d’entiers premiers entre eux, définissant l’hyperplan W de
tX/S :

z = x
∂

∂X
+ yY

∂

∂Y
∈ W ⇐⇒ ax+ by = 0.

A partir de là, on aurait envie de définir SW tout simplement comme Spec
(

Z[x,y]
(ax+by)

)
. Eh bien

c’est possible ! . . . et on reste cohérent (à isomorphisme près) avec la première définition de SW .
L’argument est le suivant. Comme SW est affine (car affine au-dessus du schéma affine Spec Z),
il suffit de comparer leurs faisceaux structuraux. Or on a un isomorphisme de Z-modules

Z.x⊕ Z.y

Z.(ax+ by)
≃ Wv

donné par (x, y) →
(
ϕ(x,y) : u ∂

∂X
+ vY ∂

∂Y
7→ ux+ vy

)
. L’isomorphisme de schémas voulu en

découle alors immédiatement .

Sur cet exemple on voit que S(n)
W gère les variations infinitésimales d’ordre n dans la direc-

tion de W au niveau de l’espace tangent. En fait, il semble qu’il soit parfois plus efficace de
considérer les variations infinitésimales directement au niveau du groupe X. Le « problème »
qui se pose alors est que l’hyperplan vu dans X n’est plus un schéma algébrique (par exemple
ici c’est aX + b log(Y + 1) = 0 qui n’est pas une équation polynomiale). On contournera le
problème en considérant le voisinage d’ordre n sur la fibre générique ∗ et le schéma formel qui
est leur limite inductive.

§ C.2.c. Cas d’un schéma en groupes

Lorsque S est le spectre premier d’un anneau R qui peut se plonger dans C, il existe une
manière plus « concrète » de définir le nème voisinage infinitésimal S(n)

W d’un schéma en groupes
G le long d’une S-section ε de G, dans la direction d’un sous-espace vectoriel W de l’espace

tangent tG/S,ε =
(
ε∗Ω

(1)
G/S

)v

.

Soit σ : R → C un plongement de R dans C. Notons eσ : tGσ(C) → Gσ(C) l’exponentielle
du groupe de Lie complexe Gσ(C). Le fibré e∗σOGσ est le fibré trivial sur tGσ(C). Le choix d’une
trivialisation de ce fibré (i.e. d’un isomorphisme e∗σOGσ

∼−→ tGσ(C) × C) permet d’associer
bijectivement à une section s de OGσ(C) au-dessus d’un ouvert U de Gσ(C) une fonction
holomorphe f sur e−1

σ (U). Soit n un entier naturel et posons h := dim(W ⊗σ C). Considérons

∗Sur l’exemple c’est : Spec

(
Q[[X, Y ]]

(Xn+1)+(Y n+1)+
“

aX+b(Y − 1
2 Y 2+···+ (−1)n−1

n
Y n)

”

)
.
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l’ensemble des sections s de OGσ(C), au-dessus d’un ouvert U contenant le point εσ ∈ Gσ(C)
(point obtenu par composition de ε : SpecR → G et de Specσ : Spec C → SpecR), dont la
fonction holomorphe f associée vérifie :

f(u+ z1w1 + · · · + zhwh) ∈ (z1, . . . , zh)n+1 (C.1)

où u est un logarithme de εσ (eσ(u) = εσ) et (w1, . . . , wh) une base de Wσ. On vérifie que
cette définition est indépendante du choix du logarithme de εσ, de la base de Wσ et de la
trivialisation de e∗σOGσ . La condition (C.1) équivaut à se donner une base D1, . . . , Dh de Wσ

(les éléments de cette base sont vus ici comme des dérivations) et à imposer, pour tout |k| ≤ n,
(
Dk1

1 · · · Dkh
h f
)

(u) = 0 .

L’ensemble des sections s ci-dessus forme un faisceau d’idéaux Iσ,n de OGσ(C). Notons G
(n)
W le

sous-schéma fermé de G défini par le faisceau d’idéaux Iσ,n∩OG (le schéma G
(n)
W est l’adhérence

schématique dans G de S(n)
Wσ

). Ce sous-schéma fermé est affine. En effet, l’idéal Iσ,n contient

In+1
σ (Iσ = ker(OGσ → εσ ∗OSpec C)) et donc la flèche G

(n)
W →֒ S

(n)
ε est une immersion fermée

de G
(n)
W dans un schéma affine. Malheureusement, en général, G

(n)
W n’est pas isomorphe à S(n)

W

car, comme nous le verrons plus loin (proposition C.4.1), le schéma formel lim
−→
S

(n)
W (qui est

aussi V̂(Wv)) est lisse sur S, contrairement (en général) à lim
−→

G
(n)
W . Mais, par définition de

l’adhérence schématique, nous disposons néanmoins d’une application G
(n)
W →֒ S

(n)
W qui est

injective (car c’est un isomorphisme sur les fibres génériques).

Remarque : L’obstruction dans la non-lissité du schéma formel lim
−→

G
(n)
W peut être comparée à celle

qui sépare la nième puissance symbolique I(n) d’un idéal I (⊆ R) de la puissance nième, In, de I. Pour
comprendre ce point, rappelons que I(n) est l’intersection des composantes primaires de In associées
aux idéaux premiers minimaux de In. Par exemple, si P est un idéal premier de R et si I est un idéal
P-primaire, I(n) est l’ensemble des éléments x de R pour lesquels il existe un élément r de R \ P

tel que rx appartienne à In. Pour P lui-même, nous avons P(n) = PRP ∩ R (RP est l’anneau local
en P, voir exercice 4.2 de [56], page 29). Dans le cas particulier où I est un idéal radical (I =

√
I)

d’un anneau de polynôme R := k[X1, . . . , Xℓ], sur un corps k de caractéristique nulle, la puissance
symbolique I(n) est

{
P ∈ R ; ∀ (α1, . . . , αℓ), α1 + · · · + αℓ ≤ n− 1,

∂αP

∂Xα
∈ I

}
·

Le lien avec la notion de lissité s’effectue via la notion de suite régulière. En effet, nous avons le

Théorème [Proposition 3.5.12 de [77], p. 95] : Si R est un anneau de Cohen-Macaulay et si P est un

idéal premier de R localement engendré par une suite régulière de dimRP éléments alors, pour tout

entier r ≥ 1, on a P(r) = Pr.

Lorsque nous sommes comme ici avec un schéma en groupes, il est possible, modulo une
hypothèse supplémentaire (lissité), de donner une caractérisation de S(n)

ε (resp. S(n)
W ) à partir

du premier voisinage S(1)
ε (resp. S(1)

W ).
Soit R une Q -algèbre (commutative) et S = SpecR. Soit G/S un schéma en groupes

séparé, commutatif, de dimension g et soit adn : Gn → G la n-addition. On note ε : S → G la
section nulle de G.
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Proposition C.2.13. Avec les notations ci-dessus, supposons que le groupe formel Ĝε de G
le long de ε soit isomorphe (en tant que schéma formel) au schéma formel affine

Specf R[[X1, . . . , Xg]] .

Alors l’image par adn du premier voisinage infinitésimal de G le long de ε

(
S(1)

ε

)⊞n
:= adn(S(1)

ε × · · · × S(1)
ε ) ,

est égale au nème voisinage infinitésimal S(n)
ε .

Démonstration. Notons âdn : Ĝn
ε → Ĝε la n-addition formelle (déduite de adn par « complé-

tion »), nous devons montrer que

(
Ĝε

)(n)
= âdn

((
Ĝε

)(1)
× · · · ×

(
Ĝε

)(1)
)
, (C.2)

égalité qui ne porte que sur le groupe formel de G.
Lorsqu’on identifie Ĝε à Âg×̂S (hypothèse), la loi de groupe se lit sur Ĝε via la loi de groupe
formelle

X ⊕bGε
Y = (F1(X, Y), . . . , Fg(X, Y))

(où X = (X1, . . . , Xg) et Y = (Y1, . . . , Yg) sont des g-uplets de variables) qui a la propriété :

X ⊕bGε
Y = X + Y + termes d′ordre ≥ 2

et donc, si on note Y(i) = (Y
(i)
1 , . . . , Y

(i)
g ), on a

Y(1) ⊕bGε
· · · ⊕bGε

Y(n) = Y(1) + · · · + Y(n) + termes d′ordre ≥ 2.

En notant (Y(1) ⊕bGε
· · · ⊕bGε

Y(n))i la ième composante de la somme dans Ĝε des Y(j), on
remarque que si (α1, . . . , αg) vérifie α1 + · · · + αg ≥ n alors

g∏

i=1

(
(Y(1) ⊕bGε

· · · ⊕bGε
Y(n))i

)αi

=

g∏

i=1

(
Y

(1)
i + · · · + Y

(n)
i

)αi

mod
(
Y(1)

)2
+· · ·+

(
Y(n)

)2
. (C.3)

Cette propriété permet de ramener la difficulté au groupe formel affine Ĝa

g
. Par définition

(
Ĝa

g
)(1)

= Spec
R[[X1, . . . , Xg]]

(X1, . . . , Xg)2

et ((
Ĝa

g
)(1)

)n

= Spec
R[[Y(1), . . . , Y(n)]]

(
Y(1)

)2
+ · · · +

(
Y(n)

)2

où, comme précédemment, Y(i) = (Y
(i)
1 , . . . , Y

(i)
g ). Notons In l’idéal de définition de

âdn

((
Ĝg

a

)(1)
× · · · ×

(
Ĝg

a

)(1)
)
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dans Ĝg
a. Le comorphisme de âdn étant l’application

R[[X1, . . . , Xg]]
dadn

#

// R[[Y(1), . . . , Y(n)]]

Xi
� // Y

(1)
i + · · · + Y

(n)
i

,

on a donc

In = ker

(
R[[X1, . . . , Xg]] −→

R[[Y(1), . . . , Y(n)]]
(
Y(1)

)2
+ · · · +

(
Y(n)

)2

)

et

âdn

((
Ĝg

a

)(1)
)

= Specf
R[[X1, . . . , Xg]]

In
·

Par ailleurs, par définition, on a
(
Ĝg

a

)(n)

= Specf R[[X1, ..., Xg]]

(X1, ..., Xg)n+1 . Il suffit donc de montrer que

In = In+1 où I = (X1, . . . , Xg).

❶ In+1 ⊆ In
Soit (α1, . . . , αg) ∈ Ng tel que α1 + · · · + αg = n+ 1. Alors

âdn
#

(Xα1
1 · · ·Xαg

g ) = (Y
(1)
1 + · · · + Y

(n)
1 )α1 × · · · × (Y (1)

g + · · · + Y (n)
g )αg

=
∑

Pn
j=1 αi,j=αi

cα
∏

k,ℓ

(
Y

(ℓ)
k

)αk,ℓ

Or, pour tout α = (αk,ℓ) intervenant dans la somme, il existe ℓ0 ∈ {1, . . . , n} tel que∑g
k=1 αk,ℓ0 ≥ 2 sinon la somme totale des αk,ℓ (qui est égale à n + 1) serait inférieure à

n. Donc tous les termes de la somme sont nuls modulo l’idéal
((

Y(1)
)2

+ · · · +
(
Y(n)

)2)
et le

monôme Xα1
1 · · ·Xαg

g appartient à In.

❷ In ⊆ In+1. On raisonne par récurrence sur n.
Pour n = 1, c’est la définition de I1. Supposons que Ik ⊆ Ik+1 pour k ≤ n− 1.
Soit P =

∑
aαX

α1
1 · · ·Xαg

g ∈ In. Par définition, il existe des polynômes Ui,j,k tels que

P
(
Y

(1)
1 + · · · + Y

(n)
1 , . . . , Y (1)

g + · · · + Y (n)
g

)
=

∑

1≤k≤n
1≤i,j≤g

Y
(k)
i Y

(k)
j Ui,j,k. (C.4)

En prenant, pour tout i, Y (n)
i = 0, l’égalité ci-dessus signifie que P ∈ In−1, donc, par hypothèse

de récurrence, P appartient à In, ce qui implique que aα = 0 pour |α| ≤ n − 1. Comme les
monômes Xα appartiennent à In+1 pour |α| ≥ n + 1, il suffit de montrer que aα = 0 pour

|α| = n. L’égalité (C.4) devient (modulo l’idéal
(
Y(1)

)2
+ · · · +

(
Y(n)

)2
) :

∑

|α|=n

aα

(
Y

(1)
1 + · · · + Y

(n)
1

)α1 · · ·
(
Y (1)

g + · · · + Y (n)
g

)αg

= 0 .

On développe cette expression avec la formule du multinôme :

∑

|α|=n

aα

∑

αk,1+···+αk,n=αk

(
g∏

m=1

αm!

αm,1! · · ·αm,n!

)
∏

k,ℓ

(
Y

(ℓ)
k

)αk,ℓ


 = 0 , (C.5)

115



Annexe C. Aide-mémoire sur la notion de voisinage infinitésimal

et dès qu’il existe ℓ0 ∈ {1, . . . , n} tel que
∑g

k=1 αk,ℓ0 ≥ 2, le terme monomial de la seconde
somme disparaît. Il ne reste donc que les termes pour lesquels

∑g
k=1 αk,ℓ ≤ 1 (pour tout ℓ) et

comme la somme totale des αk,ℓ vaut n, nécessairement on a
∑g

k=1 αk,ℓ = 1. L’équation (C.5)
devient

∑

|α|=n

aα





g∏

k=1

αk! ×
∑

αk,1+···+αk,n=αkPg
h=1

αh,ℓ=1

∏

k,ℓ

(
Y

(ℓ)
k

)αk,ℓ





= 0 . (C.6)

Soient α ∈ Ng et un (n× g)-uplet d’entiers positifs (αk,ℓ)1≤ℓ≤n
1≤k≤g

vérifiant les conditions

n∑

ℓ=1

αk,l = αk et

g∑

k=1

αk,ℓ = 1 .

On note σα l’application de {1, . . . , n} dans {1, . . . , g} qui à ℓ associe l’unique entier k tel
que αk,ℓ = 1 et αm,ℓ = 0 pour m 6= k. L’équation (C.6) s’écrit alors :

∑

α



aα

(
g∏

k=1

αk!

)
∑

σα

n∏

ℓ=1

Y
(ℓ)
σα(ℓ)





 = 0 . (C.7)

On dérive (C.7) successivement par rapport aux variables Y (1)
σ(1), . . . , Y

(n)
σ(n). Dans le membre de

gauche de (C.7), on ne conserve que les αj,ℓ tel que pour tout ℓ : ασ(ℓ),ℓ = 1. Il ne reste donc
que aα ×∏g

k=1 αk! (constante). Le membre de droite est, quant à lui, nul modulo
(
Y(1)

)
+

· · · +
(
Y(n)

)
. Donc finalement aα = 0 car R est une Q -algèbre.

Remarque : Cette proposition est une reformulation géométrique de l’identité, valable pour
une fonction f d’une variable, analytique au voisinage de 0 :

∂

∂z1
· · · ∂

∂zn
f(z1 + · · · + zn)|zi=0 =

((
∂

∂z

)n

f

)
(0).

Le lemme clef au coeur de la proposition C.2.13 s’énonce ainsi :
Lemme. Soient (n, g) ∈ (N \ {0})2 et R une Q -algèbre commmutative.
Si f ∈ R[[X1, . . . , Xg]] alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f(X1, . . . , Xg) ∈ (X1, . . . , Xg)
n+1

2) f(X
(1)
1 +· · ·+X(n)

1 , . . . , X
(1)
g +· · ·+X(n)

g ) ∈
(
X

(1)
1 , . . . , X

(1)
g

)2

+· · ·+
(
X

(n)
1 , . . . , X

(n)
g

)2

Ce lemme permet de montrer plus généralement que (S
(1)
W )⊞n = S

(n)
W , dans le cas où S =

SpecR, R étant un anneau pouvant être plongé dans C, et W un sous-espace de tG/S, avec

G → S lisse. En effet, comme S(n)
W est l’adhérence schématique dans G de S(n)

W⊗FracR et même

de S(n)
W⊗C, il suffit de démontrer que

(
S

(1)
W⊗C

)⊞n

et S(n)
W⊗C sont isomorphes. Or, comme nous

l’avons vu au début de ce paragraphe, en notant (w1, . . . , wh) une base de W ⊗ C, l’anneau
des fonctions du schéma (affine) S(n)

W⊗C est défini par la condition f(u + z1w1 + · · · + zhwh) ∈
(z1, . . . , zh)

n+1 (où u est un logarithme de ε(C) ∈ G(C)). L’anneau des fonctions de (S
(1)
W )⊞n =

S
(n)
W , quant à lui, est défini par l’appartenance de

f(u + (z
(1)
1 w1 + · · · + z

(1)
h wh) + · · · + (z

(n)
1 w1 + · · · + z

(n)
h wh))
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à l’idéal
(z

(1)
1 , . . . , z

(1)
h )2 + · · · + (z

(n)
1 , . . . , z

(n)
h )2 .

Le lemme clef permet d’identifier ces deux anneaux, donnant du même coup, l’isomorphisme
de schémas voulu.

L’hypothèse de la proposition C.2.13 sera vérifiée, par exemple, lorsque R est principal et
G/S est lisse (cf. la proposition C.3.11).

§ C.3. Notion de lissité

La notion de lissité, riche et multiforme, occupe une place centrale en géométrie algébrique.
De nombreuses références permettent de s’initier à ses différentes facettes. Pour le point de vue
« relèvement formel d’une section », on pourra consulter les premières pages de l’exposé de L.
Illusie dans [4] puis, pour approfondir, [43] (quatrième partie). Si on s’intéresse aux schémas
en groupes lisses, [14] et [42] sont les plus complets. On donne dans la bibliographie d’autres
références plus éparses. Cependant pour la commodité du lecteur, nous rappelons quelques
définitions, extraites de ces livres.

Définition C.3.1. Le S-schéma X → S est différentiellement lisse si et seulement si
i) Ω1

X/S est un OX-module localement projectif.

ii) L’homomorphisme canonique S
(
Ω1

X/S

)
→ Gr

(
PX/S

)
est un isomorphisme d’algèbres

graduées.

Définition C.3.2. Un S-schémaX → S est formellement lisse (resp. formellement étale)
si pour tout schéma affine Z au-dessus de S et tout sous-schéma fermé Z0 de Z défini par un
idéal de carré nul∗, l’application X(Z) → X(Z0) est surjective (resp. bijective).

On rappelle qu’un morphisme de schémas π : X → S est localement de type fini si, ∀x ∈ X, il existe un voisinage ouvert

affine Spec R de π(x) et un voisinage ouvert affine Spec B de x tel que π(Spec B) ⊆ Spec R et que B soit isomorphe à un quotient

de la forme R[X1, . . . , Xg]/I, où I est un idéal de R[X1, . . . , Xg ].

Un morphisme π : X → S est localement de présentation finie si l’idéal I qui précède est de type fini.

Définition C.3.3. Le S-schéma X → S est lisse (resp. étale) s’il est localement de présen-
tation finie et formellement lisse (resp. formellement étale).

Remarque C.3.4. Il est important de préciser le schéma de base au-dessus duquel le schéma
est lisse. Si la lissité se conserve par extension de la base, elle ne se conserve sûrement pas par
diminution de la base. Par exemple une courbe définie sur un anneau de Dedekind R, lisse
sur le corps des fractions de R, ne l’est pas toujours sur R. De même, un célèbre théorème
de J.-M. Fontaine [36] affirme qu’il n’existe aucune variété abélienne (de dimension relative
≥ 1) lisse sur Z (ce qui impliquerait qu’elle a bonne réduction en tous les idéaux premiers de
Z).

Remarque C.3.5. La lissité est une notion locale. Le schéma X/S est lisse si et seulement
si ∀x ∈ X il existe un ouvert Ux contenant x tel que Ux → S soit lisse.

∗I.e. un épaississement d’ordre 1.
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Rappelons le critère jacobien de lissité :

Théorème C.3.6. Soient X/S un schéma localement de présentation finie, x ∈ X et s son
image dans S. Alors X/S est lisse au point x si et seulement s’il existe des voisinages ouvert

affines Spec
(

R[X1, ..., Xℓ+r]

(f1, ..., fℓ)

)
et SpecR de x et s respectivement tels que les mineurs d’ordre ℓ

de la matrice jacobienne
(

∂fi

∂Xj

)
engendrent R[X1, ..., Xℓ+r]

(f1, ..., fℓ)
(en tant qu’idéal).

Il est parfois judicieux, si on veut démontrer la lissité d’un morphisme (en ramenant la
base au spectre d’un corps), d’utiliser au préalable la

Proposition C.3.7 (Proposition 8 du chapitre 2 de [14]). Soient π : X → S un mor-
phisme localement de présentation finie, x un point de X et s = π(x) son image dans S via π.
Alors π est lisse au point x si et seulement si π est plat en x et la fibre Xs = X×S Spec k(s) →
Spec k(s) est lisse au point x.

Cette proposition permet de se ramener à une base qui est un corps (de caractéristique
quelconque).

Proposition C.3.8. Si X/S est lisse alors il est différentiellement lisse.

Proposition C.3.9 (Critère pour les schémas en groupes). Le schéma en groupes G/S
est différentiellement lisse si et seulement s’il est lisse aux points de ε(S), où ε : S → G est
la section nulle de G.

La notion de lissité peut s’exprimer à l’aide du foncteur représentable FX : Sch/S → Ens,
de la catégorie des schémas au-dessus de S dans la catégorie des ensembles, qui à Z associe
X(Z). Ainsi, le schéma X/S est lisse si et seulement si

i) FX commute aux limites projectives de schémas affines.
ii) Pour tout schéma affine Z au-dessus de S, pour tout épaississement Z0 d’ordre 1 de Z,

l’application FX(Z) → FX(Z0) est surjective.
Ce point de vue ouvre la porte à d’éventuelles généralisations de la notion de lissité pour des
objets d’une certaine catégorie munie d’un foncteur contravariant à valeurs dans la catégories
des ensembles. Par exemple, pour les schémas formels, on a :

Définition C.3.10. On dit qu’un schéma formel X sur S est lisse s’il est isomorphe au
complété d’un fibré vectoriel X = V(E) (le long de sa section canonique (cf. § C.2.b), où E est
un OS-module localement libre.

En fait on a la proposition suivante (corollaire 16.9.9 de [43]) :

Proposition C.3.11. Soient X/S un schéma localement nœthérien et ε : S → X une S-
section de X. Rappelons∗ que O

S
(∞)
ε

désigne la limite projective des O
S

(n)
ε

(cf. paragraphe C.2.a).
Alors X/S est lisse si et seulement si, pour tout s ∈ S, il existe un voisinage ouvert affine
U = SpecR de s tel que l’on ait un isomorphisme (topologique) de OU -algèbre :

O
S

(∞)
ε /U

≃ OU [[X1, . . . , Xg]].

De plus g est la dimension relative en ε(s) de X/S, ou, ce qui revient au même ici, le rang de
l’espace tangent tX/S,s.

∗Si X/S est nœthérien et séparé, O
S

(∞)
ε

≃ ÔX (cf. § C.2.a).
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Ainsi les propriétés différentielles d’un schéma lisse sont les mêmes que celles d’un anneau
de polynômes. Dans le cas où S = SpecR où R est un anneau de Dedekind principal, on pourra
consulter le second chapitre de la thèse de P. Graftieaux [38] pour une version globale de
cette proposition.

§ C.4. Exemples de morphismes lisses

§ C.4.a. Fibrés vectoriels et fibrés projectifs

Les résultats que nous présentons dans ce paragraphe sont relativement généraux.

Proposition C.4.1. Soit E un OS-module localement libre de type fini. Le fibré vectoriel V(E)
et le fibré projectif P(E) sont des schémas lisses sur S.

En particulier si R est un anneau (commutatif, unitaire) et n un entier naturel non nul, le
schéma Pn

R est lisse sur R.
Lorsque E est une courbe elliptique définie sur un corps K, corps des fractions d’un anneau

de Dedekind R, d’équation de Weierstrass

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 ,

où les coefficients ai appartiennent à R, alors le sous-schéma fermé E de P2
R défini par cette

équation (homogénéisée) est lisse sur R si et seulement si E a bonne réduction en tous les
premiers de R, i.e. si et seulement si le discriminant

∆E := − (a2
1 + 4a2)

2(a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4)

− 8(2a4 + a1a3)
3 − 27(a2

3 + 4a6)
2

+ 9(a2
1 + 4a2)(2a4 + a1a3)(a

2
3 + 4a6)

de l’équation de Weierstrass définissant E est inversible dans R. Dans ce cas, on montre même
que le schéma E → SpecR est un modèle de Néron∗ de E (cf. corollaire 6.3 du chapitre IV
de [75], page 329).

§ C.4.b. Schémas en groupes sur un corps

Théorème C.4.2 (Cartier). Tout schéma en groupes G localement de présentation finie
au-dessus d’un corps k de caractéristique nulle est lisse.

Esquisse de démonstration. Le k-espace vectoriel ω1
G/S est libre de dimension finie donc G est

différentiellement lisse car la caractéristique de k est nulle ; donc G est lisse en au moins un
point de k, donc G est lisse sur k d’après la proposition C.3.9. Il y a plus de détails dans [42],
page 327.

Malheureusement, en arithmétique, on considère le plus souvent un schéma en groupes
au-dessus de l’anneau des entiers d’un corps de nombres ou d’un corps fini, schéma qui n’est
pas lisse en général. On aura donc à rajouter cette hypothèse si besoin est.

∗I.e. qu’à la propriété de lissité s’ajoute une structure de schéma en groupes et une propriété d’existence
et d’unicité d’un relèvement de morphismes lisses sur la fibre générique (Néron mapping property). Pour une
définition précise, cf. [14].
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§ C.4.c. Lissité des sous-groupes de Gg
a et un calcul de Ω1.

Soit S un schéma. Un sous-schéma en groupes G′ de Gg
a/Z s’écrit ai,1X1 + · · ·+ ai,gXg = 0

(1 ≤ i ≤ r). Le groupe G′ ×Z S est lisse sur S si les facteurs invariants de la matrice (ai,j)
sont inversibles dans S (i.e. dans k(s) pour tout s ∈ S). Notons ε la section nulle de Gg

a/Z.
Si n > 0, le nème voisinage infinitésimal (Gg

a)
(n) n’est pas lisse sur Z (car non réduit, voir

proposition 17.5.7 de [43]). Ainsi le Z-module des différentielles Ω1

(G
g
a)

(n)
/Z

comporte une partie

de torsion. À titre d’exemple, nous allons calculer explicitement ce module.

Proposition C.4.3. Avec les notations ci-dessus, notons µ la fonction de Möbius habituelle.
Alors Ω1

(G
g
a)

(n)
/Z

est isomorphe en tant que Z-module∗à

Zn(n+g
n+1)

⊕
⊕

d|n+1
(Z/dZ)

P
j|n+1

d
µ(j)(

g+ n+1
jd

−1

g−1
)
.

Démonstration. La preuve utilise le lemme classique suivant [48] :

Lemme C.4.4. Soient X := SpecB où B = R[Xλ]λ∈Λ

J , (Xλ)λ∈Λ est une famille d’indéterminées et J
un idéal de R[Xλ]λ∈Λ. Alors on a

Ω1
X/R =

⊕λ∈ΛB.dXλ

< B.df >f∈J

où < B.df >f∈J désigne l’idéal de B engendré par les différentielles df .

Ici X = (Gg
a)

(n)
= SpecB où B =

Z[X1, ..., Xg ]
(X1, ..., Xg)n+1 et on a

Ω1

(G
g
a)

(n)
/Z

=
B.dX1 ⊕ · · · ⊕B.dXg(∑g

h=1 αhXαX−1
h dXh

)
|α|=n+1

·

En utilisant la notation habituelle Xα = Xα1
1 · · ·Xαg

g , un élément quelconque de B.dX1⊕· · ·⊕B.dXg

s’écrit
g∑

h=1

∑

|α|<n

a(h)
α XαdXh

︸ ︷︷ ︸
pas modifié par le quotient

+

k∑

h=1

∑

|α|=n

a(h)
α XαdXh · (C.8)

La première partie est donc libre de rang g
(
n−1+g

g

)
. Quant à l’autre somme, cela revient à comprendre,

si An désigne la somme directe

⊕
|ℓ|=n

i∈{1, ..., g}

Z.Xℓ dXi ,

la structure de Z-module du quotient An

⊕|ℓ|=n+1Z.dXℓ . Pour cela, considérons ℓ ∈ Ng tel que |ℓ| = n+ 1

et ayant exactement m composantes non nulles ℓi1 , . . . , ℓim . Notons B(ℓ)
n le sous-module :

Z.XℓX−1
i1

dXi1 ⊕ · · · ⊕ Z.XℓX−1
im

dXim (C.9)

∗Et aussi en tant que Z-algèbre.
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Alors An = ⊕ℓB
(ℓ)
n (cela découle directement des définitions) et, plus intéressant, la situation reste

scindée en quotientant :

An

⊕|ℓ|=n+1Z.d(Xℓ)
≃ ⊕ℓ

(
B

(ℓ)
n

Z.dXℓ

)
(C.10)

Par définition de B(ℓ)
n il est clair que B(ℓ)

n /Z.dXℓ ≃ Zm/Z.ℓ′ où ℓ′ = (ℓi1 , . . . , ℓim).

Lemme C.4.5. Soit ℓ = (ℓ1, . . . , ℓm) un m-uplet dont aucune composante n’est nulle et notons d le
pgcd des ℓi. Alors il existe un isomorphisme de Z-modules :

Zm/Z.ℓ ≃ Zm−1 ⊕ Z/dZ

Démonstration. D’après le théorème de structure des Z-modules de type fini, le groupe Zm/Z.ℓ est
somme directe d’une puissance de Z et d’un groupe de torsion. En tensorisant par Q, il est immédiat
que la partie libre est bien Zm−1. Pour la partie de torsion, considérons a ∈ Zm qui est de k-torsion
exactement. Il existe donc µ ∈ Z tel que, pour tout i ∈ {1, . . . , m}, kai = µhi. Soient b1, . . . , bn ∈ Z
tel que

∑m
i=1 biℓi = d (Bézout). Alors k (

∑
biai) = µd, et comme k est premier avec µ (car a est de k-

torsion exactement), k divise d. Réciproquement si un entier k divise d, il existe a = (ℓ1/d, . . . , ℓm/d)
qui est de k-torsion exactement. Donc le groupe de torsion est cyclique, engendré par 1

dℓ.

Comme il y a
(

g
m

)
façons de choisir ℓ ∈ Ng ayant exactement m composantes non nulles, de la

décomposition (C.10) on déduit

Ω1

(G
g
a)

(n)
/Z

≃ Zg(n−1+g
g )

⊕
⊕

ℓ′=(ℓ1, ..., ℓm)

|ℓ′|=n+1, ℓ1, ..., ℓm≥1

(
Zm/Z.ℓ′

)( g
m) (C.11)

D’après le lemme C.4.5, la partie libre de ce module est de rang

g

(
n− 1 + g

g

)
+

g∑

m=1

(m− 1)

(
g

m

)(
n

m− 1

)

car le cardinal de l’ensemble {(ℓ1, . . . , ℓm) ∈ (N \ {0})m ; ℓ1 + · · · + ℓm = n+ 1} est
(

n
m−1

)
.

Lemme C.4.6. Les égalités suivantes sont vérifiées pour a, b entiers naturels :

1)
∑a

k=0

(
a
k

)(
b
k

)
=
(
a+b
a

)
.

2)
∑a

k=0 k
(
a
k

)(
b
k

)
= a

(
a+b−1

a

)
.

Démonstration.
1) On a

(∑a
k=0

(
a
k

)
Xk
) (∑b

k=0

(
b
k

)
Xk
)

= (1 + X)a+b. En comparant les coefficients devant Xa

on obtient la première égalité.
2) On a

∑a
k=0 k

(
a
k

)
Xk = X d

dX

(∑a
k=0

(
a
k

)
Xk
)

= aX(1+X)a−1. Donc en multipliant des deux cô-
tés par (1+X)b, on obtient

∑
k,j k

(
a
k

)(
b
j

)
Xk+j = aX(1+X)a+b−1. En comparant les coefficients

devant Xa, on obtient la seconde égalité.
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L’utilisation du lemme C.4.6 avec a = g − 1 et b = n, puis a = g et b = n+ 1 donne

g∑

m=1

(m− 1)

(
g

m

)(
n

m− 1

)
=

g−1∑

m=1

m

(
g

m+ 1

)(
n

m

)

=

g−1∑

m=1

(m+ 1)

(
g

m+ 1

)(
n

m

)
−

g−1∑

m=1

(
g

m+ 1

)(
n

m

)

= g

g−1∑

m=1

(
g − 1

m

)(
n

m

)
− 1

n+ 1

g−1∑

m=1

(
g

m+ 1

)(
n+ 1

m+ 1

)
(m+ 1)

= g

g−1∑

m=1

(
g − 1

m

)(
n

m

)
− 1

n+ 1

g∑

m=2

(
g

m

)(
n+ 1

m

)
m

= g

((
n+ g − 1

n

)
− 1

)
− 1

n+ 1

(
(n+ 1)

(
g + n

n+ 1

)
− g(n+ 1)

)

= g

(
n+ g − 1

n

)
−
(
g + n

n+ 1

)

La partie libre de Ω1

(G
g
a)

(n)
/Z

est donc bien de rang g
(
n+g−1

g

)
+ g
(
n+g−1

g−1

)
−
(
n+g
g−1

)
= n

(
n+g
n+1

)
.

Pour expliciter les exposants de la partie de torsion, nous aurons besoin d’un :

Lemme C.4.7. Soit n ∈ N \ {0} et d un diviseur de n. On note δ
(k)
n,d le cardinal de l’ensemble

{
(α1, . . . , αk) ∈ (N \ {0})k ; α1 + · · · + αk = n, pgcd(α1, . . . , αk) = d

}

et δ
(k)
n := δ

(k)
n,1.

Alors
δ
(k)
n,d = δ

(k)
n/d

et

δ(k)
n =

∑

x|n

µ(x)

(
n/x− 1

k − 1

)
·

Démonstration. La première égalité est claire.
Pour la seconde, on remarque que

∑
d|n δ

(k)
n,d =

∣∣{(α1, . . . , αk) ∈ (N \ {0})k ; α1 + . . .+ αk = n
}∣∣ donc

∑

d|n

δ
(k)
d =

(
n− 1

k − 1

)
·

La formule d’inversion de Möbius donne alors le résultat.

D’après les lemmes C.4.5 et C.4.7, l’exposant de Z/dZ est :

g∑

m=1

(
g

m

)
δ
(m)
n+1,d =

g∑

m=1

(
g

m

) ∑

x|n+1
d

µ(x)

(n+1
dx − 1

m− 1

)

=
∑

x|n+1
d

µ(x)

g∑

m=1

(
g

m

)(n+1
dx − 1

m− 1

)
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Or

g∑

m=1

(
g

m

)(n+1
dx − 1

m− 1

)
=

dx

n+ 1

g∑

m=1

(
g

m

)(n+1
dx

m

)
m

=

(
g + n+1

dx − 1

g − 1

)
d’après le lemme C.4.6.

L’exposant de Z/dZ est donc bien
∑

x|n+1
d
µ(x)

(g+n+1
dx

−1
g−1

)
.

§ C.4.d. Sous-groupes de Gg
m

Lorsque S est un schéma, un S-schéma en groupes est dit diagonalisable s’il est
isomorphe à DS(M) := (Spec Z[M ]) ×Spec Z S, où M est un groupe abélien et Z[M ] est la
Z-algèbre engendrée par M . Le schéma DS(M) est un schéma en groupes ; en effet, si X est
un S-schéma, on a

DS(M)(X) = Homgroupes(M, Γ(X, OX)∗)

= Homgroupes(M, Gm(X)) .

Lorsque M est le quotient de Zg par un sous-groupe Φ, on retrouve les sous-groupes usuels
(en transcendance) de Gg

m :

DZ(Zg/Φ)(X) ≃ TΦ(X) :=
{
(x1, . . . , xg) ∈ (Γ(X, OX)∗)g ; xm1

1 · · ·xmg
g = 1 ∀ (m1, . . . , mg) ∈ Φ

}
·

Pour un schéma en groupes diagonalisable (dont les archétypes sont Gm et le groupe des
racines nèmes de l’unité) on a le résultat suivant (cf. [42], page 28) :

Proposition C.4.8. Si M est un groupe abélien, le schéma en groupes diagonalisable

DS(M) := SpecOS [M ]

est lisse sur S si et seulement si aucune caractéristique résiduelle de M ne divise la torsion
de M .

Corollaire C.4.9.

1. Le groupe multiplicatif Gm,S := DS(Z) est lisse sur S.

2. Un sous-schéma en groupes G′ de Gg
m/Z

, défini par un sous groupe Φ de Zg (i.e. G′ =

DZ(Zg/Φ)) est lisse sur Spec Z si et seulement si une des conditions suivantes (équiva-
lentes) est vérifiée :

(a) Le schéma en groupes G′ est connexe.

(b) Le groupe Zg/Φ est sans torsion∗.

(c) Les mineurs d’ordre rg(Φ) de la matrice associée à Φ sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

(d) L’idéal engendré par les mineurs précédents est l’anneau Z.

∗Le sous-groupe Φ est alors dit primitif.
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3. Le schéma en groupes des racines nèmes de l’unité (i.e. D(Z/nZ)) n’est pas lisse sur Z
(si n > 1) mais est lisse (et même étale) sur tout anneau R dans lequel n est inversible.

En particulier, si W est un hyperplan de l’espace tangent tGg
m/Z de la forme (dans la base

habituelle) a1z1 + · · ·+agzg = 0 avec les ai des entiers premiers entre eux∗ alors W est l’espace
tangent du sous-groupe lisse de Gg

m/Z
, provenant de Φ = Z.(a1, . . . , ag).

§ C.4.e. Translations

Soit T un S-schéma et π : G → S un schéma en groupes de loi de groupe m : G×G → G.
Soit g ∈ G(T ) et gT = (g, idT ) l’élément de GT (T ) qui s’en déduit.

Définition C.4.10. Avec les notations précédentes, le morphisme de translation à gauche
par g est celui obtenu par composition :

τg : GT
∼−→ T ×T GT

gT×idT−→ GT × GT
mT−→ GT .

De la même façon, le morphisme de translation à droite par g est :

τ ′g : GT
∼−→ GT ×T T

idT×gT−→ GT × GT
mT−→ GT .

Ces morphismes de translation (à gauche et à droite) sont des isomorphismes (étales)
de schémas. En particulier l’espace tangent tG,Q = HomOS

(Q∗Ω1
G/S, OS) de G en un point

Q ∈ G(S) est isomorphe à l’espace tangent tG/S de G le long de la section nulle ε ∈ G(S).

Exemple C.4.11. Soit g ∈ Ga(T ) = Γ(T, OT ). La translation τg : Ga/T → Ga/T est l’appli-
cation dont le comorphisme est

Γ(T, OT )[X] −→ Γ(T, OT )[X]

X 7−→ X + g

Exemple C.4.12. Soit g ∈ Gm(T ) = Γ(T, OT )∗. La translation τg : Gm/T → Gm/T est
l’application dont le comorphisme est

Γ(T, OT )[X,X−1] −→ Γ(T, OT )[X,X−1]

X 7−→ gX

À partir de cette définition, on obtient la notion de « forme différentielle sur G invariante à gauche » : une section globale ω de
Ω1

G/S
(ou plus généralement de ∧iΩ1

G/S
) est invariante à gauche si, pour tout S-schéma T , pour tout g ∈ G(T ), on a τ∗

g ωT = ωT

où ωT est l’image inverse par la projection GT → G de ω. Le cotangent ε∗Ω1
G/S

de G est le « lieu de naissance » des formes
différentielles invariantes :

Proposition C.4.13. Soit ε : S → G la section nulle de G. Alors, pour tout ω0 ∈ H0(S, ε∗Ω1
G/S

), il existe une unique forme

différentielle invariante à gauche ω ∈ H0(G, Ω1
G/S

) telle que ω0 = ε∗ω dans ε∗Ω1
G/S

.

∗Cette hypothèse n’est pas automatiquement vérifiée car on est sur les Z-modules.
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§ C.4.f. Multiplication par n

Proposition C.4.14. Soit G un S-schéma en groupes commutatif lisse et de type fini. Soit
n ∈ N\{0}. Si, pour tout s ∈ S, la caractéristique de k(s) ne divise pas n alors la multiplication
par n, [n] : G → G, est un morphisme étale.

Démonstration. cf. lemme 2 du § 7.3 de [14].

§ C.5. Dérivations et opérateurs différentiels

Ce paragraphe est extrait de EGA IV [43], § 16. Il vise à rappeler que la notion de lissité
traduit l’existence d’une « excellente » famille d’opérateurs différentiels sur OX (les dérivées
« divisées », théorème C.5.6 ci-dessous).

§ C.5.a. Dérivations

Définition C.5.1. Soit f : X → S un morphisme d’espaces annelés. Pour tout OX-module
F , on appelle S-dérivation de OX dans F tout homomorphisme de faisceaux de groupes
additifs D : OX → F vérifiant les conditions suivantes :

a) pour tout ouvert V de X, et tout couple de sections (t1, t2) de OX au-dessus de V , on
a D(t1t2) = t1D(t2) +D(t1)t2.

b) pour tout ouvert V de X, toute section t de OX au-dessus de V et toute section s de
OS au-dessus d’un ouvert U de S tel que V ⊆ f−1(U) on a D(s|V t) = s|VD(t).

L’ensemble des S-dérivations de OX dans F forment un Γ(X, OX)-module noté DérS(OX , F).

Proposition C.5.2. Soit f : X → S un morphisme de schémas.
i) La différentielle dX/S : OX → Ω1

X/S est une S-dérivation.
ii) Pour tout OX-module F , l’application u → u ◦ dX/S induit un isomorphisme de-

Γ(X, OX)-modules
HomOX

(Ω1
X/S , F)

∼−→ DérS(OX , F). (C.12)

iii) On a également un isomorphisme de OX-modules∗

HomOX
(Ω1

X/S , F)
∼→ DérS(OX , F).

On peut comprendre (intuitivement) cet isomorphisme en regardant ce qui se passe lorsque
X est le spectre premier d’un anneau de polynômes à g variables (i.e. X = Ag

Z) et F est un
OX-module quasi-cohérent provenant d’un module M . L’isomorphisme (C.12) est l’application

HomZ[X] (
∑g

i=1 Z[X].dXi , M) // DérZ (Z[X1, . . . , Xg] , M)

ϕ � //

(
P 7→∑g

i=1
∂P
∂Xi

(X)·ϕ(dXi)
)

C’est la dualité différentielle-dérivée !

Propriétés.
∗On note en caractères romains le foncteur covariant de la catégorie des OX -modules dans celle des groupes

abéliens et en caractères penchés le foncteur de la catégorie des OX -modules dans elle-même.
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1) Si π : X → S est localement de présentation finie et si F est un OX-module quasi-
cohérent alors DérS(OX , F) est un OX-module quasi-cohérent.

2) Si de plus S est localement noethérien et si F est cohérent alors DérS(OX , F) est
OX-module cohérent.

§ C.5.b. Opérateurs différentiels

Définition C.5.3. Soient f : X → S un morphisme de schémas, F , G des OX-modules et n
un entier naturel. On dit qu’un homomorphisme de faisceaux de groupes additifs D : F → G
est un opérateur différentiel d’ordre inférieur à n relativement à S s’il existe un
homomorphisme de OX-modules u : Pn

X/S ⊗OX
F → G tel que D = u ◦ dn

X/S.

L’ensemble des opérateurs d’ordre inférieur à n de OF dans G est un groupe additif, que
l’on note Diffn

X/S(F , G), ou Diffn
X/S lorsque F = G = OX . On note également Diffn

X/S(F , G)
le préfaisceau de groupes additifs

U 7→ Diffn
U/S(F|U , G|U ) .

Ce préfaisceau est un faisceau. Si f : X → S est un morphisme localement de présentation finie,
F un OX-module de présentation finie et G un OX-module quasi-cohérent alors Diffn

X/S(F , G)
est un OX-module quasi-cohérent.

Proposition C.5.4. Il y a un isomorphisme de faisceaux de groupes additifs

HomOX
(Pn

X/S ⊗F , G)
∼−→ Diffn

X/S(F , G) .

Proposition C.5.5. Soient f : X → S un morphisme de schémas, F , G des OX-modules,
D : F → G un homomorphisme de f ∗OS-module, n un entier naturel. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) D est un opérateur différentiel d’ordre inférieur à n ;
b) Pour toute section a de OX au-dessus d’un ouvert U , l’homomorphisme Da : F|U → G|U

tel que, pour toute section t de F au-dessus d’un ouvert V ⊆ U , on ait Da(t) = D(at)−
aD(t), est un opérateur différentiel d’ordre n− 1 ;

c) Pour tout ouvert U de X, toute famille (ai)1≤i≤n+1 de n+ 1 sections de OX au-dessus
de U , et toute section t de F au-dessus de U , on a l’identité

∑

H⊆{1,2, ..., n+1}

(−1)|H|

(∏

i∈H

ai

)
D


(
∏

i6∈H

ai)t


 = 0 .

L’avantage d’être sur un schéma différentiellement lisse provient du fait que l’on peut
utiliser des « dérivées divisées ». En effet on a le

Théorème C.5.6. Soient f : X → S un morphisme, U un ouvert de X, (zλ)λ∈Λ une famille
de sections de OX au-dessus de U telle que les dzλ forment un système de générateurs de
Ω1

U/S. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f|U est différentiellement lisse et (dzλ) est une base du OU -module Ω1

U/S .
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ii) Il existe une famille (Dp)p∈N(Λ) d’opérateurs différentiels de OU dans lui-même, vérifiant
les conditions

Dp(z
q) =

(
q

p

)
zq−p pour p, q ∈ N(Λ).

De plus lorsque ces conditions sont vérifiées, la famille (Dp) est déterminée de façon unique
par les conditions précédentes et vérifie les relations :

Dp ◦Dq = Dq ◦Dp =
(p+ q)!

p!q!
Dp+q .

Enfin, si Λ est fini, pour tout entier n, les (Dp)|p|≤n forment une base du OU -module Diffn
U/S,

autrement dit, tout opérateur différentiel d’ordre inférieur à n sur U s’écrit d’une seule façon
sous la forme

D =
∑

|p|≤n

apDp

où les ap sont des sections de OX au-dessus de U . Lorsque X est un schéma de caractéristique
zéro,

Dp = (p!)−1
∏

λ∈Λ

Dpλ
λ

où les Dλ = ∂
∂zλ

sont les formes coordonnées correspondant à la base (dzλ).
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Résumé

Cette thèse s’inscrit dans la lignée des travaux relatifs à la théorie des formes linéaires de loga-
rithmes. Elle comporte deux parties ainsi que trois annexes.

Dans la première partie, nous nous intéressons au cas général d’un groupe algébrique commutatif
quelconque, défini sur la clôture algébrique de Q. Étant donné un tel groupe G, un hyperplan W
de l’espace tangent à l’origine de G et u un point complexe de cet espace tangent, dont l’image par
l’exponentielle du groupe de Lie complexe G(C) est algébrique, nous obtenons une minoration de la
distance de u à W , qui améliore les résultats connus auparavant et qui, en particulier, est optimale
en la hauteur de l’hyperplan W . La démonstration repose sur la méthode de Baker ainsi que sur un
nouvel argument de nature arithmétique (procédé de changement de variables de Chudnovsky) qui
nous permet d’évaluer précisément les normes ultramétriques des nombres algébriques construits au
cours de la preuve.

Dans la seconde partie, nous étudions plus en détail le « cas abélien non-homogène » (dans lequel
le groupe G est le produit direct du groupe Ga et d’une variété abélienne) et nous établissons une
nouvelle mesure, comparable à celle donnée dans la première partie mais totalement explicite en les
invariants liés à la variété abélienne. La particularité de cette seconde partie est de mettre en œuvre,
pour la première fois dans ce contexte, la méthode des pentes de J.-B. Bost et certains résultats de
géométrie d’Arakelov qui lui sont attachés.

Mots-clés: Formes linéaires de logarithmes, groupe algébrique, méthode de Baker, groupe formel,
logarithme formel, méthode des pentes, géométrie d’Arakelov.

Abstract

This thesis falls within the theory of linear forms in logarithms. It comprises two parts as well
as three annexes.

In the first part, we are interested in the general case of an unspecified algebraic commutative
group, defined over the algebraic closure of Q. Given such a group G, an hyperplane W of the tangent
space at the origin of G and u a complex point of this tangent space, whose image by the exponential
map of the Lie group G(C) is an algebraic point, we obtain a lower bound for the distance between u
and W , which improves the results known before and which is, in particular, the best possible for the
height of the hyperplane W . The demonstration rests on Baker’s method as well as a new arithmetic
argument (Chudnovsky’s process of variable change) which enables us to give a precise estimate of
the ultrametric norms of some algebraic numbers, built during the proof.

In the second part, we study in details the “abelian non-homogeneous case” (in which the group G
is the direct product of Ga by an abelian variety) and we establish a new measure, comparable with
the one given in the first part, but totally explicit in function of the invariants of the abelian variety.
An important feature of this second part is the implementation, for the first time in this context, of
J.-B. Bost’s slopes method and some results of Arakelov geometry naturally associated with it.

Keywords: Linear forms in logarithms, algebraic group, Baker’s method, formal group, formal log-
arithm, slopes method, Arakelov Geometry.
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