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Abstract. A Siegel’s lemma provides an explicit upper bound for a non-zero vector of min-
imal height in a finite dimensional vector spaces over a number field. This article explains
how to obtain Siegel’s lemmas for which the minimal vectors do not belong to a finite union
of vector subspaces (Siegel’s lemmas with conditions). The proofs mix classical results of
adelic geometry of numbers and an adelic variant of a theorem of Henk about the number
of lattice points of a centrally symmetric convex body in terms of the successive minima of
the body.

Résumé. Ce texte présente plusieurs énoncés qui assurent I’existence d’un vecteur non nul
de petite hauteur dans un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de nombres et qui
évite un nombre fini de sous-espaces donnés au préalable (lemmes de Siegel avec contrain-
tes). Les démonstrations reposent sur des résultats de géométrie des nombres adélique, dont,
en particulier, une variante adélique d’un théoréme de Henk sur la fonction de dénombrement
des points d’un réseau dans un corps convexe symétrique.
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1. Introduction

En théorie des nombres transcendants, un lemme de Siegel est un énoncé qui garan-
tit I’existence d’un vecteur non nul et de « petite » hauteur dans un espace vectoriel
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donné. Dans ce texte, nous présentons une généralisation qui, outre cette condition,
contraint le petit vecteur a n’étre dans aucun d’un nombre fini de sous-espaces,
fixés au préalable. Notre étude s’inscrit dans la suite des travaux de L. Fukshansky
qui a examiné la question dans deux articles [4,5]. Toutefois notre approche est un
peu différente et elle conduit a de meilleurs résultats.

Soit k un corps de nombres. Dans I’énoncé qui va suivre, on se donne un fibré
vectoriel adélique pur E sur Spec k. Il s’agit d’un k-espace vectoriel E de dimen-
sion finie muni d’une collection de normes Iz, aux places v de k, soumises a
quelques conditions techniques (voir définition 2.1). Si |||z, est une norme her-
mitienne en toutes les places v archimédiennes, le fibré vectoriel adélique E est dit
hermitien. Par exemple k" muni des normes (D |x; |%) 1/2 si v est archimédienne et
max; {|x;|,} si v est ultramétrique est un fibré adélique hermitien sur Spec k, noté
k™, 1.12). A un tel objet sont associées plusieurs notions de hauteurs :

(i) Celled’unvecteurx de E, définie comme le nombreréel Hz(x) := [, IIx ||% .
ou v parcourt I’ensemble des places de k et n,, := [k, : Qy] estle degré_local.

(i) Celle d’un sous-espace F de E, définie comme le nombre réel H(F) :=
Hm(fl Ao A fm) o (f1, ..., fn) est une k-base de F et A" E estle
produit extérieur d’ordre m de E, muni de la structure hermitienne quotient
déduite de celle de E (si F = {0} alors on pose H(F) = 1).

Soulignons que ces hauteurs ne sont pas normalisées par le degré du corps de
nombres. Enfin, si ¥ € E est un sous-espace vectoriel de E, nous désignons par
A1(F) la plus petite hauteur Hz(f) lorsque f parcourt F\{0} (par convention
A1({0}) = 1). Toutes ces notions sont précisées au § 2.

Dans ce cadre nous avons le résultat suivant.

Ihéoréme 1.1. Soit k un corps de nombres de degré D et de discriminant Dy. Soit
E un fibré adélique hermitien sur Speck, de dimension n > 1. Soit M € N\{0}.
Soit F, E1, ..., Ey des sous-espaces vectoriels de E de dimensions respectives
m,ny,...,ny. Posons

H := (41m)?2| Dy "2 (MH(F)) '™ |

Supposons que max {ni, ...,ny} < m. Alors il existe x € F\ Ulﬂil E; tel que

i—1
Hn,' m—n; H m—n;+1
Hz(x) < H max 11, — ) —
l<i<M H(E)) A (E})

(les trois termes entre accolades sont remplacés par 1 lorsque n; est nul).

Le cas M = 1 et Ey = {0} est le cas classique du lemme de Siegel et le
théoreme 1.1 donne la borne Hz(x) < 41m)P/2| Dy |V2H (F)Y/m qui est celle de

Bombieri & Vaaler [2], 2 la constante /41 P pres. Ce théoreme tient compte de la
hauteur et du premier minimum des E;. Mais ’on peut obtenir aisément une esti-
mation qui ne dépende pas des E;, comme me I’a expliqué Gaél Rémond (voir § 3
et le corollaire 5.2). Par ailleurs, I’hypothése « E hermitien » n’est pas importante.
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Elle peut étre supprimée a condition de remplacer le terme m”/? qui est dans H

par mP, et de revoir la définition de H (f) (voir le § 2.2 et le théoréme général 4.1).
On vérifie aisément qu’avec le fibré adélique hermitien standard E = (K", ].]2)
tous les termes A (E;), H(F), H(E;) sont supérieurs a 1. De cette observation et
du théoreme 1.1 I’on déduit I’existence d’une fonction ¢ = ¢(n,m, M, D) > 0O et
d’un vecteur x € F'\ Uf‘il E; tels que Hn | p,)(x) < ¢ (|Dk|m/2H(f))1/(m_s) ou
s = max {ny,...,ny). A titre de comparaison, le théoreme 3.1 de [5] donne la
borne Hin |.|,)(x) < c| Dy /2 H (F) (voir aussi le corollaire 5.2). Le gain est parti-
culierement important lorsque tous les E; sont des droites. En effet,sieq, ..., ey €
E\{0}, le théoreme 1.1 assure I’existence de x € F\ Ulﬁil k.e; tel que
1

H m—1
Hz(x) < H max 11, .
1<i<M Hz(ei)

La démonstration du théoréme 1.1 repose sur un principe trés simple. Etant donné
unideler = (ry)y € k;, I’existence d’un vecteur x € F\{0}, de hauteur plus petite
que le module |r|A, est garantie des lors que I’on prend x # 0 dans I’intersection de
F etdelaboule adélique B£ (0, r) = {x = (xy)y € EQika; Y, [Ixy Iz, < I [v}

de rayon r. Et si ’on veut que x ¢ Uf‘i 1 Ei, 1l suffit de choisir r de sorte que

M
anrd(E,- NB%(0,r)) < card(F N B#(0,7)). (1)

i=1
Ainsi tout le travail consiste a encadrer les cardinaux qui interviennent ici. Il s’agit
donc d’une variante adélique du probléme classique de géométrie des nombres de
I’évaluation du nombre de points d’un réseau (F') dans un corps convexe (Bz (0, r)).
Nous €tablissons une minoration du cardinal de F NB%(0, ), analogue aI’inégalité
de van der Corput dans le cas classique. Et pour la majoration nous appuyons sur un
théoréme de Henk qui fait intervenir les minima successifs d’un réseau [ 7]. L’ exploi-
tation de ces résultats marque la différence d’avec les travaux de Fukshansky [4,5].

2. Géométrie des nombres adélique

Dans ce paragraphe, nous traduisons quelques résultats de géométrie des nombres
dans le langage des fibrés vectoriels adéliques.

2.1. Fibrés vectoriels adéliques

Etant donné une place v d’un corps global k, on note C, la complétion d’une cloture
algébrique de k,. On note aussi ka 1’anneau des adeéles de k et k, le groupe des
ideles de k. On pose 6 := 0 si k est un corps de fonctions et § := 1 si k est un
corps de nombres. En une place v de k est choisie sur le complété k, une valeur
absolue |.|, telle que, si I’on note n, le degré local de k, sur R (v archimédienne),
Qp, (6 = 1 et v ultramétrique de caractéristique résiduelle p,) ou sur (F,(T)),
(8 = O et p est la caractéristique de k), alors x € k, — |x|," est le module de Haar
normalisé en la place v. La formule du produit s’écrit alors
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Vre k\(o}, ] k=1

v place de k

(voir [6, p. 25], pour plus de détails). Dans tout ce texte, la lettre D désigne le degré
de k sur Qou F,(T) selonque § =1 ou 0.

Définition 2.1. Soit n € N. Un fibré vectoriel adélique E = (E, (Il ,)v) sur
Spec k, de dimension 7, est la donnée d’un k-espace vectoriel E de dimension #n et
d’une famille de normes ”'”f,v sur E ®; C,, aux places v de k, qui satisfont aux
conditions suivantes :

(1) Iexisteunek-base (eq, ..., e,) de E telle que, pour toute place v ultramétrique
en dehors d’un nombre fini, la norme sur £ ®; C, est donnée par

n
Z Xi€j

i=1

Y (x1,...,x,) € C, = max {|x;[y} - ()
1<i<n

E,v

(2) Soit Gal(Cy|k,) I’ensemble des automorphismes continus de C,, qui laissent
invariants les éléments de k,. Alors ”'”Ev est invariante sous 1’action de
Gal(C, |ky) : étant donné une k,-base (a1, ..., a,)de EQrkyet(xy, ..., x,) €
C!, o0 € Gal(Cylky), on a

lo(x)oy +---+ U(xn)an”fﬂj = |lxjay + -+ xnan”f,v
(3) Si v est ultramétrique alors

Vx,y € E@ Co Ix +yliz, < max{lxlz,. [ylz,).

Définition 2.2. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k et v une place de .
Nous dirons que E est v-pur si, pour tout x € E, la norme ||x Iz, de x appartient
a I’'image |k, |, de k, par sa fonction valeur absolue. Lorsque cette propriété est
satisfaite en toutes les places de k, nous dirons que E est pur.

Cette propriété est toujours vraie aux places archimédiennes de k (lorsqu’il y
en a). En vertu du premier article de la définition 2.1, vérifier que E est pur s’ef-
fectue sur un nombre fini de places ultramétriques de k. De plus, lorsqu’elle est
satisfaite, elle I’est alors pour tout x € E ®y k, par densité topologique de k dans
ky et continuité des normes. L’ étude des fibrés vectoriels adéliques purs et de leurs
propriétés a été I’objet de ’article [6].

Définition 2.3. Un fibré adélique hermitien est un fibré vectoriel adélique pur dont
toutes les normes aux places archimédiennes de k sont hermitiennes.

Exemples. Pour tout p € [1, 40o0], on dispose du fibré vectoriel adélique pur
(k",1.1p) (qui est hermitien lorsque p = 2) ol pour toute place v de k et tout
vecteur (xg, ..., x,)de C} ona

1 . C .
. (Z?:l | x; |5) /p si v est archimédienne et p < 400
P2 max {|x1 ]y, -« - -, |%n |y} sinon.

|1, e ey Xn)

Une autre famille d’exemples en lien avec la géométrie des nombres traditionnelle
est présentée au § 6.
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2.1.1. Défaut de pureté ~ Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimen-
sionn > 1, et v une place ultramétrique de k. Etant donné une ky-base (eq, ..., ey)
de £, := E ®y ky, considérons le nombre réel 3g(eq, ..., e,) défini comme la
borne inférieure des produits ab ou a et b appartiennent a |k, |, et satisfont a la
condition suivante : pour tout x = Z?zl xie; € E®p ky,ona

-1
a " |(x1s - Xn)loow < NxllE, < bIGxts - -+ Xn) loo,v- 3)

De telles quantités a, b existent toujours par équivalence des normes en dimen-
sion finie.

Définition 2.4. Le défaut de pureté de E en la place v est la quantité §(E,, ||. I5.)
définie comme la borne inférieure des §g(eq, . . ., e,) lorsque (eq, .. ., e,) parcourt
les k,-bases de E,,.

Etant donné une uniformisante 77, de 1’anneau de valuation de k,, I’image |ky |y
est le groupe multiplicatif monogene engendré par |y |,. Comme §p(eq, ..., e,) et
8(Ev, |I.Iz,,) sont minorés (par 1), les bornes inférieures qui définissent ces nom-
bres réels sont en réalité des minima. Ainsi dg(eq, ..., e,) et S(Ey, ||. ”f,v) sont des

puissances entieres positives de |, |v_1.

Proposition 2.5. Avec les notations ci-dessus, on a §(Ey, |.ll5 ,) € {l, |7rv|,jl}.
De plus §(E, ”'”Ev) = 1 si et seulement si E est v-pur.

Démonstration. D’apres la proposition 3 du chapitre II, p. 26, de [12], il existe une

ky-base (aq, ..., a,) de E ® k, telle que, pour tout (xq, ..., x,) € kj,ona
n
Xioj = max {|xilyllall=.}- 4
2% max {11l 1.} 4)
=1 E,v

Pour chaque i € {1, ..., n}, il existe un unique entier n; tel que |, |y < |lo; 15, <
B ~! La base (e1,...,ey) constituée des vecteurs ¢; = a;m, ' vérifie &
(e1,...,ep) < |7rU|;1. Cela implique que §p(eq, ..., e,) et §(E,, ”‘”f,v) appar-
tiennent a {1, ||, '}. De plus si E est v-pur alors 8o(ei, ..., e,) = 1 et donc
S(Ey, ”‘”f,v) = 1. Réciproquement, si §(E,, ”'”f,v) = 1 alors il existe a, b €
|ky |y qui vérifient (3) avecab = 1. Danscecasona ||x|z , = b[(x1, ..., Xp)|oo,v €
|ky|y pour tout x € E,, et E est v-pur. O

La définition du défaut de pureté a été calquée sur celle de la distance de Banach-
Mazur entre deux espaces vectoriels normés de dimension finie (voir ci-dessous).
Elle permet de comprendre immédiatement le fait suivant. Pour toute base
(e1,...,e,) de E,, il existe une matrice ¢, € GL, (k,) telle que, pour tout x =
> xiej € Ey,ona

X1

lcvXoo,v = lIxlIz,, = 8(Ew, Iz DlcvX oo,y avec X = | 1 |- (&)
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Définition 2.6. Le défaut de pureté de E est §(E) := [], 8(Ey, |l )" (dans ce
produit v parcourt seulement les places ultramétriques de k).

Compte tenu des définitions, cette quantité 8(E) est plus grande que 1 et elle
vaut 1 si et seulement si £ est pur, en vertu de la proposition 2.5.

2.1.2. Défaut d’hermitianité ~Soit (Ey, |.|g,) et (Ez, |.|g,) deux espaces vecto-
riels réels (ou complexes) normés, de méme dimension finie, et 7 : E; — E; une
application linéaire, de norme d’opérateur

171 = sup ] TXE By

|x|E1

La distance de Banach-Mazur entre (Ey,|.|g,) et (E2, |.|g,), que I'on notera
d((E1, I.Ig,), (E2, |.Ig,)), est la borne inférieure des produits || 7] - 171 lors-
que T parcourt I’ensemble des isomorphismes entre E; et E,.

Définition 2.7. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimension n > 1.
Le défaut d’hermitianité de E, noté A(E), est le nombre réel

A= [l dE @k i), G L)

v archimédienne
si k est un corps de nombres et A(E) := 1sikestun corps de fonctions.

Un fibré adélique E est hermitien si et seulement si A(E) = §(E) = 1. Le
théoreme de John sur I’ellipsoide de volume maximal dans un corps convexe permet
de majorer A(E) (voir I’encadrement (27) de [6]) :

1 < A(E) < @n)Po/2, (6)

2.1.3. Erratum a Uarticle [6] Dans cet article et malheureusement sans que cela
n’ait ét€ mentionné, seuls des fibrés vectoriels adéliques purs interviennent. Plus
précisément I’erreur se situe dans la formule (16) p. 39 de [6], qui est la formule (4)
ici mais avec les normes des «; toutes égales a 1. Cette possibilité n’est offerte que
si E est v-pur. Toutefois, I’erreur est facile i corriger. En effet, les démonstrations
des énoncés de [6] ont presque toutes la méme structure. On étudie au préalable le
cas des fibrés adéliques hermitiens. Puis 1’on passe au cas général. Il est possible de
généraliser I’argument qui permet de s’ affranchir simultanément des hypotheses de
pureté et d’hermitianité de E. Cela repose sur I’observation suivante : étant donné
un fibré vectoriel adélique E sur Speck et un nombre réel ¢ > 0, il existe une
collection de normes (||. Iz, &v)v telles que

() E,:=(E, (II'l5 ;. ,)v) est un fibré ad€lique hermitien sur Spec k,
(i) pour toute place ultramétrique v de k, pour tout x € E ®j k,, on a

X1 0 = XNz, < 8(Ew, Il DIxlE ;¢ p (7)
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(iii) pour toute place archimédienne v de k, pour tout x € E ®y k,, on a

150z .y < Ixlz y < dCEw, 1117 s R L)+ O)lxliE .y 8)

L’existence de ces normes découle des définitions des défauts de pureté et
d’hermitianité en une place v (voir (5) lorsque v est ultramétrique). De plus, comme
S(Ey, g, € |ky|y, 'espace E muni des normes qui sont a I’extréme droite des
inégalités (7) et (8) est encore un fibré adélique hermitien (et donc pur). Cela suf-
fit pour que les énoncés de [6] se généralisent au cas non pur en remplagant tout
simplement A (E) par A(E)S(E).

2.2. Hauteurs

Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Soit e = (e,), € E ®; ka et r un
adele de k. La boule adélique de centre e et de rayon r est I’ensemble

Bz(e,r) :={x = (xy)y € EQ®ika; Vvplacedek, |lx, —evlg, < rvlu}

En vertu de la premicre propriété des fibrés vectoriels adéliques, cette boule est
compacte. Par abus de notation, on note O (resp. 1) I’adele (0, ...,0,...) (resp.
I'idele (1,...,1,...)). Mesurer le volume de ce type d’ensemble requiert une
mesure de Haar sur le groupe localement compact (E ®y ka, +). Ces mesures ne
différent que par un coefficient de proportionnalité strictement positif, et les défi-
nitions qui vont suivre sont faites de telle sorte qu’elles ne dépendent pas du choix
de la mesure de Haar. Toutefois, pour des calculs précis, nous aurons besoin de la
mesure produit u = [], v de mesures de Haar 1, sur (ky, +), normalisées de la
maniere suivante :

* siv estréelle, u, est la mesure de Lebesgue dx normalisée sur R,

* si v est complexe et C identifié a R2, Uy = 2dxdy,

* si v est ultramétrique et si O, désigne I’anneau de valuation de k,, i.e. O, =
{x € ky; |x|y < 1}, alors uy, (Oy) = 1.

La mesure de Haar induite par p sur le quotient compact ka / k attribue a celui-ci
une mesure égale 2 |Di|'/? si k est un corps de nombres de discriminant absolu
Dy, et une mesure égale 2 8%~ sj k est un corps de fonctions de genre g(k) et si
q désigne le cardinal du plus grand corps fini inclus dans k (voir chapitres 5 et 6
de [12]). Lamesure u sur ko confére a E ®j ka une mesure de Haar p g via le choix
d’une k-base de E (dont la mesure g ne dépend pas in fine, grace a la formule du
produit).

Définition 2.8. Soit vol une mesure de Haar sur (k'; , +) et ¢ : E — k" unisomor-

phisme de k-espaces vectoriels. La hauteur de E est le nombre réel

vol(Bn |.1,)(0, 1))
vol(¢ (Bz(0, 1)))

H(E) :=

(si E = {0} alors H(E) :=1).
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Cette définition ne dépend pas des choix de la mesure de Haar et de I’isomorphisme
¢ (formule du produit). Elle est compatible avec celle donnée dans I’introduction
lorsque E est hermitien (voir [6], corollaire 4.10). Soit r, r» le nombre de places
réelles et complexes respectivement de k (si § = 0 alors r{ = r, = 0). Soit V,, le
volume de la boule euclidienne de rayon 1 pour la mesure de Lebesgue usuelle sur
R", ie.

nn/Z
T T(+n/2)

Vn

Alors, au moyen de la mesure p g et de la définition 2.8, se prouve 1’égalité

covol(E)  H(E) y |De|? sis =1,
vol(Bz(0, 1)) ~ 22V, V2 g"¢®=D gj s =0,

€))

pour tout fibré vectoriel adélique E sur Spec k de dimension n > 1 et toute mesure
de Haar vol sur E ®i ka. Dans cet énoncé, covol(E) désigne la mesure de Haar du
quotient (E ®y ka)/E induite par la mesure de Haar vol sur E Q ka .

Définition 2.9. Soitx € E.La hauteur de x, relative i E, est Hz(x) =], llx ||%’ )
(ny est le degré local). ’

Les définitions 2.8 et 2.9 se relient entre elles par la formule Hp(x) =
H(k.x, (I 15.)0)-

2.3. Inégalité de van der Corput adélique

Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. La discrétude de E dans E ®y ka
et la compacité de la boule adélique Bz (0, r) font de I’intersection E N B%(0, r)
un ensemble fini pour tout r € ky. Ce paragraphe vise a établir une minoration
simple du cardinal de E N Bz(0, r), pour r € k;f, en fonction de la hauteur de E.
Commencons par une version adélique d’un théoréme classique de Blichfeldt.

Proposition 2.10. Soit k un corps global et £ € N\{0}. Soit E un fibré vectoriel
adélique sur Spec k, de dimension n > 1. Soit e € E @ ka. Supposons que

£covol(E) < vol(Bz(e, 1)). (10)
Alors il existe £ + 1 points distincts ey, ..., e¢ de Bg(e, 1) tels que, pour tous
i,j€{0,...,¢8},onae; —ej € E. Sik estun corps de nombres, cet énoncé reste

vrai lorsqu’il y a égalité dans (10).

Démonstration. Posons C := Bgz(e, 1) et EA (= E Qi ka. Soit [ : Ex —
{0, 1} la fonction caractéristique de C. Soit P un domaine fondamental de Ep /E
(voir le chapitre V de [12]). Pour x € Ej, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments
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L € EN(C — x). Par conséquent, la somme >, _p f(x + A) est finie et I’on peut
définir une fonction (mesurable) F : P — N qui a x € P associe cette somme.
Ona

/F(x)dx:Z/f(x+A)dx

P reE P

= Z / f(x)dx

AEEPT

= / f(x)dx = vol(C).

Uier (P+1)=Ea

Lorsque vol(C) > £ covol(E), onafP (F(x) —£)dx > Oetilexiste x € P telque
F(x) > {,i.e. F(x) > £+ 1. Dans ce cas, il existe des vecteurs Ag, ..., Ay € E,
distincts, tels que ¢; := x+A; € C etla proposition est démontrée. Si k est un corps
de nombres et si vol(C) = £ covol(E), on choisit une place archimédienne vy de
k et, au moyen d’un ¢ €]0, 1[, I’on forme le fibré vectoriel adélique E. identique
a E sauf pour la norme ”'”f,vo qui est remplacée par (1 — €) ”'”Evo' On a alors

vol(Bz (e, 1)) = (i) N vol(C) > £ covol(E).

D’apres le cas déja traité, il existe e(()s), R eég) € BET(e, 1), distincts, tels que

©
€ j

i e

€ E. Soit 2, I'idele composé de 2 a la place vp et de 1 aux autres

places de k. Pour ¢ < 1/2, tous les ef's), i €{0,...,¢}, appartiennent a la boule

compacte B (e, 2,,). Il existe donc une suite e, — O eteo, ..., ex € Ep tels que

efsh) — ¢; lorsque 1 — +00. On a clairement ¢; € B (e, 1). De plus, comme tous

les el@ — €§~8>, pour i # j, sont des éléments de E de hauteur bornée, les valeurs
prises par ces différences sont toutes non nulles et en nombre fini. Par conséquent,
pour tous i # j € {I,..., £}, le vecteur ¢; — e; est €gal a une de ces valeurs et

e —ej EE\{O}. O
On en déduit alors une variante du théoreme 3 de [10].

Corollaire 2.11. Soit £ € N et E un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Soitr € k;.
Supposons que 'une des deux hypotheses suivantes est satisfaite :

(i) 2"P¢covol(E) < vol(Bz(0, r)) si k est un corps de nombres,
(ii) £covol(E) < vol(B#(0, r)) si k est un corps de fonctions.

Alorsonal + 1 < card(E NB%(0, r)).
Dans le cas classique de ’'intersection d’un réseau et d’une boule euclidienne,

on dispose d’une minoration un peu plus forte avec 2¢ + 1 au lieu de £ + 1, connue
alors comme [’inégalité de van der Corput.



168 E. Gaudron

Démonstration. Soitr = (ry), € k;. Soit F le fibré vectoriel adélique obtenu a
partir de E en multipliant par 2/|r, |, les normes de E aux places archimédiennes
de k et par 1/|r,|, les normes de E en les autres places. On a vol(B#(0, 1)) =
vol(Bz(0, 7))/ 2"P3 On conclut en appliquant la proposition 2.10 avec e = 0. O

Ce corollaire avec £ = 1 correspond au premier théoréeme de Minkowski, qui
peut étre vu comme un lemme de Siegel simple, sans condition. En choisissant pour
¢ la partie entiere de vol(B%(0, r))/ (2"P% covol(E)), éventuellement diminuée de
1 si ce quotient est entier et si 6 = 0, on obtient le

Corollaire 2.12. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimensionn > 1,
etr € ki. Alors on a

vol(Bz(0, r))
——=——— < card(E NB+=(0, r)).
2nDé covol(E) — card( £0.7)

2.4. Minima successifs

Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimensionn > 1. Sir = (ry)y €
ka, on note |r|a le produit (parfois nul) Hv [7oln?, appelé module de r.

Pour tout x € E\{0}, on a |lx[|z , = 1 en dehors d’un nombre fini de places,
en vertu de la premiere propriété de la définition 2.1. Par conséquent, si e :=
(e1,...,ey) est une k-base de E, il existe un idele r = (ry), tel que |ryl, >
maxi<j<n {|le; ”f,v}’ pour toute place v. La boule adélique Bz (0, ) contient alors
tous les vecteurs de la base e. Cette observation 1égitime la définition suivante.

Définition 2.13. Soiti € {1, ..., n}. Le i minimum relatif & E, noté A; (E), est
la borne inférieure de 1’ensemble des nombres réels positifs de la forme |r|s ou
r € ka esttel que E NB#(0, r) contienne i vecteurs k-linéairement indépendants.

Empruntée & Thunder [10], cette définition est légérement différente de celle
de Bombieri & Vaaler [2] qui n’autorisent que le cas d’un corps de nombres avec
des ideles r tels que r, = 1 aux places ultramétriques et r,, constant aux places
archimédiennes, égal a un nombre réel > 0 fixé. Un tel idele sera dit de Bombi-
eri-Vaaler et nous noterons A?V (E) la puissance [k : Q]-eme du i eme minimum de
ces auteurs. Mais la définition 2.13 est a priori encore plus éloignée de celle que
I’on trouve par exemple dans [9,11], ou est défini le nombre réel A; (E) comme
la borne inférieure des nombres réels A pour lesquels il existe une famille libre de
E ai éléments et dont chaque élément est de hauteur plus petite que L. Comme
il n’y a qu’un nombre fini de valeurs prises par la fonction hauteur a I’intérieur
d’un compact de R (Northcott), il existe une k-base (eq, ..., e,) de E telle que,
pour touti € {1,...,n}, Ai(E) = Hz(e;). Cette propriét€ montre que A;(E) et
1; (E) sont en général distincts. Par exemple, si k est un corps de fonctions, chaque
module |r|o est une puissance entiere de la caractéristique de k. Il en est alors
de méme pour ;(E) qui est alors un minimum. Mais la possibilité de choisir des
normes impures quelconques (en multipliant par exemple la norme du max sur les
coordonnées dans une base de E par un nombre transcendant) en un nombre fini
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de places de k montre que A; (E) n’est pas en général une puissance de p. On a les
inégalités

Vie(l,....,n}, A(E)<n(E)<rBV(E) (11)

(cette derniere quantité n’existe que si k est un corps de nombres contrairement aux
deux autres minima).
La notion de pureté se révele utile dans les énoncés suivants.

Proposition 2.14. Soit k un corps global et E un fibré vectoriel adélique sur Spec k.
Si E est pur alors A{(E) = A (E).

Démonstration. Soite; € E tel que Hz(e1) = Ay (E). Comme E est pur, il existe
unidele r = (ry) € k; tel que |ry|y = lle1ll5 , pour toute place v de k. Le vecteur

eq appartient a la boule adélique Bz (0, r) et donc A4 (E) < |rla = A1(E). O

Cette proposition ne s’étend pas en général aux autres minima, comme le prouve
I’exemple suivant, que m’a suggéré Gaél Rémond.

Exemple 2.15. Soit k = Q(+v2) et w, w’ ses deux places archimédiennes : |a +
b\2|y = la+ bv/2| et|a +by/2]y = |a — by/2|. Posons rg := (1 + /2)/2. Soit
E le fibré vectoriel adélique sur k d’espace vectoriel k> et de normes :

, max {|x|y, |¥]v/2} siv=w,
Vx,y) €ky, I, Mg, =1 max{lxly, 2y} siv=w/
max {|x|y, |V|v} si v est ultramétrique.

Alorsona A (E) = M (E) = A?V(E) = 1 tandis que Ay(E) =1, (E) =rget
AV(E) = 1.

Démonstration. Tout d’abord, la formule du produit implique la minoration 1 <
Hz(x, y) pour tout (x, y) € E\{0}. Comme il y a €galité pour les vecteurs (1, 0)
et (0, 1), on a I’égalité des premiers minima et de A>(E) avec 1. De plus les vec-
teurs (1, 0) et (0, 1 + +/2) forment une base de E. Ils appartiennent aux boules
adéliques de rayons r = (ro, 1, 1,...) et ¥’ = (rg, 1o, 1,...). Ceci montre que
2 (E) et kgv (E) sont plus petits que rg et rg respectivement. Par ailleurs, soit
r = (ry)y € ka tel que la boule adélique Bz (0, r) contienne une base de E. En
observant que, pour toute place v de k et pour tout (x, y) € E\{0}, on a

max {[|(x, 0)llz ,» 10, VIz ,} = 1, Mg,

on peut supposer que cette base est de la forme {(x, 0), (0, y)} avec xy # 0. Quitte
aremplacer r par r/x, en conservant le méme module, on peut supposer que x = 1.
Ces considérations montrent que A, (E) est la borne inférieure pour (a, b) € Q2\{0}
des produits

Ax(a, b) := max {1, la + bﬁ|/2} max {1, 2a — bﬁ|}
X Hmax {1, la +bﬁ|v}"”

vtoo
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et que AZBV (E) est la borne inférieure sur la méme expression mais ol le produit

des deux premiers maxima est remplacé par max {1, |a + b /2| /2,2la — b\/E|}2.
Ces bornes inférieures sont des minima par propriété de hauteur. Etant donné un
nombre premier p et une place v de k au-dessus de p, si |a + bv/2|, > 1 alors
la + bﬁrﬁ“ > p”"/ 2 > 2. Cette derniere minoration est évidente si p > 5. Mais
si p € {2, 3} alors on vérifie que le degré local n, vaut 2 (en montrant par exemple
que X2 — 2 n’a pas de racine dans Q) et ’on a encore p™/? > 2. Dans tous les
cas, sl a + b/2 n’est pas dans I’anneau de valuation de k, alors Ao(a, b) > 2.
Donc si A2 (a, b) = A2(E) (ce que I’on suppose dorénavant), que I’ on sait inférieur
arg < 2, I’élément a + b+/2 est un entier de k, i.e. il appartient a Z[+/2]. Le
produit des deux premiers maxima dans A;(a, b) est supérieur a |a2 — 2b2|, qui
est un entier strictement positif et plus petit que rg. Il vaut donc 1, ce qui signi-
fie que @ + b+/2 est une unité de Z[+/2]. Le groupe des unités de cet anneau est
monogene engendré par 1++/2. Ainsiilexisten € Ztel que a+b+/2 = (1++/2)".
Comme 2 (E) < rgona |a 4+ bv/2| < 2rg donc n < 1. De la méme maniére on
a(l++/2)" = la—bv2| < ro/2 donc —n < O et finalement n = 1, puis
M(E) = 22(1, 1) = rg. Le calcul de AZBV (E) repose sur les mémes arguments, car
rO2 est encore strictement plus petit que 2. O

Bien que distincts en général, ces différents minima restent toutefois compara-
bles, comme I’ont déja remarqué Christensen & Gubler (voir lemme 2.11 de [3]) :

Proposition 2.16. Soit E un fibré vectoriel adélique pur sur Speck, de dimension
n > 1. Si k est un corps de nombres, avec ry places complexes non réelles, alors,
pour touti € {1,...,n}, ona A?V(f) < (%)r2 |Di|Y/2A; (E). Si k est un corps
de fonctions de genre g(k) et si q désigne le cardinal du plus grand corps fini
inclus dans k, alors, pour touti € {1,...,n}, ona X; (E) < qg(k)Ai(E). Dans le
cas général d’un fibré vectoriel adélique E qui n’est pas nécessairement pur, ces
résultats restent valides a condition de multiplier les majorants par 8 (E).

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E est pur. Soit {e; s ooy en)
une base de E telle que, pour tout j € {1,...,n},ona Hg (e;) = Aj(E). Soit
ri = (rjv)v un idele tel que |rj |y = llejllE , pour toute place v de k. Soit
i €{l,...,n}. Sikestun corps de nombres, on pose

2\ " N\ U/D

A= ((—) |Dk|1/2Ai(E))

T

etr = (A, ...,A, 1, 1,...) I'idele de k avec pour composantes A aux places

archimédiennes de k et 1 aux autres places. Si k est un corps de fonctions, soit
r € ka tel que |r|a = g8® A;(E). Un tel choix est possible car E est pur et car
|k; |a est ’ensemble qZ. Pour toute mesure de Haar vol sur k4, la formule (9) du
§ 2.2 appliquée a (k, (|.|y)y) donne

D'
covol(k) 30-ry 5 S k est un corps de nombres,

volBik,(.1,),) (0. 1) g2®~1 i k est un corps de fonctions.
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Ainsi, en vertu du corollaire 2.11 appliqué a (k, (].|»),) et avec le rayon r/r;, il
existe n; € k\{0} tel que, pour toute place vde k,ona|[n;e; Iz, < lrvlv.La famille
libre {nyey, ..., n;e;} estdonc incluse dans la boule Bz (0, r) etla proposition s’en-
suit. Lorsque E n’est pas pur, I’argumentation du § 2.1.3 montre qu’il existe un
fibré adélique purE = (E, (”'”Eu)v) tel que ”‘”Ev = .z, si v est archimédi-
enne et ”'“Ev <z, = S(Ey, “'”Ev)”'”Ev sinon. Il suffit alors d’observer

que, pour touti € {1,...,n}, si A désigne une des trois fonctions A;, A;, AP, on
a A(E) <ME)<$ (E)A(E) pour conclure, en se ramenant au cas pur. O

Corollaire 2.17. Soit E un fibré vectoriel adélique pur sur Spec k. On suppose que
k= Qou_quek = @(T) avec@ un corps fini. Alors, pour tout entieri € {1, ..., n},
ona A;(E) =, (E) = ABV(E).

Démonstration. Les hypotheses faites sur k assurent que rp = O et Dy = 1 sik est
un corps de nombres, et g(k) = 0 dans I’autre cas. Le corollaire découle alors de
la proposition 2.16 et de la comparaison (11). O

S’il existe une variante du second théoreme de Minkowski, due a Bombieri &
Vaaler [2], qui majore le produit A (E) - dy(E) (voir inégalité (15)), nous aurons
surtout besoin d’une minoration, beaucoup plus élémentaire a obtenir. Il s’agit de
la proposition 4.13 de [6], généralisée au cas impur comme nous 1’avons expliqué
au § 2.1.3.

Proposition 2.18. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck, de dimension

n>10na
% <M(E) -2 (E)
(A(E)S(E)"

(le membre de droite peut étre remplacé par le produit A{(E) - - - A, (E)).

2.5. Version adélique d’un théoreme de Henk

Dans tout ce paragraphe, k est un corps de nombres de degré D.

Théoréme 2.19. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck et F_g E un sous-
fibré adélique_de dimension m > 1. Soit \{(F) < .-+ < Ay (F) les minima
successifs de F. Alors, pour tout r € ka, on a

m
o Ir|a
card(F N B=(0, r)) < 23mP—m=1 | | (1 +—= )
£ P Ai(F)

Lorsque r est un idéle de Bombieri-Vaaler," on peut remplacer r; (F) par )L?V (F)
dans ce majorant.

I Le. de la forme (A, ..., A, 1,1,...) avec A €]0, +o0], voir § 2.4.
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La démonstration consiste a se ramener au cas d’un réseau de R"? intersecté
avec un corps convexe symétrique, cadre dans lequel se situe 1’énoncé original [7]
de M. Henk.

Démonstration du théoréme 2.19. On peut supposer que F = E car card(F N
Bz(0,r)) = card(F N B#(0,r)). On note oo la place archimédienne de Q. Soit
r = (ry)y € ka. On peut supposer que r € kj car, dans le cas contraire, Iinter-
section F' N B%(0, r) est réduite a {0} et le théoreme est évident. Considérons
I’ensemble

c:=[]{reE@nks Inlip, < Irl} -

v]|oo

Ce sous-ensemble de ¢ := Hvl oo E ®k ky est convexe, compact, d’intérieur non
vide et symétrique par rapport a I’origine. Via le plongement diagonal

L:E;)E®QR;>€,

I’ensemble O := {x € E; Yv { oo, ||x||f’v < |ryly} est un réseau (complet)
de € car, pour tout x € E, il existe un entier N > 0 tel que Nx € O. Les
ensembles E N B%(0, r) et C N ¢(O) sont en bijection et il s’agit alors de majorer
card(C N ¢(Q)). Dans ces conditions, on peut définir, pour touti € {1,...,nD},
le nombre réel A; (C, O) comme la borne inférieure des nombres réels A > 0 tels
que AC N¢(O) possede i vecteurs R-linéairement indépendants. Ce nombre est un
minimum car les intersections AC N ¢(QO) sont finies et contenues les unes dans les
autres lorsque A décroit. Pour tout £ € {0, 1,...,n — 1},0na

Ae+1(E) < hep41(C, O)P|r|a. (12)

En effet, considérons £D + 1 vecteurs t(u1), ..., t(ugp+1) de (lep1(C, O)C) N
t(O) linéairement indépendants sur R. Par construction, les éléments u; appartien-
nenta £ N B#(0,rAa) ot 1A désigne I'idele de Bombieri-Vaaler de composante
Aep+1(C, O) aux places archimédiennes et de 1 aux autres places. Le plongement
¢ envoie un sous-espace vectoriel de E de dimension n’ vers un sous-espace de ¢
de dimension n’ D. Par conséquent, il y a au moins £ + 1 vecteurs parmi les u; qui
sont k-linéairement indépendants et donc

A1(E) < [riala = [rlatep1(C, O)P.

Cet argument montre aussi que I’estimation (12) reste vraie lorsque 1’on remplace
Les1(E) par k?}:l (E) a condition que r soit un idéle de Bombieri-Vaaler. Une fois
le lien entre Ay 1(E) et Ay p+1(C, O) établi, on utilise une version un peu plus
faible du théoreme 1.5 de [7] qui affirme que

nD 1
card(C N (0)) < 220P-1 H (1 + —)
i 2:(C, 0)
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(I’hypothese nD > 2 qui se trouve dans 1’énoncé original de [7] n’est plus néces-
saire). La croissance de la fonction i — A; (C, O) entraine

n—1 D
1
card(C N 1(O)) < 221P-1 (1 + —)
( g rep+1(C, O)

puis, par convexité de x xP ona

n—1
1
card(C N 1(0)) < 221P-1 | | {2’)—1 (1 + —)}
i Aep41(C, O)P

et le théoreme 2.19 se déduit de la majoration (12). O

2.5.1. Deuxieme théoréme de Blichfeldt Le théoreme 2.19 donne lieu a une va-
riante du fameux théoreme de Blichfeldt [1] : Si C est un corps convexe de l’espace
euclidien R" contenant 0 et tel que C NZ" n’est pas inclus dans un hyperplan alors
card(C NZ") < n!vol(C) + n, sous la forme suivante : si [r|ao > A, (F) alors on a

card(F NB£(0, 7)) < (5m)"™Ps(F)" ur B0, 1)) (13)

(voir le § 2.2 pour la définition précise de 7). En effet, lorsque |r|q > A, (F), le
théoreme 2.19 et la proposition 2.18 fournissent I’estimation

23mD=1 <(8D|r|AA<f>8(f))m

d (F NB+=(0, = T F
card (FNB0.0) < e 0 6 H(F)

(14)

La définition de H (F) et I’estimation uniforme A(F) < (2m)P/? (inégalité (6))
conduisent a une majoration en termes du volume de la boule B#(0, r) :

(8C2m)/2)"" s (F)"

card (F NBz(0,r)) < EIaTa

nr (Bx(0, 1))

(Vi est le volume de la boule euclidienne de rayon 1 pour la mesure de Lebesgue
usuelle sur R"). La majoration (13) découle alors de 1’égalité % = % et du

lemme suivant.
Lemme 2.20. Pour tout nombre réel x > 1 onal'(1 + x) < x*.
Démonstration. Au moyen de la convexité de la fonction I', il est facile de voir

que, pour toutx > 1,onal'(x) < ['(1 4 [x]) ([x] est la partie entiere de x). Ainsi
I'(14+x)=x(x) <x[x]! <x(x* 1) = x*. O
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2.5.2. Second théoreme de Minkowski En mettant en relation la majoration

23nD—1 |r|n
card (E NBx(0,r)) < A

AV(E) -V (E)

valide lorsque r est un idele de Bombieri-Vaaler de module plus grand que AEV (E)
(majoration déduite du théoréme 2.19 comme pour (14)), et la minoration de van
der Corput (corollaire 2.12), on obtient, apres simplification par ||},

volB(0. 1)) _ 23nD-1
2P covol(E) ~ ABV(E)...ABV(E)

Cette inégalité n’est rien d’autre que la variante adélique du second théoréme de
Minkowski [2], 1égérement affaiblie par la présence du terme 23P~1,

2.5.3. Avantde conclure ce paragraphe, nous allons obtenir une version plus mani-
able du théoréme 2.19. Si x;,, < --- < x sont des nombres réels positifs, le produit
H:.": | (1 + x;) estla somme de x; - - - x,,, et de 2" — 1 autres termes tous plus petits
que max {1, x;}"~!. En particulier on a

m
[Ta+x) 2"+ +x1...xm).
i=1

En choisissant x; = |r|s/A; (F) découle du théoreme 2.19 et de la proposition 2.18
I’énoncé suivant.

Proposition 2.21. Soit F C E un sous-fibré vectoriel adélique de E sur Spec k, de
dimension m > 1. Alors, pour tout r € ka, on a

m T T ) m—1
card (F N B#(0,r)) < 2>"P~1{ 1 + Irla (A(F_)‘S(F)) +( Ila ) .
H(F) A (F)

3. Lemme de Siegel uniforme

Le résultat principal de ce paragraphe m’a été communiqué par Gaél Rémond. En
substance, 1’argumentation qui va suivre est contenue dans les pages 115 a 117
de [8].

Soit k un corps global et E un fibré vectoriel adélique sur Spec k, de dimen-
sion n > 1. Soit M € N\{0} et F, Ey1, ..., Ej des sous-espaces vectoriels de
E, de dimensions respectives m, ny, ..., ny. Avant de passer a la démonstration
du théoreme 1.1 et de ses variantes, il peut étre utile de remarquer que I’on dis-
pose d’une estimation simple et uniforme d’un petit vecteur de F\ lni | Ei. Pour
touti € {1,..., M}, considérons ¢y ;, ..., £,—y, ; des formes linéaires sur E dont
I’intersection des noyaux est E;. Soit s = max {n1, ..., ny}, entier que 1’on sup-
pose strictement plus petit que m (comme dans I’énoncé du théoréme 1.1). Soit
r = (ry)y € ka telque FNB%(0, r) contient une famille libre 7 = { f1, ..., fs+1}.
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Pour touti € {1,..., M}, comme F ¢ E; (car n; < s + 1), il existe o (i) €
{1,...,n—n;}tel que £5;),; n’est pas identiquement nulle sur 7. Le polyndme P
de k[ X1, ..., Xs4+1] défini par

M s+1
P(Xy, ..., Xsq1) = H( > Xhﬁa(i),i(fh))

i=1 \ h=1
n’est pas identiquement nul sinon I’intégrité de k[ X 1, . . . , X5+ 1] contredirait I’exis-
tence d’au moins un o (i). Son degré partiel par rapport a chacune des variables est
inférieur & M. Par conséquent, il existe (x1, ..., xs+1) € ([—M, M]ﬂZ\{O})SJrl tel
que P(x1, ..., x541) # 0. Cela signifie que le vecteur x := Zf;l] Xy fin, appartient
aF\ Ulﬂil E;. De plus, pour toute place v de k, on a Ixllz, = s+ DHM)e|ryly
avec &, = 1 si v estarchimédienne et &, = 0 sinon. De la découle I’énoncé suivant.

Proposition 3.1 (G. Rémond). Soit E,F,Eq,..., Ey comme ci-dessus. Suppo-
sons que s = max{ny,...,ny} < m. Alors il existe x € F\ Ulﬂil E; tel que
Hz(x) < (5 + DM)PO%hs1 (F).

Remarque 3.2. En remplacant les formes linéaires par des polyndmes, on pour-
rait obtenir un énoncé plus général avec un ensemble algébrique de degré M ne
contenant pas F, a la place de Uf‘i 1 Ei.

La variante adélique du second théoréeme de Minkowski permet d’évaluer
As+1(F) qui apparait dans cette proposition. En effet, dans ce cas, on a

M(F) - A (F) < ™ H(F)§(F)"17% (15)

avec

2r1+r2|Dk|1/2
k=] v

q*8® si k est un corps de fonctions.

si k est un corps de nombres,

Cela résulte des travaux de Bombieri & Vaaler [2] pour les corps de nombres
et de Thunder [10] pour les corps de fonctions. Dans ce dernier cas, il s’agit plus
précisément du corollaire 1 de [10], qui est écrit avec A, (F) et F pur. Le cas général
présenté ici découle de la proposition 2.16. Le défaut de pureté § (F) n’apparait que
dans le cas d’un corps de fonctions car le théoreme de Thunder ne porte que sur les
fibrés adéliques purs. L’ estimation triviale

M (F) hspr (F)" " <21 (F) o dom (F

entraine alors 1’énoncé suivant, qui, outre 1’uniformité vis-a-vis des espaces E;,
a aussi I’élégance de s’appliquer pour un corps de fonctions, contrairement au
théoreme 1.1.

Corollaire 3.3. Soir E,F,E;,...,Ey comme ci-dessus. Supposons  que
s =max {ny,...,ny} < m. Alors il existe x € F\ Uf‘il E; tel que

1
K™ H(F)8(F)m1=9 \"
M (F)s '

Hp(x) < (s + 1)M>D‘3(
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Les dépendances en le discriminant du corps de nombres et en la hauteur de F
sont aussi bonnes que dans le théoreme 1.1, dont la démonstration est 1’objet du
paragraphe suivant.

4. Le théoreme principal et sa démonstration

Voici le résultat principal de cet article qui généralise le théoréme 1.1, présenté
dans I’introduction.

Théoreme 4.1. Soit k un corps de nombres de degré D et de discriminant absolu
Dy. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck et F C E un sous-fibré vecto-
riel adélique, de dimension m. Soit M € N\{0} et E1, ..., Ep des sous-espaces
vectoriels de E de dimensions respectives ny, ..., ny. Posons

H := (41m)P2| D2 (MH(F)) ™

et
—_— —_— # ni—l
H"i(A(E)S(E))™ \" " H m=n;+1
R :=H max 11, ((i( i) ,( _)
1<i<M H(E;) M (E})
Supposons que max {ni, ...,ny} < m. Alors, pour tout r = (ry)y € k; de mo-

dule supérieur a R, il existe x € F\ Uf‘il E; tel que, pour toute place v de k, on a
”x”fm < |rvlv-

En particulier, I’on peut trouver x € F\ Uf‘i 1 Ei tel que Hz(x) < R.

Démonstration. L’ existence du vecteur x repose sur la capacité de choisir r € ka
de valeur absolue |r|A aussi petite que possible de sorte que I’on ait

> (card(E; NBx(0. 7)) — 1) < card(F NBz(0, 7)) — 1 (16)
i=1

(le —1 correspond au vecteur nul que 1’on ne veut pas compter M fois). Pour untel r,
qui est nécessairement un idele, il existe un vecteur x de F', qui n’appartient a aucun
des E;,i € {1, ..., M},tel que, pour toute place v de k, on a ||x||Ev < |ryly. Sitous
les E; sont nuls, le membre de gauche de (16) est nul. Dans ce cas, pour satisfaire
la condition (16), on fait appel au corollaire 2.12 qui minore card(F NBz(0, r)) et
a la formule (9) pour affirmer que si |r|A est plus grand que

— 1/m
oo (_covol(F) \'™ _, ((H(F)|Di" an
vol(B7(0, 1)) 2mr2 Vil v,2

(V,, désigne le volume de la boule euclidienne de R™) alors le théoréme est dé-
montré avec |r|s aulieude R. Le lemme 2.20 permet alors de conclure en montrant
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que la quantité (17) est plus petite que R. Sil’un des E; n’est pas nul, on peut sup-
poser qu’aucun de ces espaces n’est nul, quitte a supprimer au départ et dans (16)
les entiers i pour lesquels E; = {0} (le nombre M de sous-espaces décroit et le
théoréme 4.1 n’en sera que meilleur). En particulier, on peut supposer maintenant
que m > 2. Compte tenu de la proposition 2.21 qui majore card(E; N Bz(0, r))
et du corollaire 2.12 qui minore card(F N Bz(0, r)), il suffit alors de choisir r de
sorte que |r|a vérifie I’inéquation

izsnm_l | IR A E)Y +( rla )""‘1
H(E;) M (E})

i=1
_ Irl3 volBz(0, 1))
2mD covol(F)
Pour qu’une inégalité de la forme x; + --- + x33 < x soit satisfaite, il suffit
que x; < x/(3M) pour tout i € {1,...,3M}. Ce principe appliqué a (18) et la
majoration n; < m — 1 conduisent a requérir pour |r|s les conditions suivantes :

. 162 M covol(F) 1/m
(1) (W) <Irla

. 1/(m—n;)
.. . 16™P M covol(F)(A(E)S(E)"
(i) Pourtouti € {1,..., M}, ( Vol (B.r(0. 1) () ) <|r|a

(18)

mD
(i) Pourtoutie{l,...,M},( 167 M covol(F) <|rla

1/(m—n;+1)
vol(Bz(0, 1)1 (E)"i ™! )

Comme précédemment, on utilise la formule (9) pour évaluer le quotient
covol(F)/ vol(Bz(0, 1)) et on observe que, comme m > 2, on a

167 D)2
v = A
m v

m

grace au lemme 2.20. O

5. Variantes du théoréme principal

Le théoréme 4.1 est le résultat d’'un compromis entre le théoreme 2.19 et la
proposition 2.21 qui en est une version affaiblie mais plus maniable. D’autres
arbitrages conduisent a des variantes du théoreme 4.1, que nous présentons ici.

Théoreme S.1. Soit k un corps de nombres et E un fibré vectoriel adélique sur
Speck. Soit F C E un sous-fibré vectoriel adélique, de dimension m. Soit M €

N\{O} et Eq, ..., Ep des sous-espaces vectoriels de E de dimensions respectives
ni,...,ny. Notons

H = 41m)P2 D2 (MH (F))'™
Supposons que max {ni, ..., npy} < m. Alors il existe x € F\ Ulﬂil E; tel que

H \mn
H=(x) < H max {1, — :
W) = 1§i§M{ (M(Ei)) }
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Démonstration. La démonstration est identique a celle du théoréme 4.1 a ceci pres
que la majoration de card(E; NB%(0, r)) n’est pas celle de la proposition 2.21. On
utilise plutot

card(E; N B (0. ) < 202 (1+( s ) )
(E; NB£(0, 7)) s

qui découle directement du théoreme 2.19 en minorant A ; (E)) par M(E), pour
j e{l,...,n;},etenutilisant (14+x)" < 2= (14 x™) pour x € R. Le méme rai-
sonnement que celui qui suit I’inégalité (18) conduit a demander que |r|A satisfasse
aux deux conditions :

. (16"D M covol(F) /™
(1) ( Vol(B+(0, 1)) ) §|r|A

16 covolcry )

. . COVO.

(i1)) Pourtouti € {1,..., M}, (vol(BF(O,l))AI(IEi)”i ) < |rla

Le théoreme 5.1 s’obtient alors exactement comme a la fin du paragraphe précédent.
O

Dans la théorie des fibrés vectoriels adéliques, on désigne habituellement par

_[IJOQg]SI—ir(‘nli%’) lorsque E’ parcourt les
sous-espaces vectoriels non nul de E (voir [6] pour I'existence de ce maximum).
Pour un tel E', il existe ¢’ € E’ tel que A1(E") = Hz(¢'). Cette quantité est aussi

la hauteur du sous-espace k.¢’ de E. On a donc

Mmax (E) le maximum des nombres réels

(E) 2 Ay(E)) = e Plnax(E)

pour tout sous-espace {0} # E’ C E. Le théoréme 5.1 conduit alors a la borne
uniforme suivante.

Corollaire 5.2. Reprenons les notations et hypotheses du théoreme 5.1. Soit s =
max {ny, ..., npy}. Alors il existe x € F\ Ulﬂil E; tel que

L
o) = (e PP )7

Démonstration. On utilise le théoreme 5.1 avec E; N F a la place de E; et ’on

minore A1 (E; N F) par e~ PRnax(F)_ Le corollaire découle alors de la minoration

— 1 ~ - . .
H(F)mePhmx(F) > 1 et de la croissance de la fonction x > m{x pour x €

[0, m —1]. O

Voici une autre variante du théoréeme 4.1.
Théoreme 5.3. Reprenons les notations et hypotheses du théoreme 5.1. Alors il
existe x € F\ UM, E; tel que

M (Ei)  HY (ACE)S(ED))" "™
H(E;)

H+(x) < H max
E(*) = I<i<M H



Lemmes de Siegel généralisés 179

Démonstration. La encore la démonstration est presque celle du théoréme 4.1.
Observons que, pour |r|a > Ay (E;), le théoreme 2.19 et la proposition 2.18
impliquent

23D 2P (AEDS (En)™
— — =< — :
MU(E;) -« An; (Ep) H(E;)

card(E; N B£(0,r)) <

Ainsi la condition Zf‘i 1 card(E; NB%(0, r)) < card(F N B#(0, r)), qui garantit
I’existence d’un x € F\ Ulﬁil E; de hauteur < |r|a, est satisfaite des lors que

(i) max (A, (E1), ..., Any (Ep)} < |r|a et

. 1/(m—n;)
.. . 16™P M covol(F)(A(E;)S(E;))"i
(i) pourtouti € {1,..., M}, ( Vol (B (0.1) H (E,) <|r|a

(on utilise le corollaire 2.12 et la majoration n; < m — 1). Cette deuxieme condition
estexactement la condition (ii) qui intervient dans la démonstration du théoreme 4.1.
Par conséquent les calculs faits a cette occasion restent valides et le théoreme 5.3
s’ensuit. m]

6. Liens avec la géométrie des nombres classique

Ce dernier paragraphe traduit une partie des résultats que nous venons de présenter
dans le langage de la géométrie des nombres classique.

Soit n un entier > 1 et C € R” une partie convexe, d’intérieur non vide, com-
pacte et symétrique par rapport a I’origine. Cet ensemble est la boule unité fermée
de R" muni de la norme jauge :

VxeR", |x|c:=inf {x ~0: ; = c}.

Soit © un réseau complet de R", i.e. un sous-groupe discret de rang n de R”. 1l
existe une base (w1, ..., w,) de R" telle que 2 = @?:1 Z.v;. Le Q-espace vecto-
riel 2 ®z Q peut alors étre muni d’une collection de normes (||.||,)y, indexée par
les places v de Q, de la maniere suivante :

e Siv estla place archimédienne vy de Q alors, pour toutx = a +ib € 2 ®z C
(a,b e R"),ona x|y, = (lallg + 1blIg)" 22
e si v est ultramétrique alors, pour tout (xq, ..., x,) € C,ona

= max {|x1|y, ..., [Xnlo}-

n
E Xi Wi
i=1

v

2 En réalité seule la trace de cette norme sur 2 ®7 R sera utile (pour calculer le volume
de la boule unité adélique par exemple). Aussi aurions-nous pu prendre max {||a| ¢, ||| c}
ou tout autre choix donnant ||a||¢ lorsque b = 0 et invariante par b +— —b.
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Les normes aux places ultramétriques ne dépendent pas du choix de la Z-base
(w1, ..., wy) de Q2 car une matrice de GL,, (Z) est une isométrie pour la norme du
maximum ultramétrique. Sa structure entiere est donnée par €2, i.e.

Q={xeQ®zQ; Yv#uvy, Ixlv,=1}

Avec un léger abus d’écriture, on notera (€2, ||.||c) le fibré vectoriel adélique pur
ainsi construit. Il faut prendre garde que si O est un sous-groupe de €2, le fibré
adélique (U, ||.||c) n’est pas a priori un sous-fibré adélique de (€2, ||.||c). La rai-
son en est que les structures entieres ne coincident pas en général. Pour que cela
soit le cas, il faut et il suffit que U soit égal a (U ®z Q) N 2 i.e. que le quotient
2/0 soit sans torsion, ou, ce qui revient au méme, que U soit facteur direct dans
2 (on dit alors que U est saturé).

Dans ce contexte, il est possible de calculer la hauteur de (€2, ||.||¢) au sens du
§ 2.2. Rappelons que V,, désigne le volume de la boule euclidienne de R mesuré
par rapport a la mesure de Lebesgue usuelle. On a alors

HQ V,, covol(2) 19
Q, ll.lle) = vol(©) (19)

ou vol est une mesure de Haar sur R” et covol(£2) est la mesure du quotient R" / ©2
induite par vol. Si vol est la mesure de Lebesgue usuelle sur R” alors covol(2) =
| det(wi, ..., w,)| pour toute Z-base (w1, ..., w,) de Q. Afin d’avoir une formule
similaire a (19) mais avec un sous-groupe U de €2, nous allons supposer que C
est la boule unité de R” pour la norme euclidienne |.|;. Considérons une Z-base
uy, ..., U, de U. Chaque vecteur u; s’écrit comme une somme Z?:I Uj jw; avec
u; j € Z. Soit U la matrice (u; ;) 115;3; € M, ,u(Z). Alors on a

H((U®zQ) N, |.]2) = det('tth) [ ] max|detslol, (20)

DES Ho
ou les maxima portent sur les mineurs maximaux o de la matrice 4. On retrouve
ainsi la formule classique caractérisant la hauteur en termes des coordonnées grass-

maniennes de 4. Le terme det('4$1) est la partie archimédienne V,,, / vol(C N (U ®z,
R)) de la hauteur. Le produit sur les places v # vg est le covolume de

m X1
CRzQ N = x:zxjujels@ZQ;u C ez
Jj=1 Xm
On s’en convainc aisément en utilisant I’équivalence de 4l avec une matrice n X m

diagonale composée sur la diagonale de représentants des facteurs invariants de 4[.
De plus on a

HO, l.le) =1[0®zQ NL: 0] x H(G®z Q) N, |.lc).

En revenant au cas général, et pour alléger la notation, nous noterons H (U; 2, C)
la hauteur du sous-fibré vectoriel adélique ((O ®z Q) N 2, ||.llc) de (2, |I.]l¢).
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A un couple (C, €2) sont traditionnellement associés n minima successifs défi-
nis de la maniere suivante : pour touti € {1,...,n},lei eme minimum Ai(C, 2) est
la borne inférieure des nombres réels A > 0 pour lesquels le sous-ensemble LC N 2
de R" possede une famille libre de i vecteurs. Cette définition est cohérente avec
les trois types de minima du fibré adélique (€2, ||.||c), définis au § 2.4 : pour tout
iefl,...,n},

A (2, [1lle) = 2 (2, [Ille) = APV, [l.llc) = 1 (C, Q).

Les deux premieres égalités sont un cas particulier du corollaire 2.17, dont la démon-
stration comporte une information supplémentaire : lorsque E est pur sur Spec Q,
alors, pour tout H € Hz(E), il existe x € E tel que ||x||Ev0 = Het|xlg, =
1 pour toute place v ultramétrique de Q. Appliquée au cas de (2, ||.||¢), cette
remarque permet de constater que, pour tout x € Q2 ®z Q, il existe d € Q tel
que dx € Qet Hq |.|c)(x) = |ldx|c et de montrer alors la dernicre égalité avec
Ai (C, ).

Ces considérations conduisent a formuler un cas particulier de notre résultat
principal 4.1 sous la forme suivante.

Théoreme 6.1. Soit C C R”" un corps convexe, d’intérieur non vide, symétri-
que par rapport a l’origine et Q2 un réseau complet de R". Soit M € N\{0} et
0, 01, ..., Op des sous-groupes de 2, de rangs m,n1, ..., ny respectivement.
Posons

H :=Tm(MHU; Q, C))'/™.

Supposons que max {ny,...,ny} < m. Alors il existe x € (0 ®z Q) N Q)\
Uiﬁil U; ®z Q rel que

Hnl m—n; H mriin:Jrl
lxllc <H max {1, { —————— )
1<i<M H(U;; Q,0) A(C, (0 ®2Q) N Q)

Nous avons majoré le défaut d’hermitianité A(U; ®z Q. ||.|¢) par /n; < /m,
que nous avons alors déplacé dans H, en remplacant (41m)'/? par 7m.
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