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FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES EFFECTIVES
SUR LES VARIETES ABELIENNES

PAR ERIC GAUDRON

RESUME. — Nous établissons de nouvelles mesures d’indépendance linéaire de logarithmes de points
algébriques d’une variété abélienne définie sur Q, mesures qui sont entiérement explicites en les invariants
liés a la variété en question (dimension, hauteur de Faltings, degré d’une polarisation). Moyennant une
hypothese supplémentaire sur les points algébriques considérés et une constante numérique moins bonne,
ces résultats généralisent ceux — comparables — de David, avec, en particulier, la présence dans le
théoréme principal d’un groupe algébrique qui, en variant, induit de nombreuses mesures différentes. Une
caractéristique importante de la preuve est la mise en ceuvre, pour la premiere fois dans ce contexte, de la
méthode des pentes de Bost et de certains résultats de géométrie d’ Arakelov qui lui sont attachés.
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ABSTRACT. — We prove new measures of linear independence of logarithms on an abelian variety defined
over Q, which are rotally explicit in function of the invariants of the abelian variety (dimension, Faltings
height, degree of a polarization). Besides, except an extra-hypothesis on the algebraic point considered
and a weaker numerical constant, we improve on earlier results (in particular David’s lower bound). We
also introduce into the main theorem an algebraic subgroup that leads to a great variety of different lower
bounds. An important feature of the proof is the implementation of the slope method of Bost and some
results of Arakelov geometry naturally associated with it.
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Notations

Pour i = (i1,...,i5) € N9, onnote il =4;!---i4! et |i| = i1 + - - - + 144 la longueur de i. D’une

maniére générale, la lettre D désigne un opérateur différentiel ; si « = (z1,...,24) € CY est un

g-uplet de nombres complexes, alors D, := 23 3%1 +- 4 ;rg% etsiw=(wi,...,wy) estune

base de CY alors D}, = D% ---Dif,.Siz € R, onnote log" () := log max {1, z} et [z] la partie
enticre de x.

Soit £ un module sur un anneau (commutatif) R. On note V(&) (resp. P(€)) le spectre
de I'algeébre symétrique S(&) (resp. le schéma projectif ProjS(€)) sur Spec R (suivant la
convention de Grothendieck). Soit £¥ le module dual Homz(€, R). Lorsque €& = RV*! pour
un certain entier naturel N > 1, on écrira Pg au lieu de P(RN “‘1). Le groupe unitaire
{M € My (C); M~ =*M} estnoté Un(C).

Si G est un schéma en groupes lisse sur Spec R, on note t¢ son espace tangent a 1’origine.
Lorsque R = C, on désigne par exp, : t¢ — G 1’application exponentielle. Etant donné un point
p € G(C), un logarithme de p est un élément u de t¢ tel que exp(u) = p. Si S est un entier
naturel, ¥,,(.S) est ’ensemble {0, p, ..., Sp}. Si k est un corps de nombres, on désigne par Oy,
I’anneau des entiers de & et par k une clbture algébrique de k. Soient A une variété abélienne
sur k (corps de nombres) et L un fibré en droites ample sur A. On désigne par h®(4,L) la
dimension de ’espace des sections globales H%(A, L), par h(A) la hauteur de Faltings stable
normalisée de A et, si p € A(k), le nombre réel hL (p) estla hauteur de Néron—Tate de p (relative
au fibré L). En outre, si 0 : k — C est un plongement complexe de k, on désigne par A, (C) les
points complexes de la variété abélienne A Xgpec o (1) Spec C et par L, le fibré en droites sur
A, (C) induit par L.

Si « est un élément d’un corps de nombres k, on note h(«) la hauteur de Weil logarithmique
absolue de «, définie par la formule

h(a) = ﬁ Z nylogmax{1,|al, }

ou |- |, estla valeur absolue sur le complété k., de k en la place v, normalisée par |2|, = 2 si v est
archimédienne et |p|, = p~! si v est p-adique et ot n, = [k, : Q,] vaut 1, 2 ou [k, : Q,] selon
que (respectivement) v est réelle, complexe ou p-adique (voir chap. 3 de [68]). De la sorte, si a =
a/b est un nombre rationnel avec a,b € Z premiers entre eux, alors h(a) = logmax {|al|, |b|}.
Enfin, la lettre e (dans un contexte mathématique) désigne exp(1) =2,718..., qu’il ne faut pas
confondre avec le parametre e qui apparaitra dans le texte.

v place de k
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1. Introduction

Ce texte est une approche effective de la théorie des formes linéaires de logarithmes au moyen
de méthodes et concepts issus de la géométrie d’ Arakelov. Dans le cadre d’une variété abélienne
définie sur Q, nous présentons des mesures d’indépendances linéaires de logarithmes entiérement
explicites en toutes les données du probléeme, y compris en les invariants naturels de la variété
abélienne : dimension, hauteur de Faltings et degré d’une polarisation.

Soit k£ un corps de nombres plongé dans C. Soit A un groupe algébrique commutatif défini
sur k. Le groupe de Lie complexe A(C) posseéde une application exponentielle exp définie sur
tout I’espace tangent 2 1’origine ¢ 4 (C) et surjective a valeurs dans A(C). Etant donné un point
k-rationnel p de A, il est donc possible de considérer un antécédent u € t 4 (C) du pointp € A(C)
par cette exponentielle. Un tel vecteur u est appelé un logarithme de p. Lorsque A est une variété
abélienne, on dit aussi logarithme abélien.

L’objet de la théorie des formes linéaires de logarithmes consiste a étudier la distance entre un
tel logarithme u et un sous-espace vectoriel strict Wy de I’espace tangent ¢ 4, défini sur k. Cette
problématique renferme essentiellement deux questions :

e Que peut-on dire si u appartient a Wy @ C?

e Dans le cas contraire, si u ¢ Wy ® C, quelle minoration de la distance d(u, Wp) peut-on

obtenir en fonction des données du probleme ?

Ces questions sont longtemps restées ouvertes avec seulement quelques cas particuliers étudiés
(groupe linéaire commutatif de petite dimension). Au milieu des années soixante, Baker a
effectué une percée spectaculaire en apportant des réponses a ces questions pour un groupe
linéaire commutatif [1]. De ses travaux est issue une méthode — dite méthode de Baker — qui,
généralisée aux groupes algébriques commutatifs quelconques, a permis d’aborder de maniere
effective de nombreux problemes de géométrie diophantienne. En particulier, les questions
posées ci-dessus ont pu étre abordées en toute généralité par plusieurs auteurs et elles ont conduit
aux éléments de réponses suivants.

Lorsque u appartient a Wy ® C, la premiere question a été résolue par Wiistholz [69] qui
a démontré I’existence d’un sous-groupe algébrique connexe B de A tel que u € tp(C) et
tp®Q C Wy ® Q. Cet énoncé est un cas particulier du théoréme du sous-groupe analytique [70].
Il contient un grand nombre de résultats de transcendance sur les logarithmes de points
algébriques. Le résultat de Wiistholz est qualitatif, mais, en adaptant la démonstration, I’on
peut apporter d’autres renseignements sur B, comme par exemple une majoration de son degré
géométrique, degré relatif a un fibré trés ample sur une compactification équivariante de A. Les
premiers majorants du degré de B ont été obtenus par Philippon & Waldschmidt [57,58]. A ce
probleme d’effectivité du théoréme de Wiistholz, I’on peut ajouter une contrainte supplémentaire
en demandant que B soit le plus petit (pour I’inclusion) sous-groupe algébrique connexe de A tel
que u € t3(C). Bien que reposant sur des techniques similaires, cette question est plus difficile a
traiter mais elle se révele pourtant cruciale pour les applications aux théorémes d’isogénies entre
variétés abéliennes, comme 1’ont montré Masser & Wiistholz dans une série d’articles au début
des années quatre-vingt-dix [48-50]. Il semble désormais que cette branche de la théorie des
formes linéaires de logarithmes est maintenant assez riche en résultats et démonstrations variés
(dont certaines, dans le cadre d’un groupe linéaire, n’utilisent que de la géométrie des nombres
sans avoir recours a une démarche «transcendante ») et qu’elle est devenue de fait autonome,
tournée vers des applications spécifiques.

Compte tenu de cela, nous ne nous intéresserons dans la suite qu’au second aspect du probleme
de la théorie des formes linéaires de logarithmes, & savoir supposer que u ¢ Wy ® C et fournir
alors une minoration de la distance d(u,Wy) de v a Wy ® C, en fonction des invariants
arithmético-géométriques de la question. Un minorant est appelé mesure d’indépendance linéaire
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de logarithmes. Dans cette optique, rappelons qu’il n’existe qu’un nombre relativement réduit de
travaux qui s’appliquent a ce probleme général (en comparaison avec la richesse de la littérature
disponible dans le cas d’un groupe linéaire, voir [68]). Citons, par exemple, ceux de Masser [45,
46], Lang [41], Coates & Lang [19], Philippon & Waldschmidt [57,58], Hirata-Kohno [35,36] et
I’auteur [28]. Les minorations de d(u, Wp) démontrées dans ces travaux n’ont pas toutes la méme
précision ni exactement le méme degré de généralité mais elles ont toutes en commun d’avoir une
constante résiduelle qui dépend de A et qui n’est jamais explicite. Il est vrai que cette constante
pourrait étre théoriquement calculée. Toutefois les difficultés techniques pour y parvenir sont
alors nombreuses et semblent devenir rapidement au moins aussi compliquées que le probleme
initial concernant d(u, Wp). A tel point que seuls deux résultats entierement explicites étaient
connus jusqu’alors, pour des groupes algébriques qui ne sont pas réduits a leur partie linéaire. Ils
concernent tous les deux le cas dit elliptique ot A est un produit de n courbes elliptiques. Il y a
d’une part la mesure de Rémond & Urfels [62] dans le cas ultramétrique avec n = 2 et, d’autre
part, la mesure de David [20] qui, elle, concerne le cas archimédien avec n quelconque > 1.

Dans ce texte, nous montrons comment les techniques qui proviennent de 1’approximation
diophantienne tels la méthode de Baker, le procédé de réduction d’Hirata-Kohno, le procédé de
changement de variables de Chudnosvky, peuvent s’intégrer géométriquement dans la méthode
des pentes de Bost et conduire ainsi a des mesures d’indépendances linéaires de logarithmes
abéliens explicites et intrinséques. Nous expliquerons en détail au § 5.1 comment se déroule la
preuve en décrivant les différentes techniques qui interviennent. Les mesures obtenues tiennent
compte des récentes avancées dans ce domaine et elles sont d’un point de vue théorique aussi
bonnes (et méme, sous certains aspects, plus générales) que celles de [28] par exemple.

llustrons cela avec un premier cas particulier suffisamment représentatif du théoréme général
présenté au § 3.3. Auparavant rappelons qu’un fibré vectoriel hermitien € = (€, ({,)o)g:kec)
sur Spec Oy, est la donnée d’un Ok-module projectif £ de type fini et, pour tout plongement
complexe o de k, d’un produit hermitien (,), sur &, := £ ®, C, invariant par conjugaison
complexe. Un tel fibré possede un degré d’Arakelov normalisé d/e\gng qui est le nombre réel
défini par

— 1 1
deg,& = a (logcard(é‘/(@kel 4+ Opey)) — U.;,C 3 logdet(<ei,ej)0)i7j>
ou {eq,.. .,eg} C & est une base de £ ® k. La formule du produit assure que ce nombre ne

dépend pas du choix de {eq,...,eq}.

Soit A une variété abélienne de dimension g, définie sur un corps de nombres & de degré
D sur Q. Soient o un plongement complexe de k et L un fibré en droites ample et symétrique
sur A. En une place complexe o de k, la forme de Riemann w, € /\1’1 ta, (C)Y du fibré en droites
ample complexe L, — A, (C) est définie positive et elle confere a I’espace tangent ¢ 4 (C) une

structure d’espace hermitien de la maniére suivante : si (eq,...,e,) est une base de t4 (C),
* * v : 94 it 1 * o

(e1,-..,ey) la base duale de ta,(C)" et si wy s’écrit 53, <y, yc, Ane€), A € alors, pour tout

(21,...,24) €CY% ona

2

g
€] dzmen| = Y. anemz
h=1

o 1<hi<g

Notons d la distance sur ¢4, (C) associée a || - [|,,. Soit K une extension finie sur &k pour
laquelle A = A xj, K admet réduction semi-abélienne. Il existe alors un schéma en groupes
(lisse) semi-stable A — Spec O, de fibre générique Ag. Soit ¢:Spec O — A son élément
neutre. L’espace tangent & 1’origine
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g v
t_A:€*</\Q}4/OK)

s’identifie a un O -module projectif de type fini et, pour chaque place complexe ¢ de K, le C-
espace vectoriel 4 ®5 C ~ t(4,), (C) est muni de la norme || - ||, (en notant encore o la place
induite sur k). En particulier chaque sous-espace vectoriel W de t 4 (dont ¢ 4 lui-mé&me) possede
une structure de fibré vectoriel hermitien WV, sur Spec Ok en munissant le O x-module saturé
Wy := (Wo ®k K) Nty de la restriction de la norme || - ||, & Wy ®, C pour tout o: K — C.
Posons alors

h(Wy) := deg, 4 — deg, Wo.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat évoqué au début de ce paragraphe.

THEOREME 1.1.— Avec les notations ci-dessus, soit u € ta, (C) d’exponentielle p :=

eprGO(C)(u) k-rationnelle. Désignons par hr(p) la hauteur de Néron-Tate de p relative a
la polarisation L. Soit Wy un sous-espace vectoriel de t 4, défini sur k, et de codimension t > 1.
Considérons a, b, e des nombres réels strictement positifs vérifiant les conditions suivantes :

-~

_ (ef|ullo)? _ 1
e>e, loga=max< hr(p), ) , logb—Dmax{l,h(WO)}.

Soit a lentier défini par la formule

D 1 D

a:= | ——max{ 1,hp(A) + = logh®(A, L),log" | —— ),log" loga { | + 1.
loge 2 loge

Supposons qu’aucun des multiples entiers non nuls de p n’appartienne a une sous-variété

abélienne stricte de A(k). Alors dans ces conditions le vecteur u n’appartient pas a Wy ®,, C

et la distance d(u, Wy) est minorée comme suit

D g/t
) logd(u, Wy) > —c1a'/!(aloge + logb) <1 + l_a loga)
oge

(g+t)2

avec ¢y := (10(g +1))13 7 .

Outre I’aspect entierement effectif de (2) qui ressort clairement, cette mesure tient compte des
progres récents accomplis dans ce domaine, en particulier en ce qui concerne le parametre log b.
En effet, I’on constate que le membre de droite de 1’inégalité (2) est linéaire en log b, et, de ce fait,
optimal en ce parametre, a ’instar des mesures présentées dans les travaux de David & Hirata-
Kohno [23] (cas elliptique) et de I’auteur [28]. Rappelons que le probleme d’une dépendance
linéaire en la hauteur du sous-espace (mesurée par log b) avait été soulevé par Lang au milieu des
années soixante, dans le cadre des courbes elliptiques, en relation avec le théoréme de Siegel sur
la finitude du nombre de points entiers sur une courbe algébrique de genre > 1 (voir [40]). Les
premieres mesures générales obtenues par Philippon & Waldschmidt comportaient un terme en
(logb)l9+1)/t Puis, en 1991, Hirata-Kohno obtint une mesure en (log b)(loglogb)(9+1)/t grace
a un «procédé de réduction» novateur. Nous décrirons au § 5.1 la traduction géométrique de
cette idée qui interviendra de maniere cruciale au cours de la preuve. En couplant cette réduction
avec le procédé de changement de variables de Chudnovsky qui permet de mieux contrdler les
dénominateurs de nombres algébriques qui apparaissent au cours de la preuve, I’on obtient la
dépendance linéaire en log b.

Nous démontrerons a la fin du § 5.11 la conséquence suivante du théoreme 1.1, qui correspond
au cas Wy = {0}.
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COROLLAIRE 1.2. — Sous les mémes hypotheses que le théoreme 1.1, on a

~ 1
log ||ull 6y = —CQDmaX{17hL(p)7hF(A) + §logh0(A, L)}

avec cy 1= (22g)5%9.

Plusieurs auteurs ont obtenu par voie directe ce type de minoration [4,37,55]. Mais, a ma
connaissance, il n’existait pas de tel résultat entierement explicite. En outre, bien que réduit a
I’essentiel, cet énoncé ne découle pas directement des définitions. Cela contraste singulierement
avec les énoncés du méme type pour un groupe linéaire. Par exemple, pour le groupe affine G,,
dont I’exponentielle est 1’identité, le logarithme se confond avec le point et nous disposons de
I’inégalité de Liouville :

Va e k\ {0}, log|als, = —Dh(w),

immédiate a partir de la définition de la hauteur de Weil h. Pour le groupe multiplicatif Gy, nous
avons de méme I’inégalité, pour tout o € k \ {0} tel que logax # 0 :

3) log |loga| = —D(h(a) 4 log2).

Cette derniere s’obtient en appliquant 1’inégalité de Liouville & « — 1 et en observant que
o — 1] < |logamax{1,|a|} (voir également le lemme 3 de [2]). L’on peut noter qu’en
remplagant o par 2" - - abr (o € k\ {0}, b; € Z), I'inégalité (3) devient

%) log |bylogay + -+ - + by logay,| = —DIby|h(ay) — - -+ — D|by|h(a,) — Dlog 2.

Cette inégalité est en quelque sorte une inégalité primitive de la théorie des formes linéaires de
logarithmes. L’espace W) est I’hyperplan b 21 + - - - + by, z,, = 0 dans I’espace tangent a G|, et la
hauteur log b de Wy n’est rien d’autre que max; log |b;|. Le membre de droite de cette inégalité
est exponentiel en logb. 1l est donc tres éloigné de la dépendance linéaire attendue. Elle s’avere
néanmoins intéressante lorsque les b; sont petits et que 1’on regarde la hauteur des «;. Dans ces
conditions, elle est méme nettement plus avantageuse que la minoration (beaucoup plus difficile
a démontrer)

10g‘b1 IOqu + e+ bn 10gan‘ Z —CS(IOgb) Hmax{lah(ai)a|logai|}7
i=1

ou c3 est une constante qui ne dépend que de n et D, obtenue par Baker & Wiistholz [2]. Ces
observations nous ameénent a poser la méme question non plus pour le groupe multiplicatif G},
mais pour la variété abélienne A. Autrement dit, que signifie généraliser I’inégalité (4) a A et cela
est-il possible ? Si, pour calquer la situation du cas linéaire, nous supposons provisoirement que
A est la variété produit A, X --- X A,, nous constatons en premier lieu que le pendant abélien
d’une telle inégalité ne peut pas s’obtenir en remplacant simplement u par by u1 + - - - + b, u,, dans
le corollaire 1.2 (les u; étant des logarithmes de points p; € A;(k)). Méme en prenant les b; dans
I’anneau des endomorphismes de A (et non plus seulement Z), nous ne pourrions obtenir ainsi
que certaines formes linéaires particulieres. Une maniere d’éviter cet écueil est de considérer une
sous-variété abélienne B de Ay, et de minorer la distance d(u,tp, (C)) de u a Iespace tangent
de B. Dans cette direction, nous démontrerons le
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THEOREME 1.3.— Soient e,a,a les paramétres définis dans le théoréme 1.1. Supposons,
comme dans ce théoréme, qu’aucun multiple entier non nul de p n’appartienne a une sous-variété
abélienne stricte de A. Alors, pour toute sous-variété abélienne B de Ag, de codimensiont > 1,
ona

D
(5)  logd(u,tp,, (C)) > —cs(adeg; B)/*(aloge + logdeg, B) (1 + é loga>

avec ¢y = (10(g +1))?60H0),

Cette minoration est de nature fondamentalement différente de la minoration que nous pouvons
déduire du théoreme 1.1 en choisissant Wy = tp, car, a 'instar de I’inégalité (4), le membre de
droite est exponentiel en la hauteur de B (hauteur qui est du méme ordre que logdeg; B, voir
§ 4.4.1) et, simultanément, quasi linéaire en la hauteur du point p. La dépendance exacte en
hi(p) < loga est (loga)(logloga)2+!/t et n’est donc pas tout a fait linéaire en loga. Nous
montrons dans [29] comment, avec une analyse différente et plus fine de ce cas particulier, I’on
peut supprimer le logloga qui subsiste. Quoi qu’il en soit, le théoreme 1.3 apparait comme une
variante abélienne de 1'inégalité (4). Par ailleurs, en choisissant B = {0}, I’on peut en déduire
de nouveau le corollaire 1.2. A ce stade de la discussion, cela peut paraitre surprenant, mais nous
verrons que les théoremes 1.1 et 1.3 découlent d’un seul et méme théoréme, énoncé au § 3.3
(théoreme 3.1). Il serait néanmoins intéressant d’établir directement le théoréeme 1.3, sans avoir
recours, par exemple, a des méthodes d’approximations diophantiennes.

2. Organisation du texte

Comme nous ’avons dit, les résultats présentés dans 1’introduction découlent tous du
théoreme 3.1 énoncé au § 3.3. Comme celui-ci requiert au préalable quelques notations et
hypotheses, nous les avons introduites séparément aux §§ 3.1 et 3.2. Par ailleurs, afin de faciliter
la lecture de la preuve de ce théoreme, nous rappelons au § 4 plusieurs points de la théorie
des inégalités de pentes ainsi que d’autres résultats annexes qui interviennent dans la preuve.
Ces rappels visent a donner un sens précis a certaines notions (hauteurs, pentes) relativement
classiques tout en établissant quelques variantes de théoremes déja existants dans la littérature
mais présentés sous une forme différente. Ce paragraphe 4 peut se lire de maniere indépendante
du reste du texte. La partie qui suit (§ 5) est consacrée a la démonstration proprement dite du
théoreme 3.1. Nous commencons au § 5.1 par expliquer le déroulement de la démonstration
et chacun des paragraphes qui suivent (jusqu’au § 5.11) correspondent a une étape de celle-ci.
Une fois le théoreme 3.1 établi, le § 6 est consacré au cas particulier d’un produit de courbes
elliptiques. L’objectif est de faciliter la comparaison avec la mesure de David. Enfin, dans
I’appendice, nous analysons le role joué par les diverses constantes qui interviennent au cours de
la preuve au § 5 et les conditions qu’elles doivent satisfaire. Outre la justification a posteriori des
choix des constantes cjo,. .., c1¢ introduites tout au début de la démonstration (§ 5.3, p. 733),
cela permet également d’affiner la constante du théoréeme 3.1 dans le cas particulier elliptique
étudi€ au § 6.

3. Données et résultats

Nous définissons ici les données indispensables pour énoncer en toute généralité le théo-
reme 3.1. Elles seront utilisées dans toute la suite. Les notations sont compatibles avec celles
de I’introduction (qui peuvent n’en étre toutefois que des cas particuliers).
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3.1. Données

Soient n un entier naturel > 1 et k un corps de nombres de degré D, vu comme sous-corps
de C apres avoir fixé un plongement complexe o : k < C. Pour tout entier i € {1,...,n},
considérons une variété abélienne A;, de dimension g;, définie sur k ainsi qu’un fibré en droites
ample et symétrique L; sur A;. Posons A := Ay X --- X A,, puis g := dim A et notons L le
produit externe Ly X - -- X L,,. Il est commode aussi de poser

1 0
Pour ¢ € {1,...,n}, soit u; un élément de t 4, ,(C) tel que

) (u;) € Ai (k).

Soient W un sous-k-espace vectoriel de t4 de codimension ¢ > 1 et ug un élément de
ta(k)/Wo. Soit Gy := V((ta/Wos)") le schéma en groupes affine sur Spec k associé a I’espace
vectoriel ¢4 /W,. Définissons G comme le groupe algébrique Gy X A et p comme le point
(ug,p1,---,pn) de G(k). Soit A la projection canonique t4 — t4/Wy. Considérons alors
I’espace W défini comme le graphe de A dans tg = (t4/Wy) @ t 4 ou, autrement dit,

Di = €XPy,

i,00

(6) W:={Az)®z z€ta}.

Soient X :=P(k @ (ta/Wy)¥) la fermeture projective de Gy et to: Gy — X 'immersion
ouverte canonique. Par ailleurs, pour tout h € {1,...,n}, le choix (arbitraire) d’une k-base
de sections globales du fibré en droites trés ample L§3 sur A;, détermine un plongement
th: Ay — P(HO(Ay, LY?)). Nous notons ¢ le plongement produit

G—P:=Xox [[PH" (A, L7?))
i=1
induit par les ¢; pour 0 < ¢ < n. Les degrés géométriques des sous-groupes de GG, plongés dans
P via 1, sont relatifs au faisceau O(1,..., 1) sur P. Par exemple, en utilisant la formule classique
de Frobenius

degy . A;

@) hO(4;,L;) = 7]

I

on a

!
deg, G = 39(9%) [0, L)),
' i=1

Etant donné un plongement complexe o de k, nous reprenons la norme hermitienne || - ||, sur
ta, (C) définie dans I'introduction (formule (1), p. 702), au moyen de la forme de Riemann
de L, — A,(C). Par quotient et somme orthogonale, cette norme s’étend a ’espace t¢_ (C) =
(ta/Wo)o(C)®ta, (C), extension que I’on note encore || - || . Pour o = 0y, la distance associée
a cette norme sur tg, (C) est notée d. Soit A — Spec Ok un modele semi-abélien de A sur
une extension finie K de k. Le couple T4 = (ta, (]| * ||lo)o:x-c) définit un fibré vectoriel
hermitien sur Spec O . En notant W, le sous-fibré hermitien induit par le module pI’O_]eCtlf
Wo = (Wo @4 K) Nt 4, le nombre réel i (Wy) est défini comme la différence degnt A— degnWO

Ce nombre peut s’interpréter comme la différence des hauteurs de Schmidt de Wy et ¢4 (dans
cet ordre), avec les métriques || - ||, aux places infinies de k et en prenant en compte la structure
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enticre donnée par ¢ 4. Interviendra également dans le théoréeme 3.1 le terme hm(muo)
0

qui correspond a la hauteur du point 1 @ mug de Xo(k), en un sens que nous allons définir
maintenant, au moyen des modeles 4 et W,. Tout d’abord, considérons le schéma projectif

T Xy = P(OK &) (tA/Wo)V) — Spec Ok

de fibre générique X Xgpect Spec K. Par somme directe hermitienne avec le fibré vectoriel
hermitien trivial Ox = (Ok, (1]l = 1)s.x-c), le Ox-module projectif de type fini O @
(t.a/Wo)¥ a une structure de fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok (les métriques sur le dual
du quotient sont celles induites par f4). Le faisceau canonique Oy, (1) est un quotient de
75 (O @ (ta/Wo)¥). 1l hérite donc naturellement de métriques quotient — dites métriques
de Fubini—Study — et ces derniéres se transportent sur les fibres 25Ox, (1) ®, C, pour tout
xg € Xy(Ok) et 0: K — C. De la sorte, nous avons défini un fibré en droites hermitien
2O, (1) sur Spec Ok, ce qui permet de définir la hauteur de zo comme le degré d’ Arakelov
normalisé de ce fibré :

howrm (®0) = deguz5Ox, (1)

Cette définition s’étend aux points de Xo(K) en les relevant a Xy(Ok ). En particulier le point

correspondant a 1 @ mug a une hauteur qui est le nombre hm(muo) que I’on cherchait a
0

définir. A une fonction bornée pres, il s’agit de la hauteur de Weil (logarithmique absolue) de
(1, mug) lorsque I’on exprime ug dans une base de ¢ 4 /Wj.
Soient

c12:= (10g)*(g + t)n

et

13 = 22991 (g + )29 + 1) + 1) (g + )%

Ce sont des constantes qui interviennent des le début de la démonstration, p. 733. Fixons un
nombre réel positif b vérifiant I'inégalité

(8) logb > Dmax{1,h(Wy)} + max {Dhm(muo)}.

0<m< (g+t)cizersa
3.2. Hypotheses et données supplémentaires

Soite > eetay > --- > a, des nombres réels strictement positifs vérifiant

<e|\ui\|ao>2}

Vie{l,...,n}, logaikmaX{BLi(pi), D

Définissons alors 1’entier a par

D D
9 a:= | —max{ 1,log" [ —— ), hp,logt loga; p| + 1.
loge loge

Dans I’énoncé du théoréme 3.1 qui va suivre, et par conséquent dans toute la démonstration (§ 5),
nous supposerons qu’une au moins des deux hypotheses suivantes est satisfaite :
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(1) Pour tout entier m € {1,...,c12c13a}, pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de
G, tel que Wy + ter # tg,., le point mp n’appartient pas a G’ (k).
(2) Le sous-espace Wy est un hyperplan (i.e. t = 1) et, pour tout entier m € {1,...,ci2c13a},

pour tout sous-groupe algébrique connexe et strict G’ de {0} x Aj, le point mp
n’appartient pas a G (k).
On notera que la seconde hypotheése implique la premiere puisque, lorsque ¢ = 1, un sous-groupe
algébrique connexe G’ de G, ~ G, ; x Ay, qui vérifie tg: + W} # tg, est nécessairement un
sous-groupe strict de {0} x Ag.
Définissons un entier y € {0, 1} par

[ 1 si(1)est vérifié et (2) ne I’est pas,
"0 si(2) est vérifié.
Introduisons ensuite un sous-espace vectoriel (quelconque) V de (ta/Wo) ® k et notons V :=

V(VY) < G|  le schéma en groupes affine sur & associé a V (I’espace tangent a I’origine de

V est V). Soient B une sous-variété abélienne stricte de Az et H:=V x B le groupe algébrique
connexe produit. A de telles données V et B, nous associons les entiers

(10) <y ::t—dim(V—i—/\(tB))7 ty:=dimV, OH ::dim(V+)\(tB)) —dimV.

Définissons enfin I'entier dg comme le plus grand entier i de {1,...,n} tel que I'on ait
gn + -+ g; > dim B. Nous supposons une fois pour toutes que sy > 0, ¢’est-a-dire ty + W5, #
tg; . Le théoréme 3.1 fait intervenir H comme un « parametre ». Le choix « standard » sous-jacent
a la plupart des énoncés présents dans la littérature est H = {0}.

3.3. Enoncé du théoréeme principal et conséquences

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréeme principal de ce texte, dont
I’objectif est de fournir une minoration de la distance d(u, W) du vecteur v :=ug @ - - B u,, €
tg,, (C) (qui est un logarithme de p) a I’espace vectoriel W ®,, C.

THEOREME 3.1.— Avec les notations et hypothéses des §§ 3.1 et 3.2, notons U le nombre
réel défini par I’égalité

og—1 g; gon+--+gn—dimB
Da J Da B
U .= 1+ —1 i 1+ —1
{ H ( + Jog e oga]> }( + Jog e oga(;B)

j=1
adeg, B
(aloge)ow

(logb + a¥ log ¢)t~dimV

(si g = 1, le terme entre accolades vaut 1). Alors u n’appartient pas @ W et on a

codimH
(11) logd(u, Wg) > —c5U  avec ¢5 := (10(g + t))13(g+t) oL

La premiere assertion du théoréme, u ¢ W, est une conséquence du théoréme du sous-
groupe analytique de Wiistholz rappelé au début de I’introduction et de 1’hypothese (1) faite
sur le point p.

La mesure (11) comporte les caractéristiques techniques relatives aux quantités log b et log a;,
1 < i < n, déja évoquées dans I'introduction (en prenant H = {0}) et nous ne revenons pas
dessus. Le théoreme 3.1 revét un aspect extrémement général, ce qui le rend plus difficile a
appréhender que les théoremes 1.1 et 1.3 par exemple. L’explication de cette difficulté provient
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en partie du sous-groupe algébrique H =V x B qui intervient dans la définition de U. Dans
les quelques lignes qui vont suivre, nous allons expliquer en quoi le caractere arbitraire de ce
groupe — qui ne doit satisfaire qu’a la condition ty + Wg # tg, constitue une innovation
par rapport aux mesures comparables déja connues [23,28] et se révéler utile pour d’éventuelles
applications. Au méme titre que le nombre réel ¢, le groupe H joue le role d’un parametre dont la
variation entraine plusieurs minorations de log d(u, W¢), parfois inattendues et assez différentes
entre elles. Avant de disséquer la mesure (11), rappelons que la conjecture de Lang—Waldschmidt
énoncée (dans le cas linéaire seulement mais, a priori, généralisable au cas abélien) pp. 212 et
213 de [42] prévoit I’existence d’une constante ¢ > 0, indépendante des log a; et de log b, mais
pouvant dépendre de D et de A, telle que si u ¢ W alors logd(u, We) = —clog(bay - - - an,).
Si la mesure (11) reste fondamentalement tres éloignée de cette minoration, nous allons voir que
I’on peut parfois s’en rapprocher un peu plus qu’avec la mesure obtenue en choisissant H = {0}.

Pour commencer !, regardons plus avant le cas n = 1. Dans un premier temps, pour simplifier,
supposons que le groupe H est tel que A(tg) C V. Dans ces conditions, on a ég = 1 (car n = 1),
sy =t—dimV et gy = 0. La mesure (11) devient alors

g—dimB
t—dimV

1 D
(12)  logd(u,Wc) > —cg(adeg, B)=amV (logb + a”loge) <1 + é log a)
0

avec cg := (10(g + t))13g )1+ {g=dimB)/(t=dimV)) §oys cette forme, il ressort que le meilleur
choix pour V est V = \(tg) puisque le membre de droite décroit en fonction de dim V. Une fois
cette observation faite, ’on peut vouloir minimiser A(¢g) lui-méme en supposant par exemple
tg € Wy (i.e. M(tg) = {0}). Dans ce cas, la minoration (12) entraine le

COROLLAIRE 3.2.— Avec les notations du § 3.1 avec n =1 et une des deux hypotheses sur
le point p émises au § 3.2, pour toute sous-variété abélienne B de A telle que tg C Wy, on a

codim B

1 D
(13) logd(u, We) > —cr(adeg, B)7 (logh + a¥ loge) (1 + é loga)

avec c7 = (10(g + t))13lgtt)(1+codimB/Y) o1 codim B = g — dim B.

En choisissant B = {0}, ug = 0 et y = 1, nous retrouvons ainsi la mesure donnée dans le
théoreme 1.1. Nous constatons également que la mesure (13) avec B quelconque s’obtient a
partir de celle avec B = {0} simplement en multipliant le membre de droite par le facteur

deg, B
((10(g + )0 (1 + B2 Toga)) "

Ce nombre réel est d’autant plus petit que deg, B est petit et dim B est grand. Le «meilleur »
choix (celui qui optimise 1’inégalité (13)) ne correspond pas toujours nécessairement a B = {0}.
Et c’est d’ailleurs ainsi que le théoréeme 1.3 se déduit du corollaire 3.2 en prenant B = B (nous
reviendrons sur la preuve du théoreme 1.3, p. 760). Lorsque nous ne faisons plus 1’hypothese
tg C Wy, nous avons un énoncé un peu plus général en prenant H = A\(¢g) x B, qui est valide
pour toute sous-variété abélienne B telle que Wy + tg # t 4, et en remplacant alors la puissance
1/t par 1/(g — dim(Wy + ¢g)) dans (13) (ainsi que dans la constante ¢7). Mais 1’énoncé ainsi

I'Si le lecteur souhaite avoir des expressions plus simples des mesures qui vont suivre, il peut choisir dans tous les cas
e=eety=1.
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obtenu n’est pas fondamentalement plus général que le précédent puisque le corollaire 3.2 y
conduit en changeant Wy par Wy + tg.

Revenons maintenant au cas général n > 1. Le théoreme 3.1 fournit des versions « produit »
des énoncés précédents, qui séparent les contributions de chacune des composantes p; du point p.
Par exemple, en choisissant H = {0}, I’on déduit la minoration

n Da gi/t
—caql/t = )
(14) logd(u, Wg) > —cga (logb + a¥log e) £[1 (1 + Toge log az>

avec cg := (10(g +1))*? it . Cela généralise I’inégalité (2) du théoreme 1.1. De méme, pour
toute sous-variété abélienne B de A, de codimension ¢ > 1, les choix ug = 0, Wy = tp et
H = {0} x B dans le théoréme 3.1 conduisent a la généralisation suivante du théoréme 1.3 (sous
les mémes hypotheses) :

dp—1 Da g/t
logd(u,tp,, (C)) = —cs(adeg, B)l/t(logb+ a’loge) H (1 + Toge logaj>

=1

9sp+ - +gn—dim B
Da t
x |14+ ——1logas,
loge

qui, en utilisant la décroissance des a;, devient plus simplement

D
logd(u,tBUO (C)) > —ca(adeg, B)!/t (logb+ a¥loge) <1 + é log a1>,
formellement identique a I’inégalité (5) du théoréme 1.3 (la constante c4 est définie dans ce
théoréeme).

4. Outils auxiliaires

La démonstration du théoréme 3.1 requiert un certain nombre de résultats annexes disséminés
dans la littérature et, parfois, présentés sous une forme assez €éloignée de celle voulue ici. C’est
pourquoi nous les avons rassemblés dans une partie indépendante du reste du texte.

Nous supposerons que le lecteur est familier avec la notion de fibré vectoriel hermitien sur
Spec Oy, (k corps de nombres). L’'on pourra se référer au début de I’appendice de [10] ou
au § 4.1 de [12] pour un exposé systématique de cette notion et de certaines propriétés qui
I’accompagnent.

4.1. Puissances symétriques

Soient & = (&, (|| - |ls)o:kc) un fibré vectoriel hermitien sur Spec Oy, de rang N + 1 et /
un entier strictement positif. Etant donné une place finie p de & d’anneau de valuation Oy, le
module &, := & ® O, est libre de rang N + 1. En considérant une base (eo, ...,en) sur O, de
&y, la norme p-adique || - ||z, sur &, est définie par || Zf\]:o zieillz , = maxocicn{|@ilp}, ot
la valeur absolue p-adique | - |, sur O, est normalisée par |p|, = p~!, p étant la caractéristique
résiduelle de p.

Pour chaque plongement complexe o :k — C, nous munissons la ¢-ieme puissance symé-
trique S*(€,) de la métrique quotient || - ||, déduite de la projection canonique ££¢ — S*(&,).
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Soient (eg,...,en) une base de & et (eg, ..., e}y) sa base duale. Si (eo,...,exn) est une base
orthonormale de &,, le carré de la norme d’un élément e := ) zje - - - €y vaut
il
5 5!
(15) lellZ. = > lual* -

li|=¢

Il y a un isomorphisme naturel ©, entre S*(£¥) ® k et (S*(£))¥ ® k qui fait correspondre le
vecteur

a:= Z aiey® ey
li]=¢
de S*(&}) ala forme linéaire
Z ziey - eR — E a;z; de Sé(é‘k).
i

ieNV 1
li|=¢

LEMME 4.1.— L’application k-linéaire ©, est une isométrie aux places ultramétriques de k.
Pour tout o : k — C, les normes d’opérateurs de ©, et (—);1 satisfont

ienv+1 | !

li|=¢

(16) ©¢]ls < max {9} et ||©7", <L

Démonstration. — En une place finie p, la premiere assertion est une conséquence immédiate
du choix de la norme sur &,. Si o est un plongement complexe de £, il faut utiliser I’inégalité de

Cauchy—-Schwarz
\/ﬁ i ¢! 1
| (o) ()l < (g (i e

‘ E a;iTi
i li|=¢
PN — i!
La preuve est la méme pour O, ! en remarquant que maxjenny+1 jij=eir) = 1. O

4.2. Métriques

Dans ce paragraphe, nous explicitons les métriques que nous utiliserons dans la preuve du
théoreme 3.1 (voir les estimations analytiques du § 5.9).

4.2.1. Métriques de Fubini-Study

Soit £ un fibré vectoriel hermitien sur Oy, de rang N + 1, et soit O(1) = Op(g)(1) le fibré en
droites canonique sur 7 : P(£) — Spec Oy. Lorsque o est un plongement complexe de &, nous
munissons Op ¢, y(1) de la métrique quotient provenant de 7 (£,) (métrique de Fubini—Study).
Soient m un entier strictement positif, = € P(&,)(C) et s € HY(P(&,),O(m)) ~ S™(&,).
Fixons également une base orthonormale de &,. La section s correspond & un polyndme
complexe P, homogene en N + 1 variables de degré m, et le point = peut s’exprimer en termes de
coordonnées (zp : -+~ : ) € PY(C). L’invariance sous ’action du groupe unitaire Uy 41 (C)
de la forme de courbure de la métrique de Fubini—Study entraine 1’égalité

‘P(Io,...,wN)|

a7 HS(HE)HO(m),,a: (lzo|2 + - + lan [2)m/2
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4.2.2. Métriques cubistes

De méme que précédemment, la métrique cubiste || - ||; sur un fibré en droites ample L au-
dessus d’une variété abélienne complexe A peut étre décrite de maniere concrete en utilisant les
fonctions théta. En effet, un résultat de Moret-Bailly (voir [51, Proposition 2.1, p. 48]) affirme
que la métrique cubiste est caractérisée par les propriétés suivantes.

(1) Saforme de courbure est invariante par translation,

(2) la rigidification a I’origine 0*L ~ Ogpecc est une isométrie (avec la métrique triviale

Hl” =1sur Ospecc).

D’autre part, I’espace des sections globales H?(A, L) peut étre décrit en termes de fonctions
théta associées a une donnée d’Appel-Humbert (x, Hi) pour L (ici H| est le produit scalaire
hermitien qui provient de la premiére classe de Chern ¢; (L), voir [5] pour plus de détails). Etant
donné une section s de L et 1} la fonction théta associée a s, on vérifie que la forme de courbure
de la métrique || - ||2 définie par

Hs(a:)”2 = engL(Z’Z)|19(z)| (z:=expp(z), 2 €ta)

est invariante par translation (et triviale a I’origine). D’apres le résultat de Moret-Bailly, les deux
métriques || - ||1 et || - |2 sont les mémes.

4.3. Calculs de pentes d’Arakelov

Soit £ = (€, ({,)s)o:kc) un fibré vectoriel hermitien sur Spec O, de rang N + 1 (ici (, ),
désigne le produit hermitien sur £, et non la norme associée). La puissance extérieure maximale
det& = /\NJr1 & hérite d’une structure hermitienne aux places infinies o de &k en considérant les
normes définies par

Vzo,...,aN €Esy  |lTo A A IN”ietZ,a = det(<$i7xj>0)ogi,j<1v'
Soit s € (det &) \ {0}. Le degré d’Arakelov normalisé de € est

— 1
deg,€ := —— [ logcard(det £/s.0;) — Z log [[s]] 417, |-
[k : Q} o:k—C ’

On vérifie avec la formule du produit que cette expression ne dépend pas du choix de s. Par
convention, si £ = {0}, on pose deg, & = 0. La pente d’Arakelov normalisée de € est le quotient
du degré d’ Arakelov normalisé par son rang :

deg, &

rg(&)

Cette application transforme les produits tensoriels en sommes : (€ ® F) = ji(€) + u(F).
Nous allons calculer ici la pente de certains fibrés hermitiens provenant de la géométrie
algébrique. Mais auparavant, rappelons que la pente maximale [imax(€) est le maximum des
pentes d’Arakelov 7i(£’) lorsque &’ parcourt les sous-fibrés vectoriels hermitiens de £. Et, 1a
encore, il est commode, lorsque & = {0}, de poser 1u(€) = ﬁﬁlax(f)) = —00. Au § 4.5, nous
regarderons plus en détail les relations entre ces pentes lorsque £ varie.

@) =

4.3.1. Reprenons le fibré vectoriel hermitien € ci-dessus. Nous munissons le fibré en droites
canonique Op¢g)(1) de la métrique de Fubini-Study aux places infinies de k. Ainsi, pour tout
entier m > 1, le fibré en droites Op(g)(m) := Op(g)(1)®™ est métrisé et il y a une structure de
fibré vectoriel hermitien sur le faisceau des sections globales 7. Op (¢) (m) (voir égalité (36)). Par
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exemple, si s € T.Op(g,)(m) et si (pi))zj=m désignent les coefficients du polyndme P associé a
s (dans la base des mondmes, voir § 4.2.1), nous avons

Nl
(18) Isl|%— = Pl -
O(m).o iENZN+1 (N 4+ m)!
li|l=m

On peut noter que ces dernieres métriques sont celles sur S™ (&) (définie au § 4.1), multipliées

—-1/2 . . - |
par ("H'N / . Le résultat suivant est une variante de la proposition 4.2.8 de la these de

Randriglnmbololona [59].

PROPOSITION 4.2. — Notons yn,m le nombre réel

L

ieNN !
li|=m

La pente d’Arakelov normalisée du fibré vectoriel hermitien HO(P(E), Op(g)(m)) est

1

(19) (P (E),Opiey () = g 1ou{ ("1 Y | + miE).

Esquisse de la preuve. — Apres une éventuelle extension (finie) de corps (ce qui ne modifie pas
les pentes normalisées), nous pouvons supposer que £ est un Oi-module libre. Choisissons un
isomorphisme ¢ : (’)IJCV 1 _, €. En munissant O,]CV *1 des métriques « triviales » aux places infinies
de k, nous pouvons évaluer les normes archimédiennes de la m-ieéme puissance symétrique
S™q: Sm(O,iVH) 5 8™ (&), a partir de laquelle nous déduisons la pente de S™ (&) (a savoir,
[(S™E) =mi(E) + 1 logyn,m). La formule (19) s’ensuit via I’isomorphisme

Sm((c/') =~ HO (P(g), Op(g)(m))

(’on contrdle le changement de normes au moyen de (15) et (18)). Des détails supplémentaires
sont donnés dans op. cit. O

4.3.2. Un autre calcul de pente concerne le fibré des sections globales d’un fibré en droites
ample et symétrique L au-dessus d’une variété abélienne A sur un corps de nombres k. Avant
cela, il faut définir une structure de fibré vectoriel hermitien sur HO(A7 L).

DEFINITION-THEOREME 4.3. — Soient (A, L) comme ci-dessus et 3 un sous-ensemble fini
de A(k). Le triplet (A, L,X) posséde un modéle de Moret-Bailly (A, L, au sens (restreint)
suivant. Il existe une extension finie K | k et un schéma en groupes A — Spec Ok semi-stable
(donc lisse), de fibre générique isomorphe & A . Il existe un fibré hermitien cubiste £ — A,
de fibre générique L (le terme cubiste signifie ici qu’aux places infinies de K la métrique sur
L ®, C est celle définie au § 4.2.2). Et enfin, tout élément ¢ de X se reléve en une section

€q € .A(OK)

L’existence de telles données est démontrée au § 4.3 de [9]. En réalité, un modele de Moret-
Bailly tel qu’il est défini dans cet article possede d’autres propriétés (relatives en particulier au
groupe de Mumford de L®?) qui le caractérisent plus finement. Et bien que nous ne les utiliserons
pas explicitement dans ce texte, ces propriétés sont néanmoins sous-jacentes a la démonstration
de la formule (20) qui va suivre. Le O x-module projectif H?(A, £) est muni aux places infinies
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de K des métriques hermitiennes induites par les métriques de £ (voir la formule (36), p. 721,
ou la mesure y,, qui intervient dans cette formule est ici la mesure de Haar sur A, (C)).

THEOREME 4.4 (Moret-Bailly, Bost). — La pente d’Arakelov normalisée du fibré vectoriel
hermitien HO(A, L) est

P — 1 1. hoA4,L
(0) A(TCAL]) = () + log

(9 =dim A).

Remarque 4.5.—Comme L est ample, la dimension de h®(A4, L) est aussi la caractéris-
tique d’Euler—Poincaré x(A,L) de L. Par conséquent, pour tout entier m > 1, nous avons
hO(A, L®™) = m9h°(A, L) et la pente d’Arakelov de HO(A, L®™) s’obtient en ajoutant
21og(m) au membre de droite de (20).

Le théoréme 4.4 a été établi par Bost (théoreme 4.10, (v), de [9]). Il repose sur les travaux de
Moret-Bailly [51,52] et sur le théoréme de Riemann—Roch arithmétique de Gillet et Soulé [31]
lorsque A a bonne réduction (sous cette hypothése supplémentaire sur A mais sans 1’hypothése
de symétrie de L, il existe une formule exacte un peu plus compliquée pour la pente de HO (A4, £)
(voir (4.1.3) dans [9])).

4.3.3. Soit K une extension finie de k sur laquelle A est définie et admet réduction semi-
abélienne. Soient 7 : A — Spec Ok un modele semi-abélien de A et ¢ : Spec O — A sa section
nulle. Notons w 4,0, le faisceau inversible 5*(2?4 /Spec Oy SUT A. Ce fibré devient un fibré en
droites hermitien @ 4,0, sur Spec O lorsqu’on le munit pour chaque plongement complexe
0: K — C delanorme
i’

2 . =
8000~ g7 | NS

Vs € WA/Ok Qo C~ HO(AU(C)7QIQ40<C))7
A, (C)

DEFINITION 4.6. —La hauteur de Faltings (stable normalisée) hp(A) de A est le degré
d’ Arakelov normalis€ de W 4 /0, -

Cette définition est indépendante des choix de K et de .A. Bost a montré que

_glog(2m)

21 hr(A) > 5

(voir le corollaire 2 de [8]). De plus, un résultat de Raynaud affirme que si ¢: A — A’ est une
isogénie alors

(22) he(A) <hp(A)+ %log dege

(corollaire 2.1.4 de [61]). Par ailleurs, le fibré en droites w 4,0, s’identifie au déterminant det tY,.
Dans l'introduction, nous avons construit des normes hermitiennes sur les espaces t4_(C)
qui font de ¢4 un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok . Ces métriques se transmettent alors
a w0, par dualité et puissance extérieure maximale. Par définition, le degré d’Arakelov
normalisé du fibré hermitien obtenu de la sorte est le degré de tY,. L’énoncé suivant précise
la différence avec le degré de W 4,0, -
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PROPOSITION 4.7 (Proposition D.1 de [10]). — La pente d’Arakelov normalisée du fibré
vectoriel hermitien dual a est

hr(A)

_ 1 1
(23) i(ty) = + 5. log ho(A,L) — 5 logm.
g

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, pour tout o: K — C et tout s € (Wa/0,)s \ {0}
ona

J 1/2
T
o) e e LT

Soient (e1,...,e,) une base orthonormée de t4,(C) et (e7,...,e;) la base duale. Posons
s:=e] A---Aeg. Comme dimc w4, ,c = 1, il suffit de prouver (24) pour cet s particulier. Dans
la base orthonormée (e7,...,ey), la (1,1)-forme w, invariante par translation, qui représente la

classe de Chern ¢; (L, ), s’écrit w = % ZZ:l er A a. En particulier, on a

-\ 9 I
1 * * * *
w! = (5> 2 (epay Ay ) A A g Ay
n

oll 7 parcourt les permutations de {1,...,g}. Ainsi, w9 = %(5)%!s A5 et en intégrant sur

A, (C), le membre de gauche donne

/ w? =deg; A,=deg; A
A+ (C)

(2m)? 2
15,0,
formule de Frobenius (7), nous obtenons I’égalité

et le membre de droite fait apparaitre . En prenant le module et en utilisant la

ho(A4,L)\"?
IslZaop. =\ —7%—) -

Pour en déduire 1’égalité (24), il ne reste plus qu’a observer

2
HSHdctEJ = det((e7, e;>ﬁ,a)1<1¢,j<g =1

car la base (e7,...,e!

, g) est orthonormée. Pour conclure, il suffit de prendre le logarithme de (24)
pour tous les plongements complexes o puis de sommer et d’utiliser les définitions du degré et

de la pente d’ Arakelov normalisés. O

Comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, cet énoncé s’interpréte aussi comme
un calcul de hauteur.

4.4. Hauteurs

Tout au long de ce texte apparaissent des fonctions hauteurs appliquées a divers objets tels
des espaces vectoriels, des applications k-linéaires ou bien encore des points algébriques de
variétés arithmétiques. Nous allons rappeler les définitions et conventions choisies dans la suite
de ce texte. Pour une vue plus globale du sujet, le lecteur intéressé pourra consulter par exemple
[7,13].
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4.4.1. Conservons les notations du § 4.3.2 (dont, en particulier, le modele de Moret-Bailly
(A, L) de (A, L) au-dessus de K). Soit V un sous-espace vectoriel de ¢4 (K) (de dimension d).
Désignons par V :=V Nty le Ox-module saturé obtenu a partir de V. Cela définit un sous-
fibré vectoriel de 4 et, par définition, la hauteur projective h(V') de V (relative a (A, L)) est
le degré d’Arakelov normalisé du fibré vectoriel quotient ¢4/, ou V est muni des métriques
de t_4 induites par restriction. La terminologie «hauteur projective » provient d’un résultat de
Bost, Gillet & Soulé, qui affirme que (V) s’interpréte comme la hauteur (normalisée) du cycle
P (V) relative au fibré vectoriel hermitien ¢ 4 (voir [13, §4.1]). La hauteur projective différe de
la hauteur de V, utilisée par Bost dans [10] et définie par h(V) := d/e\gnw. Plus précisément, de
la suite exacte courte de fibrés vectoriels hermitiens

0=V —tg—ta/V—0,
I’on déduit la relation
(25) (V)= (V) + deg,ta = h(V) = h(ta).

En considérant le plongement de Pliicker

d
V = Vect(vy,...,v0q) — [v1 A+ Avg) EP(/\tA(K)>

et la hauteur de Weil sur P(A*¢4(K)), on vérifie que la hauteur projective est bien une
«fonction hauteur» sur les sous-espaces de t4(K), avatar intrinseéque de la hauteur de
Schmidt [63]. Soulignons que la quantité h(V) dépend de (A, L) et c’est pourquoi ’on peut
employer la notation plus précise h 4 1, (V') aulieu de A(V). Cela permet de lever toute ambiguité
lorsque V' peut étre vu comme sous-espace de deux espaces tangents de variétés abéliennes
distinctes.

Le principal intérét de la hauteur projective par rapport a la hauteur réside dans le fait qu’elle
est la quantité naturelle qui apparait dans la démonstration du théoreme 3.1. Notons aussi qu’en
terme de pente 'on a h(t4) = g7i(tY). La formule (25) est un moyen commode pour calculer
explicitement la hauteur d’un sous-espace a 1’aide d’équations qui le définissent dans une base
de ¢ 4. Nous en verrons une application au § 6, lorsque A est un produit de courbes elliptiques.

Lorsque V' est I’algeébre de Lie d’une sous-variété abélienne de A, nous disposons d’une
évaluation de sa hauteur. En effet, le résultat suivant affirme qu’a une constante pres, qui ne
dépend que de (A, L), 1a hauteur de I’espace tangent ¢ g d’une sous-variété abélienne B de A est
du méme ordre de grandeur que le logarithme de h®(B, L) ou, ce qui revient au méme puisque
L est ample, du degré de B relativement a L, car on a la relation deg; B = (dim B)'h°(B, L).

LEMME 4.8.— Si B est une sous-variété abélienne de A, la hauteur h(tg), relative a (A, L),
est encadrée de la maniere suivante :

1
(26) 3 logh®(B,L) — gdimB < h(tp) <hp(A) +4glogh®(B, L) + codim B.

Ce lemme repose sur I’énoncé suivant qui est une partie de la proposition D.1 de [10].

PROPOSITION 4.9. — Si B est une sous-variété abélienne de A alors les hauteurs de Faltings
vérifient

27) hF(B)ghF(A)—I—(Qg—1)1ogh0(B7L)+w.
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Démonstration. — Nous reprenons la démonstration de Bost (ibid.). Considérons la sous-
variété abélienne orthogonale B+ de B dans A relativement 2 L. Le morphisme d’addition
B x B+ — A est une isogénie de degré N < h®(B,L)? (lemme 1.4 de [49]). L’isogénie duale
A — B x Bt estde degré N291 et, d’apres (22), on a

hi(B)+hp(B') =hp(B x BY) <hp(4) + %logNQg_l.

_ (codim B)log(27)
2

La minoration hp(B+) > permet de conclure. O

Démonstration du lemme 4.8. — La proposition D.1 de [10] fournit I’encadrement

hB,L(tB) < hA,L(tB) < hB,L(tB) +2glOghO(B,L)

(avec une démonstration détaillée). Ici on a h 4, 1.(t5) = h(tp) et la formule (23) appliquée a B
permet de calculer la hauteur hp 1,(t5). Les inégalités (26) découlent de cette estimation et de
la proposition 4.9. O

4.4.2. Considérons maintenant des fibrés vectoriels hermitiens £ et F sur Spec O et
f:&, — Fi une application k-linéaire. En chaque place v de k, les espaces vectoriels £ ® k,,
et F ® k, sur une cloture algébrique k, de k, sont munis d’une métrique (lorsque v est
ultramétrique, voir le début du § 4.1); désignons par || - ||z, et || - ||, ces métriques ; alors,

par définition, la hauteur h(E, F; f) (notée plus simplement h(f)) de f relative a € et F est

hf)= [k: Q] 2 logxea,\{O}{ iz }

v place de k
Par convention, si f est I’application nulle, on pose h(f) = —cc.
4.4.3. Dans le méme esprit, étant donné une variété arithmétique X sur Spec O, munie d’un

fibré en droites hermitien M, la hauteur d’un point entier ¢, € X (O,) est le degré d’ Arakelov
deexM:

(28) hp(2) := degy et M.
Cas d’un espace projectif. Supposons que (X, M) est (P(€),0pg)(1)). Regardons com-
ment évolue la hauteur hm(ar) lorsque & varie en conservant le méme rang. Pour cela,

considérons &, F des fibrés vectoriels hermitiens sur Oy et un isomorphisme ¢: &, — Fy.
Soient x € P(&)(k) et V,, I'hyperplan de & correspondant a . Notons ¢: Ex/Vy — Fr/d(Vz)
I’application déduite de ¢ et ¢p(x) € P(Fy)(k) le k-point de P(Fy,) correspondant a I’hyperplan
¢(Vy) de Fi,. Alors on a

(29) hOP(E)(l)(I) - hOP(F)(1> (¢(I)) + h(d))
En effet, il suffit de remarquer que 1’on dispose d’isomorphismes isométriques

Ek/V >~ x*(’)p(g)(l) et Fk/QS(VQC) = ¢(I)*Op(f)(1)

et d’appliquer la définition (28). Une conséquence est I’inégalité
-1
hop(.r)(l) (¢(T)) < hOP(S)(l)(:E) T h(¢ )

Par exemple, si € = On ™ et
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o((zo,...,zN)) = (kg,m21,...,MTN)
(multiplication par un entier m # 0), cela redonne I’inégalité classique :
hm(?’fl%) < hm(w) + log m.

D’autre part, toujours dans le cas € = ON ™! et étant donné = = (¢ : ---: xx) € PV (k), on
montre que (voir par exemple [13, p. 49])

h (z)= log [, iec (Citg lo(a) )2
Opn ()N [k:Q] NkIQ(xOOk+"'+$N0k)

ou, si I est un idéal fractionnaire de Oy, le nombre rationnel Nk|Q(I ) est la norme de I. Cette

formule permet de comparer hm(x) avec la hauteur logarithmique absolue de Weil de x :
P

1
(30) hWeil(z) < hm(z’) < hWeil(z) —+ 5 log(l —+ N)

Enfin, notons que la hauteur du point «origine » 1 ® 0 de Oy, © &, relative a Op (o, @g)(1), est
nulle.

Cas d’une variété abélienne. Supposons maintenant que (X, M) = (A, £) est un modéle de
Moret-Bailly sur Spec O d’une variété abélienne polarisée (A, L) définie sur k (le corps K
est une extension finie de k). Le schéma en groupes A n’est en général qu’une partie ouverte
du modele de Néron de Ag. Aussi un point x € A(K) ne se prolonge pas nécessairement en
e, € A(Ok). Toutefois la construction de .4 (p. 58 de [9]) permet de voir que cela devient
possible si I’on remplace K par une extension finie (qui dépend de x). C’est pourquoi, lorsque
seul un nombre fini de points x interviennent (comme dans la définition 4.3), 1’on peut toujours
supposer des le départ que = € A(K) se prolonge en ¢, € A(Ok).

THEOREME 4.10 (Moret-Bailly, chapitre III de [51]). — Avec les notations ci-dessus, la
hauteur hz(x) = deg,e% L d’un point x de A(K) coincide avec la hauteur de Néron-Tate de
x relative a la polarisation L.

4.5. Inégalités de pentes

Apres avoir introduit dans les paragraphes qui précedent les notions de degré et pente
d’Arakelov d’une part et de hauteur d’'un morphisme entre fibrés vectoriels hermitiens d’autre
part, nous présentons ici quelques inégalités « fondamentales» qui relient ces objets entre eux.
Ces inégalités — dites inégalités de pentes — se révéleront particulierement importantes dans la
suite.

Soit € et F des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O,. La définition méme de la notion de

pente maximale entraine d/egng < 1g(€)imax(E) et, si F estderang 1, on a

(31) fimax (€ ® F) = fimax (E) + deg, F.

Cette égalité s obtient par exemple en considérant un sous-fibré £’ de £ ® F que 1’on tensorise
par le dual ¥ de F pour le voir comme un sous-fibré de £ et auquel on applique alors
la définition de pente maximale : fi(£’ ® FV) < Jimax(E). On conclut en utilisant 1’égalité
AE © F¥) = A(E) ~ deg, 7.
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Soit £ un entier > 1. Alors la pente maximale du fibré hermitien SZ(E ) (défini au § 4.1) est
majorée de la maniere suivante :

(32) fimax (S(€)) < £(fimax(€) + 2rg(€) logrg(£))

(inégalité (4.6), p. 196, de [12]). Ce résultat ne découle pas immédiatement des définitions. Une
preuve détaillée est donnée dans 1’appendice de [33].

Considérons maintenant une application k-linéaire ¢ entre les espaces vectoriels & et F.
Dans le lemme suivant, nous présentons deux exemples caractéristiques d’inégalités de pentes,
extraits de la proposition 4.3 de [10].

LEMME 4.11. - B .
(1) Sip:E — Fi estinjective alors [imax(E) < max(F) + h(e).
(2) Sip: & — Fy est surjective alors

(33) fimax(F) < deg, F + (1g(F) — 1) (fimax (&%) + h()).

Démonstration. — (1) Soit £ un sous-fibré vectoriel hermitien de £. D’aprés I’hypothese
d’injectivité, ’application restreinte @ := cplf},fg’c) : &}, — ¢(&]) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. En particulier la norme d’opérateur de 1’application déterminant de ¢ :

det @:det &, — det (&)
en une place complexe o de k est donnée par

12 4ot 577 0

I det 3|, = pour tout z € det £\ {0}.

(g e

Les définitions du degré d’ Arakelov et de la hauteur d’un morphisme entrainent
d/eTgn? = d/egncp(é”) + h(det &, det p(E);det ).

En vertu de I’inégalité d’Hadamard, on a

h(det &, det p(E'); det @) < (dimEL)R(E7, 0(E); @)

et cette derniére quantité est elle-méme inférieure a (dim &}, )h(E, F; ). Nous obtenons ainsi la
majoration

fi(E7) < fimax(F) + W(E, F; )
puis I’inégalité voulue en prenant la borne supérieure du membre de gauche.

(2) L'hypothese de surjectivité de ¢ signifie que I’application duale ‘o : FY — &} est injective
et I’inégalité de pentes précédente montre que

(34) ﬁmax (ﬁ) < ﬁmax(ﬁ) + h(ﬁv Fa t@) .
La définition des normes duales assure 1’égalité des hauteurs
h(F,E% ) = h(E, F; ).
De plus, pour tout sous-fibré vectoriel (non nul) F’ de F, la surjection canonique F — F/F’

induit une injection sur les espaces duaux, qui est de norme d’opérateur < 1 en toute place de k.
En utilisant a nouveau la premiere inégalité de pentes, nous obtenons alors la majoration
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A((F/F)) < fimax (FY).
En multipliant cette inégalité par rg(F) — rg(F’), nous obtenons une majoration du degré
d’ Arakelov normalisé de F’ qui, si nous redivisons par rg(F”), donne

. deg, F [ rg(F) J—
-7:/ g = - 1 max -7:\/
B < i+ (G 1)
< deg, F + (rg(F) — 1) fmax (FV)
(la différence entre les deux membres de droite vaut

w5 (g 1) () + s ()

et la derniére parenthése est positive car fi(F) = —[i(FV)). On conclut avec (34). O

Notons que ces inégalités restent vraies si £, F ou ¢ est nul grace aux conventions choisies
pour les degré, pente ou hauteur de morphisme dans ce cas, et a condition d’utiliser la regle de
calcul classique en théorie de I’intégration : 0 - co = 0 (ce que nous ferons implicitement dans
toute la suite).

Méthode des pentes
L’ossature de la démonstration du théoreme 3.1 repose sur une généralisation de la premiere
inégalité de pentes du lemme 4.11. Pour assurer la cohérence des notations avec celles employées
durant la preuve, considérons une extension finie K | k et ¢ : E — F une application K -linéaire
entre deux K -espaces vectoriels E et F'. Soit
{0} ==FnNCFn_1C---CFy:=F

une filtration de F' par des K -espaces vectoriels (N € N*). Posons, pour 1 < i < N, G; :=
F;_1/F; et supposons que F et les G; proviennent de fibrés hermitiens et (respectivement)
sur Spec O . Notons E; := ¢ }(F;_;) pour 1 <i < N + 1 et ¢;: E; — G; Papplication
composée de la restriction |, et de la projection F;_1 — G;. Le Ox-module saturé &; :=
E; N € hérite de la structure fibré vectoriel hermitien &£; induite par £.

LEMME 4.12. — Si ¢ est injective alors

N
(35) deg, € < Z dim(E;/Eit1) (imax(Gi) + h(E:,Gis94)).-

=1

Démonstration. — L’hypothese sur ¢ implique que ¢; se factorise par 1’injection
@i E;/E;+1 — G;. La premiére inégalité de pentes du lemme 4.11 entraine alors la majora-
tion

deg, & /Eiv1 < dim(E;/Eit1) (Amax(Gi) + MEi [€i41,Gi38i))-
On conclut en sommant ces inégalités de ¢ = 1 & IV et en remarquant d’une part que
WEi/Eiv1,Gis¢i) < MEiGis i)
et d’autre part que

N
> dog,&i/Erp1 = dog,€ = (dim E)A(E)
i=1

(voir la proposition 4.6 de [12]). O
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La méthode des pentes s’articule autour de cette inégalité. Selon le probleme envisagé, on
choisit les données &, (G;);, (;); puis 1’on évalue chacune des quantités qui interviennent dans
I’inégalité (35). L’information qui en résulte conduit ou non a la conclusion (voir § 5.1).

4.6. Comparaisons de normes

L’ objectif de ce paragraphe est de comparer la norme du supremum et la norme L2 d’une
section d’un fibré vectoriel hermitien sur une variété complexe (compacte). L’archétype d’une
telle inégalité se trouve au §5.2.3 de [31], sous la dénomination «inégalité de Gromov ». Soient
7:X — C une variété analytique complexe compacte et L = (L, | - ||) un fibré en droites
hermitien ample sur X. Soit du une mesure de probabilité sur X (C). L’espace des sections
globales HO(X, L) peut &tre muni d’une structure d’espace hermitien en considérant la norme :

) 1/2
L—mdﬂ(m)>

(36) Vs € HO(X, L), |\s\|2::< / [|s(2)]

X(0)
ainsi que d’une structure d’espace de Banach au moyen de la norme du supremum :

Vs cHY(X,L), |s|lec:= sup [|s(2)]
zeX(C)

I.

La quantité qui nous intéresse ici est

2(X,L,du) :zlogsup{%; scHY(X,L)\ {O}}

Ce nombre réel est positif. L’ensemble des triplets (X, L,du) posséde une loi interne qui a
(X1,L1,dp) et (X2, Ly, dus) associe (X x Xo, Ly B Ly, dpy @ duso) ob, dans cette écriture,
X1 x Xy désigne la variété produit et dpy ® dpe la mesure de probabilité produit. Quant au
fibré en droites hermitien L; X Lo sur X; X Xo, il se compose du produit externe Ly X Ly =
piL1 ® p5Ly (p; projection de X7 x Xy sur X; pour ¢ = 1,2) et de la norme tensorielle sur
les fibres (L1 X L2) (4, 25) = (L1)2, ® (L2)z,. Cette loi interne est compatible avec = au sens
suivant :

PROPOSITION 4.13. — Avec les notations ci-dessus, on a
E(X) x Xo, Ly R Ly, dpy @ dpg) = Z(X1, L1, dpy) + E(Xa, Lo, dpg).
Démonstration. — En vertu de la formule de Kiinneth, on a
H°(X; x X2, L1 K Ly) = H%(X1, L1) ® H'(Xa, Lo).
Pour i = 1,2, soit s; € H(X;, L;). La majoration

[s1lloo . [ls2lloc _ [IPT51 ® P3s2llo
lIsill2 ~ lls2llz [[pis1 ® p3sall2

<expE(X1 x X, L1 K Ly, dpy ® dps)
entraine

E(Xl,fl,dm) + E(XQ,ZQ,dMQ) < E(Xl X Xz,zl &Zg,dul ®dﬂ2)-

Inversement, si s € HO (X1 x X9, L1 K Ly) alors la norme hermitienne de s est caractérisée par
la formule

II's]l2 :inf{H(al,...,aZ)HQH(bl,...,bg)”é”},

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



722 E. GAUDRON

ou la borne inférieure porte sur toutes les représentations possibles de s en une somme
Zle a; ®b;, avec a; € H(Xy,L1) et b; € H(X,, Ly). Dans cette expression, le terme
(a1, ..., ar)l||2 vaut par définition (3°¢_, [|ai[|2)"/2 et

0

Z ;b

i=1

| (b, ,bg)H;U = sup{

0
;)\iECetZ)\iFgl}

2 =1

(exposant w pour weak). Soit x1 € X1, 29 € X5, e une base unitaire de la fibre (Ly),, et

ay,...,by comme ci-dessus représentant s. L’élément a;(x1) s’écrit A\;(x1)e pour un certain

Ai(z1) € C de module ||a;(x1) HW’ plus petit donc que ||a;||. L’on en déduit I’existence de
z1

N (1) € C vérifiant 3°¢_, |N(21)[% < 1 et tels que

¢ 1/2 ¢
s(an,2) = (Zmiﬁo) e® <ZA;<w1>bi<y>),

De cette expression découle la majoration

4

> Nilz)b;

i=1

‘ 1/2
e, < (zwzo)

i=1

oo

Le passage aux normes L2 s’effectue avec les fonctions = de L; et Ly et I’on majore ensuite le
terme || Zle N, (21)b;]|2 par 1a borne supérieure ||(b1, .. .,bs)||y. Comme la norme de s(z1,z2)
ne dépend pas de la représentation choisie pour s, on obtient

Hs(ml,asg)H <exp{E(X1, L1, dp) + E(Xa, Ly, dpz) | sl2

puis la majoration voulue pour sup{ H”SSH”j i s#0}. O

La premiére évaluation de Z(X, L,du) concerne le cas projectif. Soit (E,]| - ||) un espace
hermitien de dimension N + 1 (N € N). On a vu comment le faisceau canonique Op( E)(l)
sur I’espace projectif P(F) était naturellement muni d’une structure de fibré hermitien grice
a la métrique de Fubini-Study, structure qui se transmet & Op(g)(m), pour tout m entier
> 1, par produit tensoriel. L’espace P(E) est une variété algébrique complexe compacte. Soit
dprs I'unique mesure de probabilité sur P(F) invariante sous ’action du groupe unitaire
UN+1 = {P € MN+1(C); prP! :tﬁ}

PROPOSITION 4.14. — Pour tout entier m > 1, on a

E(P(E)7OP(E>(m),dqu) = %log (N +m>.

N

Démonstration. — Soient s € H(P(E), Op(g)(m)) et P le polynome homogene de degré m

de C[Xy,...,Xn] qui représente s dans une base orthonormée de F. Sil’on écrit
P= ¥ v
li|=m
ieNN !
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etsi x=(x0:---:2n) € P(E)(C) alors, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz et via la
formule (18) exprimant HSHW’ ona

Nl i [ (N 4+m)!
|P(zo,.can)[ =] D (Pi —(N+m)!) X(I Nl )’
li|l=m
(N +m)!l 5\
< HSHW< D T

lil=m

En factorisant ("}, dans la derniére somme, on reconnait le terme (|zo|? + -+ + |zn/|?)

grice a la formule du multindme. La formule (17) entraine alors

N+m 1/2
s lezmm, < (" %") " Wlosmmm

m/2

et donc

- — 1 N +
E(P(E), Op(g)(m),durs) < §log< Nm)'

Le cas d’égalité s’obtient en choisissant la section de polyndme associé Xj*. O

La fonction = restreinte aux variétés complexes est insuffisante pour 1’usage que nous allons
en faire plus tard. Aussi, avant d’obtenir d’autres évaluations pour les variétés abéliennes,
commengons par définir un analogue arithmétique de =.

Soient 7: X — Spec(Oy,) une variété arithmétique projective (au sens de [9]) et £ — X un
fibré en droites hermitien sur X’. Supposons que Ly, est ample. Pour tout o : £ — C, considérons
une mesure de probabilité dy, sur la variété complexe X, (C). Posons alors

(37) E[(sz7 (dua)a:k‘HC)] = ﬁ Z E(Xavzoadﬂa)'
’ o:k—C

Comme le premier invariant =, c¢’est un nombre réel positif qui est additif vis-a-vis du produit
externe. De la proposition 4.14 découle immédiatement le

LEMME 4.15. — Soit € un fibré vectoriel hermitien sur Spec(Oy) de rang N + 1. Alors, pour
tout entierm > 1, on a

(38) E[(P(5)7W7 (dﬂFS,J)G:kMC)] - %bg <N]J\r]m)

L’énoncé suivant pour les variétés abéliennes est plus difficile a établir.

LEMME 4.16.— Soient (A, L) une variété abélienne polarisée sur k et (A, L) un modéle
de Moret-Bailly de (A, L) sur Spec Ok, ot K est une extension finie de k. Etant donné un
plongement complexe o de K, notons du, la mesure de Haar normalisée sur A,(C). Alors,
pour tout entier m > 1, on a

(39) E[(A, L™, (dpo)o:k—c)] < co(g) max{1,log* (hp(A)),logh’(A4, L),logm}

ot co(g) est une constante qui ne dépend que de la dimension de la variété abélienne. De plus,
si la polarisation L est principale, I’on peut prendre co(g) = 4g*.
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La preuve de ce lemme repose sur une version effective du lemme matriciel de Masser, énoncé
au § 3, p. 115, de [47], ainsi que sur des estimations autour de fonctions théta. La constante a été
calculée par Graftieaux [33] (proposition 2.11). Nous reviendrons en détail sur ces techniques au
prochain paragraphe.

Les estimations (38) et (39) se révéleront particulierement précieuses lorsque nous serons
amenés aux §§ 5.9 et 5.10 a donner une majoration de la partie analytique des hauteurs des
applications linéaires ¢; construites au cours de la preuve du théoreme 3.1. Il s’avere que
la quantité (37) apparait de maniére récurrente dans les estimations analytiques nécessaires
a I’évaluation de pentes maximales de fibrés vectoriels hermitiens. La raison en est qu’il est
souvent plus simple de travailler au cours de la preuve avec la norme du supremum qu’avec la
norme L? originale. Par exemple, Bost a décrit au § 5.3.4 de [10] un procédé pour obtenir assez
simplement une estimation de la pente maximale [i,,ax (V") du dual du sous-fibré V de 4 & partir
de «I’application de Shimura» :

¥:H(A, £®3)®2 =ty B(s1®s2) =*(s5* @d(s1/52))

ou €:Spec O — A est la section nulle de A. L’application ¥ entre les K -espaces vectoriels
correspondants est surjective. Grice a la premiere inégalité de pentes du lemme 4.11 et a la
formule de dualité h(*X) = h(3), nous avons alors

1

N — 39h°(A, L
ﬂmax(t.A) < hF(A) PN 10g<#

A0 )

Puis, si nous appliquons maintenant I’inégalité de pentes (33) au morphisme surjectif t¥4y — V¥
(de hauteur < 0), nous obtenons

2

(40) Timax (V) < deg, V¥ + (dimV — 1) imax (T2)
— ) 1 39h°(A, L)
< v — ) —_ [
<deg, VY + (dimV —1) <hF(A) 5 10g< Gy >)

+ (dimV — 1)h().

Or, comme on le voit directement a partir des définitions (voir la preuve de la proposition 2.14
de [33]),ona

(%) < log(6g) + 2E[(A, LE3, (dpie) gk —c) .

De la sorte, I’évaluation des pentes maximales Jimax(f4) €t imax (V) revient bien i estimer la
quantité Z[(A, L83, (dits )o: k)] Un calcul élémentaire et le lemme 4.16 fournissent alors
les majorations

ﬁmax (a) < (g) max{ 1a hF(A)a IOg hO(A7 L)}
et
41 Lmax(VY) < c2(g) Inax{l, hr(A),logh®(A, L), h(V)},
avec, en outre, ¢ (g) = 14g* (resp. c2(g) = 14¢°) si la polarisation L est principale.
4.7. Un lemme matriciel
Soit (A, L) une variété abélienne polarisée sur un corps de nombres &, comme précédemment.

L’ objectif de ce paragraphe est d’obtenir une majoration de la distance d’un vecteur z € t4_ (C)
de I’espace tangent de A, (C) au réseau des périodes de cette variété abélienne. Etant donné
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un plongement complexe o : k — C et € A(k), notons 7, (z) la norme minimale (relative a
ta,(c)) d’un logarithme non nul de o(z) € A,(C) :

re(z) = inf{||z\|g;z €ta, (C)\ {0} et eXpAU(C)(z) = U(x)}.

Lanorme || - ||, est celle définie par la formule (1) de I’introduction, p. 702. La borne supérieure
des r,(z) pour z variant dans A, (C) (et non seulement A(k)) est le rayon de recouvrement du
réseau des périodes de A, (C).

PROPOSITION 4.17. — Soit (A, L) une variété abélienne principalement polarisée (L est un
fibré en droites ample et symétrique sur A) sur un corps de nombres k. Alors, pour tout élément
x € A(k), ona

(42) [kl—Q] Z log™ 74 (x) < glog*{hF(A)} +5g%log(g +1).
: o:k—C

Remarques 4.18. —
(1) Lorsque L n’est pas principal, nous disposons encore d’une borne de la forme

c(g)max{1,log"{hr(A)},logh’(A,L)}

avec ¢(g) une constante qui ne dépend que de g.

(2) Au cours de la preuve du théoreme 3.1 (p. 758), nous utiliserons plutdt la majoration
simplifiée 5g° max {1,h}, qui est obtenue en remarquant que log™ {hr(A)} <log(n) +
log™ hp et 592z > log(x) + log(g) + 5glog(g + 1), Va > 1.

Pour démontrer ce résultat, nous allons procéder de la maniere suivante. Soit o : k — C
un plongement complexe de k. Le théoreme des minima successifs de Minkowski fournit une
famille libre (et génératrice sur Q) d’éléments de Q4 (C) de normes «petites ». La quantité
ro(x) est alors majorée par g fois la norme du plus grand des vecteurs de cette famille. Pour
évaluer celle-ci, il revient au méme de minorer la norme de la plus petite période non nulle de
A, (C). Un tel résultat porte le nom de lemme matriciel, suivant la terminologie introduite par
Masser. Des énoncés de ce type ont été formulés par Masser [47] et Bost [10]. Graftieaux a obtenu
une variante totalement effective lorsque la variété abélienne est principalement polarisée (lemme
2.12 de [33, p. 99]) et David & Philippon ont démontré un énoncé voisin de la proposition 4.17
avec une hauteur théta 2 la place de la hauteur de Faltings de A [24]. Dans ce qui suit, nous nous
sommes fortement inspiré de ces derniers travaux en apportant quelques modifications techniques
qui améliorent les constantes. Avant de démontrer la proposition 4.17, commengons par rappeler
les énoncés précis des résultats mentionnés ci-dessus.

La formulation suivante du théoréme des minima successifs de Minkowski est extraite du livre
de Martinet [44], corollaire 2.6.9 et remarque 2.7.5.

LEMME 4.19. — Soient (E,|| - ||) un espace euclidien de dimension n et A un réseau de E.
Notons covol(A) le volume de I’espace compact E/A. Il existe une constante c¢,, ne dépendant
que de n, et des éléments N1, ..., \, de A qui sont linéairement indépendants tels que

AL+ [Anll < €p/% covol(A).
De plus, ona ¢, <1+n/4.

Evoquons également quelques aspects de la théorie de la réduction des matrices symétriques.
Une présentation plus complete de cette théorie se trouve dans le livre de Igusa [39] (en
particulier le § 4 du chapitre V) ainsi que, sous un angle plus quantitatif, dans I’appendice
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de P’article de David & Philippon [24]. Soit g € N \ {0}. Notons S, I’espace des matrices
symétriques réelles, S; le sous-ensemble des matrices définies positives et &, 1’espace de Siegel
Sg +iS].

DEFINITION 4.20. — On dit qu’une matrice y = (y; ;) € S;r est réduite au sens de Minkowski
si
(i) pour tout & = (&1,...,&,) € Z9 et tout entier ¢ € {1,...,g} tels que &;,...,&, sont
premiers entre eux, on a "§y& > y; 5,
(i) pourtoutie{l,...,g9— 1}, yii+1 =0.

Ajoutons que dans la premiere condition I’on peut remplacer « premiers entre eux » par «non
tous nuls ». De plus, si eq, ..., e, désigne les vecteurs de la base canonique de Z¢, on montre en
choisissant successivement § = e; et £ = e; & e; que les coefficients de y vérifient 0 < ;1 <
<o ygg ety <yii/2pourid,je{l,...,g}. Il nous faut également quelques informations
quantitatives supplémentaires sur ces matrices.

LEMME 4.21.— Soient y € S; une matrice réduite au sens de Minkowski et y1,...,y4 ses
coefficients sur la diagonale. Alors on a les propriétés suivantes.

(@) Y1+ yy < ¢ det(y),

(b) pourtout { = (&1,...,&;) €RY, ona

g g—1
Zyifiz <eo'lyé  aveccy = (QTH) cf.
i=1
Démonstration. — La premiere inégalité résulte du théoreme de Minkowski (lemme 4.19)
appliqué au réseau y'/2Z9 de I'espace euclidien usuel RY. Le covolume de ce réseau
est det(y'/2) = \/det(y). 1l existe by,...,b, € Z9 qui forment une base de RY tels que
1 [ly*/2b;)|* < ¢ det (y). Notons (bj.m)1<m<g les composantes de b; dans la base canonique
de Z9. Comme le déterminant de la matrice (b1, ...,by) est non nul, il existe une permutation s
de I’ensemble {1, ..., g} telle que, pour tout entier j € {1,...,g}, onaby(;) ; # 0. Comme y est
réduite au sens de Minkowski, on a y/; < *by(;)ybs(;) et cette derniére quantité vaut lly*/ 2bs(]-) 2.
La premiere inégalité du lemme 4.21 s’ensuit. Quant a la seconde, observons qu’il revient au
méme de minorer la plus petite valeur propre de la matrice M = d~'yd~! ou d est la matrice
diagonale diag(\/y1,- - ., VYg ). La matrice M appartient a Sz{ (en particulier ses valeurs propres
sont des nombres réels strictement positifs) et ses coefficients sont m; j = y; ;/ VYiy; (calcul
direct). Comme y est réduite au sens de Minkowski, les coefficients de M sont en valeur absolue
majorés par 1/2 sauf sur la diagonale ot ils valent 1. Le théoréme de Gershgorin entraine que

les valeurs propres de M sont majorées par max; {_; [m;,;|} < (g+1)/2. La plus petite valeur

propre de M est donc minorée par (%)9*1 det(M) et I’assertion (b) s’ensuit en notant que

det(M) =det(y)/(y1---yy) = ¢;9 O

Remarques 4.22. —

e La constante cg peut étre remplacée par cjg := g(%)g _1cg, qui est meilleure pour les
grandes valeurs de g. Pour voir cela, reprenons le début de 1I’argument de la preuve du point
(b) ci-dessus. Munissons My (R) de la norme de Schur || X || = 4/tr(*X X). Au lieu de
minorer la plus petite valeur propre de la matrice M, on peut observer qu’il suffit d’estimer
la norme de M ~!. Or I’inégalité d’Hadamard permet de majorer chacun des coefficients de
la comatrice de M par (1+ % (g—2))97! = (9%2)9*1 etdonc || Mo < W(#)Tl.
La constante ¢ s’en déduit.

e En vertu du lemme 4.19, la constante ¢§ est inférieure a (1+ g/4)9, qu’il faut comparer

avec la constante (224=1)3(9-1)/2 donnée par David & Philippon dans le lemme 6.4
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de [24]. Cette amélioration s’explique par I’utilisation du théoreme de Minkowski au lieu
du théoréme d’Hermite (qui en est une version plus faible), employé dans [24].

Revenons a I’espace de Siegel &,. Le groupe symplectique Sp, g(R) agit sur cet espace de la
maniére suivante :

d

Sous cette action (transitive et holomorphe), I’orbite d’un élément de G, contient une matrice
particuliere, appelée matrice réduite au sens de Siegel. Une telle matrice est par définition un
élément T =z + iy = (x;,; +iy1,;) € &4 vérifiant les conditions suivantes :

(1) Pourtous l,j € {1,...,9},ona |z ;| < 1/2.

(2) Pour tout o € Spy,(Z), on a det(Im(o.7)) < det(Im(7)).

(3) La partie imaginaire y = Im(7) est réduite au sens de Minkowski.

Lorsque g = 1, les nombres complexes 7 réduits au sens de Siegel sont les éléments du domaine
fondamental {z € H; |Re(z)| <1/2et1 < |z|} pour I’action de SLo(Z) = Sp,(Z) sur le demi-
plan de Poincaré H.

L’intérét de ces matrices pour démontrer la proposition 4.17 réside dans le fait que si A est
une variété abélienne complexe et principalement polarisée, il existe une matrice 7 réduite au
sens de Siegel telle que A(C) ~ C9/(Z9 4 7Z9), 1a polarisation étant alors donnée par la partie
imaginaire de 7 :

Vo = (Z b) €S5py,(R), VreG,, or= (a +b)(eT +d) " .

(€,6) € CY x €9 — 'E(Im(r)) ¢,

Cette description concrete de A(C) est le point de départ de la preuve de la proposition 4.17.
Auparavant, notons que si y est la partie imaginaire d’une matrice réduite au sens de Siegel,
alors le premier coefficient y; ; de y est plus grand que V3 /2. C’est un résultat classique (voir
lemme 15, p. 195, de [39]) qui s’obtient a partir de la deuxieme condition dans la définition de
matrice réduite au sens de Siegel, a I’aide de la matrice

0 1 0
a:<—1 0 >GSp2g(Z).
0 Ing—2

Ajoutons encore a cette remarque une variante d’un résultat de Graftieaux, tres proche d’un
«lemme matriciel » au sens ci-dessus.

LEMME 4.23. — Soit A une variété abélienne principalement polarisée sur k. Etant donné
un plongement complexe o:k — C, soit T, une matrice réduite au sens de Siegel telle que
Ay (C)~CYI/(Z9 + 1,29). Alors on a

1 3209 3
= E < 289
[k:Q] g~kgctr1m TS (hF(A) +79 )

ou trIm 7, désigne la trace de la partie imaginaire de T,.

Démonstration. — La preuve de ce lemme s’ obtient en recopiant mot a mot celle du lemme 2.12
de [33] sauf en ce qui concerne la constante ¢(g) définie p. 101 de cet article (égalité (14)) qu’il
faut remplacer par cg ! (définie dans le lemme 4.21 ci-dessus). L’ avant-derniére inégalité de cette

preuve 2 conduit alors 2 la majoration

2 Mentionnons ici une erreur d’écriture dans le texte original [33] : le terme —5/2logc(g) doit étre remplacé par
—(5/2)glogc(g).
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32 5
Z trim 7, < 0 <hF(A)+§glog09+Gglog2).
o:k—C

[kQ

La borne ¢, < 1 + g/4 entraine ¢y < (1 + g/2)%971, et le lemme 4.23 découle de ces
estimations. [

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la proposition 4.17.

Démonstration de la proposition 4.17. — Fixons ¢ : k — C et une matrice 7, = = + iy réduite
au sens de Siegel telle que A, (C) ~ CY9/(Z9 +71,Z9). Notons || - || la norme hermitienne sur C9
induite par la polarisation (£, &) +— *¢(Im 7, ) ~'¢’. L’application ® entre C9 muni de ce produit
hermitien et 1’espace euclidien usuel R?9 définie par ®(a +7,b) = (y~'/?(a + xb),y"/b) est un
isomorphisme isométrique qui permet d’identifier Z9 + 7,79 2 un réseau de R?9, de covolume

égal a 1 car
-1/2
det(yo y1/2>:1.

Considérons alors une famille libre {1, ..., Ao} de Z9 + 7,Z9 donnée par le lemme 4.19. Soit
x € A(k) et définissons

po = min{|[Als A€ (2 +7,2°) \ {0}}.

Par translation, on a

1
(43) ro(@) <5 (IMallo + - + A2gllo)
< o} < ged, pr 29t
<g max {IIXillo } < geg,p, 2,
d’obt
. —1/2
@ [k:Q] Q > log"ry(x) <log(ges,) + > log"p;%

o:k—C o:k—C

Soit A = a + 7,b, non nul, avec a,b € Z9. Par définition, on a
A2 = Ha+RC bH + HIm To bH
= ||a+ Re(75)b||> + “bIm(r, )b.

f.

o Si b est non nul alors on a ||A]|2 thm(n,)b}
azT,

e Si b est nul alors on a ||A|2 = ta(Im7,)~}
propre de Im 7.
Compte tenu de ces deux cas, nous avons

Tode Ol Tiay est la plus grande valeur

1
o2 > min{ 22,
2 “trlm7,

et, comme trIm 7, > @, nous obtenons

2\ 2
maxq 1, e P trImr,.
(o< ()
L’inégalité (44), la concavité du logarithme et le lemme 4.23 entralnent la majoration
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1
m 'kzc log™ 74 ()

2 32c¢

<log(ged,) + (9 —1/2) (210g 7 +log % +log(hp(A) + 7g3)>
<g10g+{hF(A)} +c11

avec

g+1

en =log(g) + (g 1/2)log o + (g~ 1/2)(g ~ 1)log
+2¢g”log(1+4g/2) + (9 — 1/2)log(1 4 7¢°).

La proposition 4.17 s’ensuit en observant a la suite d’un calcul élémentaire que c1; <
59%log(g+1). O

Remarque 4.24.— A travers la majoration (43) de la démonstration, nous avons utilisé le
théoreme de Minkowski sous la forme simplifiée

(45) A 1297 [ Aggllo < €5,

Cela nous a permis d’estimer la norme de A2, en fonction de celle de \;, qui, dans le cas présent,
était controlée par le théoreme de Graftieaux. Comme me I’a fait remarquer le rapporteur, il aurait
été plus astucieux de tenir compte du caractere autodual du réseau Z9 + 7,79 relativement a
la polarisation principale donnée par L,. On peut alors remplacer (45) par une inégalité de
transférence qui relie le premier minimum d’un réseau au dernier du réseau dual. Par exemple,
le travail [3] de Banaszczyk donne alors I’estimation

Adllo[[A2gllo < 29,

qui permettrait, in fine, de diviser au moins par g le majorant de I’inégalité (42) de la
proposition 4.17. Ce raffinement n’a aucune conséquence significative sur la constante c; du
théoréme 3.1 (voir la deuxiéme ligne de 1’inégalité (112), p. 767 ; le nombre 20g>(g + t) serait
divisé par g et il resterait négligeable devant les autres termes).

5. Démonstration du théoréme 3.1

5.1. Description de la preuve

La démonstration du théoreme 3.1 comporte plusieurs étapes et elle s’avere globalement assez
longue. Notre objectif ici est d’effectuer un survol général de la preuve en expliquant la démarche
et en en dégageant les principales caractéristiques dont, en particulier, le procédé de réduction
d’Hirata-Kohno.

La preuve du théoreme 3.1 s’articule autour de 1’inégalité de pentes du lemme 4.12 (voir les
notations p. 720) :

(46) (&) < Z dim(Bi/Biyr) (Himax(Gi) + h(1)).

Nous allons voir dans un instant comment choisir les fibrés vectoriels hermitiens &, (G;); sur
Spec Ok et les applications K-linéaires (¢;); (oit K est une certaine extension finie de k).
Toutefois, pour éclaircir la discussion, il est important de mentionner dés a présent que la distance
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d(u, W) a laquelle nous nous intéressons n’apparaitra que dans les majorations «fines» des
normes ||¢;||,, ol o est une place quelconque de K au-dessus de 0. De la sorte, pourvu que
I’on puisse justifier I'injectivité de ¢, I’inégalité de pentes (46) fournira une minoration de cette
distance. Il en ressort aussi que la « qualité » de la mesure dépend en grande partie de 1’évaluation
des quantités fimax(Gs) et ||@i]lo (v100). Une estimation trop brutale de I'un de ces termes peut
compromettre certains aspects théoriques importants de la mesure du théoreme 3.1, comme, par
exemple, la linéarité en log b.

Les meilleures mesures connues actuellement dans le cadre abélien [23,28] ont été obtenues
au moyen de la méthode de Baker, de la réduction d’Hirata-Kohno et du procédé de changement
de variables de Chudnovsky. Ces techniques de 1’approximation diophantienne guident le choix
des objets &, (G;)s, (¢: )i, comme nous allons 1’esquisser maintenant.

Pour ne pas alourdir les notations, nous considérons ici seulement le cas d’une variété
abélienne (i.e. n = 1). Soient Sy < S,T, Dy, D; des entiers naturels qui jouent le rdle de
parametres a choisir « convenablement». Pour des raisons pratiques, ces choix sont donnés au
début de la preuve (§ 5.3) et ils permettent de réaliser de maniere optimale (aux constantes
pres) les différentes conditions qui interviennent au cours de la preuve. Nous introduisons
la compactification X = Xy x A du groupe algébrique G et le fibré en droites M =
Ox, (Do) ® LZ3P1 sur X. Notons E := H(X, M). A partir d’un modéle de Moret-Bailly de
(A, L,(mp)ogm<(g+t)s ), nous formons des modeles entiers et hermitiens de ces données, a
savoir une variété arithmétique X (quasi-projective) sur Spec Ok, un fibré en droites hermitien
M sur X puis le fibré vectoriel hermitien £ = HO(X, M) sur Spec O, de fibre générique
E ®; K. Le morphisme ¢ est obtenu par restriction de Mg le long d’un sous-schéma T
de X de dimension nulle, constitué de voisinages infinitésimaux autour des multiples mp,
0<m < (g+1)S, du point p, dans les directions de W jusqu’a I’ordre 2(g + ¢)7T" si m < .Sy et
(g+ )T si Sp <m < (g+1)S. Le schéma T est en quelque sorte une collection de «points
épaissis». Ces choix résultent de la méthode de Baker dont nous rappelons bricvement le
principe général. On fixe une direction privilégiée de W ®,,, C, en I’occurrence ici un vecteur
w € W g, C tel que d(u, W) = ||u— w4, On se restreint alors a la droite complexe engendrée
par w pour n’avoir a considérer que des fonctions entiéres d’une seule variable complexe. Etant
donné une telle fonction f qui s’annule a 1’ordre 2(g-+t)7 en un nombre fini de points complexes
(pour nous ce seront les mu, 0 < m < Sp), un lemme d’interpolation (comme le lemme 5.14,
p. 757) permet d’en déduire une majoration des dérivées de f a un ordre deux fois plus faible,
(g + t)T', mais en d’autres points de C (ici, mu, Sp < m < (g + t).5). Cette observation de
Baker, qui a donné le jour a la méthode du méme nom, justifie le choix de T et aussi celui
de la filtration qui intervient dans la méthode des pentes. Cette derniere peut se décrire de la
manigre suivante. Etant donné s € E ®,,, C et un entier m € {0, ..., (g + t)S}, nous annulons
un a un les jets de s le long de W au point mp jusqu’a I'ordre 2(g + t)T" ou (g + t)T" selon
que m < Sy ou non. Puis, une fois le dernier jet au point mp annulé, nous recommencons la
méme procédure a partir du point suivant (m + 1)p. L’ordre d’annulation est lexicographique sur
I’ensemble des couples (m, ¢) correspondant au point mp et a I’ordre d’annulation ¢ le long de
W. De cette maniére, le morphisme (; associe a une section s de M g, dont les jets d’ordre ¢’ au
point m/p sont nuls pour (m/, ') < (m,£) (ot < désigne I’ordre lexicographique sur N?), le jet
d’ordre ¢ le long de W au point mp (¢ et m sont des entiers naturels attachés a 7). Ainsi définie,
I’application ¢; est «intrinséque ». Quant au fibré hermitien G;, sa fibre générique s’identifie &
SHWY) ® (mp)* Mg, espace d’accueil naturel du jet d’ordre £ le long de W au point mp d’une
section de M .

Apres avoir construit ces objets, la difficulté consiste a évaluer précisément chacune des
quantités fimax (G:), [|2: o (v place de K) et fi(€) et & s assurer que 1’application ¢ est injective.
Ce schéma de preuve est, somme toute, relativement classique dans un contexte «inégalités de
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pentes ». Hormis peut-étre le choix de T et de la filtration «a la Baker », il est largement inspiré
des travaux de Bost [10,12] et Graftieaux [33,34]. Toutefois, si la méthode des pentes telle que
nous venons de I’expliquer peut permettre d’obtenir des estimations explicites de formes linéaires
de logarithmes, il est indispensable également de présenter le probleme sous le «bon» angle
afin que la mesure obtenue soit satisfaisante. C’est ce que nous allons expliquer maintenant en
évoquant la réduction d’Hirata-Kohno. Auparavant, oublions momentanément le groupe affine
Gy et le sous-espace W introduits au § 3.1. Lorsque I’on s’intéresse a des formes linéaires de
logarithmes abéliens, la situation naturelle au départ comprend la donnée d’un logarithme « d’un
point p € A(Q) et d’un sous-espace W, de I’espace tangent ¢ 4. La question qui se pose est de
minorer la distance de v a Wy ®,, C. 1l serait donc naturel de considérer les sections globales du
fibré en droites L®3P1 et leurs jets le long de W, a différents ordres en les multiples du point p
comme ci-dessus. Or il s’avere que si nous procédons de cette maniere, il est impossible d’avoir
une minoration de logd(u, W) linéaire en logb (avec le groupe standard H = {0}). Il y a au
moins deux raisons a cela. La pente maximale du fibré vectoriel hermitien G, (dont, ici, la fibre
générique serait S*(W) ® (mp)* L®3P1) serait fonction de T'log b (d’apres les estimation (32)
et (33), p. 719) et les estimations ultramétriques des normes des ; feraient intervenir T'!. Elles

apporteraient alors une contribution® en T'log 7. De la sorte, on ne pourrait avoir mieux que

logd(u, W) > —=T(logb+ logT).

Par ailleurs, des contraintes liées 2 la condition de Siegel 79 Wo § ~ DY, qui assure I’injectivité
de ¢, entrainent une dépendance polynomiale en logb du parametre T, et, a fortiori, de
T(logb + logT). Par conséquent, le probleme formulé a 1’état brut débouche sur une mesure
qui ne convient pas (ou plus) vis-a-vis du parameétre log b. Mentionnons néanmoins son caractére
historique puisqu’il s’agit de la voie empruntée par Philippon & Waldschmidt dans leur article
fondateur [57]. Il faut donc transformer le probleme initial pour améliorer la dépendance en log b
et c’est1’objet de la réduction d’Hirata-Kohno. Géométriquement, cette idée consiste a adjoindre
ala variété abélienne le groupe affine Go = V ((t4/Wy)¥) pour former le groupe algébrique G =
G x A, puis de considérer le sous-espace vectoriel « transversal» W C tq =tg, ©t4 obtenu a
partir du graphe de la projection ¢t 4 — t 4 /W)j. Le premier avantage de cette transformation des
données (A, W) en (G, W) est la possibilité d’avoir un paramétre supplémentaire D attaché
au schéma en groupes G, qui apporte plus de souplesse pour réaliser les différentes contraintes
qui surviennent au cours de la preuve. Mais, assurément, le plus remarquable est qu’il devient
possible de faire porter le poids des dérivations le long de W sur le groupe affine G. En effet,
la transformation effectuée opére a la fois sur la pente maximale de G; qui admet désormais
un majorant indépendant de logb (voir la proposition 5.8, p. 745) et sur la pente d’Arakelov
de & qui, elle, décroit d’un facteur —Dglogb (2 une constante prés, voir la proposition 5.5,
p- 742). De cette maniere, la quantité 7T logb a été remplacée par Dgylogb. Si I'on s’arréte
a cette réduction, il reste encore le terme en 7'log7’ qui conduit 2 une mesure qui n’est pas
linéaire en log b mais qui comporte une puissance supplémentaire de loglogb, comme dans les
résultats présentés dans [35,36]. Ce terme 7' logT” provient d’une estimation assez grossiere des
normes ultramétriques des jets de section qui entrent en jeu au cours de la preuve, puisque, pour
rendre «entier » un tel jet d’ordre ¢, 1’on multipliait par ¢! David & Hirata-Kohno ont redécouvert
récemment dans leur article [23] comment une méthode basée sur un changement de variables,
due a Chudnovsky [17], permet d’affiner ces estimations p-adiques en remplagant ainsi 7'logT'
par T'log Dy. La mise en ceuvre de ce procédé s’appuie sur les techniques décrites dans [28] et

3 Mentionnons que cette difficulté technique est aussi au centre du théoreme 3.4 de [12] (voir le début du § 4 de cet
article) et des résultats de Graftieaux [33,34].
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rappelées dans la démonstration de la proposition 5.10 du § 5.8. Elle va de pair avec la réduction
d’Hirata-Kohno.

Pour clore ce paragraphe, évoquons brievement les différentes étapes de la démonstration
du théoreme 3.1. Une premiere réduction permet de se ramener a une variété abélienne
principalement polarisée et de disposer de la sorte du lemme 4.16 et de la proposition 4.17
sous leurs formes entierement explicites. Puis, au § 5.3, nous présentons les parametres
S0,9,T, Do, D1, ... utilisés au cours de la preuve et nous énongons une généralisation du
théoreme 3.1 (il s’agit du théoreme 5.2) qui fera 1’objet de la démonstration proprement dite. Le
§ 5.4 contient un résultat technique équivalent a I’injectivité du morphisme ¢ qui sera défini un
peu plus tard, au § 5.6. Les objets £, (G;), (;); sont introduits aux §§ 5.5 et 5.6, accompagnés
des propriétés indispensables requises dans la suite. Le § 5.7 est une reformulation de la condition
de Siegel évoquée ci-dessus. Il vise a établir que pour un certain entier 7o «assez» grand (mais
bien défini), la dimension du sous-espace E;, de E est encore du méme ordre que celle de E.
Cela interviendra dans I’analyse ultime du résultat fourni par I’'inégalité de pentes (46) au § 5.11.
Les estimations des normes de morphismes ¢; aux différentes places font 1’objet des §§ 5.8
a 5.10. Enfin, en conclusion (§ 5.11), nous regroupons tous les résultats intermédiaires obtenus
dans I'inégalité de pentes (46). Grice a un raisonnement par I’absurde, nous en déduisons le
théoréeme 5.2 énoncé au § 5.3 et nous expliquons comment le théoréeme 3.1 en découle. Nous
concluons avec la démonstration des résultats énoncés dans I’introduction.

5.2. Remarque et réduction préliminaires

Au § 3.1, nous avons introduit un corps de nombres k sur lequel tous les objets algébriques
A,p,W etc. qui interviennent dans 1’énoncé du théoreme 3.1 sont définis. Toutefois, pour
effectuer la démonstration, il est nécessaire de se placer sur une extension finie K | k pour
laquelle nous disposons d’un modele de Moret-Bailly de (A, L, (mp)ogm<(g+¢)s) (Voir le début
du § 5.5). Il est important de noter que cela ne constitue en rien une difficulté technique car
le degré relatif [K : k| disparaitra a la fin de la preuve lorsque nous appliquerons 1’inégalité de
pentes (35). Le corps K peut donc étre choisi arbitrairement grand. La raison en est que les
estimations locales des normes des morphismes ¢; sont identiques en toutes les places v de K
au-dessus d’une méme place de k.

Par ailleurs, nous supposerons jusqu’a la fin de la démonstration que la variété abélienne
(A, L) est principalement polarisée, c’est-a-dire que la dimension de 1’espace des sections
HY(A, L) vaut 1. Cette hypothése ne restreint pas la portée du théoréme 3.1. En effet, apres
une éventuelle extension finie du corps k£ (qui est sans conséquence comme nous venons de
le voir), il est possible de se ramener a ce cas en considérant, pour tout entier i € {1,...,n},
une isogénie ; : (A;, L;) — (A}, L,), de degré h°(A;, L;), entre la variété polarisée (4;, L;) et
une variété abélienne principalement polarisée (A}, L}). Une telle isogénie peut étre construite en
quotientant par un sous-groupe lagrangien du groupe de Mumford de (A;, L;) (voir [53, p. 234]).
Le fibré en droites L} conserve ainsi les propriétés d’amplitude et de symétrie de L;. La variété
abélienne A’ := A} x --- x A/, munie du fibré en droites L' := L} K --- X L/, est principalement
polarisée. Notons ¢ : A — A’ I’isogénie induite par les ¢; et ds : t4 — t 4 sa différentielle a
I’origine. Les données initiales doivent étre modifiées et remplacées par le systeme «image »
parg:

47) {A;, L} si(pi),s(H),dg;.(us), dg.(WO),dg.(uo)}.

Les invariants liés a ces nouvelles données sont contrdlés de la maniére suivante. En vertu de
I’estimation de Raynaud (22), on a

Vie{l,...n}, hr(A) <he(A)+ %loghO(Ai,Li)
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et, par définition, on a aussi deg;,¢(H) = deg; H, his (si(ps)) = ﬁLl(pi) (V7). Le choix des
métriques liées & L (resp. L’) sur I’espace tangent ¢ 4 (fesp. t 4+) assure leurs compatibilités et
la propriété d’isométrie de d¢ aux places infinies du corps de nombres ambiant. Il suffit donc
d’établir le théoreme 3.1 avec les données (47) ou, ce qui revient au méme, en supposant que
(A, L) est principalement polarisée.

5.3. Choix des parametres et généralisation de 1’énoncé 3.1

Revenons aux notations du § 3.1, avec I’hypothese de principalité de (A, L). Dans ce para-
graphe, nous allons donner de maniere explicite les parametres qui conduisent au théoreme 3.1.
Ces choix ne sont pas absolument essentiels pour comprendre les principaux arguments utilisés
dans la suite mais ils vont permettre de formuler et de prouver un énoncé un peu plus général que
le théoréme 3.1.

En préambule, rappelons qu’a une sous-variété V' de Py est associé un polyndome dit de
Hilbert-Samuel, noté Hy . Soit 5#(V;Xy,...,X,) la partie homogeéne de plus haut degré
(= dim V) de Hy multipliée par (dim V')!. Ce dernier polyndme posséde quelques propriétés
qui interviendront de maniere réguliere dans la suite :

(1) Tous les coefficients de .7 (V; X, ..., X,,) sont des entiers positifs et leur somme vaut
degV.
(2) Si V estun produit Vg x --- x V,, ot V; est une sous-variété de la i-ieme composante de
Py, alors
. 1 (Vi X)
H(V;Xo,..., Xp) = (dim W | ———=.
(3) Sike{0,...,n} etsim, désigne la projection canonique de P sur ses n — x + 1 derniers
facteurs, alors, pour tout V' C Py, et tout (zq, . .., ,) € [1, +co[*!, ona
dim V'
(V)i Ty yxn) KI(Vizo,. .., Tn)-
(dimﬂ',i(V)) (ﬂ- (V)i x ) (Vs Tn)

(4) Pour notre groupe algébrique G, on a

t)!
(G5 Xo,..., X)) = 39(9%))(5)(191 X

(5) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G et tout (n + 1)-uplet (zg,...,z,) €
10, +-00[**+1, 1’application partielle

H(G' 520, Tn)

(G50, .. Tn)

ZTi b=

est décroissante.
Nous renvoyons le lecteur au texte de Rémond [60] pour une présentation plus systématique de
la fonction 7. Aprés ces rappels, introduisons cinq constantes « fondamentales » ¢y, ..., c16 &
partir desquelles d’autres constantes seront définies par la suite. Soit

c1z = (109)*(g + t)n,
c1g = 2%913%9g1 (g +6)!(2(g + 1) + 1) (9 + 1),

H\?
C14 :100X180<(g+ )> 5

t!
c15 = 100(487 + 6)(g + t)nci,,
t)!
Clg ‘— (12)0—(9—; ) .
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Les contraintes qui ont motivé ces choix sont évoquées dans 1’appendice. Définissons alors les
entiers Sy := ciaa et S := ¢1359 — 1. Soit Uy un nombre réel strictement positif (défini un peu
apres) ; considérons les nombres réels Dy, ..., D,,T donnés par les formules

~ UU =~ UO
T:= Dy =
Sologe’ 0 c14(logb + S§ loge)

(Uentier y € {0,1} a été introduit au § 3.2) et

. ~ Uo
Vie{l,...,n}, D;:= .
{ } c15(Sologe) (1 + ﬁgg loga;)

La décroissance des a; entraine 51 <K ﬁn Par ailleurs, un sous-groupe algébrique connexe
G’ de Gy, se décompose en G, x A’ ot G, (resp. A’) est un sous-groupe algébrique connexe de
G (resp. de Ay). Pour un tel G’, définissons les entiers

(48) t':=dim Gy, g :=dim A’, d :=dimG =t +¢,
r’:=codimg, G', N':= codimy, (W Nter).

En minorant dim(tg; + A(fa/)) par max {t',dim A(t4/) }, nous obtenons la relation
(49) r—XN=t-— dim(tGa + A(ta)) <min{t —t', g —g'},

qui sera utilisée plusieurs fois dans la suite. En particulier, I’entier gy défini par (10) (p. 708)
est li€ a Ay = codimyy, (Wg Nty) a travers la formule Ay = gy + g — dim B. On a également
SH=7H — Ay. Lorsque W +tor #ta, (e ' # N'), posons

TN (S +1)#(A'; Dy, .. .,fm)ﬁ
016%(A§51,~~75n) '

Observons alors que I'ensemble {z(G’); x(G’) < x({0})} est fini. En effet, il n’existe qu’un
nombre fini de possibilités pour les entiers 7’ et A’ et la majoration x(G’) < 2({0}) entraine
une majoration du degré de A’. Grace a la propriété (1) de la fonction .7, il n’y a donc qu’un
nombre fini de possibilités pour .7’ (A’; Dy, ..., D,,) puis finalement pour 2(G’). Nous pouvons
alors définir le nombre réel

(50) Ti= min{m(G/)} >0

ott G’ parcourt les sous-groupes algébriques connexes de Gy tels que Wg + tgr # tg,. Dans
la suite, il est commode de fixer un tel sous-groupe G = C~¥0 x A pour lequel = = z(é),
auquel on adjoint les entiers 7, ,d, A définis par (48). En outre, puisque 7 (A’; Dy, .. .75,1)
(resp. %(A;ﬁo,...,ﬁn)) est un polyndme homogene de degré ¢’ (resp. g), le nombre
Uérb’\’)/(t*t,)x(G’) ne dépend pas du choix de Uy. Ainsi, compte tenu de (49) et de I’hypothése
¢ > 0, nous pouvons choisir Uy de maniére a ce que x(H) vaille 1 (voir (98), p. 759, pour une
formule explicite). En particulier,ona z < 1. _

Notons T := [T], Dy := [zDy), D; := [D;] pour 1 < i < n et D} := max{l,D;} pour
0 < 7 < n. Précisons que dans la démonstration qui va suivre, les D; seront des degrés
(partiels) de polyndmes, 7" sera un «ordre de dérivation», S un «nombre de points» dans le
procédé d’extrapolation et x une « variable d’ajustement » pour assurer 1’injectivité d’un certain
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morphisme d’évaluation. Le lemme suivant résume les principales relations que doivent satisfaire
ces parametres entre eux.

LEMME 5.1. - Les inégalités suivantes sont vérifiées.
(1) T>ci5D,, etT > 1.

(i) T > c14Do/(2557Y).

(iii) Dy >1et D, > 1.

(@iv) 2(g+t)Tlog(4D0) Uo/(5OD).

) Vie{l,...,n}, (g+1)252D;(e||uilloy)? < c17Up ot
i (9 + )2 013 (g+1)
1 c1is 100(487 + 6)n

(vi) log S < (M)U

C12€C15
Démonstration. — La premiere inégalité est une conséquence immédiate des choix des
parametres T" et D,, puisque T’ > ¢15D,,. Pour la suivante, T > 1, 1a propriété (5) de .7 implique

#(B;Dy,...,Dy,) . H(B;D,,...,D,) deg,B <i>g—gH
H(A;Dy,....D,)  H(A;D,,...,D,) deg, A\D, '
Les majorations 50 < TS& “Y/c14 et 5 < ZF/ c15 entratnent alors

1 )TH ™ ia"els (S +1)deg, B

1 :I(H)t_tH > (:
T clﬁ(degL )S(l v(t=tn) -

Or ¢t —ty et g — gy sont des entiers > 1 car ils sont supérieurs a gy (voir (49)), qui est > 1 par
hypothése. De plus (1 — y)(t — tn) € {0, 1} cary€{0,1} etsiy=0alorst=1etty =0.On
en déduit

~ C13C14C
(T)TH_)‘H > 13€14 157
6163gg!

ce qui donne T > 1. La majoration (ii) découle directement de la définition de 130 :
Dy _ Dy U T _or
Séiy b S(}iy T cwSologe  cig e

Pour Dy > 0, observons que la propriété (5) de J# jointe aux majorations IN?z < l~?n, pour
1 <7 < n, impliquent

- ~~ i (TMS+1)\ [ deg A
51 Do)t = (2(G)Dy) ' = [ 22 L .
©b (zDo) (as( ) 0) D39 c1gdeg, A
Etcomme T > c15D,,, T > 1et A > g — § > 1 (inégalité (49)), nous obtenons
A
D Cls5 S+1)> C12€13C15 >1
(Do) 0169'39( 1) 39glcie

Comme t # t (gréace une fois de plus a la relation (49)), nous déduisons Dy > 1. Par ailleurs,
en utilisant I’inégalité T > c14Dy / SO que nous venons de montrer, ainsi que T>1,1>zet
A >t —1>1,inégalité (51) implique

- B A Tt—i
(D,)?=0 > r (Stl) T (S"'l) > an (5+ 1) S 013‘014 >
BQQ!CIGDS_ SQg'clth 3gg!6165(()1_y)(t_t) 39glcig
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ce qui entraine D,, > 1 car g # §. En ce qui concerne I’estimation (iv), nous avons une majoration
de Dy grace a z < xz({0}) :

e (O

616%(14; 517 ces E 3gg!016
et donc
2(g +t)Tlog(4Dy)
2 T 4t 1 D g
< M log M cis( 1+ ﬁ log a )
t 39¢lcig loge
Orona

DS, D

log|{ 1+ =20 loga; | <log™loga; +1log™ ( —— | +1log(Sp+1)
loge loge

2aloge

D

< +log(So + 1)

ce qui entraine

1
2(g + )T log(4Dg) < 2(g + 1)T{clg +(g+1)loga+ 29> de }

avec

t g
4 C12C13C15

cig ::log( ) + glog(1 + c12).

399!616

De plus, on a

1 D D 1 2al
loga:10g<a oge ><10g+< )+aoge< aloge

D loge loge D D
donc
aloge
2(g+t)Tlog(4Dg) < 2(g + 1)T<Clg +4(g+2) Dg )
~aloge U
<29+ 1)(ers + 49+ DT <o =
avec
2(g+1)(4g +2+cis)
Clg :— 1o .
Pour montrer que 50ci9 < 1, observons que
c12+ 1< 3 x 1043, G35 < (80)9¢2°, 5 < 121296797,
39gleig

Ces inégalités — assez larges — sont obtenues avec les estimations t < g, n < g, g! < g9,

x < e?/? pour tout > 0 et la définition des constantes ¢; de la maniére suivante :
c12+1=(109)* (g +t)n+1< (109)* (g + 9)g + 1 <3 x 10%¢° <3 x 10%%,

C13

39glcys - 29+tt!(2(g +1)+1)(g + t)2

< 2%991(59)9(29)% < (80)9¢%9 1 < (80)9e29”.
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Et enfin, comme c1g < 129 x 297! < 129 x 229 x g9~ ! ona
c13 < 3991(1292%9g971) x (80)9¢%9°
< 21932952972 5 (80)9¢%9".
En reportant cette estimation dans c;5 = 100(487 + 6)(g +t)nc3; on a
c15 < (200487 + 6) x 2% x 3* x 80) g 2e4" < (12)120¢79"
Nous constatons alors que c1g < 7293 puis 50c19 < 1 car

e < 2(g+1)(4g + 2+ 72¢%) < 2(4g + 2+ 72g%) <L
PR ogt g+t (109)* S50

Ce qui démontre I’inégalité (iv). La majoration (v) découle immédiatement de D; §~ﬁi et du
choix des parametres. Quant a la derniere estimation, elle est une conséquence de D,, > 1 et
loge>1:

U

C12C15

log S <log(ciac13) +loga < (10g(612613) + l)a < (log(clgclg) + 1) a

Nous pouvons maintenant formuler I’énoncé qui généralise le théoreme 3.1.

THEOREME 5.2.— Avec les notations ci-dessus et ’hypothése sur p énoncée dans le
paragraphe 3.2, il existe une constante (totalement explicite) cog > 0, qui ne dépend que de
g,t et du sous-groupe H, telle que

(52) logd(u, Wg) > —c20Up.

On peut choisir cog = 24g°%(g + t).

Nous renvoyons a la fin de la preuve le lien qui unit cet énoncé au théoreme 3.1. Ainsi, nous
nous concentrons dorénavant sur la preuve de 1’inégalité (52). Le premier pas est un lemme
d’injectivité qui est 1’objet du paragraphe suivant.

5.4. Lemme de multiplicités

Commengons par introduire quelques notations supplémentaires. D’apres le lemme 5.1, (iii),
nous pouvons définir le nombre £ comme le plus petit entier compris entre 1 et n tel que Dy, > 1.
Notons 7, : A — A, X --- X A, la projection canonique (ce n’est pas la méme application que
celle définie dans la propriété (3) de .7, mais cela ne devrait créer aucune confusion dans la
suite). Notons également M le fibré en droites

(53) Ox, (Do) RLE3P1 ... ) &3P

au-dessus de I’adhérence schématique X de «(G) dans P (pour 1 <i <k —1, L?3Di =0a,).

PROPOSITION 5.3.— Aucun élément non nul s € H(X, M) ne s’annule le long de W a
Iordre (g + t)T en tous les points de {0¢,p,2p, ..., (g +t)Sp}.

La démonstration de cette proposition s’appuie sur le «nouveau» lemme de multiplicités de
Philippon [56]. Pour simplifier nous employons nos notations qui sont a prendre ici en un sens
«élargi» (par exemple pour cet énoncé, W est un sous-espace quelconque de ¢¢).
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LEMME 5.4 (Philippon). — Soit ¥ un sous-ensemble fini de points de G(k) contenant
lorigine et notons, pour a € N\ {0}, X(a) :={x1 + -+ za; x; € Z}. Supposons qu’il existe
un polynome multihomogéne de Pj, de multidegré < (Dy, ..., D,,), non identiquement nul sur
G, (C), qui s’annule le long de W a Uordre (g + t)T en chaque point de ¥(g + t). Alors il
existe un sous-groupe algébrique connexe G* de Gfy, distinct de Gf, tel que

%+ G* (k)

(54) eodimwy (Winta+) card( D)

>%(G*;D0,...,Dn)

<299(G; Dy, ...,D,).

Cet énoncé s’obtient a partir du théoreme 1 de [56] appliqué avec un plongement de Segre—
Veronese de Py, dans un espace projectif P, voir §7, ibid. Notons au passage qu’un résultat de
Lange [43] permet de prendre ¢ = 2 dans le théoreme 1 en question car A; ., est projectivement
normal dans Pg Comparé avec le précédent lemme de multiplicités du méme auteur, il permet
de supprimer un coefficient g! dans le membre de droite de (54). L’énoncé précis que nous
avons écrit ci-dessus est quant a lui extrait (sous une forme particuliere) de I’article [67] de
Waldschmidt (proposition 3.1). En utilisant ce lemme avec ¥ = X,,(S) := {0, p,...,Sp}, nous
allons pouvoir démontrer la proposition 5.3.

Démonstration de la proposition 5.3. — Supposons qu’il existe une telle section s # 0. Pour
chaque entier 1 < ¢ < n, le fibré en droites complexe L?j[:’o sur A; 5,(C) est normalement
engendré et 1’application de restriction

HO(PY,O(D})) — H°(A; 0, (C), L3P

3

(ou N; := hO(Ai,sz’g) — 1 =39 — 1) est surjective (voir [5], chap. 7, théoréme (3.1)). Par
conséquent, la section s provient d’un polyndme P(Xy,...,X,,), homogene en les variables
X; = (X, 0,.--,Xin,), & coefficients complexes et de degré partiel relatif a X, inférieur a
Dj. La propriété d’annulation de s se traduit par une propriété similaire pour P, ce qui permet
d’utiliser le lemme 5.4. De la sorte, il existe un sous-groupe algébrique connexe et strict G* de
G tel que

£p(5) + G (F)

35 Tcodimwj (WgNtgx) d
(55) k car (k)

)7#(6* Dy D)

<299(G;D),....D.).

Montrons que cette inégalité ne peut jamais étre satisfaite. Pour cela, nous allons distinguer
plusieurs cas selon G*. Décomposons G* en G§ x A* avec G C Gy et A* C A (ici le signe
« C » signifie « sous-groupe algébrique connexe de ») et considérons les entiers t*, g*, d*, r*, \*
associés a G* par les formules (48).

Tout d’abord, supposons que tg+ + Wi = tg; . Alors 7* = \* et I'inégalité (55) entraine

. 5p(S) + G* (k) (d* g+t\ ., H(AD,,... D)
T PR . S < 929 n
cor 4 Card( G*(k) ) ST )P A (A% D},...,D})

! * *
<69 @D(ﬁ*t Dz—g

via la propriété (5) de JZ et les majorations D} < Dy, valides pour 1 < < n. Lorsque y = 1,
nous minorons card(%(%(k)) par 1 et la majoration (56) implique

T < 91 max {Do, Dn}T*
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avec cg1 :=69(g + t)!(t!)_l(‘tl:)il, ce qui contredit le lemme 5.1, (i) et (ii) (car G* # Gy, et
c15 > €21 et ¢14 > 2c¢21). Lorsque y = 0, le sous-espace Wy est par définition un hyperplan
(t = 1), donc la dimension de G est 1 et Gg = {0} ou G 5, (le groupe G étant connexe). Si
G§ = {0} alors

p) *(k
card <M) =S5+1 (Hypothese (2) sur le point p, p. 708)

(57) G (k)

et I'inégalité (56) conduit a la majoration

C21
T(S+1) < 5=
15

Dy < ca1Dy

au moyen de 7' > ¢15D,, (lemme 5.1, (i)) et 7* =14 g — g*. Il y a alors une contradiction avec
le lemme 5.1, (ii), car ci3c14 > 2c21. Si G = Gy i, alors (56) implique T9=9" < cleg—g*.
Comme g* # g (sinon G* = G7y,), cette inégalité contredit le lemme 5.1, (i), car ¢15 > co1. Cela
démontre que \* < r* i.e. tg~ + Wy # tg, . En particulier, nous avons

¥, (8) + G*(k)
58 d| 2—t——2 | =5 +1
9 et (G
a cause de I’hypothese (1) sur p. Définissons alors les sous-groupes algébriques auxiliaires
suivants. Soient
Af = Ay X o x Ay x T (AY) et GEi=GH x AY (définis sur k).

Un calcul direct donne
H (G Dy, ...,Dh) = cngé*c%ﬂ(Wﬁ(A*); D,,..., Dn)

avec

(dim G)1391+F9n—1
t*!(dim 7, (A*))!

Observons par ailleurs que la propriété (3) de .# implique

C22 1=

( g >%(7TH(A*);DK,...,DH) < H(A%D),....D)

dim 7, (A*)
puis
(59) (G Dy, ..., D) < cas A (G*; Dy, ..., DL)
ou

t*(dimm,, (A*)!(g* — dim 7, (A*))!
d*!
(dim G139+ F9a-1(g* — dim 7, (4*%))!
d~! '
Montrons que G, # G, Dans le cas contraire, nous avons A* = codimyy, (Wj Ntg+) = 0 et des
relations (55) et (58) nous déduisons la majoration

(S+1)0(G*; Dy, ..., D,,) <29#(G; Dy, ..., Dy,).

C23 1 = C22
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Avec I’inégalité (59), nous obtenons S + 1 < 29¢a3, ce qui contredit

(60) c12¢13 =6

t)!
g(g%) > 29023.

Nous affirmons maintenant que g + W #* ;- En effet, dans le cas contraire, nous avons

codimg, G}, = codimy, (Wy, Ntg:)

et, puisque

codimyy, (W Ntg:) < codimy, (Wi Nitg-), Card(wg*;(g;(]})> <S+1,
les inégalités (55) et (59) entrainent
(61) eodimwy (Wilter) card (—Ep(scljil—g;(k)>%(023 Dy,...,Dy)

< 2g623%(G;D6,.. ’D'/n)

Nous pouvons alors reprendre le méme argument que celui utilisé pour montrer que tg» + W5, #
tg; dans la premiere partie de la preuve. Il suffit de changer la constante 29 qui est dans (55)
par 29¢q3 (et donc co; est remplacé par le produit co;ca3) et la méme démarche que ci-dessus
entraine une contradiction avec les points (i) et (ii) du lemme 5.1 car, comme

O\ 2
C21C23 < 189 ((gtL')>

(évident a partir de I’estimation (60) de co3 et de la définition de ca1) nous avons
(62) C15 > C21C23, C14 > 2C21C23 €L C13C14 > 2¢21Ca3.

Cela démontre que g+ + W # tg; . En remarquant alors que I’égalité (58) reste vraie pour G
grice a I’hypothese (1) sur p, nous allons obtenir une contradiction a partir de (61). En effet, le
quotient
H(G;D|,...,D.)
H (G5 Dy, -, D)

« H(mx(A); Dy,...,Dy)
(A7) Dy D)

t—t
22624130

avec
(g + 1)1t (dim 7r,, (A*))!

" t(dim, (A))!(dim G%)!

C24

est majoré par

H(7.(A); Dy, ..., Dy)

C24(:L‘ﬁ0)t7t* ff(ﬂ' (A*)ﬁ 5 )

par définition de Dy = [mﬁo] et en vertu de la propriété (5) de ¢ utilisée conjointement avec
D; < D; pour 1 < i < n. Cette derniere expression est elle-méme égale a
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t—t* %(A;Bl"“aﬁn)

C: xﬁ — —
25(@Do) (A% Dy,....Dy)

avec
~ (dim A})(dim 7. (A4))! (g4 t)t*!(dim Af)!
(dim G%)!t!g!

Cos 1= Coq =
Ce dernier majorant se récrit a I’aide de 2:(G?) car, par définition de ce nombre réel, on a

g!(dimm,, (A*))!

A (A% Dy, ..., D)
Clgf(A;ﬁl,...,ﬁn).

(#(G3) Do) = (@) (Ti0te) (5 4.1)

Compte tenu de 7" > f/ 2, I’inégalité (61) implique :

1 codimWE(WEthE)<2gCQﬂ z \'7"
: S e \a(Gy)

Ceci est impossible car c16 > 49co3c25 (ce dernier produit doit étre évalué a partir de la définition
des constantes et non avec les majorations de celles-ci données au cours de la preuve).

Finalement, le sous-groupe G* ne peut exister dans aucun cas et la proposition 5.3 est
démontrée. 0O

5.5. Description du premier fibré hermitien

Dans ce paragraphe, nous définissons le fibré vectoriel hermitien qui est le point de départ de
la construction de tous les objets nécessaires pour mettre en ceuvre la méthode des pentes.
Pour chaque entier ¢ € {1,...,n}, considérons un modele de Moret-Bailly

(63) (i + A; = Spec(Ok ), Li, {Emp, : Spec(Ok) — Ai}me{o,...,(ngt)S})
de (A;, L;, X,,((g +t)S)) sur une extension finie K de k (au sens du § 4.3.2).

Soient A:=A; X -+ X A, et Wy le O-module saturé t 4 N (Wy @ K). Soit ¢ le schéma
en groupes lisse V((t.4/Wp)") x A sur Spec(Of ), de fibre générique G . Notons X’ le schéma
P (Ok & (ta/Wo)") x A sur Spec(Of), et, pour simplifier I'écriture de quelques expressions
ultérieures, posons Xy :=P(Ox @ (ta/Wp)"). Sa fibre générique X s’identifie & X, défini
avant la proposition 5.3. Les points k-rationnels mp € G(k), 0 < m < (g + t)S, se prolongent
en des sections &,,, € X (O), grice aux (Emp, )1<i<n- Enfin, considérons W le graphe de la
projection canonique X :t 4 — t /Wy ¢’est-a-dire le sous-Og-module de tg = (t 4/ Wo) ®ta
composé des éléments A\(z) @ z, z € t 4. Sa fibre générique Wi = W ® K est I’espace vectoriel
de te(K) (de dimension g) considéré au § 3.1 (aprés extension des scalaires). Sur le schéma X,
nous pouvons définir le faisceau inversible

M =0, (Do) LYK ... [ LE3Dn,

Il est muni de métriques hermitiennes aux places archimédiennes de K, obtenues par somme
hermitiennes des métriques cubistes sur chacun des £; et des métriques de Fubini-Study sur
Oux,(1). Le Og-module € :=H%(X, M) des sections globales de M est localement libre de
type fini. Son rang est

) e (D ot t) T00 (4, L55P) = (DO " t) (3D,) - (3D,)0"

. t
i=1
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(nous avons utilisé ici au passage 1’amplitude des L;). Etant donné un plongement complexe
0: K — C, le C -espace vectoriel £, := £ ®, C est muni d’une métrique hermitienne || - ||z
définie par

2

Vsekr 82, = / (@) Zrg o (@)

X5 (C)

ol dy, estla mesure de probabilité produit sur I’ensemble compact X, (C), obtenue a partir de la
mesure dyupg sur Xy ,(C), invariante sous 1’action du groupe unitaire Uy 4 (C), et de 1a mesure
de Haar de A, (C) (voir § 4.6). Le fibré vectoriel hermitien £ = (£, (|| - ||z ) ) construit de cette

maniére posséde une pente d’ Arakelov fi(€). La proposition suivante est le calcul explicite de
cette quantité.

PROPOSITION 5.5.— La pente d’Arakelov normalisée de E est

— 1 D 1 .
(65) w(E) = 3 log{ ( Ot+ t) 'Yt,Dg} - tJr—lDOh(WO)

- 1 gi 3D;
+ Z{—th(AJ + ZlOg( o >}

0L ¢, p, est défini dans la proposition 4.2. En particulier, avec la notation = du § 4.6, nous avons

1000D°

(66) ﬁ(g) _E[(X:Ma (duo)a:K‘HC)] 2

Démonstration. — La définition de € et la propriété de « morphisme de groupes » de la pente
d’ Arakelov impliquent I’égalité

(E) = (O (R, O (D) + Y A(HO(A £277)).

L’égalité (65) s’obtient alors directement a partir des calculs de ces pentes donnés au § 4.3. Quant
al’inégalité (66), utilisons tout d’abord les lemmes 4.15 et 4.16 afin d’obtenir une majoration de

(X, M, (dpto)ox—c)] :
E[(X, M, (dpto) o xC)]

n J—

== [(Xo, Ox, (Do), d,qu)] + Z = [(AZ-, EZ@SDi , d,uHaar)]

i=1

1 Do+t =
3 log ( Ot ) + Zco(gi) HlaX{l,lOng (hF(Ai)),long(?)Di)}.
i=1

N

Grace aux formules (64) et (65), nous obtenons

ﬁ(?) - E[(X7M7 (d/’LU)JZK‘HC)}
Doh(W, /1 ’ 3D;
= _% + ;(—ghp(/lz) + gzlog< om >>

- Zco(gi) max{l, log+(hF(Ai)),log+(3Di)}

i=1
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> - (Jfl ) o-(Zcng)bgiﬂ?)

_ Z( + co(g; )max{l,hp(Ai)} - %log%r

( 1 19g% ) Uo
> — + —.
(t+1)cia  ci2c15) D

Cette derniére inégalité résulte des majorations log(3D,,) < 3D,,, 1 < D,, < Up/(c12¢15D) ainsi
que de

< aloge < aloge ~ < Uy

h X X n .
F D D D012(315
Nous avons alors
o _— U
(67) u(g)_‘:[(XaMa(dua)a:K%C)] = _02630
1 19¢*
avee Cop 1= 9g

+
(t+1)cia  cizcrs

et I’inégalité (66) s’ensuit. 0O
5.6. Choix de I’espace des jets et de sa filtration

Dans ce paragraphe, nous définissons les espaces vectoriels F, F;, F;, G; et les morphismes
d’évaluations ¢; : E; — G, ¢ : £ ®p, K — F nécessaires pour employer la méthode des
pentes. Avant d’entrer dans le détail de la construction, rappelons la définition de la notion de
voisinage infinitésimal d’ordre € le long de W au point ¢, noté V (g, W, £), introduite par Bost
dans [10], 8§ 5.2 et 5.3 (ici £ € N et ¢ € G(K)).

e Si¢=0,V(q,W,0) est le sous-schéma réduit de G défini par gq.

e Sig=0etl=1, V(0,W,1) est le sous-schéma de G'xc de longueur g + 1 du voisinage

infinitésimal d’ordre 1 en O défini par .

e Sif>1,V(q,W,{) est 'image dans G du schéma {¢} x V (0, W, 1)¢ via le morphisme

de multiplication G’?l — Gk,

(4, 915---,9¢) = q.91- - Ge-

Dans la suite, nous utiliserons en réalité [’adhérence schématique de V (q,W,{) dans X en
conservant toutefois la méme notation. Considérons alors le sous-schéma fermé (non-réduit) de
X défini par

So (ngt)S
(68) Ti=| | V(mp,W.2(g+)T)U | | V(mp,W,(g+t)T)
m=0 m=Sp+1

et I’ le K-espace vectoriel des sections de la restriction du fibré en droites M a T :
F:=H(T, Mp).
Posons E := € ®p,. K et considérons ¢ : ' — F'le morphisme de restriction.

LEMME 5.6. — L’application linéaire @ est injective.
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Démonstration. — Soit s € E = H%(X, M) ®; K tel que ¢(s) = 0. En particulier, la restriction
de s au schéma

(g+t)S
L] V(mp,W,(g+0)T)

m=0

s’annule ou, autrement dit, s s’annule a 1’ordre (g + ¢)7" le long de W en tous les points de
I’ensemble {0, p, ..., (g + t)Sp}. D’apres la proposition 5.3,ona s =0. O
Soit
9) V::{(m,ﬂ)eNQ;OgméSoetESQ(g—i—t)Tou
So+1<m<(g+t)Setl<(g+1)T}

et N := card(V). Nous munissons ’ensemble V de I’ordre lexicographique <. Nous pouvons
alors ranger les éléments de V en ordre croissant, ce qui permet d’associer a chaque couple

(m, £) € V un unique indice ¢ € {1,..., N}. Pour un tel entier i associé a (m, £) € V, définissons
T, := |_| V(m/'p, W, 0').
(m’0")ev

(m’ £")<(m.,0)

Par commodité, posons T := (. Nous avons par exemple T; = {0} et Ty = T. De plus, soit
F; le noyau du morphisme de restriction

g : HO(T, Mp) - H(T;, My,).
Nous obtenons ainsi une filtration de F' par des sous-espaces vectoriels (sur K) :
F=F2F 2---2Fy={0}
dont les quotients intermédiaires G; := F;_1/F; (pour 1 < i < N) sont les noyaux des
applications HO(TZ-,M‘TZ) —» HO(Ti_l,M‘Ti_l) (lemme du serpent). L’espace vectoriel G;
s’identifie 2 S*(WY) ® (mp)* M ol mp : Spec(K) — Xk désigne le point mp de G(k) étendu
a Xk (K) par G — Xk). Pouri € {1,..., N}, posons
Ei = gp_l(Fi_l)gE et @zEz_)Gz

I’application K -linéaire déduite de ¢ et de la projection canonique F;_; — G;. Pour simplifier
1écriture de 1’inégalité de pentes, il est commode également de poser En 1 := ¢~ 1 (Fy) = {0}.

Remarque 5.7.— L application ¢; peut étre décrite de maniére moins abstraite. Considérons
un voisinage ouvert U de mp dans X,,(C) tel que My ~ Oy et soit U’ := exp,}(U) ol
eXpy, : tG,, (C) — X5y (C) est I'application exponentielle de G, (C) prolongée & X, (C).
Soit s un élément de Ej;. En choisissant un isomorphisme My ~ Oy, nous pouvons écrire
s(z) = 0(2).s0(x) avec = = exp,, (2), z € U’ et § fonction analytique sur U’. Par définition, le
jet d’ordre € le long de W au point mu, de 6, noté jetty, 8(mu), est

1 q *\11 *\1% v
> DuOmu)(wi) - (wy)'s € S (W5, )
li|=¢

ol w = (wg,...,wgy) est une base de W et (w7,...,wy) sa base duale. On vérifie que cette
définition ne dépend pas du choix de w. Alors le jet de s d’ordre £ le long de W en mp est

(70) jetyy s(mp) = (jetly 6(mu)).so(mp) € St (WY) @ (mp)*M ®4, C.
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Cela ne dépend pas du choix de la trivialisation de M)y (i.e. de I’isomorphisme M|;; >~ Oy) car
I’appartenance de s 2 E; entraine la nullité de jet};, s(mp) pour tout entier t compris entre 0 et
{—1.

Par ailleurs, I’espace vectoriel G; a une structure entiére sous-jacente donnée par le
Ok -module

Gi:=5" W) ® EmpM.

Ce module est localement libre et il possede une structure naturelle de fibré vectoriel hermitien
G, sur Spec Og. En effet, pour chaque plongement complexe ¢ : K — C, I’espace tangent
ta, (C)=(ta/Wo)o®ta, (C) peut étre muni de la métrique de Riemann sur ¢ 4 (C) (provenant
du fibré en droites L,) et de la métrique quotient sur (t4/Wp),. Le morphisme d’inclusion
W — tx fournit par restriction une métrique sur W, et donc sur son espace dual W, puis sur
le produit tensoriel (WY)®* et, enfin, par quotient, nous obtenons une métrique hermitienne sur
SE(WY). En outre, les métriques cubistes et celles de Fubini-Study apportent & M puis & EmpM
une structure de fibré en droites hermitien. Ainsi construit, le fibré vectoriel hermitien G; possede
une pente d’ Arakelov maximale et la proposition suivante en donne une estimation.

PROPOSITION 5.8.— Pour tout entier i € {1,..., N}, la pente maximale du fibré vectoriel
hermitien G; est inférieure a casUy /D, o1l cog est une constante < (g + t)/100.

Démonstration. — Grace aux formules (31) et (32) du § 4.5, nous avons la premiere majoration
//Zmax (al) g é(ﬁmax (W) + 29 log g) + hﬂ(gmp)~

Observons alors que la pente maximale de W' admet un majorant qui ne dépend pas de la
hauteur de Wy. En effet, si I’on note i:t4 — W 1’application définie par i(y) = \(y) @ y, les
normes v-adiques de I’application duale ¥ : WY — tY, sont majorées par (V2)¢ avec e, =1siv
est archimédienne et €, = 0 si v est ultramétrique, car || A(y) ||, < ||yl|», pour tout y € t 4 @ C,.
Par conséquent, comme 7" est injective (et méme bijective), la premiere inégalité de pentes du
lemme 4.11 fournit la majoration (indépendante de W)

ﬁmax (W) < /-/;max (E) + log(2)/2

Par ailleurs, puisque (A, L) est principalement polarisée, nous pouvons appliquer ’inégalité (41)
aV =t4 (ou bien, aussi, la proposition 2.14 de [33], qui serait plus précise pour la constante
numérique), ce qui donne une majoration de la pente maximale de t¥;. Nous obtenons alors :

ﬁmax (W) < (C2 (g) + 10g(2)/2) max{l, hrp (A)}

apres avoir observé que h(ta) = gu(ty) < hp(A) (voir (23), p. 715). De plus, le degré
d’Arakelov de €5, M se scinde de la maniére suivante

Nous obtenons ainsi
Fimax(Gi) < corTmax{1,hp(A)} + 3(g +1)*S? Z Dihy, (p;)
i=1

Do 0<mn<1?;(+t>5{hOXu M (o)}
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car 1= 2(g +1)(c2(g) +10g(2)/2 + 2glog(g))
< 30¢°(g+1t) (carco(g) =14g°).

Nous en déduisons la majoration

n
~ — logb
Hmax(Gi) < 027Tmax{1,hF(A)} +3(g+ t)252 ZDi loga; + DO%
i=1
2
627nU0 2 S TLU() Uo
<EM0 4 3412 (2
c12D 3l (50> cisD  c1uD

(dans le premier terme de ce majorant apparait un facteur n car max{l,hp(A4)} <
nmax{1,hr}) et donc

corn 3(g+t)2cEan 1
271 | (g+1t)°cis + =

—~ = Uy
Hmax(Gi) < coas—  avec cog := )
D C12 C15 C14

La proposition 5.8 en découle apres un calcul élémentaire utilisant les estimations

c15 = 15000(g + t)ncl; et c14 =100 x 18 =1800. O
5.7. Minoration d’une dimension

A Pinstar de la méthode des déterminants d’interpolation de Laurent, la méthode des pentes
ne requiert aucune construction de fonction auxiliaire comme cela est courant en transcendance.
Néanmoins, il n’y a aucun miracle (!) et la condition de Siegel (nombre d’inconnues comparé
au nombre d’équations) est présente quelque part dans la preuve. Le lemme suivant prend en
compte précisément ce type de contrainte.

LEMME 5.9. — Soit ig ’entier associé au couple (So + 1,0) de V. Alors

dim E
dim E;, > ”; .

Démonstration. — Tout d’abord, d’apres le choix méme de g, il faut noter qu’un élément s
quelconque de E;, s’annule le long de W a I’ordre 2(g + ¢)T en tous les points 0, p, ..., Sop.
Soit ¥ I’application surjective

H°(P,0p(Dy,...,D;)) ®4, C—»H"(X,M) ®,, C

considérée au début de la preuve de la proposition 5.3. Son noyau ker ¥ contient I'idéal I(G) des
polyndmes s’annulant sur G, (C) et nous avons une suite exacte d’espaces vectoriels complexes

ker U HO(P7OP(D07"'7D”))0’O T 110
— H(X,M),, — 0.
10G) 1(G) M =0

(71) 0—

Par définition, la dimension du terme central de cette suite est la fonction de Hilbert-Samuel
H(G;Dy,...,D,) de G. L’espace vectoriel U~1(E; ) est I'ensemble des polyndmes multi-
homogenes P de degré (Do,...,D,,) tels que Poto eXpg, (C) (qui n’est pas identiquement
nul dés que P # 0 mod I(G)) s’annule le long de W a ’ordre 2(g + ¢)T en 0, u, . .., Sou. Soit
p le rang du systeme linéaire
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Vz€{0,u,...,Sou}, teN9 |[t|<2(g+t)T, DE(Po: oexpgno(c))(z) =0
ol w = (w1,...,w,) est une base de W et L D& (P oo expg,, (c))(2) estle t-igme coefficient
de Taylor (Povo expGUn(c))(z + zywy + -+ + zgwy). D’une part, par définition de p, nous
avons dim W—! (Eiy,00) = H(G; Do, ...,D,)— p, et d’autre part, observons que, grice a la suite

exacte (71), on a

dim U~ (B, »,) < dim E;, + dim(ker ¥)/1(G)

=dim F,, + H(G; Dy, ...,D,) —dim E.

0,00

Ces remarques entrainent dim E — p < dim E;, et il s’agit alors de montrer que p < (dim E)/2.
La suite de la preuve est classique et repose sur le méme argument que celui donné par Philippon
et Waldschmidt dans [57]. Comme nous avons besoin d’une estimation effective, les calculs plus
précis* du § 6.3 de [20] conviennent mieux 2 notre situation. Considérons le sous-groupe G
of Gy, défini p. 734, qui réalise le minimum dans la définition de x. Alors, en rappelant que
D} =max {1, D;}, le rang p est majoré par

(2(9 + 0T+ A
A

K )(50 + 1)(62@2“) +(d+1)#(G; Dg,...,D;)>

s d+2)?
<@+ 0+ 1) T+ )2 @iy D)),

Observons alors

A(G;D),...,DY) (9 L1 X%(E;l,...,l,DK,...,Dn)
H(G;Dy,..., D)~ (“F) " pti T A1, 1,Dy,..., Dy)
i . i B
< gi)t % ~2 ~><%(A’917“.79n)
(t) (xDO)tit jf(A;Dlw"aDn)

grice a la propriété (5) de 7 et aux minorations : 1 > EL/Z 1<i<k—-1),D; > 51/2
(k <i<n)et Dy > (xDy)/2. Ainsi, par définition de = et G, nous obtenons
AG:Dy,....Dy) _ (5) Ve
H(G;Dy,....Dy) — (95 TAS +1)

En outre, notons que

t)!
(72) H(GiDy,... D) = (9%)3;] DD~ ... DIn

< (g + t)l3g1 +tgk—1 I'gg

(propriété (4) de S p. 733 et égalité (64) p. 741). Ainsi, nous en déduisons que p est inférieur a
cog dim F avec

4 Ces calculs sont basés sur le théoréme suivant de Chardin [15] :

THEOREME. — Soient k un corps et R = k[ Xo, ..., Xn] (n € N*). Soit I un idéal homogéne de R, équidimension-
nel et géométriquement réduit. Notons D > 0 la hauteur de I et H(I;-) la fonction de Hilbert de 1. Alors, pour tout
v+D D-1
veEN,ona H(I;v) < (' + ) + (degI — 1)(”+D )
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IRy,
~—

27 x (2(g+t) + 1)*d + 2)%c16.

(73) Cog := (g + t)!391+m+g,€,1 X
gt )Cl3

Cette derniere constante est elle-méme plus petite que 1/2 comme nous pouvons le constater en

majorant (%) par 251, et, compte tenu des définitions de c;3 et c14, en utilisant
d+2=1t+§+2<(t-1)+(g—1)+2=t+g, A<y

et 391+ +9:-1 3971 Cela termine la preuve. O
5.8. Estimations ultramétriques des morphismes d’évaluation

Dans cette partie, nous allons donner une majoration de la norme p-adique de chacun des
morphismes ;. Etant donné une section s # 0 de M, nous devons trouver un dénominateur de
©i(s) c’est-a-dire un entier strictement positif m tel que m;(s) se prolonge en un élément de G;.
Lorsque s est une section entiére de M, une solution naive serait ¢! (un simple calcul local suffit
pour voir cela). Malheureusement, cela conduit a un logarithme supplémentaire de la hauteur de
Wp dans la mesure finale (11) (voir § 5.1). Comme nous I’avons montré dans le cas général d’un
groupe algébrique commutatif (qui n’est pas forcément une variété abélienne) [28], nous devons
&tre plus soigneux pour éviter une telle situation et pour obtenir la dépendance linéaire voulue en
la hauteur de Wj.

Soient £, h des entiers strictement positifs. Définissons 1’entier

8e(h) :=ppem{iy - ip; LKA <hyij €N* iy + - +ip <L)
Le théoréme des nombres premiers implique qu’il existe une constante absolue c telle que
log de(h) < £log(ch).
Bruiltet a montré que ¢ = 4 convenait (proposition 1 de [14]).

PROPOSITION 5.10. — Pour tout entier i € {1,..., N} et toute place finie p € Spec(Ok) \
{(0)}, ona [[6:(Do)illp < 1.

Démonstration. — Nous reprenons la démonstration du lemme 3.1 donnée dans [27] en
I’adaptant a notre contexte. Il y aura une légere simplification car nous n’aurons pas besoin
de formules d’addition explicites sur la variété abélienne.

Fixons un entier ¢ € {1,..., N} et un élément s # 0 de F; N E. Nous devons contrdler le
dénominateur de ;(s) € S*(WV) ® (mp)*M. En considérant le tiré en arriere de s par la
translation 7., : % — %, nous pouvons supposer que m = 0 car

jetly s(emp) =jetiy (12 s)(e) et TX s€&.

Emp Emp

D’autre part, puisque controler un dénominateur revient a évaluer chacune de ses normes
ultramétriques, nous pouvons localiser en un idéal premier non nul p de Ok . Notons O, (C K},)
I’anneau de valuation correspondant. Soit alors %/ un voisinage ouvert de la section nulle £, de

Ay :=A x  SpecO,
Spec O
sur lequel le faisceau inversible 5?313 K- X LE3Dn est trivial, isomorphe & O A, |2 - On fixe
un tel isomorphisme. De la sorte un élément de HO(%, L5371 K .- X £L&3Pn) s’identifie 2 un
élément de H°(%, 0 4, )- Soit .Kp le groupe formel sur O, obtenu par complétion de A, le
long de son élément neutre ¢,. Comme A, — Spec O, est lisse (car A I’est sur Ok), il existe
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des parametres formels Y7, ..., Y, tels que O 7, est isomorphe (au-dessus de O,) a I’anneau de
p

séries formelles O, [[Y1, ..., Yy]]. Ces parametres Y7, ..., Y, correspondent & un systeme régulier
de parametres qui engendrent 1’idéal de I’immersion fermée . IIs s’identifient a des sections
locales de O 4, et leurs différentielles dY7,...,dY, a des sections de Q}% /0, En particulier, il

est possible de choisir une base (eq, ..., eq) du Op-module libre
_ *0l v
ta, = (6522, /0,)
(libre car sans torsion sur un anneau local) telle que les coordonnées z1, ..., 2, dans cette base
soient compatibles avec Y1, ..., Y, au sens ol dz; = ¢;,dY; pour tout i € {1,...,g}. Parailleurs,
le morphisme canonique

HO(Ay, O,) = HO(Ay, 0 ) = Op[[Y1...., Y]

permet d’identifier une section de O 4, — €t aussi, via la trivialisation fixée, un élément de
HO(%,L$3P ) - - ) LE3Pn) — 2 une série formelle en les Y; i coefficients dans O,.

De la méme maniere, soient X, ..., X; une base du Op-module libre (t4/Wp)" ®0, Oy
et Xo =1 la base canonique de O,. Une section du faisceau Ox,xspec o, (Dy) sur I’ouvert
Go x Spec O, s’identifie a un polyndme en X7, ..., X; de degré inférieur a Dy et a coefficients
dans Oy, apres trivialisation de O x; xSpec 0, (Dy) sur I’ouvert en question au moyen de X, éj 0.

Grace a tous ces choix, la section s ® 1 de M ® O,, peut se voir (localement sur le produit des
ouverts G x Spec O, et %) comme une série formelle

- X=(X1,....X
s®1229i,jX‘YJ avec 0 ;€ Oy et (X1 )
Y=(Vi,....Y,)

ouie N', jeNY etde plus, 6; j =0 pour |i| = Dy + 1. Soit
Log:/Ale — 14 Ok, OZK
p

le logarithme formel du groupe formel A K, sur K. Il définit un isomorphisme de groupes

formels (voir [38]). Sa différentielle est invariante par I’action de la loi de groupe formelle de /Tp
et elle est définie sur O,

— 0, =
d(Log) e H ('Ap’Q.;l\p/Op ®ta).

En termes des coordonnées introduites, nous pouvons décrire I’application Ijo\g a ’aide d’un
g-uplet (¢1,...,¢,) de séries formelles dont les différentielles vérifient

g
ds; € Z Op HYh R YngYh

h=1
et £;(Y) =Y; mod (Y1,... ,Yg)2 car dz; = e,dY;. Ainsi, pour tout n = (n1,...,ng) € N9 et
tout entier i € {1,..., g}, le coefficient al) deY® = Y/" - --Y," dans ¢; ala propriété suivante :
(74) Vie{l,....qg}, n;a) €O,

En notant (); ;) € Mat; 4(O,) la matrice de I’application linéaire A : t4, — (ta/Wo) ® Oy
dans les coordonnées (z1,. . .,24) et (X1,...,X¢), les équations qui définissent WV sont
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g
Xl:Z)\l,hzha le{l,...,t}
h=1
(nous avons identifié (z1,. .., 2,) a la base duale de (eq, ..., e,)). Celles qui définissent le sous-
groupe de Lie formel expg WV de A sont donc

g
X1 = Malu(Y).
h=1

Le passage des variables (z1,...,2,) aux variables (¥7,...,Y;) au moyen du logarithme formel
ne change pas la valuation d’une série formelle en 1’un ou 1’autre uplet de ces variables, ni méme
le premier polynome de Taylor non nul de la série en question, car z; = Y; + termes d’ordre
> 2. Si nous ajoutons a cette observation le fait que s s’annule a ’ordre ¢ le long de W en
I’origine, alors nous constatons que le changement de variables (X, z;) ~> (X;,Y;) ne modifie
pas le £-ieme jet de s le long de W en 0. De la sorte, ;(s) s’identifie a la partie homogene de
degré ¢ de la série

t g i
(75) > 9i7jYiH( >\l7h£h(Y)>
h=1

[i|<Do =1

(dans cette somme, i = (i1,...,i;) € Nt et j € NY). Posons

g
by = Anal)
h=1

le coefficient devant Y™ de la série Z*Z:l Aurln(Y). Les coefficients du polynéme homogene
de degré ¢ de la série (75) sont des sommes finies de termes de la forme

li]
(76) 05 | ] o)
h=1
o mp €{1,...,t}, n, € N9 et >, |ny| = £. Soit nj, une composante non nulle (quelconque)

de nj. D apres (74), ’entier nj, est un dénominateur de b,(;:h). Nous en déduisons que le produit
n1---myj est un dénominateur de (76). Comme c’est un produit d’au plus li| < Do entiers
strictement positifs dont la somme est au plus £ (car ny < |ng), il divise I’entier d,(Dy), par
définition méme de cet entier construit comme un ppcm. Ainsi I’élément d,(Dy)p;(s) appartient
a0p[Y1,...,Y,]e et, donc, également & Op[21, ..., 24 = S“ W) ®oy Op. O

5.9. Majorations des normes archimédiennes des morphismes d’évaluation

Dans ce paragraphe, étant donné un plongement o : K — C et un entier i € {1,..., N}, nous
donnons une majoration de la norme d’opérateur ;|| du morphisme ;. Comme nous 1’avons
déja dit au § 5.1, il s’avere particulierement important que la factorielle de I’ordre de dérivation
n’apparaisse pas au cours de la preuve. C’est pourquoi nous allons commencer par décrire de
maniére précise les morphismes ¢; et les normes d’opérateur || - ||,. Signalons que les détails qui
vont suivre pour les estimations de ||¢; ||, sont proches de ceux de la preuve de la proposition 2.13
de [33].

Soit exp,, : ta, (C) — X, (C) 'application exponentielle du groupe de Lie complexe G, (C),
prolongée a X, (C). Alors le fibré vectoriel exp’ M, sur t¢_(C) est trivial. Choisissons un
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isomorphisme v : exp) M, — Otca (C) tel que, pour tout s € E, := E ®, C, la fonction
holomorphe v(expy s) sur t, (C) satisfasse

(T1)  Vimz@- &z € ta, (C) = (ta/Wo)a(C)Bta, (C)E - -Bia, (C)

et x = exp,(2),

(78) | s(z)|

_ |v(expg s)(2)] 3 [ ¢ 2
Mo " (1 + |[zo][2)D0/2 X eXpy = ;Dszj”L_j’U

(voir la discussion du § 4.2). Cette égalité nous permet de travailler avec «d’authentiques »
fonctions holomorphes et toutes les estimations impliquant les o-normes de s(z) (ou de s) seront
effectuées avec v(expy s).

Fixons un entier ¢ € {1,...,N}; soit (m,£) € V le couple associé a i (voir p. 744).
Considérons un élément non nul s € F; ®, C. L'image de s par ; appartient a S*(W"V) ®
(mp)* M ®, C, espace isomorphe a2 Homg(S*W,, (mp)* M, ). Cependant cet isomorphisme
n’est pas isométrique comme nous ’avons vu au lemme 4.1. Ainsi, avec la notation O,
de ce lemme, nous pouvons considérer 1’application ©4(;(s)),: S*W, — (mp)* My, D
(Ds)(mp) ou D est vue comme une dérivation (d’ordre £) le long de W,. On a donc

lei)l, < [[®c(ei) ],
IDs(mp) =5
ZSUP{%; D e SY(W,) etD;«éO}.
[y
Soit (w1, ..., wy) une base orthonormée de W,. En écrivant
D= Z diwil ®®w;’lg’
ieN!]
li]=¢
ona
il >,
2 2 I -
||D”W7(7 = llz: | nZ <|Z |di‘> Xg .
i|=¢ i|l=¢

Le nombre ||Ds(mp)||==—; , est alors plus petit que
mp )

D lds| x [|wit @ - wie s(mp)
li|=¢

ex Mo’

mp

ce qui entraine

(79) ei(s)]|, <g'* Iﬁg{“w? ® - ®wi s(mp) —E%Mﬁ}.
Soit u' 1= mug S uy & -+ D uy, (avec uf; € ty4, ,(C)) un logarithme de mo(p) tel que

ro(mpr,...ompn) = [[u) @ - S up |
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(la définition de 7., est donnée au § 4.7). Avec ce logarithme et la formule (78) 1’on peut calculer
la norme de w}' ® - - - ® wy’ s(mp) et, via (79), on a

H gZ/2

3T — 112
o S T T )P eXp{zZDﬂ"“j'v}
o j=1

< |5 b

Nous pouvons majorer le dernier terme de (80) avec I'inégalité de Cauchy appliquée a la fonction
holomorphe v(exp; s). Pour tout nombre réel strictement positif r, on a

81 {
H i)

1
éﬁ sup |v(exp) s)(u' + )|
zeW,
llzllo<r

(80) lloi(s)

CAY . (o
p v(expy s)(u —&—zlwl—i—u-—l—zgwg)‘zzo

INEAN . o
P v(expy s)(u + z1w1 + -+ + 24Wg ) z=0

1
<—;  sup ’V(exp:‘,s)(u'+as)‘
T z€tg, (C)
H1||U<T

et avec la formule (78), nous pouvons récrire ce majorant au moyen de |s||oo,s, ce qui donne
pour ;(s) la borne

(82) |i(s)]],, <

9" (14 (Imuolls +7)2\ P/
rt 14 |lmug]|2

3T o
<exp{ 2205 D (2l +1) Pl
j=1

Choisissons

VI

max {1,75(mp1,...,mpn)}

A I’aide des estimations

1+ (lmuolls +1)?

L+ mugg ST TS

et
Z D; (2Hu;||o. +7) <nDy (2ry(mp1,...,mpy) +7),
j=1

car D; < D, pour i € {1,...,n}, nous déduisons de (82) la majoration

llgille < (3g)P0/? max{1,r,(mp1,... 7rmvn)}ée%ﬂngD { Is HOO d }
sef)

Compte tenu du choix des parametres et, en particulier, des majorations Dy < Up/(c14D) et
D,, < Uy/(c12¢15D), nous obtenons alors I’estimation générale suivante.
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PROPOSITION 5.11.— Pour tout plongement complexe o:K — C et tout entier
ie{l,...,N},ona

lpille < max{l,ra(mpl, .. .,mpn)}zecifoU‘)/D X max{ Islloe.0 }
ol

avec

log(3g) 9mng g+t
C30 ‘= < .
2¢14 2ci2¢15 100

5.10. Majorations fines des normes archimédiennes des morphismes d’évaluation

Dans les estimations du paragraphe précédent, nous n’avons pas tenu compte de toute
I’information contenue dans les éléments de E;. Bien sir, ’appartenance de s a E; a permis
de définir ;(s), mais pour cela ’annulation des premiers jets jusqu’a I’ordre £ de s le long de
W au (seul) point mp aurait été suffisante. Ici, nous allons employer un lemme d’interpolation
qui prend mieux en compte les propriétés d’annulation de s. D’une certaine manicre, tout le sel
de la méthode de Baker réside dans les estimations de ce paragraphe.

Dans toute la suite, nous ne considérons que des plongements archimédiens o: K — C
au-dessus de og:k — C. Par ailleurs, nous reprenons certaines des notations de la section

précédente. Fixons un entier i € {ig,..., N}, (m,¢) € V le couple associé a i, un élément
non nul s de E;, et notons ¥ la fonction enti¢re v(exp? s) définie sur tg, (C). Soit w :=
(w1, ...,wy) une base orthonormée de W,,. Au moyen de I’hypothese

Hm'u+ ziwy + -+ 24wy) € (21, .,29)2(g+t)T+1 pour m’ € {0,...,50},

il s’agit de fournir une majoration précise des dérivées de ¢ le long de W a 1’ordre £ en mp, qui
fasse intervenir la distance de u a W¢. Pour cela, définissons

U}::)\(Ul@"'@un)@ul@"'@unewo"
Si (A(u),u) est le vecteur de W qui réalise la distance de u a W :
d(u, We)? = uo = AW)|* + u—u?
alors I’inégalité triangulaire
luo = A)[| < [Juo = Aw) [ +[[A(u - w)]

entraine ||u — wl, < \/§d(u7 We). De plus, par définition des loga; < logai, on a

Dlogay < Dloga, <

n
lwl3 <2 lluill2, <2073 < ge2lose
=1

loge
et donc

(g+t)Tlog(g+ ge®'°=°)
(g +1)(1+log(2g))Taloge
2(g +1)(1 +log(29))

CglUO avec c3p = .
C12

(83)  2(g+t)Tlog(g+ /gllwls) <2
<2

N
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Cette estimation ainsi que la borne (large) c3; < g%(g + t)/10 seront utiles un peu plus tard
(estimation (89)).

Afin de simplifier la présentation, il est commode de raisonner par 1’absurde pour démontrer
le théoreme 5.2. C’est pourquoi nous supposerons a partir de maintenant et jusqu’a la fin de la
preuve que I’inégalité suivante est satisfaite :

(H) logd(u, WC) < —CQ()U(].
Observons que cette hypothése implique 8(g + t)Sed(u, W) < 1 si nous supposons

(84) e20 2 2+ log(clzclg) + 10g(8(g + t))

C12€C15
caron a
log(8(g +t)Se) <log(8(g +t)c12¢13) +loga + loge
< (10g(8(g +t)ciae13) + 2alog e) D,

2 +log(cr2c13) +1log(8(g + 1))
< Up.
C12C15

La condition (84) sera automatiquement satisfaite a la fin de la preuve. Mais elle est d’ores
et déja vraie si nous prenons cog = 24g%(g + t). Soulignons que 1’hypothése (H) n’est pas a
proprement parler nécessaire pour continuer la démonstration mais elle est un moyen commode
pour la présenter.

Tout d’abord, nous avons besoin du lemme de comparaison suivant.

LEMME 5.12.— Pour tout t € N9 de longueur < 2(g + t)T et tout entier m’ €
{0,...,(g+1t)S} ona

Do /2

1 1
(85) gDm(m’u) - gD{;ﬂ(m’w) <em U0 (1 (m/luollo) )" |5 oor0
ol c3g est une constante > (23,1)g%(g + t).

Démonstration. — La preuve de cet énoncé repose sur 1’inégalité des accroissements finis
appliquée 2 la fonction d’une variable réelle k : [0,1] — C définie par

h(z) := % (D&Y (m'u+ zm’ (w — u)).

En effet, soit e := (e1,...,eq4+) une base orthonormée de t¢, (C), compatible avec la
décomposition hermitienne (77) (c’est-a-dire que (ey,...,e;) est une base de (t4/Wpy), et,
si I'on pose go := 0, (€t4gi4-tgii141s--+sCitgi+-tg;) €St une base de ta, (C), pour
1 <i<n). Soit 64,...,051+ les composantes de w — u dans e (en particulier, f:lt 16;]2 =
lw — u||?). La dérivée premiere de h est
g+t 1
/ _ / t ’ ’
R (z)= Zm eiﬁ (De, DEY) (m/u + 2m’ (w — u)).
i=1
Grace a I’inégalité des accroissements finis
|n(1) — h(0)] < max] |W ()],

z€[0,1
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il suffit de borner uniformément %’ sur I’intervalle [0,1]. Ecrivons chacun des vecteurs w;
(1 < i< g) comme une combinaison linéaire des e; et développons les dérivées D, DE, en
termes des Di, j € N9*, |j| = |t| + 1. Ainsi, au moyen de I’inégalité de Cauchy employée
comme dans (81) (avec r = 1), nous avons :

t
DelDWﬁ(m'u +am/(w — u))‘

g+t
/ < i .
®6)  |W(x)] <m (Z;W) x| dnax

t!
3(J6l+1) Dl o, /
<(g+1)° Sllw—ull, max |ZE£d(m'u+am/(w—u))
lij=|t|+1 | i!
g(g+t)%(9+t)TS|‘w—u||G maxc) !19(m'u+.rm’(w—u)+z)|.
z€tG, 5
llzllo <1

La projection de m/u + xm/(w — u) + z sur (ta/Wy), est un vecteur de norme inférieure a
m/||uollg +m[[w —ully + 1 <m[|uollo + 2

car (g +t)S||w — ul|s < 1. Quant a la projection de ce méme vecteur sur t4,  (C), elle est plus
simplement majorée en norme par m’||u; ||, + 1 car w; = u,. Avec la formule (78), nous pouvons
écrire le dernier maximum de (86) en fonction de la norme infinie de s et nous obtenons alors :

W ()] < (948207 S w —ully x (1+ (m'|fuols +2)%) 7

37T 2
X exp{?ZDi(mwuinao +1) } X ||5]l00.0-
=1

Gréce a (z +y)? < 2(z? + y?), laquantité 32 3" | D;(m/{|u;]|, + 1)? est majorée par

i=1

= 2
3 (Z D;((g+t)S|uillo) ) +nD,,.
Nous concluons avec le lemme 5.1, (v) et (vi) et la constante ¢35 de (85) est

1 >+1+10g(2012013)>.

C12C15 C12C15

log(9 9(g+t
og(9) + Ng+1) log(g +t) +3mn| c17 +
2c14 2c12

(87) c20 — (

La minoration de ¢35 découle des estimations c14 > 7200 et ¢15 > 96007r. O

Soit t € N9 un g-uplet d’entiers de longueur £. Comme ¢ > i, on a [t| < (g +t)7. Soit { la
fonction analytique d’une variable complexe définie par

(88) f(2) = %(Dm) (zw).

Ecrivons w = zywy + - - + 4wy avec x; € C. Pour tout entier [ > 0, la formule de dérivation
des fonctions composées donne

1 t+j\ - D+

i) — J1 L plg W

it (Z)flz.l l< j )xl 5 g Y
i=
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d’out découle la majoration

0<h<So 0<h<So
0<IS(94+)T il<2(g+0)T

1 g 2(g+t)T D
(89) max {z‘v £ (n) |} < (g +> z) X max {‘j—;”ﬂ(hw)‘ }
i=1
D’une part, la somme |z1| + - - - 4 |2,| est majorée par ,/g||w||,, et nous pouvons utiliser (83)
afin de borner la premiere quantité du membre de droite de (89). D autre part, pour 0 < h < Sy
et |j| < 2(g + )T, la dérivée DJ,9(hu) s’ annule et le lemme 5.12 entraine la majoration

0<h<So
0<I<(g+)T

1
(90) max —'|f(l)(h)\} < e (14 (Solluolls)*) 7 |15l oo
avece €33 1= C32 — C31 > 2392(9 + t)
Voici un dernier lemme technique avant de commencer 1’extrapolation.

LEMME 5.13. — Pour tout entier m € {0,...,(g+t)S}, ona

sup {|f(z)|} L ec34lo (1 + (m\|u0|\g)2)D°/2
\z\z<€gne

151l c0,0

avec

t)log(2 3 3 t
91) C34 1= M + —+ ™ + 48mncy7 < &
c12 c14 12015 10

Démonstration. — Soit z € C,|z| < 4me. L'inégalité de Cauchy (comme pour (81), avec
r = 1/2) fournit la majoration

|f(z)|<2‘t‘ sup ‘ﬁ(zw+x)|<2‘t‘ sup |19(zu+x)‘
zeW, z€tag, (C)
lzllo<1/2 llllo<1

car 4mel||u — w||, < 1/2. La formule (78) permet de majorer |¢(zu + x)| en fonction de ||s||oc
et I’on obtient

16(2)] < 2907 (1 4 (1 4 dmelfu | »)*) "

3 n
x exp{77T > D (4mel|us ] + 1)2} % |I5]l0.0-

i=1

Les estimations

D (4mel|uils +1)° <2D; (1 + 16m%e?||u;]|2) < ( + 32c17> Uo

C12C15

(lemme 5.1, (v)) et

1+ (14 4melfuglls)* < 1+ 2(1 4 16m>e?||ug|2) < 32¢*(1+m?|Jul|2),
entrainent le lemme 5.13. O
Les estimations précises de |||, mentionnées dans le titre de cette partie reposent sur le

«lemme de Schwarz approché » suivant.
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LEMME 5.14 (Lemme 2 de [18]). — Soit f une fonction holomorphe dans le disque centré
en 0 et de rayon R. Soit S1 un entier > 2. Supposons que R > 2.5 et considérons un nombre
réel r € [S1, R/2]. Soit également Ty un entier strictement positif. Alors

4r\ 15 18\ 75
X . S + 5 (l) }
s MG <R> A < S ) onss 1 { 7o)

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette section, qui est au cceur du
procédé d’extrapolation de la méthode de Baker.

PROPOSITION 5.15. — Pour toute place o de K au-dessus de og:k — C et tout entier
i€ {ig,...,N}, ona

e 5| 0o,
el < e sup{ =2 s e, 0
E,o

avec une constante css (définie dans la preuve) > gTH.

Démonstration. — Compte tenu des préliminaires, la démonstration de cette proposition est
une application directe du lemme 5.14. Nous I’employons avec R := 4me (notons que m > Sy
a cause du choix de i > ig), T} := (g + t)T, S1 := Sg, 7 := m et f définie par (88). De cette
maniere, nous obtenons avec la borne (90) et le lemme 5.13 :

Do /2
sl

%Dwmw)\ < e (14 (mlluoll»)”)

|OO,U

ou
. +t log(7
€36 1= mln{ gT — 34, ¢33 — (9 +1)log(18(g + t)013)} - ﬁ
C12€15
Avec nos choix des parametres, 1’on s’apercoit que le minimum est obtenu pour 9—'” — C34 car

18(g+1t)c13 < €299° et donc cs3 — (g +1)log(18(g +t)c13) > (g+1)/2. Une seconde utilisation
du lemme 5.12 conduit a la majoration

< =00 (14 (mlugl,)?) ™2

3”0076

Lot
’HDWﬁ(mu)

avec

log(2) e log(2)

c37 :=min{cse, 32} — 36 .
C12C15 C12C15

La proposition 5.15 découle alors de I’inégalité (80) (en remplagant w/ par mu;) et la constante
que I’on obtient est

(9 +1)log(g)

C35 1= C37 —
2012

La minoration de c35 est immédiate compte tenu de la borne (91) de c34. O
5.11. Fin de la preuve

Résumons la série de résultats que nous avons obtenu jusqu’a présent dans 1I’énoncé suivant.
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PROPOSITION 5.16. — Pour tout entieri € {1,...,N}, ona

U I
(92) Nmax(gz) + h( ) 6383 + = [(X7M, (dﬂa)a:KMC)}

avec

10g%(g +t +t
€38 1= C19 + Cag + C30 + 9°(9 )gg .
C12 25

Pour tout i € {ig,...,N}, ona

93) //L\maX(a ) + h(@l) (038 E[(X M (dua)v K'—>C)]

)@
“5)p

Démonstration. — Soit i € {1,..., N}. Des propositions 5.8, 5.10 et 5.11, nous déduisons

~ = U U —
Aimax(Gi) + h(pi) < s + <c305° +2 [(X,M,(dua)mmc)o +1log 6¢(Do)
14
4+ — log® ro(mp1,...,mpy).
[K : Q] G:I;»C ( ' )

Gréce a la proposition 4.17 et a la remarque 4.18, (2), nous pouvons majorer le dernier terme
(avec la somme) par

—_— 1
(94) 29+ oy 59  max{1 b}

o 10g°(g +t) Uo
= C12 D
1 Uy
1000 D
En ce qui concerne le terme logdy(Dy) restant, il est majoré par 2(g + t)7T log(4Dy) d’apres
I’estimation donnée au début du § 5.8, p. 748. La borne (iv) du lemme 5.1 permet alors d’estimer
cette derniere quantité (la constante cj9 apparait dans la preuve du lemme 5.1, p. 736) et
I’inégalité (92) s’ensuit. La majoration de c3g par (g + t)/25 résulte des majorations (déja vues)
c19 < 1/50, a8 < (g +t)/100, c30 < (g + ¢)/100 et de (94). Quant a (93), nous séparons la
somme Y ... clogl|leills en deux parties selon que o | og ou o { 0. La premire partie est
majorée par

(par définition de a)

(95) —cs5]K : kUOJerogmax{H ”"”}
s#0

Isliz 4

oloo

grace a la proposition 5.15 et la seconde partie peut étre majorée en utilisant la proposition 5.11.
L’inégalité (93) s’obtient alors de la méme maniere que ci-dessus. O

Comme ¢ est une application injective (lemme 5.6) et £ # {0}, nous pouvons appliquer
I’inégalité de pentes générale du lemme 4.12 sous la forme :

(96) AE <Y dm(Bi/Bin) (@) + i),

qui devient apres simplification :
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= dim E;, =N —
< _ . .
aE) < (1 T E > lg?iaxio_l{ﬂmax(gz) +h(p:)}

T 1222 {Fmox(G0) + R(20)}-

Comme dim E;, > % (lemme 5.9), la proposition 5.16 entraine

AIE) ~ E[(X M, ()] < (ean = 52 ) G < W0 (L 1),

Ce qui contredit la minoration (66) donnée par la proposition 5.5 (p. 742). Ainsi, I’hypothese (H)
est fausse, ce qui donne la minoration (52) du théoreme 5.2 pour la distance de u a W¢.

Remarque 5.17. — Comme me I’a fait remarquer le rapporteur, le fait que la majoration
précise (95) ne soit vraie qu’aux places de K divisant o est I’'unique raison pour laquelle le
degré D = [k : Q] apparait dans la mesure finale. Au lieu d’une seule place o, nous pouvons
considérer un sous-ensemble J de I’ensemble des places archimédiennes de k. En séparant la
somme ... clog|ly;llo en les o qui divisent ou non une place de J, nous déduisons de
I’inégalité (96) la minoration

o7 mai( 10g ds (u(,, Wa) = —cooUs
S

N

ou
(i) d, estladistance sur t¢, (C) induite par || - ||,
(i) u, (resp. u; ) est un logarithme de o(p) (resp. o(p;)),
(iii) Uy est le nombre U ot le degré D a été remplacé par D/ card] et loga; doit étre plus
grand que (e|u; »||o)% card1/D pour tout o € 1.

Il reste a déduire I’inégalité (11) du théoréme 3.1 de ce résultat. Rappelons que Uj a été choisi
comme 1I’'unique nombre réel positif tel que 2(H) = 1. Nous pouvons 1’écrire explicitement. Pour

1 <7 < n, définissons
DS, -1
a) = (1 + —Ologaz') .
loge

Alors on a
t—dimV g—dimB

C13C14 cls So t—dimV
98 Ugt = log(b) + S§ 1
©8) 0 Ci6 (S() loge)QH ( Og( )+ 0 Oge)

B,

J(A;al,...,a])

Comme a} < --- < al,, nous pouvons majorer 7 (B;al,...,a}) par

n

(degLB){ H (ag)gi}(agB)dimB—(gaB+1+~-+gn)

i=dg+1

car dg, défini apres (10), p. 708, est le plus grand entier i € {1,...,n} tel que g,, + --- + g; >
dim B. Nous obtenons alors

adeg, B (log(b) + a¥ log ¢)t~dimV

aloge)on (af)9 ...(33871)953—1(agB)gaBJr---ngnfdimB

Ug" < 039(
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avec

1 t—dimV)— —di —dimB C13
C39 i= cl;y( imV)—on Ct14 dlmVC_(lg5 im <3g ' )
g:Cie

En utilisant (a}) ™! < c12(1 + 2% loga;), on a Ug" < caoU avec cyg = c{QdichLq,g. 11 reste
>

loge

alors a démontrer que ¢5 > CQQ(C40)1/<H. Comme c15 > ciaett —dimV >1,0ona

codimH+1 codimH C13
C40 g Cio Cis —' .
39g.616

Observons alors
® Cc1o < 104(9 + t)G et cop < 24(9 + t)g (éVidth),
o 13 <10%9(g +1)397t (grice 2 28 < 29 et ! < a® ! pour tout o € N*),
o c15 < 104499 (g + t)6(9+t) (conséquence des estimations précédentes pour ci3 puisque
100(487 +6) < 10%(g +1)2Y),
o G2 < 10%/5(g 4 t)2(9+) (a partir des définitions de c;3 et c1¢ car 24! < (g +t)?).

39glcie
Si nous mettons ces bornes dans caq(c40)'/", nous obtenons

99) 94 x 1009 +8) L +4(14g/5) & (g+t)3+6/<H+6(g+t+1)7C°‘1LmH+72(i:‘)'

Cette expression se simplifie si ’on tient compte de (g+¢) codim H/(4qy) > 1 qui résulte de (49)
en observant
codimH=¢y+¢g—dimB+ gy > ¢4 + g — dim B > 2¢y.

Le majorant de (99) que 1’on obtient de la sorte est

codimH
H

5 codimH | 2(g+t)
94 % 10(G49+10) =22 34 3 +H(6+6(g+t)) cofmt4 2D

(9+1)

Cette quantité est inférieure a c; encore en vertu de g + ¢t > 2 et codim H > 2¢y4 (et donc, par

exemple, 3 + % <9< W).

Remarque 5.18.—Si nous remplacons directement nos choix des cja,...,c16 dans
C20 (640)1/ H, nous pouvons obtenir une meilleure constante c5 dans le théoreme 3.1. Les calculs
ne sont pas simples dans le cas général® et nous allons nous contenter de donner une constante
un peu plus précise dans le cas des courbes elliptiques. Cependant, dans 1’appendice, nous expli-
querons comment calculer une telle constante si g et ¢ sont donnés numériquement.

Démonstrations des théorémes 1.1 et 1.3 et du corollaire 1.2. — Comme nous 1’avons dit
au § 3.3, tous ces énoncés sont des conséquences du théoreme 3.1. Les théoremes 1.1 et 1.3
résultent des choix n =y =1, up =0 et H = {0} (resp. H = {0} x B). Le corollaire 1.2 est un
peu plus subtil. Avec les notations du théoréme 1.1, choisissons Wy = {0}. On a alors t = g et
d(u, We) = ||ul| o, D’apres la définition de /A (§ 4.4.1) et la proposition 4.7, p. 715, on a

. — o 1
h({0}) = deg, T2 = —gii(F5) = —hr(A) - logh(4, L) + g log .

En vertu de la minoration (21) de Bost, 1’on sait que la hauteur de Faltings de A est minorée par
—glog(27)/2 et I’on peut donc remplacer log b par son majorant 2gD. Nous fixons également

5 Pour obtenir une bonne constante absolue, les premigres dimensions g = 1,2, ... et g >> 1 devraient étre distinguées.
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loge = Dmax{1,hr(A)+ (1/2)logh®(A, L), hr(p)},

ce qui entraine log™ (D/loge) = 0. Si e|lull,, = 1, le corollaire 1.2 est démontré car alors
log ||u|lo, = —loge. Sinon, majorons loga par (loge)/D et a par 2. En particulier, on

a 1ng “loga < 2 et I'inégalit¢ (2) du théoréme 1.1 implique la minoration voulue avec

c12M9DH13(g + 1) < cp.

6. Cas d’un produit de courbes elliptiques

Nous allons détailler dans cette partie le cas particulier ou la variété abélienne est un produit de
courbes elliptiques (ce qui correspond a g = n) afin d’effectuer une comparaison avec le résultat
déja connu de David [20]. Nous allons rappeler les notations du § 3.1 en les exprimant de maniére
aussi « concrete » que possible dans le cas particulier qui nous intéresse ici.

Pour 1 < i < n, soit A; une courbe elliptique sur k, de section nulle €;:Speck — A;.
L’immersion fermée ¢; définit un diviseur effectif ©; et le fibré en droites L; := O4,(0;)
associé est ample, symétrique et de degré 1 (polarisation principale canonique). Choisissons
une base 1,7,y de HO(4;, Lz®3) de sorte que A; soit représenté par le modele de Weiertrass
y? = 4ad — 92,iT — G3,5, AVEC g2;, 93,; € Of. Notons e} := de la différentielle canonique associée
a ce modele et e; € t4, le vecteur dual. Pour tout plongement complexe o : k — C, il existe un
réseau AY) = nglf, + Zwéff, de C avec 73 = wgz, / wﬁ, dans le demi-plan supérieur, tel que
Iapplication A4, ,(C) — C /A,(f ), q+— f[O,q] ef mod AY soit un isomorphisme analytique de
groupes de Lie complexes. La norme hermitienne
2 V-1 /

2

aNa

[l

i,0 T

Ai0(C)
sur le faisceau différentiel w}%_a /C induit une polarisation de C/ AD .

T
(100) (2,9) € C? > (2,90 1= — .

jwi o [* Im(7s")

Cette polarisation couplée au caractere trivial fournit une donnée d’Appell-Humbert qui
détermine le fibré en droites canonique L; , sur A; , (voir [5]). On notera que par définition

. e o i
[Calr 5 / dz Adz = \wﬁl‘zlm(qﬁ )).

c/AY

Soit t € {1,...,n}. Considérons une matrice 5 = (; ;), a t lignes et n colonnes, a coefficients
dans k et de rang maximal. Soit W le sous-espace vectoriel de ¢ 4, de codimension ¢, défini par
les équations

Vi€{17...7t}, Biarz1++ Binzn =0.

Soit A; — Spec Oy, la composante neutre du modele de Néron de A; et A le produit des A; sur
Oy,. En une place ultramétrique p de k, le schéma A; x Spec O, est le lieu lisse de 1’adhérence

schématique dans P%p d’un modele minimal de Weierstrass pour Ey, [6, p. 23]. Aumoyen d’un

2

changement de coordonnées (z,y) ~ (u?z, udy) avec u € Oy, le modele y? = 4a® — go ;x— g3 ;
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peut étre rendu minimal en la place p et u~'e} est alors une Op-base de w 4, ./ 0, - En particulier

lanorme p-adique de e} est plus petite que 1. Notons Wy = WMt 4. Il est possible de donner une

estimation explicite de la hauteur projective A(W;) = d/e\gnt A/ W de cet espace en termes des
coefficients 3; ;, de la maniere suivante. Pour 1 < ¢ < ¢, posons tv; := 3; 1€] +- - -+ (i nes €Y ;
soit 4; 'unique élément de (t4/Wp)Y vérifiant la relation p;(z) = w;(Z) ot T € t4 est un
relevement de x € t 4 /Wy. Soiti= (i1,...,i;) un t-upletd’entiers telsque 1 < iy < --- <y <n
et I ’ensemble de tels uplets. Notons ef :=e, A---Aej, € A’ t%. Le vecteur

t
St=pL A Ay Gdet(tA/VVO)V(_)/\t\;1

s’écrit dans la base des e; en fonction des mineurs maximaux de (3. Plus précisément, soit 3; € k
le mineur maximal de (3 obtenu en ne conservant que les colonnes d’indices i1,...,4;. On a
s = Zie ; £6ief etI’on peut ainsi estimer les normes de s aux différentes places de k :

IIs]lo < ni1€alx{ |Bilo}  siv est ultramétrique,

1/2
sl = (Z |5i\3||e;|\3) si v est archimédienne.
iel

Dans ce dernier cas, les vecteurs ef ®, 1, 1 <7 < n, sont orthogonaux et la norme de ¢; est le
produit des normes de ez‘m, 1 <m <t. Pourie I, notons

¢ ¢
|w§m = H ]w§2;7)| et Im(rlgi)) = H Im(rym)).

m=1 m=1

Par définition méme du degré d’ Arakelov (p. 712), nous avons

. — 1
h(Wo) = —~deg, (LA Wo)' = = D2 loglsly
v place de k

puis, avec les calculs ci-dessus, nous obtenons

. 1 L Cier 161210 [> Im(7$)) /2
h(Wy) < 1 . .
(Wo) < gy e Nii@(Suer Ox )

Au moyen des estimations (triviales),

|/6i|v < (t!)e” H lrél]ax {|ﬁl]‘v}

g SIS

avec €, = 0 si v est ultramétrique et 1 sinon, nous déduisons I’'inégalité

t
h(Wo) < ZhWeil(ﬁz‘,1 oot Bin) +tlog(t) + xa
i=1

1 O 20y
w= g 1 <Z|w1"’| fm(s )> '

o:k—C Miel
Soit oy un plongement complexe privilégié de k. Pour 1 < ¢ < n, soit p; la fonction de
Weierstrass relative au réseau AS,ZU) Le modele de Weierstrass de la courbe elliptique A; fournit
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un plongement de celle-ci dans Pi et ’exponentielle de A, ,,(C) s’identifie (via le choix de
la base ;) a I'application C — P2(C), z — (1: p;(2) : pi(2)) si 2 ¢ Afﬁg et (0:0:1) sinon.
Un point p; € A;(k) s’identifie & un élément v; = (1 : p;(u;) : P (u;)) € P2(k) ol nous avons
confondu le logarithme u; € ¢ Ai oy (C) de p; (celui considéré au § 3.1) avec sa coordonnée (notée
aussi u;) dans la base e; ®,, 1 de t4, . (C). Soient ug € ta/Wy et u = (ug,uy,...,U,) €
(tA/WO)o‘U ©® tAgo (C)

Avant de formuler une variante elliptique du théoreme 3.1, il nous faut écrire la distance
d(u, We) en termes de formes linéaires de logarithmes. Afin de ne pas avoir des expressions
trop lourdes a manipuler, nous supposerons que les équations de W, dans la base (eq,...,e,)
sont de la forme

i,00

n—t

\V/Ze{l,,t}, Zn—t+i+ Z 67,mzm:O

m=1

Dans ces conditions, la projection A : t 4 — t 4 /Wy s’écrit en termes de coordonnées

t n—t
(101) Azrer+- -+ anen) =Y (xn_m +y @-,mxm> Aen—t+1)-

i=1 m=1

Notons (u(()i))lgigt € k' les coordonnées du vecteur —ug dans la base (A(ep—t+i))1<i<t- Soit

n—t

A= UE)) + Up—tyi + Z BimUm € C.

m=1

De la formule (101), nous déduisons les majorations

(102) d(u, We) < |luo — Muger + -+ + unen)Hw—Ww_U

t
< gz, (1A} (Z ")

Lorsque Wy est un hyperplan 3121 + - - - + 3,2, = 0, on a la formule exacte (si 3, # 0) :

|ﬂnu0 + ﬁlul +--+ /Bnunl
Vi [l P Im(r{D) 52

(103) d(u, We) =

obtenue par exemple au moyen du vecteur > _, He%e,-, orthogonal a Wy. Notons également que
2,

la hauteur hg—a3 PG (mug) de mug s’évalue au moyen des coordonnées u(()z) et qu’elle est majorée

par:

)1/2

1 Moaco (s O DYCHY [
og
[k : Q] Nk|Q(Ok =+ (’)kmuol) 4+ 4 Okmuét))

(voir p. 718) et, par conséquent,

(104) hm(muo) < hWCﬂ(]. : muél) Deeen muét)) + X2
< (14?12l + logm
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) : . 1/2
X2 ::mlogE[(l—i— 71)) ,

i=1 “UY,()TP Im Tcg

en majorant H/\(en,Hi)H—tA/WOJ par [len—t+ill .-
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer une premiere variante, 1égerement simplifiée
(et affaiblie), du théoreme 3.1 dans ce cadre elliptique.

THEOREME 6.1. — Avec les notations ci-dessus, considérons également des nombres réels
e=eetay = --- 2= ay vérifiant les conditions

Vie{l n}, loga; > max{ﬁ(’y-) L}
DI bl 1 = K3 7D|wiz‘)0-0|2]:m7—o(l?))

(ou ﬁ(%) est la hauteur de Néron—Tate de ;). Définissons [’entier

D D
a:= |:— max{l,long <—) ,hF,log+ logaq }] +1
loge loge

o, ici, hp = maxy<;<n {hr(4:)}. Soit b> 0 tel que
t
logb > Dzhwei](ﬂi,l st Bin) + theil(l : ugl) T :u(()t))

i=1
+ D(x1 + x2) + Dloga + 20n>.

Si (v1,.--,7vn) n’est pas un point de torsion modulo les sous-variétés abéliennes strictes de
Ay X -+ x A, alors, pour toute sous-variété abélienne B de A telle que Wy +tp #ta, ona

(105) log 112?%(15{'/\1‘}

codim B Da n—dim(%/VO+tB)
> —cq1(logb + aloge) <(adeg B) H (1 + oo logaj)>

i log

avec

codim B

Cq1 = (ll(n + t))lg(n+t)(l+m).
Lorsqu’il y a une seule forme linéaire (comme dans 1’énoncé de David [20]), nous avons

I’énoncé suivant, un peu plus précis.

THEOREME 6.2. — Avec les notations et hypothéses du théoréme précédent et si Wy est un
hyperplan (t = 1) alors, pour toute sous-variété abélienne B de A telle que tg C Wy, on a

(106) log|uo+ﬁlu1 4+ B 1Un—1 +un|

codim B Da
> —cyo(adeg B)log(ed) H <1 + @ loga¢>
i=1
avec

2 2 2
Cho 1= 26n +16n+736n +3n53n+3(n+ 1)671 +13n+11

1 dim B
x (26n+1436n53(n+ 1)6n+10> :
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Remarque. — Ce dernier théoreme reste vrai si 1’on suppose seulement ug # 0, sans la
condition sur le point (v1,...,7)-

Démonstrations des théorémes 6.1 et 6.2. —Lhypothése faite sur le point (y1,...,7Vn)
est plus forte que 1’hypotheése (1) sur le point p, p. 708. Nous pouvons donc appliquer le
théoréme 3.1 aux données du théoreme 6.1, en choisissant de plus H = A(tg) x B. On a
u=n—dim(Wy +tp) >0, g = codim B et gy = 0. Compte tenu de la comparaison entre
d(u, We) et maxigice {|A|} -

d(u, We) < 112?§{|Ai|}b,

(qui découle de (102) et de la définition de x2), 'inégalité (105) résulte de I’inégalité (11) du
théoreme 3.1 avec une constante c; + 1 < c41. Mentionnons que le 20n?2 qui est dans le mi-
norant de logb est un majorant trés large de la quantité log((g + t)c12¢13), qui intervient dans
le minorant originel (8) (p. 707) apres avoir utilisé la majoration (104) de hm(muo) don-
née ci-dessus. Pour le théoréme 6.2, on a de plus ¢ = ¢4 = 1 et I’hypothese (2) sur le point p
est satisfaite dans ce cas (ce qui est également vrai si ug # 0 sans hypothése sur (y1,...,7n))
L’on peut donc prendre y = 0 et le théoréme 6.2 découle du théoreme 3.1 comme ci-dessus, sauf
pour la constante c4o dont le calcul est effectué ci-apres, dans la seconde partie de 1’appendice
(p-768). O

Nous retrouvons ainsi les principales caractéristiques décrites dans [28] (et aussi mentionnées
dans I’introduction de ce texte) a savoir, une estimation optimale en la hauteur logb du sous-
espace Wy (il n’y a pas de loglogb) et une meilleure dépendance en la hauteur log(ay - - - ay,)
des points considérés (polynomiale de degré n + ¢ au lieu de n + 1 + ¢ dans le travail de
David). Pour analyser cela de maniere plus précise, nous allons écrire explicitement la mesure
obtenue par David [20] en renormalisant ses notations pour les rendre compatibles avec les
notres. Pour simplifier la discussion nous prenons ¢ = e. Posons A := ug + fruy + -+ +
Bn—1Un—1 + uy,. Notons comme ci-dessus hr = maxi<i<n {h#(4;)}, quantité qui correspond
au h =max; {1, hwei(1: 92, : g3,4), h(ja,)} du texte de David. Soit b > 0 tel que

logb > D (hweil(uo) + hweit (B1) + -+ + hweit (Br—1))
+ D(x1 + x2) + Dhp + 1

(ce n’est pas tout 2 fait le logb du théoréme 6.1 car il n’y a plus de Dloga, quantité que nous
avons directement reportée dans la mesure qui suit). La mesure du théoreme 6.2 s’écrit (en
choisissant B = {0}) :

n

(107)  logl|A| > —C43(logb+D10ga)aH (1+ Daloga;)
i=1

> —c3D" (logb+ Dlog D + Dlog™ log™ log al)a""'1 H (1+loga;)
i=1

avec log c43 = log ¢)j3 = 6n%logn + o(n?logn). La mesure du théoréme 2.1 de [20] est quant &
elle :

n
(108) log|A| > —cqaD™(logb+ Dlog D + logay)(a+ Dloglogb)™* H (1+loga;)
i=1
avec log c44 = 2n%logn + o(n?logn). Nous constatons donc bien la disparition de loglog b et la

transformation de log a; en Dlog™ log™ log a;. La dépendance en les autres paramétres D, n, hp
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est sensiblement la méme dans les deux mesures. Enfin, nous avons logcys = 3logcyy +
o(n?logn) et nous ne sommes pas parvenu 4 supprimer ce coefficient 3. Les raisons sont
expliquées a la fin de I’appendice.

Justification de I’inégalité (108). L obtention de cette inégalité a partir de celle du théoreme 2.1
de [20] s’effectue de la maniére suivante. Avec les notations de [20], prenons D log B = log(ba1)
et logV; = loga; + 1. Ce dernier choix pour logV; est rendu possible grice a la troisieme
remarque page 11 de [20], qui permet de supprimer la hauteur hx dans le minorant de logV;
lorsque ¢ = e. La quantité loglog(B) + h + log D est alors naturellement majorée (a une
constante numérique pres) par a/D + loglogb et I’inégalité (108) s’ensuit. Notons que les
constantes numériques qui interviennent dans cette transcription ne modifient la constante C
de [20] que par un terme exponentiel en n, ce qui assure log c44 = log C + o(n?logn).

Remarque 6.3.— Dans le texte [20], il n’y a pas la quantité x; + y2 comme dans le minorant
de log b ci-dessus. Mais cette derniere semble étre de 1’ordre de hx et elle ne joue probablement
aucun role significatif.

Remerciements
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Appendice : A propos des constantes numériques

Au cours de la démonstration du théoreme 5.2, nous avons écrit les différentes conditions que
doivent satisfaire les parametres. En dernier lieu, il est possible de conclure des lors que c35 >
2(co6 + c38). Or d’apres la définition de ¢35, cette condition est remplie lorsque I’on a 2 la fois

+1 log(14 +t)lo
(109) g+t . o loe(1d) | (g+1)loglg)
2 C12C15 2c19

+ 2(626 + 038)

et

log(14) _(9-+1)lox(o)
C12C15 2c12

cs3 > (g+1t) 10g(18(g+t)cl3) + + 2(c26 + c38)-

Si I’on tient compte de (109), cette derniere condition est satisfaite des que

g+t

(110) C33 = et (9+1t)1log(18(g +t)cs).
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En revenant aux définitions des constantes c33 et c34, nous constatons que cette inégalité est
automatiquement satisfaite si 1’on choisit la constante ¢y assez grande, a savoir

+t 11(g+t
9—2 + 7(5 )log(g+t) + (g +t)log(18(g +t)c13).
12

(111) C20 =
L’hypothese (84) est alors vraie. Il n’y a aucune autre condition pour cgp, €t nous avons ainsi
intérét a choisir I’égalité dans (111). Compte tenu de cette remarque et en supprimant quelques
conditions redondantes, nous pouvons formuler le résultat suivant.

PROPOSITION A.l.— Supposons que les six conditions suivantes soient satisfaites.
(1) c12,...,c16 Sont des entiers strictement positifs,

(2) c15 > 189( L2,
(3) c1a =2 x 189(eDy2,

@) 16> 129185

(5) @2 > 3929 1g!(2(g +1) + 1)(g + 1)2,
6) g+t 1 <(g+t)log(4g)

112 4> — 5

5 - +4(g+ 1)(4g+2))

log(l + 012)

1
+ —(60g°(g + t)n+20g°(g+1)) +4(g+ 1)g
C12 C12

4(g+1) o (4%12013041]5)

+ + i(6—|—log(3g))

c12 39glcie C14
2
+ 913487 +6) (g + )0 + (37n(1 + 3g) + log(14) + 38¢").
C15 C12C15

Alors on a

(113) log d(u, W)
14y(t—dim V) +g—dimB dimB C13 Lo
>— Yy(t—dimV)—py+g—dimB t—dimV gr— im U.
C20 (cu Ciy Cis —39g!c16

Démonstration. — La premiére condition n’est pas absolument nécessaire mais elle simpli-
fie quelques calculs intermédiaires. Les deuxieme et troisieme conditions correspondent a
C15 > C21Ca3 €t c14 > 2ca1co3 provenant de (62), p. 740. En effet, on a

(9 + t)N(dim G)1391 T F9=—1(g* — dim 7, (A*))!

— 69
ca1¢23 =6 1t + g
<187 (g+t)! (g+ ) t*!(g* — dimm, (A4%))!
t! t*! (t* +g*)!

car dim G} < g + t* et donc ca1c23 < 18%@)2. La condition (4) de la proposition A.1 est
c16 > 49ca3ca5, qui se trouve a la fin de la preuve de la proposition 5.3, p. 741, car
(g +t)! (dim A)! t*!(g* — dimm,, (A*))!

t! g! (t* + g*)!

CogCos = 391+ F9n1

est strictement inférieur a 39(g + ¢)!/t!. La condition (5) provient de la condition de Siegel (73),
p- 748. Quant a la derniere, il s’agit précisément de I’inégalité de pentes qui résume toutes
les estimations obtenues dans la preuve du théoréme 5.2. C’est en réalité 1’inégalité (109)
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réécrite en termes seulement des constantes cio, . .., c15. L'inégalité (113) est alors équivalente a
logd(u, W) > —020(040)1/‘“U que I’on trouve a la toute fin de la preuve (p. 760). 0O

I1 ressort clairement de cette proposition que les constantes cy2, ..., c1g doivent &tre choisies
aussi petites que possible. Notre choix a été effectué dans 1’ordre suivant : cig, 14, C13, Ci5
(avec la condition (112), qui implique (2)). Il reste alors une seule condition provenant de (112)
qui concerne cj2. Ainsi, numériquement, les constantes cjg, c14,c13 étant fixées (et les choix
sont presque les meilleurs possibles), il est facile de choisir au mieux cj2 et c;5 de sorte que
les conditions (2) et (112) soient remplies, et 1’on obtient alors des constantes numériques tres
précises (éventuellement a 1’aide de calculs sur machine).

Pour finir, mettons en ceuvre ces quelques regles dans le cas elliptique afin d’obtenir la
constante c4o du théoreme 6.2. Nous revenons aux hypothéses de ce théoreme, et, en particulier,
ona g=n,t=1. Nous choisissons

16=12"(n+1)!,

14 =2"132" (n+ 1)1,

13=2"1132(n + 1)12(2n 4 3)"(n + 1),
c15 =4(n+1)*(487 + 6)c35.

A I’aide d’un calcul direct, nous déduisons que 1’inégalité (112) est satisfaite si

(114) s 0y gyl o)
4 = C12 C12
ou
y(n) :=(n+ 1)@ +8(n+1)(2n+1)

+60n°(n + 1) +20n3(n + 1) +4(n + 1) log(4)
+4(n+1)log(2"" (2n +3)"(n+1)%) + 4(n + 1)nlog(c1s).
Observons que y(n) < 145n° (n +1)2 car cette megahte est vraie pour n =1 (y(1) ~ 456, 71) et
la fonction n +— (y(n) — 60n8(n + 1)) /(n®(n + 1)?) est une somme de fonctions décroissantes
(n € N*). Montrons alors que c¢12 = 800n4(n + 1)2 convient. En effet, avec nos choix, on a
~(n) FA(n+ 1)210g(1 +c12) <"y log 801 + 4log(n) + 2log(n + 1)
C12 12 5 200n4

Le dernier terme est une fonction décroissante de n, donc majoré par sa valeur en n = 1, ce qui
implique

log(1
1)y pyplogliten) g g0 7
C12 C12 5 4
La proposition A.1, la fin de la preuve du théoréme 6.2 et la remarque sur cyp qui suit (111)

impliquent que nous pouvons choisir un majorant quelconque de

codim B+1 codim B
C14C15

c C13
115 12
( ) S"TL!Cla

n+1 log(n+1)
2 80nt(n+1)

+ (n+1)log(18(n + 1)013)> +1
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pour ¢4o. Comme (n+ 1)! < (n+1)",ona
c13 < 23n+133n(n + 1)3n+1

donc 18(n 4 1)e13 < (6(n +1))37+2 < 63(n+De3(n+1)” ¢t e terme entre parentheses de (115)
est borné par 5(n + 1)3,

c14 < 2n+132n(n + 1)27"!,7
< 20793575 (n + 1) (car 4(487 + 6) < 27 x 5).

Avec en outre c12 < 2°5%(n +1)% et

C13  p+1 n 2 n+1qn n-+2
3l =2"""2n+3)"(n+1)° < 2" 3" (n+ 1)

un calcul direct fournit la valeur que nous avons donnée a c43.

Compléments. — o 11 est impossible ici d’affaiblir le terme (n + 1)6”2 qui est dans c42 en
(n+ 1)6”2 avec € < 6, contrairement au résultat de David qui autorise € = 2. En réalité, dans le
cas général, on montre que

Cc5 > gzg % +4g %

car nécessairement ci4 3> g9 et ci5 > ¢%9. Il semble qu’au moins deux raisons se cachent
derriere cela. La premiére provient de la condition (4) de la proposition A.1, qui implique
glog(g) = O(logcig), tandis qu’il y avait seulement g = O(logcig) dans op. cit. Cette
condition provient de I’introduction du sous-groupe auxiliaire G, dans la preuve de la propriété
d’injectivité de ¢ (p. 739), sous-groupe dont nous avons eu besoin pour prendre en compte la
possibilité que certains des parametres D; soient nuls. La seconde raison est que le passage
de S2(G;Dj,...,D}) arg(€) dans la preuve du lemme 5.9 (inégalité (72), p. 747) crée un
facteur (g + ¢)! qui apparait dans ca9 et qui se répercute ensuite dans la condition (5) de la
proposition A.l. Je ne sais pas comment résoudre ces problemes techniques. Toutefois, dans
la pratique, I’on peut imaginer les contourner au moyen du groupe H. En effet, il ressort de
I’inégalité (113) ainsi que de la valeur de la constante c5 du théoréme 3.1 que la constante finale
est d’autant plus petite que le rapport

codimH codim H B codim H
v t—dim(V+A(tg)) codimH — codimy, (W5 Nty)

I’est. Un choix adéquat de H permet donc de diminuer la constante quitte a affaiblir I’aspect théo-
rique de la mesure d’indépendance linéaire de logarithmes, a travers le parametre U (voir la dis-
cussion qui suit le théoreme 3.1). Par exemple, la constante ¢4 du théoréme 1.3 est « seulement »
exponentielle en glog g, et non, comme a I’accoutumée, exponentielle en g2 log g. Or la taille de
cette constante est un obstacle majeur lorsque 1’on cherche a résoudre des équations diophan-
tiennes a 1’aide de telles mesures d’indépendances linéaires de logarithmes abéliens. Il existe des
procédés fondés sur 1’algorithme LLL qui permettent (au moyen de calculs avec des ordinateurs)
de réduire drastiquement ce type de constantes et, par suite, le nombre de solutions potentielles de
I’équation diophantienne en question (voir [30,65,66]). Néanmoins ces méthodes restent subor-
données a une limitation physique simple : la constante initiale doit étre de taille «raisonnable »
pour étre codée informatiquement. Dans ces applications, la variété abélienne choisie est souvent
la puissance r-ieéme d’une courbe elliptique A ou r est le rang de Mordell-Weil de A(k). Avoir
ainsi la possibilité de prendre la racine (r + 1)-iéme de la constante «usuelle » peut s’avérer
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primordial, ou, a tout le moins, plus important que la qualité de la mesure en les parametres log b
etloga;, 1 << n,comme les experts le savent bien.

o Il serait intéressant de supprimer la quantité log™ loga; dans la définition de a (p. 707).
C’est une question a priori délicate qui n’est toujours pas résolue méme dans le cas d’un groupe
linéaire, sauf si I’on impose une condition de rationalité supplémentaire sur Wy, a savoir Wy est
I’espace tangent d’une sous-variété abélienne de A. Une étude systématique de cette question
comportant des rappels historiques est faite dans le texte [29].

e L’hypothese (1) ou (2) sur le point p dans le théoréme 3.1 est la conséquence d’une compli-
cation technique qui est apparue au cours de la démonstration et que nous n’avons pu surmonter
qu’avec cette hypothese. Elle résulte de la nécessité de pouvoir extrapoler sur les multiples en-
tiers 2p, 3p, ... du point p afin de se placer dans le cadre «strict» de la méthode de Baker. Ces
multiples doivent donc étre distincts modulo les sous-variétés abéliennes propres de A. 1l s’agit
de I’hypothese qui permet d’étre dans le « cas non-périodique » de la preuve classique. Pourtant,
P. Philippon & M. Waldschmidt avaient montré comment 1’on pouvait s’affranchir d’une telle
hypothése (autrement dit, ils ont su résoudre le «cas périodique ») en effectuant une «extrapo-
lation sur les dérivations » le long de W, (a la Gel’fond) lorsque p est de torsion modulo une
sous-variété abélienne propre de A. A la suite du changement complet de la structure de la dé-
monstration présentée ici, nous ne sommes pas parvenu a incorporer leur idée dans notre preuve.
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