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Abstract. This work falls within the theory of linear forms in logarithms
over a connected and commutative algebraic group, defined over the field
of algebraic numbers Q. Let G be such a group. Let W be a hyperplane of
the tangent space at the origin of G, defined over Q, and u be a complex
point of this tangent space, such that the image of u by the exponential map
of the Lie group G(C) is an algebraic point. Then we obtain a lower bound
for the distance between u and W @ C, which improves the results known
before and which is, in particular, the best possible for the height of the
hyperplane W. The proof rests on Baker’s method and Hirata’s reduction
as well as a new arithmetic argument (Chudnovsky’s process of variable
change) which enables us to give a precise estimate of the ultrametric
norms of some algebraic numbers built during the proof.

1. Introduction

L’objet de cet article est de démontrer deux nouveaux résultats, concernant
la théorie des formes linéaires de logarithmes, que nous avions présentés
(sous une forme tres légerement plus faible) dans [16].

La problématique est la suivante. Etant donné un groupe algébrique
commutatif G défini sur Q, un hyperplan W de 1’espace tangent a 1’origine
de G, également défini sur Q, et u un point complexe de cet espace tangent,
d’exponentielle (de Lie) algébrique, il s’agit d’étudier la distance qui sépare
u de cet hyperplan W.

Siuappartienta W®C, un théoreme de Wiistholz [34] assure I"existence
d’un sous-groupe G de G tel que u € 15(C) € W @ C. Nous redémontrons
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ce théoreme en apportant une précision supplémentaire sur le groupe G :
son degré (relatif a un plongement fixé de G dans un espace projectif)
admet un majorant effectif, indépendant de la hauteur de 1’espace vecto-
riel W. Notons que le choix de cette hauteur n’a pas vraiment d’importance
ici; pour fixer les idées, I’on peut considérer la hauteur de W au sens de
W.M. Schmidt [27] aprés avoir sélectionné une base (sur Q) de 1’espace
tangent fg. L’information que 1’on obtient sur le degré de G permet de
quantifier la relation de dépendance algébrique entre les coordonnées de u.
Par exemple, dans le cas particulier ou G est une variété semi-abélienne,
une conséquence du théoréme que nous obtenons est le résultat suivant :

Théoreme 1. Soit G une variété semi-abélienne définie sur Q, munie d’un
plongement @ dans un espace projectif. Notons exp [’exponentielle du
groupe de Lie complexe G(C). Soient W un hyperplan de I’espace tan-
gent tg, défini sur Q, etu € W Q C tel que p := expu € G(Q). Soient h(p)
la hauteur logarithmique absolue (cf. (1)) du point (projectif) ®(p) et ||.||
une norme hermitienne sur tg ® C. Soit D un majorant du degré d’un corps
de définition de G, W et p. Soit E un nombre réel quelconque > e. Enfin,
considérons a € R tel que

D

Alors il existe une constante c¢; = c1(G, @, ||.||) (en particulier indé-
pendante des hauteurs de p et de W) et il existe un sous-groupe algébrique
connexe G de G, de dimension d, vérifiant les conditions suivantes :

DQuergC cWeC.
@ Le degré degy, G de G, relatif au plongement @, est majoré par

Dloga )’ D DI a1
c1D max {1, - 1, ——log™ oed :
log E log E log E

Ce type d’énoncé est rarement mis en relief en dépit de la (relative) simplicité
avec laquelle il se déduit de la démonstration d’une mesure d’indépendance
lin€aire de logarithmes. Dans [12], p. 10, S. David fournit une majoration du
degré de G, dans le cas particulier ou G est un produit de courbes elliptiques,
avec une constante c; explicite (mais sa borne dépend de la hauteur de W).

Lorsque u ¢ W ® C, nous obtenons une minoration de la distance
d(u, W ® C), optimale en la hauteur 1(W) de I’espace W :

Théoreme 2. Soit G un groupe algébrique commutatif, défini sur Q. Soit
W un hyperplan de l’espace tangent a [’origine tg, défini sur un corps
de nombres de degré D, et soit u € tg(C) tel que expu € G(Q). Mu-
nissons tg(C) d’une distance hermitienne d. Il existe une constante ¢, =
(G, d, u, D) (indépendante de la hauteur de W) telle que, sin ¢ W Q C,
alors

2
loga > max{l, h(p), w} .

logd(u, W ® C) = —c; max {1, h(W)} -
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Ce théoreme améliore la dépendance en h(W) du résultat antérieur de
N. Hirata-Kohno [20], qui comportait une puissance de log (W) supplé-
mentaire. De ce point de vue, nous généralisons également les travaux
récents de M. Ably [1], S. David et N. Hirata-Kohno [13], qui ne traitaient
que le cas particulier (ou un sous-cas) du produit d’un groupe affine G, par
des courbes elliptiques. Pour un historique détaillé des progres réalisés sur
cette question, nous renvoyons le lecteur a [13]. Signalons que ces deux
derniers auteurs ont obtenu récemment un résultat de ce type, toujours dans
le cas particulier ci-dessus, lorsque W est de codimension quelconque > 1
dans 7.

Comme me I’a fait remarquer le rapporteur, il est important de noter que
ces deux théoremes se completent mutuellement en fournissant une version
plus fine du premier. En effet, il est possible de les lire d’une maniere
légerement différente, a I’instar du théoreme 2.1 de S. David dans [12].
Pour aboutir a la conclusion du théoréme 1 ci-dessus, nous avons supposé
que le logarithme de u appartenait a I’espace W @ C. En réalité, il suffit,
pour obtenir cette méme conclusion, de supposer que la distance de u
a W ® C est « petite », la quantification précise de cette petitesse €étant
fournie par le théoreme 2, puisque, par contraposée, si logd(u, W ® C) <
—cymax {1, h(W)} alors u € W ® C et le théoreme 1 s’applique. Cette
observation vaut également pour le théoréme 3 qui va suivre.

Dans le cadre général d’un groupe algébrique commutatif, toutes les
mesures d’indépendance linéaire de logarithmes, obtenues jusqu’a main-
tenant, ont leur schéma de démonstration fondé sur I’article original de
P. Philippon et M. Waldschmidt [25], avec en toile de fond la méthode de
Baker. En 1991, N. Hirata-Kohno introduisit une nouvelle idée qui permit
d’améliorer considérablement la dépendance de la mesure en le parametre
« hauteur de I’hyperplan ». Cette idée consiste a modifier 1égerement le
groupe algébrique et I’hyperplan de départ, puis a se servir du facteur G,
introduit pour juguler I’influence des dérivations. Le nouvel argument qui
optimise la mesure pour ce parametre (théoréeme 2 ci-dessus) est inspiré des
travaux de D.V. et G.V. Chudnovsky [9-11], et il a été mis en ceuvre pour
la premiere fois dans ce contexte par S. David et N. Hirata-Kohno [13, 14].
Il repose sur un changement de variable qui donne lieu, pour la partie arith-
métique de la preuve, a un raisonnement direct avec les parametres locaux
du groupe algébrique et non, comme auparavant, avec ceux de I’espace
tangent du groupe. Cela revient a utiliser le logarithme (formel) en lieu
et place de I’exponentielle (ce qui, au fond, pour obtenir des formes li-
néaires de logarithmes peut sembler étre une idée bien naturelle) pour les
estimations des normes ultramétriques des nombres algébriques qui appa-
raissent au cours de notre démonstration. C’est donc la méthode générale
de [25], précédée d’un conditionnement des données (groupe algébrique,
hyperplan) et a laquelle s’ajoute le choix pertinent des variables locales
(selon la nature des estimations a effectuer), qui permet d’obtenir les ré-
sultats du paragraphe 3.1 et d’en déduire en particulier les théoremes 1
et 2.
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Notations et conventions

Si x est un nombre réel, [x] (resp. x*) désigne la partie entiere de x (resp. le
maximum de x et 0). De méme, card désigne le cardinal d’un ensemble et
Vol le volume d’un objet. Dans ce texte, In = log est le logarithme népérien
(éventuellement étendu 2 un ouvert simplement connexe de C\ {0}). Etlog™
désigne la fonction d’une variable réelle x — log max {1, x}.

Soit K un corps de nombres, d’anneau des entiers Ok. Nous désignons
par Mk I’ensemble des places de K. Pour v € Mk, la valeur absolue |- |,
sur le complété K, est normalisée de la maniere suivante :

[1], =1 si v est archimédienne,
Iply = % si v est ultramétrique, au-dessus du nombre premier p .

Six = (xo : -+ : xg) € P(K), le réel h(x) est la hauteur de Weil
logarithmique absolue de x (voir par exemple [33], p. 77) :
0 = —— 3 K, Q] logmax ([l - gl (D)
X) (= ———— : og max {|xoly, ..., |X .
[K : Q] 5 v v v glv
Lorsque ay, ..., a; € Q sont les coefficients d’un polyndme P, nous no-
terons h(P) la hauteur du point projectif (1 : a; : --- : ay). Sia € Q,

I’écriture |o| désigne le maximum des valeurs absolues des conjugués
de a.

Si G est un groupe algébrique complexe, expg : t¢ — G désigne
I’application exponentielle de G et §2¢ le noyau de cette application (sous-
groupe des périodes). Nous aurons a considérer I’exponentielle normalisée
au sens de [28], ce que nous détaillerons plus loin au § 5.

SiV =V, x--- x V, est une variété sur un corps K, on désigne par
H0(V; Xy, ..., X,) lapartie homogene de plus haut degré du polyndme
de Hilbert-Samuel multihomogene de V, multipliée par (dim V')! (voir [23]).

Au cours de la démonstration des théorémes du § 3.1 apparaissent,
en nombre fini, des constantes ¢, indexées par N, qui ne dépendent que
du groupe algébrique G, d’un éventuel plongement de ce groupe dans un
espace projectif, d’'une base algébrique de I’espace tangent a G et de la
distance choisie sur 7 (C). Par convention et par commodité, ces constantes
seront positives et choisies de maniere croissante en fonction de leur indice
(c; < ¢y < ---). Elles seront toutes plus petites que le nombre réel C
introduit lors du choix des parametres, au § 6.2.

2. Données

2.1. Le groupe algébrique

Soient n un entier naturel non nul et K un corps de nombres plongé dans
C (nous noterons parfois oy : K — C le plongement choisi de K dans C).
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Considérons Gy, ..., G, des groupes algébriques commutatifs, définis
sur K. Notons

G()I:Ga, GIZG()XGlX---XGn

le groupe algébrique produit, §, la dimension de Gyetd + 1 := §y + &, +
...+ 6, celle de G. Soit e := (e,,)0<m<q une base du K-espace tangent
(al’origine) f¢ telle que

€ = (e5o+~-~+8,'_]’ cee 650+-~~+8i71)
forme une base de fg, pour i € {0, ..., n} (par convention d’écriture,
§_1 := —1). Nous choisissons un plongement admissible' @ du groupe G

dans un espace multi-projectif P := PM x ... x PV, défini sur K, et nous
noterons p; un majorant > 1 de 1’ordre?d’une représentation de I’exponen-
tielle du groupe de Lie G;(C) dans ce plongement. Dans la pratique, nous
prendrons p; = 1 si G; est un groupe lin€aire (commutatif) et p; = 2 si G;
a une partie abélienne non triviale. Ces objets possedent quelques proprié-
tés supplémentaires (en particulier d’intégralit€¢) que nous développons au
cours de la démonstration du lemme 13.

2.2. Données arithmétiques

Soient L un corps de nombres contenant K, D I’entier naturel [L : Q] et
p € G(L). Soit & ..., &p une base quelconque du QQ-espace vectoriel L.
Leréel h(&; : --- : &p) estlahauteur logarithmique absoluede (&) : --- : &p)
€ PP~1(L). Nous supposerons que L est plongé dans C via un prolongement
de oy (que nous noterons encore oy).

Considérons u = upey + - -+ + ugey € tg(C) un logarithme de p, i.e.
eXpg(c)(W) = P (en particulier up € L). Soit p; I'image de p dans G;
et u; un logarithme de p; tel que u = (uy, ... ,u,). Le réel h(p,) est la
hauteur (logarithmique absolue) du point algébrique @(p;) dans I’espace
projectif PVi. Lorsque n est un entier naturel, nous notons

I,(n) =10, p, ..., np}-
Enfin soit W un hyperplan de t¢ ®k L d’équation
20 =Piz1+ -+ Paza (2)

I Au sens du § 5. On dit aussi parfois plongement « & la Serre », en référence a 1’appen-
dice [28] de [29], écrit par J.-P. Serre sur ce sujet.

2 Lorsque f(z1, ..., z¢) est une fonction analytique a £ variables, 1’ordre de f est par
définition

loglog™ max | f(z1, ..., 2¢)|
lzi|<R

lim su
R— oop log R
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dans la base e, ou By, ..., B; sont des éléments de L. Ici la hauteur h(W)
de W est la hauteur logarithmique absolue de (1 : By : --- : By). Ainsi
définie, cette hauteur dépend du choix de la base e. A une fonction bornée
pres, c’est la hauteur définie par W.M. Schmidt [27] et aussi celle définie
par J.-B. Bost dans [7], p. 133.

Posons également A := uy — Biu; — --- — Bauy. Le théoreme porte
sur une minoration de la distance de u a W lorsque cette quantité n’est
pas nulle. Pour énoncer le théoreme du paragraphe suivant, nous fixons
une norme hermitienne ||.|| sur g (C) et nous notons d la distance associée
a cette norme. Par exemple, si nous choisissons la norme qui rend la base
e orthonormée, un calcul immédiat (a I’aide des déterminants de Gram par
exemple) fournit I’égalité

| Al
d(u, W) = o 3)
(L+ 1Bl + -+ 1Bal?)

Ainsi, il est équivalent de minorer d(u, W) et de minorer le module de
la forme linéaire A, si I’on ne tient pas compte de la dépendance en la
distance d. Pour la démonstration, la norme ||.|| sera I’'unique norme qui rend
isométrique I’isomorphisme #g(C) ~ C?*!, fixé par la base e (I’espace C*+!
étant muni de son produit hermitien canonique). Mais pour 1I’énoncé des
résultats au paragraphe suivant, la distance d et la base e seront dissociées
et quelconques.

3. Résultats
3.1. Enoncés

Le résultat principal de cet article est le suivant.

Théoreme 3. [l existe une constante effective ¢z > 0, ne dépendant que du
triplet (G, @, e, d), ayant la propriété suivante. Soit E un réel > e. Posons

B D D+, (h(p)) + (Elu; 1))
a._1+|:10gElog <1+ log E

et
__card(I'p(a))

log pyd < (PIW) + Dhuo) + a log E)

n ' dj
X 1_[ (alogE + D max {h(sp;)}+ (Ealllljll)pj) .
i1 0<s<c3a

o Siu € W, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G de Gy,
de dimension d, tel que
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(a) L’espace tangent a l’origine tg est inclus dans I’hyperplan W.

(b) Le point u appartient a tg(C).

(c) Sim:G — ]_[?21 G; désigne la projection canonique, il existe un
entierm > 1 et des entiers distincts 1 < j; < --- < j,, < n tels que
le degré de n(G) (relatif au plongement choisi de G dans un espace
projectif) est majoré par

card(Ip(a))
c _—
> (alog E)
m—1 ) 8jg
X 1_[ (alog E+ D max {h(sp;)}+ (Ea ||ujg||)pj(>
e 0<s<cza (4)

N A @y, )
x <alog E+ D max {h(sp;,)} + (Eallu;, ||)p””>
<s=<c3a

{ Dh(& :---:&p)+ DlOg(D)}
X max {1, .
U
e Siu ¢ Wg, alors :
logd(u, W) > —csmax{U, Dh(&,:---:&p)+ Dlog(D)}. (5)

Dans le cas particulier ou la forme linéaire est non-homogene, nous avons
le résultat suivant plus précis.

Théoreéme 4. Avec les notations du théoreme 3, supposons que le nombre
complexe u est non nul et que le groupe algébrique ]_[';.21 G; est une variété
semi-abélienne. Alors u n’appartient pas a W et il existe une constante
c4 > 0, ne dépendant que du triplet (G, @, e, d), telle que, si

a
'=——— x| Dh D h log E
U (alog £)1 X ( (W) + Ogga{ (sup)} + log )

n . 8;
X 1_[ (alogE + D max {h(sp;)} + (Ea||uj||)p'l)
=1 0<s<csa

alors
logd(u, W) > —cymax {U’, Dh(&, : ---: &Ep) + Dlog(D)}. (6)

La différence entre U et U’ réside dans le remplacement de la quantité
Dh(up) + alog E par la quantité (plus petite) Domax {h(sup)} + log E

<s=<cyqa

(qui est de I’ordre de Dh(ug) + Dloga+ log E) de U'.
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3.2. Commentaires et conséquences

Ce théoreme contient les mesures d’indépendance linéaires de logarithmes
obtenues par N. Hirata-Kohno [19] et S. David [12], a I’exception, dans
ce dernier cas, de la constante ¢4 qui ici n’est pas totalement explicite.
Il généralise également le résultat de S. David et N. Hirata-Kohno pré-
senté dans [13]. Toutefois, mentionnons que dans le cas particulier du
produit d’une puissance du groupe affine G, par des courbes elliptiques,
ces auteurs ont démontré une version « simultanée » ou I’espace W est de
codimension quelconque > 1 [14]. L’amélioration essentielle qu’apporte
le théoreme 3 par rapport a ces résultats est la disparition de termes pa-
rasites en log h(W), pour garder un minorant de logd(u, W) linéaire en
h(W) (la quantité Dh(&; : ---&p) pouvant &tre majorée par une fonction
linéaire de A (W), voir ci-dessous). Comme annoncée dans le théoréeme 2,
la majoration log |[A| > —csmax {1, h(W)} est alors optimale. En effet,
supposons qu’il existe une fonction b : Rt — R telle que b(x)/x e 0

et telle que

log |A| = =D(h(1 1 ug: Br:---: Ba)) .
Alors le passage de (ug, Bi, ..., Ba) 2 (52, %, e ’3—1\;’) (ou N est un

entier naturel > 0, premier a 1’idéal fractionnaire (uo) + (B1) + - - + (Ba)
de @) ne modifie pas le degré du corps de nombres L (ni, non plus, au-
cune des autres données) et transforme log|A| en log|A| — log N ainsi
que A(1 : ug : By : et Ba)en h(1 :ug : By : -+ : Bg) +1log N (pour
N > max {|ug|, ..., |Bal}). La contradiction arrive lorsque N — oo. Le
majorant (4) de deg 7(G) est, quant a lui — et c’est nouveau — indépendant
de h(W).

Par ailleurs, avec des arguments ad hoc, il est possible de démontrer
des majorations plus précises du degré de m(G) lorsque G est un groupe
linéaire commutatif (voir § 3.3 ci-apres). Cependant, dans le cadre général
d’un groupe algébrique commutatif quelconque, seule la méthode de Baker
(que nous employons) permet, a I’heure actuelle, d’obtenir de tels rensei-
gnements. Par ailleurs, si nous nous sommes contentés de majorer le degré
total de w(G), une adaptation triviale de la proposition 3 permet de majo-
rer individuellement chaque coefficient de degré maximal du polyndme de
Hilbert-Samuel multihomogene de 7(G) (i.e. le degré des projections de
(G) sur ses « n-faces d’indice (iy, ..., i,) »de G| x --- x G,,), a 'instar
du théoréme 2 de [4].

D’autre part, il existe une constante cg, ne dépendant que de (G, @, e),
telle que le terme 0max {h(sp;)} soit majoré par

<s<a

cea” (h(p;) + 1).
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Il était d’usage de remplacer le maximum par son majorant®>. Mais cette
majoration devient trés maladroite lorsque le groupe G; est un tore ou une
variété abélienne. Dans le premier cas, par définition de la hauteur 4, on a

max {h(sp;)} = Orggga{h(pj)} = max {[s|h(p))} = ah(p))

et, dans le second cas, la hauteur £ est comparable a la hauteur de Néron-Tate
h (relative a une polarisation) de la variété abélienne (i.e. h —h = O(1)) et
on a donc

max {h(sp;)} = a*h(p;) + O(1) .

0<s<a
Dans ces deux cas, nous évitons un terme a”/ supplémentaire et cette absence
peut se révéler vraiment importante pour la qualité de la mesure lorsque (par
exemple) p; est un point de torsion du groupe G;.

En outre, en I’absence d’informations particulieres sur le point p de

G(Q), il convient de remplacer, dans les inégalités (4) et (5), le terme
card(/p(a)) par a + 1. Cependant, 1a encore, lorsque p est un point de

torsion de G(Q) (ou, encore mieux, si p = 0, i.e. le logarithme u appartient
au sous-groupe des périodes de G(C)), le cardinal de I',(a) est, a priori,
tres inférieur a a 4 1 et, concurremment avec la remarque précédente, les
inégalités (4) et (5) deviennent beaucoup plus précises. Siu € 2 (), 1l n’est
pas exclu qu’une modification de la construction de la fonction auxiliaire
ou qu'un lemme de Schwarz approprié améliore fortement ces inégalités.

Quant au parametre E, nous ne lui imposons aucune majoration, con-
trairement a 1’usage établi (voir par exemple [12] et [19]). C’est en grande
partie une question de présentation (voir remarque 2.9 de [19]), mais nous
pensons que cela clarifie le lien entre les données et les parametres. L’ ori-
gine du parametre E est analytique. Il représente un quotient de rayons dans
le lemme de Schwarz (approché).

Le calcul explicite des constantes qui apparaissent dans les théoremes 3
et 4 nécessite la connaissance des données suivantes :

a) Pour chaque plongement o : K < C, les constantes ¢, et ¢, définies
par les inégalités (12) et (13), qui permettent de mesurer la « taille
analytique » du plongement @ par rapport a la norme choisie sur zg_ (C).

b) Les constantes liées a 1’écriture explicite des équations définissant le
groupe G au voisinage de 1’origine et aux formules d’additions et de
dérivations dans le groupe G (p. 154).

c) La constante de la proposition 2. Cette constante peut étre calculée
pour un choix raisonnable des normes sur I’espace tangent et de @
en reprenant les calculs de [5] et en s’appuyant en particulier sur la
remarque 3 de cet article.

3 Ce qui est source d’une erreur extrémement fréquente dans la littérature [19,20,25], er-
reur déja constatée par G. Diaz [15], qui consistait a majorer /(p; )+1 par une quantité log V;,

i P
définie comme un majorant de max {% h(p;), W} au lieu de max {1, h(p;), %}
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d) La hauteur d’un élément primitif « de K (i.e. tel que K = Q()).

e) La constante qui apparait dans la majoration du rang du systeme linéaire
(lemme 5). Cependant, un plongement « a la Serre », comme le notre,
permet de prendre 87 pour cette constante (voir le lemme 6.7 de [25]).

On notera que les constantes les plus difficiles a appréhender sont celles
liées au plongement @. Le mieux est donc d’éviter de plonger le groupe
dans un espace projectif ! Le lecteur intéressé par cette question pourra
consulter [18] (ainsi que la seconde partie de [17]) ou I'utilisation de la
méthode des pentes de J.-B. Bost permet de calculer cette constante dans le
cas d’une variété abélienne.

Le terme Dh(&, : --- : &p), qui apparait dans les inégalités (4), (5)
et (6), résulte de la construction du polyndme auxiliaire avec une variante
du lemme de Siegel. En réalité, ce terme est récurrent dans la littérature
(voir, par exemple, le paragraphe 5 de [31] (condition (5.5)), le début de la
démonstration de la proposition 3.8 de [30] (p. 275), et bien sir [1,12,19,
20,25,26]) mais il ne représentait pas une contrainte réelle car, la plupart du
temps (sauf pour certaines mesures d’approximations simultanées, voir a ce
sujet [20,26]), il était inclus dans un terme général plus grand. Dans les cas
favorables ou la méthode des pentes (ou des déterminants d’interpolation)
s’applique, cette quantité est supprimée. Lorsque le corps de nombres L
est choisi « minimal » (comme corps de définition de G, W et p), il existe

une base &, ..., &p de L telle que la quantité Dh(& : --- : &p) soit
controlée. En effet, notons (8" : - - : 131(52) I’'image du point p, par @ dans

PN (L) (0 < ¢ < n) et K, le corps engendré sur K par les éléments ,B(.E),
0 < j < N,. Soit o un élément primitif de K|p. L’ensemble

n Ny
(ot TTTT 5

=0 j=0

ol iy + -+ +ig < [K(Bi, ..., B) = KL, Y gme ; < [K, : K] et
h < [K : Q], est un ensemble de générateurs du Q -espace vectoriel L.
En particulier, D étant le degré [L : Q], on peut choisir une base & = 1,
&, ..., Ep parmi ces générateurs. Cette base vérifie :

h :---:&p) <[K(Bi, ..., fo) : KIA(1 By oo+ Ba)

+ Y K : Klh(py) + [K : Q1 ()

p (7)
< D(h(W) + h(uo) + h(p1) + --- + h(ps))
+ [K: Qlh(a) .
Si cette majoration permet d’avoir une idée de la taille maximale de
Dh(&; : --- : &p), 1l serait maladroit de la substituer systématiquement

a ce terme (par exemple si . = Q). L’utilisation du lemme de Bombieri-
Vaaler [6] au lieu du lemme de Thue-Siegel doit permettre de remplacer
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la quantit¢ Dh(&; : --- : &p) par le logarithme de la valeur absolue du
discriminant (absolu) de L. Dans le cas particulier d’un produit de courbes
elliptiques, S. David et N. Hirata-Kohno ont montré qu’il était possible d’en-
lever ce terme si on utilisait pour la construction du polyndme auxiliaire un
« lemme de Siegel absolu » (voir [14]). Malheureusement, I’argument est
fondé sur I’équivalence entre deux systemes linéaires, et ce fait n’est plus
nécessairement assuré avec un produit de groupes algébriques de dimension
> 1 lorsque nous sommes dans le « cas périodique » (voir définition 1).

Signalons également une 1égere modification du choix de a dans le
théoréme 3 comparativement au théoreme 0.1 de [16]. Cela ne modifie pas
la démonstration mais la conséquence est que I’on n’a plus nécessairement U
supérieur a D log(D), terme qui apparait conjointement avec Dh(&; : ---&p)
lors de I’estimation de la hauteur du polyndme auxiliaire (voir inégalité (37),
p. 174). C’est pourquoi nous I’avons rajouté dans les estimations (4), (5)
et (6). De plus, on peut montrer que les théoremes 3 et 4 restent valides
en remplagant U (resp. a) par un majorant, a condition de faire évoluer
le majorant de degg w(G) selon I'inégalité (26), p. 163, ce qui permet de
retrouver ainsi le théoreme 0.1 de op.cit.

Enfin, il est tres probable que ce résultat correctement adapté (a I’ instar
de [14,20]) reste valide lorsque W est un sous-espace vectoriel de codimen-
sion > 1 de 7¢(Q).

Afin de mieux percevoir la portée de la mesure (5) du théoreme 3, nous
allons mentionner plusieurs conséquences (simples) de ce théoreme, lorsque
le groupe G est réduit a un unique groupe algébrique (n = 1), en isolant
chacune des quantités h(p), D, |lu||. Les données sont celles du § 2, sans
hypothese particuliere sur la nature du groupe algébrique G.

Conséquence 1 (Hauteur du point p). /] existe une constante
C7 == C7(G7 ¢’ e? d’ ||u||’ MO’ W’ D) 9
indépendante de h(p), telle que siu ¢ W alors

max {1, h(p)}
Cc7 .
(log max {e, h(p)})d-!

log |ug — Bruy — - -+ — Baug| > —

Conséquence 2 (Degré du corps de nombres L). // existe une constante
cs = cs(G, D, e, d, |[ull, up, W, h(p)),

indépendante de D, telle que siu ¢ W alors

D2d+2

8 (logmax e, Dhd—1

log |ug — Bruy — - -+ — Baug| > —

Pour la conséquence suivante, nous prendrons uy = 0.
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Conséquence 3 (Norme du logarithme u). /] existe une constante
co = ¢o(G, @, e, d, W, D, h(p))

indépendante de |||, telle que siu & W alors

log |Biuy + - - - + Baug) = —co max {1, |u]}** (log max {e, u|}H*™ .

Les conséquences 1 et 3 améliorent, dans le cas général, les (meilleures)
minorations (que nous avons déduites) de [19] :

max {1, A(p)}**!
C10
(log max {e, h(p)})¢

log |ug — Bruy — - -+ — Baug|l > —

et

log |Bruy + - -+ + Baual = —cry max {1, [u][}****(log max {e, [ul})**".
Ainsi, outre une mesure optimale en la hauteur de 1’hyperplan, nous avons
également amélioré la dépendance en la hauteur du point p et en la norme de
son logarithme. La raison est que, au cours de la démonstration, nous avons
remplacé la quantité 7 log T par T logmin{Dy, T} (T est un parametre
de dérivation et Dy un degré partiel de polyndme). Comme le parametre
T ne dépendait pas exclusivement de h(W) (je pense, ici, a [12,19,25]),
mais était aussi fonction de A (p) et ||u||, la substitution du terme 7 log T’
au terme 7 log D, apporte des modifications (en I’occurrence des améliora-
tions) de la mesure. Ce n’est pas seulement log 2 (W) qui a disparu mais tout
loglog B (avec les notations des articles cités auparavant). La dépendance
en le degré du corps de nombres n’évolue pas. Le lecteur qui voudrait mieux
comprendre ces points techniques est invité a se reporter au paragraphe 6.2
(ainsi qu’a I’annexe A de [17]).

Avant de détailler le cas d’un groupe linéaire, montrons comment les
théoremes 1 et 2 ainsi que les conséquences 1, 2 et 3 se déduisent du
théoreme 3.

Pour le théoréme 1, choisissons n = 1 et G; la variété semi-abélienne
en question. D’apres les hypotheses, nous sommes dans le premier cas
du théoreme 3, et, compte tenu du fait que I’on peut remplacer U par un
majorant (voir remarque plus haut), on obtient

D max, {h(sp)} + <E||u||)2>5

deg, 7(G) <a (1 + log E

Dh(§ :---:&p) + Dlog(D)}
U

X max {1,

2
a=1+[ D log(1+D+h(p>+(E||u||) )]

log E log E
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et

o\ d
U = a(Dh(W) + alog E) (1 4 Dmax, (op) & (Elul) ) -
log E

En utilisant la majoration (7), on a h(&, : --- : &p) + log(D) < U puis
I’estimation générale max;<q {h(sp)} < c1202(h(p) + 1), on obtient le théo-
reme 1. Quant au théoreme 2, il vientde ceque U et h(&; : - - - : £p) peuvent
étre majorés par une fonction /inéaire de la hauteur de W. La conséquence 1
provient de I’'inégalité (5) en choisissant £ = y/max {e, h(p)}. De méme
la conséquence 2 (resp. 3) vient en choisissant E = /D (resp. E = ¢;3 ol
c13 est une constante qui ne dépend pas de ||ul|).

3.3. Cas d’un groupe linéaire commutatif

Dans ce paragraphe, nous détaillons le cas (classique) ot G est le produit
du groupe additif G, par un tore.

Corollaire 1. Pour tout entier k > 1, il existe une constante c(k) > 0 ayant
la propriété suivante. Soient uy, ..., u; des nombres complexes tels que
chaque oy = e“ appartienne a Q. Soient ug, Bi, ..., Pr des nombres
algébriques non tous nuls. Soient D le degré du corps de nombres M :=

Q(ay, ..., ak, ug, B1, ..., Br)etéy, ..., &pune base du Q-espace vec-
toriel M. Soit E un réel > e. Posons A :=ug + Piu; + - - - + Brug,

a =
D D+ h R E ...+ E
14 log (1+ + h(ay) + -+ h(a) + Elug| + -+ Elug] ’
log E log E
et
V :=card(Ip(a) X (Dh(1 :ug: Br:--: Br) +a logE)

k
Dh(a;) + Elu;|
1 / .
XE( + log E
Premier cas : A = Q.

Alors uy = 0 et il existe une Z-base ey, ... , ex de ZF, un entier naturel
0 <qg <ketdesentiers1 < ji <--- < ji_g <k, tels que

a) Le k-uplet (B, ..., Br) appartient au M-espace vectoriel engendré par
€1, ..., eq.
b) Sieg 1, ..., eyrdésignent les coordonnées de e, dans la base canonique

de 7¥, alors, pourtout £ € {1, ..., q},onaepju; +---+ ey ux =0.
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c) Si M désigne la matrice (ey;)1<t<¢ € Mat, ((Z) alors
I<i<k

k—q
(det MO < c(k) card(Ty(a)) { (1 L Dhj) +E Iuj‘|> }
—1 log E

(8)
! Dh(§:---:&p)+ DlOg(D)}
X max {1,
Vv
oi ‘M est la matrice transposée de M.
Second cas : A # 0.
Alors on a
log|A| = —c(k) max {V, Dh(§, :---: &p) + Dlog(D)} . 9)
De plus, si uy # 0 et
V' :=d (Dh(l B Br) —|—O ma()I(() {Dh(sup)} + log E)
<s<c(k)a’
k
Dh(a;) + Elu;|
1 J J
x 1_[ ( + log E ’
j=1
alors
log|A| > —c(k)max {V', Dh(& :---: &p) + Dlog(D)} . (10)

Preuve. La démonstration de ce corollaire a partir des théoremes 3 et 4
repose essentiellement sur la structure des sous-groupes algébriques d’un
groupe linéaire commutatif (voir, par exemple, la proposition 5.6 de [33],
p. 157).

e Si A =0, d’apres le théoreme 3 appliqué a G = G, x Gk , il existe un
sous-groupe algébrique connexe G de G vérifiant les points suivants :

a) Il existe un sous-groupe Z de ZF tel que G= {0} x Tz, ou, si A est un
anneau (commutatif), T3(A) = {x € A¥; x™ = 1 pour tout m € Z}.
Notons ¢ le rang de Z.Soient ey, ..., e une base (adaptée a Z) de Z*
etay, ..., a, des entiers naturels non nuls tels que 7 :=17. ae1d---P
Z. aq¢q- Comme G est connexe, le Z-module Z est facteur direct dans
7ZF (Z est un sous-groupe primitif de Z¥), i.e. Z*/ Z est sans torsion. Par
conséquent, les entiers a; sont égaux a 1. Notons que la partie additive

de G est nulle car sinon on aurait te, € {z0 = Biz1 + -+ + Brzx}. De
plus, I'espace tangent 7 = tr, s’identifie a I’ensemble

ZLz{(xl, ey X)) €M xymy A+ xmy = 0,
V(mi, ..., m) e Z)
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(voir Lemma 8.13 de [33]). L'inclusion de #t, dans I’hyperplan W :=
{B1z1 + - - - + Brzx = O} se traduit alors par

WE=M.(B1, ..., B0 S ZOM.
b) L’appartenance de (uo, uj, ..., ug) a tg(C) signifie précisément que
uo=0ete, ju; +--- + epktk = 0, pour tout £ € {1, ..., gq}.

c) Le degré du groupe 7(G) = T, relatif au plongement usuel de G dans
(P1)k+1 | est, a une constante pres ne dépendant que de k, égal 2 la somme
des valeurs absolues des mineurs maximaux de la matrice M et est donc
équivalent a /det(MW), en vertu de la formule de Cauchy-Binet (pour
plus de détails, on peut se reporter a la démonstration de la proposition 4
de [5]). L’inégalité (8) résulte alors de la majoration (4) de deg 7 (G).

e Si A # 0, les minorations de log | A| sont les conséquences directes des
inégalités (5) et (6). O

Ce résultat entraine le théoreme célebre de Baker :

Théoréme. Si «y, ..., oy sont des nombres algébriques dont les loga-
rithmes sont linéairement indépendants sur Q alors 1, logay, ... ,logoy
sont linéairement indépendants sur Q.

La majoration du déterminant de la premiere partie du corollaire 1 s’inscrit
dans la lignée des travaux sur les relations de dépendance linéaire entre
les logarithmes de nombres algébriques. Elle est une conséquence de la
démonstration de la mesure d’indépendance linéaire. Pour obtenir des « pe-
tites » relations de dépendance linéaire, il est parfois plus efficace d’attaquer
le probleme directement (donc sans fonction auxiliaire, extrapolation, .. .)
a l'aide, par exemple, de la géométrie des nombres (voir lemme 7.19.
de [33], p. 222). Ce probleme est lié aux relations de dépendance multi-
plicative entre nombres algébriques, étudié par D. Masser dans [22], et a
1’étude du covolume du sous-groupe de Z :

{br, ..., b)eZ o) - o =1}

Un majorant du covolume est de la forme

k—q
clk, L) x max h(o; .
(k, L) 1§jl<,“<,.,<q§k{g ( ,a}

Un théoreme plus précis se trouve p. 205 de [4] (voir également [3]).

Par ailleurs, le corollaire 1 ne contient pas les résultats quantitatifs déja
connus pour les sous-groupes linéaires commutatifs (comme, par exemple,
le théoreme 9.1 de [33]), ne serait-ce que parce que, contrairement a nous,
les auteurs précisent la constante c(k). Dans le cas non-homogene (uy # 0),
le terme

a x (Dh(1:B1:--: B —|—msaX{Dh(su0)} +1logE)
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devrait plutot étre remplacé par
Dh(1:ug:By:---:B)+d +1ogE

(theorem 9.1 de [33], p. 251). L’explication de cette anomalie provient d’une
utilisation (encore) trop « grossiére » du lemme de zéros de P. Philippon,
car, contrairement a [33], nous n’avons pas supposé que les logarithmes
up, ..., u; étaient linéairement indépendants4 sur Q. A fortiori, avec la
mesure d’indépendance (9), nous ne retrouvons pas les mesures fines re-
latives au « cas rationnel homogene », qui concerne les minorations de
|bylogay + -+ + D logay| avec b; € Qeta; € Q (le groupe algébrique
sous-jacent étant GX, ou GK=! x Gy, selon que 'on utilise la méthode de
Baker ou de Schneider, voir [33], chapitre 14.4), ces mesures étant obte-
nues a partir de méthodes et d’outils spécifiques comme les polynomes de
Fel’dman.

4. Organisation du texte

La démonstration des théoremes 3 et 4 fait intervenir 1’existence de plon-
gements des groupes G; dans des espaces projectifs, plongements qui pos-
sedent des propriétés supplémentaires « a la Serre ». Ces outils sont dé-
taillés dans le paragraphe suivant. Ensuite vient la preuve des théoremes 3
et 4. Tout d’abord (§ 6.1), nous « justifions » le choix des données de
départ (en particulier I’hyperplan W, transversal aux espaces tangents g,
et tg, @ -+ @ fg,). Nous choisissons alors des parametres de maniere

a ce que la section’ d’un fibré ample sur G, qui sera construite avec ces
parametres, ne puisse s’annuler le long de ’hyperplan avec un ordre de
multiplicité €levé en les premiers multiples d’un point p (:= expgc,(w))
sans étre identiquement nulle (§ 6.2). Le choix de ces parametres est guidé
par le souci de prendre en compte d’emblée le « sous-groupe obstruc-
teur » fourni par le lemme de zéros de P. Philippon [23]. La contrainte
liée a ce type de méthode est que, dans le reste de la démonstration, nous
devons garder (Jusqu’a I’extrapolation analytique) un sous-groupe obstru-
cteur particulier qui conditionne le type d’extrapolation effectué au § 6.10,
selon qu’un multiple de p appartienne ou non a ce sous-groupe (distinction
entre cas périodique et cas non-périodique, selon la terminologie introduite
par P. Philippon et M. Waldschmidt [25], fin du paragraphe 6.2). Dans
le cas périodique, nous donnons quelques informations complémentaires
sur le sous-groupe obstructeur, qui seront a I’origine de la majoration (4)
du théoreme 3 (§ 6.4). Apres quelques énoncés techniques concernant le
choix de bases pour I’hyperplan (§ 6.3 et 6.6) et les modifications des
dérivées liées au passage d’une base a une autre (§ 6.7), nous entrons

4 Cette hypothése supplémentaire permet, par exemple, de calculer le cardinal des quo-
tients (I'p(S) + G'(L))/G’ (L) qui apparaissent si on utilise le lemme de zéros [23].
> Ce vocabulaire géométrique n’est pas repris au cours de la démonstration.
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dans le vif de la démonstration avec la construction de la fonction auxi-
liaire (§ 6.8 et 6.9) puis nous extrapolons « a la Baker » (dans le cas
non-périodique seulement, le cas périodique subissant un traitement diffé-
rent). Un paramétrage local directement li€ au groupe algébrique et non
plus a son espace tangent nous permet d’apporter une amélioration essen-
tielle dans I’estimation arithmétique de la premiere dérivée non-nulle de
la fonction auxiliaire. Le résultat du paragraphe 6.11 est au centre de la
démonstration des théoremes 3 et 4, qui découle alors d’un raisonnement
par I’absurde.

5. Plongements des groupes algébriques

Pour effectuer les calculs analytiques, nous aurons besoin d’une représenta-
tion de I’application exponentielle avec des fonctions holomorphes et d’un
plongement de G dans un espace projectif. Nous présentons ici les proprié-
tés que nous pouvons attendre d’un tel plongement, en particulier vis-a-vis
de la représentation de la loi d’addition du groupe. Ce procédé a I’incon-
vénient d’introduire des constantes liées a ce plongement, théoriquement
effectives, mais difficile a calculer explicitement (voir § 3.2).

Résultats généraux. Soit H un groupe algébrique commutatif, défini sur
un corps de nombres K, de dimension d. Soit ¢ : H < [P)Ilg un plongement
(quasi-projectif). Si Xy, ..., Xy désignent les coordonnées sur 1’espace
projectif P¥, on note s, = *(X,). Ainsi, pour x € G, on a t(x) = (so(x) :

-1 sy(x)). D’apres [28], il est possible de choisir ¢ de telle facon que
chacun des groupes de Lie complexes H,, (C), pour o : K < C plongement
archimédien de K dans C, admettent une représentation de leur exponentielle
exp, par les fonctions holomorphes® ¢ : tm, (C) — sy(exp,(2)), avec les
propriétés suivantes (cf. [32], en particulier les propriétés 4.4 et 4.6, p. 76) :

Normalisations.

e Les fonctions ¢; sont des fonctions analytiques d’ordre o inférieur ou
égal a 2 et sans z€ro commun dans g, (C).

o (po(0), -+, oy(0))=(1,0,...,0)
e Soient ey, une base de gy, (C) et zy, ..., z4 les coordonnées locales
lides A cette base. A I’origine, la matrice jacobienne
d(@e/90)
(a—(()) (1D)
Zi 1<t<d

1<i<d

est la matrice identité (cette propriété n’est rien d’autre que la lissité du
groupe G a I’origine).

% Pour ne pas alourdir excessivement les notations, nous omettrons la référence au plon-
gement o ; dans le contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion possible.
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Croissance analytique.

e Soit ||.||, une norme hermitienne sur 7y, (C). Il existe deux constantes
positives ¢, et ¢! telles que, pour tout z € ty, (C), on ait

exp{ —c; (1 + zll,)"} < max{lgo(2)l, ..., len()I} (12)
et
max {lgo(2)], ..., lon@I} <exp{ci 1+ lzl)"}.  (13)
Loi d’addition.
e Il existe une constante cgi vérifiant : pour tout x € tg, (C), il existe un
voisinage V, de O dans tg, (C) et N + 1 polyndmes Ay, ..., Ay de
KX, Y,ouX = (Xp, ..., Xy)etY = (Yp, ..., Yy), bi-homogenes,

tous de méme bidegré, de degré total < cgi tels que, pour tout z € V,,
les éléments

(@o(z+x) -+ on(z+ X))

et

(Ao(@(2), (x)) 1 -+ An(@(2), ¢(x)))

soient égaux.

Structure différentielle.

e Il existe une constante cgz vérifiant : pour tout triplet (k, j, h) avec k €
{1, ..., d}etj,h €{0, ..., N}, il existe un polyndme Cyj, € K[X],
de degré total < cgz, tel que

d (¢ 2 %
— (—J) = Cijn (—, -t (14)
0Zk \ @n Ph Ph

(ou les coordonnées z; sont celles considérées plus haut (relativement
ala base ey, )).

Notations pour la démonstration (§ 6). Lorsque H est le groupe pro-
duit Gy x --- x Gy, les résultats précédents s’appliquent a chacun des
groupes G;. L’exponentielle complexe de G;,,(C) sera représentée par

0 0]
o = (g
plonge dans un espace projectif IP’I]Zi ). Chacune des fonctions (holomorphes
sur £, (C)) gof(ll) est d’ordre < p;. Nous noterons également A;l’) (resp. C ,E’J)h)
les polyndmes provenant des lois d’additions de G; (resp. des propriétés dif-
férentielles de G;, relativement a la base e; définie au § 2.1). Ce sont des po-

lyndmes en les variables X; := (X(i), e X;’,f) etY; (= (Y(i), e Y](\fi)).

e <p§\’2) pour i € {0, ..., n} (chacun des groupes G; se
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Enfin, nous désignerons par w,(li) D g, (C) — CNi+! I’application méro-
morphe

(@) (@) (@) @)
¥ Pn_1 Pt A
@’ """ @ ()N ()]

@y @p @p @n
Nous noterons |.||; - (ou ||.||; si o est le plongement o de K dans C choisi
au § 2.1) la norme hermitienne sur 7g; , (C) obtenue par transfert de la norme
hermitienne canonique sur C* via Iisomorphisme 1g, , (C) >~ C% fixé par
la base o(e;) de 7, ®sx) C. La norme ||.||, sera la norme induite par
somme directe orthonormale sur 7g, (C). Enfin, @ désignera 1’application
analytique de tg(C) dans CNo+D+-+MNu+D) qyj 3 7 associe

(@@, @) o (@@, e @) - a)

Cette application représente I’exponentielle de G, (C).

Remarque 1. Ici Gy := G, est plongé dans P! (N, = 1) par I’application
usuelle zo — (1 : zp).

6. Démonstration des théoremes 3 et 4
6.1. Réductions

N. Hirata-Kohno a remarqué [19] que I’ajout d’un groupe affine G, au
groupe donné naturellement par le probleme (ici H := G; x ---G,) aun
role modérateur sur les dérivations. L’ adjonction « artificielle » de ce facteur
G, a G revient a minorer [1.0 — (Byu; + -+ + Baug)|. La présence de
ce facteur G, contrebalance I’influence négative des dérivations sur les
coefficients ; de la maniere suivante. Dériver, a ’ordre T, le long de
I'hyperplan zo = Biz1 + - - + Baza, la fonction P o exp g, g, (00 P est
un polynf)me multihomogene), au point 0, équivaut a dériver Fy(2) =
P(Biz1 + - - + Baza, expg(zier + - - - + zqeq)) (la notation ici se veut plus
suggestive que rigoureuse) dans toutes les directions 5 0 (=1, , d), et
cela fait apparaitre, dans les coefficients de Taylor de Fy & ordre T une
dépendance polynomiale en les §; de degré major€ par min {degy P, T} (au
lieu de T seulement). Dans ce texte, cette astuce a été€ intégrée dans le choix
des données de départ (voir équation (2)). Ce n’est pas une restriction car il
suffit de modifier u( (par exemple, uy = 0 pour une forme homogene) pour
recouvrir tous les cas possibles. Cette transformation de la forme linéaire et
dulogarithme considérés, qu’il est de coutume de désigner sous 1’appellation
« réduction de N. Hirata-Kohno » (il en existe plusieurs variantes), s’avere
cruciale dans la suite. Le lecteur intéressé€ par plus de détails pourra consulter
le chapitre 4 de [12].
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C’est pourquoi, sans perte de généralités, nous supposerons que les deux

conditions suivantes sont satisfaites.

1) Aucun des espaces tangents fg, n’est inclus dans W (i.e. que la famille
des B; correspondant aux variables de fg, n’est pas réduite a {0}).

1) Max{|uo|, |Bmli<m<a} = 1. En effet, si on note ¢ un élément de {up} U
{Bm}1<m=a, de valeur absolue maximale, alors

Dh(uo) + Dh(W) = log |t| = —Dh(ug) — Dh(W)
et il est donc équivalent de minorer log | A| et

Uy~ (B

m=1

La premiere hypothese permet d’assurer que les entiers D;, 1 < i < n,
construits au paragraphe suivant, ne sont pas nuls (voir détails p. 168).
La seconde hypothese est utile (uniquement) dans le cas périodique pour
I’extrapolation analytique.

6.2. Choix des parametres

Soient C un réel positif et E > e. Au cours de la démonstration, nous dirons
souvent qu’une inégalité est vraie « pour Cy assez grand ». Cela signifie
qu’il existe une constante ne dépendant que de (G, @, e, d) telle que si Cy
est supérieur a cette constante alors 1’inégalité est vraie. Dans le contexte, la
constante en question sera facile a calculer (voir commentaires du § 3.1) et,
comme la preuve ne fait apparaitre qu’un nombre fini de telles constantes,
le réel Cy peut étre choisi comme le maximum de ces constantes.
Définissons

S:=[Cha] . So:=[Cja] .

On pourra noter que Dlog S < Slog E pour Cy assez grand. Pour définir
les parametres suivants, nous aurons a distinguer le cas général du cas
particulier ou ]_[';: | Gj est une variété semi-abélienne et uy # 0. Rappelons

que p := expg, () (u) et posons :

ard(I'p(S5))

. c
Uy ::max{ng ! Slog E)7 (Dh(W) + Dh(uo) + Slog E)

. N\ Pi
<1 (s108 £+ _max | (Dhcsp)1+ (ESTu)” )

CoD(h(§;:---:&p) —I—log(D))} ; (16)
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resp.
Uy =
| ! gy (PRO+ s, PHowo + Cos )
« ]]1 (Slog £+ max (Dhisp)) + (ESHu,-n)pf)aj ,
CoD(h (& :--- 1 &p) +10g(D))} : (1'7)

Le réel Uy (resp. U)) est comparable, a une fonction polynomiale de Cy
pres, a la mesure du théoreme 3 (resp. théoreme 4). Pour ne pas alourdir la
démonstration, nous ne traiterons que le cas général avec Uj. Il va de soi que
si nous sommes dans le cas particulier ou uy 7# 0 et ]_[ﬁ=1 G; est une variété
abélienne alors U doit &tre remplacé par U, (et de méme pour les parametres
définis ci-apres). Nous insistons sur le fait que la légere amélioration de la
mesure d’indépendance dans le cas particulier semi-abélien n’a été rendue
possible que grace a la condition (plus faible) exigée par le lemme de zéros
(voir démonstration du corollaire 4).
Notons alors

~ CiU, ~ CiU!
T : 0~0 (resp. T:= 00 0)

" SlogE’ ~ SlogE
Ty= —
c?’
By = Yo ,
Dh(W) + Dh(uy) + Slog E
resp. ﬁo = Dh Ué 5
(W) + OSSI?&)_(H)S{Dh (sug)} + Cglog E
et,pour j € {1, ..., n},
B, = Yo
77 SlogE+ max {Dh(sp))} + (ES|u;|)*
0<s<(@d+DS
resp. 5j = U(/) -
Slog E + Oﬁs?&)il)s{Dh(Spj)} + (ES|luj)*s

Afin de simplifier la présentation de la majoration du degré du sous-groupe
obstructeur donnée au § 6.5, nous supposerons que les nombres réels
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~ ~

Dy, ..., D, sont rangés en ordre décroissant, i.e.

max {Dh(sp1)} + (ES|u )"
0<s<(d+1)S

> max {Dh(sp2)} + (ES|uz|)” (18)
0<s<(d+DS

> ...

On notera que les inégalités suivantes (qui nous seront utiles a chaque
application du lemme de zéros) sont vérifiées :

° To > C max{ﬁl, e 5n}.
e Ty > Cy Dy dans le cas général.

o Ty > () ?—g dans le cas ou uy # O et ]_[?:1 G, est une variété semi-
abélienne.

Remarque 2. Ces parametres ont été choisis de maniere a satisfaire un
systtme de contraintes qui apparait lorsqu’on effectue la démonstration
avec des parametres libres. Une fois ce systeme établi, il s’agit de résoudre
un probleme d’optimisation sous contraintes (non linéaire). Nous pensons
que ce choix est le meilleur possible. Nous renvoyons le lecteur a I’annexe
A de [17] pour une justification précise de cette affirmation.

Soit x € R*. Notons également Df = xD;, D; := [Df], T = [T] et
Ty = [Tp].

La proposition suivante, qui détermine le choix de x, s’énonce en fon-
ction de la partie homogene de plus haut degré du polyndome de Hilbert-
Samuel d’une sous-variété V de PN x - - - x PVn | polyndme que nous notons
¢ (voir la fin du § 1). Nous n’aurons besoin que de propriétés immédiates
de 7 (liées a sa structure de polynome homogene) sauf au § 6.5, ou I'inter-
prétation géométrique (en terme de degrés partiels de V') de ses coefficients
nous sera utile. Ce type de proposition, qui existe sous plusieurs formes lége-
rement différentes, est devenue classique depuis les travaux de P. Philippon
et M. Waldschmidt (voir proposition 5.12 de [25]).

Proposition 1. 1] existe un réel x €0, 1] tel que les conditions suivantes
soient vérifiées.

(i) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de Gy, de codimension r’,
dont I’espace tangent a l’origine est inclus dans I’hyperplan W, on a :

I5(8) + G'(L)
G'(L)
> Cy#(G; D}, ..., D}).

(7)Y ' x card( ) X %”(G/; Df .. Dz)

(19)

(ii) 1l existe au moins un sous-groupe algébrique algébrique connexe G qui
réalise 1’égalité dans (19).

Fixons G et notons d (resp. 7) sa dimension (resp. sa codimension dans G).



Mesures d’indépendance linéaire de logarithmes 159

Preuve. Bien que la démonstration soit classique depuis [25], nous repro-
duisons la preuve afin de simplifier la vérification des théoremes.
Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de Gy, ; définissons

Fp(S)—i—G’(L)) (G ; Dy, ..., D,)
G'(L) Co(G; Dy, ..., D)

A(G)) := (T)" " card ( (20)

et B(G)) := A(G)"" max{I, A(G’)} . Comme nous avons

(degy, G) Jmax {Df)o---D;"} > #G ; Dy, ..., D,)
ig+- +lnfd
et
A(G'; Dy, ..., D,) = (degy G) min {Dg - D}
<1k< k
ig+-+in=d'

on en déduit

_ Jmax {D:} _ deg, G/ CoT [nax {D:}
C()T X e — = = ~
T A(G) “5+1”° T

Ainsi, adegré (de G') fixé, la quantité A(G’) (et donc aussi B(G')) ne prend
qu’un nombre fini de valeur et lorsque deg,, G’ s’accroit indéfiniment, il en
est de méme de A(G’) Ces observations justifient I’existence d’un sous-
groupe connexe G de Gy, tel que B(G) soit minimal parmi tous les G’
d’espace tangent (a 1’origine) inclus dans W. Posons alors x := B(G)
(clairement non nul).

Montrons que x < 1:
Le choix des parametres permet de calculer

(T)? card(I(S))
Co (degy G) DY - -- D}
1
:deg(p G
et, donc, 1 > A({0}), ce qui implique

x = min {B(G)} = B({0)) = A(fop et < 1.

tG/

A0} =

Montrons que ’inégalité (19) est vérifiée :
Posons

() +G/(L)> A(G'; D, ..., DY)

Ng = fr,_l ard .
¢ = ”( G (L) Co#(G; Di. ... D)
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Ona A(G') = x" Rg.
e SiA(G) > 1,0onaRg > L > 1.

e Si A(G)) < 1,0ona B(G) = A(G)H'/" > x, donc (Rg)/"'x > x, i.e.
Rg > 1.

En remplagant les inégalités par des égalités (x = B((N}) et nécessairement
A(G) < 1 sinon x = A(G) ce qui contredit x < 1), on obtient Xg = 1. O

Tout au long de la démonstration, nous aurons a tenir compte du sous-groupe
G introduit dans cette proposition. Nous montrerons plus loin (corollaire 4)
que le choix de x permet d’assurer qu’aucun des entiers Dy, ..., D, n’est
nul.

Définition 1. Nous dirons que nous sommes dans le cas périodique s’il
existe s € {1, ..., 2(d + 1)S} tel que su € 2¢c) + tg(C), et dans le cas
non-périodique si un tel entier s n’existe pas.

Le cas non-périodique se prétera a une extrapolation sur les points et nous
poserons

T:={(ts) e N xN; |t]| <2(d+ DT et 0 < s < Sp} . (21)
Dans le cas périodique, nous extrapolerons sur les dérivées et nous poserons

Ti={(ts) eN' xN; |t] <2(d+ DT, 1y < Tyet0 <s <2(d+1)S}.
(22)
Le cardinal de 7 résulte du calcul élémentaire suivant.

Lemme 1. Si n, A, B sont des entiers naturels non nuls alors le cardinal
de I’ensemble

{G, s x) €N x, <A et x4+ x, < A+ B}

A+B+n) _ (B—l-‘rn).

est égal a ( 0 ,

Nous en déduisons alors que

2d+ DT +d
cardT:(( + DT+ )xSO

d
dans le cas non-périodique et
cardY = 2d+1)S-1)

2d+ DT +d\ [(2d+ DT —Ty+d+]1
GO ) ]

dans le cas périodique. En réalité, nous aurons seulement besoin de la
majoration (assez grossiere)

w:=cardY <2(d+ DSQd+ DT + )¢ < ¢14ST? < 5% | (23)
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Les dérivées que nous considérerons seront toutes dans la direction de
I’hyperplan W. Cependant, dans le cas périodique, nous choisirons une
direction privilégi€e (transcendante), selon laquelle nous extrapolerons.

6.3. Choix de bases pour I’hyperplan W

Dans ce paragraphe, nous fixons une base orthonormée de I’hyperplan W,
utile pour I’extrapolation « selon les dérivées » dans le cas périodique.

e Par définition, dans la base (ey, ..., e;) de tg, I’hyperplan W a pour
équation zo = B1z1 + - - - + Bazq. La famille {¢; = e; + Biep}, ;-4 constitue
donc une base € de W. o

e L’isomorphisme (z;, ..., zq) = 21€1+- -+ 2464, entre C/ et WRC
(le produit tensoriel, ici, est relatif au plongement initial oy de L. dans C),
munit W ® C d’une (unique) structure hermitienne, héritée du produit sca-
laire canonique sur C?. Nous noterons |.| la norme ainsi obtenue’ sur W,

et nous poserons €’ := (¢}, ..., €,) une base orthonormée de W pour ce

produit scalaire, telle que (¢}, ..., eé) soit également une base orthonor-
A ~ / / £

mée de 75 (C). Nous supposerons de plus que (e IRTIRRRIPN - ;) est ordonnée

. ~ ~ . , ,
de telle f/agon quesiw:=uje; +---+uqgeq sécrit wie| +- - - +wgye, dans
la base €/, alors

lwyl = max {|wi|; d+1<i<d}

Comme les bases € et ¢ de W sont orthonormées pour le méme produit
hermitien sur W & C, les matrices de passages entre elles sont unitaires. On
notera également que u — w = A.¢p et donc |jlu — w| = |A].

6.4. Le cas périodique : compléments

Grace au résultat principal de [5], nous obtenons la
Proposition 2. ] existe une constante ci6, ne dépendant que de (G, @, e),

telle que, si w € 2¢(c) \ .Q@((C), on ait

d(w, 1z(C) > ——
(@, 16(0) = c16 deg, 7(G)

oun:G(C) — G(C) x --- x G,(C) est la projection canonique.

Preuve. Comme 2¢,c) = {0}, on a @ = 7'(w) ot 7’ est la projec-
tion de 16 (C) sur fG,(c)x.-xG,(©)- Donc d(w, 1g(C)) = d(r'(w), 1(C)).

7 Dans le contexte, il ne devrait pas y avoir de confusion avec une « simple » valeur
absolue.
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De plus, I'inclusion G C G, x 7(G) implique 7 < fg, © 7, donc
d(7'(w), 1§(C)) = d(n'(w), t,g)(C)). D’apres le corollaire 2 de [5], on a

d(7'(w), 1, (C) > ———————,
(ﬂ@)%@(D>6m®%nm)

ce qui conclut la démonstration. O
Des propriétés supplémentaires du groupe G, introduit au § 6.2, seront ob-

tenues a I’aide de cette proposition. Mais auparavant nous voulons majorer
le degré de 7 (G).

6.5. Majoration de deg n(é)

Proposition 3. Soit ¢ le polynéome multi-homogene (de Hilbert-Samuel)
de G. Alors on a

%(é; X0y ovv s Xp) > (degqj n(é)) min {x;, - - - x5}

ud = dim G et le minimum porte sur les d-uplets (iy, ..., i) vérifiant
<1i; <--- <iy < netchaque i, apparaissant au plus §;, fois.

— Q

Remarque 3. L’hypothese g < cw 1mp11que dim n(G) dcarla surjection

G — n(G) donne dim JT(G) < d1mG et si cette inégalité était stricte,
Iinclusion G Go x 7(G) entrainerait 16 = IGyxn(@ = Gy D L@ €t
donc 1, € W ce qui est faux.

Preuve. C’est immédiat d’apres I’interprétation géométrique des coeffi-
cients du polyndme de Hilbert-Samuel (voir [23,24]). O

Lemme 2. Soit m le plus grand entier de {1, ..., n} tel que 8 + --- +
Ol < d. Posons &), 1= —d— 81—+ —8p_q. Alors le degré degy m(G) est
majoré par

Cg—d+2 (deg(p )

card(I(a)) max{l Dh(&; : ---:SD)+Dlog(D)}
(alog E)? ' U

m—1

3¢
x [T(alogE+ max {Dh(sp)}+ (Eafu,])” (24)
=1 0<s<(d+1)Cga

5/

m

x |alogE+  max {Dh(sp,)}+ (Ealu,|)
0<s<(d+1)C3a
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Remarques :

X Cette inégalité précise la majoration (4) du théoréme 3 en montrant
I’origine des entiers ji, ..., j, via ’hypothese (18), p. 158.

X En réalité, pour la démonstration du théoréme 3, nous utiliserons plus
couramment la majoration plus faible :

deg, n(a)

< C;*" (D + Dh(py) + - -+ + Dh(p,) + Elluy || + - - + E|Ju, [)**
(25)

car c’est le logarithme de degg, n(é) qui apparaitra.

Preuve du lemme 2. La proposition 3 et la définition de G entrainent

Co _ #(G; D}, ..., DY)
S~ L®+6WY (G D, ..., D
(T) —'card (W) ( 0 n)
- deg, n(é) 1
deg, G ngax{Dﬁl...D%‘me}
_ degy 7(G) 1
o On Sm Sn—10),
dey G Di(Dg)" - (DL,)"" (D})
ou m est I’entier défini dans I’énoncé du lemme. Il s’ensuit
- I L )
degy 7(G) < Cy (degy G) Dy ———"— . (26)

ce qui, en remplacant les parametres par leur valeur, implique le résultat
voulu. La seconde remarque qui suit le lemme est claire. Le point important
(pour I"inégalité (4) du théoreme 3 mais, aussi, et surtout, pour le théoreme 2)
est que la majoration de deg, (G) soit indépendante de A(W). O

Corollaire 2. Dans le cas périodique, supposons u ¢ tg(C). Alors, pour
Cy assez grand, la distance d(u, tg(C)) est minorée par :

Co ' (D + D(h(P1) + -+ h(Py) + Ellur|l + -+ Ellu, )7
Et, toujours dans le cas périodique, supposons maintenant que
1
Al < Zd(u, 5(C)) . 27)

Alors w € t&(C) et tc(C) C W ® C. En particulier wy # 0.

Remarque 4. Notons que I’hypothese (27) implique que u ¢ 75 (C).
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Preuve. Soitsy € {1, ..., 2(d+1)S} minimal tel que sou € 2¢c)+15(C).
On a donc sy < 2(d + 1) card (ﬂg%
u € 15(C)), la proposition 2 et la majoration (25) impliquent I’inégalité
voulue.

). Comme sou & §2¢ ¢, (sinon

Par ailleurs, si w appartenait a 7g(C), nous aurions |[A| = [ju — w| >
d(u, 7&5(C)) ce qui contredit ’hypothese (27). Comme w € (WQC)\ 15 (C),
onats(C) C W C, et par définition de wy (§ 6.3), ona w, # 0. O

Remarque 5. Nous avons supposé u ¢ tg(C) alors qu’il serait plus « natu-
rel » de se contenter de u ¢ W ® C. Mais, si I’hypothese du corollaire 2 est
fausse, nous disposons d’une précision supplémentaire sur u, qui constitue
la premiere partie du théoréme 3 (autrement dit, le théoréme du sous-groupe
analytique de Wiistholz).

6.6. Nouvelle base pour W @ C

Dans le cas périodique, nous posons
. / /
fi=(e,.... €, W)

(€’ est la base orthonormée définie au § 6.3). C’est une base de W ® C car
wy # 0. Pour unifier les notations, nous noterons également f := €’ dans le
cas non-périodique.

Lemme 3 (Lemme 4.16 de [19]). Pour tout x € W, on a |x| < ||x|| <
(+/d+ 1x]|.
Preuve. Soit x € W. On écrit
X =xi€; 4+ + X484
= (Bix1 + -+ Baxa)eo + x1e1 + -+ + xqeq
Onaalors x> =[xy >+ -+ |xg et x| = x>+ - + [xq|* + [B1x1 +
-+« 4 Baxg|?. Donc |x| < ||x|| résulte des définitions et || x|| < (v/d + 1)|x]

vient du fait que les B; sont de module < 1, et de I’inégalité de Cauchy-
Schwarz. 0O

En procédant comme N. Hirata-Kohno dans [19] (pp. 418-419), nous en
déduisons alors la

Proposition 4 (Variante de la proposition 4.17 de [19]). Dans le cas pé-
riodique, supposons que le nombre |A| soit strictement inférieur

a 3d(u, 15(0)). Alors on a

1
wy| > ————d(u, t&(C)) .
| d|_2(d+1) (u, 15(C))
Preuve. Posons x := wie| + -+ + wgefg. C’est un €lément de 75 (C) et

W—x = wgﬂe»’gﬂ + -+ 4+ wge),. Donc |w — x| < (\/d—E)del <
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(vd + D]wy| car |wy| = max|w;|. Alors ||w — x|| < (d + 1)|wy| en
d<i<d

vertu du lemme 3, puis ||u — x|| — ||[w —u|| < (d + 1)|wy|, ce qui implique
d(u, 76(C)) — |A] < (d + 1)|wg|. L’hypothese permet de conclure. O

Du corollaire 2 et de la proposition 4, nous déduisons le

Corollaire 3. Sous les hypotheses du corollaire 2, la valeur absolue de w
est minorée par

Co (D + D(h(p1) + -+ + (@) + Ellug]| + -+ Ellu, ).

6.7. Changement de bases de dérivations

L’ objectif de ce paragraphe est de comparer les dérivées le long de W d’une
fonction analytique, lorsqu’on change la base de W ® C, et de préciser le
résultat dans les cas périodique et non-périodique.

Siv= (v, ..., v,) estun élément de C", nous désignons par Dy la
dérivation

D D bt
= V] — v, — -
v l8Z1 naZn

Si nous considérons ¢ € N¢ et e = {e;, ..., e,} une famille d’éléments
de C", nous notons

L._ ... s
D= DI - D

Comme dans les articles [13, 14], nous travaillerons dans la suite avec des
dérivées divisées. Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme 3.1
de [25], qui ne comportait pas de factorielles.

Lemme 4 (Variante dulemme 3.1 de[25]). Soient (a; ;) 1=i=n des nombres

I<j<m
complexes, f|, ..., f,, zdesvecteurs de C4t et O une fonction analytique
’ ’ — m . . . * —_— . .
complexe au voisinage de z. Posons e; = Y _'_,a; jfj et A=}, . |a;l.

Alors, pour tout entier naturel T, on a

} < AT x max{ } :
|h|=T

Preuve. La démonstration consiste a développer %i)éll -~ Dy en utilisant
la formule du multindme :

h .
M@(Z)
h!

max
lt|=T

o"Dtl e @ln
2,

1 1 1,
F‘Del - Dgr Oz) =

€n

. )iy
> (TS oo o).
129 P

tj 1+t =t i,j
1<i<n
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Le lemme se déduit alors des majorations

m

[[t+ - +a) <O )

j=! ij

et

il 1t
> {(1—[ l?r;jjl)! ) X (Zr,-,j)z} < <Z|a"”'|> _
] > ij Iy

i1+t tim=ti
O

Grice a ce lemme appliqué aux bases f et € de W construites précédem-
ment, nous obtenons la

Proposition 5. Soit ® une fonction analytique au voisinage d’un point
z € C41. Soit m un entier naturel.
e Dans le cas non-périodique :

1 1y 1y
ye ‘Eﬁ}i‘{ﬂ \o‘DsO(z)(} < fﬁiﬁ{ﬂ \:of()(z)]}
(28)
1
< d3m/2 P’llax{; ‘@é@(Z)‘}
t]<m | t!
e Dans le cas périodique :
: Do)
tem |2 17E0
(29)
1 N\ 1
<a?(a+ w4 fwaal )7 —‘i);@(z)‘
|wy| lt|<m | t!

et

max{% )i);@(z)” <d"*(d+ |ju])" fng{% \o@%@&)\} - G0

|t]<m

Remarque 6. Dans le cas périodique, on a :

I+ w4+ -+ |wg—1]
|wgl

Vd  14+d"7|ul
<2(d+1) <7 + —d(u, =(C))

< CB4D + Dh(p)) + - - + Dh(p,) + Elu;|| + - - - + Ellu, [)?*
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pour Cy assez grand. C’est cette inégalité qui requiert un majorant de
deg m(G) indépendant de h(W), sans quoi I’inégalité (29) réintroduirait
un terme en

T x log(d’une fonction de A (W)) .

La derniere inégalité résulte directement du corollaire 2. Pour la premiere,
on écrit

14 |wy| + -+ [wg_1] < 1 +d"7?|w)|
<1+d"?w]|
< 1+d"*(ull +|A])

<14d7*||u ldu tx(C
<1+ [ ||+2(,c,( )

et on utilise la minoration |wy,| > md(u, 1 (C)) (proposition 4).

6.8. Rang du systeme linéaire

Soit P un polyndme multihomogene de P (= P x - - - x PNr), a coefficients
dans L, de multidegré D := (Dy, ..., D,) (les entiers D; sont ceux définis
au § 6.2) et qui ne s’annule pas identiquement sur G. L’application @ =
(D, ..., D,), définie p. 155, est une application holomorphe de 7¢(C)

dans CZi=0 N+ : posons
F:=Pod.

Nous nous intéressons au rang du systeme linéaire — ot les coordonnées
des coefficients de P dans la base de L sont, ici, vus comme des inconnues
— défini par les conditions d’annulation suivantes :

Vt,s)el, DiF(su)=0. (31)

Soit E¢ := (C[P]/T(G))p ’ensemble des polyndmes P, comme ci-dessus,
a coefficients complexes (I (G) est I’idéal annulateur de G(C) dans C[P]).
L’ensemble des classes des monomes X2 de C[P]p (polyndmes multiho-
mogenes de multidegrés D a coefficients complexes) forme une famille
génératrice de Ec. Soit B une famille de tels mondmes dont les classes
forment une base de E¢. Le polyndme P peut s’écrire

X
Z%, i& X=
i

oua,; € Qet X* € 8. Les inconnues du systeme (31) seront les ai,
qui sont au nombre de v := Ddim E¢. On peut noter que E¢c # {0}, i.e.
(Dg, ..., D) # LO, ..., 0) comme on le voit aisément a partir de la
minoration x > A(G) déduite de la définition de x (p. 159).
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Lemme 5. Soit p le rang du systeme (31). Il existe une constante cy7, ne
dépendant que de (G, @, e), telle que

p< %%(G; D), ....D.) et v=c DAHG; D), ..., D)
0

ou D: :=max {1, D;}.

Preuve. C’est le lemme 4.20 de [19], et aussi la scolie 6.13 de [25]. Le
choix de Sy (resp. Tp) joue un role important dans cette preuve pour le cas
non-périodique (resp. périodique). O

Corollaire 4. Les entiers D; sont tous non nuls, i.e. D} = D;.

Preuve. Supposons que, pour un indice i € {0, ... ,n}, U'entier D; soit
nul. D’apres le lemme 5, le nombre d’inconnues v du systeme (31) est
strictement supérieur au rang de ce systeme. Donc il existe un polynéme P,
non identiquement nul sur G, multihomogene de multidegré D, solution
de (31). En particulier P s’annule a ’ordre Tj en les points su (0 < s <
So—1) lelong de W. Par ailleurs, comme 7, £ W, considérons x € g, \ W.
L’indépendance de la fonction F' vis-a-vis des variables relatives a tg, (c’est
I’hypothese D; = 0) implique que F s’annule a un ordre infini le long de
la droite engendrée par x. Ainsi F s’annule a ’ordre 7j en les points su
O<s<Sy—1)lelongde (W®C) & C.x =tg(C). D’apres le lemme de
z€ros de P. Philippon [23], il existe un sous-groupe connexe et propre G’ de
G tel que

r A oY, / Iﬂp([%:|> +G,(L)
T <7’%”((} s Doy oony D”)card ( G/ (L) (32)

. / /
<ci3#(G; Dy, ..., D).
Dans le cas général, nous en déduisons

7, #(G; Dy, ..., D,

n

) 56‘18%((;; DE), RN D;Z) ,
(entier # = codimg G’ est non nul car G’ C G) ce qui contredit 1’inégalité
TO > Comax{l, D(), ey Dn} .

Dans le cas particulier ou uy # 0 et ]_[';.:1 G; est une variété semi-
abélienne, nous pouvons étre plus précis. En effet, dans ce cas, le sous-
groupe G’ s’écrit G; x G” o G, = {0} ou G,, et o G” est un sous-groupe

1 n T
algébrique (connexe) de [ | =1 G;. Si G, = {0} alors, comme u, # 0, on
a nécessairement

o (rpq%]) . Gm) NEE

G'(L) d+1
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et Z(G; Dy, ..., D)) = J0G"; D}, ..., D). L'inégalité¢ (32) de-
vient alors
r So—1 / ’ =1
T \ 557 ) = ol max {D{, ..., D,}
ce qui contredit
D
Ty > Comax{l, =2 Dy, ..., Dn}
So

pour Cy assez grand.
Si G, = G, alors

A(G'; Dy, ..., D,)=Dy#(G"; D, ..., D))
et dimG” = dim G’ — 1 = d — r’ donc I’inégalité (32) implique

n
Tor/%”(G”; D}, ..., D) §czo,%”(l_[Gj; Dy, ..., D)),
j=1
ce qui contredit 7y > Cy max {1, Dy, ..., D,}. O

Remarque 7. La non-nullité des entiers D; sera utilisée implicitement au
début de la démonstration du lemme 11 (p. 178). Cependant, P. Philippon
et M. Waldschmidt ont montré dans [25] qu’il n’était pas absolument né-
cessaire de travailler avec des parametres D; non nuls (un seul doit étre non
nul pour que les estimations du rang p (lemme 5) soient non triviales). Ce
n’est véritablement que dans le cas ou W est de codimension > 1 (« ap-
proximations simultanées ») que leur remarque prend toute son importance,
puisque, méme sous des hypotheses « raisonnables » (du type de celles
du § 6.1), il n’est pas assuré que tous les D; soient non nuls. Cependant,
méme dans ce cas de figure, la démonstration peut s’adapter et permettre
de conclure (voir [2,18] pour une mise en situation « concrete » de cette
remarque).

6.9. Construction de la fonction auxiliaire

Nous utiliserons le « classique » :
Lemme 6 (de Thue-Siegel). Soir (u; j)llggSV e M, ,(C), de rang < p.
=j=pn

Soient 5, m, p des réels positifs vérifiant

v
2 §
(2,u68+m+p + 1) L < e”‘s et ]max |ui,j| = e
<j=w
i=1

Alors, il existe (ay, ..., a,) € Z"\ {0} tel que

et max E ujai| ¢ <e’.
I<j=p| |4 1
1=

max {|a;|} < ¢’
1<i<v
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La démonstration de ce résultat est effectuée dans [25] (pp. 301-303). Les
notations v et i (a priori « muettes ») ont été choisies de fagcon cohérente
avec celles des paragraphes 6.2 et 6.8.

Le lemme technique qui suit — majoration d’un coefficient de Taylor —
est une conséquence des formules de Cauchy. Le terme « remarquable » du
majorant de ce coefficient de Taylor est ¢ " ' I’ exposant min (Dy, |z])
provient simplement du fait que la dérivée |¢|*™ d’un mondme de degré D,
est nulle si |t| > Dy.

Lemme 7. Soient H un nombre réel > e, Dy, ..., D, € N et £ € N*,
Soit X 1= (Xj)ie1,.. 1} € (tg(C)¢ ; les coordonnées dex sont (X; ;) jeo,....d)
dans la base e de tg(C). Soient t € Nt et z = zoeg + - - - + zqeq € tg(C) .
Soit P un polynome multihomogene de multidegré (Do, ..., D,) dont la
somme des modules des coefficients est < H. Rappelons que F désigne la
fonction P o @. Considérons ¢y, g vérifiant :

co > max {1, |xjol, ..., [xe0l} et g1 > max{l lxi 1} -

l<]<d

1l existe une constante cy, ne dépendant que de (G, @, e), telle que :

1 i
‘F:DJEF(Z) <GP0 WD (¢ o 1) H (1 + 2P0

. (33)
X exp {021 Y D+ ||p}<z)||>ﬂf}

j=1
ou p/j désigne la projection t(C) — 1g,(C).

Preuve. On développe :

1 t
T DLF)
¢ d P fi
_ (Z]:OX»JBZJ-) F2)
i=1 fi!
l’jl) d foptten
= (H (m>'>n(azh> "

1,0t +i d=1;
l<i<t

= 2 (T e (T e
ij

tep!
ti,0+Hia=t; h=0 &h

h=0

3 )t1.h+'~+te,h

d
l_[ 32/1 F(Z) } .
g Tin At p)!
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Dans le membre de droite ci-dessus, nous pouvons restreindre la somme
atjog+ -+ 1.0 < Dy car F est polynomiale en zy de degré au plus Dj.
Nous en déduisons la majoration :

d
1 . (tip+ -+ ten)!
t min (Do, |t]) Izl Lh L,h
‘ﬁi)xF(z) =So X Sy X( Z 1—[ tonleeots )
= 4,0t Hig=t; h=0 Lh: &h
1<i<t
1 T
x max | =D F(z)|¢ -
lzl=lel | | T!

Comme [T0_y (tip + - + top)! < (Z,-,j t,~,4,~)! = (lt])!, ona

d
t st !
Z H(l,h+ + Z,h) S{E(d—{—l)}m
l‘lﬁh!"'lg’h!

0+ d=ti h=0

I<i<¢t

et donc
1 min 1
l;:D,’zF(z) < g gl x (e + DY x ﬁ‘?af‘{ — DEF(2) } :
t! zl=lt | | !
(34)
D’apres I’'inégalité de Cauchy, si nous posons
29 1= e%ey+ -+ €%e, ,
ona
1 T
D F(z)| < sup {|F(z+12z)l}
z! 0;€l0.27]
< H x (1+|zoh™ (35)
+D.(1 ! )Pi
X sup {Hexp{c,- D;(1+ ||z +2o)l) }}
6el0,271d+1 L 7

Jj=1

(cf. inégalité (13), p. 154).
Alors, comme 1+ || p;j(z+2)|; < 1+ |Ip;j(2)|l; +/§;, nous obtenons

< H (1 +1z0D)™ [ [exp{c/ D;(A+lIp;@Il; + /5" } -

! DEF
TP (z)
T i

Ce qui, via I'inégalité (34), donne le résultat voulu. O
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Remarque 8. Au vu de la démonstration, il apparait clairement que 1’on
peut améliorer substantiellement cette majoration en considérant le vecteur
roe®wo+ - - - +rge®wy au lieu de zg = e®wg + - - - + e w, et en ajustant
(ro, ..., rqg) pour minimiser le membre de droite de (35). De cette maniere,
il est possible de faire apparaitre (dans le majorant de t—l, |!D,t;F (z)|) un facteur
de la forme i

Do+---+ D, \"?
min (1, ] n) .

N

Mais, outre les complications inhérentes a cette optimisation, il est dé-
cevant de constater que, dans le cadre de notre étude, ce raffinement est
inexploitable et dénué d’intérét (sauf si on cherche a optimiser la constante
dépendant de G), car le terme ainsi amélioré sera « négligeable » devant
d’autres termes.

Proposition 6. Pour Cy assez grand, il existe un polynéme multihomogene
P de L[P], de multidegré (Dy, ..., D,), ne s’annulant pas identiquement
sur G, tel que :

e Les coefficients de P appartiennent a 7.6, @ - - - ® Z.&p .
e La hauteur h(P) du polynéme P est majorée par :

1/
( _

e Enposant F = P o @ comme précédemment :
max
(t, 5)er

Preuve. On écrit, a priori, P = 3, ;a; & X* ol a;; € Zet X* € B
(cf. § 6.8). Pour (¢, s) € T, posons

! DLF
F ’f (su)

} < e Colo

UG, i, s) = i %@f’(@&)(sw :
On notera p; := Y . a, ;& et u le cardinal de 7. La matrice
(M@ b ) @ € M,, .(C)
est de rang p (par définition de p (lemme 5)). Considérons

co=(d+ D"Pmax {1, |Bil, ..., |Bl} =@+ 1
(car |B;| < 1, voir p. 156) et

1 dans le cas non-périodique,
1= 1+ |lu]l dans le cas périodique.
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Appliquons le lemme 7 au mondme X%, 2 la base x := f, et au vecteur
Z:=su:

< (d+ 1)min{Do, [£]}/2 % S_|l£| % {(d+ 1)(d+2)}|£|

1 Lo pr
1 DHEH (5w

x (14 sllug|)™ x exp {czz Z D;(1+ s||uj||)f’1}
j=1
<l x (14 S|lugl?0 x ¢ Xj=1 Li(1+Slush"™

< eC24 Uo )

Ainsi, il existe une constante c;s, ne dépendant que de (G, @, e), telle que :

| I
— Dy (P < : Dy, ..., D,) et
érlf‘e"r{; 10 (@) } =G Do Du)e
< e22sUo
car (G ; Dy, ..., D,) < (degy G)US’Jrl < % pour Cy assez grand.

Comme

D
> &1 < Dmax (&), ... . [Epl}
i=1

<D x eDh@lI"'ISD)

< e

nous en déduisons une majoration de :

D
max Ui < ] X max
e ol = (Ste) s 15

(O8) i=1

PN
iy (@%) (su)

< ec26lo (36)
Par ailleurs, v > ¢ D (G; Dy, ..., D,) et
1 - Co 1

p _a%(G; DO’ cet Dn)

(lemme 5 et corollaire 4) donc
v GD
2p 7 ¢

Pour que la condition (du lemme de Thue-Siegel)

(2Iue§+m+p + 1)2p < eus



174 E. Gaudron

soit vérifiée, nous choisissons p := CoUy, m := c3Uy et § = Cé/ 4 %
(voir également la majoration de x p. 160). Ainsi, le lemme de Thue-Siegel
permet de construire un tel polynéme P, de coefficients p, = ), a, &,

avec a,_ ; € Z non tous nuls et max, ; {|a, ;|} < ¢®. Par conséquent :
e Pour une place 3 ultramétrique :

< a . .
|palp < 1m<i<XD{|Sl|<n}
e Pour une place o archimédienne :

Ipale < Dmax {|a, ;|} max {|&]|s}
i ISZSD

< (Dé) max {&l}
<i<D

Donc
U, U, U,
h(P) < log(De’) + h(& : -+ 1 &p) <logD+ CY/* 2+ 2 < c)? 2
D D D
(37)
pour Cj assez grand. Ce qui clot la démonstration. O

Tout le travail préparatoire (élimination des éventuels « mauvais » sous-
groupes et construction du polyndme auxiliaire) étant effectué, le schéma
de démonstration est le suivant : considérons I—I!J()%F(mu) le premier®
coefficient de Taylor non nul. Un tel coefficient existe car, dans le cas
contraire, le lemme de zéros de Philippon entrerait en conflit avec le choix
des parametres (voir lemme 11, p. 178). Ce terme est proportionnel a un
élément = € L.

1. Nous évaluons la norme ‘PB-adique de & (§ 6.11).

2. Nous évaluons la norme o-archimédienne de &, pour tout plongement
o:L—> C(§6.12).

3. La quantité %JDfLF(su) est « petite » pour (j, s) € 7 (et relativement
a la valeur absolue associée au plongement initial o de L dans C). Nous
commencons alors un raisonnement par I’absurde et nous supposons que
la distance de u a W est non nulle et plus petite qu'une certaine quantité.

Par extrapolation, nous montrons alors que le terme %i)fiF(su) reste
«petit » pour | j| < (d+ 1)T ets < (d + 1)S. Nous en déduisons alors,
par changement de base, une estimation de l—l,o‘Z)%F (mu) puis de = (c’est
I’objet du paragraphe suivant). i

4. Nous aurons alors un nombre algébrique = « petit » pour toutes les
valeurs absolues associées aux différentes places de L. La formule du
produit impliquera la nullité¢ de ce nombre. Ce qui est en contradiction

avec la définition du couple (¢, m). Nous en déduirons alors la minora-
tion idoine de | A].

8 Pour I’ordre lexicographique sur N x N¢.
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6.10. Extrapolation

A partir de maintenant nous commencons un raisonnement par I’absurde et
nous supposons que

|A| < e~ €00 (38)
Voici un lemme préliminaire :

Lemme 8. Soit F la fonction holomorphe associée au polynome cons-
truit précédemment. Il existe une constante c3; > 0, ne dépendant que de
(G, @, e), telle que, pour tout couple (¢, s) € N avec |t| <2(d + T et
s < 2(d + 1)S, l'inégalité suivante soit vérifiée :

P P —c31CoUo
E{DfF(su) — t—!i)fF(sw) <e . (39)

Preuve. C’estune conséquence de I’inégalité des accroissements finis. Con-
sidérons, pour un couple (¢, s) et un réel x, la fonction

fx) = %fl)fLF(su + xs(w —u)) .

Cette fonction est dérivable sur [0, 1] et donc | f(0) — f(1)] < m[gui]| ().
xe|v,
Or

d

=Y s — uy—- Gi);F(su + xs(W — u)))

i=0 9z;

dOIlC
;/(x) =S 1‘ ‘ :Dtl (‘S ( )) ‘
| | | | a ( ' f U+ Xs(W u ) .

La majoration (39) découle du lemme 7 appliqué a £ :=d + 1, x := (eo, ),

t = (1,1, z :=su+xs(w—u), H := ¢Co/"Uo, co = (d+ DV et
G1 := 1+ ||u] (on a pris 1 dans le cas non-périodique), et de I'inégalité
2(d + 1)S|A] < 1 (conséquence de 1I’hypothese (38)). O

La proposition suivante est le ceeur de 1’extrapolation (analytique) que nous
voulons effectuer. Sa preuve repose sur un lemme de Schwarz approché.

Proposition 7. Pour C, assez grand, pour tout réel E > 1, pour tout
(t, s) e Nt qvec |t| < (d+ DT et s < (d + 1)S, on a 'inégalité

! DEF
E 'f (Sll)

<exp|—C) U} . (40)
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Preuve. Par construction de P, pour tout (¢, s) € T,ona

=

! DEF
t_! R (Sll)

! DrF
E £ (SW)

1 t 1 L

58—632C0Uo

pour une certaine constante cs,, ne dépendant que de (G, @, e).
e Dans le cas non-périodique, fixons un d-uplet t = (¢, ..., t;) tel que
th+---+1t; <+ 1)T et posons

I
f&) = S D{FEw) .

e Dans le cas périodique, nous fixons également t = (t1, ..., ty_1, tg)
avec |t| < (d + 1)T mais nous posons

f(Z) — t @étl’ ...,l‘d7170)F(Zw) .

e tgg!

La fonction complexe f ainsi définie est analytique, et les dérivées sont

%f(m)(Z) _ Z (Z "J‘ l)m{' .. -mjd; HlF(ZW) 42)

d 1t
t !
leNd (_ T l)
J1ttig=m
ou tuy, ..., vy sont les composantes de w dans la base f. Le « lemme

de Schwarz approché », évoqué en préambule de la proposition, qui est
au centre du processus d’extrapolation est le suivant. Notons |f|z =

sup {| f(z)[}.

lzI<R

Lemme 9 ([30]). Soient f une fonction analytique dans le disque de centre
Oetderayon R > 4, S un entier > 2, r € [S|, R/2] et T\ un entier naturel.
Alors

4\ 15 187\ 1151 1
- bl _— f(m) )
|f|2r§2|f|R(R> +5<S1> Xoglnﬁgl{'m!f (h)‘}

0<h<S

O Cas non-périodique

Nous allons appliquer le lemme précédent, pour extrapoler sur les points,
avecr ;== (d+ 1)S/2, R :=2d+ DSE, T} == (d+ )T et §; := Sy.
L’ égalité (42) permet de majorer

1
max H—' £ (h)
m!

; 0§m<(d—i—1)TetO§h<So}
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par

(d+ [wy| + -+ |rog)? DT »x max
(h,s)eT

| y*
DY F(sw)

puis, via I’inégalité (41), par e~<»%%_ De plus, d’aprés la proposition 5
(changement de bases de dérivation) et comme 2(d + 1)SE|A| < 1 (i.e.
R|A| < 1, c’est encore une conséquence de 1’hypothese (38)), on a

|f|R < d3(d+1)T/2 X max {
lz|[=R

|h|=(d+1)T

1 ,
ﬁ;o'g—mw) '} < el

Le lemme 9 permet alors d’obtenir la majoration annoncée du coefficient
de Taylor |%£Df£F(su)‘.
® Cas périodique

Dans ce cas, par définition de la base f, qui contient le vecteur w, la
formule de dérivation (42) se simplifie :

1 .
VmeN, %f(’”)(z): ' ’:oé"""”d—‘* "F(zw) . (43)

H!'--ty_1Im!

Par conséquent, la construction de P et le lemme 8 impliquent que le terme

|

est inférieur a e~ Nous appliquons le lemme d’interpolation avec
R:=4d+ 1V)SE, T :=Ty,r = §; := (d + 1)S. L’inégalité de Cauchy :

1
max { ‘ — £ (s)
m!

0=<=m<Ty
0<s<2(d+1)S

1
(ta)
o S(s)

< |fla+ns+1 < | fl2w@+1)s

pours € {0, ..., (d+1)S},et,de nouveau, le lemme 9 permettent d’obtenir
la majoration voulue. O

N avec |t] <

Corollaire 5. Pour C assez grand, pour tout (t, s) €
d+ DT et s < (d+1)S, la quantité ‘tl—!i)%F(su)‘ est majorée par
exp {—C(S)/SUO}.

Preuve. Nous appliquons la proposition 5 de changement de bases de déri-
vations. Dans le cas non-périodique, le corollaire est immédiat. Dans le cas
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périodique, avec la remarque qui suit la proposition 5, nous avons

1
log i)~F (su)

n 20d
< cxTlog | C3¥ (D + Y (Dh(p) + E||u,~||))

i=1

1
4+ max log‘ JDF(su)
t|<(d+DT

= C(1)/4U0 - C3/4Uo < —CS/SUO pour Cy assez grand. 0

Ce corollaire conclut la partie analytique de la démonstration. Le paragraphe
suivant a trait a la partie arithmétique qui est au centre de ce texte.

6.11. Estimations ultramétriques

Notons My, ; I’ensemble des places finies de L.

Définition 2. Soient n et k des entiers naturels non nuls. Nous noterons
Sx(n) Uentier :

ppem {iy---ip; i; €N, h<n, ij+--+iy <k} .
Dans [8], S. Bruiltet a démontré® le

Lemme 10. Pour tout n, k € N*, on a log §;(n) < klog(4n).

Lemme 11. Parmi les nombres —JD cF(mu), avec 0 < |t| < (d + )T et
0<m<(d+1)S, au moins un n ‘est pas nul.

Preuve. Si tous ces nombres complexes i)éF(mu) étaient nuls, alors (par
définition) P s’annulerait a I’ordre (d 4 1)T le long de W en tous les points
su, s € {0, ..., (d+ 1)S}et, d’apres le lemme de zéros de P. Philippon, il
existerait un sous-groupe connexe et propre G’ de G vérifiant 1’inégalité

~ I(S)+G'(L)
TcodlmW(WﬂtG/) d p /. Da. ... Dn
car ( GO ) JC(G"; Dy, , Dy)
§C37<%0(G;D0,...,Dn).

La proposition 1 exclut le cas ou tgz € W. Le méme argument que celui
donné a la fin de la preuve du corollaire 4 élimine 1’autre cas. Donc G’ ne
peut pas exister et le lemme est démontré. O

? On dispose aussi (ibid.) de 1’estimation asymptotique % log 6k (n) . :OO Yo %
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Fixons un couple (m, t) tel que i)éF(mu) # 0 et :D%F(mu) = 0 pour
tout d-uplet & de longueur < [t|. Soit (g, ..., 7)) € {0, ..., No} x--- X
{0, ..., N,} tel que ‘(pg)(muj){ soit non-nul pour 0 < j < n. Si nous
regardons F comme une section du fibré Og(Dy, ..., D,), le choix de
(79, ..., Ty) correspond au choix d’une trivialisation de cette section au
voisinage de mp.

Lemme 12. Le nombre complexe
1
[Tj—o (6] omu)”

est un élément de L.

tl :D F(mu) (44)

Preuve. En vertu de la formule de Leibniz, le nombre complexe (44) est la
dérivée (divisée, le long de W, a I’ordre ¢, au point mu) de la fonction

F(z)
[T (¢¥ @)

qui est un polyndéme en (Wg))j:o _ (voir définition de wg), p. 155). Les
formules de dérivations liées aux groupes G; (du type de celle (14), p. 154)
permettent alors d’en déduire ce lemme. O

Le point clef de la démonstration des théoréemes 3 et 4 est le

Lemme 13. 1/ existe un ensemble fini § de places de L, dont la trace sur K
(ie. I PNOk ; B € 8}) ne dépend que de (G, D, e), il existe des constantes
(€j)jeqo,....ny (€o = 1) ne dépendant que de (G, P, e), tels que, pour toute
place B & &, 'inégalité suivante soit vérifiée :

\ SR B,
[T 0(‘/’% (muj)) 'L B

< max (1, Bl .. . |Balg)™ max{l pslp)

1 ﬁ 1 (45)
" 1BuD0ln | [AD ), b mu) [

¢jDj

(j)
o (mu;) N, (mu;)

wr,)(muj)

n
X 1_[ max
j=0

ou |.|sp est la valeur absolue sur Ky définie p. 140.

gor']’-) (mu;) |y,

Preuve. Nous avons pris le parti de n’utiliser ici que des notions tres élémen-
taires de géométrie algébrique. Une preuve plus concise (avec les groupes
formels) se trouve dans [16,17].
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Nous allons tout d’abord'? utiliser les formules d’additions sur G (re-
latives au plongement @) et effectuer une translation pour nous ramener
am = 0. La nullité€ des dérivées d’ordre < ¢ de F au point mu implique, en
utilisant la formule de Leibniz,

P
1_[] =0 (gofj (mll])) L
[V’
= Eo"Dg(P o (YWD, ... YY)z + mu))(0)
1, AW
o E<P0<<A%z>(““@ o muy). (46)

AD
—5 (6" @), ‘P(h)(muh))> )) v
A h

Th

1 1 I n
- {n } < Loo(®. .. W)

o AP (yP0), v (muy,))”"

ou, si nous posons X, 1= (Xo s e XE\Z))’

0Xo, ..., X,):=
P((A6" (X ¥ ). .o A (X 9 (mw))) o, ) -

Le polyndome Q est homogene en X, de degré ¢, D;, ou I’on a posé ¢, :=
degyg Ag’) (X, Y) (cela a un sens par définition des polyndmes Ag’), p. 153).
Notons (g;) les coefficients du polynome Q.

Soit F I’ensemble des coefficients de tous les polynomes Agh) et C,E’j)h
(ces polyndmes, définis a la fin du § 5, sont en nombre fini). C’est un sous-
ensemble fini de K. Pour toute place ultramétrique ‘B de L, le terme |g, |y
est majoré (uniformément en A) par
) ¢, Dy

0
R0 (muy,)
Th

max{lpulm} X Hmax
h=0

9 e e e g

B

(47)

X |?—|DO+ +Dy,

ol |F g = Igleag_({l, x|y}

10 Dans la littérature, cette premiére étape porte le nom d’« astuce d’Anderson-Baker-
Coates ». Elle vise a dissocier la contribution des dérivations et celle du point mp. Dans un
formalisme géométrique plus adéquat (cf. [18]), elle est implicite et n’apparait plus comme
une « astuce ».
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Par ailleurs, pour tout d-uplet /& de longueur < |[¢|, le terme i)g—Q o
(w(o) . w(”))(O) est nul car cette propriété équivaut, pour tout & de

< ~h . . o
longueur < |t], a DgF(mu) = 0, assertion vraie par définition de ¢. Par
conséquent, le terme

1
D% (0w, ..., w§"))O) (48)

est le premier (pour I’ordre lexicographique sur N¢*!) coefficient de Taylor
a priori non nul de la fonction holomorphe (au voisinage de 0)

o( O (()n))(lel + - 4 zq€0)
=O(L Bizi + -+ Baza. ¥ @), ..., ¥ @)

ouz=zie + -+ zq4€q4.
Nous allons maintenant effectuer un changement de variables (z;); ~
(t;); et réinterpréter le terme (48) comme le coefficient d’une série en

(49)

les t;. Auparavant, nous définissons les parametres locaux ty, ..., t; de
la maniere suivante. Posons ty := zop et, pour i € {1, ..., n}eth €
{0, ..., 8, — 1},
U]
¢ Prv1
o+ +di—1+h = T G
0
Pour chaque i € {0, ..., n}, au voisinage de la section nulle de G;, le
groupe algébrique G; est une variété affine et, par conséquent, il existe
des polyndmes P1(l)» .. PIS,) a coefficients dans Ok, homogenes en X;

tels que P(i) (¢??) =0 (1 < j < N)). Notons o la Ok-algebre engendrée

par I'inverse des coefficients de tous les polyndmes P() (1 <j <N,
0 < i < n). Comme G; est non-singulier (lisse) au V01s1nage de 0, nous

pouvons choisir N; = N; — §; et les polyndomes P() (1 < j < N))de
telle facon qu’en apphquant le théoreme des fonctions implicites, chacune

des fonctions (p(’) / go(l) pour h = 0, ..., N;, soit une série entiere en les
parametres (t50+...+5i71+h)0<h< 510 a coefficients dans o, i.e.

(W, ooy ") € (ollt, ..., Nt (50)
(et, bien sir, 1/f(0) = (1, ty)). En particulier,

Qg - W) = > Oatt] £ (51)

aeNd+1

ou 6, est une combinaison linéaire dans o[ F ] des coefficients g, de Q. De
plus 60, = 0si g > degy, O = Dy).
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Par ailleurs, on notera que (grace a lanormalisation (11) de la jacobienne,
p. 153),pour0 <i <d,onat; = z; +termes d’ordres > 2enzy, ..., Z4,
ce qui implique que z; = t; 4 termes d’ordres > 2en t;, ..., tz. De plus,
d’apres I’équation (14), appliquée a chacune des fonctions ¢”, on a

dfl 14+ % * . * dZ]
: . * 1+ : :
: . * :
dt, * . * 1+ dzg
ou chaque » représente un élément de o[ F][t;, ..., t;], qui s’annule en
0, ..., 0) (o[F] est I’algebre engendrée sur o par les éléments de F). Par
conséquent, des formules d’inversions de Cramer on déduit
d
dZ,‘ S hﬂalﬂ[.(f‘w][[fl, ey fd]]dth .
Ce résultat signifie que, pouri € {1, ..., d},ona
=Lt . ty) o g= ) alfre gy
neNd

est une série formelle (appelée logarithme formel) dont les coefficients
aff) sont une somme de termes de la forme b/m, avec b € o[F ] et m
est égal 2 une des composantes du d-uplet n. Remplacons alors dans (49)
les z; par leur expression ci-dessus en fonction des t;. Compte tenu de
Z; = t; + termes d’ordres > 2, on en déduit que le terme (48) est aussi le
coefficient de Taylor d’ordre ¢ de la série

S Oy (Bily+ o Bal) € (52)

geNd‘f’l
an=D(

Posons y, := Y.¢, ia®?. Alors le coefficient devant t}' - 4 de (52) est
une somme de termes de la forme :

OuVu, = Vuy - (53)

—oQ

Compte tenu de la nature arithmétique des coefficients des ¢;, rappelée ci-
dessus, chacune des quantités (53) est elle-méme une somme de termes de
la forme b'/(m; ... mgy,), ou b’ € o[F] et my, ..., my, sont des entiers
non nuls, dont la somme est < |n|. Par conséquent, la quantité

8|£|(D0) 90[_)/21 e Vn

=g

(pour n; + -+ +n, <t au sens lexicographique) est un polynéme en
Bi, ..., Ba, a coefficients dans ZL%-U[?], de degré < D,. Notons 4
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I"ensemble des places ultramétriques P de L telles que o[ F 1® OLy, # OLy, -
L’estimation ‘B-adique, pour P € My, f \ 4, du coefficient de Taylor

L o )
G DR ) O (54)
est alors immédiate :
L 0o (n)
E‘D%Q(o’---’ 0)(0)q3
< max {1, |Bilgp, ..., |Balp}? max{|g|yp},
5|£|(D0) 0 Ry d B x AP

majoration de laquelle se déduit (45) via 1’égalité (46) et la majoration (47)
des coefficients g;.. O

Si ‘P € 4, le procédé ci-dessus ne permet pas d’obtenir directement une
majoration (méme plus faible) de (54) car on ne connait pas précis€ément
la dépendance en les éléments de o[F] de ce terme. Dans ce cas, nous
disposons cependant d’une majoration similaire 1égerement plus faible :

Lemme 14. Avec les notations du lemme précédent, il existe une constante
cag ne dépendant que de (G, @, e), telle que, pour toute place 3 € 4§, on
ait :

1 1
A — Dz F(mu)
n D; e
'njo (] muy)) ™ £ P
< cig xmax (1, |Bilg, .-, |Balp}™
- 1 55)

x max{|p,|p} x 1_[ > (
: izo | 4G (V" (0), v, (muy)) |5
" : () ¢ D;

o [ max | £ 07 oy, (mu,)
=0 or (mu;) |y, or) (mu) | o

Preuve. Pour contourner le probleme évoqué en préambule du lemme, nous
allons majorer « trivialement » ce coefficient grace a la propriété de différen-
tiabilité des fonctions goﬁ.h) / <p(()h ) (cf- § 5). Reprenons les notations introduites
dans la preuve précédente. Il existe un polyndme Cy; ne dépendant que de

G tel que

3 (¢} ) )
J . . n
a(@)‘%( o) o



184 E. Gaudron

Nous développons

d ti—m; mi+---+m
t: A 8 i i 8 1 d
oi= Y (T1(%)em (2 9 .
’ 0<m;<t; (i:l <m’> IBl (32,‘) ) <8Zo>

Appliquée a Q(w(o) .. w(”)) la somme se restreint a m + - - - +my

< D car la fonction Q(w(o) e, wé")) est polynomiale en la variable z,
de degré < D,. Utilisons récursivement les égalités du type (56) ; il vient :

n D Dn
D50y - U6 ) O]y < IF ™ x max{lglp)
x max {1, |Bilp, ..., |Balyp}™ .
Compte tenu de 1’évaluation ‘B3-adique de - (une exponentielle de |z]), on
obtient le résultat annoncé, grace au majorant (47). O

6.12. Estimations archimédiennes

Lemme 15. Avec les notations du lemme 13, il existe une constante czg
ne dépendant que de (G, @, e) telle que, pour toute place archimédienne
o:L— C, onait

1 1
‘ — = DLF(mu)
1_[1 =0 ((‘DTJ (muj)) L o
< g x max {1, |Bilo, .-, |Bale}? x mflx{ll?&la}

5 1—[ 1 (57)

o | AW (i (0), i muy)) |

(])
X 1_[ max { (muj )

wz])(mu i) lo
Preuve. C’est exactement la méme démonstration que celle du paragraphe
précédent pour les places 8 € 4. La constante c39 n’est pas tout a fait
max, {|F|,}"*? car, contrairement au cas ultramétrique ot la valeur absolue
d’une somme est majorée par le maximum des termes de la somme, nous
devons tenir compte de la longueur des polyndomes Ag:) et Cy; (notamment
dans la majoration de |g,|,). O

)

c;Dj
(j) (muj) } J

gar])(mu i) lo

6.13. Conclusion

Des estimations ‘B-adiques et archimédiennes du nombre algébrique

1 1
— D5F(mu) , (58)
[T (¢ (mu )™ 2!
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. . . . t .
nous allons en déduire une minoration de ’%G‘DgF(mu)‘. La comparaison

avec la majoration de ce nombre complexe obtenue a la suite de I’extrapo-
lation (corollaire 5) donnera une contradiction. Nous en déduirons alors les
théoremes 3 et 4.

Appliquons la formule du produit au nombre (58). Nous obtenons 1’iné-
galité suivante :

1 1
5 —log J()~F(mu) > — | caoT + Doh(W) + h(P) + log 6, (Do)
1 D
+ — log H |AD (y§” (0), ' (muy)) | (59)
n (]) (J) (mu)
+chDj Zlogmax{ )(mu) 7) }
=0 00 gprj (mu) || gaf, (mu)

(la derniere somme porte sur toutes les places (finies et infinies) de L,
différentes de op). La définition des polyndmes A" implique I’existence
d’une constante c41, ne dépendant que de (G, @, e), telle que, pour tout

hef0,...,n},
}ch

Le minorant de I’inégalité (59) se simplifie alors et il peut étre remplacé par

h
Py (mu)

QDIh) (mu)

o (mu)

|A§il)( (h)(O) w(h)(muh)>| < C41 max{ — |
‘pfh (mu)

—c42{T10g Dy + Doh(W) 4+ h(P) + Z Djh(mpj)} : (60)
J=0
Choisissons un n-uplet (zy, ..., 7,) tel que
‘(p(’)(mu)} = max {|g0(’)(mu)|, .. } (61)
>exp{—c;(l +m||uj||)”f} lorsque j # 0
et
|0l (mw)| > 1. (62)

La quantité log |%33%F (mu)| est alors minorée par

_ c43{DT10g Dy + Do(Dh(W) + L max [ Dh(suo)))

+ Dh(P) + ; D;(_max  (Dh(sp))) -+ (Shu 1))}
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En remplacant les parametres par leur valeur, nous obtenons

1
log t—:D%F(mu) > —cCy U

!

Ce qui contredit, pour C assez grand, la majoration du corollaire 5 (p. 177).
Ainsi, une des trois hypothéses'! émises lors de la démonstration est fausse.
Donc

1. Ou bien I'inégalité (38) est fausse et alors
log |A| > —CyUy .

2. Ou bien u € 15(C) (et nécessairement nous sommes dans le cas pério-
dique). Le théoreme se déduit alors du lemme 2.
3. Oubien u ¢ t&(C) et nous sommes dans le cas périodique. Alors

1
| Al > Ed(u, 1c(©C)),

et d’apres la premiere partie du corollaire 2, le logarithme de 2| A| est
minoré par le logarithme de

Co (D + Dh(py) + -+ + Dh(p,) + Elwi || + - - + El[u, )"
et donc par —U,.

Pour obtenir le théoreme 3, il ne reste plus qu’a remplacer dans U, I’entier
S par a, la comparaison entre |A| et d(u, W) s’effectuant via I’égalité (3).
Quant au théoreme 4, les hypotheses de ce théoreme impliquent que nous
sommes nécessairement dans le cas non-périodique. Tous les calculs effe-
ctués dans ce cas restent vrais lorsque Uy est remplacé par Uj. La seule
modification notable se situe au niveau du lemme de zéros, en particulier
lors du corollaire 4, p. 168, ou nous invitons le lecteur a se reporter pour de
plus amples détails.
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