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Logarithmes des points rationnels des
variétés abéliennes

Vincent Bosser et Eric Gaudron

Résumé. Nous démontrons une généralisation du théoreme des périodes de Masser et Wiistholz
ou la période est remplacée par un logarithme non nul # d’un point rationnel p d’une variété abé-
lienne définie sur un corps de nombres. Nous en déduisons des minorations explicites de la norme
de u et de la hauteur de Néron-Tate de p qui dépendent des invariants classiques du probleme
dont la dimension et la hauteur de Faltings de la variété abélienne. Les démonstrations reposent
sur une construction de transcendance du type Gel'fond-Baker de la théorie des formes linéaires
de logarithmes dans laquelle se greffent des formules explicites provenant de la théorie des pentes
d’Arakelov.

Introduction

Dans ce texte nous proposons une généralisation du théoreme des périodes de Masser
et Wiistholz ot nous remplagons la période par un logarithme d’un point rationnel
d’une variété abélienne définie sur un corps de nombres. Nous examinons ensuite les
conséquences d’un tel énoncé sur la norme du logarithme et la hauteur de Néron—
Tate du point rationnel associé en donnant des minorants explicites de ces quantités.
Nous montrerons également une version effective d’un théoreme de Bertrand portant
sur le degré du sous-groupe algébrique minimal contenant un point rationnel donné.
Une partie des résultats présentés ici a fait I'objet d’'un compte-rendu aux Oberwolfach
reports [Ga4].

Soient k un corps de nombres de degré D et gy: k — C un plongement complexe.
Soit A une variété abélienne définie sur k, de dimension g, que I'on munit d’une po-
larisation L. La variété abélienne complexe A, obtenue par extension des scalaires a
partir de A posséde un espace tangent a l'origine 4, et une application exponentielle
eXp,, tta, = Aq surjective. Soient p ¢ A(k) etu € ty, unlogarithme deI'image de
p dans Ag, C'est-a-dire tel que exp, (1) = 0o(p). Enfin considérons la plus petite
sous-variété abélienne A, de A,, dont 'espace tangent a 'origine contient u.

Classiquement un théoréme des périodes fournit une estimation du degré géomé-
trique de A, relativement a L lorsque u est une période non nulle de A,, en fonction
des invariants de la variété (dimension, hauteur de Faltings, degré de k) et de lanorme
de u. Ceci correspond donc au cas p = 0. Le premier énoncé de ce type a été obtenu
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en 1993 par Masser et Wiistholz [MaWii]. Une version améliorée et entiérement ex-
plicite a récemment été démontrée par Gaudron et Rémond [GR2] en s'inspirant de
I'approche arakelovienne de Bost [Bol] et d’un résultat non publié de David [Da].
Notre premier résultat est un théoréme des périodes étendu au logarithme u d’un
point k-rationnel p quelconque de A, appelé théoréme des périodes généralisé dans
la suite. Nous notons |- 1,4, la norme hermitienne sur ¢4, induite par la forme de
Riemann de Ly, iy (p) la hauteur de Néron-Tate du point p relative a L, et hp(A)
la hauteur de Faltings stable de A (voir le début de la partie 3 pour la normalisation
choisie).

Théoréme 1.1  Avec les données (k, 0, A, L, p,u) ci-dessus, si u # 0 et si g > 2 alors
ona

(deg; Au) ™+ < (100g)* (D (p) + u[7,q,)
x (D max {1,log D, hg(A),log(Dhy(p) + |u]3 4, )} dim s,

Si g = 11'inégalité reste vraie avec la constante 1,2.10" au lieu de (100g)*8.

Le théoréme des périodes [GR2, Théoréme 1.3] donne un énoncé comparable mais
plus précis lorsque u est une période de A, avec, en particulier, 'exposant du second
terme entre parentheses égal a 1. L’énoncé a la base de ce théoreme sera démontré
dans la partie 3. D’autres résultats effectifs de nature un peu différente en découlent,
comme la minoration suivante de la norme du logarithme u.

Théoréme 1.2 Siu #0alorsona

Lo 2 —(196g)%$** D max {1, hp(A), i (p)}.

log |[u|

Cette estimation, qui peut s'interpréter comme une minoration de formes linéaires
en un logarithme sur une variété abélienne, est, a notre connaissance, la premiere
minoration de ||u] 1,4, qui soit entiérement explicite et sans condition sur p. Elle est
a comparer aux résultats de Pellarin [Pe] et du second auteur [Gal, Corollaire 1.2]. Si
Pellarin propose des exposants légérement meilleurs pour hz(A) et i (p), Cest au
prix d’hypotheéses assez fortes sur p et sa hauteur. De plus il reste une constante non
explicitée qui dépend de g et du degré deg; A. Ces restrictions ont été supprimées
dans [Gal] sauf’hypothése de non torsion modulo les endomorphismes de A du point
p- Le théoréme 1.2 enléve donc toutes ces limitations d’usage.

Une autre conséquence du théoreme des périodes généralisé concerne la question
de la minoration de la hauteur de Néron-Tate d’un point p € A(k) qui n’est pas de
torsion. Sur ce théme, la littérature sest surtout concentrée sur la dépendance de la
borne en le degré de k/Q (probléme de Lehmer généralisé) ou en la hauteur de A
(conjecture de Lang-Silverman). En outre la plupart des énoncés ne concernent que
des variétés abéliennes & multiplication complexe. L’énoncé suivant vise au contraire
a donner un résultat entierement explicite avec des hypothéses minimales (voir le
paragraphe 4.3 pour des bornes plus précises).
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Théoréme 1.3  Soit p € A(k) un point qui n’est pas de torsion. Alors on a

hp(p)™ < max {D + g&, hp(A)}*77*.

Le groupe de Mordell-Weil A(k) est de type fini et sa partie libre A(k)/A(k)ors est
un réseau de A(k) ®z R qui, muni de la forme quadratique p ~ h (p), est euclidien.
Le théoreéme S’interpréte alors comme une minoration effective du premier minimum
de ce réseau. Ceci nous ameéne a présenter une derniere conséquence du théoréme 1.1
qui concerne le sous-groupe algébrique A, engendré par un point p € A(k). En 1995,
Bertrand a montré comment obtenir une borne pour (deg;, A P)l/ dim 4y Jinéaire en
la hauteur de p lorsque A, est connexe et non nul [Be]. En reprenant ce travail et en
y ajoutant un argument de Rémond pour supprimer I’hypothése de connexité, nous
pouvons donner une version totalement explicite du théoréme de Bertrand.

Théoréme 1.4  Soit p € A(k) qui n’est pas un point de torsion. Alors on a

(deg, Ap)Y/ M 4r < hy (r)( (14g)64g2D max {1, log D, hF(A)}2) 812"

La démonstration du théoréme 1.1 repose sur une construction de transcendance ana-
logue a celle de [GR2], mais ot I'on tient compte des multiples du point p. La méthode
employée est celle de Gelfond-Baker de la théorie des formes linéaires de logarithmes
dans le canevas de I'approche de Philippon-Waldschmidt [PW]. Nous avons utilisé
la méthode de la section auxiliaire [Ga3] dans le cadre de la théorie des pentes [Bol].
Pour contenir la taille des constantes numériques, nous avons repris et amélioré le
lemme d’interpolation analytique de Cijsouw et Waldschmidt [CW] (voir partie sui-
vante), qui était couramment utilisé jusqu’alors. De la méthode de Gelfond-Baker
est issu un énoncé technique (théoréme 3.1) qui entraine les théorémes 1.1 et 1.2. Le
passage a une minoration de la hauteur de p, pour obtenir le théoréme 1.3, requiert un
argument de géométrie des nombres supplémentaire. L’idée est d’appliquer le théo-
réme 1.1 avec un multiple du point p et un logarithme quelconque de ce multiple.
Les choix doivent étre faits de sorte & minimiser la valeur de la forme quadratique
(6,w) ~ q(€,w) := e2Dhy(p) + |eu + |3 4, pour £ € Z et w une période de Ay,.
Le premier théoréeme de Minkowski permet cette optimisation en donnant un majo-
rant de g(&, w) proportionnel 4 une puissance fractionnaire de 7 (p). Ceci conduit
A une minoration de (p) qui, bien qu’indépendante de u, dépend encore de la
polarisation L a travers le degré de A. Pour nous en affranchir, nous utilisons alors
Pastuce de Zarhin en nous plagant dans (A x A)* (A est la variété abélienne duale)
munie d’une polarisation principale compatible a L. Le contrecoup de ce procédé est
I'augmentation des constantes numériques puisque la dimension et la hauteur de la
variété sont multipliées par huit. Enfin, la démonstration du théoréme 1.4 sappuie
encore sur des arguments de géométrie des nombres. Bertrand [Be] a établi une ma-
joration de deg; A, en fonction de hi( p) au moyen du second théoréme de Min-
kowski. Les explications détaillées qu’il fournit pour rendre effective la constante ainsi
qu’une borne du volume de 'anneau des endomorphismes de A extraite de [Rél] et
le théoréme 1.3 permettent aisément d’en déduire une version légérement plus pré-
cise du théoréme 1.4 lorsque A, est connexe. Par une méthode que nous a décrite
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Gaél Rémond, utilisant une borne de 'exposant du groupe de torsion A(k)ors venant
de [Ré1], nous sommes alors en mesure de démontrer le théoréme 1.4 dans toute sa
généralité.

Lemme d’interpolation

Etant donné une fonction holomorphe f sur un ouvert de C, par lemme d’interpolation
nous entendons une borne de la valeur de f en un point de I'ouvert en fonction du
supremum de | f| sur un disque contenant ce point et des modules de dérivées de f en
des points choisis de 'ouvert.

Sir est un nombre réel positifet f une fonction définie sur le disque fermé D(0, ) =
{z € C; |z| < r}, nous désignons par |f|, le supremum de |f| sur D(0, r). Le résultat
principal de cette partie est le suivant.

Proposition 2.1  Soient S un entier strictement positif, r, R deux nombres réels tels que
R>r>8-1/2ete€]0,1/2[. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant
le disque fermé D(0, R). Alors, pour tout entier T > 1 et tout nombre réel a > 0, on a

Iflr <

R ( r)T( R* (1% + 5(22—1)) )T(S—l) If
" T S(28-1) R

R-r\R R4 4 r2 S(2:*1)

@ . e
+1( mgzs:_l f (J)|)( )Tmax{l,;} T(s )(Shrm)T_

2€ 200! acos e
0<6<T-1

L’approche pour la démonstration est classique. Elle repose sur une formule d’in-
terpolation d’Hermite et I'utilisation de facteurs de Blaschke, variante qui, dans ce
contexte, remonte (au moins) a un article de Mignotte et Waldschmidt [MiWa]. Une
version avec dérivées comme ici a été mise en ceuvre (mais non formalisée) par Baker
et Wiistholz [BW]. La différence avec I'énoncé de la proposition est le choix des points
d’interpolation pour lesquels nous exploiterons la symétrie par rapport a I'origine,
comme dans [GR2, §5].

Formule d’interpolation d’"Hermite

Considérons un entier n > 1, des nombres complexes a, ..., 4, distincts et des en-
tiers strictement positifs €y, . . ., £,,. Soit z un nombre complexe distinct de ay, . .., a,.
Soit T un lacet fermé délimitant un compact C, contenu dans un ouvert Q) et dont
lintérieur comprend ay, ..., a,, z. Pour tout j € {1,..., n}, soit I'; un contour fermé
inclus dans C et dont I'intérieur comprend a; mais pas ai,...,aj_1,2, @js1> - - - » @n.
Soit w: Q — C une fonction holomorphe qui a pour seuls zéros les a; avec multipli-
cités £;. La formule d’interpolation d"Hermite stipule que, pour toute fonction holo-
morphe f:Q) - C,ona

=
<.

flza) 1 rfE) d& 1

w(z) 2inJr w(¥)E-z 2im

Y1 FO®) [ (E-a)’
e f o) &z

I
—_

14
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La démonstration consiste & appliquer le théoréme des résidus a la fonction g(§) =
F(&)/(w(&)(§—-2))lelong du contour I'. Le résidu de gen & = z est f(z)/w(z) et g

ale méme résidu en a; que la fonction
1 -1 f(e)( J)
w(E)(E-2) e;) el

qui différe de g par une fonction holomorphe en a;. On exprime alors le résidu de
cette fonction au moyen d’une intégrale sur le lacet I;.

£ (§-a))°

Facteurs de Blaschke

Soient R > 0 et a un nombre complexe de module < R. Le facteur de Blaschke asso-
cié au couple (R, a) est la fonction z I;(f == qui est holomorphe dans un ouvert
contenant D(0, R). Cette fonction est de module constant égal a1lorsque 2] = Ret,

pour |z| <R,ona

RHZI—IHII ‘R(z a)‘ R(lz| +|al)

~lzffa] ~ " R? - az + 2 lal

Si S est un entier naturel < R + 1, la fonction

S-1 R(Z—j) z S-1 RZ(Zz _j2)
Bgr(z,8) = ——= ==\l
j=—1(_5[—1) R2-jz R g R* — j2z2

est holomorphe dans un ouvert contenant D(0, R), avec des zéros simples en les en-

tiers compris entre —(S —1) et S — 1. On a |Bg(z, S)| = 1 pour tout nombre complexe
z de module R et, si r est un nombre réel positif tel que r < R,

r g Re )
B N<=|| —/—5
| R(Z )| g R4+T'2]2

pour |z| < r.

Enoncé intermédiaire

En appliquant la formule d’interpolation d’Hermite avec B (z, S) T, nous obtenons le
résultat suivant.

Proposition 2.2  Soient T, S des entiers strictement positifs et r, R des nombres réels
strictement positifs tels que R > max {r, S —1}. Soit f une fonction holomorphe dans
un ouvert contenant D(0, R). Alors, pour tout € € ]0,1/2[, pour tout nombre complexe
z de module r, vérifiant |z — j| > 1/2 pour tout je {-S+1,...,S-1}, 0ona

1 R2(r? +] N\T

@1« %) (g wioen) Mg

s O T A
+2€(|j§1 26! <cos7re) < (1+j2)'

0<€<T-1
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Démonstration La formule d’interpolation d’Hermite appliquée avec w =
Br(+,S) , lescerclesT = {§ € C; [§| = R}etI; ={E e C;[E-j =1/2-¢€}et
¢; = Tpourtoutje {-S+1,...,5S -1} donne

ICHENEO I

12-e  GO0) Br(z,9)
+|j|<S |Z_j|_(1/2_5) £=0 2€g!] ( ‘BR(E S)|)

Le terme |Br(z, S)| a été majoré précédemment. Le quotient devant la derniére som-
me est plus petit que 1/(2¢) par hypothése sur z. De plus, pour § € I, on a

‘BR(Z S)‘ ( r2+h2)(IR4—Ezh2\)
Br(&,9) |E| hot V€2 —h2|/\ R+ 1202 )7
Par les points (2) et (4) de [GR2, lemme 5.2], on a

-1
ET1 |E2 = K% > (S - 1)*7 " cos me.
h=1

En outre, I'appartenance & € I; implique [£— j| <1/2 donc [E2 - | < [§+j|/2 < |j|+1/4
puis
|R* = €2h*| = |[R* = j*h* — (82 - ?)h?| < R* - 2h* + |j|h® + h* /4 < R* + h* /4.

Par conséquent, comme r = |z— 0| > 1/2, ona|R* - £2h?| < R* + r*h? d’ot 'on déduit
finalement la borne voulue

Br(z,9) ar 323 r”
‘BR(E,S) Scosneg(l+h2)' "

Démonstration de la proposition 2.1

Par le principe du maximum il suffit de majorer |f(z)| pour tout nombre complexe z
de module r. Comme r > S —1/2ona|z - j| >1/2 pourtout j € {-S+1,...,S -1}
et on peut donc appliquer la proposition 2.2 pour majorer |f(z)|. L’égalité shma =
nallZ, (1+a?/j?) etla majoration 1+ 12 /j* < (1+ a*/j*) max {1, r/a}’ conduisent
immédiatement a

2

U PE IR

Enfin 'estimation

1 r2+]'2 <( 7‘2+

B S(28-1) \ S-1
6
I;[ R+ 122 R+ rzs(zg-l) )

découle de la concavité sur R* de la fonction § — log ==+ et de la formule classique

pour la somme des carrés d’entiers.

R4+rZE

Remarque 2.3  Sur la courbe min (|z|, 2|z - 1|,2|z +1]) = 1 tout nombre complexe
est de module plus petit que 3/2 et vérifie |z — j| > 1/2 pour tout entier j. Ainsi, par
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le principe du maximum, la proposition 2.2 (avec r = 3/2 et R = S) donne-t-elle une
borne pour |f]; du type

3 7 825G/ + )\ T N f(e)(1)|(sh(3ﬂ/2))T

+
fl < (28 ITI S4+(3j/2)? ) |f|SS—3»/2 € |é<7§‘ 2t¢! cos e
<

Cette estimation est a comparer a celle de [GR2, proposition 5.1]. En particulier le
premier terme de droite, a I'intérieur des parenthéses, s'écrit e~28(+e() 4y lieu de
2725(+0(M) comme dans 'énoncé analogue de [GR2].

Enoncé clef

Comme nous I'avons dit dans I'introduction, le théoreme 1.1 résulte d'un énoncé tech-
nique (théoréme 3.1) que nous énongons et démontrons dans cette partie.

Nous reprenons les notations de l'introduction. Considérons donc k un corps de
nombres de degré D sur Q, et fixons un plongement oy: k = C de k dans C. Soit (A, L)
une variété abélienne polarisée sur k, de dimension g. Notons deg; A le degré de A
relatif & L. Nous désignons par h(A) la hauteur de Faltings stable avec la normalisa-
tion de Deligne et hr(A) = h(A) — (dim A/2) log 7 est celle avec la normalisation de
Faltings [GR2, §2.3]. Cette seconde normalisation, qui a 'avantage d’étre plus petite
que toutes les normalisations usuelles, n’est utilisée que dans 'introduction et dans la
partie 4. Soient 4, l'espace tangent de A, et exp Aoy FAey A(C) son application

exponentielle. Soient p € A(k) et u € t4, un logarithme de oo(p). Notons h(p) la
hauteur de Néron-Tate de p et | - | 1,4, la norme hermitienne sur 4, induite par L.
L’énoncé clef de cette partie est le suivant.

Théoréme 3.1 Soit E > e un nombre réel. Supposons que u n’appartienne d Uespace
tangent d’aucune sous-variété abélienne stricte de A,,. Alors on a

—~ T
(deg, 4)"/¢1og E < co(g)( Dhu(p) + S E*[ul} )

D , D Dh(A) Dlogdeg, A}”l/g
logE logE glogE’ logE ~ logE
ot1 co(1) = 8,3.10% et ¢y (g) = 3.10° g2 (log g)? si g > 2.

X max{l,

La démonstration de ce théoreme sinscrit dans une démarche typique de la
transcendance. Elle est issue de la méthode mise au point par Philippon et Wald-
schmidt [PW] pour obtenir des minorations de formes linéaires de logarithmes dans
les groupes algébriques commutatifs définis sur Q, méthode dans laquelle se greffent
des calculs explicites de la théorie des pentes de Bost [Bol]. Elle comporte plusieurs
étapes. L’idée de base est de construire une section auxiliaire non nulle du faisceau
inversible L®” (pour un certain entier n > 1) qui soit de petite hauteur et dont les dé-
rivées sur un ensemble fini de multiples épaissis du point p soient également petites.
A cette fin nous avons recours au lemme de Siegel approché absolu élaboré dans [Ga3]
(voir proposition 3.10). Puis, par le lemme d’interpolation analytique du paragraphe
précédent (proposition 2.1), nous montrons que le premier jet non nul de cette section
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en un certain multiple de p est lui-méme de petites normes relativement aux plon-
gements du corps de nombres ambiant au-dessus de gy (propositions 3.14 et 3.15).
Nous majorons ensuite les normes de ce jet en les autres places, ce qui permet d’en
déduire une borne pour la hauteur du jet (propositions 3.16 et 3.17) que nous com-
parons alors a la minoration de type Liouville de la hauteur (proposition 3.21). Nous
obtenons ainsi une inégalité assez compliquée ot s’entremélent plusieurs parameétres.
Nous divisons alors par 'un des parameétres que nous faisons tendre vers I'infini, ce
qui élimine au passage quelques termes secondaires. Nous parvenons a une minora-
tion intermédiaire de Dhy (p) + ZE?|u? , (lemmes 3.24 et 3.26) de laquelle découle
celle du théoréme 3.1 par un bon choix de parametres. Hormis les lemmes de Siegel et
d’interpolation qui différent, ces caractéristiques de la démonstration sont celles de la
preuve du théoréme des périodes (cas p = 0) obtenu dans [GR2]. La différence est que,
comme dans [PW], nous sommes amenés a distinguer deux cas, dits cas périodique
et cas non périodique, selon qu'un certain multiple de p appartient ou non a une cer-
taine sous-variété abélienne de A (définition 3.2). Le cas de [GR2] étant nativement
le cas périodique, cette distinction n’avait pas lieu d’étre. Ici la présence des deux cas
nécessite d’utiliser des arguments différents a certains endroits de la démonstration.
Ceci est particuliérement visible lors de I'étude des rangs des matrices auxiliaires qui
prélude au lemme de Siegel (lemme 3.6) et lors de I'extrapolation analytique propre-
ment dite (paragraphes 3.9.1 et 3.9.2). Il en résulte une analyse finale qui se dédouble
(paragraphes 3.11.4 et 3.11.5). A cette complication inhérente & notre approche sajoute
la disjonction entre les cas g = 1 et g > 2, qui, elle, ne vise qu’a proposer une constante
co(g) plus petite. Le reste de cette partie est consacré a la démonstration du théo-
reme 3.1.

Choix des métriques

Soient (A, L) la variété abélienne polarisée de dimension g et p € A(k) les données
de I'énoncé clef. Soient # et S deux entiers > 1, qui seront définis au paragraphe 3.2.
Pour a € N, posons X,(a) = {mp; m € {-a,...,a}}. Considérons un modele de
Moret-Bailly du triplet (A, L®",%,(gS)) (noter que dans [GR2] I'entier n aurait da
étre introduit comme ici avant le choix du modéle). La définition, I'existence, et les
propriétés d’un tel modele sont I'objet de [Bo2, $4.3]. Rappelons qu'un tel modele
comprend :

* une extension finie K/k,
* un schéma en groupes m: A — Spec Ok semi-stable, de fibre générique isomorphe
a Ag = A Xgpeck Spec K

* un fibré hermitien cubiste £, sur A, de fibre générique isomorphe a Le"

* pour tout point g € £,(gS), une section &4: Spec O — A de 7 qui reléve g.

Parmi les propriétés décrites dans le théoréme 4.10 de [Bo2], mentionnons les deux

suivantes.

(1) Pour tout q € £,(gS), le degré d’Arakelov normalisé du fibré adélique hermitien
s;?,, est la hauteur de Néron-Tate hipsn(q) = nhy (q) de g relative a L&,

(2) Le K-espace vectoriel H, = H°(A,L®") ®, K des sections globales de LE" est
muni d’une structure d’espace adélique hermitien en utilisant le Ox-module de
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type fini (localement libre) H°(A, £,,) pour définir les normes aux places finies
et les métriques cubistes de £, aux places archimédiennes [GR2, §6.1]. La pente
d’Arakelov normalisée du fibré adélique hermitien H, ainsi obtenu vaut

Yy h(A) 1. n8h°(AL
i(H,) = _h(4) + ,log#
2 4 (2m)e
(o1 h%(A, L) est la dimension de H°(A, L)).
Par ailleurs 'espace tangent a l'origine t4, de la variété abélienne Ag est également
muni d’une structure de fibré adélique hermitien £4, = (ta,, (|- |1,0)o:x-c) n uti-
lisant I'espace tangent a I'origine t4 de A comme modele entier (définissant les mé-
triques aux places ultramétriques) et les formes de Riemann | - ||, des faisceaux in-

versibles (Lx)s = (Ak)s [GR2, §2.4]. La pente d’Arakelov normalisée de t4, est
alors égale a

—— 1 1
(.1) y(tAK):—§~(h(A)+EloghO(A,L)—glogn)

(voir [Gal, Proposition 4.7]). Dans la suite, étant donné un plongement complexe
0:K = C, nous noterons A, (resp. L) la variété abélienne (Ax), (resp. le faisceau
inversible (Lk),). Pour un tel plongement o, le tiré en arriére du faisceau inversible

hermitien (£, ), muni de la métrique cubiste | - ||cub,o par Uapplication exponentielle
exp,, est isomorphe (isométriquement) au faisceau trivial t4, x C - t4, muni en
chaque fibre z de la norme caractérisée par |1|,, = exp (-7n|z|? ,/2). En prenant
les sections globales de ces faisceaux, nous pouvons alors identifier H(A, £,)®,C a
I'ensemble des fonctions holomorphes 9: ¢4, — Cvérifiant 9(z+w) = ar, (w,z)"9(z)
pour tout z € t4, et toute période w de A,, ot ar, (w, z) est le facteur d’automorphie
canonique de L, [GR2, §2.5]. Pour s € H°(A,L,) ®, C de fonction 9 associée et
pour x € A,(C), la norme cubiste de s(x) relative a (£,,0) est reliée a la forme de
Riemann d’un logarithme z quelconque de x et au module de 9(z) par la formule

mn
IsG6) leun,o = 19(2)] exp (~- el o).

Plus généralement, si J; est le faisceau d’idéaux sur A, défini par la section neutre
e5:SpecC — Ay, sis € HY (A5, @ 15(Ly)o)ou e N, x € Ay (C), et 10 Ay — Ay
la translation, le jet de s d’ordre € au point x, noté jet® s(x), est l'image de s dans le
quotient

% (7€ jqb e

H°(SpecC,e;(15/95" @0, 15(Ln)e)) = SE(£h,) @ x* (Ln)o
(S%( £}, ) désigne la puissance symétrique £-éme du cotangent). Cette construction est
compatible 2 la trivialisation de exp} (£, ), choisie pour identifier s a 9. Ainsi I'on
peut définir de la méme maniére le jet jet’ 9(z) en un point z € t4, en considérant

expy Jb ® 7} (exp} (Ln)o) sur ty, et ce vecteur appartient & S®(#} ). Les normes
de ces jets sont alors reliées par la formule (pour x = exp, (z))

liet* sGo) ey, yox (), = et 8(2)seqeyy 120
. n
= ljet” 9(2) sy, y exp (5 Il ) -
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Au paragraphe 3.8 nous verrons une formule pour la norme de jet® 9(z) en fonction
des dérivées de 9 a 'ordre ¢ au point z.

Remarque  Nous aurons a considérer les plongements de K qui prolongent le plon-
gement 0p: k = C de'énoncé du théoréme 3.1 ainsi que ceux qui prolongent le conju-
gué complexe o, (lorsque oy n’est pas un plongement réel). Or le morphisme naturel
de R-schémas f: Az, - Ag, se reléve en un isomorphisme antilinéaire et isométrique
df: (tas [ [2,5) = (fas,» |- [r.00) des espaces tangents normés, avec correspon-
dance des réseaux des périodes [GR2, Proposition 2.2]. Dans la suite les construc-
tions faites pour les plongements o | 0 seront systématiquement transposées aux
plongements au-dessus de o, via f (ou df), assurant ainsi des bornes identiques pour
les normes associées a ¢ ou ¢. En particulier le logarithme choisi pour oy (p) sera
u € tatel que df(u) = u, ce qui implique 4] 55 = [[u] 1,0,

Choix des parametres

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du paragraphe 3.12, nous fixons k, o9, A, L, u,
p et E comme dans I'énoncé du théoréme 3.1. Soit
) D 1 D Dh(A) DlogdegLA}
> > o > bl .
logE logE 8 logE" logE logE

M = max{

Soit S le nombre réel défini par S := 2919M si g = 1, et lorsque g > 2, par S :=
248¢%%7 (log g) M. Notons alors S := [S]. Lorsque B est une sous-variété abélienne
stricte de A,, posons
ZP(S) + B) degL B ) 1/ codim B
B deg; A
(rappelons que £,(S) = {mp ; m € {=S,...,S}}). Choisissons une sous-variété
abélienne stricte By de A, telle que x(By) = x. Nous disposons de I'encadrement
1 25 +1\ Ve
SxSx({O})s( ) .
deg; A deg; A
Notons Qy,, le réseau des périodes de Ay, et tp, I'espace tangent a I'origine de la
sous-variété abélienne By.

x(B) := ( Card( et x:=min{x(B)|Bg A}

(3.2)

Définition 3.2 Nous dirons que nous sommes dans le cas non périodique si le car-
dinal du quotient (2, (S) + By) /By est maximal, c’est-a-dire égal a 2§ + 1. Sinon, nous
dirons que nous sommes dans le cas périodique.

En termes de logarithmes, étre dans le cas périodique signifie qu’il existe m «
{1,2,...,28} tel que mu € tp, + Q4 . On introduit alors le nombre réel &9 > 0 de la
maniére suivante. Dans le cas non périodique, on pose ¢y = 0,044 si g =1, et
B 0,57
~ 4glog(g+1) +4logg +7,31

&0

_3
50g8+3
Considérons maintenant un entier T > 1 et n I'entier tel que n < Tx < n +1. Le

si g > 2. Dans le cas périodique, on pose ¢y = 0,06si g = let g = sig2>2.
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paramétre T tendra vers +oo en fin de démonstration; nous pouvons donc supposer
que n > 2 dans la suite. Nous notons K/k une extension finie pour laquelle nous
disposons d’'un modéle de Moret-Bailly de (A, L®",%,(gS)).

Avec ces choix de parameétres, nous avons le lemme de multiplicité suivant, une
cloture algébrique K de K étant fixée.

Proposition 3.3 Il n’existe aucune section non nulle de H, ® x K qui sannule a Uordre
gT lelong de ty sur %,(gS).

Démonstration Si une telle section existait, le lemme de multiplicité de Nakamaye
[Na] assurerait I'existence d’une sous-variété abélienne stricte B de A, telle que

Z,(8) + B)

TcodimB Card( degL®n B< degm,, A=nf degL A.

On aurait donc Tx < Tx(B) < n, ce qui est impossible puisque Tx > n par définition
de n. ]

Nous utiliserons aussi trois autres paramétres §0, So, et Ty définis de la maniére
suivante. Le nombre réel Sy est déterminé par la formule 28, +1 = eo(g+1)"8(2S+1);
puis Pon pose Sy = [So]. Nous notons également Ty := [£9T]. Les nombres S, et
So ne seront utilisés que dans le cas non périodique et Ty uniquement dans le cas
périodique. Leur utilisation ne peut se faire que dans le cas associé. Afin de pouvoir
traiter les cas simultanément, nous noterons

So, T dans le cas non périodique,
(33) (Sl) T]) = ( 0 ) , . p . q
(gS,To) dans le cas périodique.

Nous aurons besoin dans la suite de savoir que le paramétre S, est grand.

Lemme 3.4 Ennotant k(1) = 62 et k(g) = 4g° si g > 2, on a la minoration
D D o D Dh(A) DlogdegLA}
logE’ log E 8 logE’ logE ’ logE '

So > x(g) max{ 1,

Démonstration Supposons d’abord g > 2. D’aprés les définitions de SpetS,ona

€(25+1) £ (25 -1) L 4956
(g+Ds — (g+Ds  (1+1/g)%

Cette derniére quantité est supérieure 2 9,2 g5 M. Comme Sy < S + 1, on en déduit

28 > 28 — 2 > 9g5M, d’ott le lemme dans le cas g > 2. Le cas g = 1 se démontre de
facon analogue : on trouve d’abord

28y +1= x g’ (log g) M.

=~ 0,044 x (2x2919 -1
2so+1:%"(25+1)z X(ZX ) M > 128 M,
d’ot1 28, > 127M puis Sg > Sg — 1> 62M. |
Pour 7 = (71,...,Tg) € N&, notons |7| la somme 7; + --- + 7,. Définissons alors

les ensembles Y := {(m, 1) € Z x N&;|m| < Sy et|1] < (g +1)T} dans le cas non
périodique, et Y := {(m, ) € Z x N&|m| < gSet|7| < gT + Ty, 7, < To} dans le cas
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périodique. Le cardinal de Y est un polynéme en T et, en particulier, logCard Y =
o(T) est négligeable devant T lorsque T tend vers I'infini.

Compléments au cas périodique

Notons dist la distance sur ¢4, induite par la forme de Riemann | - || 4, Considérons
une base orthonormée f = (fi, ..., fy) de t4, telle que

£ uf|lu|1,s, dansle casnon périodique,
€ \v/|v|Le dansle cas périodique,

ou v est le projeté orthogonal de u parallélement a ¢, (non nul puisque u ¢ tg,). Sur
ta,;» nous considérons la base orthonormée f compatible a f au sens de la remarque
du paragraphe 3.1.

Dans le cas périodique, nous aurons besoin d’une minoration de la derniére coor-
donnée de u dans la base f.

Proposition 3.5 Notons (uy, . ..,ug) les coordonnées de u dans la base f. Dans le cas
périodique, on a ug > 0, ainsi que les estimations :

(i) Sig=1 L <25\/6,45D (deg, A)~"/*>max {1, h(A)}"/*.

P

(i) Sig>2,
deg. A&\ 1/2
( %) <28(2S +1)8V/131 g8’ max {h(A),logdeg, A,log(2S + 1)}1/2.
u
g
Démonstration Par définition du cas périodique, il existe un entier m € {1,2,...,2S}

tel que mu € tp, + Qy, . Soit w € Q4, une période telle que
dist(mu, tg,) = dist(w, tg, ).
Compte tenu du choix de la base f, on a ug = |v| 1,4, donc
dist(w, tp,) = dist(mu, t,) = mdist(u, tp,) = mu,.

Nous en déduisons

2Sug > dist(w, tp,) > min{dist(w’, t,) ; @ € Qa, \ Qp,} = 4.
II suffit donc de minorer §. Si g =1, alors § est égal au diamétre d’injectivité
Lo @ €Qa, ~{0}}

de (Ag,, Ls, ). En notant Ly I'unique polarisation principale de la courbe elliptique
A, nous avons alors L = L?degLA et p(Agys Loy )? = (deg; A)p(Agy> (Lo)ay)* La
partie (i) de la proposition découle alors de [GR2, proposition 3.2] (conséquence du
lemme matriciel d’Autissier [Au]) : p(Ag,, (Lo) s, ) 2 < 6,45D max{1, h(A)}. Suppo-

sons maintenant g > 2. Si B est une sous-variété abélienne stricte de A,, posons

»(B) = (

p(Agy Ly) = min{] @’

degL B ) 1/ codim B

t := mi B); BG A, .
deg, A et y:=min{y(B); B¢ Ag,}
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Observons maintenant que, pour toute sous-variété abélienne stricte B de A,,, on a
y(B) < x(B) < (28 +1) y(B), ce qui entraine immédiatement y(Bg) < x < (2§ +1)y.
En utilisant la majoration x < ((2S +1)/ deg; A)Y¢ nous avons donc
deg, By = y(Bo)®%™B deg, A < max {deg, A,2S +1}.
Cette méme majoration de x fournit également
)/(BO) 2 codim By )’(Bo) 2 codim By—1
N—=— =y(Bo) =
(%) (5%)
2 codim By-1
<x(%) U< x(28+1)%7 < (28 +1)2(deg, A) V%,
Y

Appliquons alors le théoréme 4.5 de [GR2] a 'image B[ 0] de By par un isomorphisme
Ay, = A, pour chaque plongement 0: k — C:

52
En réunissant les estimations précédentes, nous obtenons la majoration (ii) de la pro-
position. |

2 codim By
1 < 131Dg2g+6y( M) max {1, h(A),logdeg; A,logdeg; By}.
y

Fibré adélique hermitien des sections auxiliaires

Nous noterons dans la suite v = dim H°(A, L®") = nfh%(A, L). Pour 0:K < C qui
prolonge 0y, considérons une base orthonormée (sy,...,s,) de Uespace hermitien
(Hu ®4 C, | |7 ,) introduit au paragraphe 3.1 et 9, ..., 9, les fonctions théta as-
sociées aux éléments de cette base. Soit U, € Mcardy,»(C) la matrice dont les coefhi-
cients sont donnés par

. 1 i1
Us[(m,1),i] = ;D}Si(mu)exp(—EnHmuH%)UO)

pour (m,7) € Y et1 < i < v. Dans cette expression f est la base de ¢, introduite au
début du paragraphe précédent et %D; 9i(mu) estla dérivée divisée de 9; le long de la
base f de t4, alordre 7= (71,...,7,) au point mu, c’est-a-dire le coefficient devant
2" =z{" - zz* dela série de Taylor de 9; (mu +z, f; + - + 24 f ). Nous définissons de
la méme maniére une matrice Uy en utilisant la base f de taz compatible a f.
Fixons un nombre réel € tel que 0 < ¢ < 1/2 (qui tendra vers 0 par la suite) et

définissons les nombres réels P et Q. de la fagon suivante. Dans le cas non périodique,
posons

1y (28S0+1)(T+1) 8(2) So(T+1)
6 p=(L) (N

E 2,9¢%(g+1)28

<exp( T+ 2n(g8)’EJull,,)
x max{ 1, mx/g( EgS|ulL.q + V1] (21%)) } "
et

(35) Q¢ = 28T maX{l, Hu (Sh(ﬂso))T+1,

1 ) T+1( g78) (2S0+1)(T+1)

L,o0 } T( SO

COoS 7Te
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Dans le cas périodique, posons

(3.6) P :( g)gs(nu)( 1 )(2g5+1)(T0+1)

E

x max { 1, mx/g( E(gS +1)u] 1,0, + \/1/(27x)) }gT

exp( T+ gnEz(gS + 1)2”“”%,00)

et

1
(7)) Qo=25 max{L [uf )"

COS 7T€e
T
< exp (3n(¢8) Jull o )-

Définissons alors le nombre réel a > 0 par a := Q/P. Pour (xy,...,x,) € C" et o | g9,
posons

) TO+1( sh(m(gS + 1))) fott

X1
”xlsl +oee +xv5VH2ﬁn‘mo = |x1|2 oot |xv|2 + “XUO'(XV) i

Ceci confeére a H, ®, C une norme hermitienne, qui se transporte par conjugaison
complexe sur H, ®5 C (norme définie par la matrice Uy). En les plongements (com-
plexes ou p-adiques) o de K différents de ceux au-dessus de 0y ou 05, nous munissons
H, ®, C, dela norme donnée par H,. Nous obtenons ainsi un fibré adélique hermi-
tien sur K que nous noterons H,, o = (H0 (A, L®") @ K, (] - |ﬁ,, a,a)lf) .

Estimations des rangs des matrices auxiliaires
Soit 0: K = C un plongement qui prolonge gy ou oy.

Lemme 3.6 Dans le cas non périodique, le rang p, de U, est majoré par

((g +1)T + codimBo) Card( Zp(So) + Bo ) d'egL Bo ,,dim Bo
codim By By (dim By)!

et, dans le cas périodique, par

>,(S)+B deg, B .
XCard( P( )+ 0) egL 0 ndlmBo
BO (dlmBo)'

X:(gT+ T0+codimBo)_(gT—1+codimBg)

codim By codim By

Démonstration Comme p, = pz, nous pouvons supposer que ¢ prolonge oo.
Comme nous I'avons rappelé au paragraphe 3.1, nous pouvons identifier 'espace
complexe F_; = (H°(A, L®") ®; K) ®, C a I'ensemble des fonctions holomorphes
9:ty,, — C vérifiant 9(z + w) = ar(w,z)"I(z) pour tous z € t4, etw € Qyu, ,
ol ar(w,z) est le facteur d’automorphie canonique de L,,. Considérons une base
f de ta,, dont les dim By premiers vecteurs forment une base de f3, et telle que,
dans le cas périodique, le dernier vecteur de cette base soit proportionnel au pro-
jeté orthogonal de u parallelement a tg,. Cette derniére caractéristique assure que
Papplication 1 F_; - C%™Y qui a 9 associe (Dj9(mu))(m,r)ey est de méme rang
ps que U,. Pour ¢ € N, considérons le sous-espace F, c F_; des fonctions 9
telles que, pour tout entier m de valeur absolue < §; (voir (3.3)) et tout multiplet
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7= (0,...,0, TdimBy+15- - -» Tg) € N& de longueur < ¢ avec la condition supplémen-
taire T, < Ty dans le cas périodique, 'application restreinte & € tp, + D;S(mu +§&)
soit identiquement nulle. La suite (F¢)¢ey est emboitée et Foryq, ¢ ker:. Nous af-
firmons que, dans la définition de Fe, nous pouvons remplacer chaque mu par un
translaté de celui-ci par un élément quelconque de tp, + Q4, . En effet I'invariance
par translation par un élément de tp, découle immédiatement de la définition de F,.
De plus, si w est une période de A, alors la relation avec le facteur d’automorphie
rappelée en préambule et le théoréme de dérivation de Leibniz montrent que si 9 ap-
partient & Fp, il en est de méme pour 9(- + w). Gréce a cette observation 'on peut
remplacer les mu, |m| < Sy, qui apparaissent dans la définition de F,, par une famille
compléte de représentants a;, .. ., a; de {mu;|m| < Si} modulo g, + Q4, . Notons
d’ailleurs que £ est le cardinal du quotient (2,(S;) + Bo)/Bo. En outre, pour 1 < i < h
et 7 = (0,...,0, Tdim By+1> - - - » Tg) € N de longueur < ¢, avec 7, < Tj dans le cas
périodique, et pour 9 € F,_y, I'application € t5, = D;9(a; +§) définit une fonc-
tion théta sur ¢, puisquelle vérifie la relation avec le facteur d’automorphie (restreint
a Qp, x tp,) qui caractérise les éléments de H (By, L2"), comme on le voit immé-
diatement en utilisant a nouveau le théoreme de dérivation de Leibniz et I’hypothése
9 € Fpy. Silon note Xp = Card{7’ = (Tdimy, +1,--->Tg) € Ng~dimBo|7/| = ¢} dans
le cas non périodique et X, le cardinal de I'ensemble analogue avec la condition sup-
plémentaire 7, < Ty dans le cas périodique, on en déduit une injection du quotient
Fp_1/F, dans hX, copies de H’(By, L&"). En sommant de € = 0 jusqu’a gT + T1, nous
obtenons une borne pour dim F_; — dim Fgr. 7,, puis pour p, (car Fyr,1, C kert) de

la forme p, < hX dim H°(By, L%"), ou X = ZiTJT‘ X, est le cardinal des multiplets
de N¢~dimBo de Jongueur < gT + Tj et tels que, dans le cas périodique, la derniére
coordonnée soit plus petite que Tp. Cet entier X est celui du théoréme dans le cas pé-
(g+1) T+codim By
codim By

dique. Pour conclure, il ne reste plus qu'a observer que la dimension de H° (B, L®")
est (deg; By)n®i™®o/(dim By)! par amplitude de L et qu'a remplacer S par sa valeur
dans h, en notant que, dans le cas périodique, les ensembles (Z,(gS) + By)/By et
(2,(S) + By)/Bo sont égaux. [ |

riodique et il est égal au coefficient binomial ( ) dans le cas non pério-

Dans la conséquence qui suit, on désigne par o(1) une fonction de T tendant vers 0
lorsque T tend vers 'infini.

Proposition 3.7  Dans le cas non périodique, on a 22 < (g + l)g( %) (1+0(1))
et dans le cas périodique, 22 < n(1+0(1)), oty =egsig =1, et = geo(1— )" si

g22
En réalité le choix de ¢ dans le cas périodique fournit # = 0,06 quel que soit g.

Démonstration Dans le cas non périodique le cardinal de (3, (S) + Bo)/By est par
définition égal a 28 + 1. A fortiori celui de (X, (So) + Bo)/Bo vaut 28y + 1. En utilisant
alors la définition de x(By) et I'égalité v = n¢(deg; A)/g!, le lemme 3.6 donne

Po < ((g + 1)T)CodimBo 280 +1 x(BO)COdimBO
v X
v~ (codimBy)! 28 +1 (dim By)!

!
x nmfimBo (1+0(1)).
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La relation n/T = x(By)(1+ 0(1)) qui vient de la définition de n = [ Tx — 1] entraine
alors 22 < (g + l)c"dimB”(dirfED) 2%+ (1+ 0(1)). Il ne reste plus qu'a majorer le co-
efficient binomial par (g +1)%™ B0 pour obtenir la majoration souhaitée. Dans le cas
périodique 'approche est identique; I'on fait apparaitre x(Bg) dans le lemme 3.6 et
nous utilisons
X 1 TO codim By
TeodimBy ~ (codim By)! ( ( 7)

+
T
En découle la relation

—gCOdimBo)(l-f—O(l)).

P g T codim By
o« codimBg( ) 1 1o ~1la D).
v =& dim By +gT (1+0(1))

Remplagons le coefficient binomial par g4imBo et Ty = [¢oT] par & T. Si g = 1, nous
obtenons alors la majoration souhaitée pour p,/v. Si ¢ > 2, nous exploitons la dé-
croissance de la fonction & — (1-&)((1+ é) £ 1) - & sur Iintervalle [0,1] pour
substituer 9(1—¢&9) ™ a (1+¢&y/g)¢ — 1 et conclure. [ |

Construction de la section auxiliaire

Rappelons que T est un parametre qui tendra vers +oco en fin de démonstration. Nous
appellerons constantes les paramétres ne dépendant pas de T, autrement dit E, &9, S (et
donc S, Sy et Sy), le nombre réel ¢ fixé au paragraphe 3.4, et les quantités liées au corps
k, au point u ou a la variété abélienne polarisée (A, L) (notons que les paramétres n
et Top ne sont pas des constantes et tendent vers 'infini avec T). En particulier, nous
utiliserons dans la suite les notations de Landau o(1), o(T), etc. : les constantes et
fonctions implicites dans ces notations dépendent a priori de constantes au sens ci-
dessus.

Pour 0: K = C, notons | s]/ce,s = sup {||s(§) |cub,o3 & € As(C)}. Une comparaison
avec la norme hermitienne ||z, (introduite au paragraphe 3.1) donne I'existence
d’une constante ¢ > 0, qui ne dépend que de (A, L), telle que ||s] 0,0 < 15|
(lemme de Gromov, voir [GS, §5.2.3]).

H,,o

Lemme 3.8 Soit 0: K — C un plongement complexe. Soient s un élément de
H°(Ag, L2") ®, C,

9 la fonction théta associée, et e une base orthonormée de tu,. Pour tout r > 0, tout
TeNEettoutzety, ona

| 5020 exp(-Tnlel,) < i exp(

T
—n
r|T|

2

(g7 +2/2rlzlL0)).

Démonstration En notant ey, ..., eg les vecteurs de la base e, les inégalités de Cau-
chy pour les fonctions holomorphes donnent

IN

‘%D:S(Z)‘ %sup{|9(z+ E);E=Eier+ -+ Egeg € ta,,[Ei| =1}

T sup{19(z +©)

&0 </gr}-

>



Logarithmes des points rationnels des variétés abéliennes 17

La formule [9(z + )| = [s(exp,, (z+§))]lcub,c exp (7n|z + EH%,,;/Z) et 'inégalité
triangulaire permettent de conclure. ]

Corollaire 3.9  Avec les notations du lemme précédent, on a la majoration suivante,
pour tout nombre réel y > 0,

1 7]
| 509 exp (< nlzl) < (FE (el + Vo7mm) ) el

Démonstration Appliquons le lemme précédent avec

2y
mn /g

b
2
lzleo + /1202 o + 75

de sorte que I'on ait Zn(gr* +2,/g7|z|1,s) = y. La majoration

< T8 (Jal g+ /yTCEnm)

entraine alors le corollaire. [ |

r =

Rappelons qu'étant donné un fibré adélique hermitien E sur un corps de nombres
K, la hauteur hg(§) d’un élément § € (E ®k K) \ {0} est la moyenne

1
he(E) = ———— K!:Q]log €[
E(E) [K,:Q]vplagde K’[ v Q] 08 HE”EKUV

ol K’ est une extension finie de K sur laquelle & est défini et Ex le fibré adélique
hermitien sur K’ obtenu a partir de E par extension des scalaires. Dans la suite, nous
notons log” a := max {0,loga} pour un nombre réel strictement positif a.

Proposition 3.10 Notons p le plus grand des rangs p, lorsque o parcourt les plonge-
ments de K au-dessus de oy. Il existe une section non nulle s € H°(A, L®") ® K de
hauteur relative a H, 4 plus petite que

W(logﬂwr T+(gT+ Tl)logJ’(&%/E(SlHu”L,ao +\/T/(27m)))) +o(T).

Démonstration D’apres le lemme de Siegel approché absolu de [Ga3, §4.1], appliqué
AH,p,q, il existes € (H'(Ak, L§") ®x K) ~ {0} dont la hauteur hy; (s) est plus petite
que

> Pa (logmax {1, U,|} +log V1+ a?) +%logv—ﬁ(H7n),

a|ag ou op V[KQ]

ol |Uy|| = max{|UyX|2;|X|2 = 1} est la norme d’opérateur de la matrice U, (de rang
ps)- Notons tout de suite que la pente de H,, entre dans le o(T) de I'énoncé par la
formule rappelée au paragraphe 3.1. Il nous faut maintenant majorer la norme de U,
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(qui est aussi celle de Uz) pour g | gg. Dapreés le corollaire 3.9 avec y = T on a, pour
tous (m,7) e Yetie{l,...,v},

. mn g gT+T
|U,[(m, 1), 1]| < max{ 1, 1:/_( Silulr,e +V/ T/me)} eTHs,- [l o000 -

Par le lemme de Gromov rappelé au début de ce paragraphe, il existe une constante
¢ > 0 telle que maxycicy ||Si]loo,00 < #°. Ainsi la norme de Uy, qui est naturellement
plus petite que (v Card Y)? max(,, »),; |Us[(m, 7), i]|, est inférieure &

T+Ty
(vCardY)Y/? max{l,L,}/E(SIHLLHL,,70 +\/T/27m)}g ’ eTnt.

Le logarithme de la quantité (v Card Y)"/2n¢ est négligeable devant T car
log(CardY) = O(log T), log(v) =log(néh°(A,L)) = O(logn) = O(log T).
Il ne reste plus qu'a noter p/v = O(1) (proposition 3.7) et
S po = [ken'R] Y po < koo RI[K:K]p

aloo ou og aloo

pour conclure. ]
Jet de la section

Dans toute la suite, nous noterons s la section auxiliaire donnée par la proposition 3.10
et K’ une extension finie de K sur laquelle s est défini. D’aprés le lemme de multiplicité
(proposition 3.3), il existe un couple (m, £) € {-gS, ..., ¢S} x{0,1,...,¢T},quelon
peut choisir minimal pour I'ordre lexicographique, tel que s ne sannule pas en mp a
lordre £. A I'instar de [GR2, p. 375] et comme au paragraphe 3.1, 'on peut définir le
jet d’'une section de la maniére suivante. Notons J le faisceau d’idéaux sur A défini par
la section neutre (immersion fermée) e: Spec Ox — A et 7,,,: A — A la translation par
€mp. Par définition I'élément 7,5 appartient a H(A,J¢ ®¢ , 15,£,) ®o, K’ et son
image dans le quotient

8*(‘76/38“ ®0, T;LH) ®0k K' =~ (Se(t‘\;l) ®0k E;Pﬂn) ®0k K'=F

définitle jet de s al'ordre € au point mp le long de ¢ 4. Mentionnons que 'identification
de *(J°/3%*1) avec la puissance symétrique £-éme du cotangent ¢ provient de la
régularité de J, elle-méme conséquence de la lissité de A — Spec Ok en ¢. Dans la
suite, nous noterons jet’ s(mp) cette image, non nulle par définition de (m, €).

Comme nous I'avons évoqué au paragraphe 3.1, les Ox-modules £4 et ¢;,,£ pos-
sédent des structures de fibrés adéliques hermitiens qui induisent une telle structure
sur F par dualité, puissance symétrique, et produit tensoriel [GRI, §2.5, 2.6]). Nous
disposons de I'estimation suivante.

Proposition 3.11  La pente maximale limax (F) est plus petite que

E( (g+ 1)(h(A) + %loghO(A,L)) +2¢°log2 + 210gg) +nm*hy(p).
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Démonstration Par [Ga2, proposition 5.7] et I'invariance par extension des scalaires
de la pente maximale, on a fimax (F) = max (SE(E)) +degey, , Ly Par [GRI, propo-

sition 8.4], la premiére quantité est majorée par £(fmax (£}, ) +2logg). La proposition
3.10 de [GR2] fournit alors la majoration de la pente maximale

__ 1
Fmax (T5,) < (g + 1)(h(A) + E1ogh°(A,L)) +2¢°log?2.

Quant au degré d’Arakelov de €7, , £, il est égal a n fois la hauteur de Néron-Tate de

mp (voir paragraphe 3.1) et 'on conclut avec la quadraticité de /EL( ). ]

La définition de la pente maximale et le fait que jet® s(mp) # 0 impliquent

~Pmax(F) < hf(jete s(mp))

ot la hauteur du jet est celle relative a F :

hetiel s(mp)) = oy 35 loglje stmp)ls
1 ! .
"o 2 K@ llog Lt s(mp) Iz,

(la premiére somme porte sur les plongements complexes de K’ et la seconde sur les
places ultramétriques).

Nous allons majorer chacune des normes qui apparaissent dans cette expression,
obtenant ainsi une borne pour la hauteur du jet que nous comparerons a la minoration
de l'opposé de la pente maximale de F donnée par la proposition 3.11. Nous distin-
guerons les places archimédiennes, ultramétriques, et les plongements au-dessus de
09 ou 0y en lesquels nous ferons des estimations fines des normes du jet, en séparant
les cas périodique et non périodique.

Estimations générales

Commengons par les estimations ultramétriques du jet, particuliérement simples a
énoncer.

Proposition 3.12  Pour toute place ultramétrique v de K', on a

|jet® s(mp)lz., < sl

n,a>V

Démonstration Elle est identique a celle de [GR2, §6.7.1], en remplagant simplement
la section s de cet article par 7}, s. ]

Les estimations aux places archimédiennes sont un peu plus techniques a établir.
Etant donné un plongement complexe 0: K’ = C, notons r(A,, Ls) le rayon de re-
couvrement de la variété abélienne complexe polarisée (Ay, Ly )

r(Ag, Ls) = sup{dist, (2, Q4,) ;2 € ta,}

ou dist, estla distance sur ¢4, associée alanorme | - ||, et Q4, le réseau des périodes
de A,. Soient 9,: t4, - Cla fonction holomorphe associée a s et w, un logarithme de
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o(mp). Le jet de 9, au point w, s’exprime en termes d’'une base f5 = (fi,6>. .., fg,0)
de t4, et de sa base duale (fy/s, ..., fg,)

8 (0e) = 5 DR ) )" (L)

T|=€ °*

(dans cette somme 7 = (7y,...,Tg) € N#). Cette quantité ne dépend pas du choix
de la base f,. La structure hermitienne sur la puissance symétrique sf(t;”) induite
par (ta,, | | L,s) estla métrique quotient de celle du produit tensoriel (£ )®*. Ainsi,
lorsque f, est une base orthonormée, la norme au carré du vecteur (fy/,)™ - (fg,,)™
est égale a 71! -~ 7,!/€! et, par la formule donnée au paragraphe 3.1, la norme relative

a o dujet de s alordre £ au point mp a pour expression

1 2l 12
EDE,'%(%) Tg)

2
L,o

liet! s(mp) [, = ( 3

TeN$
|7|=¢

s
exp ( - |we
(qui ne dépend pas du choix de w, parmi les logarithmes de o(mp)). Nous avons
donc en particulier

1
7

D5 95(w,)

I 2
may exp (3 nlwol,)-

C\V2
(3.8) iet! s(mp) | < tre max
J p F,o
’ SRR

Le coefficient binomial est majoré par (2¢T)$. De plus, par définition de r(A,, L), le
pointo(mp) € A,(C) posséde unlogarithme w, € t,, vérifiant |w, | 1,0 < 7(Ag, Lo ).
Le corollaire 3.9 (avec y = T) et le lemme de Gromov du paragraphe 3.6 (en notant
Isl, o < Isl, ,,,) conduisent alors au résultat suivant.

Proposition 3.13 1l existe une constante ¢ > 0, ne dépendant que de (A, L), telle que,
pour tout plongement complexe o: K’ — C, la norme | jet* s(mp)|z., du jet est plus

petite que
gT
. nn/g T
(nT) eTmax{l, ]:/_(T(AmLa)ﬁL\/znn)} Isl, .0

Extrapolation analytique

Dans ce paragraphe nous donnons une majoration fine des normes | jet s(mp)|z ,
du jet pour g: K’ — C qui prolonge 0y ou dp. L’invariance par conjugaison complexe
de ces normes permet de supposer o | 0y dans la suite de cette partie.



Logarithmes des points rationnels des variétés abéliennes 21
3.9.1 Cas non périodique

Proposition 3.14  Supposons que I'on soit dans le cas non périodique. 1l existe une
constante ¢ > 0 telle que la norme | jet’ s(mp)|z , soit majorée par

HM“U[ ( %) (280+1)(T+1) y max{ L ﬂnj:/g(EgS||u“L’gu N \/g) }gT

2 So(T+1)
% T 202122
* (1+ 2,9g2(g+1)2g) eXp(T+ zng S°E HMHL,%)

(nT)°]s|

+ 28T ¢ max{1,

1 ) T+1( g) (280+1)(T+1)

e} S,

(sh(nSo))T“] .

Cos 1Te

Démonstration Soient 9 la fonction théta associée a s et T € N de longueur ¢£.
Posons f(z) := %DfS(zu). Par I'estimation (3.8) (avec w, = mu), le jet de s en mp
est relié aux différentes valeurs f(m) lorsque 7 varie. Ce sont ces valeurs que nous
allons maintenant évaluer. Par le principe du maximum, on a

| L DF9(mu)| = [f(m)| < sup |(2)] = [flgs.
T |zl=g$

Nous allons majorer ce dernier supremum au moyen du lemme d’interpolation ana-
lytique donné par la proposition 2.1. Soient h et j deux entiers tels que 0 < h < T et

|j] < So. Par choix de la base f (voir le début du paragraphe 3.3) on a u = |u|r,q, fo
d’ou
h
f(h)(z) _ Hu”L,oo 7+(0,...,0,h)
T 9(zu).

Par suite, en notant 7’ = 7 + (0,...,0, k) et en observant que 7'! < 2¢*"7!h!, on a

f(h)(') DTIS(ju)

|52 <2t max{ ula )] 22 |

Dapres la définition de la norme | -, (noter que (j, 7') € Y), nous obtenons ainsi

(M) (;
> M < (T +1)(280 +1)28Ta " max {1, |u 1.0} "
~secjsy  2"H!
0<h<T

7T
x exp ( 3n83|ull ) I

Hya,0"

Par ailleurs, le corollaire 3.9 avec y = T donne, pour tout nombre réel R > 0,

¢
n
If|r < max{l, j\ﬂ/g(RHu”L)(70 + \/T/Znn)} exp( T+ g”RZH’/‘H%,ao) Is]lco,o-

L’inégalité de Gromov donne alors une borne en fonction de la norme de s relative a
H,, . Appliquons maintenant la proposition 2.1 avec r = gS, R = Er, S + 1 au lieu de
S, T+1laulieude T, a = Sy, et € le nombre réel fixé au paragraphe 3.4. En regroupant
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les estimations précédentes, la norme | jet’s(mp)|z , du jet est majorée par

B2 (1+ Sty ) S0(T+1)

(nT)“[(;)TH( E4 4 (0%
14

x max{1, Lj:/g(EgS|\u\|L,ao N \/T/Zrm)}e

exp ( T + gngzszE2 ||u\|%00)

+ 28T max {1, ||uf L6} T
1 T+1 gs (2S0+1)(T+1) I+1
(o) (5) (sh(1$0)) ™ | Isl,, o

ol ¢ est une nouvelle constante ne dépendant pas de T (mais elle dépend de (A, L) et
des paramétres D, E, Sy, €). Stricto sensu, cette borne n’est démontrée que si |m| > Sg
car nous avons remplacé exp (S5 — m?) par 1. Néanmoins elle reste valable lorsque
Im| < So car |f(m)|exp (-Zn|mul} ) < a'[s|g, , , par définition de la norme
I-Il5.  ,-Ilreste a simplifier le majorant du jet et plus particuliérement le quotient

E S S
2( 1 ( 0+61‘)g'£§20+1) )
(So+1)(2So+1)
E4 4 20 2m0r) 6g2520

Pour cela, nous minorons le dénominateur par E*. En utilisant Sy < So, la définition
de So, et 2(§+1)/(28 +1) <1+1/(2¢) pour £ = Sy, nous majorons

(So+1)(2So+1) (25 +1)? (2 1)2( so+1)

= + —
642S? 64%(2S +1)? S/ V28, +1
par
2 2 2
£ 1 1 £
— 0 (1+—=) (1+—) s —720 |
3g2(g+1)2g( 28) ( 280) 2,9¢%(g+1)%8
la derniere inégalité provenant de S > Sy > 50. ]

3.9.2 Cas périodique

Les majorations fines des normes du jet en les plongements o | 0y ou o | oy sont ap-
portées dans le cas périodique par le résultat suivant.
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Proposition 3.15  Supposons que I'on soit dans le cas périodique. Il existe une constante
¢ > 0 telle que la norme | jet® s(mp)| , soit majorée par

(nT)*

max{1
(—= % [slg,

uIIL,oo})gT

3 E

x max{1, ””fg(E(gs 1) |0y +/T/277) }gT

1, ( sh(m(gS +1)) To+! T 202,12
ulea) () e (e uliy) |

§ |:<4)gS(TO+1)(1)(2gS+1)(T0+1)eXp<T+ gnEz(gS +1)2||MH%,00)

+ 28T max{1,

COoS e

Démonstration En reprenant la base orthonormée f introduite au paragraphe 3.3
et les coordonnées (uy, ..., u,) de u dans cette base, on a

1
ug>0 et fg:u—(u—ulﬁ—---—ug_lfg_l).
g

Labase dualedelabase (f1,..., fg-1,u) de ta, sécrit,pour§ =& fi+-+&fo€ta,,
&

Ug

Vie{lo.g-1) fE=8-& e u'(®)-
4

En particulier les normes des vecteurs de cette base duale vérifient

(e ()" e -
foo o\ Tg et jju tZK,oo_;g’

Ifi

pour tout i € {1,..., g —1}. Elles sont donc plus petites que max{l, |[u|r,q4, }/ug. En
notant 9 la fonction théta associée a s et a I'instar de la majoration (3.8) (en omettant
Pexponentielle), la norme | jet’ s(mp) |, est alors inférieure &

(f +8- 1)1/2( max{l, |u] 1,0} ) ¢
g-1 Ug

AT
Tl 7!

Do "Drj::D;gS(mu)

xmax{| (1., 7g) N8 delongueur(}.

Dans le deuxiéme facteur de cette expression, nous pouvons remplacer € par ¢gT car
le quotient max {1, |[u] 4, } /1 est plus grand que 1. Ce sont les dérivées divisées ap-
paraissant dans le maximum que nous allons maintenant majorer. Fixons

7= (11,...,7g) € N¢

de longueur ¢ et posons 7' = (11,...,74-1,0) puis f(z) = Ti,!DfT’S(zu). Daapres les
inégalités de Cauchy pour f ona

1 rr 1
| 5 DF DiE8(mu)| = | = O (m)] < flusim < [flusgs-
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A ce stade, I'idée est encore de majorer |f]1,gs au moyen du lemme d’interpolation
obtenu dans la partie 2. Soient h et j deux entiers tels que 0 < h < Ty et |j| < gS.
Comme u = u; fj + -+ + iy fg, on a, pour tout z € C,

(h) ’r
z 1 ’ " T 1 i
@) DfDEI(zu) = > ut --oug Di YT 9(zu).
h! '1h! e 7’171
‘T/I|=h

Utilisons maintenant les majorations

! I I

(T +7 )l 1§I (T T )' 1—[21 r! <2€+h
17/ i=1 "T"‘ i=1

ainsi que la majoration
1
| (TI + //)|
provenant de la définition delanorme | -5 (noter que (j, 7'+7") € Y). L’expres-
sion [f(") (j)|/(2"h!) est alors plus petite que

+h-1
(50 e max ) exp St ) .o

En utilisant ZZ‘;O (g;fl_l) = (T";g) < (1+ Ty)3, nous obtenons

79| < a5l

o B( Sl )

(W
> L)) < (ag + 1)(To #1525 max 1, )"

_ T
X o lexp ( EngzsznuHi,go) ”5”ﬁ,,,a,a‘

Par ailleurs, en utilisant I'estimation archimédienne générale des dérivées du corol-
laire 3.9 (avec y = T, comme dans le cas non périodique) et le lemme de Gromov,
nous avons 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que, pour tout nombre réel R > 0,

7’|
e < ne( T Tn)) " exp( T+ Tn?ulf ) sl .

Appliquons alors le lemme d’interpolation 2.1 avec r = a = ¢gS+1, R = Er, g§ +1
au lieu de S, Ty + 1 au lieu de T, et ¢ le nombre réel fixé au paragraphe 3.4. Quitte a
augmenter ¢, la norme du vecteur jet’ s(mp) est alors plus petite que

(nT)C( %)ﬂ
g

X ||5|ﬁ

n,a>0

2¢S+1

X EZ 1+ (T0+1)gs
y [(1)T“((6<g8+1>)) exp(T+gnEZ(gsn)ZHuni,%)

2¢S+1
E E* 6(gS+1)

nn./g ¢
x max {1, Tg(E(gS + 1)l 1,00 +v/T/27n) }

R

+28T 1 max{1,

)T0+ exp( ng*S*|u

)]



3.10

Logarithmes des points rationnels des variétés abéliennes 25

On conclut au moyen de 'encadrement 0 < 2¢S +1< 2(gS +1) qui implique

2 2¢S+1
E (1+6(g5+1)) <i -
28541~ 3p2°
E* + o5 3E

Majoration de la hauteur du jet

Les estimations de la norme du jet en les différentes places de K’ établies aux para-
graphes 3.8 et 3.9 vont nous permettre d’obtenir une majoration de la hauteur du jet.

3.10.1 Cas non périodique

Proposition 3.16  Avec les notations P et Q. introduites au paragraphe 3.4, on a, dans
le cas non périodique,

h(jet® - -
F(J[iaosigp)) < ! DSO log P + SBomax {logP,logQ.} + b 1T + %T
+ 8T > log*(nx\/gr(As,Ls) +\/7gx/2)

D 0:k—>C
+ %O(g-k 1)T10g+( 7x/gSo |4 1,0 + \/ﬂgx/Z) +o(T).

Démonstration Avec les définitions (3.4) et (3.5) de P et Q, et en utilisant I'inégalité
n/T < x, estimation de la proposition 3.14 se réécrit :

et s(mp) |z, < (nT)*(P+a™'Qe)s]

pour tout o: K’ = C qui prolonge 0y ou g. En combinant cette estimation avec celles
des propositions 3.12 et 3.13, la hauteur du jet vérifie

[kﬂo R] D - [klfo R] T
D

Howo = 2P(nT)°|s|

H, .0

hf(jetes(mp)) < hﬁm (s) + —=—log(2P) +

+ [KgITQ] VKZ:C log+( ””TE/E(r(AU,LJ)+\/T/2nn))

otop et oty

+ O(log(Tn)).

Dans la somme, nous pouvons oublier les conditions sur ¢ quitte a ajouter des termes
positifs et, comme r(A,, L, ) ne dépend que de ojx, nous pouvons faire la moyenne sur
les plongements complexes de k. Nous allons utiliser la proposition 3.10 pour majorer
hg (s). Remarquons tout d’abord que P > E~ @S0 D)(T+1) | donc

o< QGE(ZSOH)(TH) < CT,

ot ¢ > 0 ne dépend pas de T. On en déduit log” « = O(T). Observons maintenant
que la proposition 3.7 fournit I'estimation

2§0 +1
28 +1

280+1
2S5 +1

P < (g+0¥( ) (1+0(1)) < (g+ 1)¥( ) (1+0(1)) = (1 + 0(1)).
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Comme n/T < x = O(1) d’aprés (3.2), la proposition 3.10 permet de majorer la hau-
teur hy; (s) des par

%(10g+a+ T+ (g+1)Tlog"(mx\/gSo|ul1.0o + /71gx/2)) +0(T).

Il ne reste plus qu'a remplacer « par sa définition « = Q. /P pour conclure. ]
3.10.2 Cas périodique

Rappelons que 77 = g9 si g = 1, et 1 = g8¢o(1— o) " si g > 2. Le choix de &, dans le cas
périodique équivaut a n = 0, 06.

Proposition 3.17  Supposons que I’on soit dans le cas périodique. Alors, avec les nota-
tions P et Q. introduites au paragraphe 3.4, on a

h=(jet’ s(mp))  1-3 n gT max{L, ||u|r,q, }
ko K] < D logP + D max{log P,log Q. } + o log( u—g)
D-1 T
+ TT+ %T+ % > log*(mx\/gr(Ag,Ls) +/mgx/2)

0:k—>C

+ %(g+ EO)Tlong(nxg\/ESHuHL,,,O + \/ﬂgx/Z) +o(T).

Démonstration Avec les définitions (3.6) et (3.7) de P et Q, et en utilisant I'inégalité
n/T < x, Pestimation de la proposition 3.15 se réécrit
.. max{L, |u] 1} 87T
liet” s(mp) |5, < 2P(nT) (=220 ) sl
4

pour 0: K’ = C qui prolonge 6y ou 0y et en notant que P+a ' Q, = 2P. En combinant
cette estimation avec celles des propositions 3.12 et 3.13, la hauteur de jet’ s(mp) est
majorée par

[kUOZR] gT[kﬂozR]
D log(2P) + D log(

max{1,

uHL,Uo}) i D - [kﬂo ]R]
Ug D
gr S log"(mx\/g(r(As,Ls) +/1/2mx) ) + O(log(Tn)).

" [K,:@] 0:K'-C

otog et 0t

T+hﬁna(5)

Comme dans le cas précédent, la derniére somme divisée par [K':Q] peut étre rem-
placée par la moyenne sur tous les plongements complexes de k. Utilisons la pro-
position 3.10 pour majorer hy; (s). Tout d’abord, par la proposition 3.7 nous avons
p/v < n(1+ o(1)). Dautre part, la définition de P montre que & < QE(285+D(To+1),
d’otlog” & = O(T). Comme en outre n/T < x = O(1) d’aprés 'encadrement (3.2),
la proposition 3.10 donne alors

hg (s)< @(log{r a+T+(g+e)Tlog"(mxg/gS|ulr,e + \/ngx/Z))
+o(T).
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Nous reportons alors dans la majoration ci-dessus de la hauteur du jet, puis nous
remplacons « par sa définition a = Q. /P. ]

Conclusion dans le cas g > 2

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration du théoreme 3.1
lorsque g > 2 (le cas g = 1 sera traité au paragraphe 3.12). Nous commengons par
regrouper quelques lemmes préliminaires au paragraphe 3.11.1. Nous minorons alors
la hauteur du jet au paragraphe 3.11.2 puis 'on procéde a quelques réductions au pa-
ragraphe 3.11.3. La minoration du jet obtenue, jointe a la majoration du paragraphe
précédent, permet alors d’obtenir le théoréme 3.1, aux paragraphes 3.11.4 (cas non pé-
riodique) et 3.11.5 (cas périodique).

3.11.1 Lemmes préliminaires

Nous rassemblons ici quelques lemmes généraux qui seront utilisés dans la suite.
Commengons par deux énoncés élémentaires qui interviendront plusieurs fois.

Lemme 3.18 Soienta > 0, b > 0 et ¢ > 1 trois nombres réels. Si £ > 0 est un nombre

réel tel que £ < a(b +logk), alors £ < a1+ l‘ff) max {c, b +loga}.

Démonstration Quitte & remplacer  par Eeb et a par ae®, nous pouvons supposer

b = 0. Posons a = max {c,loga}. Si & = e*, alors I'hypothése £ < alog implique
£ < aa, puis le résultat. Sinon, on a log(£%) < £Y/%¢~! et de I'hypothese £ < alogE

Pon tire .
£ < (?)7 puis E< %mg(?).

Le choix de « conduit & § < aoc(l + 1Og"‘) et Pon conclut en utilisant & > ¢ et la

a—1 =
décroissance de la fonction & — (log&) /(& —1) sur |1, +oo|. [ |
Lemme 3.19  Soient xy, ..., x, des nombres réels positifs. Alors

% glogmax{l,xi} < max{l,log( % lz:xl) }

Démonstration Nous pouvons supposer x; > --- > x,. Soient m le nombre de x;
supérieurs a 1 et M la moyenne de tous les x;. Si m = 0, il n’y a rien a démontrer. Si
m > 1, on écrit 1/n = (m/n) x (1/m) et on utilise la concavité du logarithme pour
avoir

12 m 1 m nM
->1 Lx;} < —logl — st X)) € —logl — ).
ngogmax{ X} » og(m(x1+ +x )) » og( m)
Comme1+log& < & pour tout £ >1,ona
m
—1
Lo

La derniére somme convexe est plus petite que max {1,log M} et la proposition est
démontrée. ]

n—-m

) <

n m m
— ——1)+—logM: + —log M.
m n\m n n n
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Nous utiliserons également une majoration du rayon de recouvrement d’'une va-
riété abélienne que nous avons défini au paragraphe 3.8. Soient (A, L) une variété
abélienne polarisée sur un corps de nombres k et 0: k = C un plongement archimé-
dien. Le réseau des périodes Q4 , deespace euclidien (¢4,, | - |1, ) est de rang 2g. Le
réseau polaire Q% = {€ € 14,5V w € Qy,,Re(§, w) € Z} vérifie h°(A,L)iQ} c Qy,
(voir la démonstration de la proposition 3.5 de [GR3]) et, en particulier, son rayon de

recouvrement est plus grand que celui de Q4 divisé par h°(A, L). En utilisant [Ba,
gh®(AL)
p(AqsLo)
minimum du réseau Q,,, c’est-a-dire aussi le diamétre d’injectivité de (A4, Ly ). Le

lemme matriciel d’Autissier [Au] dans sa variante donnée par [GR2, proposition 3.6]
en fournit une minoration sous la forme

1 1

—_— ————— <Ilmax{1,h(A),logdeg, A}.

Q] 2 p(Ap e =1 ogdes, 4

La convexité de § — & et I'égalité h°(A, L) = (deg; A)/g! conduisent alors au résultat
suivant.

théoréme 2.2], nous obtenons ainsi r(A,, Ly ) < ou p(Ag, Ly) estle premier

Lemme 3.20 Ona

[k:ilQﬂ .kZ:(C r(Ags, Ly) < ﬁ(degL A)(lmax {1, h(A),logdeg, A})l/z.

3.11.2 Minoration de la hauteur du jet

Proposition 3.21  La hauteur de jet’ s(mp) relative a F est supérieure a
-ng*S*hy (p) - gT( 2¢°log2 +2log g + (g +1)(max{0,h(A)} + % logh®(A,L)) ) .

Démonstration Il sagit simplement de combiner la proposition 3.11 et 'inégalité qui
suit sa démonstration, en tenant compte de |m| < gSet £ < gT. ]

3.11.3 Réductions

Afin de démontrer le théoréme 3.1, nous pouvons supposer que la norme de u est
petite. Plus précisément, nous disposons du résultat suivant (la constante co(g) est
celle définie dans le théoréme 3.1).

Lemme 3.22  Pour démontrer le théoréme 3.1, nous pouvons supposer que les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

28 +1)¢ log h°(A, L
CSAVE o log|ufln, < 28 AL
co(g) 2g

x|ul? ,, <

Démonstration ~ Supposons que l'on ait x|} , > (25 + 1)"2/co(g). Comme x <
((2S +1)/ deg; A)Y2 par (3.2), la quantité (deg; A)"/€logE est plus petite que

_ ~ s
(28 +1)(log E)x™" < co(g) [u[1,0, l0g E < co(&)(Dhi(p) + S E*ulL,q, )
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qui savére étre une majoration meilleure que celle du théoréme. Supposons mainte-
nant que 2glog |[u 1,0, > logh®(A, L). Alors on a

—~ s
(deg; A)/¢1ogE < g1"¥|ul] g, log E < g( Dhi(p) + S E*uli.q,),
qui est de nouveau une majoration meilleure que celle du théoréme. ]

Dorénavant et jusqu’a la fin du paragraphe 3.11, nous supposerons que les condi-
tions du lemme 3.22 sont satisfaites. Nous posons également

h:=max {1, h(A),logdeg, A}.
Le résultat suivant va permettre de majorer différentes quantités apparaissant dans les

bornes de la hauteur du jet données par les propositions 3.16 et 3.17.

Lemme 3.23  Soit E' > 1 un nombre réel. On a les majorations suivantes.
(i)

1
= log+(nx gr(Ags, Ly) + %) <3,09 +log( \/E(degL A)H/gSl/g).
D 0:k—>C 2

(ii)
1
log+(nx\/§E'(gS + D) ulL,e0 +1/ %) <-9,52+logE" + (1+ g) log S.

Comme on le verra dans la démonstration, ce lemme ne dépend pas du cas pério-
dique ou non dans lequel on se trouve. De plus, 'on peut bien évidemment remplacer
le terme E’(gS + 1) dans le point (ii) par un minorant quelconque, comme Sy, ¢S,
gES (en prenant E' = E).

Démonstration Pour obtenir ces majorations, le principe est de mettre en facteur
une quantité dominante aprés avoir donné une majoration simple de 'expression a
évaluer, en utilisant la borne (3.2) de x. Pour (i), nous utilisons les lemmes 3.19 et 3.20 :

%U:kzg(clogf(nx gr(As, Ly) + %)
< max{ l,log( ”XTB/E ‘kzcr(AU,LJ) + %) }
< max{ 1,log( ni\'/gx deg, AVILR +/ %) }

Majorons alors g,/g/g! par \/2, puis x par (25 +1)"/¢(deg; A)7/%. Il vient

nx\V22hdeg; A+ %

Vrg/2 /g 1-1/g
< (n 22+ (deg, A1 (25 + 1)% ) Vh(2S +1) (deg, A)/8.
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En minorant deg; A par 2 et 2S5 + 1 par 2¢€ et en utilisant

(28 +1)/8 = (2+ é)l/gsl/g < (2+ ﬁ)l/zsl/g,

nous obtenons

/ 1 \2
X 22hdegLA+\/%g(n 22+ﬁ)(2 7) \/Esl/g(degLA)l—l/g.

22 " 100
La partie (i) du lemme résulte alors de I'évaluation numérique des deux premieres
parenthéses dont le produit est plus petit que exp (3, 09). Pour (ii), nous commencons
par remplacer la norme de u par la premiere borne du lemme 3.22. Nous majorons
ensuite \/gx par \/eS"?¢ en utilisant x < ((2S + 1)/ deg; A)Y¢ et deg, A > g! >
e(g/e)8. Nous écrivons alors

Tgx n(g+S™)(2+ §hyi/2 2y, 141/
mxy/QE (gS+1) |t 1,0, +1/ —>— < Ve + E'STE
\/E (g )” HL 2 ( /_CO( ) Si+1/2g )

Il reste & voir que la quantité devant E’$'+1/€ est bien plus petite que exp (=9, 52). Pour
cela, nous minorons S par la partie entiére s de 248 x 2° log 2 et nous observons que la
fonction g~ (g+s7')/\/co(g) est décroissante pour g > 2, ce qui permet de la majo-
rer par sa valeur en 2. Dans le dénominateur $'*'/2¢ = § x §/2¢ nous minorons aussi
S'/28 par \/2. L’exponentielle de -9, 52 résulte alors d’une estimation numérique. M

La fin de la démonstration du théoréme 3.1 se scinde maintenant en deux cas.

3.11.4 Conclusion dans le cas non périodique

Le lemme suivant fournit I'inégalité clef qui conduira in fine & une minoration de x,
puis a une majoration de deg; A.

Lemme 3.24 Posons
2

m:l_solog(l+7s0 )+£—Olog(M(l+i))+ﬂ£0

2D 2,9¢2(g+1)%2/) " D £ 28, 2D
et
R, = +ylogs,
ou
1-¢ g e 3g* 5g¢
ﬁ—TglogE+Elogh+h(§+7+7)
1
+2g610g2+2glogg—@logg!—6g
et
y:g+2+€0(1+1).
g
Alorson a

1- —~
DE" (28o + 1) log E < xg*S*(Tui.(p) + %Ez [1l,6,) + (280 + )R + Ra.
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Démonstration La proposition 3.16 et le lemme 3.23 fournissent la majoration

hz(jet s(mp)) - D-1

[kﬂo I&] B D

log P + %0 max{log P,log Q. } + T+ S—DOT
+gT (3,09 +log( Vi deg, A) ' "¥s1/2))

1
+ %(g+ DT(-9,52+(1+ §) logs) +o(T).

La définition (3.4) de P, le lemme 3.23 (ii), les majorations n < xT et &y < 1 donnent
tout d’abord

logP < —(2Sg +1)TlogE + gTlogE + ng(gS)zEzHuH%,g0 +T-9,52¢T

+SoTlog(1+ )+(g+1)T10gS+O(1)

2

€0
2,9¢%(g+1)28
< ng(gsy#nuui,% +(g+1)Tlogs + O(1).

D’autre part, en revenant a la définition de Q,, on a

log Q. < gTlog2+ Tlog" |u|r,q + Tlog( o ne)

+ (280 + l)Tlog( i—s) + T'logsh(nSy) + O(1).
0

Remarquons que d’apres la minoration de Sg donnée par le lemme 3.4 et la définition
de S, on a facilement (g +1) log S +log4 < Sy, d’out

(g+1)logS < (g+1)logS$ < 7Sy — log4 < logsh(7S).
L’on en déduit

max{log P,log Q. } < ng(gS)zEZHuH%’UD +gTlog2+ Tlog" ||u|L,e,
1 gs
+T1 —— )+ (250 +1)T1 o

og( cos ne) (250 +1) og( So)

+ Tlogsh(nSp) + O(1).

En reportant dans le majorant de hz(jet® s(mp)) donné au début de la démonstration
et en combinant avec la minoration de cette hauteur donnée par la proposition 3.21 et
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en minorant [ ks, :IR] par 1, nous aboutissons a I'inégalité

(3.9)
1;;0 (280 +1)TlogE < ngzSz(’h\L(p) + %EZHMH%M) + 1_D£0ngogE+ T
1-¢ & 1- ¢
5 SoTlog(1+2,9g2(g+1)2g)+ 5 ((g+1)1ogS—-9,52¢)T
) €o + €o
+BgT10g2+BT10g HuHL,UO-kBTlog( cosne)
+ 2028, +1)Tlo (Q) + 2 Tlogsh(rSy) +3,09¢T
D\ S\s, /) o7 eI TR TEE
1-1/g 1
+gT10g(\/ﬁ(degLA) Sl/g) +%0(g+1)T((1+§)logS—9,52)
1
+gT(2g510g2+210gg+(g+1)(max{0,h(A)}+EloghO(A,L)))
+o(T).

Divisons maintenant cette inégalité par T, faisons tendre T vers +oco puis € vers 0.
Nous obtenons une nouvelle inégalité, dans laquelle nous reportons les majorations
suivantes :

1
B((g+1)logS—9,52g) <(g+1)logS-9,52g,

S S 25 +1 280 +3 (g+1)¢ 3
%:(2§+1)(25013)( g: )Sgg;; (1+E)’

logsh(nSp) < nSo —log2 < 2(280 +1) -log2,

log [u] 1,0 < (logh®(A,L)) [2g < h/2g (lemme 3.22),
h(A) <h, logh®(A,L) < h—logg!, log(deg, A) < h.

Il en résulte I'inégalité du lemme, mais avec

1-¢& g e 3¢ 5¢ p
TglogE+ Elogh+h(£ oty —1) +2g°log2
1
+2glogg - @ logg!-6,43g + 1+ ((g-1)log2-9,52)
alaplace de 5. Nous simplifions alors cette expression en remarquant que —h+1est né-
gatifet que €9 ((g—1) log2—9, 52) est négatifsi g < 14 et plus petit que goglog2 < 0,01g
sig>15. ]

Lemme 3.25 Onawr; < 1;1;" logE et }; < 1;1;“ (280 +1) logE.

Démonstration Pour la majoration de Xy, nous utilisons log(1+§) < &:

DR] &0 ( €0

3 T
5,8g2(g+1)2¢ +glog(g+1) +10gg+10g(1+ E) +5 —logso).

<
1-¢ 1-¢
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Compte tenu de Sy > 256 (lemme 3.4) et de la valeur de
& =0,57/(4glog(g +1) + 4logg +7,31),

nous avons W +log(1+ %) + 2 < 1,577 si bien que DR /(1 - &) est plus
petit que 1/4 déslors que 7, 31+4glog(g +1) +4log ¢ < ;- —4log .. Comme &;' > 33,
onae,' —4logey! > g5 (1-4(log33)/33) > 0,57¢," et le choix de &y permet donc de
voir que I'inégalité ci-dessus est satisfaite. Passons maintenant a la majoration de X,.

28p+1 280+3 1 . ,o.
Comme 55011 S 25011 S 1+ 5 S 1, 01, il suffit de vérifier

1

“ g -
——————(28y +1)logE =
><1,01( o +1)log

g(l-¢
Ry =B +ylogs < ) o1~ &)

W(ZS + 1) IOgE,

ou bien encore, puisque 2S +1 > 28,

80(1 — 80)

U 78) glogE.
2,02D(g+ )¢ 8

B+ylog$ <

go(1—¢g9) y
2,02D(g+1)8> SlogE
log S) < S. En vertu du lemme 3.18 appliqué avec ¢ = 31, 3, il suffit de vérifier

SiTon pose 6 = a= eth = %, nous souhaitons montrer que a(b +

a( - log(31,3)
30,3

Dans la suite nous utiliserons
1+1/9)¢
{10
(glogg)eo (1~ &)
qui découle de la valeur exacte de &y (le maximum est atteint pour g = 2). On a alors

o 202(g +1E(g +2+ & (1 +8)
N 80(1—80) IOgE

) max {(31,3), b+loga} < S.

;g 22} <5541

D
<226,4¢%5%(1 .
< £ ogg)log z
Nous en déduisons

loga <log(226,4) + (g +2)log g +loglog g + 10g( ﬁ)
og

<6,37g(logg) max{ 1 log( é) } ,

puis aloga < 1443¢g8**(log g)*M ol M est le nombre réel défini au début du para-
graphe 3.2. Majorons maintenant la quantité ab = ﬁ. De la formule qui définit f3
(lemme 3.24) et log h < h/e, nous déduisons une majoration de Df3/log E par

3¢2 5 1
(g+ % + ;—; + % + 7g +2g%log2 +2glog g — @logg! —6g)M.
Par un calcul numérique, nous obtenons donc % <1,42¢° M, puis

2,02(g +1)8

ab<1, 42g6M X
80(1—80

<159¢%*7 (log g) M.
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De ces estimations vient
max{(31,3)a,ab + aloga} < g¢*" (logg)M
x max{ (31,3 x 226,4) g, 1443(log ) g~ * +159}.

Ce majorant est plus petit que 222¢%%” (log g) M. En multipliant par 1+log(31,3)/30, 3
nous obtenons I'estimation souhaitée :

a( Lt log(31,3) )

303 ax{(31,3), b +loga} < 247,3g5"" (logg)M < S -1< [S] = S.

| ]
Fin de la démonstration du théoréme 3.1. Les lemmes 3.24 et 3.25 entrainent
2T T 20,12
(Fe(p) + 5B Iul.a,)-
Puisque x < (28 +1)"/¢(deg; A)~Y/%, nous en déduisons

2g 282 (28 +1)V8 T o0 12
e (DR + Sl

Pour obtenir le théoréeme 3.1, 11 reste & simplifier ce majorant et, plus précisément,
£0(25+1)
LO1(g+1)2°

(deg, A)¢1ogE <

Pexpression devant la parenthése. Ona 2S5y +1 > ce qui entraine

2¢%8% (28 +1)V/¢ L 2028°(g +1)* 2
. X
1-¢9 280 +1 (1—80)80 (ZS+1)1_1/g

<00 088 G ) 95+

Majorons alors S(28 + 1)/ par
248457 log g x (496g%%7 log g + 1)/E M8 < 52025 g&*8(log g) M8,
Le théoréme 3.1 sobtient alors en observant 1, 01 x 55, 41 x 52025 < 3.10°. [ |

3.11.5 Conclusion dans le cas périodique

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme 3.1 dans le cas périodique et lorsque
g > 2. Rappelons que nous avons supposé que les conditions du lemme 3.22 sont
satisfaites, que la lettre h désigne max {1, h(A),logdeg; A}, et que, comme dans la
proposition 3.17, 1 = g8¢¢(1- &) ™! = 0, 06.

mreo

Lemme 3.26  Posons &, = =% ”)e" log 3 + et Ry = B+ ylogs$, ot

/3— glogE+h( 2% 3‘§ +(2+§)g)

+g(g+111)10g(2+ ) g((g+5)10gg+2g510g2)

et

1
2
y=g"+2,11g+2+ne| 1+ —).
(1+2)
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Alorsona

1- —
D”so(zgs +1)logE < x(gS + 1)2(hL(p) + %Ezuuﬂim) + (248 + 1)R; + Ry

Démonstration La proposition 3.17 et le lemme 3.23 donnent

h=(jett -
7(jet s(mp)) sD Lo i, 8T (maX{l» ] 2,00}
[ko,:R] D D D Ug

+ % max{log P,log Q. }

) + 11_);710gP

+gT (3,09 +log(Vh(deg, A)'V/5Y5))
1
+ %(g+ So)T((1+ g) log S - 9,52) +o(T).

La définition (3.6) de P, 'inégalité n < xT, Ty = eoT + O(1), et le lemme 3.23 (ii)
fournissent 'estimation

logP < —9(2¢gS+1)TlogE + gTlogE + ng(gS +1)°E* |ulf  + T
4
+ sogSTlogg +(g+1)TlogS-9,52¢T + O(1).

Dautre part, en revenant a la définition (3.7) de Q,, on a

1
1 < gTlog2 + ¢y Tlog" +&T1
08 Qe < gTlog2 +eoTlog™ |[ul Lo + &0 Og(cosﬂe)

+ &oTlogsh(m(gS +1)) + nggZSZHuH%,UO +o(1).
Remarquons maintenant que, puisque S > 0, on a
4
.sogSlogg < eoggS < £f(ﬂ(gs +1) -log4) < %Ologsh(r[(gs +1)).

Comme S est supérieur a 248¢¢*°, on a

log(248) + (g +6)logg « g8
248876

>

1\ log$ 3
(g+1)logS = (1+§)T x g8 < 3
inégalité qui entraine
(3.10) (g+1)logS < gomg$/2.
Nous en déduisons
4
max{ g0gSlog 3t (g+1)log$, & log(sh(n(gS +1))) } = gologsh(m(gS +1)).
Par suite, en remarquant que —2g0gST log E + gT'log E < 0 et en omettant les termes
négatifs dans la majoration ci-dessus de log P, nous trouvons
max{log P,log Q. } < ng(gS +1)E*|u||,,, + gTlog2 + &g Tlog" |u 1,0,

1
coSs 1€

+nglog( ) +¢eoTlogsh(m(gS+1)) + O(1).



36 V. Bosser et E. Gaudron

En reportant ces majorations dans celle de la hauteur du jet obtenue au début de la
démonstration, nous obtenons une borne pour cette hauteur que nous comparons a
la minoration fournie par la proposition 3.21. En minorant [k, :R] par 1, il vient
(3.11)

1-
TUSO(ZgS +1)TlogE

2027 Tt 272,12 gT max {1, |u,q}

< #T(&SHu(p) + 55 (88 + D' Elull, ) + T log ===, =)
1- 1- 4 1-

+T+ TnngogE+ TﬂeogSTlog(g) + Tﬂ((g+1)T10gS—9,52gT)

E E + i
+ DgTIOg2+ DSOTIOg leelze0 + DgoTlog( cosne)

+ %soTlogsh(n(gS +1)) +3,09¢T + ngog( \/E( deg, A) H/gsl/g)
+ %(g+£0)T((l+ é) log$ - 9,52)

1
+ gT(2g5 log2 +2logg + (g + 1)(max {0, h(A)} + 3 loghO(A,L)) ) +0o(T).
Par ailleurs, grice a la seconde condition du lemme 3.22 et au lemme 3.19, nous avons

1 max {1, |u| L0 } 1 ho(A,L)Y$
) log( —) < — log( 72)
Ug 2D ug
1 (deg, A)Y&\1/2
< max{ E,log( Diué) }
Ce dernier terme est contr6lé au moyen de la proposition 3.5 et il est majoré par
1 1 1
log(2S) + glog(2S +1) + Elog(131) +(g+3)logg+ 3 logh + > loglog(2S +1)

<(g+L1)logS+ (g+ 1,11)10g(2+ é) + %log(Bl) +(g+3)logg+ %logh
(pour la seconde inégalité nous utilisons loglog(2S +1) < 0,21log(2S +1) qui découle
de 2S +1 > exp (12)). Au moyen des majorations

logsh(n(gS+1)) <m(gS+1), h(A)<h, logh®(A L) <log(deg, A)<h,

et en utilisant de nouveau le lemme 3.22, nous aboutissons a

D

nso(2g5+1)TlogE
(T T 2,02
<xT(gS +1*(he(p) + 35 Eluli,)
+T+1_T’1ngogE+Tg(g+l,ll)logS
1 1 1
+gT( (g+1,11)10g<2+ g) +(g+3)logg+ ilog(Bl) + ilogh)

1-7 4 1-7 n
+ TsogSTlog(g) + T((g-#l)TlogS - 9,52gT) + BngogZ
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h
+ ——=neeT + %eoTlog(

n
26D ) + DsoTﬂ(gS +1) +3,09¢T

COS TT€

1 1
+ Engogh-# (g-1)Th+TlogS + %(g+eO)T((l+ g) 10gS—9,52)

+gT(2g510g2+210gg+ %(g+1)h) +0o(T).

Dans cette inégalité, majorons le premier terme de la cinquiéme ligne par

(1-1n)eo
D (2¢S +1)Tlog(4/3)
et, sur la ligne suivante, écrivons ¢S +1 = %(ZgS +1) + % Otons également le fac-
teur 1/D devant la quantité (positive) (g +1) log S — 9,52¢ des cinquiéme et septiéme
lignes. Divisons par T, puis faisons tendre T vers +oo et € vers 0. Nous obtenons alors
inégalité du lemme avec, a la place de f3, I'expression
ne |, 38° 58

8
glogE + h( 2 e 1) +glogh+ Elog(Bl)

1=n
D
1 5
+g(g+1,11)log(2+ g) +g(g+3)logg+g(2g log2+210gg)
70 -9,52(1-1)g-9,52n(g + €).

Nous majorons alors log h par h/e et —h+1par 0. Al'aide de la valeur exacte 17 = 0, 06,
nous pouvons calculer la constante numérique devant g, plus petite que —3 et il ne
reste plus qu'a observer que (77/2 —9,52)¢gon < 0 pour obtenir la constante f3. ]

+nglog2+3,09¢ +1+

Lemme 3.27 Onawr;< 14_—1;’80 logE et X, < %SO(ZgS +1)logE.

Démonstration Comme E > e, la premiere inégalité est satisfaite si

R; < (1-14)eo/(4D).

Compte tenu de la définition de ®;, cette inégalité équivaut a

;1(271+1—210g(§)) §1—210g(§),

inégalité qui est vraie puisque # = 0, 06. Passons maintenant a la majoration de X;.

Comme 2¢S§ +1> 2¢8, il suffit de vérifier  + ylog S < %sogs log E. Posons
1-

g =meg vy P

2D dlogE y

si bien qu’il s'agit de voir que a(b +logS) < S. Nous allons montrer que

a(1+ log 40

>

) max {40,b +loga} < S,

ce qui donnera l'inégalité précédente en vertu du lemme 3.18 appliqué avec ¢ = 40.
Etant donné les valeurs de ¢ et 77, le nombre a est égal A

2 50 +3g°¢ 211 2 0,18 ;1 1yy D
1—g0,06( +3g )(H g +E+3+50gg(?+E))logE'

g+1
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Comme g > 2, il est donc plus petit que 92g8*' D/ log E. En particulier on a

loga < 6g(log g) max { Llog logE } .

Par ailleurs, dans la formule définissant 8 (lemme 3.26), mettons en facteur la quan-
tité ¢g® max {(log E)/D, h} et remplagons S par 1. Ce qui reste est une fonction dé-
croissante en g qui est donc inférieure a sa valeur en ¢ = 2. Nous en déduisons
B < 2¢° max {(log E)/D, h}. Puis, en minorant y par g%, nous obtenons

ab <184g8* max{l, %}
08

Nous trouvons ainsi

log 40 g5 Dh D D
(1+ 3 ) max {404a, ab + aloga} < 254¢ max{l, logE” log E log( logE) }

Ce majorant est plus petit que S puisque 254 < 247 x 4log(2) < 247g*logg. [ |

Fin de la démonstration du théoréme 3.1. Les lemmes 3.26 et 3.27 entrainent

2
L,oo ) *

—~ 71
2D’780(2g8 +1)1ogE < x(gS+ 1)2(hL(p) + EEZHu

Comme x < ((28 +1)/ deg, A)"# par (3.2), on a en particulier

S+1)2 _ .
(-me (igs 215D (p) + 2B ul?, )

En mettant S en facteur, nous en déduisons le théoréme 3.1 car, en minorant S par
100, on voit que 'expression

2(50g8 +3)g  (1+1/(g5))*(2+1/8)"/8
3(1-1) 2+1/(g9)
est plus petite que 10°g*¢*? (log g) < co(g). [

(deg, A)"/¢logE <

(248¢%*7 log g)1*V/¢

Conclusion dans le cas g =1

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoréme 3.1 dans le cas o1 A est une courbe
elliptique. La démonstration suit exactement les mémes étapes que dans le cas g > 2,
mais certaines estimations sont modifiées.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du paragraphe, nous supposons g = 1 et
que la polarisation L est la polarisation principale sur A. Ce n’est pas une hypotheése
restrictive car si le théoréme 3.1 est démontré dans ce cas, il suffit de multiplier par
N = deg; A pour obtenir une majoration de N : si Ly est la polarisation canonique
ona Nlulf, . = luli,, et Nhy,(p) = hi(p). En procédant de cette maniére, la
borne pour N est méme un peu meilleure que celle du théoréme 3.1 puisqu’il n’y a pas
de logdeg; A dans le maximum. Reprenons alors les notations et résultats des para-
graphes 3.1 a 3.10 sans changement. Le paragraphe 3.11 est modifié et, en particulier,
I'estimation du lemme 3.20 devient plus précise.

Lemme 3.28  Soit (A, L) une courbe elliptique principalement polarisée sur un corps

de nombres k. Alors on a T@ Y okoc T(Ags Le) < 1,8max{1, h(A)}/2,
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Démonstration Par le lemme matriciel d’Autissier, ici utilisé sous la forme de [GR2,
proposition 3.2] et en utilisant la convexité de £ — £2, on a

1 1 1/2
<V
0], 2 p(AnLy) 6,45max {1, h(A)}'",
ou p(Ay, L) désigne le diamétre d’injectivité de (A, L, ). Nous relions ce nombre
au rayon de recouvrement r(A,, L, ) de la méme maniére que dans la discussion qui
préceéde le lemme 3.20. Toutefois nous utilisons la forme précisée de [Ba, théoréme 2.2]
(donnée dans les deux premiéres lignes de la démonstration) lorsque le réseau est de
rang 2. Nous obtenons ainsi (A4, Ly ) < (v/2p(Ag, L)), puis nous concluons avec

\/6,45/2<1,8. n

Comme précédemment, nous aurons besoin de minorer la hauteur du jet. On a
maintenant I'estimation suivante.

Proposition 3.29  La hauteur de jet’ s(mp) est supérieure a

-nS*hy(p) - Tmax{O, h(A) - %log n}.

Démonstration  Ona hz(jet’ s(mp)) > —fimax (F) = ~Hmax(S(£},)) - nm*hy(p).
Puisque A est une courbe elliptique (principalement polarisée), on a de plus

P $4(87)) = B(5,) = ~€R7) = (44 - g

(voir la formule (3.1) pour la pente de £, ). L'estimation annoncée découle alors de
¢< Tet|m|<S. [ |

A Tinstar du lemme 3.22, pour démontrer le théoréme 3.1, nous pouvons supposer
(ce que nous ferons désormais) que [[u[} , < —2—, olico = co(1) = 8,3.10° est la

me2cy
constante du théoréme 3.1. Dans la suite, nous utiliserons également x < 2§ +1 et
nous noterons h = max {1, h(A)}.

Lemme 3.30  Pour tout nombre réel E' > 1, on a les majorations suivantes.

() % Tokoclog’(mxr(Ag,Lo) + /%) <2,43+logS + L logh.

(ii) log"(mxE'(S+1)[ulr,e +/Z) <-9,4+logE' +2logS$.

Démonstration Reprenons la démonstration du lemme 3.23 (i) en utilisant le lem-
me 3.28 au lieu du lemme 3.20. Nous obtenons d’abord

1 + X X
b 2 log (mxr(oiLo) +/57) < max {1 log(18mxv/ 1/ 25) ).
En utilisant x < 28 + 1, nous avons alors

I,SHX\/E+\/%7S (1,87T+, /2(T7T+1))(2+S_1)S\/E

et, en minorant S par 2919, ce dernier majorant est lui-méme plus petit que

exp (2,43)SVh.
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Pour (ii), la démonstration est similaire a celle du lemme 3.23 (ii). Le terme devant
E’S? que I'on obtient est

1 /2

3m/2
L sy sy« Y2
e Co

S3/2

Eny injectant S > 2919 et la valeur ¢q = 8, 3.10%, nous avons alors une majoration par
exp (-9,4). [ |

Comme dans le cas ¢ > 2, la démonstration se scinde maintenant en deux cas,
selon quon se trouve dans le cas non périodique ou dans le cas périodique.

3.12.1 Conclusion dans le cas non périodique (g =1)

Commengons par énoncer I'inégalité clef qui conduira a la minoration de x, puis au
théoréme 3.1.

Lemme 3.31 Posons

e s ) 00 3)) 55 0 s

oupf = 1‘5" logE + %logh+hety:3+280.Alorsona

1

) -~ T
(280 +1)log E < x8* (T (p) + 5132||u\|§,,,0) + (280 + 1Ry + Ry

Démonstration Reprenons la démonstration du lemme 3.24, mais en utilisant le
lemme 3.30 au lieu du lemme 3.23, ainsi que la proposition 3.29 au lieu de la pro-
position 3.21 pour minorer la hauteur du jet. Les quatre premiéres inégalités de la
démonstration du lemme 3.24 demeurent quasi-inchangées, a ceci pres que 3, 09 doit
étre maintenant remplacé par 2, 43 et —9, 52 par -9, 4. Nous obtenons ensuite la méme
inégalité (3.9), quitte & y opérer les mémes remplacements, et quitte a remplacer le
terme de I'avant-derniére ligne par T (h - % log 1), provenant de la minoration de la
hauteur du jet. Nous terminons alors comme précédemment : nous divisons I'inégalité
par T, puis nous faisons tendre T vers +oo et € vers 0. Aprés avoir utilisé les mémes
majorations finales que dans la preuve du lemme 3.24, sauf pour log |u| 1,5, que nous
majorons ici par 0, nous obtenons I'inégalité annoncée. Notons que seule I'expression
de f3 se trouve finalement modifiée. ]

Il reste encore a estimer R; et R, avant de conclure.

Lemme 3.32 Ona

1-¢
Ry < logE et Ry <
1 D g 2

1-¢
2So +1)logE.
. 20 (250 +1)log

4

Démonstration La premiére inégalité se vérifie sans difficulté numériquement en
minorant Sy par 50 et en utilisant la valeur explicite &g = 0,044 (qui a été choi-
sie dans ce but). Pour la seconde, nous procédons comme dans la démonstration du
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lemme 3.25. On a ici Sy > 50, donc ggi} <1+ i <1,02. Ainsi, si 'on pose
1-
6:780( 80), aziy et b:é,
4,08D dlogE y

il suffit & nouveau de vérifier 'inégalité a(b + logS) < S ou bien encore, par le lem-
me 3.18 appliqué avec ¢ = 7,41, que

1
a(1+ ii) max {c,b +loga} <.

4,08(3+2¢) D D
a= : <300 ,
e(l-g) logE log E

d’ott 'on déduit loga < 6,71 max { 1, log( L) } Daautre part, puisque logh < h/e,

log E
ona
1-¢ logE 1+ (2¢)71 logE
< o 98 +( (2¢) )hs0,7max{h, g }
3+ 2¢ D 3+ 2¢ D
Il résulte de ces estimations :

Dh D D
ab + aloga <2223 max{l, , log( ) }
logE logE logE
Il ne reste plus qu’a observer que (1 + log(7,41)/6,41) x 2223 < 2918 ce qui entraine
I'inégalité voulue pour S en utilisant S -1 < S. ]

Fin de la démonstration du théoréme 3.1. Les lemmes 3.31et3.32 et x < 2S +1en-
trainent

1

- & 2T T2
25 (280 +1)Iog E < (25 +1)S (F(p) + ok ulf.o,)-
Par définition, on a 25y + 1 = £y(2S +1)/2 et on a vu un peu plus haut que 28, +1 <
1,02(2S, +1). Nous en déduisons (28 +1)/(2Sg +1) < 2,04/, puis
4,08 —~ s
logE < ———8*(Dh B uli )
0 < S (Dhu(p) + S Elulic,)

qui, compte tenu de la valeur de ¢ et de S < 2919M, conduit bien au théoréme 3.1. H

3.12.2 Conclusion dans le cas périodique (g =1)

A priori ce cas devrait étre le plus simple car il signifie qu’il existe un entier m €
{1,...,2S} tel que mu soit une période de A,, (en particulier hy(p) = 0). Par le
lemme matriciel d’Autissier (voir [GR2, Proposition 3.2]), on a donc

28| u]| 1,05 2 p(Agys Loy ) = DY2(6,45max {1, h(A)}) /2.

Malheureusement, remise sous la forme du théoréme 3.1, cette inégalité savére plus
faible en la hauteur de A que le théoréme 3.1 (dépendance polynomiale au cube plutot
quau carré). Nous allons donc suivre la méme démarche que dans le cas périodique
avec g > 2. Le pendant du lemme 3.26 est le suivant.
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Lemme 3.33  Posons R = % log 3 + %n et Ry = B+ ylogs, ot
1-
B = DEO logE +logh+h et y=4+2¢l.
Alorsona
(1-¢0)eo0 b4
T(ZS +1)logE < x(S + 1)2( EEZHuHi)UO) + (28 +1)R; + R,

Démonstration Nous reprenons la démonstration du lemme 3.26, mais en utilisant
le lemme 3.30 a la place du lemme 3.23, ainsi que la proposition 3.29 au lieu de la pro-
position 3.21. Comme S > 2919, I'inégalité (g + 1) log S < e9mgS/2 (3.10) reste valable
si g = 1, ce qui permet d’aboutir & nouveau a I'inégalité (3.11), a ceci prés que 3,09
doit étre maintenant remplacé par 2, 43, -9, 52 par -9, 4, et la derniere ligne doit étre
remplacée par T(h — (log7)/2) + o(T). De plus le terme log” |t 1,4, est maintenant
nul et log(1/ug) doit étre majoré au moyen de la proposition 3.5 (i). Nous terminons
exactement comme dans la démonstration du lemme 3.26, en notant que la quantité
2log S — 9, 4 est bien positive. ]

Majorons maintenant ®; et R,.
Lemme 3.34 Onaw; < % logE et ®; < %(25 +1)logE.

Démonstration La premiére inégalité se vérifie sans difficulté numériquement, en
utilisant la valeur explicite o = 0, 06 (choisie pour cela). Vérifions la seconde inégalité.
Nous procédons comme dans le lemme 3.27 en posant
g(l-¢
6:70( 0), p— et b:E,
2D dlogE y

et en observant qu’il sagit de montrer a(b +logS) < S. Par le lemme 3.18 (avec ¢ = 2),
cette inégalité découle de 1,7amax {2,b +loga} < S, que nous allons maintenant
montrer. On a

2(4+2¢2) D D D
< (4+2g) <143 et loga£6max{1,10g( )}
(-2 logF logE logE

Par ailleurs, on a § < 3max{(logE)/D,h} et donc b < max{(logE)/D,h}. En
réunissant ces estimations, nous avons donc

D D D Dh(A
1,7max{2a,ab+aloga}§1702max{1, , lo ( ), ( )}
logE logE logE/" logE
Cette borne est clairement inférieure a S, démontrant ainsi la majoration souhaitée
pour R,. u

Fin de la démonstration du théoréme 3.1. Les lemmes 3.33 et 3.34 entrainent
&0 (1 - 80)

2D
Ici x < 2S + 1 et la borne se simplifie en

2(S+1)? (

(28 +1)logE < x(S + 1)2( %Ezl\ulli,%)~

logE <
g 80(1—80)

T2y 12
JEuli,)-
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Le théoréme 3.1 sobtient alors dans ce cas (périodique et A courbe elliptique) avec la
constante 2 x (2919 +1)2/(0,06 x 0,94) < 3,1.10%. [

Démonstrations des théoremes de l'introduction

Dans cette partie nous établissons plusieurs conséquences du théoréme 3.1 et nous
démontrons les résultats présentés dans I'introduction. Le cadre et les notations sont
ceux du début de I'introduction.

Démonstration du théoréme 1.1

Nous allons commencer par établir un résultat un peu plus précis. Soit k" une exten-
sion finie de k sur laquelle la variété abélienne A, est définie. Posons D’ = [k":Q] et
gu=dimA,.

Théoréme 4.1 Soit E > e un nombre réel. Posons

DD D' D'h(4) D' ( D'hi(p) + ZE*|ul? ))

s > (0] > > O .
logE logE 8 logE" logE "logE

Siut0,0ona

! _
M = max{ log E

D'hy(p) + FE*|ul ,,
logE
otr c;(1) = 8,3.10" et ¢;(x) = 5.108x* "2 (log x)* si x > 2.

(deg, A)e < c1(gu )g1+1/gu( ) (M)

Démonstration Nous appliquons le théoréme 3.14 (A,, k") muni d’'un plongement
quelconque qui prolonge 0y, théoréme dont ’hypothése principale est naturellement
vérifiée par A,. La quantité (deg; A, )/ Jog E est alors plus petite que

—~ s
co(gu)(DBe(p) + ZEuli, )
] D' D D' D'h(A,) D'logdeg; A, }”g%

> > 0 > >

logE logE 8 logE™ logE logE

Si ce dernier maximum est atteint pour I'un des trois premiers termes, le théoreme dé-
coule simplement de ¢o(g,) < ¢1(g.). Dans la suite nous supposerons donc ce maxi-
mum égal & (D’/log E) max {h(A,),logdeg, A,}. Comme A, est une sous-variété
abélienne de A, sa hauteur de Faltings est majorée en fonction de celle de A :

h(Ay) <h(A) + (g - gu)logV2m +logdeg; A,

(voir [GR2, §2.3]). En remplacant dans I'inégalité précédente, nous obtenons une ma-
joration de la forme £ < a(b + log&) avec = (deg, A,)Y/(&*D,

X max{

DRu(p) + TEull /5D DY
a=(gu+ 1)C0(gu)gu/(g"+l)( logZE L ) o

et
b=(gu+1)7"(1+ (g—gu)log\/ﬁ) max{1, h(A)}.
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En appliquant le lemme 3.18 nous obtenons £ < a(1+ lfff ) max {c, b +loga}. Avant

de choisir ¢, observons que la quantité b + log a est majorée par

(—(g—gu)log 27 +log(g, +1) +
gutl gu+l

!
gulogco(gu) +2) M logE.
DI

L’expression entre parenthéses s’écrit gs + t avec s, t nombres réels positifs, qui est
naturellement plus petit que g(s + t/g, ) puisque g > g,,. De la sorte, on trouve

log(gu +1) , logeo(g) , 2 M'logE

b+1 <
+ oga_g( o gu +1 s D’

En utilisant la valeur exacte de co(gy ), nous avons b + loga < 13g(M'logE)/D’ si
gu=1letb+loga < 14,1¢g(log g, )(M'log E)/D’ si g, > 2. Choisissons alors ¢ = 13
sigy =letc=19sig, > 2. Ces valeurs sont inférieures aux majorants de b + loga
précédents. Si 'on remplace dans la majoration de § et que nous élevons le tout a la
puissance (g, +1)/gu, nous obtenons I'inégalité souhaitée pour (deg; A, )Y/8 avecla
constante 4 x (13(1 + (log13)/12))? x ¢o(1) si g, = 1 et la constante

log19
18

) 1+1/gu

co(gu)(l4,1(l+ )(gu+1)loggu

si gy > 2. Il est alors facile de voir que ces quantités sont plus petites que ¢;(g,). M

1l reste maintenant a déduire le théoréme 1.1 de ce théoréme. Pour cela nous utili-
serons le résultat suivant, conséquence facile de [Ré2, théoréme 1.1].

Proposition 4.2  Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de
nombres k. Posons f(g) = a(g) x 2.657'¢! o1t a(g) = 1 sauf dans les cas suivants :
a(2) =2, a(4) =5et a(6) = 7/6. Alors il existe une extension galoisienne k, telle que
toute sous-variété abélienne de A est définie sur k4 et de degré relatif [ka:k] < f(g).

Démonstration Considérons une sous-variété abélienne B de A (définie sur une
cloture algébrique k de k) et notons B’ un quasi-supplémentaire de B dans A, Cest-
a-dire que A est isogéne & B x B’ sur k (théoréme de réductibilité de Poincaré). La
composée de I'isogénie avec, a gauche, la projection B x B’ — B suivie de l'injection
B — A fournit un endomorphisme ¢ € End;(A) tel que B = ¢(A). Par définition ¢
est défini sur I'extension galoisienne minimale k4/k telle que Endy(A) = Endy, (A).
Comme A est aussi définie sur kg, il en est de méme pour B = ¢(A). On conclut au
moyen de [Ré2, théoréme 1.1] qui affirme [k4:k] < f(g). [ |

Dans la suite, pour certaines parties des calculs faisant intervenir f(g), nous serons
amenés a utiliser 'encadrement plus simple 48 < f(g) < (3,8¢)¢ valide pour g > 2.
Posons alors E = max{e,\/2f(g)/m} qui vaut e seulement si ¢ = 1. Dans le majorant
du théoréme 4.1, nous remplacons D'l (p) + ZE|u|? ,, par

(n/2)E*(Dhy(p) + |uli q,)
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(car D' < f(g)D par la proposition 4.2) et, au moyen de la relation h(A) = hp(A) +
(g/2)logm, le maximum M’ par

f(g) g/2 ”Ez
log E(1+logmax{7r ’TogE})
x Dmax {1,log D, hr(A),log(Dhy(p) + |u]? ,,)}-

Ainsi le théoréme 1.1 est établi avec la constante

2 2 141/ gu
B /g, . TET (0 f(g) g2 _TET
C2—Cl(gu)g leOgE X(logE(1+logmax{ﬂ ’zlogE}>)

que nous allons maintenant simplifier pour aboutir & la constante du théoréme 1.1.
Commengons par observer que 7E?/(2logE) > n8/? est toujours vrai. En effet, si
g = Loalors E = e et nE*/(2logE) = me?*/2 > \/n. Si g > 2, nous minorons E*
par e¢7! et, par croissance de x ~ x/logx pour x > e, nous avons 7E*/(2logE) >
mef™ /(g —1) > n¢/2, Ainsi on a

f(g) (10 enE? ))“‘1/814.

_ 1+1/gy
c2 = c1(gu)g x 2logE <logE 2logE

Sig=1,alorsg, =letA, = Asibien que k" = k et ’on peut remplacer f(1) par 1 dans
¢5. On aalors ¢, = 8,3.10"! x (ne2/2) (log(me®/2))? < 1,2.10".Si g, =1< g, alors
E>+/96/n >5,5donclog 22 <2,6logE, puis ¢; < 8,3.10"(2,6)*g*f(g)*/ log E.
En majorant f(g) par (3, Sg)g et en utilisant

8,3 x (2,6)*¢”/(log/2/m + (g/2) log(3, 8¢)) < 63,

on trouve ¢, < 6,3.10'2¢(3,8¢)¢ < (100g)*¢. Supposons maintenant g, > 2. Comme
précédemment, on a

nE?
m) (2,6gf(g))" /e

En remplacant E par \/2/7(3,8¢)%/?, f(g) par (3,8g)%, et ¢;(g,) par sa valeur, nous
obtenons

&2 < aa(gu)(

& <1,3.10°( (3, 8¢)*¢"(log ) ) gi* (2. 6g(3,89)¢) %,
log\/2/m + (g/2)log(3,8%)

Pour a > 1, Papplication x € [1, +oo[ x2*a"/* est convexe et donc
sup {x*a'/* ;2 < x < g} = max{16\/a, g*¢a"/¢}.

En appliquant ce principe avec a = 2,6¢(3,8¢)8 et x = g,, on constate que le maxi-
mum est atteint pour g, = g. Il vient

(3,8)%"g" (log g)* (2, 69)" g)
log\/2/7 + (g/2) log(3,8¢)

& <1,3.10°g*(

puis ¢z < (96g)*.
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Démonstration du théoreme 1.2

Comme précédemment, notons D’ le degré minimal d’un corps de définition de la
variété abélienne A,,. Soit E > 0 le nombre réel défini par

T —_
552 |ul7,6, = D’ max{1, hp(A), h (p)}.

En particulier Pinégalité log |u,,, > —log\/7/2 — logE est toujours vérifice. Dés
lors, silog E < D" max {1, h(A), . (p)},le théoréme 1.2 estimmédiat en utilisant D’ <
(3,82)¢D et larelation h(A) = hr(A) + (g/2)log 7. Supposons maintenant log E >
D' max {1, h(A), h.(p)}, inégalité qui implique E > e et logE > (7/2)E? lul? ,,-
Nous utilisons alors le théoreme 4.1 avec E et nous minorons le degré de A, par 1. Le
maximum qui apparait dans le majorant du théoréme vaut 1 par hypothése sur log E.
Nous obtenons ainsi logE < ¢;(g,)g"*"/¢ D’ (hy(p) + max{1, hp(A), hy(p)}), puis
le théoréme 1.2 car log \/Z +2¢1(gu) g"*1/4* (3, 8¢)¢ est plus petit que (196g)°¢ si g > 2
et 6,4.10' si g = 1, constantes elles-mémes plus petites que (196g)%$*3.

Démonstration du théoréme 1.3

Comme nous I'avons mentionné dans I'introduction, le théoréme 1.3 est une consé-
quence du théoréme des périodes généralisé et du premier théoréeme de Minkowski,
théoréme qui revét ici la forme suivante. Nous ne faisons aucune hypothese sur le
point p € A(k).

Lemme 4.3  Pour tous nombres réels a, b strictement positifs, il existe
(6w) € (ZxQa,,)N{0}

2 < (g+1)(hL(p)h®(A, L)2ab)H e,

L,a0

tel que ahy (€p) + b eu + w

Démonstration  Si p est un point de torsion, alors i (p) = 0 et il existe (£, w) €
(Z x Qa,,) ~ {0} tel que fu + w = 0, si bien que le membre de gauche de I'inégalité
est nul. Le lemme est donc immeédiat dans ce cas. Si p n’est pas un point de torsion, la
formule

VxeR, Vyeta,, |(ap)l?=ax’hi(p) +blxu+yli,,

définit une métrique euclidienne sur le R-espace vectoriel R x 4, (de dimension
2g +1). Dans cet espace, le Z-module Q' := Z x Q4, est un réseau complet. Soit
1, ..., Wyg une Z-base de Q4, de sorte que {(1,0), (0,w1),..., (0, wzg)} est une
base de Q. Si 'on note (-, -) le produit scalaire associé a la norme || - |, le détermi-
nant de Q' est celui de la matrice des produits scalaires des vecteurs de cette base. Or,
pour tous 1 < i,j < 2g, ona ((1,0), (1,0)) = ah(p) + blul? 4,0 ((1,0), (0, w;)) =
b(u, i) 1,605 €t (0, w;), (0, w;j)) = b(wis Wj)1,00, OU (-, - )1, €St le produit scalaire
sur t, associé alanorme |- |r,q,. En écrivant u comme combinaison linéaire réelle
des w;, les propriétés standards du déterminant conduisent a I'égalité

det Q, = QEL(p) X ng det((wi, wJ')L’aO)lS,‘)jSzg.



Logarithmes des points rationnels des variétés abéliennes 47

Ce dernier déterminant vaut h°(A, L)? [BP, proposition 3]. Par définition de la cons-
tante d’'Hermite y;,.1 en dimension 2g + 1, il existe (£, w) € (Z x Qa, ) ~ {0} tel
que [[(€,w)[? < pagr1(det Q) &*) On conclut avec la borne y441 < g +1 [MH,
p-17]. ]

Proposition 4.4  Soit p € A(k) un point rationnel qui n’est pas de torsion. Si g =1 on
ahy(p)™ <10°°D” max {1,log D, hp(A)}°. Sig>20na

TL(p)™" < (7362)% D*$*3h°(A, L)? max {1,log D, hp(A)}*¢*2.

L’on sait depuis les travaux de Masser ([Ma] et la lettre @ Daniel Bertrand datée du
17 novembre 1986) que I'on a des majorations du type

h(p) < (A)D® (log(D+1))% et h(p)~' < cr(k, g) max {1, hp(A)} 5"

avec des constantes ¢y (A) et ¢z (k, g) qui sont fonction seulement de A, L et k, g, L,
respectivement (la deuxiéme majoration n’est démontrée que pour une famille de
variétés). Les dépendances en le degré D et en la hauteur de Faltings de A sont donc un
peumeilleures que celles de la proposition. Celle-ci a néanmoins I'avantage de donner
une borne entiérement explicite et simultanée en les deux paramétres D et hp(A), ce
qui, & ce niveau de généralité, est inédit. Citons toutefois I'article de Winckler [Wi] qui
donne une majoration fine et explicite de hi( p) ! lorsque A est une courbe elliptique
a multiplications complexes.

Démonstration Commengons par g > 2. Soit (¢, w) un couple donné par le lemme
précédent appliqué avec a = (3,8¢)¢D et b = me*/2. Si sa norme (au sens de la dé-
monstration du lemme) est plus grande que 1, alors

Fu(p) ™ < (g + 0 (3.89) (%)) a4, 12

etla proposition est démontrée. Sinon, comme ¢u+w # 0 puisque p n’est pas un point
de torsion, nous pouvons utiliser le théoréme 4.1 avec le logarithme €u + w de €p et
E = e. Dans l'inégalité donnée par ce théoréme, nous majorons D’ par (3,8¢)3D et
nous minorons le degré et la dimension de A+, par 1. De plus, par hypothése, le
logarithme de | (¢, w)|? est négatif, si bien qu’il disparait du maximum. Nous avons
ainsi

1< a1(geuro) 8[| (6 @)[*(3,8¢)* D? max{1, glog(3,8¢) +log D, h(A)}.

Comme h(A) = hp(A) + glog /7, le maximum dans cette inégalité est plus petit que
(glog(3,8¢) + 1) max {1,log D, hr(A)}. Si nous remplagons aussi | (£, w)|? par le
majorant donné par le lemme, 'inégalité qui en résulte est celle de la proposition 4.4,
mais avec la constante

me?\ 28
€(8) = (a(geusa)g* (8 +1))" (3,89)5457) (=) " (glog(3,8g) +1)""0.
Nous majorons ¢;(geu+0) par c1(g) (car ¢ est croissante), g + 1 par 3g/2, et

glog(3,8¢) +1
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par 3,7glog g. En appelant ¢’(g) la nouvelle constante ainsi obtenue déduite de c(g),
nous voyons que la quantité (logc’(g) - 8g*log g)/g* est une combinaison linéaire a
coeflicients positifs des quantités

L, 1/g, 1/g*% logg/g, logg/g’, loglogg/g, loglogg/g?,

qui sont toutes des fonctions décroissantes de g pour g > 6. Un calcul numérique pour
g€ {2,3,4,5,6} montre que cette quantité est majorée par sa valeur en g = 2, soit
52, 8. Dans ce cas, on conclut en observant exp (52, 8/8) < 736. Le cas g = 1 se traite
de maniére similaire mais 'on peut économiser le 3,8 puisque (Asy+0, k') = (A, k)
et donc D’ = D. Nous choisissons donc a = D et la constante c(g) est remplacée par

(2a1(1))( %)2(1ogﬁ+ 1)6 <10%.

A ce stade nous avons obtenu la borne souhaitée pour hy (p)~", mais seulement lors-
que la polarisation est principale (h°(A, L) = 1). Or, lorsque g = 1, 1a variété abélienne
est une courbe elliptique et L est une puissance entiére de la polarisation canonique
principale Lo sur A. On a ainsi h(p)~" < Tz, (p)~", puis la borne voulue en toute
généralité. ]

Pour obtenir le théoréme 1.3, il reste a faire disparaitre le degré de A dans le ma-
jorant de 7y (p) ™" donné par cette proposition. Posons m = max {D + g¢, hp(A)} et
notons que max {1,log D, hp(A)} < m. Ainsi, lorsque ¢ = 1, la proposition donne
h(p)" <10%0m" etle théoréme 1.3 découle de 104 < 21%* < m'33, Supposons main-
tenant ¢ > 2. Nous allons tirer parti de I'astuce de Zarhin. En effet, le théoréme 1.3
que 'on cherche & montrer ne dépend pas de L comme faisceau inversible ample et
symétrique, mais seulement de la polarisation qu'il induit. Etant donné (A, L), on sait
qu'il existe une polarisation principale L' sur Z(A) = (Ax A)* (ou A désigne la variété
abélienne duale) telle que si 1 A — Z(A) désigne 'injection sur le premier facteur de
Z(A),alors 1*L" ~ L [Ré], lemme 4.6]. En particulier la hauteur de Néron-Tate de p
relative a L est égale a celle de i(p) relative & L’. Appliquons alors la proposition 4.4 &
(1(p), Z(A),L"). Ona hg(Z(A)) = 8hp(A) et dim Z(A) = 8¢. Nous avons donc

h(p)™t < (736 x Sg)g(sg)zD32g+3 max {1,log D, 8hp(A)}**¢*?

< (5888g)512g2832g+2m64g+5‘

Comme g > 2,0na (5888g)512g28324”+2 < (1+ g8)%0078 < 180078 Le théoréme 1.3
découle alors de 6007g + 64g + 5 < 6074g.

Démonstration du théoréme 1.4

Nous allons commencer par le cas particulier ot A, est connexe, pour lequel I'estima-
tion du degré est plus précise. Etant donné une variété abélienne A de dimension g

sur k, notons x(A) = ( (14g) %' [k:Q] max{1L, log[k:Q h(A) ) ***
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Proposition 4.5  Soit p € A(k) tel que A, soit une sous-variété abélienne non nulle
de A (en particulier p n’est pas un point de torsion). Alors on a

(degLAP)l/dimAP S'EL(P)K(AP)6—1/dimAP.

Démonstration Nous suivons la démarche de Bertrand [Be, pp. 238-239], dans la-
quelle se greffent des estimations extraites de I'article [Ré1] de Rémond et la minora-
tion de la hauteur de Néron-Tate de la proposition 4.4.

Par le théoreme 1.1 de [GR3], il existe une polarisation A sur A, telle que deg, A, <
k(Ap). Notons Ay, ..., A, les composantes isotypiques de A, définies sur k : chaque
Aj; estune sous-variété abélienne de A ,, maximale pour I'inclusion et k-isogéne a une
puissance d’une variété abélienne simple. Pour touti € {1,..., 7}, notons g; = dim 4;,
d; la dimension sur Q de l'algébre simple Endg (A;) ®z Q et A; la valeur absolue du
discriminant de Endy (A;). Posons

o (dif2)! 28/ ) -~ ~&i i/ di

. — A& . 8ildi

Ri=4 ( i ) ( x%l,-l&) ha(x)) (degy A;)A7"™.
x non de torsion

L’application somme s: [T;_; A; - A, est une isogénie de degré minimal et
f[lhO(Ai,/l) = (degs)h°(A,, 1)
in
(voir [RéL, Proposition 3.4]). En notant g, = dim A, Bertrand a montré que
deg; A, < (degs)*™( 1111 R;) hi(p)*,
iz

qui découle de I'égalité (8) page 238 et du haut de la page 239 de [Be]. Nous avons
mis ici une puissance 2g,-éme supplémentaire a degs pour assurer que les points P;
de larticle de Bertrand appartiennent & A; (k) et non seulement au tensorisé par Q.
En effet, nous les définissons comme composantes de y(P) ot y: A, — []j_; A; est
une isogénie telle que s o y soit la multiplication par degs. Au haut de la page 239
de P'article de Bertrand, nous remplagons alors P par (degs)P = s(y(P)), ce qui fait
ressortir un (degs)?8».

Notre tache est donc de majorer (deg )8~ [T}_, R;. Rémond a fourni [Rél, pro-
position 2.12] I'estimation A‘fi/d' < k(A;). De plus, comme d; < 2g7 et (d;/2)! <
max {1, d,»/Z}d*/z, ona

(G <)

Enfin grace a la proposition 4.4 et a I'égalité deg, A; = g;!h°(A;, 1), la quantité
— —8&i
( min hA(x)) (deg, Ai)

xeA;(k)
x non de torsion

est plus petite que

gil( (lOg,~)40g?D4g‘+3 max{1,log D, hF(Ai)}4gi+2)gih0(Ai’ 1)+t
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elle-méme inférieure a (v/7/(2g;))*¢'x(A;)h°(A;, 1)*&*1. En utilisant h°(Ap, 1) <
k(A,) (choix de 1), nous obtenons ainsi

r r
[1R;: < ((degs)x(A,))?™x &3+ [T xe(A;)2.
i=1 i=1
Reportons dans ce majorant Iestimation x(A;) < k(A )&/ ) [Rél, lemme 2.8]. Si
r=1,alors A; = A, et s est I'identité, donc degs = 1. Dans ce cas nous avons
(deg, Ap)hi(p)™8r < k(A,)*r™ < k(A,)0!

et la proposition est démontrée. Si r > 2, alors max; {g;} < g, — L. De plus, par mi-
nimalité de s et en vertu de [GR3, théoréme 1.4], nous avons degs < x(A,). Nous
obtenons alors (degs)*» ™' ]| R; < k(Ap)* aveca = 6g, -3 +2Y_, (gi/gp)’. La

3 N3

fonction £ + & étant sur-additive, nous avons ¥._, ( 5—’) < (Ti g—‘) = 1, puis
P P

a < 6g, — 1. Ainsi, dans tous les cas, ona (deg; A,) <x(A,)% 1 hy(p)ér. [

De cette proposition, 'on déduit en particulier la borne
(deg, A4p)" ™4 < (p) k(A)°

(car k(Ap) < x(A)) lorsque A, est connexe. Nous allons maintenant supprimer cette
derniére hypothése et remplacer 'exposant 6 par 8, ce qui fournira la démonstration
du théoreéme 1.4. Considérons un quasi-supplémentaire B (sous-variété abélienne dé-
finie sur k) de la composante neutre A(I), de A, dans A donné par [GR3, théoréeme 1.3] :
A =AY + Bet N := Card A} n B < x(A). Lisogénie somme ¢: A} x B - A posséde
un quasi-inverse y: A — A% x B qui est une isogénie vérifiant ¢ o y = [N]. L'image
de p par y sécrit (p', q) avec p’ € AJ(k) et q € B(k). Comme Np = p’ + g, ona
q € A,(k) donc un multiple entier non nul de g appartient au groupe fini A?, NnB
et g est un point de torsion. En notant ep 'exposant du groupe fini B(k)ors, nous
avons ainsi egp’ = egNp. Cette formule donne egNp € A, donc A, ¢ [egN]'A,,
puis, en prenant les composantes neutres, A% c A(;,, c Ap.Comme Ay C A(z)? puisque
p' € A9, nous en déduisons A, = AOP. Ceci prouve que A, est une variété abé-
lienne (connexe) a laquelle nous pouvons appliquer la borne de la proposition 4.5.
Légalité epp’ = e Np implique également que la hauteur de p’ est égale a N?hy(p).
De plus, elle montre que I'ordre 7 de p dans le groupe (fini) A, /A(I)’ divise egN et il
vérifie donc n < x(A)35/16)(dimB/dimA)’+1 . o < 4(B)35/16 [Ré1, Proposition 2.9]
etk(B) < k(A)(@imB/dim4)’ [R¢] T emme 2.8]. Enfin, Iégalité Ap/AY = {ip+Ap;0<
i < n—1} conduit 4 deg A, = ndegA,. Le report de ces estimations dans la borne
pour deg A, donnée par la proposition 4.5 fournit, avec [Rél, lemme 2.8],

(degAP)l/dimAP < nl/dimAp(NZ’EL(p))K(API)G—I/dimAI, SZL(P)K(A)ZJ,

ou

35 (dimB\? 1y dimA,\3
b= 16dimAP(d;mA) " dimA, _dimAp)( dimAp) '

Cet exposant b est plus petit que 8 comme on le voit en utilisant

+2+<6

Ax? + py? <max {A, p}(x +y)?
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pour A, i, x, y nombres réels positifs et dim A = dim B + dim A ,. L’exposant 8192 du
théoréme 1.4 résulte alors de 1024 x 8.
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nous avons eu concernant le théoréme 1.4 ainsi que Pascal Autissier pour nous avoir
signalé une erreur subtile dans une version antérieure de ce texte. Nous rendons grace
également a Gaél Rémond dont les remarques ont permis de corriger et améliorer
nombre de détails.
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