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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES
DE LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

PAR ERIC GAUDRON

RESUME. — Soit p un nombre premier ou p = oo et k un corps de nombres plongé dans
Cyp. Soit n € N\ {0} et u1,...,un € Cp tels que e*5 € k pour tout j € {1,...,n}.
Soit (B;,5), 1 < i < ¢, 1 < j < n, une matrice t X n & coefficients dans k. Soit
(B1,05---,Bt,0) € kt. Posons A; := Bio + Z?:l Bi,ju; € Cp pour tout ¢ € {1,...,t}.
Nous obtenons des minorations de max {|A;|p; 1 <4 < t} explicites en tous les para-
meétres, lorsque ce maximum n’est pas nul. Ces minorations englobent de nombreux
résultats antérieurs. La démonstration repose sur la méthode de Baker-Philippon-
Waldschmidt, la réduction d’Hirata-Kohno, le procédé de changement de variables
de Chudnovsky, repensés avec les outils modernes de la théorie des pentes adéliques
(méthode de la section auziliaire). Au passage, nous montrons comment étendre le
lemme de Siegel absolu de Zhang au cadre des fibrés adéliques hermitiens et nous
établissons un nouveau lemme de Siegel approché.

ABSTRACT (Simultaneous lower bounds for linear forms in logarithms of algebraic
numbers)

This work falls within the theory of linear forms in logarithms over a commutative
linear algebraic group defined over a number field. We give lower bounds for simulta-
neous linear forms in logarithms of algebraic numbers, treating both the archimedean
and p-adic cases. The proof includes Baker’s method, Hirata’s reduction, Chudnovsky’s
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2 E. GAUDRON

process of variable change. The novelty is that we integrate into the proof the mod-
ern tools of adelic slope theory (auziliary section method), using a new small values
Siegel’s lemma.

1. Introduction

Ce texte présente une minoration simultanée de formes linéaires de lo-
garithmes de nombres algébriques, valide pour un plongement quelconque
(complexe ou ultramétrique) du corps de nombres ambiant. En d’autres
termes il s’agit de minorer max{|A;|p,; 1 <7<t} ou A; est de la forme
Bio+ Y j=108i;u;j avec B ; et e*s dans un corps de nombres k plongé dans C,,
et | - |p, est une valeur absolue sur le complété C,, d’une cléture algébrique de
Q,, (po est un nombre premier ou pyg = co avec la notation C, := C) .

Depuis les travaux de Baker entrepris au milieu des années soixante, de nom-
breux articles ont été consacrés a 1’étude de cas particuliers de ce probléme.
En trés grande majorité les auteurs s’intéressaient & une seule forme linéaire
(t = 1) et, souvent, seulement au cas d’un plongement archimédien. Si le plon-
gement était ultramétrique alors ils supposaient 3; ; € Q. Plus précisément,
dés que t > 2, et si 'on écarte les travaux de Philippon & Waldschmidt [25]
et d’Hirata-Kohno [17] qui traitent le cas trés général d’un groupe algébrique
commutatif quelconque, seuls Ramachandra [27] et Loxton [18] ont étudié la
question qui nous intéresse ici (cas archimédien). Lorsque le plongement est
ultramétrique, ne semble exister que I’étude de Dong [8], qui traite un cas par-
ticulier de la question (8;; € Z, B;,0 = 0). Ainsi, en dépit de la richesse de la
littérature sur le théme des formes linéaires de logarithmes), ’on ne trouve
guére de résultats généraux qui prennent en compte plusieurs formes linéaires
et aucun qui ne considére a la fois le cas archimédien et le cas p-adique. Un
des objectifs de cet article est de combler cette lacune, tout en donnant une
minoration qui soit en phase avec celles présentées dans [38].

Etant donné un nombre algébrique «, on désigne par h(a) la hauteur de
Weil logarithmique absolue de «. Si z est un nombre réel alors [z] est la partie
entiére de x.

THEOREME 1.1. — Soit n € N \ {0}. Soit k un sous-corps de nombres de C,
de degré D sur Q. Soitt € {1,...,n} et

(Bi,5) isise € M (k)

(1) Nous renvoyons le lecteur au livre trés complet de Waldschmidt [38] pour en saisir I’éten-
due.
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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 3

une matrice de rang maximal t. Pour tout j € {1,...,n}, soit u; € C tel que
aj :=e" € k. Soit b,a,e des nombres réels positifs tels que e > e,

e|Uj|}
loga > 1ré1jagxn {h(aj)a D et logb>D g%xt {Lh(ﬂi,j)}'
<ji<n

Soit a l'entier défini par

D D
a:= {—log (e—l— — +nloga)} + 1.
loge loge

Si {u1,...,un} est une famille libre sur Q alors aucune des formes linéaires
de logarithmes

A=+ -+ Binu, (1<i<0)

n’est nulle et elles vérifient la minoration

n/t
log max |Ai| = —(10n)%8""/*a'/*(log b + alog ) (1 + Dll(;gea> -

Cet énoncé est une conséquence d’un théoréme plus général que I’on verra au
§ 5.2. Un résultat similaire sera aussi démontré dans le cas ultramétrique lorsque
k est un sous-corps de C,,. Dans le minorant du logarithme de max;j<;<; A4,
on notera la dépendance linéaire (et donc optimale) en log b (hauteur des formes
linéaires) et la dépendance usuelle (log a)™/t(loglog a)'*'/t en log a (hauteur du
point (aq,...,q,)). Hormis I'aspect général de cette minoration déja évoqué
(t et k — C,, quelconques), mentionnons ’absence du discriminant du corps

de nombres, qui apparaissait auparavant dans le cas simultané (comme dans
Particle [17] d’Hirata-Kohno).

Cet article de synthése n’apporte pas d’idée originale qui améliorerait de
maniére significative les résultats connus pour une forme linéaire. En revanche,
la, démonstration que nous proposons est, elle, plus novatrice dans sa forme car
elle combine la trame de la méthode des fonctions auxiliaires classique avec
les outils de la théorie des pentes adéliques (sans « méthode des pentes » pro-
prement dite). Il en résulte un cumul des avantages propres a ces techniques :
souplesse d’utilisation et simplicité de la démarche pour 1'une, conservation
de l’aspect intrinséque des données et obtention aisée des constantes numé-
riques pour 'autre. Nous expliquerons plus en détail notre approche au § 5.1.
Si nous avons pris le parti d’écrire ce texte dans le cas d’un groupe linéaire,
il serait cependant possible de généraliser & un groupe algébrique commutatif
quelconque et méme d’obtenir des constantes numériques explicites pour une
variété abélienne, comme dans [10], sans hypothése de non-torsion du point
rationnel considéré (ici (aq,...,a,) € G (k)).
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4 E. GAUDRON
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2. Enoncé principal

2.1. — On note P I’ensemble des nombres premiers auquel est adjoint un sym-
bole supplémentaire noté co. Pour p # 400, on note (Cp,| - |,) le corps va-
lué ultramétrique complet et algébriquement clos usuel, avec la normalisation
Ip|, = p~! de la valeur absolue. Si p = 00, le corps valué (C, |- |o) est le corps
des nombres complexes C muni de la valeur absolue usuelle. Soit k£ un corps de
nombres de degré D = [k : Q]. Pour chaque p € P il y a D morphismes de corps
(appelés plongements) o: k — C,, qui correspondent aux racines dans C, du
polyndéme minimal sur Q d’un élément primitif de k. Avec ces conventions, la
formule du produit s’écrit

vwer\{o}, I] I lo@l,=1

pEP o: k—C,

et la hauteur de Weil (logarithmique absolue) d’un élément z de k est la somme
(finie)

h(zx) := %Z Z log max {1, |o(z)|,}.

pEPo: k—=C,

Soit 1, := p~/(P~1 i p £ 0o et 7o, := +00 sinon. Désignons par 7, le disque
ouvert de C,, centré en 0 et de rayon 7, (Y« = C). L’exponentielle du groupe
de Lie G, (C)) est définie sur &, par la série convergente usuelle

(@) zm
Vze Yy, e = —
= m!

Dans la suite on fixe py € P et g : K — C,, un plongement avec lequel nous
identifierons k & un sous-corps de C,,. Soit n € N \ {0} et uq,...,u, des
éléments de &, d’exponentielles respectives o, ..., a,. Nous supposons que
tous les a; appartiennent a k.

Soit ¢t € {1,...,n} et ¢1,...,4; : k™ — k des formes linéaires que 1’on écrit
dans la base canonique sous la forme

Vz=1(21,...,2n) €K™, Li(2)=PFi121+ -+ Bin2n.
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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 5

Soit Wy le sous-espace vectoriel de k™ intersection des noyaux des formes li-
néaires ¢;, i € {1,...,t}. Soit up := —(B1,0,-.-,0t0) € k' et u:= (uy,...,u,) €
C},- Pour tout i € {1,...,t}, posons A; := B; o + £;(u). Soit € := 0 si pg est
premier et €y := 1 si pg = o0.

THEOREME 2.1. — Awvec les données ci-dessus, notons T,, le sous-espace vec-
toriel de dimension minimale de Q" tel que u € T,, ®q C,,. Considérons une
partie J de {1,...,n} telle que (u;)jes soit une famille libre sur Q et mazimale
pour cette propriété. Nous supposons que |u;|p, < rgoe_l pour tout j € J. Soit
ai,...,0n,¢,t des nombres réels vérifiant les conditions suivantes :

_ [lemin e, fuls G € 7Y s # oo,
e, +-00] $1 Py = 00,

Vjed{l,...,n}, loga; > max {h(aj), %},

Soit a Uentier défini par la formule

D D -
= I — 41 .
¢ lloge 8 <e+loge+ ogH@)

Jj=1

+ 1.

Soit b un nombre réel vérifiant

0<j<n
et s :=dimqg T, —dim;(Wo N (T, ®q k)). Si s # 0 alors il existe i € {1,...,t}
tel que A; # 0 et on a

log max [Aip,

Dlogaj>1/s

> _(mn)sgnz/sal/s (max (1,€e9D)logb + aloge + Dlog D) H (1 + log ¢

jeJ

Le paramétre s est identique & celui de [6], ou il apparait pour la premiére
fois. La condition s # 0 signifie qu’il existe i € {1,...,t} tel que £;(u) # 0.

2.2. Commentaires

1) La différence avec le résultat de Loxton [18] est assez modeste. Elle réside
surtout dans la dépendance en le degré D (ici de I’ordre de D?+e+(n+1)/s
au lieu de D?99") et dans le caractére plus général du théoréme 2.1 (plon-
gement oy quelconque, pas d’hypothése d’indépendance multiplicative des
aj, 1 < j <n). En revanche Loxton a une constante égale a (16n)2°0",
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6 E. GAUDRON

2) Lorsque pg est premier, je n’ai pas trouvé dans la littérature de mino-
ration analogue & celle du théoréme 2.1, bien que la méthode de Baker
originelle puisse donner un tel résultat. Il semble que 'obtention de mi-
norations générales et explicites ait été délaissée au profit de I’étude de
cas particuliers comme le cas rationnel (3, ; € Z, 8;0 = 0), a priori plus
utiles pour les applications (voir le survol [39] et [38, p. 547]).

3) Toujours dans le cas p-adique, on observe que la minoration du logarithme
de max; |A;|p, ne dépend pas de po. En réalité cette dépendance est cachée
dans la condition |u;|,, < rgoe_l qui est assez forte. Nous aurions pu
affaiblir la condition en |u,|p, < 7”12,0 mais au prix d’une complexité accrue
du minorant de logmax;|A;|p,, & l'instar du théoréme de Rémond &
Urfels [29] (toutefois le contexte est un peu différent). Nous avons donc
opté pour un compromis entre une hypothése un peu plus forte et un
résultat un peu plus lisible et maniable. Dans le cas rationnel, Yu parvient
a des hypothéses tres faibles du type |u;|p, < 1.

4) La constante (10n)%"°/s qui apparait dans le théoréme 2.1 a une moins
bonne dépendance en n que celle de Loxton car nous n’avons pas mis en
ceuvre la méthode de Kummer. Rappelons que dans le cas rationnel, avec
t =1 et pg = 0o, Matveev a montré que ’on pouvait avoir une constante
du type ¢" avec ¢ absolue (voir [20]). Il serait intéressant d’incorporer
sa méthode dans le cadre de la théorie des pentes que nous utilisons
ici. Quant & ’aspect numérique de la constante, une grand partie de sa
taille vient du fait qu’il n’a pas été possible de supposer n > 2 dans la
démonstration (& cause du cas p-adique, voir plus haut).

La démonstration du théoréme 2.1 découle d’un énoncé analogue correspon-
dant au cas T,, = Q™ (la famille {uy,...,u,} est libre sur Q). Nous explique-
rons son déroulement & cette occasion (§ 5.1) mais, auparavant, nous rappelons
quelques notions de théorie des pentes adéliques et nous énongons un nouveau
lemme de Siegel approché qui jouera un role clef dans la démonstration.

3. Eléments de théorie des pentes adéliques

La théorie des pentes des fibrés vectoriels adéliques sur un corps de nombres &
a fait 'objet d’une présentation systématique dans ’article [12]. Nous adoptons
ici une présentation un peu décalée ou les places du corps de nombres sont
remplacées par les plongements dans les corps C, pour p un nombre premier
ou p = oo (dans ce dernier cas C, désigne le corps des nombres complexes
C). Rappelons que P désigne I’ensemble des nombres premiers et de l'infini,

P:={2,3,5,...,00}.
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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 7

3.1. Définitions. — Un fibré vectoriel pré-adélique E = (E, (]| - 15.4)0) est la
donnée d’un k-espace vectoriel E, de dimension finie v > 0, et, pour tout p € P
et tout plongement o: k < C,,, d’'une norme || - |5 , sur E®, Cp, qui satisfont
aux contraintes suivantes :

1) il existe une k-base (e1,...,e,) de E telle que, pour tout p €
P sauf un nombre fini, pour tout plongement o: k¥ — C,, on a
1301 € ®o zillg, = max{|zilp,...,|zs[p} pour tout (z1,...,2,) €
Cy,

2) sip# oo alors | - ||, est une ultranorme.

Dans cette définition, la notation £ ®, C, désigne le produit tensoriel £ ®; C,,
ot C, est muni de la structure de k-espace vectoriel donnée par A.z := o(\)z
pour A € k et x € C,. Dans la suite, I'espace £ ®, C, est vu comme espace
vectoriel sur C,, avec la loi externe py.(z ® p2) = ¢ ® (u1p2) pour x € E et
p1, 2 € C,. En particulier, pour A € ket z € E®, Cp, on a ||)\a:||Ea =
|0(M)|pllz]l5,,- On rappelle que deux plongements 0,0 de k dans C,, sont dits
conjugués s'il existe un automorphisme continu ¢ : C, — C, tel que ¢’ =
Lo o. Ceci définit une relation d’équivalence et une place de k est une classe
d’équivalence de plongements.

DEFINITION 3.1. — Soit p € P et v une place de k au-dessus de p. On dit
que la collection de normes (|| - |5 )oev st invariante par Galois si, pour tout
automorphisme continu ¢ : C, — C,, 'application canonique

id®ue: (E Qo Cp’ || ’ ||E,o') - (E oo Cpa ” : ||E7Log)

est une isométrie.

Par exemple, si £ = k¥ et si 0: k — C est un plongement complexe, la paire
{ll-l5> - l5 5} (ou, par abus de langage, la norme || - ||z ,) est invariante par
Galois si [[(z1,...,20)l5, = I(1,...,%0)[l5 7 pour tout (z1,...,2,) € C”,
car il n’y a que deux automorphismes continus de C qui sont l'identité et la
conjugaison complexe. Si, de plus, o est réel (o(k) C R) et si | - [|5, est
donné par une matrice hermitienne A € M, (C) définie positive (c’est-a-dire
lzllz, = (*ZAz)'/? pour tout € C) alors nécessairement A est une matrice
symétrique réelle.

DEFINITION 3.2. — Un fibré vectoriel adélique sur k est un fibré vectoriel pré-
adélique £ = (E, (||-||5 ,)o) sur k tel que, pour toute place v de k, la collection
de normes (|| - || ,)ocv st invariante par Galois.

La notion usuelle de fibré vectoriel adélique présentée dans [12] fait ressortir
seulement les places v de k. On y choisit un complété k, de k en la place v puis
une cloture algébrique compléte C,. Ceci revient & considérer un plongement
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8 E. GAUDRON

o: k — C, pour lequel C, = C, et k, est 'adhérence topologique de o(k)
dans C,. Le choix d’une norme || - |5, sur E' ®j C, est celui d’une norme sur
E ®, C,. La condition d’invariance par Galois de la définition 3.1 de [12, p. 37]
est identique a celle de la définition 3.1 ci-dessus. Gréce & elle le choix de o € v
n’influe pas sur les propriétés métriques de 'espace normé (E @ Co, || - [|5,,)
utiles pour définir les pentes et hauteurs du fibré. Il est donc légitime de ne
conserver que la place v dans la notation et désigner un fibré vectoriel adélique
sur k sous la forme E = (E, (|| - |5.,)v) (ot v parcourt les places de k).

Soit E un fibré vectoriel pré-adélique. Si F' est un sous-espace vectoriel de
E, il induit un sous-fibré vectoriel pré-adélique F, dont les normes sont les
restrictions de celles de E & F. Le fibré vectoriel pré-adélique est dit hermitien
lorsque toutes les normes correspondant aux plongements complexes o: k — C
sont hermitiennes. Il est dit pur(® lorsque, pour tout plongement ultramétrique
o:k— Cpettoutz € F,ona ||z|5 , € |ko|p ot ko est 'adhérence topologique
de o(k) dans C,, (voir [13]). Contrairement & la définition 2.3 de [13], il n’est pas
supposé ici qu’un fibré pré-adélique hermitien est nécessairement pur. Les fibrés
adéliques hermitiens purs sont exactement les fibrés vectoriels hermitiens sur
Spec Oy de la géométrie d’Arakelov classique (voir proposition 3.10). L’exemple
le plus simple d’un tel fibré est celui du fibré standard (k", |- |2) que ’on obtient

de la maniére suivante. Etant donné p € P et z1,...,z, des nombres réels,
notons

( l./= x2)1/2 si p = oo,

moy (%1, ...,T,) = 2i=1 T '

max {z1,...,Z,} sipF# 0.
Le fibré vectoriel adélique (k”, |- |2), hermitien et pur, est par définition le fibré
adélique d’espace sous-jacent k” et de normes |z|z, := moy,(|T1|p, .-, |Tu]p)
pour tout z = (x1,...,z,) € Cj. Aprés le choix d’une k-base (quelconque)

(e1,...,e,) de E, les fibrés vectoriels hermitiens sur Spec @), s’obtiennent &
partir du fibré standard (k”,|-|2) au moyen d’une collection de matrices {A, €
GL,(ks); 0: k — Cplpeop telles que

1) pour tout o, sauf un nombre fini, A, est une isométrie de (C},| - |2,5),
2) pour tout automorphisme continu ¢ : C, — C,, on a A, = t(4,)
(Paction de ¢ est sur les coefficients de la matrice),

(2) La notion de pureté d’une norme est un cas particulier de la propriété (N) de Serre [32,
p- 69]. La terminologie solid norm est également parfois employée dans d’autres contextes [23,
p. 19].
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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 9

3) pour tous z1,...,2, € C, on a
z1
||61 Qe x1+ -+ ey ®0’$V||E7J: Aa 5 .
Nea
Ty
3.2. Extension des scalaires. — Soit E un fibré vectoriel pré-adélique sur k et

K une extension finie de k£ (on identifie k£ & un sous-corps de K). Le K-espace
vectoriel g := F ®; K est muni naturellement d’une structure de fibré vecto-
riel pré-adélique Ex de la maniére suivante. Soit 7 : K < C, un plongement
qui étend o: k — C,,. Pour des éléments e; € E, \; € K, x; € C,, posons

D e @6 (T(\i):)

%

Z (€i @k Ni) @r x5

%

EK,’T E,G’

En choisissant des bases de E sur k et de K sur k, on vérifie que cette définition
a bien un sens et que la norme d’un élément z € (E ®; K) ®, C, ne dépend
pas du choix de sa représentation en somme de tenseurs élémentaires. Le couple
Ex = (E®, K, (| - 55 +)+) forme alors un fibré vectoriel pré-adélique sur K.

Il est adélique si F Dest car, si ¢ : C, — C, est un automorphisme continu de
corps, on a

def
D (e ®k M) Bror tlx;) = 11D i ®uoo ((toT)(Ni)e(x:))
i Ex, o7 i E,o0

= 11D i @0 LT(Xs)zs)
A E,LOO'

= Z e; Qy (T(Ai)x;) par isométrie
i E,o

déf.

= Z (e; ®k Ai) ®r z;

¢ Ex,7
De méme, si la norme || - ||z, est hermitienne alors || - |5 . I'est aussi pour

tout plongement 7 qui étend o.

3.3. Produit tensoriel de fibrés hermitiens. — Soit E et F' des fibrés pré-adéliques
hermitiens sur k. Le dual EY = Homy (E, k) de E, muni des normes d’opérateurs

Il =sup{M; tcE®, cp\{O}},

[E415o
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10 E. GAUDRON

posséde une structure de fibré pré-adélique hermitien sur k. On munit alors le
produit tensoriel ' ®; F' d’une structure de fibré pré-adélique hermitien de la
maniére suivante. Si o: k — C est un plongement complexe, on considére des
bases orthonormées ey, ..., e, de (E®, C, |- [l5,) et fi,...,f, de (F®; C, |-
| ) et on choisit sur (E® F') ®; C =~ (E®, C) ®c (F ®, C) 'unique produit
hermitien pour lequel (e; ®f;); ; forme une base orthonormée (indépendant du
choix des bases). Si 0: k — C,, est un plongement ultramétrique, on identifie
E @y F a Homy(EY, F) et 'on munit (F ®x F') ®, C, de la norme d’opérateur
sur Homy (EY, F') ®, Cp. Autrement dit, si z = Efvzl z; ®y; avec T; € E®,C,
et y; € F ®, Cp, on a

”x”E@)F,g ‘= sup {

On vérifie que le couple E® F = (E ®; F, (|| - | z5F.5)o) forme un fibré pre-

N
> 2i=1 <P(xi)yi||ﬁ,a
el s o

; p € (B ®, Cp)\{O}}-

adélique hermitien. De plus si E et F sont des fibrés adéliques hermitiens (resp.
purs), il en est de méme pour E ® F. Lorsque E est un fibré pré-adélique her-
mitien, de dimension v > 1, et u € {1, ..., v}, on peut alors munir la puissance
extérieure A\* FE de F de normes lui conférant une structure de fibré pré-adélique
AFE sur k de la maniére suivante. Si o est un plongement complexe, on consi-
dére une base orthonormée ey, ...,e, de (E®, C, |- [|5,,) et on décréte que la
base {e;, A---Ae;,; 1<y <---<i, <v}de AME®, C est orthonormée. Si
o est un plongement ultramétrique, on voit AYE ®, C, comme un quotient de
(FE ®, C,)®" que 'on munit de la norme quotient induite par || - ”E®u’a.

3.4. Pentes des fibrés pré-adéliques hermitiens. — On note det £ la puissance
extérieure maximale A\YE de E.

DEFINITION 3.3. — Le degré d’Arakelov (normalisé) du fibré pré-adélique her-
mitien E est le nombre réel

—_— — ]. —
deg,Bi=—5 >, >, logler A Aeliggg,
peEPo: k—=C,

pour tout choix d’une k-base (e1,...,e,) de E. Lorsque E = {0} on pose
deg, E := 0.

Le degré ne dépend pas du choix de la base grace a la formule du produit. La
hauteur (logarithmique absolue) de E est h(E) := —deg, F, sa pente d’Arakelov
normalisée (si E # {0}) est

. dar

u(E) =
u(E) T E’
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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 11

sa pente mazximale (si E # {0}) est
ﬁmax(E) = max {,LL(F {0} 7é F C E}
On a également une notion de hauteur pour les éléments r de E :
1
Vo e B\ {0}, hg(z) = > > loglzllg,  (hg(0) = —o0).
pEPo: k—C,

LEMME 3.4. — Soit E un fibré pré-adélique hermitien sur k.

1) Si F est un sous-fibré de E alors on a d/eTgnE/F = d/e\gnf — d/e\gnf.

2) Si E1, Ey sont des sous-fibrés de E alors on a

deg, E, + deg, E» < deg, E1 + E» + deg, By N Es.

Démonstration. — La démonstration est identique a celle des fibrés vectoriels
hermitiens sur Spec ), (voir [12, propositions 4.22 et 4.23]). O

Toutes ces notions sont invariantes par extension des scalaires :

PROPOSITION 3.5. — Soit E E un fibré pre adélique hermitien sur k et K/k une
extension finie. Alors on a degnEK = degnE et lmax(Ex) = Bmax(E).

Démonstration. — Le nombre de plongements 7 : K — C, qui prolongent
o: k — C, est égal & [K : k], ce qui donne la premiére propriété. Pour la se-
conde, on montre comme dans le cas classique ’existence et I'unicité du fibré dé-
stabilisant (en utilisant le lemme précédent), c’est-a-dire qu’il existe un unique
sous-fibré E4es de E, de dimension maximale, tel que fimax(E) = i(Eqes)-
Comme Fg4es ®1 K est un sous-espace de Fx = F ®; K, on a

ﬁmax(E) = ,a(Edes) = ﬁ(Edes Rk K) < ﬁmax(m)'

Pour démontrer ’égalité, on peut donc supposer que K /k est galoisienne. Consi-
dérons le morphisme de groupes p : Gal(K/k) — GL(Fk) qui a u € Gal(K/k)
associe l'isomorphisme p(u) = idg ® u de Ex. Pour tout m € {1,...,dim E},
pour tous ey, ..., e, € Ek, pour tout plongement 7: K — C,, on a

lo(w)(er) A==+ A p(u)(em)llzmg , = llex A+ Aemll5mg rou-
En appliquant cette égalité & une K-base de (Fk)des, on obtient

F(p(u)((Ex ) des)) = B((EK)des)-

Par unicité de (Ek )des on & p(u) ((Ek )des) = (FK )des pour tout u € Gal(K/k).
Il existe alors un sous-espace vectoriel Ey de E tel que (Ek)des = Eo @ K. En
effet, si, pour z € E, on pose t1(z) := Y, cqai(k/k) P(1)(x) € E, alors Ey =

{tr(z); = € (Fk)des} convient. On conclut avec fmax(Ex) = H((Frx)des) =
ﬁ’(EO) S ﬁmax(E)- ]
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12 E. GAUDRON

L’argument sur le nombre de plongements 7 : K — C, qui prolongent
o: k — C, permet de voir également que le nombre réel hﬁ(ac) ne dépend
pas du choix de I’extension K/k pour laquelle 2 € E ® K (lorsque E est un
fibré vectoriel pré-adélique).

L’énoncé suivant remplace 'inégalité de Liouville usuelle.
LEMME 3.6. — Soit E un fibré pré-adélique hermitien non nul. Alors
Ve e B\{0}, hp(®) 2 ~finax(E).
La démonstration est immédiate & partir des définitions car hgz(z) =

h((k-z, (|- 15,5)0))-

3.5. Compléments sur les fibrés adéliques. — Soit (K, |- |) un corps valué ultra-
métrique complet. Soit E un K-espace vectoriel de dimension v > 1 et || - || une
ultranorme sur E.

DEFINITION 3.7. — Soit a €]0,1]. On dit qu’une famille {e;,...,e,} de vec-
teurs de E est a-orthogonale si, pour tous z1,...,z, € K, on a
a max |x;|l|e;]| < ||lzie1 + -+ xe].
1<i<v
Si a = 1 on dit que la famille est orthogonale et si, de plus, |le1]| = -+ = ||e,|| =

1 alors elle est dite orthonormée.

Une famille a-orthogonale est toujours libre et {eq,...,e,} forme une base de
E (on parle alors de base a-orthogonale). Lorsque a < 1, de telles bases existent
par le critére suivant dit & Van der Put (voir [23, théoréme 2.2.16]). Sie € E
et F C E est un sous-espace vectoriel, on note dist(e, F) la borne inférieure des
|le — f|| pour f € F.

LEMME 3.8. — Soit ta,...,t, €]0,1] et (e1,...,e,) une base de E tels que,
pour tout i € {2,...,v}, on a

dist(e;, K.eg + - + Kiej—1) > t;|es].
Alors (e1,...,e,) est une base ty---t,-orthogonale de E. En particulier, pour

tout a €10,1], il existe une base a-orthogonale de E.

Dans le cas d’une base orthogonale, la réciproque du lemme 3.8 est vraie : si
(e1,...,e,) est une base orthogonale de (E, || -||) alors, pour tout ¢ € {2,...,v},
on a dist(e;, K.ey + -+ Kig;_1) = ||&]|-

DEFINITION 3.9. — L’espace normé (E, || - ||) est dit sphériguement complet si
toute suite de boules emboitées de E a une intersection non vide.
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MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 13

Un corps local®), par exemple Q,, est sphériquement complet. On montre
que E (de dimension finie) est sphériquement complet si et seulement si (K, |-|)
Pest. Dans ce cas, la distance dist(e,F) est un minimum et, en particulier,
(E, || - ||) posséde une base orthogonale (cette propriété est en général fausse
si K n’est pas sphériquement complet, comme par exemple K = C,, voir [23,
exemple 2.3.26]).

LEMME DE PERTURBATION. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie
sur un corps valué ultramétriqgue (K,|-|) et || - || une ultranorme sur E. Soit
a €]0,1] et (e1,...,e,) une base a-orthogonale de E. Soit f1,...,f, € E tels
que ||e; — fi|| < alle;|| pour tout i € {1,...,v}. Alors (f1,...,f,) est une base
a-orthogonale de E.

Démonstration. — Par inégalité ultramétrique on a ||f;|| = ||e;||. On en déduit,
pour tous z1,...,x, € K,

a max |zi[|[fil] = o max |zi[le:[] <l Zl’ e

< max <|| infi||7 | sz(fz - ez)”) .
i=1 i=1

Si au moins un des z; n’est pas nul on a || Y7 z;(f; — &;)|| < amaxi<i<, |z4||&il],

ce qui montre alors que (f,...,f,) est une famille a-orthogonale. Elle est donc
libre et elle forme une base de E (ceci est un cas particulier du théoréme 2.3.16
de [23]). O

L’énoncé suivant est dii & Gaél Rémond.

PROPOSITION 3.10. — Les fibrés adéliques hermitiens purs sur un corps de
nombres k sont exactement les fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Oy,.

Un fibré vectoriel hermitien sur Spec ), est toujours pur et I'intérét de cette
proposition réside dans le fait que la réciproque est vraie. La démonstration
repose sur le lemme suivant.

LEMME 3.11. — Soit K/k une extension galoisienne de corps valués ultra-
métriques. Notons | - | la valeur absolue sur K et supposons que (K,|-|) est
sphériquement complet. Supposons également que l’extension des corps rési-
duels k(K)/k(k) est séparable. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie
et || -|| une ultranorme sur EQy K, invariante sous l’action du groupe de Galois
Gal(K/k). Alors toute base orthonormée de (E, ||-||) reste une base orthonormée

de (E@k K, [|-)-

() Corps complet muni d’une valeur absolue discréte (non triviale).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



14 E. GAUDRON

L’hypothése d’invariance par Galois de la norme signifie que, pour toute k-
base (ei,...,e,) de E, pour tout u € Gal(K/k), pour tout x1,...,x, € K, on

a
1) e @u(@)] =11 e @ail.
=1 =1

L’hypothése de séparabilité des corps résiduels est vérifiée lorsque (k) est par-
fait, par exemple si k est une extension finie de Q,.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension v > 1. Le cas
v = 1 étant clair, supposons le lemme vrai pour tout espace de dimension
< v — 1. Soit E de dimension v > 2 et (e1,...,e,) une base orthonormée de
(E, || - |I)- I1 s’agit de montrer que

v
I3 e il = max{fa],. ., |}
=1

pour tout x1,...,z, € K. Soit F le sous-espace de E engendré par ey,...,e,_;.
D’aprés I’hypothése de récurrence appliquée a (F,|| - ||), la base orthonormée
(e1,...,e,—1) de F reste une base K-orthonormée de (F®kK, ||-]|). Comme K est
sphériquement complet, il existe f € E ®y K\ {0} tel que dist(f, F @k K) = ||f||.
Quitte a diviser f par son coefficient devant e, (nécessairement non nul), on peut
supposer que f est de la forme e, @A\ +---+e,_ 1R\, _1+e€, avec A\1,..., A\,_1 €

K. D’aprés le lemme 3.8 et la remarque qui suit, la base (e, ...,e,_1,f) de EQK
est orthogonale. Ainsi on a
1= fleu | = max (Il A, Aol

Supposons ||f|| < 1. Pour un élément u du groupe de Galois de K/k, notons

v—1
fu =€+ Z e ® 'U:()\,L)
1=1

Comme la norme est invariante par Galois on a ||f,| = ||f|| donc
N — )| — _ < )
e Ju(h) = Al = [ — ] < 1] <1

Comme l'extension k(K)/k(k) est séparable, elle est galoisienne et ’application

canonique Gal(K/k) — Gal(k(K)/x(k)) qui & u associe
u:zmodM— u(x) mod M (ou M :={zeKj; |z|<1})

est surjective (voir par exemple [22, I1.9.9, p. 172]). Ainsi, pour tout ¢ €

{1,...,v — 1}, linégalité |u(A;) — A;| < 1 donne uw(\; mod M) = A; mod M.

En faisant varier u, I’élément A\; mod M est invariant par Gal(x(K)/k(k)) et

donc A\; mod M € k(k), ce qui signifie qu’il existe a; € k tel que |\; —a;] < 1

(en particulier |a;] < 1). En posant g :== e, + S 7" 'e;®a;, on a ||f — g|| =
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max; |A; —a;| < 1et |g|| =1 car (e1,...,e,) est une base orthonormée de E.
Ceci contredit I'inégalité ultramétrique ||g|| < max (||g — f||, ||f]|)- Le cas ||f|| < 1
ne peut donc pas se produire. Ainsi on a ||f|| = 1 puis

dist(e,, F @y K) = dist(f, F @ K) = [[f| = 1 = [|es |-

Par conséquent (eq,...,e,) est une base orthonormée de (E ®¢ K, || - ||) par le
lemme 3.8. O

Démonstration de la proposition 3.10. — Soit E = (E, (I 15,5 )o) un fibré ade-
lique hermitien pur sur k. Fixons un plongement ultramétrique o: k — C, et
une base orthonormée (ey, ..., e,) de (E®cko, [|-|5,,)- Soit z1,...,z, € Cp des
éléments algébriques sur Q et K/k une extension galoisienne finie qui contient
ces nombres. Soit 7 : K — C, un plongement qui prolonge ¢. On note w
la place de K induite par 7. L’extension K. /k, est galoisienne et, pour tout
u € Gal(K;/k,), il existe un automorphisme continu ¢ : C, — C, tel que
Tou =0T (ces plongements correspondent tous & w). Ainsi la norme || - ||z,
sur (E ®, ky) ®, K, est invariante par le groupe de Galois de K, /k, (au
sens du lemme 3.11) car la collection de normes (| - [|5,- /) cw est invariante
par Galois (au sens de la définition 3.1). Le lemme 3.11 s’applique donc a
(E - 1I) = (E Q6 ko, || - [I5,,) et K = K- (qui est une extension finie de Q,
donc sphériquement complet). On a ainsi

v
I Zei ®o il 5, = max |z;|p.
=1

1<i<v
Cette égalité est vraie pour tout (z1,...,x,) € Qy. Par continuité des normes
et par densité de Q dans C,, elle reste vraie sur C,. La matrice de passage de
(e1,...,€,) & une k-base (eq,...,e,) de E fournit une matrice A, € GL, (k)
telle que
174 xl
||Z€i ®o zil| = |Ao 2,0
i=1
Ty

De plus, I'invariance par Galois de (|| - ||z ,/)o'cv (v est la place de k induite
par o) permet de choisir ces matrices de sorte que A,., = t(A4,) pour tout
automorphisme continu ¢ de C,,. Le fibré E est donc un fibré vectoriel hermitien
sur Spec Oy. d

Nous allons montrer maintenant que ’on peut approcher un fibré adélique
hermitien par un fibré adélique hermitien pur, pourvu que ’on autorise une
extension du corps de base.
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16 E. GAUDRON

LEMME 3.12. — Soit 0: k — C,, un plongement ultramétriqgue d’un corps de
nombres k et E un k-espace vectoriel de dimension v > 1. Soit || - || une ul-
tranorme sur E @, C,. Pour tout € > 0, il existe une extension finie K de
k, il existe une base fi,...,f, de E ®y K et un plongement 7 : K — C, qui
prolonge o tels que, pour tous x1,...,z, € Cp, on a

174
max [zil, < | Y fi @ @il < (1+¢) max lai,.

1<i<v ‘
1=1
Démonstration. — Par le lemme 3.8, il existe une base eq,...,e, de £ ®, C,
telle que, pour tous z1,...,z, € C,, on a

v
()™ s o) < 1 wiel < g o]

i=
Comme les nombres algébriques sur Q sont denses dans C,, le lemme de per-
turbation permet de supposer qu’il existe une extension finie K/k et un plon-
gement 7 : K — C, qui prolonge o tels que ¢; € E ®, 7(K). Considérons un
entier M > 1 tel que p*/M < (1+ 8)1/ 2. Quitte & prendre une extension finie
de K on peut supposer que p*/M € K. Par ailleurs, il existe a; € R tel que
(14)12|e;]| = p*i. Soit f; € EQ K tel que f; ®,1 = pl*iM/Me, La famille
{f1,..., f.} forme une base de E ®; K et la norme de > ;_; f; ®, z; vérifie
I’encadrement voulu. ]

On notera que toute extension finie du corps K donné par ce lemme convient
encore.

COROLLAIRE 3.13. — Soit E un fibré adélique hermitien sur k. Alors, pour
tout nombre réel € > 0, il existe une extension finie K de k et un fibré adélique
hermitien pur E. sur K, d’espace sous-jacent E ® K, tels que, pour tout
plongement 7 : K — C,, qui prolonge o: k — C,, pour tout x € (E Q) K) ®;
C,, ona

lzllg, » < llzlgg, < A +o)llzlg, -

De plus, Uinégalité || - ||z , < ||- |5, nest stricte que pour un nombre fini de
plongements 7.
Démonstration. — Fixons une k-base (ei,...,e,) de E et un sous-ensemble

fini S de P tel que, pour tout p € S, pour tout plongement o: k — C,, pour
tout (z1,...,2,) € Cy, on a

ler ®s 21+ -+ + €, Ry xl,HE’U = max (|Z1|p, .-, |Zu]p)

(premiére condition de la définition de fibré pré-adélique). On applique le
lemme 3.12 & chacune des normes || - ||z, pour 0: k — C, avec p € S\ {oo}.
L’on peut supposer que les extensions finies K, /k que I'on obtient sont toutes
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les mémes, égales & une extension galoisienne finie K de k. Ainsi, pour chacun
de ces o, il existe un plongement 7, : K — C, prolongeant o et une base
fi1,-.., fu1 de E®y K (qui dépend de o) tels que, pour tous z1,...,z, € Cp,
on a

v
(1) max |zl < | z; fin ®r, @illgy,,, < (1+¢€) max |ail,.
i=

Soit a € K tel que K = k(a) et m, le polyndme minimal de a sur k. Comme
K /k est galoisienne, I’on peut choisir des éléments u; = id, ug, ..., uy, du groupe
de Galois de K/k tels que les nombres 7, o us(a) € C, pour £ € {1,...,g}
soient chacun racine d’un des g facteurs irréductibles de o(w,) dans k,[X]. Les
plongements 7 : K — C,, au-dessus de o sont alors de la forme ¢ o7, ou, avec ¢
automorphisme continu de C,, qui laisse fixe les éléments de k, (on a rangé les
plongements selon les places de K au-dessus de o). Considérons des éléments
Aij € K, 1<4,j<v,tels que fi1 =3 7_;e; ® A ; pour tout i € {1,...,v}.
Posons alors

Jig = Z e; Ok ue_l()\i’j) € ER®i K.
j=1

Pour tous z1,...,z, € C, et 7 = 107, o uy et par définition des normes sur
Eg, on a alors

174 v v
1D fie@rwillgr, = 1D e ® (Z Lo Ta(Ai,j)xz‘) 15,0
i=1 j=1 i=1

Comme la norme || - est invariante par Galois et comme to0 = o, on a

15,

(2) 1) fie®raillgm, = 1D fin ®r, will g, -

i=1 i=1
Sur (E ®x K) ®; C, (pour 7 = t07, 0uy), définissons la norme || - [|5__ par la
formule

174
I3 fucr il o 1= oo ol
1=

Le couple E. = (E ®; K, (|| - |5, ,)r) forme un fibré hermitien pur sur K.
De plus, 'encadrement || - |5, < |- [lg-, < (1 + )| - |5, résulte de (1)
et (2). O

Ce corollaire implique que, pour tout € > 0, pour tout fibré adélique hermi-
tien F sur k, il existe une extension finie K de k et un fibré hermitien pur E’
sur K, avec £/ = FE ®;, K, tels que, pour tout z € E ®; k, on a

hr(@) < hia) < hgr(a) + <.
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18 E. GAUDRON

De plus, on peut choisir E’ de sorte que
h(F) S h(F) S h(F) +e et ﬁmax(ﬁ) —¢€ S ﬁmaX(E) S ﬁmax(ﬁ)

car les inégalités de normes dans le corollaire 3.13 induisent des inégalités si-
milaires pour les sous-fibrés et les déterminants d’iceux.

3.6. Normes d’opérateurs. — Soit (K, |-|) un corps valué complet. Soit (E, ||-||g)
(resp. (F, |- ||F)) un K-espace vectoriel normé de dimension v > 1 (resp. u > 1).
Lorsque K est ultramétrique, on suppose que les normes sont des ultranormes.
Soit a : E — F une application K-linéaire. I.’équivalence des normes en dimen-
sion finie (qui découle par exemple de ’existence de bases 1/2-orthogonales)
permet de poser la

DEFINITION 3.14. — La norme d’opérateur de a est le nombre réel
alZ)||F
fall o= sup { 2OE 2 ¢ g g0y .
]l
PROPOSITION 3.15. — Supposons que K est ultramétrique et que (E,| - ||g)
et (F,|| - ||g) possédent des bases orthogonales, notées respectivement e =

(e1,...,e,) et f = (fi,...,f,). Soit A = (a;;) € M, (K) la matrice qui
représente ’application linéaire a dans les bases e et f. Alors on a

a]l = max {|ai ; ||fs[[F/llejlle; 1 <i<p, 1<j<v}

Démonstration. — Notons « le maximum du membre de droite. Soit z =
> i—17je; €E. Ona

donc

la(z)|lF < max |a; jz;[[[fi[[F < o max |z;|lle;[[e = afz|e
2V <j<v

puis ||a|| £ a. Réciproquement, considérons des indices ig,jo tels que a =
|aio 4o |Ifio lIF/|l€j, l|E €t prenons z = ej,. On a a(z) = Y5, a; j,f; et, par ortho-
gonalité de f, on en déduit

la(z)|lF = Joax, 2 jo l[IfillE > [aiy 4o llIfiollF = allz|e

puis ||a]| > a. O
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3.7. Puissances symétriques des fibrés adéliques hermitiens. — Etant donné des
multiplets m = (my,...,m,) et n = (ny,...,n,), on note |m| la longueur
S i_1m; de m et on désigne par m! (resp. m™) le produit mq!---m,! (resp.
m™ ;= m7'-.-m?). Soit £ > 1 un entier et E un fibré pré-adélique hermitien
sur k. La puissance symétrique S*(E) est un quotient de E®¢ (I’algébre symé-
trique S(E) est le quotient de ’algébre tensorielle T(E) par l'idéal engendré
par les éléments z ® y — y ® z). Cette structure quotient confére & S*(E) une

. e Qi : . &L
structure de fibré pré-adélique hermitien S¢(E) induite par E”.

PROPOSITION 3.16. — Pour tout fibré adélique hermitien E sur k de dimen-
ston v > 1, pour tout entier £ > 1, on a

ﬁmax(sz(E)) < E(ﬁmax(E) + 210g V)'

Démonstration. — Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec @y, ce résultat
est une partie de la proposition 8.4 de [15]. Le passage aux fibrés hermitiens
quelconques s’effectue au moyen du corollaire 3.13, en utilisant ’invariance par
extension des scalaires de la pente maximale de E (proposition 3.5). U

Dans la suite, la puissance symétrique sera utilisée a la fois pour décrire I’en-
semble des polyndémes auxiliaires et pour décrire ’espace des dérivations. Si F
est un k-espace vectoriel, on rappelle que EY désigne ’espace dual Homg (E, k).
Pour tout entier £ > 1, on dispose de ’application canonique ®: (EV)!x E — k
qui & (@1,...,pe, ) associe le produit o, (z)--- (). A x € E fixé, 'applica-
tion partielle ®(-,z): (EY)* — k est une forme multilinéaire symétrique. Elle
se factorise donc en une application ®,: S¢(EY) — k définie sur le produit
symétrique. Si s € S*(E") on note plus simplement s(z) au lieu de ®,(s).

DEFINITION 3.17. — Un polynéme homogéne s sur E de degré £ est un élément
de S‘Z(E") et I'application polynomiale associée est ’application de E dans k qui
envoie x € F sur s(z). Plus généralement, sin € N et si Ey, ..., E, sont des k-
espaces vectoriels, un polynéme multihomogéne s de degré ({,...,£4,) € N**!
est un élément de ¢ = SY(EY) ® --- ® S (EY) et l'application polyno-
miale associée est ’application de H?:o E; dans k qui envoie (zo,...,z,) sur

s(zoy ..., Tn).

Lorsque, pour tout j € {0,...,n}, I'espace E; posséde une structure de fibré
adélique hermitien E; (il en est alors de méme pour EY avec les métriques

duales), la norme de s en une place v de k est calculée dans ®7_, S% (EY).
Dans la pratique, si E est un fibré adélique hermitien pur sur k, si ’on fixe une
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base orthonormée e; = (ej1,...,¢;,,) de E; ®, C, (ici v; = dim E}), de base
duale e} = (e} ;,..., e} Vj), et si ’on écrit 1’élément s comme une somme
n
R . V\1;
3) si= Y n [ ()"
i j=0
avec ¢ = (%g,...,%,) € N¥0 x ... X N, i; de longueur ¢;, et p; € C,, alors la

norme ||s||g , de s est

i /2
(Silo)lP i) sip=co

Islle,, = .
max; |pilp si p # o00.

Remarquons également que grace a cette formule et a l'inégalité de Cauchy-

: /2 .
Schwarz, la somme 37, [o(p;)| est plus petite que ||s[|z , x | ij/ (sio est
complexe).

4. Lemmes de Siegel approchés

4.1. — La plupart des démonstrations de transcendance requiert 1'utilisation
d’une fonction auxiliaire qui doit satisfaire & un nombre fini de conditions li-
néaires. En général il s’agit de conditions d’annulations en des points par-
ticuliers avec des ordres de multiplicités dans certaines directions (on parle
parfois de « points épaissis »). Aux prémices de la théorie (travaux d’Hermite
et Lindemann par exemple), on exhibait hardiment une fonction auxiliaire ez-
plicite. Toutefois sont rapidement apparues les difficultés et les limitations in-
hérentes a cette approche presque impudique®. En filigrane dans les articles
de Thue [34, 35|, 'on doit a Siegel d’avoir conceptualisé en 1929 'idée qu’il
suffisait de connaitre une estimation de la « taille » de la fonction auxiliaire F'.
Demander ’annulation de F' en un nombre fini de points épaissis équivaut a
réclamer que les coefficients de F' satisfassent & un systéme linéaire

v
(4) Vi€ {1,...,[1,}, Zai,jxj =0
j=1
d’inconnues x1,...,z,. Lors de ’étude de la transcendance des valeurs des

fonctions de Bessel [33], Siegel formula I’énoncé précis suivant.

(4) Cependant, ce procédé reste encore trés actuel au travers par exemple des approximants
de Padé et des fonctions hypergéométriques car, comme ’avait noté Chudnovsky, il conduit
souvent & de meilleurs résultats.
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LEMME DE SIEGEL. — Supposons que p < v et que, pour tous i,j, on a a; j €
Z. Soit A = max; ; |a; ;|. Alors il existe une solution (x1,...,z,) € Z"\ {0} au
systeme (4) telle que

max {|z1], ..., |z,|} <1+ (vA)7 %,

Ce résultat découle simplement du principe des tiroirs de Dirichlet. Comme
I’a remarqué Mignotte, il est possible de ’étendre & un systéme & coefficients
algébriques (voir lemme 1.3.1 de [36]). Cependant ’on s’est apergu qu’un tel
lemme n’était rien d’autre qu’une variante du premzier théoreme de Minkowsk:
sur les corps convexes. Ce point de vue s’est révélé fécond en débouchant sur
une version adélique du lemme de Siegel, démontrée par Bombieri & Vaaler [3]
(voir [14, § 3.2] pour la constante (1/2)logv).

LEMME DE BOMBIERI & VAALER. — Soit k un corps de nombres de discri-
minant absolu Dy. Notons rd := |Dk|1/[k:Q] son discriminant racine. Soit

E un fibré adélique hermitien pur sur k, de dimension v > 1. Alors il existe
x € E\ {0} tel que

= 1
hg(z) < —p(E) + §(logy + log rdy).

Plusieurs développements de ce lemme existent. On peut demander que 1’élé-
ment z € E \ {0} évite un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E. Ceci
constitue le fil directeur des articles [13, 14]. Mais la variante la plus impor-
tante est celle qui permet de s’affranchir de la dépendance en le discriminant
du corps de nombres. On recherche une solution  non nulle non pas dans F
mais dans £ ® Q. Un tel lemme de Siegel est dit absolu. Roy & Thunder ont
obtenu un énoncé de ce type dans [31]. Nous présentons ici un raffinement de
leur résultat, signalé par David & Philippon [7], qui se déduit d’une inégalité
de Zhang relative aux minima successifs d’une variété arithmétique [40].

LEMME DE SIEGEL ABSOLU. — Soit E un fibré adélique hermitien sur k, de
dimension v > 1. Alors il existe x € (E ® Q) \ {0} tel que

= 1
hg(z) < —p(E) + 5 log v.

L’énoncé de Roy & Thunder donne (v — 1)/4 + € au lieu de 3 logv lorsque
E est pur. Avec la méme hypothése, Zhang montre que, pour tout € > 0, il
existe £ € F ®; Q de hauteur plus petite que —i(E) + (H, — 1)/2 + ¢, ot
H,=1+41/2+4+---41/v est le nombre harmonique (la constante (1/2)logv
étant un majorant strict de (H, — 1)/2 lorsque v > 2). A priori valide pour
les fibrés adéliques hermitiens purs sur k, cet énoncé reste vrai pour les fibrés
adéliques hermitiens grace au corollaire 3.13 (et aux conséquences qui suivent).
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Si, autrefois, dans les démonstrations de mesures d’indépendance linéaire de
logarithmes, le discriminant du corps de nombres était absorbé par des termes
plus gros, aujourd’hui les mesures sont devenues assez fines pour que ce discri-
minant devienne un facteur limitant. C’est la présence de ce discriminant qui
explique pourquoi I’énoncé principal de [9] s’exprime au moyen d’un maximum
sur deux quantités. Comme il supprime cette imperfection, le lemme de Siegel
absolu a pris une grande importance ces derniéres années, ainsi que le prouve
son utilisation dans plusieurs articles récents de la théorie des formes linéaires
de logarithmes [6, 1, 11]. Le fait que ’on ne maitrise pas le (degré du) corps de
nombres dans lequel vit la solution z est sans conséquence car, en définitive,
I’on est amené & effectuer une somme sur les différents plongements de ce corps,
somme d’oll émerge directement h(z). Néanmoins quelques soucis techniques
peuvent surgir.

Tout d’abord, la hauteur de E peut s’avérer difficile & évaluer avec précision.
Si, comme dans le lemme de Siegel original, ’espace vectoriel F est défini
par le systéme linéaire (4), la hauteur de E se calcule au moyen des mineurs
maximaux de la matrice A := (a;;); ;. En général, on estime la taille de ces
mineurs avec l'inégalité d’Hadamard (le déterminant d’une famille de vecteurs
est plus petit que le produit des normes hermitiennes de ces vecteurs), qui, in
fine, fait ressortir la hauteur des a; ;. Il arrive que les a; ; soient petits aux
places archimédiennes (ce qui est trés bien) mais avec un dénominateur trop
grand aux places ultramétriques. L’astuce consiste alors & trouver un systéme

(5) V’I:G{l,...,p,}, Zbi7j.’ll’j20 )
j=1

équivalent & (4) et définissant ainsi le méme espace vectoriel E, mais, ou, cette
fois-ci, les nombres algébriques b; ; sont petits aux places ultramétriques et de
tailles quelconques aux autres places. Dans ce cas, la partie archimédienne de
la hauteur de E est évaluée avec (4) et la partie ultramétrique avec (5). Cette
technique fonctionne assez bien méme si elle est parfois délicate & mettre en
ceuvre (voir p. ex. la démonstration de la proposition 4.15 de [11]).

Une autre difficulté est que les coefficients a; ; qui se présentent natu-
rellement peuvent ne pas étre algébriques, méme aprés renormalisation. Le
systéme (4) ne posséde alors en général aucune solution algébrique hormis
(0,...,0). C’est pourquoi il est plus raisonnable de demander au lemme de
fournir une solution algébrique (z1, ..., z,) non nulle au systéme d’inéquations

V’I:G{l,...,u}, Zai,jxj <e
j=1
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(ici € est un nombre réel strictement positif). Un énoncé qui garantit 1’exis-
tence d’une solution algébrique non nulle & ce systéme d’inéquations est ap-
pelé lemme de Siegel approché. En voici un exemple(®, extrait de ’article de
Philippon & Waldschmidt [26], qui a servi a la construction de la fonction
auxiliaire de plusieurs articles marquants de la théorie des formes linéaires de
logarithmes [26, 25, 16, 17] (aussi utilisé¢ dans [9]) :

LEMME DE SIEGEL APPROCHE. — Soit (a;;), 1 < i < pu, 1 < j < v, une
matrice de nombres complexes de rang p et A un nombre réel tels que

1?%:)(“ . la; ;| < A.
71=1
Soit H € N\ {0} et e €]0,400] tels que
(2MHA

3

2p
+ 1) < (H+1)".

Alors il existe (z1,...,x,) € Z¥ \ {0} tel que

v
max |z;| < H et max a;;x;| <e.
1<j<v 1<i<p =

Tout comme pour le lemme de Siegel original, la démonstration repose sur le
principe des tiroirs. S’il est facile de généraliser & un corps de nombres au moyen
d’'une Q-base (&1,...,&p) de ce corps, ceci fait intervenir la hauteur de cette
base. Le corps considéré est souvent le corps de nombres dans lequel vivent tous
les nombres algébriques de la démonstration. En particulier, pour les formes
linéaires de logarithmes, la hauteur de ({1, ...,{p) est liée aux paramétres log a
et log b. Pour faire disparaitre la dépendance en le corps de nombres ambiant,
I’on peut imaginer écrire un lemme de Siegel approché et absolu. Il s’avére qu’un
lemme de Siegel (classique ou absolu) donne automatiquement un lemme de
Siegel approché par déformation des normes(®, comme nous allons 1’expliquer
maintenant.

Soit E = (E, (|- 15.5)0) €t F=(F( |%,5)o) des fibrés adéliques hermitiens
sur un corps de nombres k. Soit .S un ensemble fini (non vide) de plongements
de k. Pour tout o € S, soit a, : E®,C, — F'®, C, une application C,-linéaire
et posons a := (a,)secs. On considére sur £ ®, C, la norme tordue par a, :

Ve e E®, Cp, |z|g, , = moy,(lzlg . las(@)l7,)

(®) Cet exemple est dii en partie & Mignotte [21], qui s’est intéressé a la question dans les
années 70. On pourra aussi consulter le § 1.3 du chapitre 1 de [36].
(6) A posteriori, nous nous sommes rendu compte que cette idée était déja en substance dans
l’article [21] de Mignotte et qu’elle serait due & Mahler (voir [19]).
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ol, par commodité, on a noté moy, pour moy,, (le p € P est celui correspondant
ao:k— Cp).Sioc ¢S, onpose ||z ,=I"lz, Lecouple E,=(E (|-
||ano)) forme un fibré pré-adélique hermitien sur k. Une condition suffisante
pour qu’il soit adélique est que, pour tout o: k — C, dans S, pour tout
automorphisme continu ¢ : C, — Cp,, on a too € S et les deux éléments de
F ®,00 C, que I'on obtient par les deux chemins du diagramme

Ao

(6) E®,C, F®,C,

id®LL Lid@b

E ®i05 Cp 5= F @100 Cp

17, <

|z|lz, , pour o € S. Dés lors, savoir majorer finement hz (), pour un vecteur

sont de méme norme. De plus, si z € E, on a hz(z) < hg (z) et [|as ()

x particulier, améne a établir un lemme de Siegel approché. On note ||a, | la
norme d’opérateur de a, (voir paragraphe 3.6) :

lag |l := sup {llas (2)l|7 ,/Izl 5, ; = € E®s Cp\{0}}.

LEMME DE SIEGEL APPROCHE ABSOLU. — Soit k un corps de nombres de de-
gré D et S un ensemble fini de plongements de k. Soit E et F deux fibrés
adéliques hermitiens sur k. Pour tout o € S, soita, : E®, C, — F®, C, une
application C,-linéaire, de rang p,, et de norme d’opérateur ||a,||. On suppose
que E, est un fibré adélique hermitien. Alors il existe x € (E® Q) \ {0} tel que

1 1 =
hg, () < D > pologmoy, (1, |lasl) + g logv — u(E).
o€S

Une caractéristique importante du majorant est la présence des quotients
ps/V, qui seront petits dans le contexte des formes linéaires de logarithmes
(voir proposition 6.13). Dans un souci d’efficacité, nous n’avons pas séparé les
contributions des normes de z en les différents plongements de Q, en exprimant
simplement le résultat en termes de hauteur (globale) de x. Par ailleurs une
maniére de procéder pour faire en sorte que E, soit un fibré adélique hermitien
est de considérer un ensemble Sy de plongements o : £ — C,, qui n’induisent
pas la méme valuation. Pour un plongement conjugué a o, c’est-a-dire pour
o' = 100 avec ¢ automorphisme continu de C,, on choisit a,s de sorte que le
diagramme (6) vérifie la condition d’isométrie et I’on prend S = {0’; o € Sy}
(le cardinal de S est Y~ cg, [ks : Qp])-
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4.2. Démonstration du lemme de Siegel approché absolu. — En vertu du lemme
de Siegel absolu de Zhang appliqué & F,, il suffit de montrer que

~ 1 ~ T
~f(Ea) < 5 pologmoy, (1, las||) - A(E).
oes

Par définition du degré adélique, pour toute k-base eq,...,e, de E, on a

les A ANevll gz o

1
_ﬁ(Ea) + /'L(E) =5 log .
vD ;o:;cp ||61/\"'/\e”||—detE,a

Dans cette somme, seuls les o € S interviennent, les autres donnant des termes
nuls. De plus, & o fix¢, chacun des quotients [lex A - Aey[|g57 ,/ller A+ A
el,||m’g est indépendant du choix de la base eq,...,e, de E ®, C,. Pour
calculer ce quotient, supposons dans un premier temps que ¢ est ultramétrique
et considérons un nombre réel ¢ €0, 1] et une base t-orthogonale eq,...,e, de
E ®, C, telle que e,_41,...,e, soit une base de kera, [23, corollaire 2.3.21].
Alors, d’une part, comme la norme sur le déterminant est une norme quotient,
on a

14 v
ler A Nevllgoz e < 11 leillz, , < (H ||ei||EJ) moy,, (1, [las )"
i=1 i=1
D’autre part, la base {e;, ® - - ®¢e;,, 1 <41,...,i, < v} de (E®, Cp)® est
t”-orthogonale |23, corollaire 10.2.10, (vi)]. Si un vecteur x € (E ®, C,)®" a
pour coordonnées (x;, . ; ) dans cette base alors son image dans det £ ®, C,
est le vecteur (2566,, 5(3)x3(1)7.._,8(,,)) e A---Ae,. On en déduit que, pour tout
x € (E®, C,)%", lanorme |le; ® - ®e, + x||gev , est supérieure &

t¥ € ll= 1 v
(EH ||E,,,> comax {14

Si, de plus, I'image de x dans det E®,C,, est nulle alors >~ s €(5)Xs(1),...,s() =
0. De cette relation et par inégalité ultramétrique, I’on déduit que le maximum
ci-dessus est supérieur a 1 puis que

> [Xs(1),500) | } -

1%
ler A= A el,H—detEp >t H Hei”ﬁ,a'
i=1

On a donc
ler A AewllgerEr e

< t""moy, (1,]las )"
les A--- A eu||m7,7 7 7

Lorsque ¢ est archimédien, la méme inégalité reste valide en choisissant la
base (e1,...,e,) orthonormée (la preuve se simplifie car t = 1 convient). Ceci
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conduit & 'estimation

|
~A(E) + (E) < —— > _ pologmoy, (1, |las ) —
g€eS

card S

log t.

On conclut en faisant tendre ¢ vers 1.

5. Canevas de la démonstration du théoréme 2.1

5.1. — Nous utilisons la méthode de Baker non pas avec des fonctions auxi-
liaires, ni avec des déterminants d’interpolation, ni avec la méthode des pentes.
En réalité, nous faisons un mélange entre la premiére et la derniére de ces mé-
thodes, c’est-a-dire que nous passons par la construction d’une section auxiliaire
d’un certain fibré adélique hermitien. A chaque étape de la démonstration nous
conservons ’aspect intrinséque des données. De la sorte nous bénéficions de la
souplesse de la méthode des fonctions auxiliaires et de la possibilité d’accéder
naturellement aux constantes numériques de la méthode des pentes. Concre-
tement, aprés avoir modifié les données initiales de maniére & étre en mesure
d’utiliser la réduction d’Hirata-Kohno et le procédé de changement de variables
de Chudnovsky, nous construisons un fibré adélique hermitien E. L’espace vec-
toriel E sous-jacent est un espace de polynémes en plusieurs variables, auquel
sont adjointes des normes en tous les plongements de k. Ce fibré adélique E a
la particularité d’avoir une op-norme « tordue », ce qui constitue une des nou-
veautés de ce texte. Nous construisons alors un élément s # 0 de E de petite
hauteur au moyen du lemme de Siegel absolu. Le choix des paramétres et le
lemme de multiplicités de Philippon assurent qu’il existe un jet de s le long de
W (sous-espace construit a partir de Wy) en un multiple de p = (ug, a1, ..., Qy)
qui est non nul. Ensuite nous évaluons la hauteur de ce jet, en distinguant les
normes relatives aux plongements ultramétriques de celles relatives aux plon-
gements archimédiens. Le comportement du jet en oy et tous ses conjugués est
étudié a part. La majoration de sa norme repose sur une extrapolation sur les
dérivations (cas périodique) ou sur les multiples de p (cas non périodique), qui a
été préparée par la construction de s. C’est & cet endroit qu’apparaissent les va-
leurs absolues des formes linéaires que nous cherchons & évaluer. Pour conclure,
nous utilisons une variante de l'inégalité de Liouville (lemme 3.6) pour minorer
la hauteur de ce jet, qui fait intervenir la pente maximale arakelovienne de
I’espace naturel dans lequel vit le jet considéré.

5.2. — Les considérations ci-dessus s’appliquent en réalité a 1’énoncé suivant
(les notations sont celles du théoréme 2.1).

THEOREME 5.1. — Supposons que sont vérifiées les trois conditions suivantes :

a) La famille {uy,...,u,} est libre sur Q,
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b) la famille {{1,...,4:} est libre sur k,
c) sipo =00 alors [(B1,0,---,0t0)|2,00 < 1.

Alors, pour tout i € {1,...,t}, on a A; #0 et

Dlogaj)l/t

TL2 -
log max |As|p, > —(10n)%" /ta/t(log b 4 alog e)j[[l (1 + Tog ¢

1<i<t

De plus, sit =1 et f1,0 # 0, Uhypothése c) peut étre supprimée et la quantité
logb + aloge dans le minorant peut étre remplacée par logb + loge + D log a.

La premiére assertion est le théoreme de Baker qui affirme que la famille
{1,u1,...,u,} reste libre sur k. Le théoréme 1.1 donné dans l'introduction
découle immédiatement de 1’énoncé 5.1 en choisissant a; = a pour tout j €
{1,...,n} et B;o =0 pourie {1,...,t}.

6. Démonstration du théoréme 5.1

Les paragraphes 6.1 & 6.12 portent sur la démonstration du théoréme 5.1.

6.1. Cas particulier. — Le théoréme 5.1 est vrai sin =1, pp = oo et 19 =
0. En effet, il n’y a alors qu’une seule forme linéaire Ay = (1 ju; et t = 1.
L’inégalité de Liouville donne log|51,1|s, > —Dh(fB1,1) et, si a1 # 1,

log|ay — 1]¢, > —Dh(en — 1) > —D(h(a1) + log 2).

De plus, puisque o( est archimédienne, on a

1
ul/ et dt
0

lorsque |u1|,, < 1. Dans ce cas, on a a3 # 1 et des estimations précédentes
découle

1
a1 — 1], = < futley [ et < 2lul,
0

oo

log|A1]s, > —logb — D(loga; + 2log2)

D log al)
loge /°

> —3(log b+ loge) (1 +

Cette minoration reste vraie si |u1|,, > 1 et le théoréme 5.1 est démontré. Dans
toute la suite, on supposera donc que si n =1 et pg = oo alors 3; ¢ # 0.
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6.2. Préparatifs. — Avant de commencer la démonstration du théoréme 5.1, il
nous est utile de modifier les données brutes du paragraphe 2.1.

Rappelons que W, désigne le sous-espace vectoriel de k™ intersection des
noyaux des formes linéaires ¢;, i € {1,...,t}. Soit G le spectre de I’algébre sy-
métrique S ((k™/Wy)¥). C’est un schéma en groupes affine sur Spec k, dont 1’es-
pace tangent a l'origine s’identifie canoniquement au quotient k™ /Wj. Notons G
le k-groupe algébrique linéaire Gy x G Soit A : k™ — k™ /W la projection ca-
nonique et W le sous-espace de 1’espace tangent a l'origine tg = (k" /W) @ k™
défini comme 1’ensemble des vecteurs de la forme (A(y),y) avec y € k™. Le
fibré adélique hermitien (k",| - |2) confére a k™ /Wy et a tg des structures
adéliques hermitiennes, respectivement par quotient et par somme directe or-
thogonale. Nous noterons k" /W, et tg les fibrés adéliques hermitiens ainsi
obtenus. Comme sous-espace vectoriel de (k™| - |2), 'espace Wy hérite d’une
structure de fibré adélique hermitien Wy et 1’on note h(W;) sa hauteur d’Ara-
kelov au sens du § 3. Par hermitianité, cette quantité est aussi le degré d’Ara-
kelov de k" /Wj. A une constante qui ne dépend que de n prés, elle est bornée
par max; ; {1,h(8; ;)}, terme qui apparait dans la définition de logb du théo-
réme 2.1. Plus précisément on a la

PROPOSITION 6.1. — La hauteur d’Arakelov de W, vérifie l’inégalité

D max {1, h(Wy)} < n®logb.

Démonstration. — Si n =t alors Wy = {0} et la proposition est vraie. Nous
supposons maintenant ¢ < n — 1. L’application k" — k' qui & z = (21,...,2,)
associe (£1(2),...,%:(2)) se factorise en un isomorphisme ¢ : k" /Wy — k' de k-
espaces vectoriels. Pour tout ¢ € {1,...,t} et pour tout plongement o: k — C,,
I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit la majoration

iz, 2n)lo < Nill en 1), 0 257077
avec
||£i||(k:",|'|2)",a = moy})(|ﬂi,1|aa ceey |/8i,n|o)-

Par conséquent, la norme d’opérateur |||, de ¢ entre k™ /Wy et (kt,|-|2) est
plus petite que |(8; ;)i j|2,0. Ainsi on a

e~ — t
R(Wo) = deg, (/W) < deg, (K, 1)+ 1 > 3 logllells
pEP o: k—C,

<0+ thgnt |.15) ((Bi)irj)

log(nt) + nt?
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(la premiére inégalité est une inégalité de pentes classique, voir par exemple le
lemme 6.3 de [12]). On conclut au moyen des majorations suivantes :

(n—1)
2
< nlogn+n®—n2n—1)

log(n(n — 1)) +n(n —1)?

t
2 log(nt) + nt? <

§n3—n2—|—n§n3

car logn < n. U

L’isomorphisme ¢ défini ci-dessus permet de définir uj := ¢~ (ug) € k™ /W.
Dans la suite, nous confondrons u{, avec ug. Nous ne garderons que la notation
up, le contexte permettant de distinguer s’il s’agit de uf, € k™ /Wy ou bien de
Ug € k.

Par ailleurs, plutét que minorer max {|A;|,,; 1 < ¢ < t}, nous allons minorer
la norme de ug—A(u), norme relative a k™ /Wy au plongement og. Ceci est rendu
possible par le résultat suivant :

PROPOSITION 6.2. — On a [[ug = Mu) 575,00 < b (VE)© maxi<ics [Asp, -
Démonstration. — Si n = t alors Wy = {0} et |up — )\(u)||m S
|(A1,...,A¢)|2,00- La proposition est vraie dans ce cas et, dans la suite, nous
supposons t < n — 1. Comme ¢(ug — A(u)) = —(A1,...,A¢) on a

-1 -1 €
0 = AWllg7igg g < 167 ol (Ao Ay < 1™ o (V) max, |A il

o, si o est un plongement de k, [[¢~ ||, désigne la norme d’opérateur de ¢ ! :
(Cps |- [2.0) = (B"/Wo @c Cp, || - llgmzis )- On a [l o < llellsH det f|
(voir [12, lemme 7.2] p. ex.) et || det ¢||, < [|||Z par 1 < ||@llolle™ls- On en
déduit

~logfle™ o

P —_—— t
h(Wy) = deg, k™ /Wy = h(det ) < - ;bg max (1, |¢|l») >

2.0 et h(W()) > _(n - t)ﬁmax(k_n) = 0.

La norme ||¢||, est inférieure & |(5;,;),;
On en déduit

_ t
log [l |2/P < BZ Z logmax (1, |(8i,5)4,5]2,0)

pEPo: k—C,
log b
-
3

< t(log Vnt + nt)

On conclut en majorant t(log v/nt+ nt) par n° comme nous I'avons fait a la fin

de la proposition 6.1, en tenant compte de t < n — 1. ]
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6.3. Choix des paramétres. — Soit Cy := (10n)®". Posons y := 0 si t = 1 et
B1,0 # 0 et y := 1 sinon. Soit Sy := Cpa et S := Coa Soit Uo > 0 un nombre
réel défini un peu plus loin (voir (9)). Soit Dy, ..., D,, T, Ty les nombres réels
donnés par les formules suivantes :

TO - CoUy , j; — Cgi:,o _ Uo ’
Sloge aloge
~ Uy
DO =
logb+ Dlog S + SYloge

(la présence du paramétre y au dénominateur explique le raffinement donné
dans le théoréme 5.1 lorsqu’il n’y a qu’une seule forme linéaire, non homogéne)

et
~ U

] 1,... D, .= .
V] E{ ) 7”}7 J Sloge—}—DSlogaJ

Notons k une cloture algébrique de k dans C,,. Un sous-groupe algébrique

connexe G’ de G se décompose sur k en un produit Gj x G’ avec G} (resp.
G/,) un sous-groupe algébrique connexe de Gy (resp. GJt,). Posons
(7)

t':==dimG,, n' :=dimG!, r':=codimgG’, X :=codimy (W Ntg).

De simples considérations d’algébre linéaire montrent que

(8) r' =N =t —dim(tg; + AMtay)) < min{t —t',n —n'},

Par ailleurs, les groupes algébriques Gy et G admettent des compactifications
naturelles Xo := P(k @ (k"/Wy)¥) et X := Xo x (P1)". A une sous-variété V'
de X; est associé¢ un polynéme dit de Hilbert-Samuel Hy a n + 1 variables (en
prenant 'adhérence de Zariski de V' dans X;). Soit H(V; X, ..., Xy) la partie
homogéne de plus haut degré de Hy multipliée par (dim V')!. Les coefficients
de H sont des entiers positifs de somme égale au degré de V. Par exemple,
on a H(G; Xo,...,Xpn) = (";L!t)!XéXl -+ X, (pour les propriétés de H nous
renvoyons au texte de Roy [38, chapitre 5|). Posons

p:= (ug,01,...,0) et X5(5):={0g,p,2p,...,5p}.
Lorsque W + tg # tg (et en particulier ¢’ # t), on pose

=\ 2,(9)+G’ (k ~ ~ t—t7
TN card (%) H(G; Dy, ..., Dn)

CoH(G; Do, -, Dy)

z(G') =

Soit x le minimum des nombres réels z(G’) lorsque G’ parcourt les sous-groupes
algébriques connexes de G tels que W ®j k+tg # ta (Pexistence de x
découle d’un argument standard expliqué par exemple & la page 734 de [10]).
Soit G = GO X G un sous-groupe algébrique vérifiant ces conditions et tel que
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~

z = z(G), auquel on adjoint les entiers ¢,7, T, X définis par (7). Nécessairement
on an < n car sinon t5+W®kE = tg_. Notons T := [T], Dy := [3750] et, pour
tout j € {1,...,n}, D; := [5]] L’homogénéité de la fonction H permet de
voir que la quantité UéT/_X)/(t_tl)x(G’) ne dépend pas de Uy, lorsque G’ varie
parmi les sous-groupes autorisés. En observant que {0} fait partie de ces sous-
groupes, nous pouvons choisir Uy de sorte que z({0}) < 1 (et, en particulier, on
a z €]0,1]). Concrétement, la condition z({0}) = 1 est satisfaite si ’on choisit
Uy égal a

(9)

. 1/t
.. t! card(X D1
cEn=1/t { " H (1+ 22 )} x (log b+ Dlog S+ 5V log e).

n—l—t loge

On notera que card(X,(S)) = S+1 sauf, éventuellement, si toutes les conditions
po =00, n =1, B0 =0 et uy € Qim sont remplies. Mais ce cas est exclu
grace & 'hypothése émise & la fin du § 6.1. On a donc card(3,(S)) = S + 1.
L’expression (9) de Uy permet de justifier les estimations suivantes.

PROPOSITION 6.3. — Les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Comax{1,Do/S'"¥,Dy,...,Du} < T,
(ii) Do # 0 et Cy < maxi<j<n {D;} (en particulier l'un au moins des Dj,
1 < j <mn, nest pas nul),
(iii) Dloga < 2aloge,
(iv) T'log(4Dy) < (7nlog Co)Us/D.

Démonstration. — Si les inégalités (i) et (ii) se vérifient aisément & partir des
valeurs des paramétres, il n’est pas entiérement évident que D est non nul, en
raison du = devant 50. Pour voir cela, on reprend ’argumentation du lemme
5.1, (iii), de [10] qui repose sur une propriété de décroissance d’un quotient de
fonctions H et sur I’inégalité hy >n—n>1.0na

<$b/ )t—? TAJ'C(G Do,...,b/ )Dé_t
T CuH(G; Dy, ..., Dy)

> T>\
Cy ((n+t)|) maxi<j<n {D } -n
03)\—1 X o

> m (grace a (i)).
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La valeur de Cj entraine alors (a:]_N?O)t_? > 1 puis Dy > 1. Venons-en maintenant
a (iii) et (iv) qui requiérent aussi quelques détails. Tout d’abord, on a

aloge D 2aloge
084 =108 D +log loge/ — D

(car logz < x), ce qui donne (iii). Par ailleurs, les définitions de T et Dy
combinées avec la valeur (9) de Uy donnée ci-dessus impliquent

Uo 3 - Dloga
< log | C3"2a ( 3) :
~ aloge og( 0 1;[ loge

En majorant le dernier produit par
2aloge \"
(oo 2l (o 252

1
((3n+3) log Cy +loga+3na ](-))ge) .

T log(4Dy)

on a

T log(4Dy) <
og( 0)_ loge

On utilise alors (iii) pour majorer loga et on obtient
3n + 2) (log Cy)Uy
log CO D

La valeur de Cy permet de conclure. O

Tlog(4D0) (3n +3+

Désignons par €Q,, ’ensemble {0} x (2i7Z)™ si 0p est archimédien et 1’en-
semble {0} sinon.

DEFINITION 6.4. — Nous dirons que nous sommes dans le cas périodique s’il
existe un entier m € {1,..., (n+1)S} tel que m(uo,u) € t5(Cp,) + 0, €t que
nous sommes dans le cas non périodique dans le cas contraire.

REMARQUES 6.5. — (i) Sit =1 et f1,0 # 0 alors nous sommes nécessai-

rement dans le cas non périodique car sinon on aurait 50 = G, ce qui
impliquerait W ®kE—|-ta = tG_ par (8) et contredirait la définition de G.
Comme Uhypothése c) du théoréme 5.1 n’est utilisée que dans le cas pério-
dique (§ 6.11.2), elle n’est donc pas nécessaire lorsque t =1 et $1,0 # 0.

(i) Comme la famille {uy,...,u,} est libre sur Q, étre dans le cas pério-
dique implique que le plongement og est archimédien et que la famille
{2im,u1,...,u,} estliée sur Q (c’est-a-dire ay, . . ., a,, multiplicativement
dépendants). Comme il ne peut ezister qu’une seule relation, a multipli-
cation par un scalaire non nul prés, entre 2im et les u; (sinon existerait
une relation non triviale entre les u;), le groupe ém est de dimension
n — 1 et son espace tangent contient W.
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Dans le cas périodique, la lettre T désigne ’ensemble des couples (m, 7) avec
m € {0,1,...,(n+t)S}tet 7 = (11,...,7,) € N" qui vérifie Y, 7; < 2(n+t)T
et 7, < Tp. Dans le cas non périodique, Y est ’ensemble des couples (m, 7) avec
m € {0,1,...,8 —1} et 7 = (71,...,7,) € N" qui vérifie }°7_; 7; < 2(n+1)T.
Dans les deux cas, nous notons u le cardinal de Y.

6.4. Compléments au cas périodique. — Le groupe algébrique ém est de di-
mension n < n — 1. En particulier, comme {uy,...,u,} est libre sur Q on a
u & ts. (Cp,)- Par conséquent les vecteurs (ug,u) et (A(u),u) n’appartiennent

pas a l’espace tangent du groupe algébrique 5(Cp0). L’intersection W N tg est
donc un sous-espace strict de W (car ce dernier contient (A(u),u)). Si o¢ est ar-
chimédien, fixons alors une base orthonormée w := (w1, ..., w,) de W ®4, Cp,
qui provient de W ®,, R lorsque o( est un plongement réel et qui posseéde en
outre les deux propriétés suivantes :

(i) (wi,...,wn) est une base de (W Ntz) ®y, Cp, (le n gothique est la
dimension de W Nt),
(i) siu:= (u1,...,u,) € C} désigne le vecteur des coordonnées de (A(u),u)
dans la base (w1, ..., wy) alors |u,|p, = max{|u;|p,; n+1<j < n}.
Dans le cas périodique (et donc o( archimédien), 'on sait minorer |uy,|,, de
la maniére suivante. Il existe un entier m € {1,...,(n +¢)S}, z € tz(C) et
w € (2irZ)™\ {0} tels que m(up,u) = z+ (0,w). Soit dy, la distance sur tg(C)

induite par la norme || - [|z7 ,,- Comme

< \/ﬁ|un|po>

2

n
E U, wy

1=n+1

oo (Mw), u),t5(C)) <

le nombre |u,|,, est minoré par

doy (m(A(u), 1), t5(C))  doy (Mm(A(u) = wo),w), 15(C))

m+/n m+/n
dUo(w’tam(C))
(n+1t)Sv/n
A ce stade, nous aurons besoin d’un résultat que l’on trouve en substance
dans [2] et de maniére plus explicite dans la démonstration de la proposi-
tion 6.1 de [28]. Pour z € R", on note |z|; la somme des valeurs absolues
des composantes de .

LEMME 6.6. — Soit H un sous-groupe algébrique connexe de G, de di-
mension h € {1,...,n — 1}. Alors il existe une famille libre {h; :=
(hit,--- hin); 1 <i<n—h} deZ" telle que

(i) H={(z1,...,0,) €GL; Vie{1,...,n—h}, [[}y ) =1}
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(i) T hely < Wdeg[f (le degré est relatif au plongement usuel
G — (PH)").

En utilisant ce lemme, nous allons minorer dg,(w,tg (C)) de la maniére

~

suivante. Ce lemme appliqué & H = G,,, qui est de dimension n — 1 d’aprés la
remarque 6.5 (ii), donne ’existence d’un vecteur h de Z™ qui forme une base de
Porthogonal de ¢ (C) dans (C™, |- |2,00) avec |h|; < (deg Gu)/(n—1)!. Ainsi
la projection w’ de w sur cet orthogonal est de norme égale a d,, (w, ts. (Q)).
Par Cauchy-Schwarz, le produit hermitien w.h = w’.h est de valeur absolue
inférieure & |h|2,4,|w’|2,0,- De plus ce produit est non nul car w ¢ te. (C) et il
appartient & 2irZ. Comme |h|3 5, < |h|1, on en déduit I'inégalité

2m(n — 1)!
deg ém

] 2 (?Z(ft_)\%) Sde;am § (W(Z\;ﬁl)!) Sde;ém

car t < n. On vérifie alors que le premier quotient & droite est supérieur a 1 ce
qui conduit & I’énoncé suivant.

do (w, g (C)) 2

G

puis

PROPOSITION 6.7. — Dans le cas périodique, on a |u,|~* < Sdeg G
Pour étre utile, cette proposition devra étre couplée avec le résultat suivant.
PROPOSITION 6.8. — Dans le cas périodique, on a deg G, < (n+ t)!ﬁo/(Cgt!).

Démonstration. — Par définition de G, on a z(G) < z({0}) < 1 et la définition

~

de (@) entraine alors la majoration
T H(G; Do, . .., Dy)
COJ-C(Ga 50) s )571,)

En décomposant la fonction H sur les parties Gy et GI, et en utilisant la
décroissance des fonctions partielles

<1

}C(a/;ﬁo,...,xi,...,Dn)
. —
%(G;Do,...,xi,...,Dn)
I’inégalité devient

| ~ ~ \n—n
Co(n+t). ,Dn) .

(10) ™ deg Gy < . (Do)t_?max <51, .
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Comme dim Gy, =fi=n—1,onat—ft+1=7F<A+1 (formule (8)). De (10)
on tire alors la majoration

T < Co(n +t)'50

max (50,...,Dn> N t!degam

Si y = 1 la proposition 6.8 découle de T > C3 max (50, .. -,571) (proposi-
tion 6.3, (i)). Siy = 0 on a t = 1 par définition de y et, en utilisant A > 1 et
t = 0, I'inégalité (10) se simplifie en

j: < CO (n + t)!50

—~

max (51,...,Dn) T tldeg Gy

Le minorant est supérieur & C3 et la proposition s’en déduit. U

6.5. Lemme de multiplicités. — Au § 3.7, nous avons introduit la notion de
polynéme multihomogéne. Elle va nous permettre de définir un espace vectoriel
ou se trouvera la section auxiliaire du § 6.9. Soit Ey := k & (k™/W}) et, pour
jeA{l,...,n}, E; := k& k. Posons

n
B = $P(By) @r Q) 7 (B).
j=1
Pour un plongement o: k — C,, soit s € E ®, C, et considérons F;, :
(k" /Wo) @5 Cp x [[j=1 Y p — C,, I'application qui & (20, 21, - - -, 2) associe
(11) Fs 5(20,21,...,2n) = s((1,20), (1,€1),...,(1,€*")).

DEFINITION 6.9. — Soit £ € N et = (29, 1,...,2,) € G(Cp). On dit qu'un
polynéme s € £ ®, C, s’annule au point x & I'ordre £ le long de W si I'appli-
cation

(21, ...y 2n) — s((1, 20 + A(21,-. -, 2n)), (1, z1€*),..., (1, 2,€°))

s’annule & lordre £ en (0,...,0), i.e. si la série formelle en les variables
21,...,2, définie par cette application est un élément de l'idéal (z1,...,2,)"
de C,llz1, .-+, 2n]]-

Si le point z est I'image du vecteur (zo,z1,...,2,) € (E"/Wh) ®, Cp, X
[17—1 &) par 'application exponentielle de G(C,) alors dire que s s’annule au
point z & l'ordre £ le long de W équivaut a dire que 'application

(215...52n) = Fs o(zo+ A(21, ..+, 2n),21 + 21, -+, Zn + 2n)

s’annule & l'ordre ¢ au point (0, ...,0).
Passons maintenant au résultat principal de ce paragraphe.
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PROPOSITION 6.10. — Awucun élément non nul de E ®,, k ne s’annule le long
de W a Uordre (n+t)T en tous les points de l’ensemble {0g,p, ..., (n+1t)Sp}.

La démonstration est presque la méme que celle de la proposition 5.3 de [10],
ol le role joué par G}, était dévolu & une variété abélienne. Nous la reproduisons
ci-apreés, sous une forme un peu abrégée.

Démonstration. — Supposons cet énoncé faux et qu’un tel polyndme existe.
D’aprés le lemme de multiplicités [24], il existe un sous-groupe algébrique
connexe Gj (resp. Gf) de G, 7 (resp. de G ) tel que G* := Gf x G, # Gy
et ’
2(S) + G*(k)
G* (k)
ott D := max {1, D;} pour tout j € {0,...,n}. Nous allons montrer que cette
inégalité ne peut pas étre satisfaite en distinguant deux cas. Quitte & permu-

ter les facteurs dans G}, l'on peut supposer D; < --- < D,, sans perte de
généralité.

(12) T* card ( ) H(G*;D},...,D.) < H(G;D},...,D")

Premier cas : g« + W ®,, k = tao c’est-a-dire A* = r*. De l'inégalité (12)
I’on déduit la majoration

o (B E) < () ()

< () <i) G-p)(t-t")
R C3

par le choix des paramétres (et la minoration T > 7/2). Siy = 1 ou ¢t = ¢*
on minore le cardinal par 1 et on a une contradiction (car r* > 1). Siy =0
et t # t* alorst =1, t* = 0 et ug # 0. Dans ce cas, le cardinal du quotient
(Z(S) + G*(k))/G*(k) vaut S + 1 et la majoration ci-dessus entraine encore
une contradiction.

Second cas : tg: + W ®4, k # t-. En particulier on a t* # t. Soit k le plus
petit entier de {1,...,n} tel que D, > 1. Soit 7, : G, — G™~**1 la projection
sur les n — k + 1 derniers facteurs. Posons G* := G§ x G~1 x 7.(G%). Une
propriété de la fonction H assure que

H(mw(GL); Dy - ., Dy) < H(GL; Dy, ..., DL),
ce qui entraine

(G Dhy . Dh) _

(G Do, ...,Dy) v

X
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De plus, comme G* C G} on a A; := codimy (W Ntg:) < A* et

card (&(S) + _G;(E)) < card (zp(8> +_G*(E)) ,
G (k) G*(k)

De la sorte I’on obtient une inégalité analogue a (12) avec le sous-groupe algé-
brique G, :

~ *

T** card (Z"(SC);:F(S *’v(k)> H(G%; Do, ..., Dy) < 4™"nlH(G; Dy, ..., D)zt

En reprenant I’étude du premier cas (on a G}y # Gy car t* # t) et compte tenu
du fait que x < 1, on montre que A} # ry. Ceci signifie que tgx + W ®q, k #
ta. et la majoration ci-dessus entre alors en contradiction avec la définition
de x. U

6.6. Fibré adélique hermitien des sections auxiliaires. — Reprenons 1’espace vec-
toriel E' défini au début du § 6.5 et notons v := dim E sa dimension. L’objectif
de ce paragraphe est de munir £ d’une structure de fibré adélique hermitien
assez particuliére de maniére & permettre d’extrapoler plus tard sur les dériva-
tions. Tout d’abord, les espaces E; qui entrent dans la définition de E sont na-
turellement munis d’une structure adélique hermitienne : pour Ey = k® k™ /W)
on choisit la structure quotient du fibré (k",| - |2) sur k™ /Wy et Pon fait une
somme directe hermitienne avec k (muni de sa collection de valeurs absolues) ;
pour j € {1,...,n},ona E; = k@k et 'on prend simplement la norme |- |, de
k2. Comme nous ’avons décrit au § 3.7, ces structures hermitiennes conférent
4 E une premiére structure de fibré adélique hermitien pur E := (E, (|| - [|s)o)-
Mais ce n’est pas tout a fait cette structure que 'on va mettre sur E. Pour les
normes relatives au plongement o( et a ses conjugués, nous allons ajouter une
quantité supplémentaire, comme nous ’avons fait au § 4 pour établir le lemme
de Siegel approché absolu.

Normes particuliéres. — Soit (eq,...,e,) la base canonique de k™. Si o est
ultramétrique, la famille w := {w; := (A(ej),e;); 1 < j < n} forme une base
orthonormée de W ®,, C,,. En effet, pour tout z = 3°%_, zje; € Cp , on a
z:= (A(2),2) = Zyzl ziw; € W ®4, Cp, et

I2ll75 6, = max ([|A(2)

77 o0 1212,00) = |2]2,06
/ 0,90

par propriété de la norme quotient. Dans le cas d’un plongement oy archimé-

dien, on note (wi,...,wy) la base orthonormée de W ®,, C,, introduite au
§ 6.4. La famille {(A(e;),e;); 1 < j < n} est une base de W, dans laquelle les
vecteurs w; peuvent s’écrire : il existe des formes linéaires {l;(z1,...,2,); 1 <
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j <n} C(Cp,)" telles que

V(z1,...,20) € Cp, szwj le(zl,...,zn)()\(ej),ej).
j=1

Les coefficients des |; appartiennent au complété k., de oo(k) dans C,, : c’est
évident si o est complexe non réel ou si o est ultramétrique car (21, ..., 2,) =
zj, et c’est aussi vrai si oy est un plongement réel car dans ce cas w; a été
choisi dans W ®y, ky,. Pour s € E ®,, C,,, m € N et 7 € N", notons
LD Fy 00 (m(uo, uw)) le 78™° coefficient de Taylor a Porigine de I’application

z2=(21,...,2n) = Fs oo (muo + A(11(2),...,1n(2)), mus + 11(2), ..., muy, + 1,(2))

(voir (11) pour la définition de Fj ,,). Soit (s1,...,S,) une base orthonormée

de (E ®k koo, || - lloo)- Pour z = (20,21,...,2,) € tGO (Cpo) © I ,, définissons

(13) O{0'0 H |2 0'0j Xmoyo'()(l ||Z0||tG UO)_DO'

Il existe o, (m(uo,u)) € ks, de valeur absolue pp-adique égale & aq, (m(uo,u)).
C’est clair si o¢ est complexe. Si oy est ultramétrique, le vecteur ug € k™ /Wy
a des coordonnées dans k,, par rapport a une k,,-base orthonormée de
(k" /Wh) Qo koy. Ainsi HUOHE,UO’ qui n’est rien d’autre que le maximum
des valeurs absolues de ces coordonnées, est un élément de |k, |p,. C’est
aussi le cas pour |(1,a]")|2,5, qui vaut 1 = [1],, ou [af*|,,. On a donc
o (Mm(ug, ) € koo lpo et Iexistence de o, (m(ug,u)) en découle. Considérons
alors la matrice A,,, de taille u X v, dont les coefficients sont les éléments de
ko, suivants : pour tout (m,7) € T, pour tout 7 € {1,...,v},

(1) Au[m,7),i] = (DL F oy (mluo, ) ) % oy, (m(uo, ).

Nous sommes maintenant en mesure de définir la norme voulue sur £ ®,, Cp, :
Soit oo > 0 (choisi dans la proposition 6.16). Pour tout s = > ;_; ;8; € E Q,,

CPO?

8115, 00 = m0Y oy (1Z]2,00, ¥|Ag Zl2,00)-
Dans ces expressions, x désigne le vecteur colonne de coordonnées z1,...,x,.
Pour un plongement o conjugué a og, c’est-a-dire définissant la méme place
vo, nous choisissons la norme || - |z de sorte que la collection de normes
(I - I, 4)ocv, soit invariante par Galois (au sens de la définition 3.1). En
écrivant 0 = 100y avec ¢ automorphisme continu de C,,, on observe que ||-||%

(170-

vérifie une égalité du méme type que || - en prenant A, = t(A,,) (les

||Eaa00
bases (s1,...,5,) et w étant remplacées par leurs images par ¢). Par définition,

le fibré adélique hermitien E, est le fibré égal & E sauf pour les plongement
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o € vg ot les normes sont données par (||-|z_ ,)oev, (on retrouve E en prenant
a=0).

LEMME 6.11. — La pente d’Arakelov normalisée [i(E) du fibré adélique her-
mitien E est minorée par —Doh(Wy)/(t + 1).

En réalité, on connait une formule exacte pour cette pente, formule qui
entraine immédiatement le lemme. Pour cela, I’on peut se référer au lemme 7.3.
de [12] en tenant compte du fait que la pente d’Arakelov est additive vis a vis
du produit tensoriel de fibrés adéliques hermitiens (voir [12, proposition 5.2]).

6.7. Estimation du rang d’un systéme linéaire

LEMME 6.12. — Soit a,z,y des entiers naturels. Alors on a
T+y+a T+ a _
( Y )—( )gy(:c+y+1)“ L
a a

Démonstration. — La différence & majorer vaut exactement S°Y_o (“T71) et
chacun des termes de cette somme est plus petit que (z +y + 1)2~1. ]
PROPOSITION 6.13. — Soit p le rang de la matrice Ay, de coefficients (14).
Alors on a p < 2(4n + 1)3"v/C.
Démonstration. — Consubstantielle & la distinction entre le cas périodique et

le cas non périodique et a I'introduction du groupe G , 'argumentation n’a pas
changé depuis larticle fondateur de Philippon & Waldschmidt [26]. En suivant
Papproche plus effective de [5, § 6.3] et en posant

(T, Sp) dans le cas non périodique,

(Tl, Sl) = {

on montre que

(T, S) dans le cas périodique,

~

p < X card (EP(%)(%G( )) (dim G + 1+ H(G; D), ..., D.))
avec
B (2(n+tx)T+X) dans le cas non périodique,
N (2(n+%)T+~) - (2(n+t)§_TO+K) dans le cas périodique.

Par le lemme 6.12, on a X < (2(n+t)+1)"T*~1T}. Par ailleurs, rappelons que,
pour tout j € {0,...,n}, la fonction partielle z; — % décroit sur
]0, +00[. Cette observation et les majorations 5j/2 < D’ pour j € {1,...,n}

et 2Dy /2 < Dg impliquent
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H(G;D),...,D") H(G;zDg, Dy, ..., D,)

< gntt = =
B 2n+t00
7> card (M)
G(k)

(l’égalité vient de la définition de z = x(a)) En reportant cette estimation
dans la majoration de p et en utilisant dim G < n — 1, nous avons

Ty So+1
p < 2" (n +1)(2(n +t) + 1)"Cy max { 0 S?—;-Fl }%(G;D{), ...,D)).
La dimension v de E vaut (D°+t) (D1 +1)---(Dy + 1) et, en particulier, on a

(n+t)

H(G; Dy, ...,D.) = D§Dy - Dl < (n+t)v,

Par conséquent, en majorant (n + t) par (n +t)"**=1 on obtient
To So+ 1}
v
"S+1

Le choix des paramétres permet de majorer le maximum par 2/C3 et, en utili-
sant t < n, on obtient

p < 2" (2(n +t) + 1) (n + )" Ch max {

p <2 x (4n)*"(4n +1)"v/Cy. O

6.8. Estimation d’une dérivée. — Soit o: k¥ — C, un plongement de k. Soit
s € E®, Cp, que l'on écrit dans une base orthonormée comme dans (3) avec
des coeflicients p;. On notera L(s) := >, |pi|p si o est archimédien et L(s) :=
max; |p;|p si o est ultramétrique. Soit w = (wy,...,w,) une base de W ®, C,,.
En procédant de la méme maniére qu’au paragraphe 6.6 (en remplacant la base
w d’alors par, ici, w), on dispose de la dérivée divisée %D@Fs,a(z) en un point
z2=1(20,...,2n) € C;, X 92 a lordre 7 = (11,...,7,) € N™. Voici une premiére
estimation, élémentaire malgré son aspect technique, d’un usage fréquent dans
la suite.

PROPOSITION 6.14. — Dans les conditions ci-dessus (o,s,W,2,T quel-
conques), on a

1 eQn\/EmaXOSan {DJ} Si p = 0
B O H w2 bL(s) x4 € =
T P e st p# 00

ou

n
~N1—Dj _
as(2) = [ [ 11,€%)],0" x moy, (1, [l20llz )~
j=1
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Démonstration. — Tout d’abord, observons que si 'on multiplie le vecteur
w; par un nombre §; € C, alors D] F, ,(z) est multiplié par [T5= 9;j. On
peut donc supposer que, pour tout j € {1,...,n}, ||wj||5,g = 1. Considérons
maintenant des formes linéaires Iy,...,l, € (C})" telles que, pour tout z =
(z1,... ,xn)\ € Cp,onay i xw; =" 1;(z)(A(ej),e;) (rappelons que e;
désigne le j°° vecteur de la base canonique de C}). La somme )7, 1;(e;)A(e;)
est la composante de w; sur k" /W, ®, C,. Elle est donc de norme plus petite
que 1.

Soit (ep1,...,€0,+) la base orthonormée de k™/W, choisie pour écrire les
coefficients de s (cf. (3)). Le terme 5D F, ,(2) que Pon cherche & évaluer est
le coefficient devant x” de ’application

x=(z1,...,2,) — s((1, 20 + A1 (), ..., lI(2))), (1,6'21‘“1(:”)), . (1,ez"+|"(x))).

Celle-ci est une somme de termes de la forme

t n ho.a n
15 <[] (e‘(’)’a(zo) +) |j(x)eg7a(x(ej))> [ hmthb@

a=1 j=1 j=1
ot hg = (ho1,...,hot) € N*, h = (hg,hy,...,h,) € N* x N™ avec, pour tout
j € {0,...,n}, |hj| < Dj, et pp € C, est 'un des coefficients de s. Comme

seul le coefficient devant =™ nous intéresse, on peut remplacer ’exponentielle
exp{> 7 h;l;(x)} par son développement de Taylor & I'ordre |7 :

|7]

(16) Qnr(@) = D —(hilh(@) + -+ hala(@)™
m=0 ’

De la sorte la quantité (15) peut étre échangée par ’expression polynomiale
(17)

t n n ho,a n
el (e‘é,a(zo) + ) xel, (Z |i(ej))\(ei)>> (H ehm) Qh,r ().

a=1 j=1 i=1

La fonction longueur P — L(P) est sous-multiplicative : L(PQ) < L(P)L(Q)
(voir [38, p. 76]). Cette propriété appliquée a la somme sur h des expres-
sions (17) permet de majorer |%DVTVFS,U(z)|p par

L(s)(lzollz5 - + 1) {H max (1, [e*|,) " } max {L(Qn,r)}

(on notera que le vecteur e , est de norme 1 et donc |eg ,(2)[, < |Iz|lz5 , pour
tout z € k" /Wy ®, Cy). Le terme ||20[/75 , +n du majorant peut étre remplacé
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par max (1, [|20]l77 ,) si o est un plongement ultramétrique. On obtient ainsi

1

- D
;DwFs,a(z) )°

< L(s) moy, (1, |n|,)** moy, (1, | z0llz5
P

x {H max (1, [e*],) P } max {L(Qn.r)}.

Pour conclure, il suffit d’estimer le maximum qui apparait a la fin de cette
expression. Lorsque le plongement o est archimédien, la longueur de Q)  est
majorée par

> (zn . >|)m.

m= 0
Or 3% ,1;(1,...,1)e; est la composante sur C; de wy + --- + w, et donc
S (L, .. D)2 <n? Ainsiona Y7, Djll;(1,...,1)| < /Di +--- + D2 x
n < ny/nmax{D1,...,D,}. On en déduit dans ce cas

(18) L(Qh,) < enVrmax{Di...Du},

Lorsque o est ultramétrique alors, pour tout m € N, on a |m!|;1 < p™/(P=1 <

. Dans ce cas la longueur de Q)y,  est plus petite que el™l et 1a proposition 6.14
est démontrée. O

COROLLAIRE 6.15. — Pour tout o € vy, la norme d’opérateur de la matrice
A, matrice définie au § 6.6, est inférieure a e*™vo.

Démonstration. — 1l suffit de le montrer pour o = g¢. On applique la propo-
sition 6.14 & chacune des fonctions Fj, ,, qui intervient dans la définition (14)
des coefficients de A,, avec o = gg, w = w et z = m(ug,u). Supposons dans
un premier temps que og est archimédien. D’aprés la fin du paragraphe 3.7, la
longueur de s; est plus petite que

(19) \/%DO\/§D1+-..+D71 < (n2n)maX{Do,...,Dn}/2 < enmaX{Do,...,Dn}.

Ainsi les coefficients de A,, sont inférieurs & e3nvnmaxoci<n {Di} - quantité elle-
méme plus petite que e”V° car logCy > 3n et car le maximum des 51 est
plus petit que Up/(DlogCy) (choix des paramétres, début du § 6.3). En la
comparant & la norme de Hilbert-Schmidt, on constate que la norme d’opérateur
de A, est plus petite que (vu)'/2e"V°. La dimension v de E vaut (D°+t) (D1 +
1)--- (D, +1) et donc

(20)

n
v < DO+1 H 1) < tDo+Z i< eanax{Do,...,Dn} < er/D < er'
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De méme, p est le cardinal de T (introduit aprés les remarques 6.5). Il est
inférieur a
2 )T n
( (n+1) +n>S(n+t) <@m+)T+1)" S(n+1)
n

< (An+1)"(2n)T"S
< (4n +1)"(2n)(n + 1)! UFH
- Co (n + 1)'
<1x eVo = elo,

car S < Uy/Cy

Ainsi on trouve ||Ag, ||lo, < eV < e47Uo Jorsque oy est archimédien. Dans le
cas ultramétrique, la norme d’opérateur de A,, est le maximum des coeflicients
de A,, (voir proposition 3.15). D’aprés la proposition 6.14, on a [|As, |0, <
e2(n+)T < e4nlUo car chacun des s; est de longueur 1. ]

6.9. Construction d’une section auxiliaire

PROPOSITION 6.16. — Soit a > 0 tel que loga = C§/2U0. 1l existe une section
s € E®y, k, non nulle, telle que

h—= (S) < [kao : on] X 3(4n+ 1)3ncé/2U0
5, (8) < = |

Démonstration. — D’aprés le lemme de Siegel approché absolu du § 4, il existe
un vecteur non nul s € £ ®,, k tel que

P 1 T
hg, () < - (Z log moy, (1, &) + log max {1, ||AU||0}> + 5 logv — fi(E)

[ A
(on notera que le rang p de A,, est aussi celui de A,). Dans le membre de
droite, on majore p/v avec la proposition 6.13 et ||A,||, est évalué au moyen
du corollaire 6.15 par e*"Y0. De plus, grace au lemme 6.11, & la proposition 6.1,
au choix des paramétres Dy et x < 1, on a

—~— Doh(Wo) TL3U0
—u(F) < < .
AR ——7 =7

Enfin, on a  logv < Uy/(2D) d’aprés (20). En remplagant ces estimations dans

la majoration de hgz_(s), on trouve
2(4n + 1)3"[k,, = Qp,]

hg, () < oo, X

On obtient alors la majoration

3
3/2 Up  n°Ug
(log V2 + C3/*Uy + 4nlp) + o5 D

c[kao : on]Cé/zUo
D
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avec

21 2 34+1/2
c::(4n—|—1)3n(2—|— sn og\/_+ n+1/ )

c¥? APy, (4n+1)3nC)?
La borne ¢ < 3(4n + 1)3” se déduit de Uy > Cy et de la valeur de Cy =
(10n)5™. O

La démonstration du théoréme 5.1 s’effectue avec la section s que 'on vient
de construire dans cette proposition. A priori cette section n’est pas définie sur
k mais sur une extension finie K de k. Cette complication technique n’a pas de
conséquence. En effet, le degré relatif [K : k] n’intervient pas car les estimations
des jets de s en les plongements ¢’ de K qui prolongent o: k — C,, sont de
la forme ¢, ||s||5_ ., ol ¢; ne dépend que de o (et des autres données) et pas
de ¢’. C’est la raison pour laquelle nous supposerons — et ceci sans perte de
généralité — que s est définie sur k.

6.10. Estimations générales. — Soit (m,f) € N2. Considérons la section s
construite dans la proposition 6.16. Soit w = (wy,...,w,) une k-base de W. Il
existe des formes linéaires |y,...,l, sur k™ telles que, si x = (x1,...,x,) est

un n-uplet de variables, on ait
S zws = A (@), - (@), 1 (@), -, 1n(@)).
j=1

Tous les coefficients de Taylor a 1'origine — a(s,w, m,7), 7 € N™ — de la série
formelle

z=(r1,...,2y) — 8 ((1,mu0 + A1 (z),. .., 1. (x))), (1, aTe'l(w)), (1 a?e'“”))

sont des éléments de k. Etant donné un plongement o: k — C, pour laquelle
mp posséde un logarithme z € t¢(C,), 'image du coefficient a(s,w, m,7) dans
o(k) est égale & L D7 F, ,(z) définie au § 6.6.

DEFINITION 6.17. — Soit (wY,...,wY) la base duale de w. Le jet de s d’ordre
l le long de W au point mp, noté jetf;v s(mp), est le vecteur

n
jet€V s(mp) = Z (L(S,W, m, T) ' H (W;)Tj
j=1

de S¢(WY).

Tel que nous venons de le définir, le terme jetf/v s(mp) dépend du choix de la
base w. Toutefois, lorsque jetly, s(mp) = 0 pour tout entier h € {0,...,£ — 1},
ce n’est plus le cas. Considérons le couple (m, £) € N2 tel que m € {0,...,(n+
)8}, £ € {0,...,(n+t)T} et (m,£) minimal pour la propriété jets, s(mp) # 0.
L’adjectif minimal s’entend par rapport & I’ordre lexicographique sur N2.

TOME 142 — 2014 — n° 1



MINORATIONS SIMULTANEES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 45

Seconde torsion de norme. — Il serait naturel (et possible) de travailler dans la
suite avec S*(W") muni de la structure de puissance symétrique définie au § 3.7.
Toutefois il s’avére plus pratique de modifier légérement les normes sur S¢(WV)
de la maniére suivante : pour un plongement ¢ quelconque de k, considérons le
coefficient a,, (m(ug,u)) introduit lors de la définition de A, (voir (13), p. 38).
L’égalité a0, (m(ug,u)) = ag(m(ug,u)) pour tout automorphisme continu ¢ de
C, légitime la

DEFINITION 6.18. — Le fibré adélique hermitien Jet est le fibré sur k d’espace

sous-jacent S*(WV) et sa norme en o: k — C, est donnée par : pour tout
z € SY(WY)®, Cp, on a

|2]l5et,0 := o (m(uo, u))l 2/l gz o
PROPOSITION 6.19. — La pente mazimale de Jet est plus petite que 8n2Uy/D.

Pour établir cette majoration, nous nous appuierons sur deux résultats auxi-
liaires.

LEMME 6.20. — La pente maximale de S¢(WV) est inférieure a 2n*Uy/D.

Démonstration. — Commengons par montrer que fimax (W) est majoré par
(log2)/2. L’application k-linéaire ¢ : k™ — W, «(y) = (A(y),y), est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels. Les normes o-adiques de I'application duale
Y : WY — (k™))" sont plus petites que (v/2)> avec ¢, := 1 si o est archimédien
et 0 sinon. L’inégalité de pentes

ﬁmax(m) < ﬁmax((kn7 | ’ |2)V) + h(bv)
(voir [12, lemme 6.4]) entraine le résultat voulu car la premiére quantité du
majorant est nulle et 'autre inférieure & (log2)/2. Par la proposition 3.16, la

pente maximale de S¢(WV) est plus petite que £(max(W")+2logn). On utilise
alors £ < (n+t)Uy/D et 2n((log2)/2 + 2logn) < 2n? pour conclure. O

LEMME 6.21. — Pour tout entier m, la hauteur hg-(1, muo) de (1,muo) rela-
tive au fibré hermitien Eq = k @ (k™/Wy) est inférieure a log m+(2n?logb)/D.

Démonstration. — Dans cet énoncé, u désigne la préimage de — (51,0, .-, Bt,0)
par l'application ¢ : k"/W, — k', qui, & la classe d’équivalence de z =
(21,...,2n) modulo Wy, associe (¢1(z),...,€:(2)) (voir § 6.2). Ainsi, pour tout
z € k™ tel que ¢;(z) = —f,; 0 pour tout 7 € {1,...,t}, la norme de ug relative

a km /Wy est inférieure & la norme de z dans (k”,]| - |2). En particulier, on a
his(1,muo) < hgn+1,1.1,) (1, mz). Au moyen d’une matrice extraite, il existe un
ensemble | C {1,...,n} a t éléments, des déterminants (4;)ic;, A de matrices a
coefficients dans {£08,y; 0 < u <t, 1 <v < n} et une solution z du systéme
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li(z) = —Bio, 1 < i <t telle que 2z = Aj/A pour i € | et z; = 0 sinon. On a
alors
h(kn+1’|,|2)(1,m2:) = h(kt+17|.|2)(A)m(Ai)iE|)‘

Des majorations grossiéres des déterminants qui apparaissent ici conduisent &

{(1 +m2t)Y/2t! sip= oo,

|(Aam(Ai)i€|)’2,U < Hmax{17 ‘ﬁu,v'o} X 1 sip # 0o,

u,v

Par conséquent, sit <n —1, on a

hirt+r 1) (A m(Ai)ier) < (E+ 1)n max {h(Buy)} + logm + logn!

et la définition de logb permet de conclure. Si ¢ = n on a Wy = {0} et néces-
sairement z = ug = — (1,0, .- -,0n,0). Dans ce cas, on a

(1,m2) |20 < (1+m?n)*/? ][ max (1,]Bi0ls)

i=1
pour tout plongement o: k — C, (rappelons que ¢, € {0,1} est nul si et
seulement si p # co0). On obtient alors

1 +1 log b
og(n )+nog.

h(kn+1,|,|2)(1, mz) < logm +

2 D
On conclut en utilisant (logb)/D > 1 et n + (log(n + 1))/2 < 2n2. O
Démonstration de la proposition 6.19. — Comme la pente maximale est un

maximum, il existe un sous-espace vectoriel J C S*(WV) tel que [imax(Jet) =
B(J, (Il - I5¢t.5)o)> Pente qui est elle-méme égale a

AU (1 sy )e) = 5 S 08 ko (o, w).

Dans cette différence, la premiére quantité est inférieure a fimax(S¢(WV)), qui
a été estimée dans le lemme 6.20 ci-dessus. L’autre, avec le signe moins, est
exactement égale a

n
DOh_k@(k"/Wo)(l’ muo) + Z Djh(k2’|.|2)(1, Oz;n)
j=1
En vertu du lemme 6.21, le premier terme dans cette expression est majoré par

Dy(log((n+1)S)+(2n?logb)/D) < 3n%Uy/D. Par ailleurs, comme (1422)/2 <
v2max {1, |z|}, on a

hik2,).1) (1, ") < log V2 + h(a]") = log V2 + mh(a)
<logV2+ (n+t)Sloga;
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puis

> Dihge (1,0 < (Z Dj> log V2 + (n+1t) Y _ D;Sloga;
j=1 j=1

j=1
U U

< %n log V2 + 2n230
3n2U0

< .

- D

En regroupant ces différentes majorations, on trouve

—_— 2712U0 i 3n2U0 i 3n2U0 . 8n2U0

Amx~t< — 0
Fmax (Jet) < = D D D

Dorénavant, la majeure partie de la démonstration du théoréme 5.1 va consis-
ter & évaluer chacune des normes o-adiques de jet%;, s(mp) dans le but d’estimer
sa hauteur, relative au fibré adélique hermitien Jet.

6.10.1. Estimations archimédiennes

PROPOSITION 6.22. — Pour tout plongement complexe o: k — C, on a
. 0
liety s(mp)ll5e,, < exp{nUo/D}|sllz, ,-

Démonstration. — Soit o: k — C. Dans la définition 6.17 du jet, choisissons
pour w une base orthonormée de W ®, C et fixons un logarithme mu de
mp € G(k,). La norme | jets, s(mp) est majorée par

+4-1 Yz 1
(21) " max { —DJ Fs - (mu)
4 Ir|=¢ {|T! ’

I5et.0

ag(m(uo,u))}-

o

La racine du facteur binomial est inférieure a
(L +1) Y2 < (n4+t)T +1)"D/2

et donc a

(n—1)/2
(2n +1)—D/2 (%) < (2n+ 1) D/2( — 1)1 V/ToID < (Uo/(2D)
car T < Uy/D et ™! < (n —1)!e® pour x > 0. La proposition 6.14 majore la
dérivée de F;s , et I'on obtient alors

lethy s(mp) 5z, < ¢/ It mmasasscn D)L (i),

La longueur de s qui apparait ici peut étre estimée comme & la fin du § 3.7,
en utilisant (19), et I'on a L(s) < ||s||5,_ , exp {nmaxo<;j<n D;}. Le choix des
paramétres montre que le maximum des D; est plus petit que Up/(D log Cy),
ce qui permet de conclure. ]
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6.10.2. Estimations ultramétriques. — Etant donné des entiers £ et h stricte-
ment positifs, on définit ’entier dy(h) comme le ppcm des produits iy - - - ip
ou h' € {1,...,h}, i, € N\ {0} et é3 + --- + 5y < £. Le théoréme des
nombres premiers assure ’existence d’une constante absolue ¢ > 0 telle que
log d¢(h) < flog(ch). Au § 6.12, nous utiliserons la valeur ¢ = 4 obtenue par
Bruiltet dans [4].

PROPOSITION 6.23. — Pour tout plongement ultramétrique o: k — C,, pour
tous entiers m, £ > 0, pour toute section globale s de M, le jet de s, d’ordre £ le
long de W au point mp, est de norme o-adique inférieure a ||s||5  /|0¢(Do)|p-

La démonstration est une variante plus simple de I’énoncé équivalent montré
dans le cadre des variétés abéliennes au § 5.8 de [10], au moyen du procédé de
changement de variables de Chudnovsky. Nous renvoyons le lecteur & cet article
pour plus de précisions.

6.11. Extrapolation sur les dérivations. — L’objectif de ce paragraphe est d’éva-
luer, pour tout plongement o conjugué a oy, la o-norme de jetf,v s(mp) en
tenant compte de la construction de s. Comme les o € vy jouent tous le méme
role, il suffit d’établir les estimations pour o = o (ce que nous supposons do-
rénavant). Comme de coutume, nous allons devoir séparer les cas périodique et
non périodique. Nous distinguerons aussi suivant le caractére archimédien ou
ultramétrique de oyg.

Soit w la base particuliere de W ®,,, C,, introduite au § 6.6, utilisée dans la
définition de la matrice A,,. D’aprés la majoration (21) appliquée avec o = oy,
w = w et z = m(ug,u), le probléeme est d’estimer £D7, F; ,, (m(uo,w)). Si
(m,7) € T alors la définition (14) des coefficients de la matrice A,, implique

1 _
(22) i DuFs00(m(uo, v))| oy (m(uo, v)) < @ Yisllz
' Po

a00

et on obtient directement une estimation de D7, Fy ., (m(uo,u)), qui est
meilleure que celle que 'on aura pour (m,7) € Y. C’est la raison pour laquelle
nous supposerons maintenant que (m,7) ¢ Y. On raméne alors le probléme a
L D7, Fy 0, (m(A(u),u)) grace au lemme de comparaison suivant :

LEMME 6.24. — Soit w = (wq,...,w,) une base de W ®,, Cp,. Pour tout
m € N tel que [m(ug — A(u))lliz,, < 1 et pour tout 7 = (71,...,7) €
N", de longueur < 2(n + t)T, la valeur absolue po-adique de la différence
D7 Fs 00 (m(uo, u)) — DL Fy 0o (m(A(u),u)) est majorée par

n
etnto IwlI7Z b lIm(uo = AMw)) Iz 00 oo (M(u0,w) " Hsllz. -
tG,00 00

j=1
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Démonstration. — Reprenons le début de la démonstration de la proposi-
tion 6.14 (avec o = 0¢) et les formes linéaires Iq, ..., |, associées a la base w :

Vo= (z1,...,2,) € CI, Z:cjwj = A(1(2),...,In(®)),11(2),..., ().

On peut supposer ||wj||5700 = 1 pour tout j € {1,...,n}. Désignons par
(Ph)heNtx N~ les coefficients de s dans une écriture du type (3). La différence
L D7 Fs 00 (M(uo, ) — 5D Fy oy (M(A(w), u)) est la somme sur h des coefficients
devant 7 des fonctions

(ﬁ ) hlll(x)—i--n—l—hnln(ac)
t - ho,
(23) <11 <m60 i(uo) + Z lj(2)eq,i( J)))

=1

t n ho,s
- H <m65,i(>‘(“)) +) 1 (x)e\é,i()‘(ej))>

j=1

Dans cette expression, hg = (hg1,...,hot) € N* hy,...,h, € N sont les
coordonnées de h. Comme hg est de longueur Dy, la différence des quantités
entre accolades est une expression du type

Do Dg
[[&i+v) -] xi+v)
=1 =1

ou X;, X] sont les composantes de mug, mA(u) respectivement dans la base
orthonormée eg := (eg 1,...,€0,) et ol Y; est 'une des composantes de |(x) :=
A(l1(z),...,1,(x)) dans la base ey (répétée le bon nombre de fois pour avoir la
puissance hg , dans (23)). Or cette différence est égale a

Do 1—1 Do
> (X - X)) (H (X£n+Ym)> ( 11 (Xm+Ym)>

3=1 m=1 m=1t+1

(on écrit X; — X! = (X; +Y;) — (X[ +Y;) et on développe; les produits se sim-
plifient deux & deux). Ainsi la différence des produits entre accolades dans (23),
que ’on peut écrire symboliquement sous la forme

(me (uo) + €5 (I(2)))"™ = (mey(A(u)) + ep((2)))™,

est une somme de D termes de la forme

5(i,ho) () := € ;(m(uo — A(w))) x (me(uo) + e (1(z)))™ (mep (A(w)) + e (I(x))™
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ou hj, h{ sont des vecteurs entiers (qui dépendent de i) dont la somme des

longueurs vaut Dy — 1. On notera que ce coefficient 6(7, hg) est une fonction
polynomiale de la variable . La suite de la démonstration repose alors sur les
mémes considérations que celle de la proposition 6.14. Plus précisément, soit
Qh,~ le polynome de Taylor défini par (16). Le coefficient de 7 de (23) est égal
a celui du polynéme

> pnd(i ho)(x) (H a?hj> @n,r ().

Dy termes

Ce coeflicient est en valeur absolue plus petit que la longueur du poly-
noéme. Ainsi la quantité | 5Dy Fy o, (m(ug,w)) — %D@Fs,go(m()\(u),u))}po est
inférieure a

Imuo — mAGw) g X L(5) max {L(@nr)} x [ mase {1, ]t}

i=1

Do(mlluollzs 5, +1+7n)P°71 sipy = o0
Do—1 :

max {1, [[muollzZ ,,} " si pg # 00

(I'hypothese [[m(ug — A(u))ll75,, < 1 a permis ici de majorer la norme de
mA(u) et Pestimation de la longueur de | repose sur les estimations des sommes
> i—1li(e;)A(e;) introduites lors de la démonstration de la proposition 6.14).
Pour conclure et si oy est complexe, on majore L(s) par eUO||s||EmU0 (fin
du § 3.7), on majore max, {L(Qn,)} par eV° grace a (18) et I'on majore
Do(m|[uollgg,5, + 1+ n)7°~" par

_ D
Dy(n + 2)D° ! max {1, ||mu0||%7ao} 0 < ¢2nlo moy, (1, ||mu0||5,UO)D°.

Si oo est ultramétrique, on a L(s) = |sllz_,, et maxa {L(Qnr)} < el <
e2(n+1)T < ,4nUo O

L’estimation de D7, F o, (m(A(u), u)) repose sur une version légérement af-
faiblie des lemmes d’interpolation de Waldschmidt [37] (cas archimédien) et de
Roy [30] (cas ultramétrique, voir aussi [11, lemme 4.21] pour les simplifications
faites ici). Si « est un nombre réel positif et f une fonction définie sur le disque
fermé D(0,z) = {z € Cp,; |2|p, < x}, on note |f|, la borne supérieure des
|f(2)|, 2 € D(0,z). Rappelons que ¢y = 0 si og est ultramétrique et 1 sinon.
On pose 7, = min (1,7y,).

LEMME 6.25. — Soit S1,T1 des entiers naturels > 2 et R,r des nombres réels
vérifiant R > r > (2S51)¢0. Soit f une fonction analytique dans le disque D(0,R).
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On a alors

Ty 51
2¢o0y
Iflr < SlTlmaX{( ) | fIR

/
o R

(10>60 ) Lo
s) w ) emE | wf M

bo 0<m< Sy

S

La suite de la démonstration repose sur un raisonnement par ’absurde, au
moyen de ’hypothése suivante.

HYPOTHESE 6.26. — [[uo — A(u)|ls= ., < exp (—(C3'* + 4n)Us).

Notons D le disque ouvert {z € C,, ; |2|p, < min {rp,/|wilp,; 1 <@ <n}}si
oo est ultramétrique et I’ensemble C des nombres complexes sinon. On notera
que les disques fermés, centrés en 0 et de rayons 1 et e/r,, respectivement, sont
tous les deux inclus dans D.

6.11.1. Cas non périodique. — Soit 7 € N™ de longueur ¢ (on rappelle que cet
entier ¢, fixé aprés la définition 6.17, est inférieur a (n+¢)T). Soit f: D — C,,
I’application analytique définie par :

VzeD, f(z)= %D;Fs,ao(z()\(u),u)).

Observons que, pour tout h € N et tout z € D, on a

£(7)(2) 1
Bl = T!h!DwD?)\(u),u)FSJO (z()\(u),u))
(24) N\ . DTt
- Z T W ——F UO(Z()\(U),U))

= T (r4+4) 7

l1=h
(u=(u1,...,u,) € Cp est le vecteur des coordonnées de (A(u),u) dans la base
(w1, ..., w,)). Pour estimer XD F,  (m(uo,w)), nous allons utiliser le lemme

d’interpolation 6.25 afin de majorer |f(m)|,,, avec les paramétres suivants :

(i) Si o9 est un plongement complexe alors Sy := Sp, r := 2m, R := 2re,
Ty :=(n+t)T et f:={.

(ii) Si g est un plongement uwltramétrique alors Sy := Sy, r:=1, R:=¢/rp,,
Ty :=(n+t)T et f:=1.

Avec ces choix, la proposition 6.14 fournit I’estimation suivante :
PROPOSITION 6.27. — On a a,,(m(ug, u))|f|r < exp {17n*Uo}|sllz_ .-
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Démonstration. — En remarque liminaire, mentionnons que les majorations
qui suivent sont volontairement trés larges, afin de rester valide dans le cas
périodique, qui sera étudié au prochain paragraphe.
s o
D’aprés la proposition 6.14, on a

e2n\/ﬁmax0§j§n D; si Po = 00

£(2)[po * oo (2(A(u),u)) < L(s) X { 4nT

e si pg # 00.
Comme nous ’avons déja vu (voir fin de la démonstration de la proposi-

tion 6.22), la longueur de s est plus petite que e™™aXo<j<n Dj Isll5, 5, SiPo =00
et L(s) < ||sll5, ,, Si po # co. Le choix des paramétres donne alors

[£(2)lpo + o (2(A(),u)) < *"% 5]l 5

avUO.

En utilisant la définition (13) de a,,, la quantité a,,(z(A(u),u))™! est, pour
|2|p, < R, majorée par

(1 + 64(nSel|A(u)llz5 ,,)*)7/? TTj=y (1 + 05wl ) Pil2 si py = oo,
max {1, 2e||A(w) = o }° si po # 00

. s . 4 — Po—1
(dans le deuxiéme cas, nous avons majoré 'rpol = p3°  par 2). Dans le cas

ultramétrique ’hypothése 6.26 implique [|A(u)|lz5 ,, = l[vollzz o, €t
D D
max {1, 2e[luolz5 0, }° < (2¢)7° max {1, [luollzg 0, } -
On trouve ainsi
Aoy (2(A(u),u)) "
Qg (M (o, u)) !

Le résultat est alors acquis car 2 + 4n < 17n2. Dans le cas archimédien, on
majore ||)\(u)||§_ca0 par 2(||A(u) — u0||1f—G + ||u0||f—G,JO). Le quotient

< (2e)P0 < 2o,

»00

Aoy (2(A(), u)) ™

gy (MU, u)) ™

est majoré par
" D, -
Ny (8neS) P (1+ [lugl|Z | )7°/? exp {8nSe (Z Djlujlp, | 7
j=1
Le choix des paramétres entraine
(i) 8nSe (371 Djlujlp,) < 81U,
(ii) ﬁzj=° 7 (8neS)Po < €300,
(iii) moy,, (1, ||u0||%700)D0 < exp (DDohg(1,u0)) < g2’ Vo (lemme 6.21).
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On trouve ainsi
aao(z(/\(u)7u))_1 < (1007 +3)Uo
Qo (M (U0, u)) ™1

et 'on conclut avec 10n2 + 3 + 4n < 17n2. O

(25)

(pour |z|p, <R)

Par ailleurs, au moyen de la formule (24), du lemme 6.24 et de la construction
de la section s, on a

1
—¢(h)
2, {!h!f (m)

0<m< Sy

} < 0y (e4"U°||U0 - A(U)HE,UO + a_l) ||3||Ea,ao

Pbo
ou
(n 4 351 1l )2 FIT i pg = oo,

0o := max {as,(m(ug,u)) '} x {1 si pg # oo.

0<m<So

La somme des |u;|,, est majorée par v/n|[(A(u), ) , lui-méme plus petit

||E g0
que vV2nlulas,. On a |ulas, < D002 |uglp, et avec la définition de loga; on
trouve

n D n
n+z:l|uj|po <n+vV2n <?) logl—Ilaj
= j=

< n+V2nexp {2aloge}.
En posant r :=aloge > 1, on a
(n + \/%622‘)4"/ZE < 68”(n6_2 + \/%)47‘ < el0n®
La majoration T' < Up/(aloge) entraine alors

-1 2
b < max {ag, (m(uo,w)) ™"} exp {10n200}-

En procédant de la méme maniére que pour la majoration (25), on a, pour tout
entier m entre 1 et S,

n

Qo (M(ug,u)) ™! < (QnS)D°e2"2U° H (ﬁeDmlogaj)Dj

Jj=1
log(2n) , nlogv?2
< 1+ ——+2 —_—
_exp(( + Tog Co +2n° + Co +n(n+t) | Uy

< 65n2U0 .

Comme gy, (m(ug,u)) <1, on en déduit

2
oy (m(uo, ) - mavx {ag, (m(uo,u) ™'} < €00,
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De plus loga = 03/2U0 (proposition 6.16) et |jug — A\(u) est plus petit

||tG700

/ .
que e—(Co"*+4n)Uo d’aprés I’hypothése 6.26. Les calculs ci-dessus montrent alors

que
Po }

< 00 (400 flug — Aw) = oy + ) Isl5, 0

0<h<Ty
0<m< Sy

0ty (m(ug,u)) max {’%f(h)(m)

(26)

/
< (167 =G 2)U0||3||Ea,00'

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le lemme d’interpolation 6.25,
qui, via la majoration |f(m)|,, < |f|;, permet de majorer a,,(m(uo, w))|f(m)|p,
par

e2nUo(logCO+(loge)_1)max{e(17n2—CO)U0, (40n602)2nC’oU06(16n2—03/2)U0}”S”F ’
00
quantité plus petite que e~/ 4)C‘)UO||3||E .- En effet, dans le maximum, la

n? —Co I

premiére quantité el emporte sur la seconde car

Co (2nlog(40n) 4+ 4nlogCy + 1) < 03/2 < 03/2 1 n2
grace au choix de Cy = (10n)%". Grace a ¢ > e, on a alors

2n(log Co + (loge) ™) 4+ 17n? — Cy < —3Cy /4.

En utilisant une nouvelle fois le lemme 6.24 pour passer de f(m) a
1D F 0 (m(uo, u)), on trouve

1
Qg (m(u07 ’LL)) _|DZ-UFS,UU (m(u07 ’LL)) S 26_(3/4)00[]0 ”8”E 00"
T! &
bo
Cette estimation est valide pour tout 7 € N" de longueur ¢ et, a priori, pour
(m,7) ¢ Y. Mais l'inégalité (22) montre qu’elle reste vraie pour (m,7) € T
puisque o~ ! < exp{—Cg’/zUO}. La définition 6.17 du jet de s (voir aussi (21))

conduit alors au résultat suivant.

PROPOSITION 6.28. — On a | jetl s(mp)llse, < exp{—Colo/2}(sll5. .
pour tout plongement o conjugué a og.

6.11.2. Cas périodique. — Rappelons tout d’abord qu’il a été vu au § 6.4
que le cas périodique n’est possible que lorsque oy est complexe. Soit 7 =
(T1,...,7n) € N™ de longueur ¢ et 7" := (11,...,7p—1,0). Soit f : C — C
I’application analytique définie par :
1 /
VzeC, f(z)=——D], F s (2(A(u),u)).

'
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Afin d’évaluer jetf,v s(mp), nous allons donner une majoration fine de la dérivée
(™) (m) /7,! au moyen du lemme d’interpolation 6.25. Observons tout d’abord
que

(27)

L.f““)(m)' < [f14m
n!
grace a 'inégalité de Cauchy usuelle pour les fonctions holomorphes complexes.
Le terme |f|;,, peut étre majoré au moyen du lemme d’interpolation 6.25 avec
les paramétres suivants : S; := (n +¢)S, r :==2(n +t)S, R:= 2re, T} := T et
f :=f. Dans ce lemme d’interpolation intervient |f|r que ’on peut estimer en
suivant la démonstration de la proposition 6.27, dont les calculs ont été faits
de telle sorte qu’ils conviennent encore ici. Par ailleurs, grace a la formule (24),
au lemme de comparaison 6.24, et par construction de s, les dérivées de f
jusqu’a lordre T en les nombres z € {0,...,(n + t)S} sont petites comme
dans l’estimation (26). En réalité une fois que ’on a observé qu’avec les choix
de paramétres ci-dessus le produit 7757 était presque le méme que dans le cas
précédent, tout se passe & l'identique, si ce n’est que 1’on doit se servir de (27).
Un dernier passage par le lemme de comparaison 6.24 permet alors d’obtenir
in fine :
(28)

1

7!

oy (110, 0)) | DY D73 1)y Foo (m(uto, )| < 2exp {—(3/4)Colo} sz,

(majoration valide pour tout 7 = (7/,7,) de longueur ¢). Méme si nous n’obte-
nons pas une estimation de %D;FS,UO (m(ug,u)), ceci n’a pas d’importance car
ce qui nous intéresse est le jet d’ordre £ de s, qui lui ne dépend pas du choix de la

base considérée pour le définir (voir le commentaire qui suit la définition 6.17).

Choisissons la base w := (w1,...,w,—1, (A(u),u)) dans la définition 6.17. Si
x € W ®,, C a pour coordonnées (z1,...,z,) dans la base w alors
. u; In
Vie{l,...,n—1}, w(x)=xz;— Tn et (A(u),u)(z) = .

Par conséquent on a

Vie{l,...,n-1}, [

| | 2 1/2 1
u; v _
tGo0 (1 * (Iun|> ) et 1A, u)*llzg 00 = |ty |

De ce fait et de la majoration (28), 'on déduit

max {1, |[(A(u), u)

[un

¢
. [
ety s(mp) l5e.0, < 2 ( "2~ ) exp {~(3/4)Colo}|sllg, o, -
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L’hypothése 6.26 et I'inégalité triangulaire donnent la majoration

n
N @), @) llrg 0 < 1+ 0,9z 00 < 1+ ol o0 + S .
j=1

L’hypotheése c) du théoréme 5.1 permet de majorer ||u0||kn/—Wo 5o < 1et, comme

|uj| < (Dlogay)/e < (loga;) exp{(aloge)/D},
on en déduit
[(A(u), w)llz5 5, < (2 + log H aj> exp{(aloge)/D} < exp{(2aloge)/D}.

De plus, en vertu des propositions 6.7 et 6.8, on a |u,|~! < Coa(n+1t)!Do/t. La
proposition 6.3, (iv), permet de majorer T log Dy par (7nlog Cy)Uy. On trouve
alors

|ty |

V4
) (ma"“’ ”(““)’")”E’“}) < exp {(Co/H)Uo}.

Reporté dans ’estimation de la norme du jet, ce résultat montre que la propo-
sition 6.28 reste vraie dans le cas périodique.

6.12. Conclusion. — La fin de la démonstration du théoréme 5.1 repose sur le
lemme 3.6 qui, compte tenu de la proposition 6.10, s’écrit ici sous la forme

h(jetfy s(mp)) > —fimax (Jet) -

Nous allons montrer que cette minoration n’est pas compatible avec la majora-
tion de la hauteur du jet que I'on peut trouver par le biais de I’hypothése 6.26.
En effet les propositions 6.22, 6.23 et 6.28 entrainent

COUO[kUO : on]
2D
La proposition 6.3, (iv), qui permet de majorer T log(4Dy) (en se rappelant

U
h(jet’y s(mp)) < % + (n+ )T log(4Dg) — + hg(5).

que Dy < Dy car z < 1) et la construction de s (proposition 6.16) conduisent
a

koo :
h(jetiy s(mp)) < (n + 14n2log Co — % +3(4n + 1)3”03/2) koo : QpolUo ng]Uo_

Comme la pente maximale de Jet est plus petite que 8n2Uy/D (proposi-
tion 6.19), on obtient l'inégalité

C
0 < n+14n?logCy — 70 + 3(4n + 1)3n03/2 1 8n?
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qui entre en contradiction avec le choix de Cy = (10n)%™ > (1 + 6(4n + 1)37)2.

L’hypothése 6.26 est donc fausse et log ||ug — A(u) > —(03/2 +4n)Up. La
proposition 6.2 entraine

log max |Ai]p, > —n®logb —logv/n — (C’S’/2 + 4n)Uj.

||tg,0'0

Il nous reste maintenant a simplifier le minorant pour obtenir le théoréme 5.1.
Tout d’abord on observe que
logh+ Dlog S + S¥Yloge < (C3 + 2)(logb + a loge + (1 — y)Dlog a)

en utilisant la valeur S = C3a et Dloga < 2aloge (proposition 6.3, (iii)). La
formule (9) pour Uy permet de majorer n3logb + log v/n + (03/2 + 4n)Uy par

" Dloga;\'*
Cra'/t (logb + a¥loge + (1 — y)Dlog a) H (1 + ﬂ)
e loge

avec

1/t
3 ()2 3 a1 (H(CF + 1))

Comme (n +t)! > 2t! le dernier terme est majoré par Cg’/t. Comme n >t > 1,
on a alors

Cl < (1/106 + (1 + 4/109)(1 —+ 2/1018)) Cg’5n/t < (10n)58n2/t

et le théoréme 5.1 est démontré.

7. Démonstration du théoréme 2.1

Considérons un ensemble J tel que (u;), e soit une base du Q-espace vecto-

riel engendré par uq, ..., u,. Posons M = {1,...,n}\J. Pour m € M, la famille
{u;}jes U{un} est liée sur Q. Ainsi il existe un uplet (0, ;);cs de nombres
rationnels telle que u,, = Zjej O ju;. Les formes linéaires ©,,(x1,...,2,) =

Tm — Y jeJ Om,jx; sont linéairement indépendantes et elles définissent T,, :

T, = ﬂ ker ©,, (les noyaux sont dans Q").
meM

Chaque 4;(u), 1 < i < t, est la valeur d’une forme linéaire L; en les u;, j € J,
avec des coefficients de la forme

Bl =Bij+ Y BimbOm;.
meM

L’orthogonal dans k7 du k-espace vectoriel V C (k7)Y engendré par L1, ..., L;
est V+ = i, ker L;. Tl est isomorphe & Wy N (T, ® k) et, en particulier, on a

dimy V = card J — dimy(Wo N (T, ® k)) = s.
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On peut donc extraire de {L1, ..., L;} une famille libre maximale, indexée par
un sous-ensemble S C {1,...,t} a s éléments. Pour tout ¢ € {1,...,t}, on a
A; = Bio+ Li((uj)jes) et le maximum des |A;|,, que I'on cherche & minorer
est plus grand que maxses {|5s,0 + Ls((u;)jet)|p, }- Pour quantifier ces données,
nous utiliserons le résultat suivant.

LEMME 7.1. — Soitog: k — C,, un corps de nombres plongé dans C,,. Soit ¢
un entier > 1 et A1, ..., 11 € Tp, tels que e € k pour tout j € {1,...,4+1}.
Soit log A; un majorant de max (h(e*), €o|\jlp,/[k : Q). Il existe des entiers
relatifs v1,...,Vpy1, non tous nuls, tels que v1 A1 + -+ vpr1Aer1 = 0 et, pour
tout j € {1,...,0+ 1},

lvi| < (114[k : QJ*) (log A1) - - - (log Ag11)/ log A;.

Démonstration. — Lorsque py = oo, il s’agit du lemme 7.19 de Waldsch-
midt [38, p. 222] . Si pg est premier, la démonstration du cas archimédien
fonctionne encore et elle est méme plus simple. En effet, les mémes arguments
de géométrie des nombres et de minoration de la hauteur montrent 1’existence
d’entiers v4q,...,vp41, non tous nuls, tels que Hﬁii e’i’i est une racine de
I'unité. Comme tout multiple entier de ), v;\; appartient & &, et comme
I’exponentielle pg-adique est injective sur ce disque, on en déduit que cette

somme est nulle. O

En utilisant ce lemme, pour tous m € M et j € J, on peut choisir 6,, ; de
sorte que

h(Om ;) < (card J)log(11(card J)D?) + log H log a;
J€JIm

ou J,, est un sous-ensemble de C J U {m}, de méme cardinal que J, choisi
de sorte que le produit ci-dessus soit maximal. En utilisant la définition de a
et I'inégalité arithmético-géométrique, on majore le terme log ] jeu,, loga; par
naloge/D — (card J) log(card J) et donc

1
h(0m,;) < nlog(11) + 3nlog D + n "2t

puis
aloge
h(0,,:) <4 ( 1 D) .
jpax  h(Om,j) < dn | —p= +log
Si po = oo notons N le premier entier supérieur a |(B10,...,8t0)|2,00 €t N =1
sinon. Comme |5; 0|o, < b pour tout ¢ € {1,...,t}, on a |(B1,0,---,0t0)|2,00 <
V/tb et donc

N < (Vo] +1)° < (2nb).
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Les propriétés standard de la hauteur de Weil (voir [38, § 3.2]) permettent
d’obtenir les estimations suivantes :

h(Be,;/N) < h(B ;) +1logN
<logn + n max {h(Bs,m)} + n max {h(Om.;)} + €0 log(2nb)

log b 1
< (n +log(2n?) + eoD)g + 4n? (a %8¢ log D)
D D
et donc
D max k(B ;/N) < 4n® (max (1,6 D)logb+ aloge + Dlog D).

seS,jeJ
On applique alors le théoréme 5.1 avec les formes linéaires (Ls/N)secs et les
logarithmes (u;),;c.;. On obtient ainsi

log max |Ailp, > log max [Ai/Nlp,
> logmax {|65,0/N + (1/N) Ls((u;5)je)lpo }

Dlogaj)l/S

> —(10 dJ 58(card J)?/s 1/s log b’ 1 (1
> —(10card J) a’*(log +aoge)H + og ¢

jeJ
Dans cette derniére expression, le terme log b’ désigne

D max {1,h( ;7j/N),h(Bs,O/N)}'

seS,jed

Il est majoré par 4n? (max (1,e9D)logb + aloge + Dlog D). Pour obtenir le
théoréme 2.1, il ne reste plus qu’a observer que (4n? + 1)(10n)°%" est majoré
par (10n)%°™.
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