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Chapitre 1

Réduction des endomorphismes

Considérons un K-espace vectoriel E (o K est un corps; pour nous ce sera R ou C) et f un
endomorphisme de F.

a) L’image par f d’une droite vectorielle de E, lorsqu’elle n’est pas nulle, est une droite vec-
torielle. Existe-t-il des droites qui soient leur propre image par f? C’est une des questions que
nous allons étudier dans ce chapitre.

b) Supposons que E est de dimension finie. En choisissant une base % de E, on peut représenter
f par sa matrice carrée A dans la base Z. Or il existe des types particuliers de matrices pour les-
quelles les regles de calculs sont particulierement simples, en particulier les matrices diagonales
(le produit de deux matrices diagonales est diagonale, le déterminant d’une matrice diagonale
est égal au produit de ses coefficients diagonaux,...), ou plus généralement les matrices trian-
gulaires. On comprend donc que, pour représenter f par sa matrice A dans la base %, on a
tout intérét a choisir £ telle que A soit diagonale (ou a défaut triangulaire). Encore faut-il
que cela soit possible, c’est-a-dire qu’une telle base existe. C’est ce probleme (pour un endo-
morphisme donné, déterminer une base dans laquelle sa matrice soit la plus simple possible :
diagonale, triangulaire...) que I'on va aborder dans ce chapitre. Cette question est directement
liée a la question a) précédente. Les applications (en analyse et en géométrie en particulier) sont
extrémement importantes.

¢) On connait divers invariants pour les matrices carrées : il s’agit d’objets mathématiques qui
ne changent pas quand on remplace une matrice A par une matrice semblable, c’est-a-dire une
matrice carrée A’ = P71AP, avec P inversible. On sait que cela signifie que ces objets sont en
fait attachés non pas & la matrice A elle-méme, mais & I’endomorphisme f dont A ou A’ sont
les matrices dans deux bases. Citons :

e le rang, qui est un entier naturel : rg A = rg(P~'AP) =g f;
e la trace, qui est un scalaire : tr A = tr(P~'AP) = tr f;
e le déterminant, qui est aussi un scalaire : det A = det(P~'AP) = det f.

On va dans ce chapitre définir un autre invariant, qui est cette fois un polynéme (en un certain
sens, que l'on précisera plus loin, il “contient” les précédents), et qui est un outil fondamental
pour résoudre les questions a) et b) formulées précédemment.
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1.1 Notions générales sur les valeurs propres

1.1.1 Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres
Soit F un K-espace vectoriel. Soit f un endomorphisme de F.

a) DEFINITIONS

1. Une wvaleur propre de f dans K est un scalaire A € K pour lequel il existe un vecteur v € F
non-nul tel que f(v) = A.w. On utilisera ’abréviation v.p. pour valeur propre.

2. On appele spectre de f I’ensemble des v.p.de f.

3. Si A est une v.p.de f, on appelle vecteur propre de f associé a A tout vecteur v € E non-nul
tel que f(v) = ..

4. Pour toute v.p. A de f, on appelle sous-espace propre de f associé a la v.p. A le sous-espace
vectoriel Ey = Ker(f — A.id) de E.

b) REMARQUE. Soit A € K. Considérons le sous-espace vectoriel Ey = Ker(f — A.id).
- Par définition, E est 'ensemble des vecteurs v € E tels que f(v) = A.v.

- Dire que X est une v.p.de f signifie que le ss-e.v. F) n’est pas réduit a {Og}. Si E est de
dimension finie n, on a alors : 1 < dim E) < n.

- Si A est une v.p.de f, le sous-espace vectoriel Fy est donc formé des vecteurs propres associés
a A (qui par définition sont tous non-nuls), et du vecteur nul (qui n’est pas un vecteur propre,
mais qui appartient quand méme au sous-espace propre).

¢) REMARQUE. Si v est un vecteur propre associé a une valeur propre A, alors v ne peut pas
étre vecteur propre pour une autre valeur propre u # A. En effet, f(v) = Av = p.v implique
(A= p).v = 0g, ce qui, puisque v # Og, conduit nécessairement a A = p.

1.1.2 Exemples de problemes de valeurs propres

a) EXEMPLE (équation différentielle). On prend ici pour E le R-espace vectoriel des fonctions
réelles d’une variable réelle de classe C°° sur R. On considere 'application f : E — E qui, a
toute fonction y € F associe sa dérivée 3y’ € E. 1l est clair que f est linéaire.

Un réel A est une v.p.de f si et seulement s’il existe une fonction non identiquement nulle y € E
telle que 3/ = Ay. On sait que, pour tout A € R, les solutions de cette équation différentielle sont
les fonctions de la forme y = kyy avec k € R quelconque, ot 'on note yy la fonction yy : t — e,
En d’autres termes, le spectre de f est ’ensemble R et, pour tout A\ € R, le sous-espace propre
E) associé a la v.p. A est la droite vectorielle dirigée dans F par yy.

b) EXEMPLE (espace de suites). On prend ici pour E le R-espace vectoriel des suites bornées
de réels. On considere I'application f : E — E qui, a toute suite u = (uy)n>0, associe la suite
ut = (Upt1)n>0- Il est clair que f est linéaire.

Un réel X est une v.p.de f si et seulement s’il existe une suite non identiquement nulle ©u € E
telle que up4+1 = Au, pour tout n > 0. Il est clair que, pour tout A € R, les suites vérifiant cette
condition sont les suites géométriques définies par u, = A"ug. Une telle suite est bornée si et
seulement si (ug = 0) ou (ug # 0 et |A] < 1).



En d’autres termes, le spectre de f est ’ensemble [—1, 1] et, pour tout A € [—1, 1], le sous-espace
propre E) associé a la v.p. A est la droite vectorielle dirigée par la suite géométrique (A")p>0.

¢) EXEMPLE (projections et symétries). On prend ici un K-espace vectoriel quelconque E, et
I’on considere deux sous-espaces vectoriels non-nuls F' et H tels que £ = F @& H.

Tout vecteur x € E se décompose de facon unique sous la
forme r =y +zavecy € F et z€ H.

La projection sur F parallelement a H est I’application p qui
a tout x € E ainsi décomposé associe p(z) = y.
Ona:pop=p, Kerp=HetImp=~F.

La symétrie par rapport a F' parallelement a H est ’applica-
tion s qui a tout x € E ainsi décomposé associe s(z) = y—z.
Ona:sos=idg, Kers={0g} et Ims=F

Si un réel A est une v.p.de p, alors il existe un vecteur non-nul u € FE tel que p(u) = Au, d’ou
p?(u) = p(Au) = Ap(u) = Au. Puisque p o p = p, il vient Au = A\2u. Les seules v.p. possibles
sont donc A = 0 ou A = 1. Il est clair que réciproquement 0 et 1 sont bien des v.p.de p, de
sous-espaces propres associés £y = H et E; = F. En particulier, on a : £ = Ey ® FE.

Si un réel A est une v.p.de s, alors il existe un vecteur non-nul u € E tel que s(u) = Au, d’ou
s2(u) = s(A\u) = As(u) = A2u. Puisque s o s = idg, il vient u = A\?u. Les seules v.p. possibles
sont donc A = —1 ou A = 1. Il est clair que réciproquement —1 et 1 sont bien des v.p.de p, de
sous-espaces propres associés E_1 = H et By = F. En particulier,ona: E=F_| @ Ej.

d) COMMENTAIRES. Le fait que, pour les projections et pour les symétries, E soit somme directe
des sous-espaces propres est une propriété tres importante, que I'on étudiera dans un contexte
plus général plus loin en 1.2.

Les exemples précédents mettent en évidence que, méme pour des espaces vectoriels de dimension
infinie, on peut dans certaines situations particulieres déterminer des v.p. et leurs sous-espaces
propres associés simplement en revenant aux définitions. Mais dans le cas des espaces vectoriels
de dimension finie, on dispose d’une méthode systématique que I'on va maintenant développer.

1.1.3 Polynéme caractéristique
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.

a) DEFINITION. Soit f un endomorphisme de E. On appelle polynéme caractéristique de f le
polynéme Py(x) = det(f — z.idg) € Kz].

b) THEOREME. Soit f un endomorphisme de E. Les valeurs propres de f dans K sont exactement
les zéros dans K de son polynéme caractéristique Py(x).

Preuve. Soit A € K. On a vu & la remarque b) du 1.1.1 que A est une v.p. de f si et seulement si
le noyau de I’endomorphisme (f — A.idg) n’est pas réduit a {Og}, c’est-a-dire si et seulement
si (f —A\.idg) n’est pas injectif. Comme F est de dimension finie, on sait que cela est encore
équivalent a dire que (f — A.idg) n’est pas bijectif, et donc & det(f — A.idg) = 0. En résumé,
les v.p.de f sont exactement les scalaires A tels que P¢(A\) = 0. O
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c) REMARQUES (passage aux matrices).

e Soit # une base quelconque de E. Soit f un endomorphisme de E. Soit A la matrice de f par
rapport a la base Z. La matrice par rapport a la base 4 de ’endomorphisme (f — z.idg) est
alors (A — z.1,). On a donc det(f — z.idg) = det(A — x.1,,), et ceci quelle que soit la base %
choisie.

e Réciproquement, toute matrice carrée A € #,(K) peut étre considérée comme la matrice
d’un certain endomorphisme f de E = K" par rapport a la base canonique. On appelle po-
lynome caractéristique de la matrice A le polynéme caractéristique de f, ¢’est-a-dire le polynéme
Pa(z) = det(A —x.1,). Ses zéros dans K seront appelés les valeurs propres de la matrice A dans
K ; ce sont bien str les valeurs propres de ’endomorphisme f.

d) CONSEQUENCES PRATIQUES. On suppose toujours que f est un endomorphisme d’un espace
vectoriel F¥ de dimension finie n.

(i) Pour déterminer les v.p.de f, on fixe une base quelconque %, on introduit la matrice
A de f par rapport & 4, et on détermine par un calcul de déterminant le polynoéme
P¢(x) = Pa(x) = det(A—x.1,). Les zéros de ce polynéme sont les v.p. de I'endomorphisme
f, que 'on appelle aussi les v.p. de la matrice A.

(ii) Comme il est clair que Pf(x) est de degré n, il admet forcément au plus n zéros dans K.
Donc f admet au plus n valeurs propres dans K.

(iii) Attention!Le polynéme P¢(z) n’a pas forcément des zéros dans K (par exemple s’il est a
coefficients réels de degré 2 et de discriminant < 0). Ce qui signifie que I’endomorphisme
f ou la matrice A n’a pas forcément de valeurs propres dans K/

En revanche, un polynome & coefficients réels Py(x) a forcément des zéros dans C, et donc
f ou A ont forcément des v.p.dans C. On verra sur des exemples qu’il est parfois tres utile
de considérer les v.p. complexes d’une matrice méme si celle-ci est au départ une matrice
a coefficients réels.

(iv) Le calcul explicite du polynéme caractéritique se ramene le plus souvent a un calcul de
déterminant, qui n’est pas forcément simple. Dans le cas évident ou n = 2, le polynéme
caractéristique d’une matrice A = (‘c’ Z) € M>(R) s’exprime sous la forme :

Pa(z)=|"" 2. | =2® —z(a+d) + (ad — be).

On reconnait en (a + d) la trace de A et en (ad — be) son déterminant. C’est le cas le plus
simple du résultat général suivant.

e) PROPOSITION. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n. Son
polynéme caractéristique P¢(x) = det(f — x.idg) est un polynéme de degré n, a coefficients
dans K, tel que :

— le coefficient de =™ est (—1)";

— le coefficient de 2"~ * est (—1)" "L tr f;

— le coefficient constant est det f.
On a donc : Pi(z) = (—=1)"a" + (=1)" " L(tr fa™ L + - + det f.
En d’autres termes, pour toute matrice carrée A € #,(K), on a :

Pa(z) = (—1)"a" + (=1)" L(tr A)z™ 1 + - - 4+ det A.
10



Preuve : Le résultat est vrai pour n = 2 comme on vient de le voir a la fin du ¢) ci-dessus.
Pour n > 3, notons A = (a;;)1<i,j<n la matrice de f par rapport a une base % de E, et
développons par rapport a la premiere ligne :

ai,1— a2 ai,3 ... Gl,pn—1 Qln

a22—T @23 ... G2,n-—1 az,
a2,1 G22—T @23 ... G2.n—1 G2n ’ ’ " "
az,2 a33—T ... A3 .n—1 A3,n
as, 1 az2 a3 3—T ... A3 n—1 as n _
=(a10—2x)| . ) . ) + -
. . . . . an,2 An,3 - AGnon—1 An,n—=T
An,1 an,2 an,3 -+ Apn,n—1 An,n—= ’ ’

ol le reste désigné par les points de suspension est de degré < n — 1. En d’autres termes,
Pa(z) = (a11 — x)Pa(z) + -+, ou A" est la matrice carrée d’ordre n — 1 extraite de A
obtenue en supprimant la premiere ligne et la premiere colonne.
Par récurrence, supposons que : Py (x) = (—=1)" "1zt + (=1)"(tr A)z" 2 + .
Donc : Pa(z) = (—z + a1 1)[(—1)" Lt + (=) (tr A)a" "2+ ]+ -+
(=1)"a" + a1 (1) = (1) (tr A)]a" " 4
(_1)nxn + (_1)n—1 (al,l + trA/) 1 + .-
~—_———

tr A
ce qui prouve les deux premiers points de la proposition. Le troisieme est clair en évaluant
le polynéme Py (z) = det(A — x.1,) en z = 0. O

1.1.4 Multiplicité d’une valeur propre

a) RAPPEL (sur les polynomes). Soit P(z) € K[z| de degré n. Soit a un zéro de P(x) dans K,
c’est-a-dire un nombre o € K tel que P(a) = 0. On peut alors mettre (x — «) en facteur dans
P(x). 1l existe donc un unique entier 1 < g < n, appelé la multiplicité de a, tel que :

P(r) = (r — a)'Q(x)
avec Q(x) € K[z] de degré n — ¢ vérifiant Q(«) # 0.

b) DEFINITION. Soit A une v.p.dans K d’un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie n (ou d’une matrice A carrée d’ordre n a coefficients dans K). On appelle

multiplicité algébrique de A sa multiplicité en tant que zéro du polyndéme caractéristique de f
(ou de A).

c) PROPOSITION. Avec les données et notations ci-dessus, et en notant Ey le sous-epace propre
associé a la v.p. A, on a :

1 < dimE), < (multiplicité algébrique de \) < n.

Preuve : Notons p = dim E) et ¢ la multiplicité algébrique de A. On sait [remarque b) de
1.1.1] que 1 < p < n. Soit € = (u1,...,up) une base de Ey. Comme c’est une famille libre,
on peut la compleéter en une base # = (u1,. .., Up, Vpt1,...,n) de E. Notons M la matrice
de f par rapport a Z. Pour tout 1 < ¢ < p, le vecteur u; est un vecteur propre de f associé
a A, donc f(u;) = A.u,. Done, par définition méme de la matrice d’'un endomorphisme par
rapport a une base, les p premieres colonnes de la matrice M sont :

200 0% ... % A—z O 0 0 % ... %
0XO 0% ... % 0 A—z O 0 *x ... %
00 A 0 x ... % 0 0 A\—z 0 * ... %
M = 000 iy 3 donc det(M—x.In) =15 o o N R
000 ... 0% ... x 0 0 0 0 x *
000 0 % .. * 0 0 0 0 * *
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En développant ce déterminant par rapport aux p premieres colonnes, on déduit que Py(z)
est de la forme Py(z) = (A — 2)?Q(x), avec Q(z) € K[z]| de degré n — p. Par définition de la
multiplicité algébrique ¢ de Py(z), on a donc p < g. O

d) TERMINOLOGIE. La dimension du sous-espace propre E) est parfois appelée la multiplicité
géométrique de la v.p. \. On a donc toujours :

1 < p = (multiplicité géométrique de \) < ¢ = (multiplicité algébrique de \) < n.
Une v.p.est simple si ¢ = 1; sa multiplicité géométrique p est alors 1.

Une v.p. est double si ¢ = 2; sa multiplicité géométrique p peut alors étre alors 1 ou 2.
Une v.p. est dite triple si ¢ = 3; sa multiplicité géométrique p peut alors étre alors 1, 2 ou 3.

1.1.5 Quelques exemples explicites de différentes situations possibles

, 0
a) PREMIER EXEMPLE. Soit A = (0 1 11>.

2 0
On calcule : Py(z _) 0 1oe 1 ‘:(1—x)(x2—2)+2:—$3+x2+2x:—$($—2)(95+1).
—XT

Donc A admet trois Valeurs propres simples qui sont 0, 2 et —1. Déterminons les sous-espaces
propres correspondants.

1-2 2 0 T 0 —x 4+ 2y =0
(w,y,z)eE2<:>< 0 1-2 1 ><y>:<o><:> — Y+ 2=0.
1 1 —-1-2 z 0 z +y —32=0
Donc Ey = {(2y,y,y) € R3; y € R} est la droite de base (us), ott ug = (2,1, 1).

1-0 2 0 T+ 2y
(x,y,z)eE0@< (1) 1-0 1 ><§>:<§>7@{ Yy +z

0
0.
1 —-1-0 z z+ y —z=0

Donc Eg = {(—2y,y, —y) € R?; y € R} est la droite de base (ug), ot up = (2, —1,1).
1—-(-1) 2 0 x 0 2z + 2y =0
(x,y,z)eE_1<:>< 0 1-(-1) 1 >(y):(o),<:>{ 20 +2=0.
1 1 —1-(-1) # 0 z +y =0

Donc E_1 = {(y,—y,2y) € R3;y € R} est la droite de base (u_1), ott u_j =
(1,-1,2).

§—z 2 -2 8—x 2 -2 8 2 8—z 2 —4
On calcule : Py (x) ‘ 2 5 4 |=| 2 50n 4 | = (9—x) ‘ 2 52 - P ) = (9—x) ‘ R ‘
-2 4 5-z 0 9-z 9—=z 0 0 1 0
=09—-2)(-1)]% x*4|— (22 —92) = —2(z — 9)2.

Donc 0 est v.p.simple et 9 est v.p.double. On sait qu’alors Ej est forcément une droite, mais
FEy peut étre soit une droite, soit un plan. Déterminons-les.

8-0 2 -2 T 0 8r + 2y —22=0
(x,y,z)EE()@(z 5—0 4)(@;):(0)@ 20 + by + 4z =0
-2 4 5-0 z 0 -2z +4y + 52 =0

N

Apres calculs, on trouve que Ej est la droite de base (ug), ot ug = (1, -2, 2).

8-9 2 =2 x 0 —x + 2y —22=0
(x,y,z)eEg<:><2 5-9 4)(y>:(0><:> 20 —4dy+ 4z =0
-2 4 5-9 z 0 -2z +4y — 42 =0
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Donc Ey est le plan d’équation = — 2y + 2z = 0, dont une base est (ug,vg), ou
ug = (2,1,0) et vg = (2,0, —1). Donc, sur cet exemple, la multiplicité de la v.p. double
9 est égale a la dimension du sous-espace propre correspondant.

. ) 3 2 4
¢) TROISIEME EXEMPLE. Soit A = (—1 3 —1).

-2 -1-3
3-x 2 4 ~l-z 2 4 -1 2 4 -1
Pa(x)=|-13-2 -1 |=| 0 3-2 -1 |= (:U—I—l)‘ 03—z -1 | = (;U—i—l)’ 03—z —1
-2 -1 —3—=x z+1 -1 —3—=z 1 -1 —3—=z 1 1—=x

=—(z+1)(z? -4z +4)=—(z+1)(z - 2)%

Donc —1 est v.p.simple et 2 est v.p. double. On sait qu’alors F_; est forcément une droite, mais
FE5 peut étre soit une droite, soit un plan. Déterminons-les.

3—(-1) 2 4 - 0 de +2y+42=0
(x,y,2) e E1 & -1 3—(-1) -1 (y):(o) & o t4y— z2=0.
_9 -1 —3—(-1) z 0 —2r — y —22=0
Apres calculs, on trouve que E_; est la droite de base (u_1), ot u—; = (1,0, —1).
3—2 2 4 T 0 z +2y+4z2=0
(%,y,Z)EE2<:><—1 3-2 -1 )(y):(o),{:} -r +y — 2z =0,
-2 -1 —-3-2 z 0 -2z — y —52=0

Apres calculs, on trouve que Es est la droite de base (ug), o ug = (2,1, —1). Donc,
sur cet exemple, la multiplicité de la v.p.double 2 est strictement supérieure a la
dimension du sous-espace propre correspondant.

-1 1 1 0
d) QUATRIEME EXEMPLE. Soit A = (51 25 51) Aprés caleuls, Pa(z) = (z + 1)(z — 1)3.
1-2-2 3

—1 est v.p.simple. On sait qu’alors F_1 est forcément une droite. Apres calculs, on
trouve que E_; est la droite de base (u_1), ou u_; = (1,0,0,—1).

—2r 4+ y + z =0 r=1t=0
1 est v.p.triple. (z,y,2) € E1 < ¢ o i—gz,i—gzzlsftig & - @{ 420
dr — 2y — 22+ 2t =10 Yy -

Donc FEj est la droite de base (u1), on w3 = (0,1,—1,0). Sur cet exemple, le sous-
espace propre associé a la v.p. triple 1 est seulement de dimension 1.

e) CINQUIEME EXEMPLE. Soit A = (3 Z3). Apres calculs, Pa(z) = 22+ z + 1. Donc A n’admet
pas de v.p.dans R. En revanche, dans C, elle admet deux v.p.simples distinctes qui sont j et
j2. On vérifie aisément (par la méme méthode que sur les exemples précédents) que E; est la
droite de base (u;), ot uj = (1,1 — j) et E;2 est la droite de base (u;2), ot uj2 = (1,1 — j2).

1.1.6 Exercices

EXERCICE 1. Un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie admet-il
forcément des v.p.dans K? (On pourra distinguer suivant que K = C ou K = R).

Un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E qui n’est pas de dimension finie admet-il
forcément des v.p.dans C? (On pourra considérer dans E = C[z] 'endomorphisme f qui
envoie tout monome z° sur z*+1).
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EXERCICE 2. Montrer que, si A est une valeur propre d’'un endomorphisme f d’un K-espace
vectoriel F, alors A" est valeur propre de ’endomorphisme f™ pour tout n € N*; que peut-on
dire des sous-espaces propres correspondants ?

EXERCICE 3. Deux matrices semblables dans .#;,(K) ont le méme polynéme caractéristique
(rappeler la preuve) ; a~t-on la réciproque ?

EXERCICE 4. Soit A € #,(C). Montrer que la somme des valeurs propres de A dans C
(chacune répétée autant de fois que sa multiplicité) est égale & la trace de A.

EXERCICE 5. Soient A € .#,(K) et P son polynéme caractéristique. Quelle relation a-t-on
entre P et le polyndme caractéristique R de la transposée ' A.

On suppose de plus que A € GL(n,K), et U'on note @ est le polynéme caractéristique de
A~1; quelle relation a-t-on pour tout A € K* entre Q(\) et P(A™1)?

EXERCICE 6. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer
que, si 0 est v.p.de f™ pour un certain entier m > 1, alors 0 est v.p.de f. Montrer que f
est surjectif si et seulement si 0 n’est pas v.p.de f.

EXERCICE 7. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel. Montrer que f est une
homothétie vectorielle de E (c’est-a-dire un multiple scalaire de idg) si et seulement si tout
vecteur non-nul de F est vecteur propre de f.

EXERCICE 8. Soit f un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie. Montrer que 0 est v.p.de f, que c’est la seule v.p.de f, et déterminer le polynéme
caractéristique de f.

EXERCICE 9. Soient f et g deux endomorphismes d'un C-espace vectoriel E de dimension
finie. Montrer que f et g n’ont aucune valeur propre commune dans C si et seulement si leurs
polynémes caractéristiques Py et P, sont premiers entre eux dans C[X]

EXERCICE 10. Soient A et B deux matrices de .#;,(K). Montrer que, si A ou B est inversible,
alors AB et BA ont le méme polynéme caractéristique.

On suppose maintenant A et B non-inversibles. Montrer que, pour tout A € K, les polynémes
Qx(z) = det[(A —zI,)B — A\I,,] et Ra(x) = det[B(A — xI,,) — Al,,] sont égaux dans K[z]. En
déduire que dans ce cas aussi AB et BA ont le méme polyndéme caractéristique.

EXERCICE 11. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E' de dimension finie. Soit
F un sous-espace vectoriel de F, non-nul et distinct de E. On suppose que F' est stable par
u, et I'on note v 'endomorhisme de F' défini par la restriction de u a F. Montrer que le
polynome caractéristique P, divise le polyndéme caractéristique P, .

Montrer que si H est un supplémentaire de F' dans F stable par u, et si l'on note w € End H
la restriction de v & H, on a P, = P,P,,.

EXERCICE 12. On note F le R-espace vectoriel de matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels. On fixe dans E une matrice A = ({ 9) et on considere application f de E dans E qui,
a toute matrice M = (‘é Z) associe f(M) = AM — M A. Montrer que f est un endomorphisme
de E et déterminer ses v.p. et sous-espaces propres.

0..01
EXERCICE 13. On considére dans ., (R) la matrice : A = ( ) Quelle est son rang 7

0..01

10011

En déduire que 0 est v.p.de A et déterminer la dimension du sous-espace propre Fy. En
écrivant le systéme d’équations que satisfont les coordonnées d’un vecteur propre de A associé
a une valeur propre non-nulle A, déterminer les valeurs possibles A. Vérifier réciproquement
que ce sont bien des valeurs propres.
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1.2 Diagonalisation

1.2.1 Endomorphisme diagonalisable, matrice diagonalisable

On se place dans un K-espace vectoriel £ de dimension finie n.

a) LEMME PRELIMINAIRE. Soit f un endomorphisme de E. On suppose que f admet s valeurs
propres distinctes A1, A2, ..., \s dans K. Alors, le sous-espace somme F = Ey, + Ey, +- -+ E),
des sous-espaces propres de f est une somme directe : F = Ey, @ Ey, ®--- @ E),.

Preuve : 11 s’agit de montrer que tout vecteur de F' se décompose de fagon unique en une
somme uj; + ug + -+ + ug avec u; € Ey,,us € E),,...,us € E,,. Par définition de F,
I’existence d’une telle décomposition est claire. Le probleme est seulement I'unicité. Quitte a
faire la différence membre & membre de deux telles décompositions, on est ramené a montrer
simplement que, pour tous u; € Ex,,uz € E,,...,us € E5,,on a:

siu; +us+---+us =0g,alors uy =ugy =--- =uz =0g.

Supposons donc u; +ug + --- +us =0 avec u; € Ey,, 1 <i <s. En appliquant f, on a :
Avur +Aoug o+ Agus = fun)+ fu) +o -+ fus) = f(ur+us+--+us) = f(0g) = Op.

Par ailleurs, en multipliant par A;, on a aussi Aju; + Ajus + --- + A\jus = Og, d’ou par
différence membre & membre : Y 7_,(\; — A\1).u; = Og. On réitere. En appliquant f, il vient :

S S S

22()\1 — )\1))\1uz = ZQ()\Z — /\1)f(uz) = f(z:Z()\l — Al).ui) = f(OE) = OE.

1= 1= 1=

Par ailleurs, en multipliant par Ay, on obtient 2;2 (M — A1)A2.u; = 0g, d’ou par différence
membre & membre : >0, (A;—A1)(A;—A2).u; = 0. De proche en proche, on parvient ainsi a :
As=A1)(As=A2) ... (As—As—1).us = 0. Comme les \; sont deux & deux distincts, on conclut
us = 0. La somme de départ u; + - -- 4+ us = Og se réduit donc a u; +---+us_1 = 0g. En
réitérant le méme raisonnement, on obtient successivement us_1 = 0, --;us = 0g,u; = 0g.
Ce qui acheve la preuve. O

b) DEFINITIONS. Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable lorsqu’il existe une base ¢
de E telle que la matrice de f dans la base % soit une matrice diagonale D. Une matrice carrée
d’ordre n est dite diagonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice diagonale.

Si A désigne la matrice de f dans une base quelconque &£ de FE, on a donc :

(Pendomorphisme f est diagonalisable) < (la matrice A est diagonalisable).

Dans ce cas, en notant A = My»(f), D = M4(f) diagonale, et P = Passg_ .4 € GL(n,K), on a :
A=PDp!

Remarquons qu’alors les coefficients diagonaux de la matrice D sont exactement les v.p.de f,

chacune apparaissant un nombre de fois égal a sa multiplicité algébrique : il suffit pour le voir

de développer det(D — x.1,,) = Pp(z) = Pa(x) = Py(x).

En particulier :

- la trace de A est la somme des valeurs propres de A, chacune comptée avec sa multiplicité ;

- le déterminant A est le produit des valeurs propres de A, chacune comptée avec sa multiplicité.
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1.2.2 Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

On se place dans un K-espace vectoriel E de dimension finie n.

a) THEOREME. Soit f un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i)
(i)
(iif)

)

(iv

(v)

f est diagonalisable ;
il existe une base € de E qui est formée de vecteurs propres de f ;
FE est la somme directe des sous-espaces propres de f ;

le polynome caractéristique Py(x) admet n zéros (comptés avec leur multiplicité), et la
multiplicité algébrique de chaque valeur propre )\ de f est égale a la dimension du sous-
espace propre E) correspondant ;

le polynéme caractéristique Py(x) est produit de n facteurs de degré 1, et la multiplicité
algébrique de chaque valeur propre A de f est égale a la dimension du sous-espace propre
FE)\ correspondant.

Preuve. Supposons que l'on a (i). Il existe donc une base € de E telle que la matrice D de
f par rapport a ¥ est diagonale. Certains de ses coefficients peuvent étre égaux : on note
A1, Az, ..., As les valeurs distinctes de ces coefficients diagonaux (donc 1 < s < n). Quitte
a permuter les vecteurs de %, on peut sans restriction supposer qu’ils apparaissent dans

l'ordre :
A1
{ B AI]

Il
—
>
¥
>
0
|

D = M«(f)

(tous les autres coefficients hors de la diagonale étant des zéros).

Pour tout 1 <14 < s, notons ¢; le nombre de fois o apparait le coefficient \; sur la diagonale.
Donc la base € de F est la réunion %1 U--- U %, ou chaque %; est formé de ¢; vecteurs de €
vérifiant f(u) = A;.u. Chaque \; est donc une v.p.de f, et la dimension du sous-espace propre
associé Ey, est ¢;. Cet entier ¢; est aussi la multiplicité algébrique de la v.p. A;, puisque qu’il
suffit de développer le déterminant det(D — x.I,,) pour obtenir Pf(z) = det(D — z.I,,) =
(—D)™(x — A1) (x — A2)2 ... (x — Xs)?%. Donc (v) est vérifiée.

e L’implication (v) = (iv) est claire.

e Supposons (iv). On a d’'une part : Py(z) = (—1)"(x — M) (z — A2)® ... (z — Xs)%, ol
A1, Az, ..., Ag sont les v.p. distinctes de f, et d’autre part : dim Fy, = ¢; pour tout 1 <i < s.

Considérons le ss-e.v. somme F = Ey, + Ey, + -+ E)_. D’apreés le lemme a), on a en fait
F=FE,®FE)\,® --®L),, doncdim F' = dim £y, +dim Ey,+: - -+dim E), = ¢1+q¢2+ - -+¢n =
deg Pf(z) =n=dimE. Donc E=F = E), ® E\, ®--- & E),, ce qui prouve (iii).

e Il résulte de (iii) que l'on peut former une base ¥ de E en prenant la réunion disjointe :
C =61UB2U---U%s, ou chaque %; est une base de F), (donc formée de g; vecteurs propres
associés a la v.p. \;) pour tout 1 < ¢ < s. Ceci prouve (ii).
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e Supposons (ii). Avec les notations précédentes, pour tout vecteur u € €, il existe un unique
indice 1 < i < s tel que u € ;, et 'on a alors f(u) = \;.u. La matrice de f par rapport a la
base € est ainsi diagonale par construction.

On a montré que : (i) = (v) = (iv) = (iii) = (ii) = (i), ce qui acheve la preuve. O

b) COROLLAIRE. Soit f un endomorphisme de E. Si f admet n v.p. distinctes (chacune étant
nécessairement une v.p.simple), alors f est diagonalisable.

Preuve. On applique tout ce qui précede au cas n = s, d’ou ¢; = 1 pour tout 1 < ¢ < n. Dans
ce cas, chaque sous-espace propre est une droite. O

c) ATTENTION ! Ce corollaire ne donne qu’une condition suffisante pour qu'un endomorphisme
soit diagonalisable ; elle n’est nullement nécessaire, comme 'exprime le théoréme général a) et
comme le montre le deuxieme des exemples ci-dessous.

d) EXEMPLES. Reprenons les exemples traités en 1.1.5.
e Dans l'exemple (a), la matrice A considérée est diagonalisable, d’apres le corollaire ci-dessus.
Une base de vecteurs propres est ¢ = (ug,u—_1,up), donc :
21 2 200
A=PDP!, avec P = (1 4 71) € GL(3,R) et D= (o O o).
12 1 000
)

e Dans l'exemple (b), la matrice A considérée est diagonalisable, d’apres le (iv) du théoréeme c)
ci-dessus. Une base de vecteurs propres est € = (ug, ug, vg), donc :

A=PDP!, avec P = (—12? 6 ) €GLER) et D=(338).
2 0-1 009
I

e Dans I'exemple (c), la matrice A considérée n’est pas diagonalisable, car le sous-espace propre

associé a la valeur propre double 2 est seulement de dimension 1.

e De méme dans l'exemple (d), la matrice A considérée n’est pas diagonalisable, car le sous-
espace propre associé a la valeur propre triple 1 est seulement de dimension 1.

e Enfin, dans ’exemple (e), A n’est pas diagonalisable dans R, mais est diagonalisable dans C (car
admet deux v.p.simples distinctes complexes). Une base de vecteurs propres est ¢ = (uj, ujz),

_ i 0
donc: A= PDP~!, avec P= <1ij 1_1j2> € GL(2,C) et D= (éjg).

1.2.3 La question de la trigonalisabilité
On se place dans un K-espace vectoriel E de dimension finie n.

On a traité au paragraphe précédent la situation la plus favorable : celle ou la matrice carrée A
considérée est semblable & une matrice diagonale. Ce n’est pas toujours le cas! On traite donc
dans ce paragraphe une situation moins favorable, mais utile quand méme pour les applications
pratiques, celle ou A est seulement semblable & une matrice triangulaire.

a) DEFINITIONS. Un endomorphisme f de E est dit trigonalisable lorsqu’il existe une base ¢
de F telle que la matrice de f dans la base € soit une matrice triangulaire (supérieure) 7'. Une
matrice carrée d’ordre n est dite trigonalisable lorsqu’elle est semblable & une matrice triangulaire
(supérieure).

Si A désigne la matrice de f dans une base quelconque £ de E, on a donc :

(Pendomorphisme f est trigonalisable) < (la matrice A est trigonalisable).
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Dans ce cas, avec A = Mg(f), T = My(f) triangulaire, et P = Passg_,4 € GL(n,K), on a :
A=PTP!

b) THEOREME. Soit f un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est trigonalisable sur K;

(ii) le polynéme caractéristique Py(x) est produit de n facteurs de degré 1 sur K.

Preuve. Supposons que l'on a (i). Il existe donc une base € de E telle que la matrice T’ de f par
rapport a ¢ est triangulaire supérieure. Donc Pj(z) = Pr(z). Comme T est triangulaire, il
est clair que Pr(z) = (—1)"(z—a1)(x—ag) ... (x—ay,). Donc (ii) est vérifié (et les coefficients
diagonaux de T sont les v.p.de f).

e Pour la réciproque, on raisonne par récurrence sur n. Le résultat est trivial si n = 1.
Supposons-le vrai pour tout endomorphisme de tout K-e.v. de dimension n — 1. Prenons
f un endomorphisme d’un K-e.v. de dimension n tel que Py(x) est produit de n facteurs
de degré 1 sur K. Il admet donc au moins un zéro dans K. Soit donc A un zéro de Py(z)
dans K, c’est-a-dire une v.p.de f. Soit u un vecteur propre de f associé & A. On a u # 0,
donc d’apres 1.5.4.b, on peut compléter u en une base & = (u,vq,vs,...,v,) de E. Notons
€ = (v2,v3,...,0,), qui est une famille libre (car sous-famille de %). Notons F = Vect €.
D’apres 1.5.2.b, & est une base de F', de sorte que dim F = n — 1. D’apres 1.5.3.b, F' est un
supplémentaire dans E de la droite vectorielle A de base (u).

Comme f(u) = A\.u, la matrice de f par rapport a £ est de la forme :

A Q2 az... an

0
* |
0

A=|"
ou B € #,—1(K) et a; € K pour tout 2 < j < n.

Appelons g 'endomorphisme de F' dont B est la matrice par rapport a la base € (attention,
ce n’est pas la restriction de f a F, car F n’est a priori pas stable par f). On a donc :
f(vj) = aj.u+g(vj) pourtout2<j<n.

On calcule alors a partir de A : P4(f) = det(A—=z.1,) = (A—x)det(B—=x.I,,_1), c’est-a-dire :
P¢(z) = (A — 2)Py(x). Comme on a supposé que P(z) est produit de n facteurs de degré
1, il en résulte que Py(x) est produit de n — 1 facteurs de degré 1. On peut appliquer & g
Ihypothese de récurrence, il existe une base €’ = (ws, w3, ..., w,) de F telle que la matrice
T de g par rapport a la base €’ est triangulaire supérieure. Comme E = A @ F, il résulte
de 1.5.3.b que B’ = (u, ws,ws, ..., w,) est une base de E. Chaque w; (pour 2 < i < n) est
cl. de va,...,v,, donc :
fw;) = Biu+ g(w;) pour tout 2 < i < mn,

ou le scalaire §; est c.l. des a;. Donc la matrice de f par rapport a € est :
A B2 Bs... B

e
- . T ’
0

qui est triangulaire ; ce qui acheve la preuve. O]

c) COROLLAIRE (cas ou K = C). Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension
finie est trigonalisable sur C ; toute matrice carrée a coefficients complexes est trigonalisable.

Preuve. On sait que tout polynome a coefficients dans C se décompose en un produit de
facteurs de degré 1 sur C; on peut donc appliquer le théoréeme précédent. O
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d) REMARQUE IMPORTANTE. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R. On peut
toujours la considérer comme un élément de ., (C). Elle est donc toujours trigonalisable sur C,
mais cela ne signifie bien str pas qu’elle est trigonalisable sur R.

Si par exemple Pa(z) = —(z — 2)(2? + 1), A n’est pas trigonalisable sur R mais I'est sur C
puisque Py(z) = —(z — 2)(z —i)(x + ).

e) EXEMPLES. Reprenons les exemples vus en 1.1.5. On a déja vu que les exemples (a) et (b)
correspondent & des matrices diagonalisables sur R, et que I'exemple e) est diagonalisable sur C
(il n’est sur R ni diagonalisable ni trigonalisable puisque qu’il n’admet pas de v.p. réelles.)

Dans les exemples (c) et (d), les matrices considérées ne sont pas diagonalisables, mais elles sont
trigonalisables sur R puisque le polynome caractéristique se décompose en produit de facteurs
de degré 1. Détaillons :

e Reprenons la matrice A de 'exemple (c) de 1.1.5. Soit f I’endomorphisme de R3 dont A est
la matrice par rapport a la base canonique. Le sous-espace propre associé a la valeur simple
—1 est la droite de base (u_;) avec u—; = (1,0,—1). Le sous-espace propre associé¢ a la valeur
double 2 est la droite de base (uz) avec ug = (2,1, —1). Quelle que soit la facon de compléter
la famille libre (u_1,u2) en une base ¥ par I’adjonction d’un vecteur quelconque qui n’est pas
combinaison linéaire de u_1 et uo, la matrice de f par rapport a la base € est triangulaire.
Prenons par exemple € = (u_1,u2, e1) avec e; = (1,0,0). Notons P la matrice de passage de la
base canonique a la base ¥. Donc
P= ( b 1 6), Pl = (8_11 _01), T = Matg (f) = PP AP = (_01 %3).
-1-10 1-11 0
e Reprenons la matrice A de 'exemple (d) de 1.1.5. Soit f ’endomorphisme de R* dont A est la,
matrice par rapport a la base canonique. Le sous-espace propre associé a la valeur simple —1 est
la droite de base (u—_1) avec u—1 = (1,0,0,—1). Le sous-espace propre associé a la valeur triple
1 est la droite de base (u1) avec u; = (0,1,—1,0). On sait que 'on peut compléter (u_1,u1)
en une base ¥ = (u_1,u1,v,w) de R* telle que la matrice de f par rapport & la base € est
triangulaire. Mais ici, le choix des deux vecteurs v, w n’est pas indifférent ; il existe une méthode
générale pour les déterminer (réduction de Jordan, hors de notre programme). Contentons-nous
de noter ici que, pour v = (1,0,2,0) et w = (0,0,1,1), on a :
1 010 2 -1-1 1 -100
P=(44t) P41 1Y) Toda(n=rar= (g
-1 00 1 2 -1-1 2 000

1.2.4 Exercices

EXERCICE 1 Pour quelles valeurs des parametres réels les matrices suivantes sont-elles dia-
gonalisables 7

EXERCICE 2 Soient a,b € C. On considere dans ., (C) la matrice A = (a; ;)1<s,j<n définie
par : a;; =bsii#jeta;; =a Montrer que A est diagonalisable.

a? ab ab b?

2 3 —6 a 0 b 2 32
A= m—6m-7-m+12 B=(0at+b0 C = | ab a b2 ab E =
m—3 m—3 —m+5 /’ b 0 a/’ ab b a® ab |’

b2 ab ab a®

)
—
SN

EXERCICE 3. Soit 4 un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F de dimension finie. On
suppose que Im (v — idg) NIm (u + idg) = {0} g. Montrer que u est diagonalisable.

EXERCICE 4. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € End E.
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— Montrer que le sous-ensemble de End F formé des endomorphismes u tels quelconque fou =
0 est un sous-espace vectoriel de End F de dimension n x dim Ker f.

— Soit o Papplication de End F dans End E définie par o(u) = f o u pour tout u € End E.
Montrer que o est un endomorphisme de End E, qui admet les mémes v.p. que f, et qui est
diagonalisable si et seulement si f 'est.

EXERCICE 5. Soient n > 1 un entier fixé et E = R,,[z] le R-espace vectoriel des polynémes de
degré inférieur ou égal a n. Soient a,b deux réels distincts fixés. Soit f 'application £ — E
définie par f(P(z)) = (x — a)(z — b)P'(x) — nxP(z) pour tout P € E, ou P’ désigne le
polynome dérivé de P.

— Montrer que f est un endomorphisme de F.

— Montrer que, si un polynome P € E est un vecteur propre de f, alors il est de la forme
P(z) = (z—a)*(z — b)"Q(z) avec k,h € N et Q € E. Montrer que Q est nécessairement une
constante. En déduire les v.p. et les vecteurs propres de f. Conclure que f est diagonalisable.

EXERCICE 6. On fixe un entier p > 2. On note U, le groupe des racines p-iemes de 'unité
dans C. Soit v un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E vérifiant uP = idg.

— Montrer que I'ensemble des v.p.de u est inclus dans Uy,
— Montrer que, pour tout w € Up,, I'image de 'endomorphisme v,, = % Z?;é wul est égale
a Ker(u —widg).

— En notant wy, = exp(2ikw/p) pour tout entier 1 < k < p, montrer que, our tout entier
1<n<p-1,ona) r_,(wg) " =0.

— Calculer Y% _, v, (z) pour tout x € E. Conclure que u est diagonalisable.

1.3 Applications de la diagonalisation

On développe dans le corps du texte trois applications classiques de la diagonalisation : le calcul
des puissances d’une matric carrée, le calcul du terme général de suites définies par des relations
récurrences linéaires (qui est une conséquence du calcul précédent), et la résolution des systémes
différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients constants.

Plusieurs autres applications en algebre et en géométrie figurent dans les exercices en fn de
paragraphe.

1.3.1 Application au calcul des puissances d’une matrice

a) PrRINCIPE. Soit A € #,,(K). Supposons que A est diagonalisable. Comme on 'a vu en 1.2.1,
ona A= PDP~! avec D diagonale et P € GL(n,K). On calcule alors :
A™ = PDP~'PDP~1...PDP~! = PD™P~! pour tout entier m > 1.

Puisque D™ est elle-méme diagonale, ceci permet de calculer aisément A™.

0 2
b) EXEMPLE. Soient a € R* et A la matrice <a_; 81 “ > On calcule Ps(z) = —(z+1)%(z—2).
a “a " 0

On monter que le sous-espace propre E_; est le plan d’équation x + ay + a’z = 0 et que le
sous-espace propre Fy est la droite d’équations z = ay = a’z. Donc A est diagonalisable et ’on
a:A=PDP ! avec
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_ —1/a 2 -—a
D:(01918> P:(]“_§2“2>, P_1:é<—l/a2—l/a 2),

0 0 2 0 1 1/&2 l/a 1
On calcule alors :

—a— -H" 0 0 —l/a 2 —a
An:Panflzé( 1a (()120;12)(( 0) (—1)n 0) (-1/a2 ~1/a 2 ),
0 1 1 0 0 20 1/a®> 1/a 1
pour obtenir que : A" = ap, A+ B,1, ot 'on a posé : ay, = 3[2" — (—1)"] et B, = [2(—1)" +2"].

On a en particulier : A% = A + 213,
d’ou %(A — I3)A = I3, ce qui prouve que A est inversible et que A~ = %(A — I3).

1.3.2 Application a ’étude de suites récurrentes

a) PRINCIPE. Les contextes peuvent étre divers, mais le principe est toujours d’exprimer des
relations de récurrence de type linéaire entre les termes successifs d’une ou plusieurs suites sous
forme d’une égalité matricielle entre vecteurs, faisant intervenir une matrice carrée A, de sorte
que le calcul de A™ (suivant la méthode que 'on vient de voir lorsque A est diagonalisable)
permet de déterminer I'expression du terme général de la suite ou des suites considérées.
On verra diverses formes de relations en exercice ; limitons-nous ici a ’exemple suivant :

b) EXEMPLE (suite récurrente avec une relation linéaire d’ordre 2). Soient a et b deux réels fixés.
Soit (u)p>0 la suite réelle définie par la donnée des valeurs de ug et de g, et par la relation :

Upt2 = AUy + buy+1  pour tout n > 0.
Posons X, = (4", ) dans R?, A = (2 })), de sorte que la relation s’écrit X,,11 = AX,, puisque
(untz) = (23) (unta)-
On calcule Pa(z) = 22 — bz — a.

e Si Py(x) admet deux racines réelles distinctes A et Ao dans R. Alors A\; et Ao sont les deux
v.p. distinctes de A. Donc A est diagonalisable. Il existe une matrice inversible P telle que

A=PDPlouD= (%1 )?2>. On peut écrire X, 41 = AX,, sous la forme X, ;1 = PDP~'X,,
ou encore, en définissant Y, = (o7 ) = P~1X,,, sous la forme : Y, 11 = DY,,.

On en tire : Y;, = D"Y) pour tout n > 0, donc : v, = Avg et w, = Ajv;. Avec X,, = PY,,
on conclut que la suite (u,) est combinaison linéaire des suites géométriques (A}) et (AF).

e Si P4(x) admet une racine double réelle )y, qui est donc v.p.double de A, on remplace la
diagonalisation de A par une trigonalisation de A et I'on montre de méme que la suite (u,,) est
combinaison linéaire de la suite géométrique (A7) et de la suite (nAg)".

e Si P,(z) admet deux racines complexes conjuguées \; = pet? et Ny = pe™ on applique le
premier cas avec une diagonalisation dans C. On obtient que pp™e™? + npte="het® avec p,n
quelconques dans C. En posant o = u+n et = i(n — p), on déduit que les solutions sont les

suites u, = p"(acos(nf) + Bsin(nh)) avec «, 5 quelconques dans R.

A noter que cette méthode permet de traiter de cas de relations de récurrence linéaires d’ordre
p > 2, en réduisant (diagonalisant dans les bons cas) une matrice carrée d’ordre p.
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1.3.3 Application a la résolution de systemes différentiels linéaires

a) PREMIER EXEMPLE (cas diagonalisable avec v.p. simples).

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t),y(t), z(t) dérivables sur R

solutions du systeme différentiel :
'(t) = — 2z(t) — 2y(t) + 2z(¢)
(S) { y'(t) = 3x(t) + 5y(t) .
2/(t) = z(t) + 2y(t) + 3z(t)

On note matriciellement ce systeme sous la forme :

z(t) z'(t) o _
X'(t) = AX (1), avee X(f) = (y(t)), X/(t) = <y’(t)>, A= ( 5 52%).
a0 () I 23

Suivant les méthodes vues ci-dessus, on montre que A est diagonalisable et on réalise la diago-
nalisation :

Pa(z) = —(z +1)(z —2)(x —5), et A= PDP~' ot D = (_81§§) ot P = (%1 _11?)

u(t) u' ()
On pose : U(t) = (v(t)> =P 1X(t); dou: U'(t) = (v’(t) ) = P71X'(t).
w(t) w'(t)

On a alors :
(S) & X'(t) = AX(t) & PU'(t) = APU(t) < U'(t) = P~1APU(t) < U'(t) = DU(t).

On est donc ramené a résoudre le systéeme (beaucoup plus simple) :

u'(t) —100Y\ [ u® o u!(t) = —u(t)
V() ) = ( 0 2 0) v(t) |, c’est-a-dire : V'(t) = 2u(t) .
w'(t) 005/ \w) w'(t) = bw(t)

D’apres le cours d’analyse, on sait que les solutions de ce dernier systeme sont :

u(t) = ae™t, v(t) = B, w(t) = vedt, pour a, B,~ décrivant R.
t

2 10 ae
En revenant & X(t) = PU(t) = (—01 ! %) (/362’5 ), on conclut que les solutions du systeme

7€5t
différentiel (S) sont :
x(t) = 20e”t + et
y(t) = —ae™t — Be? 4 yedt | avec «, 3,7 € R.
Z(t) — 56215 + ,Yest

2 —t
Remarque : algébriquement, les trois fonctions vectorielles R — R? définies par ¢ <_ee—t ),

0
2t

0
t— <—e2t ), t— <e§§ >, forment une base de I'espace vectoriel des solutions de (.5).
e

th

b) DEUXIEME EXEMPLE (cas diagonalisable avec v.p. multiples).

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t),y(t), z(t) dérivables sur R

solutions du systeme différentiel :
z'(t) = 2x(t) + 3y(t) — 6z(¢)
(S) {y’(t) = — 6z(t) — Ty(t) + 122(¢) .
2Z'(t) = — 3z(t) — 3y(t) + 5z(t)

On note matriciellement ce systéeme sous la forme :
x(t) ' (t) 2 3 —6
X'(t) = AX(t), avec X(t) = <y(t)>, X'(t) = <yf(t>>, A= ( 67 12 )
z(t) t) 3
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Suivant les méthodes vues ci-dessus, on montre que A est diagonalisable et on réalise la diago-

nalisation :
0 0 -1 11
—10)etP <2711>.
0 —1 1 01
On a alors :

Pa(z) = —(x+1)2(x — 2), et A=PDP~ ot D = <§
u(t)
(S) & X'(1) = AX(1) & PU'(t) = APU(t) < U'(t) = P-YAPU(t) & U'(t) = DU(%).

u/(t)
On pose : U(t) = <v(t) > =P 1X(t); dou: (v’( )
)

w(t) w'(t

On est donc ramené a résoudre le systéme (beaucoup plus simple) :

u'(t) u(t) o' ()
(v’(t) > = (g R ) <v(t) ), c’est-a-dire : { o (t)
w’ (t) 00 —1 w(t) w’ (t)

D’apres le cours d’analyse on sait que les solutions de ce dernier systéme sont :

2u(t)

—v(t) .
—w(t)

u(t) = ae?, v(t) = Be~!, w(t) = ve !, pour a, 3,7 décrivant R.

111 ae?t
En revenant a X (t) = PU(t) = ( 2 1 %) <Bez>, on conclut que les solutions du systeme
ve~
différentiel (.5) sont :
a(t) = —ae® + (B+7)e”’
Eti = 2’: + (- ,8+w)te—t , avec o, 3,7 € R.
t) = + e

__ 2t
Remarque : algébriquement, les trois fonctions vectorielles R — R? définies par ¢ +— <262t ),
th

—t —t
t— (fet ), t (Zi ), forment une base de I’espace vectoriel des solutions de (.5).
0

¢) TROISIEME EXEMPLE (cas diagonalisable sur C mais pas sur R).

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t),y(t), 2(t) dérivables sur R
solutions du systeme différentiel :

(1)
(S) { v ()
®)

Z/

2y(t) — 2z(t)
—23(t) + 2(t) .

2x(t) — y(t)
On note matriciellement ce systéme sous la forme :

z(t) z'(t)
X'(t) = AX(t), avec X(t) = <y(t)>, X'(t) = (y’(t)), A= (
z(t) 2 (t)

On calcule : Py(x) = —z(z% +9).

e On résoud d’abord sur C.
Py(z) = —z(x — 3i)(z + 3i), donc A est diagonalisable. On a :
00 O 1 4 4
A=PDP'ouD = (o 5 o,) ot P = (2 1430 —1—31;).
00 —3¢ 2 —1-31 —143¢

On raisonnant comme sur les 2 exemples a) et b) précédents, on montre que les solutions du

- a + 4831t + 4ye—3it
= 2a 4 (—143i)B8e3 4 (—1—3i)ye 3t avec «a, 3,7 € C.
= 2a + (—1-3i)Be3" 4 (—143i)ye 3%
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o On cherche ensuite les solutions réelles.
D’apres ce qui précede, les 3 fonctions vectorielles R — C3 définies par :

1 4e3it ‘ 467371 )
ug : t (2), vite | (C1430)e¥ ) Tt | (—1-3i)em 3 )
2 (—1—3¢)e3it (—1+3i)e30t
forment une base de l'espace vectoriel des solutions complexes de (5).
On en déduit qu'une base de 'espace vectoriel des solutions réelles de (S) est formée des 3
fonctions vectorielles R — C? définies par : ug, wy = 3(v + ), wa = 5-(v — D). En d’autres
termes :

4 cos 3t 4sin 3t
wy it (—cos3t—3sin3t>, wy :t <fsin3t+3c053t)_
— cos 3t+3sin 3t —sin 3t—3 cos 3t

On conclut que les solutions réelles du systéme différentiel (S) sont :
x(t)

{ y(t)

z(t)

d) QUATRIEME EXEMPLE (cas triangularisable non diagonalisable).

a + 4 cos 3t + 4y sin 3t
a + (=f+3y)cos3t + (—38—~)sin3t avec «, (3, v €R.
+

(=B—3v)cos3t + (38—7)sin3t

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t),y(t), z(t) dérivables sur R
solutions du systeme différentiel :

a'(t) = — y(t) — 2z(t)
(5) { (@) = a(t) + 2(1)
52/(t) = — 6z(t) + 8y(t)

On note matriciellement ce systeme sous la forme :

z(t) z'(t) 0 —1
X'(t) = AX(t), avec X(t) = <y(t)>, X'(t) = <y’(t)>, A= < 10
z(t) 2/ (t) 5

ol

_6
5

A = —2 est v.p.simple; le sous-espace propre associé est la droite dirigée par vy =

)

Donc A n’est pas diagonalisable. On sait que si I’on compleéte la famille libre (vg, v1) en une base
en lui adjoignant un vecteur vsg, on a :

)
On calcule : Py(z) = —(z — 1)*(z + 2).
(?

|
\/01.;;“

A =1 est v.p.double; le sous-espace propre associé est la droite dirigée par v; = <

-20 3 3
A=PTP 'avecT = ( 0 1:) et P= <—4 1 :)
001 5 —2«
On verra au chapitre suivant une raison théorique pour laquelle on peut toujours choisir vs de

—200 : - .
telle sorte que T' = ( 01 %> Pour l'instant, contentons-nous de vérifier par le calcul que, si ’'on

-1
choisit vy = (—2), on a € = (vg,v1,v2) base de R3, et
0

A—PTP*IaeCT—<_0200)etP—Pass —(34?_%)
- v “ 0ot - F=C =5 00 )
u'(t)

u(t)

On pose : U(t) = <v(t)> =P 1X(t); dou: U'(t) = <v’(t)> = P~1X'(t). Donc :
w(t) w'(t)

(9) & X'(t) = AX(t) & PU'(t) = APU(t) < U'(t) = P"YAPU(t) & U'(t) = TU(t).
On est ainsi ramené a résoudre le systeme (beaucoup plus simple) :
o' (t) _ u(t) u’(t)
(v’(t)) = ( 02 (1) ?) <v(t) >, c’est-a-dire : { "(t)
w'(t) 001 w(t) "(t)
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D’apres le cours d’analyse, on sait que les solutions des équations (1) -2t

et
et w(t) = ye! pour a,v décrivant R. La seconde équation devient v'(t)
solution générale est v(t) = (vt + B)e!

(3) sont u(t) = ae
= v(t) + ~ve!, dont la

Ot872t

3 3 -1
En revenant a X (t) = PU(t) = (—54 L —02> ((’Wrﬂ)et >, on conclut que les solutions du systeme
_ 'Yet
différentiel (.5) sont :
z(t) = 3ae™2 + (3yt+38—7)e
y(t) = —dae™2t 4 (yt4+B8-27y)et | avec «, 3,7 € R.
2(t) = bae™?t + (—2yt—28)et

1.3.4 Exercices
—4-60
EXERCICE 1. Diagonaliser A = ( 3 5 (5)> € #3(R) et calculer A™ pour tout n € N.
EXERCICE 2. On considére deux suites de nombres réels (uy)n>0 et (vn)n>0 telles que, pour
tout n > 0, on ait : upy+; = —10u, — 28v, et wv,41 = 6u, + 16v,. En diagonalisant une

matrice de .#5(R) adaptée, calculer les termes généraux w, et v, en fonction de ug, vg et n.

EXERCICE 3. Soient (uy,), (vp), (wy,) trois suites de réels définies par leurs premiers termes
ug =1, vg = —1, wg = 0, et les relations de récurrence :

Upt1 = —4Up — 6V,  Upg1 = 3Up + DVp,  Wpy1 = Uy + 6V, + Swy,.

— En notant X, (%w ) pour tout n € N, déterminer la matrice A € #3(R) telle que
Xn+1 = AX,,. Diagonaliser A.

— Calculer A™ pour tout n € N. En déduire I’expression de u,,, v, et w, en fonction de n.

— Montrer que A est inversible et calculer A1 ; la formule donnant A™ trouvée a la question
précédente reste-t-elle valable pour les entiers n < 07

EXERCICE 4. Déterminer les fonctions réelles x(t),y(¢), z(t) dérivables sur R solutions des
systemes différentiels :
{x/(t) = 3z(t) — 5y(t) {m'(t) = 3z(t) — 2y(t) {w'(t) = 9z(t) + 5y(t) + 5z(t)

y'(t) = = 2y(t) y'(t) = y(t) y'(t) = —5z(t) — y(t) — 52(¢)
2/ (t) = 5x(t) — by(t) — 22z(t) 2/ (t) = 2x(t) — 2y(t) + 2(t) 2'(t) = —bx(t) — by(t) — =2(t)

EXERCICE 5. Soit (E) la courbe du plan d’équation : 22 — 2y + y? — 1 = 0, par rapport a
un repere orthonormé. En diagonalisant la matrice ( 21 21) montrer que (E) est une ellipse
centrée en ’origine.

EXERCICE 6. Pour tout « € R, on considere dans M3(R) la matrice :

6a+1 2a—1  —v2(2a-1)
20—1 6o+l  V2(2a—1) |.
—V2(2a—1) V2(2a—1)  4a+2

A, =

N

On note ¢, 'endomorphisme du R-espace vectoriel R? dont la matrice par rapport & la base
canonique % = (e1, ez, e3) de R? est A,.

— Déterminer une base %’ de R? formée de vecteurs propres de A;. Montrer que, pour tout
a € R, la matrice de ¢, dans la base %’ est une matrice diagonale D,,.

— En déduire, par un calcul simple, que A, Ag = Azap pour tous a, 3 € R, et que A5 = I3.
Pour quelles valeurs de « la matrice A, est-elle inversible ?
— En déduire que I'ensemble G = {A, ; o € R*} est un sous-groupe de GL(3,R).
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EXERCICE 7. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans C admettant n valeurs
propres distinctes.

— Montrer qu’il existe une matrice inversible P € GL(n, C) telle que P~! AP soit une matrice
diagonale D, et en dduire que la famille = {I,,, A, A%,..., A"~ 1} est libre dans ., (C).

— On note € le centralisateur de A dans ., (C), c’est-a-dire I’ensemble des matrices M de
Mp(C) qui vérifient AM = M A. Montrer que, pour toute M € ¢, la matrice P~'MP est
diagonale.

— Déduire des questions précédentes que % est un sous-espace vectoriel de .#,(C) dont une
base est A.
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Chapitre 2

Espaces vectoriels euclidiens

L’objectif de ce chapitre est d’introduire sur un espace vectoriel £ dont le corps des scalaires
est R une structure algébrique complémentaire, celle de produit scalaire. Cette notion permet
de disposer dans E de la notion d’orthogonalité (entre vecteurs, entre sous-espaces...) et d’une
forme de “longueur” ou de “distance” définie & partir de la norme associée au produit scalaire.

Un R-espace vectoriel ainsi muni d’un produit scalaire s’appelle un espace préhilbertien réel. De
tels espaces en dimension infinie ont une grande importance en analyse fonctionnelle. Néanmoins,
conformément au programme de ce cours, on se concentre dans ce chapitre sur le cas ou E est
de dimension finie (on dit alors que E est un espace vectoriel euclidien). On développe dans
ce contexte ’étude des endomorphismes de E qui préservent le produit scalaire, a la fois dans
son aspect algébrique matriciel (ot l'on retrouve des considérations du chapitre précédent sur
la diagonalisation) et sur ses applications en géométrie concréte du plan ou de I'espace.

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur R, de dimension finie.

2.1 Produit scalaire et norme euclidienne

2.1.1 Notion de produit scalaire

a) DEFINITION. Soit £ un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute application
(-]-) de E'x E dans R qui est bilinéaire, symétrique, définie positive.

Précisons le sens de ces expressions :

Dire que (- | -) est bilinéaire signifie qu’elle est linéaire par rapport & chacune des deux variables,
c’est-a-dire que :

(i) A+ py|z) =Xx|z) +ply|z) pour tous z,y,z € E,\, ueR.
(i) (x| Ay + pz) = Xz |y) + p{x|z) pour tous z,y,z € E,\, u € R.
Dire que (- |-) est symétrique signifie que :
(i) (z|y) = (y|z) pour tous z,y € E.
Dire que (-|-) est définie positive signifie que :
(iii) (x|z) >0 pour tout z € E,

(iv) quel que soit z € E, ( (z|z) =0 si et seulement si = =0g ).
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Comme il est clair que, si on a (ii), les conditions (i) et (i’) sont équivalentes, on peut aussi bien
dire qu’un produit scalaire est une application F x E — R vérifiant (i), (ii), (iii) et (iv).

b) EXEMPLES.
e Soit ¥ = R"™. On définit un produit scalaire sur E, dit produit scalaire canonique, en posant :

n
(x|y) = > x;y; pour tous x = (x1,...,2y,) et y = (y1,...,yn) dans E.
i=1

e Soit E = #,(R). On définit un produit scalaire sur E en posant :
(A| B) = trace(A x 'B) pour toutes A, B € E.
e Soit E = %([0,1],R). On définit un produit scalaire sur E en posant :

(flg) = [} f(t)g(t)dt pour toutes f,g € E.

¢) DEFINITIONS. Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire et qui est de dimension finie
est appelé un espace vectoriel euclidien.
C’est le cas des deux premiers exemples ci-dessus. Le troisieme exemple n’en est pas un car

il n’est pas de dimension finie (on parle alors simplement d’espace préhilbertien réel, mais
on ne les étudiera pas dans ce cours).

Soit F un R-espace vectoriel euclidien. On appelle norme euclidienne associée au produit scalaire
(-]-) Papplication || - || de E dans Ry définie par :

|lz|| = v/(z|z) pour tout z € E.

d) REMARQUE. Il résulte immédiatement de cette définition et des propriétés du produit scalaire
que, pour tout x € E, on a :

Azl = N 2]l pour tout A€ R, [zl 20, [z =0z = 0p
e) PrROPOSITION (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Dans tout espace vectoriel euclidien E, on a :
[ (@ly) | < ll=lllly]  pour tous z,y € E,

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuwve. On fixe z,y € E. L’inégalité étant trivialement vraie si  ou y est nul, on peut
supposer dans la suite que = et y sont non-nuls.

On considere 'application f : R — R défini par f(t) = |tz + y||?. 1l est clair que f(t) > 0
pour tout t € R. Or f(t) = (tx+y |tz +y) = ||z|*#* +2(x | y)t + |ly||* est polynomiale en ¢ de
degré 2 (car le coefficient dominant ||z||? est non-nul). Le fait que f(t) soit positif pour tout
t € R implique donc que son discrimant A est négatif. Comme A = 4(x |y)? — 4||z||? ||ly||?,
on obtient I'inégalité voulue.

Sil'on a I'égalité, alors A = 0, donc f admet un zéro double ty € R. On a ainsi ||[toz+y||? = 0,
donc tgx +y = 0p, donc = et y sont colinéaires. Réciproquement, si = et y sont colinéaires,
on a x = 0p (auquel cas I'égalité est claire) ou y = tx pour un certain réel ¢; dans ce cas
(z]y) = (w|te) = tl|z]|* et [lz]| |yl = [l=] [tz] = [t] [z]|*; d'ot I'égalité voulue. O

f) PROPOSITION (Inégalité triangulaire). Dans tout espace vectoriel euclidien E, on a :
lz+yll <[zl +llyll  pour tous z,y € E,

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Preuve. Pour tous x,y € E, on a :
lz+yl? = (z +ylz+y) = llz|? +2(zy) + ylI* < =]+ 2| (@ y) [+ [yl

d’ou en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
lz +yll* <zl + 2l lyll + yl* = (]l + lly])

ce qui donne 'inégalité voulue. L’égalité se produit lorsque (z|y) = ||z| ||y||, ce qui acheve
la preuve en appliquant le cas d’égalité de la proposition précédente. O

2
)

g) LEMME (identités de polarisation). Dans tout espace vectoriel euclidien E, on a pour tous
vecteurs x,y € E :

1 1 1
(@ly) =5 (lz+ 9l =l = llgll?) = 5 (Il + llgll® = o = y112) = 7 (llz + 911 = 1 = y)12)-

Preuve. Evidente, laissée a titre d’exercice. O

h) REMARQUES. Les trois propriétés du d) ci-dessus et I'inégalité triangulaire f) se traduisent en
disant que || - || satisfait les axiomes d’une norme sur E (voir chapitre suivant). On remarquera
aussi que les preuves des propriétés d) a g) n’utilisent pas le fait que E est de dimension finie,
et restent donc vraies dans le cadre plus général d’espaces vectoriels sur R munis d’un produit
scalaire sans hypothese de dimension (espaces préhilbertiens au programme du second semestre).

2.1.2 Orthogonalité

a) DEFINITIONS. Soit E un espace vectoriel euclidien. Deux vecteurs x et y de E sont dits
orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul. On note alors z_Ly.

zly < (x]y)=0.
D’apres la propriété (iv) de 2.1.1, le vecteur nul est le seul vecteur qui est orthogonal a lui-méme :
zlr & z=0g.

Deux parties A et B de E sont dites orthogonales lorsque tout vecteur de A est orthogonal a
tout vecteur de B. On note alors A1 B.

AlB & VYzeA YyeB, (x]y) =0.

Pour toute partie non vide A de E, on appelle orthogonal de A, noté AL, I'ensemble des vecteurs
de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de A. Il est facile de vérifier (le faire en exercice!)
que c’est un sous-espace vectoriel de FE.

At ={z e E; VyeA, (x]y) =0} sous-espace vectoriel de E.
Il résulte immédiatement de cette définition que, pour deux parties non-vides A et B de E :

ALB@AQBL@BgAL] et [AQB:BLQAL.

Enfin, on déduit aisément des propriétés (i) a (iv) de 2.1.1 (le faire en exercice!) que le vecteur
nul Og est orthogonal a tous les vecteurs de F, et que c’est le seul a avoir cette propriété :

{0g}* =FE e Et={0g}.
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On considere dans la suite 'orthogonal de parties de F qui sont des sous-espaces vectoriels.
L’orthogonal F d’un tel sous-espace F prend parfois le nom de supplémentaire orthogonal de
F', ceci en raison du théoreme fondamental suivant.

b) THEOREME. Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E :

F est un sous-espace vectoriel de E, E=FoFt et (FHt =F.

Preuve. Le résultat étant clair si F' = {Og} ou F = E, on suppose que F' est un sous-espace
non-nul et distinct de E. Il est clair que F' N F+ = {0g} (car on aurait sinon un élément
non-nul de F' orthogonal & tous les éléments de F, donc & lui-méme, ce qui est impossible).

Considérons une base (e, ..., ¢e,) de F. Construisons application f : E — RP qui, & tous
vecteur = de E associe le p-uplet f(z) = ({(x|e1),(z]|e2),...,(x|ep)). D’apres la propriété
(i) de 2.1.1, f est linéaire. Son noyau Ker f est formé des vecteurs x € F tels que f(z) est
nul dans R?, c’est-a-dire tels que (z|e;) = 0 pour tout 1 < j < p. En d’autres termes, un
vecteur x € E est dans Ker f si et seulement s’il est orthogonal a tous les vecteurs de la base
(e1,€2,...,€,) de F, et donc finalement par linéarité & tout vecteur de F. On a ainsi prouvé
que Ker f = F+. En particulier, F'- est un sous-espace vectoriel de E.

Des lors, en notant n = dim F, on tire de la formule du rang dimIm f + dim Ker f = n que
dim F+ = n — dimIm f. Comme Im f C R?, on a dimIm f < p, d’ott dim F- > n — p.

Par ailleurs, dim(F + F1) = dim F+dim F+ —dim(FNF1) = dim F+dim F+ = p+dim F+.
Comme évidemment dim(F+F1) < n, il vient dim '+ < n—p. Finalement : dim F'* = n—p.
Ceci prouve que E = F @ F*.

En appliquant ce qui précede & F+ au lieu de F, on obtient dim(F*+)* = n — dim F*+
n—(n—p) = p. Ainsi dim(F1)+ = dim . Comme il est clair (par définition de 'orthogonal
que F C (F+)*, on conclut & 1’égalité.

o=

¢) VOCABULAIRE. Soit & = (e, €2, ...,e,) une base dans un espace vectoriel eucliden F.

On dit que la base £ est une base orthogonale lorsque tous les vecteurs e; sont orthogonaux
deux & deux (c’est-a-dire (e; | ej) = 0 pour tous 1 <i# j < n).

On dit que la base £ est une base orthonormale lorsque c¢’est une base orthogonale et que, de plus,
tous les vecteurs e; sont de norme égale a 1 (c’est-a-dire (e; | ej) = d; ; pour tous 1 < 4,5 < n).

Il est clair que, si on a une base orthogonale (ey, e, ..., e,), il suffit de définir e;- = 7||€1'H ej pour
J
tout 1 < j < n pour obtenir une base orthonormale (¢}, €5, ... el).

d) THEOREME. Dans tout espace vectoriel euclidien non-nul, il existe des bases orthonormales.

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de E.

Sin =1, il suffit de choisir un vecteur non-nul quelconque x de E et de poser e; = HlTHx; il

est clair que (e1) est une base orthonormale de E.

Supposons la propriété vraie pour tous les espaces vectoriel euclidiens de dimension n — 1 et
considérons un espace vectoriel euclidien £ de dimension n. Choisissons un vecteur non-nul
quelconque x de E et posons e, = ﬁx Considérons la droite F' de base (e,). D’apres le

théoréme précédent, on a £ = F & F*, avec dim F* = n — 1. En appliquant 'hypothese de
récurrence & FL, il existe une base orthonormale (e1,€2,...,6n-1) de FL. 11 est clair que
(e1,€2,...,€n_1,€p) est alors une base orthonormale de E. O
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e) PROPOSITION (expression du produit scalaire dans une base orthonormale). Soit E un espace
vectoriel euclidien de dimension n > 1, muni d’une base orthonormale 9. Pour tous vecteurs x
et y de E, de composantes respectives (z1,...,xy) et (y1,...,y,) dans la base %, on a :

n n
(@ly) =Y ayy; et zll= /3 a3
=1 j=1

Preuve. On a: (x|y) = (307 wie; | 220, yjes) = Yy D5y wiyjlei| e;), d’olt la premiere
égalité puisque (e; | ej) = 0sii# j et (e;|e;) = 1. La seconde découle de la premicre. O

f) REMARQUE (projection orthogonale et symétrie orthogonale). 1l résulte aussi du théoréeme b)
que l'on peut appliquer les notions de projection et de symétrie vues en 1.1.2 du chapitre 1 dans
le cas ou la direction de projection (ou symétrie) est orthogonale au sous-espace sur lequel on
projette (ou par rapport auquel on symétrise).

Plus précisément, si ' est un sous-espace vectoriel d’'un R-espace vectoriel euclidien F, avec
donc E = F & F, on appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallelement &
FL, et symétrie orthogonale par rapport & F la symétrie par rapport & F parallelement & F-.

Ainsi, tout vecteur x € F se décomposant de facon unique sous la forme z = y + z avec
y € F et z € F*, la projection orthogonale p sur F et la symétrie orthogonale s par rapport
a F sont respectivement définies par p(x) =y et s(z) =y — 2. On a:
pop=p, Imp=F=EFE,, Kerp=Ft+=E,.
sos=idg, Ims=FE, Kers={0g}, EF1=F, E_;=F=*

exemple : dmFE =2, dimF =1 exemple : dim F = 3, dim F' = 2 exemple : dmFE =3, dimF =1

2.1.3 Représentation des formes linéaires

a) RAPPELS. Si F est un espace vectoriel sur R, les applications linéaires de E dans R sont
appelées les formes linéaires sur R. Elles forment un R-espace vectoriel que 'on note E* et que
l'on appelle I'espace dual de E. Si E est de dimension finie n, alors E* est de dimension finie n.

b) PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel euclidien.

(i) Pour tout vecteur a € E, I'application p, : E — R définie par ¢q(z) = (a|z) pour tout
x € E est une forme linéaire sur E.

(ii) Réciproquement, pour toute forme linéaire f € E*, il existe un unique vecteur a € E tel
que f = ¢q.
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Preuve. Soient x,y € F et A\, u € R quelconques. Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
Pa(Az + py) = (a| Ax+py = Ma|z) + plaly) = Apa(@) + p1pa(y), ce qui montre que ¢, est
linéaire et prouve (i).

Pour (ii), considérons l'application ® : E — E* définie par ®(a) = ¢, pour tout a € E.
Elle est linéaire : en effet, quels que soient A\, € R, a,b € E, on a pour tout z € FE :
Oratubr(®) = (Aa+ pblz) = Ma|z) + p(b|x) = Apa(x) + pep(x), ce qui prouve bien que
D(Aa + pb) = A®(a) + p®P(b). Déterminons son noyau. Dire qu'un vecteur a est dans Ker ®
signifie que ¢, = 0g~, ce qui équivaut a dire que, pour tout € E, on a p.(z) = 0, c’est-
a-dire (a|z) = 0. Parce que (-|-) est un produit scalaire, on sait que cela n’est possible
(pour tout z € F) que lorsque a = 0. Ainsi Ker ® = {Og}. Donc lapplication ® : E — E*
est injective. Comme dim E = dim E*, cela équivaut a la bijectivité de ®. Donc, pour tout
f € E*, il existe un unique a € F telle que f = ®(a), ce qui est assertion (ii) voulue. O

2.1.4 Familles orthogonales de polynémes

La plupart des applications des produits scalaires que ’on verra dans la suite de ce chapitre sont
de nature géométrique. On insere néanmoins ici une application de nature un peu différente,
touchant a des espaces vectoriels de polynomes.

a) RAPPELS. On se place dans 'espace vectoriel R[z] des polynomes a coefficients réels en une
indéterminée z. Pour tout entier n > 0, on note R, [z| le sous-espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal a n. Comme tout élément p de R, [z] s’écrit de facon unique p(z) =
™ + ap_12" 1 4+ -+ a1x + ag avec a; € R pour tout 0 < i < n, il est clair que la famille
B = (1,z,22,...,2" 1 2") est une base de R,[x]. On I'appelle la base canonique de R,,[z]. En
particulier, on retient que dimR,,[z] = n + 1.

Comment reconnaitre qu’une famille donnée de n + 1 polynémes est une base de R, [z]? Une
condition suffisante pratique et usuelle est la suivante :

Si po, p1,---,Pn sont des polynémes tels que chaque p; soit de degré égal a i (pour
tout 0 < i < n), alors la famille (pg, p1,...,pn) est une base de R [z].

En effet : il suffit pour le démontrer d’observer que la matrice de cette famille ¢ par rapport
a la base canonique £ est triangulaire supérieure, avec sur la diagonale des coeflicients tous
non-nuls (ce sont les coefficients du terme de plus haut degré de chaque p;). Il en résulte que
cette matrice est inversible, ce qui équivaut & la propriété pour ¢ d’étre une base de R, [z].

b) LEMME. Soit n > 1 un entier fixé. L’application (-|-) : R,[x] x R,[z] — R définie par :
plqg) = _+11 p(t)q(t)dt pour tous p,q € Ry [z] est un produit scalaire sur Ry,[z].

Preuve. Analogue au troisieme exemple du 2.1.1 ci-dessus; le détail des calculs est laissé a
titre d’exercice. O

Une question naturelle est alors de voir si la base canonique est une base orthogonale pour ce
produit scalaire. Ce n’est pas le cas car un calcul simple montre que (2™ |z*F) = 0 si m + k est
impair, mais ﬁ # 0 si m + k est pair.

c) PROPOSITION. Une base orthogonale de Ry, [x] est donnée par la famille & = ({o, {1, 02, ..., ln),
ou, pour tout entier m > 0, on désigne par {,, le polynéme de degré m défini par :

ln(2) = l(@® — 1))
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Preuve. 1l est clair que £, est de degré m pour tout m > 0. Il résulte donc du rappel a) ci-
dessus que .Z est une base de R,,[z]. Par ailleurs, pour tout 0 <m <mnettout 0 < k <m-—1,
on peut calculer Iy, ,, := (¢, | #¥) par intégration par parties :

Iim :/Hmkdm[(xQ —1)™dx= [xk [(2? — 1)"’]} +1—/+1k:xk_1 dcin;_jl [(z% —1)™] da

1 da™ -1 ),

m—1

dxmfl

Or comme =1 est zéro d’ordre m de (z? —1)™, il est aussi zéro d’ordre m—j de %[(xz —1)™]

pour tout 7 < m — 1. En particulier le polyndome j;mm%__ll[(ﬁ —1)™] s’annule en +1 et en —1,
de sorte que ’expression précédente se réduit a

+1 b1 qm—1 )
Tom ==k [ o (@~ )" e

En itérant, il vient de méme :
+1 dm72
-2

I = +k(k—1 b 2-1)"d
om == 1) [P (- )"

et apres k itérations :

+1 dm—k dm—k—l +1
— (—_1\F 11 (A2 1 ym (Ve | Y 2 ym
Iym = (=1)" k! /_1 dmm—k[(x D™ dx = (1) k! dzm—k—l[(x ™ o

Cette derniere expression est nulle par le méme argument que celui utilisé précédemment
m—k—1

(£1 est zéro du polynéme -2 [(2? —1)™] carm —k — 1 <m —1).

On a ainsi montré que (£, | z¥) = 0 pour tous 0 < k < m—1, donc par bilinéarité (¢,, | ;) = 0

pour tous 0 < k < m — 1, et finalement par symétrie (¢,, | £x) = 0 pour tous k # m. O

d) REMARQUES ET DEFINITION. On peut évidemment rendre orthonormale la base orthogonale
% en multpliant chaque polynéme ¢, par 'inverse de sa norme.

22m+1 ()2

Le calcul (utilisant les intégrales de Wallis) permet d’observer que : [|{p,[? = =~ -3

Ceci explique que 'on remplace souvent les polynomes ¢, par leurs multiples L,,, = ﬁfm, qui

restent évidemment deux & deux orthogonaux, mais vérifient plus simplement : || L,,|| = 4/ 27712 1
Ces polynomes s’appelent les polynémes de Legendre. Les premiers termes sont :

Ly(x) = 3;;—5304 — %xz + %

Lo(z) =1 Ly(z) = 32% — 5
=2 —%x L5(m):%—3$5—%$3+18j$

S
Li(z) = Ly(z) = 5a°

Ils interviennent dans la résolution de certains types d’équations différentielles.

e) REMARQUE. Nous avons donné ici a titre d’exercice d’illustration un exemple de famille or-
thogonale de polyndmes, parmi les plus simples. A c6té des polynomes de Legendre, d’autres
familles classiques font ’objet d’innombrables problemes liant des questions d’algebre et d’ana-
lyse : polynémes de Tchébychev, de Laguerre, d’Hermite, etc...

2.1.5 Exercices

D’autres propriétés importantes liées aux produits scalaires sont regroupées dans les exercices
suivants. Elles doivent étre considérées comme des résultats de cours a connaitre.

EXERCICE 1 (procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soit B = (e1, ..., ey) une base

d’un espace vectoriel euclidien . Montrer que ’on peut construire une base orthogonale

% = (e1,...,en) de E qui vérifie Vect (e1,...,¢,) = Vect (e1,...,e,) pour tout 1 < p < n.
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. . . s 1z 7 . . 1—1 R 1 . .
Indication : considérer par récurrence la suite des €; = e; ijl Aji€j ol Ay = Bk (g5 | €.

EXERCICE 2 (propriété de Pythagore). Soit E un espace vectoriel euclidien. Montrer que

deux vecteurs z et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||? = ||z||* + [|y||?.
Montrer que, si (z1,...,%,) est une famille de p vecteurs deux & deux orthogonaux, alors
1325 asll? = 200 sl

EXERCICE 3 (équations d’hyperplan vectoriel et vecteur normal). Soit E un espace vectoriel
euclidien de dimension n. On rappelle que, par définition, un hyperplan de F est un sous-
espace vectoriel de dimension n — 1. Soit % une base orthonormale de F.

— Montrer (on pourra utiliser 2.1.3) que, si H est un hyperplan de E, alors il existe des réels
a1, ...,0p non tous nuls (et non uniques) tels que H est ’ensemble des vecteurs de E dont
les composantes (x1, ..., x,) dans la base & vérifient la relation ayx; + - - + @z, = 0. On
dit que cette relation est une équation de H dans 4.

— Réciproquement montrer que, si aq,...,a, sont des réels non tous nuls, alors I’ensemble
des vecteurs de E dont les coordonnées (1, ..., z,) dans & vérifient ayzy + -+ -+ apz, =0
est un hyperplan vectoriel H.

— Avec les notations ci-dessus, montrer que H' est la droite vectorielle dirigée par le vecteur
non-nul a dont les composantes dans la base % sont (aq, ..., a,). On dit que a est un vecteur
normal & H.

— Soient H et H' deux hyperplans de E d’équations respectives ayx1 + -+ apzy, = 0 et
ajxy+---+- - ahx, =0 dans une base orthonormale. Comment traduire sur les coefficients
a; et ol le fait que H = H'? que H+ C H'? Peut-on avoir H1H'?

— Que deviennent ces résultats dans les cas particulier ot dimEF =27 ot dim £ =37

EXERCICE 4 (projection orthogonale et minimalisation de la distance). Soit E un espace
vectoriel euclidien. Pour toute partie non-vide A de E, et tout vecteur z € E, on définit la
distance entre x et A par :

d(z,A) = infyea |z =yl

— Montrer que, pour tout sous-espace vectoriel F' de F, et pour tout vecteur z € F, on a
d(z,F) = ||z — p(x)|| ou p désigne la projection orthogonale sur F' (en d’autres termes, la
distance minimale entre x et les vecteurs de F est atteinte en 'unique vecteur p(x)).

— On suppose ici que F est un hyperplan H, de vecteur normal a de composantes (aq, .. ., ay,)
dans une base orthonormale de E. Montrer que, pour tout vecteur x € F, on a :

d(z, H) = [z ]a)|

llall

Que devient cette égalité dans les cas particulier ou dim F =27 ot dim F =37

EXERCICE 5 (réflexion échangeant deux vecteurs). Soit E un espace vectoriel euclidien. On
appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan de E. Montrer que,
si z et 2’ sont deux vecteurs non-nuls distincts de méme norme, alors il existe une unique
réflexion qui les échange. (Indication : considérer I'hyperplan de vecteur normal z — z').
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2.2

Groupe orthogonal

2.2.1 Endomorphismes orthogonaux

On se place dans un espace vectoriel euclidien E. On note n sa dimension.

a) LEMME FONDAMENTAL. Pour tout endomorphisme f de E, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i)
(i)
(i)

(iv)

(f(x)| f(y)) = (x|y) pour tous z,y € E (on dit que f conserve le produit scalaire) ;
| f(z)|| = ||=z|| pour tout x € E (on dit que f conserve la norme euclidienne) ;

pour toute base orthonormale # = (e1,...,e,) de E, la famille (f(ey),..., f(en)) est une
base orthonormale de f (on dit que f transforme toute base orthonormale en une base
orthonormale) ;

il existe une base orthonormale B = (eq, ..., ey) de E telle que la famille (f(e1), ..., f(en))
soit une base orthonormale de f.

Preuve. 1l est clair que (i) implique (ii), et, puisque f(x +y) = f(x) + f(y), on a aussi que
(ii) implique (i) d’apres la premiére identité de polarisation vue au g) de 2.1.1.

Supposons que l'on a (i). On a en particulier || f(0g)|| = ||0r||, donc || f(0g)|| = 0, donc
f(0g) = 0g. En d’autres termes Ker f = {Og}. Ainsi f est injective, c’est-a-dire bijective
puisque f est un endomorphisme en dimension finie. Dés lors, considérons une base ortho-
normale # = (ey,...,e,) de E. La famille € = (f(e1),..., f(en)) est une base de E puisque
[ est bijective. De plus, pour tous 1 < 7,5 < n, on a (f(e;)| f(e;)) = (eile;) = d;j, ce
qui prouve que la base € est orthonormale. Ainsi (iii) est satisfaite. Il est trivial que (iii)
implique (iv).

Supposons pour finir qu'il existe une base orthonormale & = (ey,...,e,) de E telle que la
famille € = (f(e1),..., f(en)) soit une base orthonormale de E. Quels que soient z,y dans
E, de composantes respectives (z1,...,%,) €t (y1,...,yn) dans la base %, on a (z|y) =
Yo, xiy; d’apres la proposition e) de 2.1.2. Mais comme f est linéaire, (21,...,2,) et
(y1,--.,Yn) sont aussi les composantes respectives de f(x) et f(y) dans la base €. De sorte
que 32",y = (f(2) | f(y)), ce qui prouve (i). O

b) DEFINITION. On appelle endomorphisme orthogonal tout endomorphisme de E satisfaisant
I'une des conditions équivalentes du lemme précédent.

Comme on I’a vu dans la preuve, il résulte de la condition (ii) qu'un endomorphisme orthogonal
est nécessairement injectif, donc bijectif (car E est de dimension finie). On emploie aussi le mot
d’isométrie vectorielle comme synonyme d’endomorphisme orthogonal.

¢) EXEMPLE. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, la symétrie orthogonale s par rapport a
F est un endomorphisme orthogonal.

En effet. Soit € E quelconque, décomposé en & = y + z avec y € F et z € F+. On a
s(x) =y — z, donc ||s(2)]|> = (y — 2|y — 2) = ||y||> + ||z]|* — 2(y | ). Mais yLz donc cette
expression se réduit & [|y||* + ||z

|2, qui est de méme égale & (y+z|y+2). Ainsi ||s(z)]| = ||z]|.

d) THEOREME ET DEFINITION. L’ensemble des endomorphismes orthogonaux d’un espace vec-
toriel euclidien E est un sous-groupe de GL(E).

On lappelle le groupe orthogonal de E, noté O(E).
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Preuve. Rappelons d’abord que GL(E) désigne le groupe linéaire de E, c’est-a-dire le groupe
(pour la loi o) des automorphismes de l'espace vectoriel E, c’est-a-dire des endomorphismes
de E qui sont bijectifs. On a donc bien O(F) C GL(E). Il est clair aussi que idg € O(E).

Soient f et g deux éléments de O(FE). Pour tout 2 € E, on a ||(g o f)(z)|| = |lg(f(x))]| =
I/ (x)]| = ||=|| en appliquant d’abord le fait que g conserve la norme, puis que f conserve la
norme. Ceci montre que go f € O(E). Donc O(F) est stable pour la loi o.

Soit f € O(E). Notons f~1 sa bijection réciproque. On a ||z|| = ||f(f~!(z))| pour tout
z € E. Mais comme f conserve la norme, || f(f~*(z))|| = ||f~*(2)|. Ainsi ||z|| = ||/~ (z)].
Ceci montre que f~! € O(E). Donc O(E) est stable par passage & la réciproque. O

2.2.2 Matrices orthogonales

a) RAPPEL (transposition des matrices). Pour toute matrice A € .#,(R), la transposée de A est
la matrice ‘A € ., (R) obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A :

si A = (aij)1<ij<n, alors A= (aji)i<ij<n
Pour toutes A, B € #,(R), et tout A € R, on a :
YA+ B)="A+'B, MA)=)NA, YAB)=1'B'A, {(A)= A.
b) DEFINITION. On appelle matrice orthogonale d’ordre n toute matrice A € ., (R) telle que :
AlA =1AA = 1,,.
Une matrice orthogonale et donc nécessairement inversible et vérifie A= = A,

c) THEOREME. L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est un sous-groupe de GL(n,R).
On le note O(n,R).

Preuve. Rappelons d’abord que GL(n,R) désigne le groupe des matrices carrées inversibles
dans ., (R). On a donc bien O(n,R) C GL(n,R). Il est clair aussi que I,, € O(n,R).

Soient A et B deux matrices de O(n,R). On a : (AB) = 'B'A = B~1A~! = (AB)~!, ce qui
montre que O(n,R) est stable par produit. De plus, {(A471) = {'A) = A = (A=1)~1. Donc
O(n,R) est stable par passage & l'inverse, ce qui acheéve la preuve. O

Le fait que 'on utilise la méme terminologie et des notations voisines pour désigner a la fois
les endomorphismes orthogonaux de E et les matrices orthogonales d’ordre n est justifié par le
théoreme suivant.

d) THEOREME. Pour tout endomorphisme f d’un espace vectoriel euclidien E, les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. f est un endomorphisme orthogonal de E ;

2. pour toute base orthonormale % de F, la matrice de f dans la base 9 est une matrice
orthogonale ;

3. il existe une base orthonormale % de E telle que la matrice de f dans la base % soit une
matrice orthogonale.

Preuve. Soit f un endomorphisme de E, et A = (a;;)1<i j<n la matrice de f dans une base
orthonormale & = (ey,...,e,) de E.

Par définition de A, on a f(e;) = Y. p_, ariex pour tout 1 < i < n. Donc pour 1 <i,j < n,
on calcule :
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n

Flen) | flen)) = (32 amien] S asjed) = 3 3 apiarilex|e) = 3 arsans.
= k=1/¢=1 k=1

k=1 =1
La famille (f(e1),..., f(en)) est une base orthonormale si seulement si (f(e;)| f(e;)) = J; ;
pour tous 1 < 14,7 < n, c’est-a-dire si et seulement ZZ=1 ariar; = 0; 5 pour tous 1 < 4,5 <n,
égalités entre coefficients qui traduisent exactement 1’égalité matricielle tAA = I,,. O

e) COROLLAIRE. Soit % une base orthonormale de E. L’application qui, a tout endomorphisme
de E, associe sa matrice dans la base % définit un isomorphisme de groupes de O(E) sur O(n, R).

Preuve. Considérons 'application ® qui, a tout endomorphisme f de E associe sa matrice
A = O(f) par rapport a la base #. On sait déja que f est bijective si et seulement si A
est inversible, et donc ® définit une application du groupe GL(E) des automorphismes de E
dans le groupe GL(n,R) des matrices carrées d’ordre n inversibles. On sait aussi que, si g
est un autre automorphisme de £ de matrice B dans la base 4, alors la matrice de go f est
BA. En d’autres termes, ®(go f) = ®(g)®(f) pour tous f,g € GL(E), ce qui s’exprime en
disant que ® détermine un isomorphisme de groupe de GL(E) sur GL(n,R).

Le théoréme ci-dessus prouve de plus que f € O(E) si et seulement si ®(f) € O(n,R), et
donc la restriction de ® au sous-groupe O(FE) détermine un isomorphisme de groupes de
O(FE) sur O(n,R). O

2.2.3 Orientation et produit mixte

a) THEOREME. Soit n un entier > 1 fixé. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.

(i) Si A est une matrice orthogonale, alors son déterminant vaut +1 ou —1. L’ensemble des
matrices orthogonales dont le déterminant vaut +1 est un sous-groupe de O(n,R) appelé
sous-groupe spécial orthogonal, noté SO(n,R).

(ii) Si f est un endomorphisme orthogonal de E, alors son déterminant vaut +1 ou —1. L’en-
semble des endomorphismes orthogonaux dont le déterminant vaut +1 est un sous-groupe
de O(E) appelé le sous-groupe spécial orthogonal de E, noté SO(E).

(iii) L’application qui, a tout endomorphisme de E, associe sa matrice dans une base ortho-
normale définit un isomorphisme de groupes de SO(E) sur SO(n,R).

Preuve. Si A € O(n,R), on a 'AA = I,,, donc det(*AA) = 1, c’est-a-dire det(*A)det A = 1.
Mais det(‘A) = det A, d’ot (det A)? = 1 et finalement det A = +1. 1l est clair que I,, est
de déterminant +1, que le produit de deux matrices de déterminant +1 est de déterminant
+1, et que 'inverse d’une matrice de déterminant +1 est de déterminant +1 ; on conclut que
SO(n,R) est un sous-groupe (c’est le noyau du morphisme de groupe det : O(n,R) — {£1}.

Le point (i) étant ainsi montré, le (i) en découle de fagon immédiate avec le théoreme d) de
2.2.2 puisque det f = det A ou A = ®(f), et (iii) résulte alors du corollaire e) de 2.2.2. O

b) REMARQUES. On a par définition SO(E) = O(FE) N SL(E). Le groupe SO(FE) est parfois
noté OF(FE), et ses éléments sont parfois appelés isométries vectorielles directes, ou isométries
vectorielles positives.

En notant O~ (£) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux dans O(E) qui sont de déterminant
—1 (que l'on appelle parfois isométries vectorielles indirectes ou isométries vectorielles négatives)
ona:O(E)=0"(E)UO (F), mais attention, O~ (FE) n’est pas un sous-groupe de O(E)!
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c) PROPOSITION (exemple fondamental des symétries orthogonales). Soit F' un sous-espace vec-
toriel de dimension p dans un espace vectoriel euclidien E de dimension n. Soit s la symétrie
orthogonale par rapport a F. Alors :

s € O(F), dets = (—1)"P, s € SO(E) < (n — p est pair).

Preuve. Soit (ey,...,e,) une base orthonormale de F. Comme E = F & F1, il existe une
base orthonormale (e, 1, ...,e,) de F+ telle que (eq,...,ep,€p11,--.,€,) SOit une base or-
thonormale % de E. On a s(e;) = e; pour tous les 1 < i < p et s(ej) = —e; pour tous les
p+1 < j < n.Lamatrice A de s dans la base £ est donc diagonale, avec p termes diagonaux
égaux 4 1 et n — p termes diagonaux égaux & —1. Il en résulte d’'une part que ‘AA = I,,, et
d’autre part que det A = (—1)""P, ce qui montre les résultats voulus. O

Ainsi, si F/ est de dimension 2, toute symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle
est une isométrie indirecte. Si E est de dimension 3, toute symétrie orthogonale par rapport a
un plan vectoriel est une isométrie indirecte, mais toute symétrie orthogonale par rapport a une
droite vectorielle est une isométrie directe. D’une facon générale, si E est de dimension n, toute
symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan vectoriel est une isométrie indirecte.

d) REMARQUES ET DEFINITIONS (orientation). Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension
n. Soient A et B’ deux bases orthonormales de E. On sait qu’il existe un unique automorphisme
f € GL(F) qui transforme 2 en #'. Parce que £ et %' sont des bases orthonormales, il résulte
du lemme a) de 2.2.1 que 'on a nécessairement f € O(E). On peut alors définir :

Deux bases orthonormales % et %’ sont dites de méme orientation lorsque I'unique
isométrie vectorielle f € O(F) qui transforme % en %’ est une isométrie directe

[c’est-a-dire f € OT(E)].
Sinon [c’est-a-dire f € O~ (E)], on dira que £ et %’ sont d’orientations opposées.
Orienter ’espace vectoriel euclidien F consiste a choisir arbitrairement une base orthonormale

de référence A ; toute base orthonormale %’ ayant la méme orientation que 4 sera dite directe,
toute base orthonormale %’ ayant ’orientation opposée a celle de £ sera dite indirecte.

Il résulte immédiatement de ces définitions que :
e Deux bases orthonormales sont de méme orientation si et seulement si la matrice
de passage de I'une a 'autre est de déterminant +1.

e Une isométrie est directe si et seulement si elle conserve l'orientation (ie. elle trans-
forme toute base orthonormale directe en une base orthonormale directe).

orientation canonique en dimension 2 orientation canonique en dimension 3
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e) PROPOSITION ET DEFINITION (produit mizte). Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de
dimension n. Soient ui,us,...,u, des vecteurs de E. Pour toute base orthonormale directe %
de E, le réel

[ug,u2, ..., uy,| := det Matg(ui, ug, ..., uy)
est indépendant de la base orthonormale % choisie. On Iappelle le produit mizte des vecteurs
UL, U2y o« oy Up.

Preuve. Soient B et B’ deux bases orthonormales directes de E. La matrice de passage P de
PB 4 B est done orthogonale, et directe (det P = 1). Soit X = (uq,us,...,u,) une famille
de n vecteurs de E; notons M la matrice de la famille X dans la base %, et M’ sa matrice
dans la base %’'. Alors M = PM’, d’ou det M = det Pdet M’ = det M. O

f) PROPOSITION ET DEFINITION (produit vectoriel en dimension 3). Soit E un espace vectoriel
euclidien orienté de dimension 3. Quels que soient deux vecteurs u et v de E, il existe un unique
vecteur, noté u A\ v et appelé le produit vectoriel de u par v, tel que :

[u,v,w] = (uAv|w) pour tout w € E.

Preuve. Fixons u,v € E quelconques. Il est clair, parce que le déterminant est linéaire par
rapport & sa troisiéme variable, que 'application f : w — [u,v,w] définit une application
E — R qui est linéaire. En d’autres termes, f est une forme linéaire. En appliquant la
proposition b) de 2.1.3, il existe donc un unique vecteur a € E tel que f = ¢,, c’est-a-dire
tel que {(a|w) = [u, v, w] pour tout w € E. Ce vecteur unique a dépend bien sir des vecteurs
u et v de départ, et 'on note donc a = u A v. O

On trouvera ci-dessous a l'exercice 7 des propriétés classiques du produit vectoriel.

2.2.4 Exercices.

EXERCICE 1 (un résultat souvent utile). Soient E un espace vectoriel euclidien et f € O(E).
Montrer que, pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a f(F)+ = f(F1), en déduire qu’en
particulier, si F' est un sous-espace vectoriel stable par f, alors F+ aussi.

EXERCICE 2 (valeurs propres d’un endomorphisme orthogonal). Soient E un espace vectoriel
euclidien et f € O(E). Montrer que les sous-espaces Ey = Ker(f—idg) et E_; = Ker(f+idg)
sont orthogonaux. Montrer que les seules v.p. réelles possibles pour f sont 1 et —1.

EXERCICE 3 (caractérisations des symétries orthogonales). Soient E un espace vectoriel eu-
clidien et f € O(F). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est une symétrie orthogonale; (ii) fo f=idg; (iii) f est diagonalisable.

EXERCICE 4 (un ezemple concret en dimension 3). Soit E un espace vectoriel euclidien de
dimension 3, muni d’une base orthonormale Z. Soit f '’endomorphisme de E dont la matrice
dans la base & est :
-100
A= ( 00 1).

010
Montrer que f est une symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace que ’on déterminera.

EXERCICE 5 (un exemple concret en dimension 3). Soit E un espace vectoriel euclidien de
dimension 3, muni d’une base orthonormale . Pour tous réels a, b, ¢, on considere ’endo-
morphisme f, . de E dont la matrice dans la base % est :
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00a
M :<b00).
abye 0cO

Déterminer les valeurs de a,b, ¢ pour lesquelles f,p. € O(E). On suppose désormais que
fape € O(E). Déterminer les valeurs propres réelles de fq 5. et les sous-espaces propres
associés. Est-ce que f, .. est diagonalisable sur R ?

EXERCICE 6 (un exemple concret en dimension 3). Soit E un espace vectoriel euclidien de
dimension 3, muni d’une base orthonormale . Pour tout couple de réel a,b, on considere
I'endomorphisme f,; de E dont la matrice dans la base % est :

3a+b —4a O

Ma,b = ( —4a —3a+b O).
0 b1

Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles f,;, € GL(E). Déterminer les valeurs de a
et b pour lesquelles fop € O(E). Sia = % et b = 0, montrer que fi/50 est une symétrie
orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel F' de E que ’on déterminera.

EXERCICE 7. (produit vectoriel en dimension 3). Soit E un espace vectoriel euclidien orienté
de dimension 3.

— En utilisant les propriétés du déterminant, montrer que, pour tous u,v,w € E, a, € R :
uANu=0g, vAu=-uAv, (au+pv)ANw=auAw+pPvAw.
ul(uAwv) et vLl(uAwv).
u et v colinéaires si et seulement si u A v = 0g.
si u et v non colinéaires, (u,v,u A v) est libre.

— Montrer que, si (z,y,z) et (/,y',2") sont les composantes respectives de deux vecteurs
u,v € E dans une base orthonormale directe, alors les composantes dans cette méme base
de u Aw sont : (yz' — 2y, za’ — x2' xy — ya').

— Montrer que, si (u, v) est une famille orthonormale de deux vecteurs de E, alors (u, v, uAv)
est une base orthonormale directe de F.

— Montrer que, quels que soient u,v,w € E,ona: uA (vAw) = (u|w)v — (u|v)w.

EXERCICE 8 (matrices de permutation). On fixe un entier n > 2, et on considére I’espace
euclidien R™ muni du produit scalaire canonique. Pour toute permutation ¢ dans le groupe
symétrique S,,, on désigne par f, I’application R™ — R” transformant un vecteur quelconque
r=(T1,22,...,%y) en fo(T) = (To(1), To(2), - - - » To(n)). On note My € My (R) la matrice de
f» par rapport a la base canonique.

Montrer que f, appartient au groupe orthogonal O(FE). Montrer qu’il existe une valeur propre
réelle commune a tous f,, pour o décrivant S,,. Montrer qu’il existe un hyperplan H de R"
stable par f, pour tout o € S,,.

EXERCICE 9 (matrices de Householder et symétries orthogonales). On fixe un entier n > 2,
et on considere l'espace euclidien R"™ muni du produit scalaire canonique. On note % la base
canonique de R™. Pour tout vecteur non-nul v de R™, on note U la matrice colonne des
composantes de u dans la base & et on introduit I’endomorphisme v de R™ dont la matrice
par rapport & & est : H, = I, — WUtU.

Montrer que la matrice H, est symétrique et orthogonale. Montrer que h, est la symétrie
orthogonale par rapport & I’hyperplan (Ru)=.
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2.3 Endomorphismes symétriques

2.3.1 Transposition

On se place dans un espace vectoriel euclidien E.

a) LEMME. Soit % une base orthonormale de E. Une base %' de E est orthonormale si et
seulement la matrice de passage de % a %' est une matrice orthogonale. En particulier, toute
matrice de passage entre deux bases orthonormales de E est une matrice orthogonale.

Preuve. La matrice de passage P de 4 a4 %’ donne en colonnes les composantes des vecteurs
de %’ quand on les exprime dans la base 4. En d’autres termes, c’est aussi la matrice dans
la base % de ’endomorphisme f de E qui envoie la base 4 sur la base #’. Le lemme résulte
donc de 'application immédiate du théoréme d) de 2.2.2. O

b) COROLLAIRE. Soit A € O(n,R) une matrice orthogonale. La famille des vecteurs colonnes de
A constitue une base orthonormale de I’espace vectoriel euclidien R™ muni de sa base canonique.

Preuve. Evident. O

¢) PROPOSITION ET DEFINITION. Pour tout endomorphisme f de E, il existe un unique endo-
morphisme de E, noté f, appelé le transposé de f, vérifiant :

(f(x)|y) = (x|t (y)) pour tous x,y € E.

Pour toute base orthonormale % de E, la matrice de 'f dans la base % est la transposée de la
matrice de f dans cette méme base % :

Mats('f) = Mats( )

Preuve. Soit % une base orthonormale de E. Soient f un endomorphisme de F et A =
(@ij)1<ij<n la matrice de f dans la base #. Appelons g I'endomorphisme de E dont la
matrice dans la base % est ‘A = (a;i)1<ij<n-

Prenons deux vecteurs quelconques x et y de E. Notons X et Y les matrices colonnes de
leurs composantes respectives dans la base %. Notons X’ et Y’ les matrices colonnes des
composantes respectives des vecteurs f(z) et g(y) dans la base A.

Parce que % est orthonormale, ’expression du produit scalaire donne { f(x)|y) = X'Y.
Comme X’ = AX et Y/ =AY, on en déduit que :

(f(@)|y) ="(AX)Y = X'AY = XY’ = (z]g(y)).
L’endomorphisme ¢ choisi est donc une solution du probléeme considéré ; les mémes calculs

montrent que c’est 'unique solution, et 'on peut donc poser g = f.

Enfin, si %’ est une autre base orthonormale, et si ’on note A’ la matrice de f dans cette
nouvelle base %', on sait que A’ = P~ AP ot1 P est la matrice de passage de % 4 %’. Comme
on I'a vu au lemme a) ci-dessus, on a ‘P = P~!. La matrice A” de I’endomorphisme f dans
la base %’ est de méme A” = P71(!A)P. On a A" = ('P)('A)(P~') = (P71AP) = 4, ce
qui acheve la preuve. O

2.3.2 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

On se place dans un espace vectoriel euclidien E. On note n sa dimension.

a) DEFINITION. Un endomorphisme f de E est dit symétrique lorsque f = f dans End E, ce
qui est équivalent a :
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(f(@)y)=(z|f(y))  pourtousz,yec k.
Une matrice A dans ., (R) est dite symétrique lorsque A = 'A.

Il est clair d’apres la proposition c¢) de 2.3.1 que f est symétrique si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormale de E est une matrice symétrique.

b) EXEMPLES. Les projections orthogonales et les symétries orthogonales sont des endomor-
phismes symétriques.

En effet. Soient F un sous-espace vectoriel de E, p la projection orthogonale sur F et
s la symétrie orthogonale par rapport a F. Soient z,y deux vecteurs quelconques de F,
décomposés en x = ' + 2" et y =y +y" avec ',y € F et 2"y’ € F+.

(p(x)[y) = @' [y +y") = @' ) + (&' [y") = &' [y),
(xp(y) = @' +2"[y) = @' |y) + @"[y) = @' [y).
(s(x)|y) = (@ = 2" [y +y") = @' [y) = @" [y) + @' [y") = @ [y") = @' [y) = @ [y"),
(@]s(y) = (@' +2" [y —y") = @' [y) + " |y) = @' [y") = @ [y") = (=" |y) = " [y"),

ce qui montre bien que p et s sont symétriques.

Mais on a mieux : on a vu a lexemple c¢) de 1.1.2 que p et s sont diagonalisables. Dans le cas
de p,on a F = Ey ® Fy avec By = Kerp = Fl et By = Imp = F. Dans le cas de s, on a
E=FE_|®E; avec E_; = F+ et E; = F. Dans les deux cas, les sous-espaces propres sont donc
orthogonaux !

Cette derniere observation est un cas particulier du théoréme suivant, qui est 'un des plus
important de la théorie. On établit d’abord quelques résultats intermédiaires.

c) LEMME. Si A et u sont deux valeurs propres réelles distinctes d’un endomorphisme symétrique,
alors les sous-espaces propres associés Ey et I, sont orthogonaux.

Preuve. Soit f un endomorphisme symétrique de E. Supposons que A et p sont deux
v.p.distinctes de f. Soient @ € Ey et y € E,. Donc f(z) = Az et f(y) = py. L’hypothese
f symétrique se traduit par {f(x)|y) = (z|f(y)), donc (Ax|y) = (x|uy), ou encore
Maly) =p(z|y). Comme X # pu, on déduit que (z|y) = 0, c’est-a-dire z_Ly. O

d) LEMME. Le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme symétrique se décompose complé-
tement dans R en produit de polynémes de degré 1.

Preuve. Notons dim E = n. Soient f un endomorphisme symétrique de E, et A sa matrice
dans une base orthonormale de E. En particulier A est une matrice symétrique dans ., (R).
Soient Py = P4 le polynéme caractéristique de f ou A. C’est un polynoéme a coeflicients réels,
et on peut donc le considérer aussi comme polynoéme a coefficients complexes. A ce titre, on
sait que, dans Clz], il se décompose sous la forme Py(z) = (=1)"(z —A1)(z —A2) ... (. — An)
avec les \; dans C (pas forcément deux & deux distincts). Notre but est de montrer que
Ai € R pour tout 1 <7 < n.

La matrice A peut étre considérée comme la matrice d’'un endomorphisme g de C™ par rapport
a la base canonique de C™. Prenons 'un des \; en le notant simplement \; c’est un zéro
dans C de P4, donc une v.p.de g, et 'on peut considérer un vecteur propre x € C™ associé
alav.p.\ Onax # 0c» et g(x) = Az. Notons X la matrice colonne des composantes de z
dans la base %, de sorte que : AX = AX. En prenant les conjugués de tous les coefficients
dans cette égalité, on a AX = A X. Mais A = A puisque A est & coefficients réels. Donc
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AX :5Y. Si I'on écrit en ligne cette égalité de colonnes (en transposant), on obtient
XA = XX, clest-a-dire X A = MX, puisque A est symétrique.

En combinant les égalités A X = X A et AX = AX, on obtient A’X X = XAX = A'X X. Or
X X est un réel strictement positif (c’est la somme des carrés des modules des composantes
dans C du vecteur non-nul z). On conclut que A = A, c’est-a-dire A € R. O

e) THEOREME FONDAMENTAL. Tout endomorphisme symétrique f d’un espace vectoriel eucli-
dien F est diagonalisable. Plus précisément, il existe des bases orthogonales de E constituées de
vecteurs propres de f.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n = dim E. Pour n = 1, le résultat est clair. Prenons
n > 2, supposons par hypothese de récurrence le résultat vrai pour tout espace vectoriel
euclidien de dimension n — 1, et considérons un espace vectoriel euclidien F de dimension n.
Soit f un endomorphisme symétrique de E. D’apres le lemme d), il admet des v.p. réelles;
soit A 'une d’elle. Considérons u,, un vecteur propre associé a A. Quitte & multiplier u,, par
le réel ||u,||~t, on peut sans restriction choisir u,, de norme 1. Soit H I'’hyperplan vectoriel
orthogonal & la droite vectorielle ' = Ru,, engendrée par w, (voir exercice 3 de 2.1.5).
Comme on I'a vu a lexercice 1 de 2.2.4, le fait que F soit stable par f (ce qui est la
définition méme du fait que wu,, est vecteur propre) implique que H = F* est aussi stable
par f. Donc la restriction de f & H détermine un endomorphisme f’ de H. Par hypothese
de récurrence appliquée a f’, il existe une base orthonormale &' = (uy,...,un—1) de H
constituée de vecteurs propres de f’ donc de f. En adjoignant u,, on obtient une famille
PB' = (u1,...,Up-1,up) qui est une base orthonormale de E (car F & H = E avec FLH) et
qui est constituée de vecteurs propres de f. O

f) COROLLAIRE FONDAMENTAL. Toute matrice symétrique A dans .#,(R) est diagonalisable.
Plus précisément, il existe une matrice diagonale D a coefficients réels et une matrice orthogonale
P € O(n,R) telles que A= PDP~1.

Preuve. Soit A une matrice symétrique dans ., (R). Soit f I’endomorphisme de ’espace
vectoriel euclidien F = R™ (muni du produit scalaire canonique) telle que A soit la matrice
de f dans la base canonique # (qui est bien str orthonormale). Comme on 'a vu a la
définition a), f est un endomorphisme symétrique. En appliquant le théoréme e) ci-dessus,
il existe une base orthonormale %’ de E telle que la matrice de f dans la base %’ soit une
matrice diagonale D. On a donc A = PDP~! ot P est la matrice de passage de & a #'. 1l
résulte enfin du lemme a) de 2.3.1 que P est orthogonale, ce qui acheve la preuve. O

2.3.3 Exercices

EXERCICE 1. Montrer que le sous-ensemble . de ., (R) formé des matrices symétriques
est un sous-espace vectoriel de ., (R). En définissant une matrice antisymétrique comme
une matrice A € #,(R) telle que ‘A = —A, montrer que le sous-ensemble &/ des ma-
trices symétriques est un sous-espace vectoriel de ., (R). Montrer que 4, (R) = ¥ & .
Déterminer les dimensions respectives . et 7.

EXERCICE 2. Soit E un espace euclidien. Soit u un endomorphisme de F.
— Montrer que Keru = (Im )t et Keru = (Imu)*. En déduire que, si u est symétrique, le
noyau et 'image de u sont supplémentaires et orthogonaux.

— Montrer que si u est symétrique et u(x) Lz pour tout x € E, alors u est nul.

— On suppose qu’il existe un sous-espace vectoriel M de E tel que ||u(z)| = ||z| pour tout
x € M, et v(x) = 0 pour tout x € M. Montrer que Kerv = M*.
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EXERCICE 3 (exemples de diagonalisation de matrices symétriques). Reprendre ’exemple b)
du paragraphe 1.1.5 et vérifier que les sous-espaces propres sont orthogonaux (ou encore que
la matrice de passage est orthogonale).

Faire de méme pour les matrices B,C, E de 'exercice 1 de 1.2.4, et pour la matrice A de
I’exercice 2. Faire de méme pour les matrices A, de I'exercice 6 de 1.3.4.

EXERCICE 4 (exemple de diagonalisation d’une matrice symétrique). On considere dans I'es-
pace vectoriel euclidien R? I’endomorphisme u dont la matrice dans la base canonique est

— Montrer que u est diagonalisable de quatre fagons différentes : (1) sans aucun calcul ; (2) en
calculant le polynome caractéristique et les sous-espaces propres; (3) en utilisant le théoreme
du rang; (4) en calculant A2.

— Déterminer une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

EXERCICE 5 (exemple de diagonalisation d’une matrice symétrique). On considere dans l'es-
pace vectoriel euclidien R* ’endomorphisme u dont la matrice dans la base canonique est

ac be ¢? de

a? aé) ac ad
A= abb bebd | " oy g b c dsont des réels non tous nuls.
ad bd cd d*

Montrer que w est symétrique. Montrer que 0 est valeur propre triple de u et déterminer
le sous-espace propre associé. Soit A I'autre valeur propre de u; déterminer le sous-espace
propre associé, et calculer .

2.4 Applications géométriques

2.4.1 Description des isométries vectorielles en dimension 2

a) REFLEXION. Soit D est une droite vectorielle dans F';
rappelons que la symétrie orthogonale par rapport a D
est application sp : E — F qui, a tout vecteur u € E
décomposé de facon unique en v+w avec v € D et w € D,
associe sp(u) = v — w. Une telle symétrie orthogonale par
rapport a une droite D est appelée réflexion d’axe D (voir
aussi exercice 5 de 2.1.5). Au vu des propriétés démontrées
précédemment sur les symétries, on a :

On fixe un R-espace vectoriel euclidien F de dimension 2. On va ci-dessous décrire explici-
tement le groupe orthogonal O(FE), c’est-a-dire tous les endomorphismes orthogonaux de E.
Conformément a 1'usage le plus répandu en géométrie, on dira ici “isométrie vectorielle” plutot
que “endomorphisme orthogonal” (rappelons que les deux termes sont strictement synonymes).

Réflexion

PROPOSITION. Toute réflexion vectorielle est une isométrie vectorielle. La bijection réciproque
de la réflexion sp est 31_31 = sp. L’ensemble F des vecteurs fixés par sp est égal a la droite D.
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b) ROTATION. On appelle rotation vectorielle de E toute
composée de deux réflexions vectorielles.

Une rotation r est donc de la forme r = sposp/. Attention,
il n’y a pas unicité de D et D’ (cf. exercice 2 de 2.4.4).

Remarquons que r = idg si et seulement si D = D'.

On a pour les rotations un résulat comparable a celui for-
mulé ci-dessus pour les réflexions :

Rotation

PROPOSITION. Toute rotation vectorielle est une isométrie vectorielle. La bijection réciproque

de la rotation r = spr o sp est la rotation r~

' = sposp. L’ensemble E; des vecteurs fixés par

r est réduit 4 {Og} dés lors que D # D'.

Preuve. Soient D et D’ deux droites de E, et r la rotation sp o sps. Il est clair que r est
une isométrie comme composée de deux isométries, et que r—! = (spo SD/)_1 = sB} o 8151 =
$prosp. Soit maintenant u € E tel que r(u) = u. On a donc sp(u) = spr(u). En décomposant
u=v+w=1v +w avecv € D,w e Dt v €¢ D',w € D onav—w=1v —w.En
sommant membre & membre les deux égalités, il vient v = v/, qui est donc un vecteur de D
et de D’. Comme on a supposé que D # D', ona DND’' = {0g}. Il s’ensuit que v = v/ = 0.
Donc u = w = w'. Mais alors u € D+ N D't et comme on a aussi D+ N D't = {0g}, on
conclut que u = Og. O

c) PROPOSITION (matrice d’une réflexion ou d’une rotation dans une base orthonormale). Soit
A une base orthonormale de E. Soit f une application linéaire de E dans F. Alors :

(i)

(i)

f est une réflexion vectorielle si et seulement s’il existe deux réels a et b vérifiant a®>+b*> = 1
tels que la matrice de f relativement a la base % soit égale a (‘g fa)

f est une rotation vectorielle si et seulement s’il existe deux réels a et b vérifiant a>+b% = 1
tels que la matrice de f relativement a la base % soit égale a (‘g *ab)

Preuve. Soit f une réflexion. Soit D son axe. Soit v un vecteur unitaire de D ; notons (a, ()
les composantes de v dans la base . Comme f est une isométrie, on a ||f(v)| = ||v|| = 1,
donc o2 + 3% = 1. Soit w le vecteur de composantes (— /3, «). Il est unitaire et orthogonal & v,
donc w € D*. Ainsi %' = (v, w) est une base orthonormale de E, et il est clair que la matrice
de f dans la base %’ est S = ({ % ). La matrice de passage de & a4 %' est P = (3 ;’B)
Donc :

2_ 2
Matg(f) = PSP~ = (ahf _j?fﬁz)

de la forme voulue avec a := o — 2 et b := 2a3, qui vérifient bien a2+ b? = (a? + 5?)? = 1.
e Supposons maintenant qu’il existe deux réels a et b vérifiant a® +b? = 1 tels que la matrice
de f dans # soit A = (§ _’). Elle est orthogonale (il suffit de calculer AA et d’utiliser le
fait que a? + b? = 1). Elle est symétrique, donc diagonalisable d’apres les résultats de 2.3.2.
L’exercice 3 de 2.2.4 implique alors que f est une symétrie orthogonale. Comme il est clair
que A # I et A # —I5, on conclut que fest une réflexion par rapport & une droite.

e Supposons que f est une rotation. C’est la composée de deux réflexions. Il en résulte avec
le point (i) qu’il existe des réels a, b, ¢, d vérifiant a® + b? = ¢2 + d? = 1 tels que :

Matg(f) = (§ £)(§ %) = (52)
avec a = ac + bd et 3 = ad — be, qui vérifient bien a? + 82 = (a® + b?)(c® + d?) = 1.
e Supposons enfin qu'il existe deux réels a et b vérifiant a® + b = 1 tels que la matrice de f
dans £ soit M = (‘; _i’) Ona M = (‘g 72) (6 _(1)) ce qui, avec le point (i), montre que f
est la composée de deux réflexions, et donc que f est une rotation. O
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d) THEOREME. Lorsque E est un espace vectoriel euclidien de dimension 2, le groupe orthogonal
O(FE) est constitué des rotations et des réflexions.

Plus précisément, les isométries directes du plan vectoriel E sont les rotations vectorielles, et les
isométries indirectes du plan vectoriel E sont les réflexions vectorielles.

Preuve. 1l résulte de la proposition précédente que, dans une base orthonormale quelconque,
toute rotation est de déterminant 1 et toute réflexion est de déterminant —1. Réciproquement,
soit f une isométrie quelconque de E. Soit M = (¢ §) sa matrice dans une base orthonormale
% de E. D’apres le théoreme d) de 2.2.2, M est une matrice orthogonale. Donc det M =
ad—bc =¢ec € {-11}ete( §7¢) =M1 =M= (2%), dott d = eca, c = —¢b, et
a? 4+ b? = 1. 11 suffit donc d’appliquer la proposition précédente pour conclure que f est une
rotation si € = 1 et une réflexion si ¢ = —1. O

e) REMARQUE. Il résulte du théoreme que la composée d’un nombre pair de réflexions est
une rotation, la composée d’un nombre impair de réflexions est une réflexion, la composée d’une
rotation et d’une réflexion est une réflexion, et la composée d’un nombre quelconque de rotations
est une rotation.

f) REMARQUE. Le sous-groupe OT(E) est abélien, ce qui signifie que, quelles que soient f,g
deux rotations de F,ona:gof=fog.

En effet. 1l est clair que, pour a,b,c,d € R, (‘g _ab)(g _cd) =( Z;;Zi *a‘chbgc) = (2 _d)(‘g _b).

c a

2.4.2 Angles

E désigne ici un R-espace vectoriel euclidien de dimension deux orienté.

a) THEOREME. Soit r € O (F) une rotation de E.

(i) Il existe 0 € R tel que la matrice de r dans toute base orthonormale directe de E soit

RG — (COSO —sin@)'

sin 0 cos 0

(ii) La matrice de r dans toute base orthonormale indirecte de E est alors égale a R_g.

Preuve. Soit & une base orthonormale directe de F. Comme on ’a vu & la proposition c)
de 2.4.1, il existe (a,b) € R? satisfaisant a® + b?> = 1 tel que la matrice de r dans £ soit
M = (‘g _2 ) D’aprés un résultat d’analyse bien connu (mais non trivial!) I’égalité a®+b% = 1
implique qu’il existe 6 € R, non unique (défini modulo 27Z), tel que a = cosf et b = sin§.

Donc la matrice de r par rapport a la base % est Ry.

Considérons maintenant une autre base orthonormale %4’ de E, notons f 'isométrie trans-
formant & en %', P la matrice de passage de & & %’ (qui n’est autre que la matrice de f
dans la base %), et M’ la matrice de r par rapport & %’. Donc M’ = PR,y P.

Supposons d’abord que %’ est directe; alors f € OV (E), et comme OT(E) est abélien
[remarque f) de 2.4.1], 'égalité M’ = P71 Ry P devient M’ = Ry. Ceci acheve de prouver (i).
Pour (ii), supposons maintenant que %’ est indirecte. On a f € O~ (F), donc ro f € O~ (E),
d’ottroforof =idet f? = id puisque 7o f et f sont des réflexions vectorielles [voir théoréme
d) de 2.4.1]. Il en résulte que f~torof = forof=r"1 cequise traduit matriciellement
par M’ = P"1RyP = R;l. 11 est évident de vérifier que R;l =R_y. O

b) DEFINITION. Pour tout réel 6, notons ry 'unique rotation dont la matrice par rapport a toute
base orthonormale directe est la matrice Ry. On ’appelle la rotation d’angle 6.
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Remarque : on devrait plus rigoureusement, conformément & ce qui suit, I’appeler la rotation
dont I’angle a pour mesure 6.

c) PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) Pour tous 0,0/ e R,ona: (rg=ry) < (Rg=Ry) & (FkeZ, 0 =0+ 2kn).
(ii) En particulier : ro=1idg et rr, =r_ = —idg.
(iii) Pour tous 0,0’ € R, on a: Rgr¢ = RgRy et rgrgr =r90Ty

Preuve. Les points (i) et (i) sont clairs. Pour (iii), considérons deux réels quelconque 6 et
0', et les deux rotations rg et rg- de matrices respectives Ry et Ry par rapport & une méme
base orthonormale. La matrice de rg o rgr dans cette base est :

sind@ cosf sin@  cos@’ sin @ cos 0’ + cos 0 sin ¢’ cosf cosf’ — sin @ sin ¢’

(cos 0 —sin 9) (cos 0 —sin 9') _ (cos Ocost —sinfsin® —sinfcos@ — cosfsin 0’)

_ fcos(0+6') —sin(6+96)
T \sin(0+6)  cos(d+6)

), d’ou le résultat. O

Algébriquement, on traduit ces propriétés en disant que I’application r : R — O"(E) définie par
0 — ry est un morphisme de groupes, surjectif, de noyau 27Z.

A noter que, comme 6 + 0" = 6’ + 6, on retrouve le fait déja observé a la remarque f) de 2.4.1
que les rotations commutent entre elles pour la loi o.

Géométriquement, le lemme suivant va permettre de passer de la notion d’angle d’une rotation

a celle d’angle de vecteurs.

d) LEMME. Soient u et v deux vecteurs non-nuls de méme norme. Il existe une unique rotation
vectorielle r de E telle que r(u) = v.

1. Preuve géométrique. Parce que ||u|| = ||v]|, les
vecteurs u+v et u— v sont orthogonaux. Il en résulte
que, si 'on appelle s la réflexion vectorielle d’axe
dirigé par u + v, on a s(u) = v. Donc, en notant s’
la réflexion d’axe dirigé par u, la rotation r = so s’
vérifie r(u) = s(s'(u)) = s(u) = v.

Figure

Pour I'unicité, supposons qu’il existe deux rotations r

et ' telles que r(u) = v = 7/(u). Posons 7’ = r~Lor’.

C’est une rotation (composée de deux rotations), qui vérifie ”/(u) = u par construction et
fixe donc un vecteur non-nul de E. On en déduit (proposition b de 2.4.1) que 7’/ = idg, donc
r=r'. 0

2. Preuve analytique. Plagons-nous dans une base orthonormale %. Soient (z,y) les compo-

santes de u, et (z',4’) celles de v. On cherche & déterminer les couples (a,b) € R? tels que :
(¢ 0)(5) = (z:) et a? 4 b? = 1. Or le systeme {Z(‘;zl[zzz, a pour déterminant z? + y? # 0,
donc il admet une unique solution donnée par les formules de Cramer :

_ za'+yy _ zy'—ya’ sox 2 g2 (@) +y?)
a = Y et b= 2T Fy? doua+b —W—l
D’ou l'existence et 'unicité de la solution cherchée. O
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e) DEFINITIONS. On se place toujours dans un plan vectoriel euclidien orienté E.
e Soient deux vecteurs non-nuls v et v dans E. On peut toujours se ramener a des vecteurs de
meéme norme en considérant les vecteurs unitaires

1 1
U] = o et vy = pv
L= Tl L= Toll™
et il existe d’apres le lemme ci-dessus une unique rotation r telle quel r(u1) = v;
/

e Soient quatre vecteurs non-nuls u,v,u’,v" dans E. On dit que (u,v) et (v/,v") déterminent le
méme angle lorsque I'unique rotation r telle que r(u;) = vy vérifie aussi r(uj) = v}. On note
alors :

— _—
(u,0) = ()
Plus formellement, on définit une relation entre
couples de vecteurs non-nuls traduisant le fait
que 'unique rotation r telle que r(u1) = v1 est
celle qui vérifie aussi r(u}) = v} ; on montre que
cette relation est une relation d’équivalence dans
I’ensemble des couples de vecteurs non-nuls de
FE, et un angle est une classe d’équivalence pour
cette relation.
A ce niveau, il ne serait pas nécessaire de suppo-
ser E orienté pour définir la notion d’angle de
vecteurs; cela est en revanche nécessaire pour
parler de mesure d’angle.

e On appelle mesure d’un angle de vecteurs (u,v) tout réel 6 tel que 'unique rotation qui envoie
up sur vy soit la rotation rg définie en c) ci-dessus.
[ 0 est une mesure de (u,v) | < [ ro(u1) =v1 |.

—

La mesure d’un angle n’est pas unique, mais définie modulo 27 : si 6 est une mesure de (u,v),
ses autres mesures sont les réels 0 + 2km avec k € Z.
FEzxemples :
1. Pangle nul est 'angle égal & (u, u) pour tout vecteur non-nul u € E; la rotation corres-
pondante est idg = rq ; ses mesures sont tous les 2kw avec k € Z.
2. langle plat est l’angle égal a (u, —u) pour tout vecteur non-nul v € E; la rotation
correspondante est —idg = r, ; ses mesures sont tous les m 4+ 2kw avec k € Z.
3. deux vecteurs non-nuls u,v € E forment une base orthonormale directe de E si et

—

seulement si une mesure de (u,v) est &

e Soient u,v,u,v" quatre vecteurs non-nuls de E.

. .. Somme de deux angles
On peut toujours choisir un vecteur w tel que
et Pt

(u/,v") = (v,w), et Pon définit alors par une forme
de relation de Chasles la somme des deux angles :

(u,0) + (@, ") = (u,0) + (v, w) = (u, w).

La somme de deux angles étant ainsi définie par la
composition des deux rotations correspondantes, il
résulte directement de cette définition que,

—

si 0 est une mesure de (u,v) et §' est une mesure de
—_—

(m), alors une mesure de (u,v)+ (m) est 0+6'.
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REMARQUE. C’est ce principe qui est a la base des systémes pratiques de mesure des angles.
Comme il établit que la mesure de la somme de deux angles est la somme de leurs mesures res-
pectives, il permet de définir & partir d’une valeur arbitraire d’un angle donné (généralement
Pangle plat) de calculer la mesure des différentes fractions de cet angle (suivant 'unité choi-
sie : 7 en radians, 180 en degrés, 200 en grades).

— — Opposé d’un angle
e L’opposé d'un angle (u,v) est langle (v,u), et PP &

ceci indépendamment du couple de vecteurs non-

nuls choisis.

La somme d’un angle et de son opposé est 'angle
—_— —_—

—

nul puisque (u,v) + (v,u) = (u,u).

e Comme les différentes mesure d’un méme angle different d’un multiple entier de 27, on peut
sans ambiguité définir le cosinus et le sinus d’un angle comme le cosinus et le sinus de 1'une
quelconque de ses mesures. On note :

— — —

cos (u,v) = cos@ et sin(u,v) =sinf, ou @ est une mesure de angle (u,v).

f) THEOREME. Pour tout couple (u,v) de vecteurs non-nuls d’un plan vectoriel eucliden orienté
E,ona:

COS@:M et sin(g,\v):M.
[l o]l [[ul o]
Preuve. Définissons w1, v unitaires par : u; = mu et Figure
—_— —_—
v = mv. Soit # une mesure de (u1,v1) = (u,v).

Ainsi : rg(u1) = v1.

Soit wy le vecteur unitaire orthogonal & u; tel que
la base othonormale % = {uy,w} soit directe.
Dans la base %, les composantes de u; sont (1,0).

Dans la base %;, les composantes de vy forment la
premiére colonne de Ry (puisque v; = rg(uy) et
Mat g, (rg) = Rp) et sont donc égales & (cosd,sin6).

Donc (u; |v1) = cosf et [ug,v1] = det Matg, (u1,v1) =
sind. D’ou le résultat. O]

Dans la preuve ci-dessus, on travaille dans la base orthonormale directe #; adaptée a la donné
de u et v. Si maintenant on prend une base orthonormale directe 4 quelconque, et si I’on note
(z,y) et (2/,y") les composantes respectives de u et v dans la base %, on obtient :

oz o~ ay —ya
cos (u,v) = —— et sin(u,v) = —F—",
22 + y2 xr2 + yQ

ce que l'on avait déja observé dans la preuve du lemme c).
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2.4.3 Description des isométries vectorielles en dimension 3

Dans toute ce paragraphe, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

a) PROPOSITION ET DEFINITION. Soit u € E un vecteur non-nul. Soit 6 un réel. Il existe une
isométrie directe f de E telle que la matrice de f dans toute base orthonormale directe 8 de E
admettant u; = HTlHu comme premier vecteur est :
10 0
Mat 4 = (0 cos@—sin@).
g(f) 0 sinf cosf

Cette isométrie est appelé la rotation vectorielle d’axe dirigé et orienté par u, et d’angle 0.

Preuve. Soit 0 € R. Soient © € E non-nul, et uq = mu Soient us, uz deux vecteurs tels que
(u1,us,us) constitue une base orthonormale directe & de E.

10 0
Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base % est Ay = (0 cos 6 — sine),

0 sinf cos6
On vérifie aisément que : ‘AgAg = I3 et det Ag = +1, et donc f € OF(E). Si #' est une
autre base orthonormale directe de la forme (uq,v9,v3), la matrice de passage P de B a %’
est de la forme (é o g) avec R = (2%) € OT(2,R). Parce que OT(2,R) est abélien (on I'a
vu & la remarque f) de 2.4.1), on a Matg (f) = P~1AgP = Ayp. O

b) DESCRIPTION GEOMETRIQUE. Rotation en dimension 3
Considérons D la droite de base u; et H le plan
de base (ug,us), qui sont deux sous-espaces or-
thogonaux.

La restriction de f a la droite D est idp.

La restriction de f au plan H = D7t est la
rotation vectorielle plane d’angle 6, de matrice

(';’Ifg *Cgisne@) dans la base (ug,u3).

c) THEOREME. Les isométries directes de E sont les rotations vectorielles.

Preuve. Soit f € OT(E). En particulier, det f = 1. Son polynéme caractéristique détermine
une fonction polynomiale R — R de la forme Py(z) = —23+---+det f = —a3+-- -+ 1. Cette
fonction est continue sur R, tend vers —oo quand x tend vers 400, et prend la valeur positive
+1 en x =0 : il résulte alors du théoreme des valeurs intermédiaire qu’il existe A € |0, +-o00[
tel que Py(A\) = 0. Donc A est une valeur propre de f, qui vérifie A > 0. Or on a vu a l'ex. 2
de 2.2.4 que les seules v.p. possibles d’'une isométrie sont 1 et —1. Donc ici A = 1.

On vient d’établir qu’il existe u € E non-nul tel que f(u) = u. Normalisons-le en u; = mu,

et choisissons deux vecteurs us, us de E tel que % = (u1, ug, ug) soit une base orthonormale
directe de E. Appelons D la droite de base u; dans E, et H le plan D+, dont une base
orthonormale est (ug,u3). Parce que D est évidemment stable par f, il en est de méme de

son orthogonal H (d’apres 'ex. 1 de 2.2.4). Donc la matrice de f dans la base A est de la
100

forme A = (8 a Ccl) On conclut en écrivant que A est orthogonale et de déterminant +1. [
d) REMARQUE. On peut de méme obtenir une description concréte des isométries indirectes
en dimension 3. Sans développer ici la démonstration, citons pour mémoire le résultat : les
isométries indirectes de E sont : —idg, les symétries orthogonales par rapport a un plan H
(appelées réflexions par rapport a H ), les composées d’une réflexion par rapport a un plan H
avec une rotation d’axe H+ et d’angle dans |0, |.
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2.4.4 Exercices

EXERCICE 1. Dans chacun des cas suivants, on considére une matrice M € .#5(R) et 'endo-
morphisme f d’un plan vectoriel euclidien orienté E qui admet M pour matrice dans une base
orthonormale directe de &. Dans chaque cas, montrer que M est une matrice orthogonale,
préciser si elle est directe ou indirecte, et décrire géométriquement f :

1 V3 2
_ 2 % _ 1 (1-1 _ 1 11 _( s 5
A_<Z§ ;)7 B_ﬁ(11)7 C_ﬁ(—ll)v D_<}§f;>

EXERCICE 2 (non-unicité de l’écriture d’une rotation comme composée de deux réflexions).
Soit E un plan vectoriel euclidien. Soit 7 est une rotation vectorielle de E. Montrer que,
pour toute droite D, il existe une droite D’ telle que r = sp o sp/ et une droite D" telle que
r = $p» o sp [indication : utiliser la remarque f) de 2.4.1 pour introduire D’ comme axe de
la réflexion sp o r]. Faire une figure.

EXERCICE 3. Montrer que, de fagon similaire au lemme d) de 2.4.2, on a aussi : si u et v sont
deux vecteurs non-nuls de méme norme d’un plan vectoriel euclidien F, il existe une unique
réflexion s de E telle que s(u) = v.

EXERCICE 4. Montrer que, dans un plan vectoriel euclidien orienté F, toute réflexion trans-
forme un angle orienté en son opposé [indication : pour une réflexion sp d’axe D, et deux
vecteurs non-nuls quelconque u, v € E, considérer la rotation sp o spr ot D' = (u — v)*].

EXERCICE 5. Soient u,v,u’,v’ quatre vecteurs de méme normes dans un plan vectoriel eucli-
dien orienté E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes : (i) I'unique rotation
qui envoie u sur v’ est égale & 'unique rotation qui envoie v sur v’; (ii) I'unique rotation qui
envoie u sur v est égale & I'unique rotation qui envoie u’ sur v’. En déduire que :

—_——

(u,v) = (W,v") & (u,u) = (v,0').

EXERCICE 6 (Isométries vectorielles en dimension 3). Soit B = (e, €2, e3) une base ortho-
normale directe d’un espace vectoriel euclidien E de dimension 3. Donner la matrice dans la
base Z de la rotation d’axe dirigé en orienté par e; + es + es, et d’angle %’r

EXERCICE 7 (Isométries vectorielles en dimension 3). Déterminer la nature géométrique de
I’endomorphisme de E dont la matrice dans une base orthonormale d’un espace vectoriel

.1 . . 2 1 2
euclidien de dimension 3 est A = % (f% 22 é)

EXERCICE 8 (Isométries vectorielles en dimension 3). Soit E un espace vectoriel euclidien
de dimension 3, rapporté & une base orthonormale 2. Pour tous réel a,b,c, on note f, .

. . N b
I’endomorphisme de I dont la matrice par rapport a la base % est : My p . = (g a i)
c a

— Montrer que fqp € O(E) si et seulement si |[a +b+c¢| =1 et ab+ bc + ca = 0.

— Montrer qu’un endomorphisme f, ; . qui appartient & O(E) est involutif si et seulement si
b=c.
— Montrer que I'ensemble G des endomorphismes fq, 5 . qui appartiennent & O(E) et qui sont

involutifs est un groupe fini, dont on déterminera explicitement tous les éléments, et dont on
dressera la table pour la loi o.

— Décrire géométriquement chacun des éléments de G, en indiquant s’il s’agit d’un élément
de OT(E) ou de O~ (E), et en précisant le sous-espace des vecteurs invariants.

EXERCICE 9 (Engendrement du groupe orthogonal par les symétries hyperplanes). Démontrer
que toute isométrie vectorielle f d’un espace vectoriel euclidien F de dimension n (autre que
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l'identité) s’écrit sous la forme f = sjo0sy0---05, ot 1 < p < n et si,s9,...,s, sont des
symétries hyperplanes.

[Indication : s’il existe u € E non-nul tel que f(u) = u, considérer la droite vectorielle D
dirigée par u, I’hyperplan H = D=, et achever par récurrence; sinon, raisonner de méme
avec D la droite vectorielle dirigée par u — f(u) our u un vecteur non-nul de E.].

EXERCICE 10 (Centre du groupe orthogonal). Soit E un espace vectoriel euclidien de dimen-
sion n > 2. On appelle centre de O(E) 'ensemble Z de tous les f € O(E) qui commutent
pour la loi o avec tous les éléments de O(E) :

Z={f€O(E);gof=fogpourtout g € O(F)}.
On définit de méme le centre Z* de O™ (E). Le but de I'exercice est de déterminer Z et Z+.
— Soit H un sous-espace vectoriel de E. On note sy la symétrie orthogonale de F par rapport

a H. Soit f € O(E) quelconque; posons h = f o sy o f~1. Montrer que h(u) = u pour tout
u € f(H) et que h(u) = —u pour tout u € f(H™*). En déduire que h = sz). Conclure que :

pour tout f € O(E), | fosy=smof]e | f(H)=H] *)

— Montrer que si f € O(E) vérifie f(A) = A pour toute droite A de E, alors f = idg ou
f = —idg. En déduire que si dim FE > 3 et si f € O(E) vérifie f(II) = II pour tout plan IT
de E, alors f =idg ou f = —idg.

— A Taide de (*) et de la question précédente, déterminer quels sont les éléments de Z.

Déterminer de méme quels sont les éléments de Z1 (on pourra distinguer trois cas suivant
que dim F est impaire, ou paire et au moins égale a 4, ou égale a 2).
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Chapitre 3

Espaces vectoriels normés

L’objectif de ce chapitre est d’introduire des notions d’analyse bien connues dans R ou C (conver-
gence de suites, limites de fonctions,...) dans un contexte plus général ou les points ne sont plus
des nombres réels ou complexes mais des éléments d’un espace vectoriel E. Pour cela, la “proxi-
mité” entre deux points (qui s’exprime dans R avec la valeur absolue de leur différence, et dans
C avec le module de leur différence) fait intervenir la notion plus générale de norme dans F.

Dans toute la suite, la lettre K désigne R ou C. On travaille dans ce chapitre dans un K-espace
vectoriel E. Suivant les applications et exemples considérés, E pourra étre de dimension finie
(E = K" pour un certain entier n > 1), ou de dimension infinie (par exemple E = K[X], ou
E = %°(I,K), ou d’autres espaces de fonctions...)

3.1 Normes et notions topologiques associées

3.1.1 Notion de norme

a) DEFINITION. On appelle norme sur un K-espace vectoriel E tout application N : E — R
vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) pour tout A € K et tout x € E, on a N(Azx) = |A\|N(z),
(ii) pour tout z € E, N(x) =0 si et seulement z = 0,
(iii) pour tous z,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).

La troisieme propriété est appelée I'inégalité triangulaire.

Commentaire : on peut montrer que les conditions (i) et (iii) impliquent que N(z) > 0 pour
tout « € E, de sorte que ’on pourrait se contenter de prendre N : E — R au départ.

Un espace vectoriel E ainsi muni d’une norme N est appelé un espace vectoriel normé, ce que
I’on abrege traditionnellement en evn.

Une autre notation usuelle pour une norme est ||z|| au lieu de N(z).

b) EXEMPLES.

- La valeur absolue définit une norme sur R (vu comme R-espace vectoriel de dimension 1).
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- Le module définit une norme sur C (vu comme un C-espace vectoriel de dimension 1, ou
comme un R-espace vectoriel de dimension 2).

- La norme associé a un produit scalaire sur un espace vectoriel euclidien F est une norme
[voir points ¢), d) et f) de 2.1.1].

c) EXEMPLES : LES TROIS NORMES USUELLES SUR K”. Pour £ = K" et pour tout vecteur
x = (x1,...,z,) de E, on pose :

n
[zl = 2 [l [z]]2 =

[2]loo = sup |ai| = max [z].
i=1 i <n

1<i<n 1<i

On définit ainsi trois normes sur K" (preuve en exercice). La seconde est appelée norme eucli-
dienne lorsque K = R et norme hermitienne lorsque K = C.

d) EXEMPLE : NORME DE LA CONVERGENCE UNIFORME. On prend ici £ = #(X, K) le K-espace
vectoriel des fonctions X — K qui sont bornées sur X (ou X est un ensemble quelconque non
vide). Pour toute fonction f € E, on pose :

[ lloc = sup [f ()]
zeX

On définit ainsi une norme sur A(X,K) (preuve en exercice). Elle est appelée (on verra plus
loin pourquoi ce nom) norme de la convergence uniforme.

e) EXEMPLE : NORMES 1 ET 2 POUR LES FONCTIONS INTEGRABLES. On prend ici F =
%°(la,b],K) le K-espace vectoriel des fonctions continues [a,b] — K (ot [a,b] est un intervalle
fermé borné non vide de R). Pour toute fonction f € E, on pose :

b b
1l = / F@ld et |flla= / F(0)[2 dt.

On définit ainsi deux normes sur ¢°([a, b], K) (preuve en exercice). Elles sont appelées respecti-
vement la norme 1 et la norme 2 sur F, qui sont des cas particuliers de ’exemple suivant.

f) EXEMPLE : NORMES DE HOLDER. On fixe un réel p € |1, +o0.

e On définit une norme sur F = K" (o n > 1 est un entier fixé) en posant, pour tout
x=(21,...,2,) EE:

w p 1/p
2, = (lewil )
1=
L’exemple c¢) ci-dessus correspond aux cas p=1et p =2, et 'on a lim |z|, = ||z| e pour
p—r00

tout ¢ € E.

e On définit une norme sur E = €°([a, b], K) (olt [a, b] est un intervalle fermé borné non vide
de R) en posant, pour toute f € F :

b
1/
151 = ([ 150
L’exemple e) ci-dessus correspond aux cas p =1 et p =2, et 'on a lim |/ f||, = || f|lc pour
p—0o0
toute f € E.

e Les preuves de ces résultats pourront étre établies en exercice.
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3.1.2 Distance associée a une norme

a) DEFINITION. Soit F un evn. On note || - || sa norme et 'on pose :
d(z,y) = ||lx —y|| pour tous z,y € E.

On définit ainsi une application d : E* — R que 'on appelle la distance associée & la norme.

Remarque : en particulier la norme d’un vecteur est la distance entre ce vecteur et le vecteur
nul : ||z|| = d(x,0g) pour tout x € E.

b) PROPOSITION. Soient E un evn, et d la distance associée a sa norme || - ||. Quels que soient
les vecteurs x,y,z de E/, on a :

e d(z,y) =d(y,x), < symétrie

e d(z,y) =0 si et seulement si x =y, < séparation

o d(z,z) < d(z,y)+d(y, z), < inégalité triangulaire

e pour tout A € K, d(A\z, \y) = |Nd(z,y), <homogénéité

ed(x+z,y+2z) =d(x,y). < Invariance par translation

Preuve. Calculs élémentaires, laissés en exercice. O

c) REMARQUES. Les trois premieres propriétés sont celles qui, de fagon générale, définissent une
distance sur un ensemble F. On peut montrer qu'une distance sur une espace vectoriel ¥ qui de
plus satisfait les quatrieme et cinquiéme conditions est nécessairement associée a une norme sur
E. On pourra 4 titre d’exercice, dans le cas ot E = R? muni de la norme euclidienne, illustrer
par des dessins les trois dernieres propriétés.

inégalité triangulaire homogénéité invariance par translation
d) LEMME PRATIQUE. Soient E un evn, et d la distance associée a sa norme || - ||. Quels que
soient les vecteurs x,y,z de E, on a :
lo =yl > [llell = lyll] et d(z,y) > |d(z,2) - d(y, 2)|.
Preuve. 2] = z—y+y]l < llo—yll+Ilyll et donc z—y| > llz]|— lly]. Comme z et y jouent
des réles symétriques, on a de méme ||z — y[| > [ly[| — [|=||. Ainsi ||z — y]| est supérieur ou
égal au plus grand des nombres ||z|| — ||y|| et ||yl — ||z]|, ce qui prouve la premiére inégalité.
Pour la seconde, il suffit de remarquer que d(z,y) = ||lx — y|| = ||[(x — 2) — (y — 2)|| >

[l = 2ll = ly = zll| = |d(, 2) — d(y, 2)]-
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3.1.3 Boules et parties bornées

a) DEFINITIONS. Soient E un evn, et d la distance associée & sa norme || - ||. Pour tout a € E et
tout réel r > 0, on appelle boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble noté B(a,r) des
vecteurs de E situés a une distance de a strictement inférieure a r :

B(a,r)={x € E;d(a,x) <r}={z € E; ||z —al| <r}.

De facon naturelle, on définit de méme la boule fermée B(a,r) et la sphere S(a,r) par :

B(a,r)={x € E;d(a,x) <r} et S(a,r)={z€ FE;d(a,z)=r}.

Une boule n’a qu’un centre et qu’un rayon, qui la déterminent completement ; en d’autres termes,
quels que soient a,b € E et r,s des réels strictement positifs, B(a,r) = B(b, s) si et seulement
sia=0betr=s (voir exercice 6 de 3.1.7).

b) ILLUSTRATION. Dans le cas ol E = R?, dessiner les boules B(0,1) pour chacune des trois
normes || - [|1, [| - [l2 et [ - [loo-

-1l I~ 1l2 I Moo

c) PROPOSITION ET DEFINITION. Soient E un evn, et d la distance associée a sa norme || - ||.
Soit A une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un réel positif M tel que d(x,y) < M pour tous x,y € A;
(ii) il existe un réel positif r tel que ||z|| < r pour tout x € A.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dit que A est bornée.

Preuve On peut supposer A non-vide. Supposons (i) vérifié. Fixons un élément a € A.

Alors pour tout z € A, on a : ||z|| = |lz —a+a| < |lz—a| +|a|| < M+ |a], dou
lassertion (ii) avec r = M + ||a]|. Supposons (ii) vérifié. Alors pour tous z,y € A, on a :
d(z,y) = ||z —yl| < ||zl + |yl < r+ r, d’ou Passertion (i) avec M = 2r. O

En d’autres termes, une partie est bornée lorsqu’il existe une boule (ouverte ou fermée) qui la

contient (faire un dessin!). Les propriétés suivantes sont immédiates (preuves en exercice) :

- toute partie incluse dans une partie bornée est bornée,

- toute réunion d’un nombre fini de parties bornées est bornée,

- toute partie finie est bornée.

Il est parfois utile, pour une partie bornée A de F, de considérer son diamétre, défini par :
diam A = sup d(z,y).

T,yeA
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3.1.4 Parties ouvertes

a) EXEMPLE INTRODUCTIF. Fixons dans un evn E une boule ou-
verte A = B(a,r), avec a € E et r > 0 fixés.
Soit  un élément quelconque de A. On a donc d(a, z) < r. Posons
alors 6 = r — d(a,z) > 0. Pour tout y € B(x,d), on a : d(a,y) <
d(a,z) +d(z,y) < d(a,x) + 0 =r, et donc y € A.
On a ainsi prouvé que :

pour tout z € A, il existe un réel § > 0 tel que B(z,0) C A.

b) DEFINITION. Soit F un evn. Une partie A de E est dite ouverte
lorsqu’elle vérifie la propriété suivante :

pour tout x € A, il existe un réel 6 > 0 tel que B(z,0) C A.
- On traduit parfois cette définition en disant qu'une partie est

ouverte lorsqu’elle est un voisinage de chacun de ses points.
- Par convention, I’ensemble vide () est considéré comme ouvert.

c) EXEMPLES.
e I est une partie ouverte de E (immédiat)
e Toute boule ouverte dans E est une partie ouverte de F (voir exemple introductif).

e Toute réunion d’une famille quelconque (finie ou infinie) de parties ouvertes de E est encore
une partie ouverte de E (preuve immédiate, a rédiger).

e Toute intersection d’une famille finie de parties ouvertes de E est encore une partie ouverte
de E (preuve immédiate, a rédiger).

Attention, I'intersection d’une famille infinie de parties ouvertes peut ne pas étre ouverte

(contre-exemple : prendre £ = R muni de la norme de la valeur absolue, et A, = ]—l l[

n’n

pour tout entier n > 1; chaque A, est une partie ouverte et 'intersection (),,~; A, est le
singleton {0}, qui n’est pas une partie ouverte). B

d) PROPOSITION (une définition équivalente d’une partie ouverte). Une partie A d’'un evn E' est
ouverte si et seulement si elle est une réunion de boules ouvertes de E.

Preuve. La condition est clairement suffisante puisque chaque boule ouverte est une partie
ouverte et qu'une réunion de parties ouvertes est encore une partie ouverte.

Pour montrer qu’elle est nécessaire, supposons A ouverte. Pour tout a € A, il existe une boule
ouverte B(a,r,) incluse dans A. Donc (J,c 4 B(a,74) C A. Mais par ailleurs |, 4, B(a,74) 2
A puisque chaque a € A appartient a la boule B(a,r,). D'ott A = J,c, B(a,74q). O

o
€) DEFINITION. Soit A une partie d'un evn E. On appelle intérieur de A, noté A, la plus grande
(au sens de l'inclusion) partie ouverte de E incluse dans A, c’est-a-dire encore la réunion de
toute les parties ouvertes de E incluses dans A. En particulier :
o

[¢]
[ onatoujours: ACA ] et | A=A sietseulement si A est ouverte |.
f) PROPOSITION. Soit A une partie d’'un evn E. Pour tout x € A, on a :

x € A siet seulement s’il existe un réel § > 0 tel que B(z,d) C A.
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[e] [e]
Preuve. Supposons € A. Comme A est ouverte, il existe une boule B(z,d) incluse dans

[e]
A, donc incluse dans A. Supposons réciproquemet que x € A soit tel qu’il existe une boule
B(x,0) incluse dans A. Comme B(x,0) est une partie ouverte incluse dans A, il résulte de

la définition de ;1 que B(z,0) C ;1, et en particulier x € jl O

3.1.5 Parties fermées

a) DEFINITION. Soit F un evn. Une partie A de E est dite fermée lorsque son complémentaire
dans E est une partie ouverte.

b) EXEMPLES.

e F et () sont parties fermées de F (immédiat)

e Toute boule fermée dans F est une partie fermée de FE.

En effet, soit A = B(a, r) une boule fermée de E, avec a € E
et r > 0. Soit C' le complémentaire de A dans E. Soit z un
élément quelconque de C. On a donc d(a,z) > r. Posons
alors 0 = d(a,z) —r > 0. Pour tout y € B(x,d), on a :
d(z,y) < ¢ donc d(a,z) —d(x,y) > d(a,x) — 6 = r, de sorte
que d(a,y) > |d(a,z) — d(amy)’ > r, et donc y € C. Ceci
prouve que C' est ouverte, c’est-a-dire que A est fermée.

e Toute intersection d’une famille quelconque (finie ou infinie) de parties fermées de E est encore
une partie fermée de E. Toute réunion d’une famille finie de parties fermées de E est encore une
partie fermée de E (les preuves se déduisent immédiatement, par passage au complémentaire,
des propriétés correspondantes sur les parties ouvertes).

e Il en résulte par exemple que :

- Toute sphere est fermée (car S(a,r) = (E \ B(a,r)) N B(a,r) est lintersection de deux
parties fermées).

- Tout singleton est fermé (car {a} = (.., B(a,r) est une intersection de parties fermées).

r>0

- Toute partie finie de E est fermée (car égale a la réunion finie des singletons de ses
éléments).

¢) REMARQUES. Une partie peut étre a la fois ouverte et fermée (par exemple () ou E); et une
partie peut n’étre ni ouverte ni fermée.

Exemple : prendre E = R muni de la norme de la valeur absolue, et considérer A =10, 1]. Ce
n’est pas une partie ouverte de E car il n’existe pas de boule ouverte (ici intervalle ouvert)
centrée en 1 incluse dans A. Et son complémentaire C' = |—00,0] U ]1, +00[ n’est pas non
plus une partie ouverte car il n’existe pas de boule ouverte (ici intervalle ouvert) centrée en
0 incluse dans C.

Attention, la réunion d’une famille infinie de parties fermées peut ne pas étre fermée

Exemple : prendre F = R muni de la norme de la valeur absolue, et A, = {2} pour tout réel
z €0, 1[; chaque A, est fermée mais (J, ) 1 As est ]0, 1[, qui n’est pas une partie fermée.
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d) DEFINITION. Soit A une partie d’'un evn E. On appelle adhérence de A, noté A, la plus
petite (au sens de l'inclusion) partie fermée de F contenant A, c’est-a-dire encore 'intersection
de toute les parties fermées de E contenant A. En particulier :

[ onatoujours: ACA ] et [ A=A sietseulement si A est fermée |.

La caractérisation suivante de ’adhérence est duale de la caractérisation de 'intérieur vue a la
fin de 3.1.4.

e) PROPOSITION. Soit A une partie d’un evn E. Pour tout v € E, on a :
xr € A siet seulement si, pour tout réel § > 0, on a B(x,5) N A # ().

Preuve. Posons C' = E \ A le complémentaire de A dans E. Il résulte de fagon évidente des
définitions de I'intérieur et de I’adhérence que E'\ A = C. Des lors, x € A équivaut a x ¢ C.
Or d’apres la proposition achevant 3.1.4, z € C équivaut a 'existence d’un réel § > 0 tel

que B(z,d) C C. Sa négation équivaut donc & : pour réel § > 0, il existe y € B(x,d) tel que
y ¢ C, ce qui donne 'assertion voulue. O]

3.1.6 Normes équivalentes

La donnée d’une norme sur un espace vectoriel E permet ainsi de définir les notions topolo-
giques de parties ouvertes et de parties fermées, et d’étudier comme on va le voir ci-dessous la
convergence des suites d’éléments de E ou la continuité des applications a valeurs dans E. Il
importe donc d’identifier ce qui, dans ces notions, dépend ou non du choix de la norme choisie.

a) DEFINITION. Soit N et N’ deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que N est
équivalente & N, ce que 1’'on note N ~ N’, lorsqu’il existe deux réels o, 8 > 0 tels que :

pour tout z € E, on a: aN(z) < N'(z) < SN(x).

Il est facile de vérifier (laissé en exercice) que ~ est effectivement une relation d’équivalence
(c’est-a-dire qu’elle est réflexive, symétrique et transitive).

b) EXEMPLE. Pour tout entier n > 1, les trois normes || - ||1, || - ||2 et || - ||o sur I'espace vectoriel
K" sont équivalentes.

En effet, on obtient facilement pour tout x = (x1,...,2,) € K" les inégalités :
[2lloe < llzlls S nllzfle et [lzlloo < [l2ll2 < Vll2]loo-

L’observation ci-dessus n’est qu’une illustration directe du théoreme général suivant que, conformémént
au programme de ce cours, nous ne démontrerons pas ici :

¢) THEOREME (admis). Sur un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

d) CONTRE-EXEMPLE. Donnons un exemple de deux normes non-équivalentes sur un méme
espace vectoriel E (bien siir de dimension infinie). Prenons E = ([0, 1], R) le R-espace vec-
toriel des fonctions continues de l'intervalle [0, 1] dans R. Pour tout entier n > 1, définissons
la fonction affine par intervalles f, donnée par f(z) = n(l — nz) pour z € [0, 1] et
z = 0 pour z € [1,1] (faire un dessin!). On calcule | fn|s = SUPgefo1) [fn(2)] = n et
[ falli = fol | fn(t)]dt = 5. Si les deux normes étaient équivalentes, il existerait o, 8 > 0 tel

que o < % < B pour tout n > 1, ce qui n’est pas le cas puisque ”HJ;HHHT = 2n tend vers
400 quand n tend vers I'infini. On conclut que ces deux normes ne sont pas équivalentes.
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e) PROPOSITION. Soient N et N’ deux normes d’un K-espace vectoriel E. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) les normes N et N’ sont équivalentes,

(ii) les parties ouvertes de E pour la norme N sont exactement les parties ouvertes de E pour
la norme N’,

(iii) les parties fermées de E pour la norme N sont exactement les parties fermées de E pour
la norme N’,

Preuve. Supposons (i). Il existe o, 8 > 0 tel que aN(x) < N'(z) < BN(x). Soit A une
partie ouverte de I’evn E muni de la norme N. Quel que soit a € A, il existe r > 0 tel que
By(a,r) C A, avec la notation By (a,r) :={zx € E; N(x —a) < r}. Il est clair que By(a,r)
contient By/(a,ar) := {z € E; N'(x —a) < ar}. Ainsi By/(a,ar) C A, ce qui prouve que
A est une partie ouverte de 'evn E muni de la norme N’. Par symétrie de ’équivalence des
normes, ceci montre que la propriété (ii). L’équivalence de (ii) et (iii) est claire par passage au
complémentaire. Le fait que (ii) implique (i), qui est beaucoup moins utile dans la pratique,
est laissé en exercice. O

3.1.7 Exercices

EXERCICE 1. Soit F un K-espace vectoriel muni de deux normes Ny et Ny. On note B; et
B> les boules ouvertes de centre O et de rayon 1 associées. Montre que By = By implique

Ny = Ns.
EXERCICE 2. Soient aq,...,a, des réels. Soit N : K® — R définie par N(z1,...,x,) =
ar|lzi| + -+ + an|zn|. A quelles conditions sur les parametres aq,...,a, lapplication N

définit-elle une norme sur K" ?

EXERCICE 3. Montrer que I'application N : R* — R définie par N(z,y) = sup;c(o 1 |7 + ty|
est une norme sur R2. Représenter la boule unité pour N. Comparer N avec | - ||o-

EXERCICE 4. Soient f1, ..., fn des fonctions [0, 1] — R continues sur [0,1]. Soit N : R” - R
définie par N(x1,...,2,) = ||lx1f1 + -+ + Znfnllco. A quelles conditions sur les fonctions
fi,--., fn Vapplication N est-elle une norme sur R™ ?

EXERCICE 5. On note E = .#,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n.

- On pose [|Alls = (XF;,_; a%) % pour toute A = (a;;)1<ij<n € E.

Montrer que || - ||2 est une norme sur E, et vérifie de plus ||AB|2 < ||A||2]|B||2 pour tous
A/ BeE.

- Mémes questions pour ||Al| = sup;<;<, Z;L=1 |a;;|; vérifier de plus que si A est une valeur
propre de A, alors |\ < ||A]|.

EXERCICE 6. Soit E un K-espace vectoriel non-nul; en notant B(a,r) la boule ouverte de

*

centre a et re rayon r pour tous a € F,r € R+, montrer que, pour tous a,b € E, pour tous
r,s € R%, et pour tout A € R*, on a :

(i) Bla+b,r+s) = B(a,r)+ B(b, s), (ii) AB(a,r) = B(Aa,|Alr),
(iii) B(a,r)NB(b,s) #0 < |la—0b|| <r-+s, (iv) Bla,7)=B(b,s) < (a=betr=s).

EXERCICE 7. Montrer que si F' un sous-espace vectoriel d’'un evn F est ouvert, alors F' = FE.
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EXERCICE 8. Soient A, B deux parties d'un evn E telles que d(A, B) > 0, avec la notation
d(A, B) = infzeca yep d(z,y). Montrer qu’il existe deux parties ouvertes disjointes U,V de E
telsque ACU et BCV.

EXERCICE 9. Montrer que si F' un sous-espace vectoriel d'un evn E d’intérieur non-vide,
alors FF = FE.

EXERCICE 10. Soient A, B deux parties d’'un evn F.

- On suppose A C B. Montrer que A° C B° et A C B.

- Comparer (AN B)° avec A° N B®, puis (A U B)° avec A° U B°.
- Comparer AUB avec AU P, puis ANB avec AN B.

EXERCICE 11. Soit F un R-espace vectoriel normé. Rappelons qu’une partie A de E est dite
convexe lorsque, pour tous z,y € A, le segment [x,y] est inclus dans A, ce qui équivaut &
dire que Az 4 (1 — \)y € A quel que soit A € [0,1]. Montrer que si A est une partie convexe
de FE, alors son adhérence et son intérieur sont aussi convexes. Montrer qu’une partie ouverte
U de F est convexe si et seulement si U + U = 2U.

EXERCICE 12. Soient E le R-espace vectoriel des fonctions réelles d’une variable réelle qui
sont bornées sur [0, 1] et F le sous-espace vectoriel de celles qui continues sur [0, 1], munis de
la norme || - [|oc. Soit fo € E définie par fo(z) =1si0 <z < 3, et fo(z) =2si 3 <z < 1.
Calculer la distance entre cet élément fj et le sous-espace F' [ie. d(fo, F') = infyer || fo — 9|l oo )-

EXERCICE 13. Soit N une norme sur l'espace vectoriel E = ., (R) des matrices carrées
d’ordre n & coefficients réels. Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que N(AB) < ¢cN(A)N(B)
pour toutes A, B € E.

EXERCICE 14. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions [0, 1] — R de classe C*. On pose :
lz|| = sup (|Jz(t)] + |2’ (¢)]) et N(z)= sup |z(t)]+ sup |2'(t)|. pour tout = € E.
t€[0,1] [0,1] t€f0,1]

) telo,

Montrer que ’on définit ainsi deux normes sur F, et qu’elles sont équivalentes.

EXERCICE 15. Soit p > 1 un entier fixé. On note E le C-espace vectoriel C,[X] des polynémes
de degré < p. Pour tout Z = (29, 21, ...,%p) € CPT!, on définit une application Ny : E — Ry
en posant : Nz(P) = 3 ;< |P(z;)| pour tout P € E. Donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur Z pour que Nz soit une norme sur F. Deux normes Nz et Nz de ce
type sont-elles équivalentes 7

EXERCICE 16. Soient E le R-espace vectoriel des fonctions réelles d’une variable réelle qui
sont continues sur [0, 1], et ET le sous-ensemble des fonctions de E qui sont positives sur
[0,1] et ne s’annulent qu’en un nombre fini de points de [0, 1]. On pose

Ifllo = Ji [F(8)@(t)dt  pour toutes f € E,p € E*.

- Montrer que || - ||, est une norme sur E pour toute ¢ € E™.

- Montrer que si 1, @2 sont deux fonctions dans E* supposées de plus strictement positives
sur [0, 1], alors les normes | - ||, et || - ||, sont équivalentes.

- les normes || - || et || - || .2 sont elles équivalentes ? [Indication : calculer ces deux normes en
la fonction f,(x) = (1 —z)™ avec n € N)].
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3.2 Suites dans un evn

3.2.1 Suites convergentes

a) DEFINITIONS. Soit E un evn. On appelle suite d’éléments de E, ou suite dans FE, toute
application u : N — E. En posant u, € E I'image de n pour tout n € N, il est d’usage de noter :

u = (Up)neN, OU encore u = (Up)p>0, ou plus simplement u = (uy).
L’expression du vecteur u, en fonction de n est appelé le terme général de la suite.

L’ensemble des suites d’éléments de E se note EN. Il est fréquent que 1’on ne considére le terme
général u, qu’a partir d’'un certain rang ng, et que 'on étudie donc en fait la suite (uy)n>n,-

b) DEFINITION. Soient E un evn, et |- || sa norme. Une suite u = (uy,)nen est dite bornée lorsque
I'ensemble {u, ; n € N} est une partie bornée de E (au sens de 3.1.3), c’est-a-dire lorsqu’il existe
un réel positif r tel que ||u,| < r pour tout n € N.

¢) DEFINITION. Soient F un evn, et d la distance associée & sa norme || - ||. Soit (u,,) une suite
d’éléments de E. Soit ¢ un élément quelconque de E. On dit que (u,) converge vers ¢ lorsque,
pour toute boule ouverte B := B(/,¢) centrée en /, il existe un rang N a partir duquel tous les
termes de la suite (u,) appartiennent a la boule B.

Ce qui peut se traduire par : Ve € R%, INeN,VneN, [n>N = u, € B({,¢) |,
ou encore : VeeRL, INeN, VneN, [n>N = d(uy,l) <e]

ou encore : VecRL,INeN, VneN, [n>N = |u, —{|| <e]

d) LEMME (unicité de la limite). Supposons que, dans un evn E, une suite (u,) converge vers
un élément ¢y et converge vers un élément {5, alors £1 = /5.

Preuve. Fixons un réel € > 0 quelconque. D’une part il existe un entier N; > 0 tel que
un, € B({1,¢€) pour tout n > Ny, d’autre part il existe un entier Ny > 0 tel que u,, € B({2,¢)
pour tout n > Ns. Notons IV le plus grand des deux entiers N et Ns. Pour tout n > N, on
a a la fois d(un, £1) < € et d(un,l2) < €, donc par inégalité triangulaire d(¢1,¢3) < 2. Ainsi
le réel d(¢7,¢3) est strictement inférieur & tout réel strictement positif, ce qui équivaut a dire
qu’il est nul, et donc £ = £s. O

Ce lemme justifie la terminologie suivante.

e) DEFINITIONS. Soit E un evn. Soit (u,) une suite d’éléments de E. On dit que (uy) est
convergente dans E (ou converge dans E) lorsqu’il existe un élément ¢ de E, qui est alors
nécessairement unique, tel que (uy,) converge vers £.

On dit alors que ¢ est la limite de (uy) dans E.

Onnote: /= lim wu,, ou ¢=Ilimu,, ou ¢=Ilimu,, ou u, — £.
n—-+4o0o n

Une suite que ne converge pas dans F est dite divergente dans E.
Le lemme suivant est élémentaire, mais d’un usage extrémement fréquent et pratique.

f) LEMME. Soit F un evn. Une suite (u,) d’éléments de E converge vers une limite ¢ € E si et
seulement si la suite (||u, — ¢||) converge dans R vers 0.

Preuve. Laissée en exercice (voir plus loin exercice 1 de 3.2.5). O
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g) PROPOSITION. Dans un evn, toute suite convergente est bornée.

Preuve. Soit (un,) une suite dans un evn E convergente vers une limite ¢ € E. En appliquant
la définition de la limite par exemple pour ¢ = 1, il existe un entier N > 0 tel que, pour tout
n > N,on a |u, — || <1etdonc ||uy| < |Jup —£|| + [|£]] <1+ ||£]|. En notant r le plus
grand des réels positifs ||uo|l, ||u1ll;- -, [Jun]l, 1+ [|€]], on a ||uy|| < r pour tout n > 0. O

h) THEOREME (caractérisation séquentielle de adhérence). Soit A une partie d’un evn E.

(i) Un élément x de E appartient & A si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers x.

11) En particulier A est une partie fermée si et seulement si toute suite d’éléments de A
p p
convergeant dans F a sa limite qui est dans A.

Preuve. Supposons « € A. Il résulte de la derniére proposition de 3.1.5 que, pour tout entier
n > 1, on peut choisir un élément w,, dans U'intersection B(x, %) N A. On construit ainsi une
suite (u,) d’éléments de A, et comme |lu, — z|| < 1 pour tout n > 1, il est clair que cette
suite (u,) converge vers x. Supposons réciproquement qu’il existe une suite (u,) d’éléments
de A qui converge vers x. Prenons un réel § > 0 quelconque; il existe un rang N > 0 tel que,
pour tout n > N, on a : ||u, — z|| < d, et donc w,, € B(z,d). En particulier B(z,d) N A # 0,
et ceci pour tout § > 0, donc x € A. Ceci achéve la preuve de (i), et (ii) en découle puisque
A est fermée si et seulement A = A. O

i) OBSERVATION IMPORTANTE. Les notions de suite convergente et de suite bornée sont inva-
riantes par I’équivalence des normes.

Plus explicitement, si une suite (u,) d’éléments d’un K-espace vectoriel E converge au sens
d’une norme || - || de E vers une limite ¢ € E, alors (u,) converge vers £ aussi au sens de
toute norme || - ||" ~ || - ||. De méme si (u,) est bornée.

3.2.2 Opérations sur les suites convergentes

a) DEFINITIONS. Puisque l'on considére des suites & valeurs dans un evn F, les lois d’espaces
vectoriel sur E (addition et produit externe par un scalaire) permettent de définir des lois
analogues sur les suites : si u = (up)n>0 €t v = (Vp)n>0 sont deux suites d’éléments de E, et si
A € K est un scalaire quelconque, u 4+ v est la suite dont le terme général est u,, + v, et Au est
la suite dont le terme général est Au,, ceci donc pour tout n > 0.

(un)nZO + (Un)nZO = (un + Un)nzo et )\(Un)nzo = (Aun)nzo-

Il est alors facile de vérifier que, du fait que les axiomes de la structure d’espace vectoriel sont
vérifiés pour les lois de E, ils le sont aussi pour les lois que l'on en a déduit sur 'ensemble EN
des suites d’éléments de E. On retiendra donc :

Iensemble EN des suites d’éléments d’un evn E sur K est un K-espace vectoriel.
b) PROPOSITION. Soit E un evn. Soient u et v deux suites dans EY. Soit A € K un scalaire.

(i) Siwu converge dans E vers une limite ¢ et v converge dans E vers une limite ¢, alors la
suite u + v converge dans E vers £+ ('.

(ii) Siw converge dans E vers une limite ¢, alors la suite Au converge dans E vers \.
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En particulier, les suites convergentes forment un sous-espace vectoriel de EN.

Preuve. Les résultats voulus se déduisent des propriétés analogues déja connues pour les
suites de réels, via 'utilisation du lemme f) de 3.2.1.

Pour tout n € N, on a |[(up +vpn) — (€ + )| = |lun — £+ vp — || < |Jup — €| + ||Jon — ]|
Chacune des suites réelles (||u, — £||) et (Jlvn, — ¢||) converge vers 0 dans R (d’apres le
lemme f) de 3.2.1. On sait qu’alors la somme de ces deux suites converge vers 0 + 0 = 0.
Ainsi (||(un, + vn) — (£ + £')||) converge vers 0 dans R, ce qui prouve le résultat de (i) en
réappliquant le lemme f) de 3.2.1.

Pour tout n € N, on a ||Au, — M| = || ||up, — £]]. Comme la suite (u,) converge vers ¢
dans F, la suite (||u, — ¢||) converge vers 0 dans R (d’apres le lemme f) de 3.2.1. Alors
lim|A| ||lun, — £]] = 0. Ainsi la suite réelle (||Au, — A||) converge vers 0, ce qui prouve le
résultat de (ii) en réappliquant le lemme f) de 3.2.1. O

Le point (ii) ci-dessus peut étre étendu sous la forme suivante, concernant le produit d’une suite
de EY par une suite de scalaires (preuves en exercice).
Soient (up)p>0 une suite d’éléments de E et (A,)n>0 une suite d’éléments de K.

Si (An)n>0 converge vers 0 dans K, et si (up)n>0 est bornée dans E, alors (A un)n>0
converge vers Op dans F.

Si (An)n>0 est bornée dans K, et si (uy,)n>0 converge vers O dans E, alors (A un)n>0
converge vers Og dans F.

Si (An)n>0 converge dans K vers une limite A, et si (uy),>0 converge dans E vers
une limite ¢, alors (Apuy)n>0 converge dans E vers (.

c) REMARQUE (Produit de deux suites convergentes dans une algébre normée). Soit E un evn.
On suppose de plus que F est muni d’une multiplication interne. Rappelons qu’on dit que
FE est une algebre lorsque la multiplication est associative et cohérente avec les lois d’espace
vectoriel de E au sens ou : z(y + z) = zy + xz et (y + 2)x = yx + zx pour tous x,y,z € E et
(Ax)y = z(A\y) = A(zy) pour tous z,y € E et A € R.

On dit que E est une algebre normée lorsque la norme sur 'evn E vérifie de plus la condition
(dite de sous-multiplicativité) :
lzyll < [zl lyll pour tous z,y € E.

On a alors la proposition suivante (qui généralise le résultat bien connu pour le suites réelles ou
complexes) :

PROPOSITION. Soit E une algébre normée. Soient u = (uy,) et v = (v,) deux suites dans EN. Si
u converge dans E vers une limite ¢ et v converge dans E vers une limite ¢, alors la suite (u,vy,)
converge dans E vers (/.

Preuve. Pour tout n € N, on a :

[unvn = L0 = [Junvn — unt’ +upl’ = || < [lunl| [[on = €1 + [lun = £}{1€]]-
D’apres le lemme f) de 3.2.1, on a d’une part lim ||u,, — ¢|| = 0 donc lim |lu,, — £||||¢]| = 0,
et d’autre part lim ||v, — ¢'|| = 0 donc lim ||u,|| ||vn, — ¢'|| = 0 car la suite (u,) est bornée;
I'inégalité ci-dessus implique alors que lim ||u,v, — €¢'|| = 0, ce qui montre le résultat voulu
grace une nouvelle fois au lemme f) de 3.2.1. O
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3.2.3 Suites extraites

a) DEFINITION. Soit E un evn. Soit (u,) une suite dans EV; on appelle suite extraite de (uy,)
toute suite (uo(n)) ol o est une application N — N qui est strictement croissante.

Par exemple (u,2) est extraite de (u,), correspondant & o(n) = n?, de premiers termes
(ug, u1, g, ug, . ..).

Remarque : on utilisera souvent dans les preuves le fait (évident par récurrence) que, si
o : N — N est strictement croissante, alors o(m) > m pour tout m € N.

b) DEFINITION. Soit F un evn. Soit (u,) une suite dans EY ; on appelle valeur d’adhérence de
la suite (uy,) tout élément a € E tel qu'il existe une suite extraite de (uy) qui converge vers a.

Par exemple : la suite de réels (—1)" admet 1 et —1 pour valeurs d’adhérence.

c) LEMME. Soient E un evn et || - || sa norme. Soit (u,) une suite dans EN. Soit a un élément
quelconque de E. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) a est une valeur d’adhérence de la suite (uy,) ;
(ii) pour tout réel € > 0 et tout entier k > 0, il existe un entier n > k tel que ||u, —al| < €;

Preuve. Supposons d’abord qu'il existe une suite extraite (uq(,)) telle que lim, uy(,) = a.
Soit € > 0 il existe NV € N tel que, pour tout n > N, Hug(n) —al| < e. Soit k € N quelconque.
Posons m = max{k, N} et n = o(m). D’apres la remarque faite a la fin du a), ona: n > m
et donc n > k. Par ailleurs, m > N donc ||ug(m) — al| < ¢, c’est-a-dire ||u, —al| <e.

On a ainsi montré que : Ve >0, VkeN, In >k, |u, —al <e.

Réciproquement, supposons que a vérifie la condition (ii). On construit par récurrence une
suite extraite (uq(y,)) de la fagon suivante : choisissons arbitrairement o (0) ; supposons o(n—1)
connu pour un n > 1. Traduisons la condition (ii) avec e = L et k = o(n —1) 4+ 1 : on peut
trouver un entier, notons-le (n), tel que o(n) > k > o(n — 1) et [[uym) —al| < 2. On en
déduit que la suite de réels positifs (||uy(,) —al|) converge vers 0. Cela prouve (voir exercices
3.2.5) que (uq(n)) converge dans E vers a. C’est une suite extraite de (u,) puisque o est
strictement croissante par construction.

d) PROPOSITION. Si une suite (uy,) converge dans E vers une limite £, alors toute suite extraite
de (uy,) converge aussi vers . En d’autres termes, ¢ est I'unique valeur d’adhérence de (uy,).

Preuve. On suppose que la suite (u,) converge vers £. Fixons ¢ > 0 quelconque; il existe
N €N tel que, pour tout n e Njona[n>N = |lu, —{|| <e].

Soit (ug(n)) une suite extraite de (u,). Tout n > N vérifie o(n) > o(NN) puisque o est
croissante. Mais o(N) > N d’apres la remarque de la fin du a) ci-dessus. Finalement, tout
n > N vérifie o(n) > N, et donc ||ug(,) —£|| < . On conclut que (uq(y)) converge vers £. [

e) REMARQUE. La propriété ci-dessus permet de montrer que certaines suites divergent ; par
exemple la suite de réels ((—1)") diverge puisqu’elle admet deux suites extraites ((—1)?") et
((=1)2"*1) qui convergent vers des limites différentes.

Réciproquement, une suite peut admettre une unique valeur d’adhérence sans converger. Par
exemple la suite de réels (%, 2, %, 3,..., %, n,...) admet 0 pour unique valeur d’adhérence, mais
ne converge pas dans R (en revanche on peut montrer qu’une suite bornée qui admet une unique
valeur d’adhérence converge vers cette valeur).
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f) REMARQUE (lien entre valeur d’adhérence d’'une suite et adhérence d’une partie). Soit
(tn)nen une suite d’'un evn E. Notons A = {u,; p € N} le sous-ensemble de E formé des
valeurs prises par la suite. Il est faux de penser que les valeurs d’adhérence de la suite (u,)

sont les éléments de 'adhérence A de A [prendre par exemple dans E = R la suite (727 )]-

En revanche, on peut montrer (voir exercice 4 en 3.2.5 ci-dessous) que, si 'on note VA (u,,)
I'ensemble des valeurs d’adérence de la suite (u,,), alors on a :

VA(u,) = ﬂnGN {up§ p>n}.
Il en résulte que VA(u,,) C A, mais I'inclusion peut étre stricte.
g) COMPLEMENT. Parmi les résultats classiques sur les valeurs d’adhérence et les suites extraites,

citons le résultat suivant qui donne, en dimension finie, une condition suffisante pour ’existence
de valeurs d’adhérence :

THEOREME. Si E est un evn de dimension finie, toute suite bornée d’éléments de E
admet au moins une valeur d’adhérence.

Ce résultat, dit théoreme de Bolzano-Weierstrass, n’est pas explicitement au programme de ce
cours. Mais il a été montré en premiere année dans le cas ou E = R, et on verra a ’exercice 8
en 3.2.5 comment on peut en déduire le résultat général.

3.2.4 Suites de Cauchy
a) DEFINITION. Soient F un evn, et || - || sa norme. Une suite u = (uy,)nen est appelée une suite
de Cauchy lorsqu’elle vérifie la condition :

VeeRL, INeN, VpgeN, (p>Netg>N)= |up,—u4l <e.

b) PROPOSITION. Soient E un evn.

(i) Toute suite convergente dans E est de Cauchy.

(ii) Toute suite de Cauchy dans E est bornée.

Preuve. Soit (u,) une suite d’éléments de E. Supposons que (u,) converge vers une limite
¢ € E. Soit € > 0. Il existe N € N tel que : |u,, —£] < § pour tout n > N. Si p,q € N tels
que p > N et g € N, alors :
l[up — gl = [(up = £) + (€ —ug)|| < llup =€l +flug =Ll <5+ 5 =¢,
ce qui prouve (i). Pour (ii), supposons que (u,) est de Cauchy dans E. En choisissant ¢ = 1,
il existe N € N tel que : ||u, — un|| < 1 pour tout n > N. Pour un tel n > N, on a :
[unll = llun —un +un | < lun = unll + lun]] <1+ [ux].
Posons M = max{||ugl|, ..., |lunv—1ll, 1+ |lun|]} € Ry; on a ||u,|| < M pour tout n € N. O

c) REMARQUE. Par contraposition du point (i) ci-dessus, on peut montrer qu’'une suite est
divergente en vérifiant qu’elle n’est pas de Cauchy.

Ezemple : dans E = R, considérons la suite (uy,),>1 définie par u, =1+ % + % 44 %
Pour tout n € N, on a |ug, — uy| :ugn—un:n%rl—&-%”—i—---—i—ﬁ.

Chaque terme est > %, donc |ugn — un| > 5= = %

Ainsi il existe € = % tel que, pour tout N € N, les entiers p = N et ¢ = 2N vérifient
p>N,qg> N et |u, —uqg| = |uy —uan| > ¢.
On conclut que (u,) n’est pas de Cauchy dans R, donc ne converge pas dans R.
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d) THEOREME. Soient E un evn de dimension finie. Une suite d’éléments de E est convergente
dans E si et seulement si elle est de Cauchy dans E.

Preuve. On a vu & la proposition b) que toute suite convergente est de Cauchy. C’est la
réciproque qu’il faut maintenant établir dans le cas particulier ou F est de dimension finie.

e On le montre d’abord pour £ = R, muni de la valeur absolue. Soit (u,) € RY une suite
de Cauchy. D’apres la proposition b), elle est bornée. Donc d’apres le théoréeme de Bolzano-
Weierstrass dans R vu en premieére année [voir aussi théoréme g) du 3.2.3 et exercice 8 de
3.2.5 pour une généralisation], elle admet une valeur d’adhérence a € R. Montrons qu’elle
converge vers a.

Pour cela, fixons € > 0. Parce que (u,,) est de Cauchy, il existe Ny € N tel que :

Vp,geN, (p>Nyetqg>No) = |up —ug| < 5. (1)
Parce que a est valeur d’adhérence de (uy,), il résulte du lemme c) de 3.2.3 que :

VkeN, 3m>k, |u, —al <5. (2)
Ecrivons (2) pour k£ = Ny : on déduit qu'il existe mg > No tel que : [ty,, —a| < 5.
En appliquant (1) a p > No quelconque, et a ¢ = mq, on obtient |u, — tm,| < 5.
Donc : |up — a| = [(Uup = Umg) + (Ume — @)] < |tp — Uy | + [tme —a| < 5+ 5 =¢.
Bilan : on a montré qu'il existe Ny € N tel que, pour tout p > Ny, on a |up, — a| < €.
Ceci étant vrai quel que soit € > 0, on conclut que (u,) converge a.

e On en déduit le résultat pour £ = C, muni du module. Soit (z,) une suite de nombre
complexe. Pour tout n > 0, notons z,, la partie réelle de z, et y, la partie imaginaire de
Zn. On définit ainsi deux suites (z,) et (y,) de réels vérifiant z, = x, + iy, pour tout
n > 0. Supposons que (z,) est de Cauchy dans C. On sait qu’alors (voir exercice 6 de 3.2.5,
premiére question) les suites (z,,) et (y,) sont de Cauchy dans R. D’apres ce que l'on vient
de démontrer dans R, on en déduit que (x,) converge vers un réel a et que (y,) converge
vers un réel b. On conclut avec la seconde question du méme exercice que (z,) converge dans
C vers le complexe a + ib.

e On le montre ensuite pour ' = KP, quel que soit un entier p > 1. C’est vrai pour p = 1
d’apres ce qu’on vient de voir. Pour passer a un p quelconque, on raisonne exactement comme
ci-dessus en utilisant ’exercice 7 de 3.2.5 au lieu de I’exercice 6.

e On conclut en utilisant le fait que tout K-espace vectoriel de dimension finie p est isomorphe
a KP (résultat classique et simple d’algebre linéaire), et que toutes les normes sur un tel espace
sont équivalentes (ce que 1’on a admis au c) de 3.1.6. O

Un espace E qui a la propriété que toute suite de Cauchy dans E converge dans F (et ou donc
les notions de suites convergentes et de suites de Cauchy sont équivalentes) est dit complet.
D’apres ce qui précede : R est complet, C est complet, K™ est complet (pour tout n > 1), tout
evn de dimension finie est complet...

Dans un tel evn complet, le critére de Cauchy (c’est-a-dire le fait qu’étre de Cauchy équivaut a
étre convergente) permet de montrer qu'une suite converge sans connaitre sa limite.

3.2.5 Exercices

EXERCICE 1. Soit (uy) une suite d’éléments d’un evn E. Montrer que (u,) converge vers £
dans F si et seulement la suite (||u, — £||) converge vers 0 dans R. Montrer que (u,,) converge
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vers O dans E si et seulement la suite (||u,||) converge vers 0 dans R. Montrer que, si (uy)
converge vers ¢ dans E, alors la suite (|lu,||) converge vers ||¢]|) dans R.

EXERCICE 2. Démontrer les propriétés énoncées a la fin du b) de 3.2.2

EXERCICE 3. Soient (u,) une suite dans KN et ¢ € K. Montrer que (u,) converge vers / si
et seulement si les suites extraites (ugp)p>0 €t (U2p+1)p>0 convergent toutes les deux vers .

EXERCICE 4. Démontrer les propriétés de la remarques f) de 3.2.3

EXERCICE 5. Soient (2,,) € CN, (x,,) € RN, (y,) € RN telles que 2, = x,, + iy, pour tout
n € N. Montrer que la suite complexe (z,) est de Cauchy si et seulement si les suites réelles
() et (yn) sont de Cauchy. Montrer que la suite (z,) converge dans C si et seulement si les
suites (z,,) et (yn) convergent dans R, et que l'on a alors lim z, = lim z,, + ¢lim y;,.

EXERCICE 6. Soient (z,,) € CN, (x,,) € RN, (y,) € RN telles que 2, = x, + iy, pour tout
n € N. Montrer que si (z,) admet dans C une valeur d’adhérence z = a + ib avec a,b € R,
alors a est valeur d’adhérence de (z,,) et b valeur d’adhérence de (y,).

Montrer que la réciproque est fausse. [Prendre z, = i™ ; vérifier que 1 est valeur d’adhérence
des suites réelles (z,,) et (y,), mais 1 + i n’est pas valeur d’adhérence dans C de (z,)].

EXERCICE 7. Considérons p suites Uy = (u1,n)n>0, U2 = (U2,n)n>0,- -, Up = (Upn)n>0 dans
KN, on p est un entier > 1. On définit une suite (W, )p>o d’éléments de KP en posant
Wiy = (U1,n,U2, - - -, Up n) POUr tout n > 0.

Montrer que W est de Cauchy dans KP? si et seulement si chaque U; (pour 1 <4 < p) est de
Cauchy dans F.

Montrer que W converge dans KP? si et seulement si chaque U; (pour 1 < ¢ < p) est converge
dans E; vérifier qu’alors im W = (im Uy, im Uy, ..., lim U,,).

EXERCICE 8 (Autour du théoréme de Bolzano Weirstrass). Réviser une preuve du théoréme
vu en premiere année : de toute suite bornée d’éléments de R, on peut extraire une suite
convergente. En déduire, en utilisant ’exercice 6, que : de toute suite bornée d’éléments de C,
on peut extraire une suite convergente. Montrer qu’une preuve identique, utilisant 1’exercice
7, permet de montrer que : de toute suite bornée d’éléments de KP, on peut extraire une
suite convergente. Conclure.

EXERCICE 9 (Algébre normée des matrices carrées). On se place dans E = .#,(R). Montrer
que, pour toute norme N sur F, il existe un réel ¢ > 0 tel que E soit une algeébre normée
pour la norme ¢N (voir exercice 13 de 3.1.7).

- Soient A et B deux éléments de E. Montrer que, si la suite ((AB)™) converge dans E vers
la matrice nulle O,, alors il en est de méme de la suite ((BA)™).

- Soient A et B deux éléments de E telles que AB = BA. Montrer que, si la suite (A™)
converge dans E vers une matrice P, et si la suite (B™) converge dans E vers une matrice
Q, alors PQ) = QP.

- Soient (A,) une suite de matrices inversibles dans E. Montrer que, si les suites (A,) et
(A1) convergent dans E vers des matrices respectivement notées de A et B, alors A est
inversible et B = A1

- Soit A une matrice de E. Montrer qu'’il existe une matrice M € E telle que la suite (M™)
converge vers A si et seulement si A2 = A.
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- Soit (A,) une suite de matrices de E convergeant dans E vers une matrice A. Montrer qu’il
existe un entier k tel que rg A, > rg A pour tout n > k. Montrer que si toutes les matrices
A,, sont de méme rang p, alors rg A < p.

EXERCICE 10. Montrer que toute partie fermée d’un evn E peut s’écrire comme intersection
d’une suite décroissante de parties ouvertes de FE.

EXERCICE 11. On se place dans 'evn E = R2%. On désigne par p; et py les applications
coordonnées E — R définie pi(z,y) = = et pa(z,y) = y.

- Montrer que si U est une partie ouverte de E, alors p; (U) et pa(U) sont des parties ouvertes
de R.

- Montrer que la partie H = {(z,y) € E; zy = 1} est fermée dans E, mais que p;(H) et
p2(H) ne sont pas fermées dans R.

- Montrer que, si F est une partie fermée de E et si po(F) est bornée dans R, alors p;(F)
est fermée dans R.

EXERCICE 12. On se place dans 'evn E des suites de nombres réels bornées muni de la
norme || - ||oo. Soit F' I'ensemble des suites de nombres réels qui sont identiquement nulles &
partir d’'un certain rang. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E. Est-ce une partie
ouverte de FE 7 Est-ce une partie fermée de E 7

EXERCICE 13. Soit A une partie non-vide de R telle que, pour tout = € R, il existe un unique
réel y € A tel que ||x — y|| = d(z, A). Montrer que A est un intervalle fermé.

EXERCICE 14. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel d’un evn E, alors son adhérence
F' est aussi un sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE 15. (Moyenne des itérés d’une isométrie vectorielle) Soient E un espace euclidien
et u € O(E). On pose v = idg —u. Montrer que Kerv = (Imv)+.

Soit x € E'; on pose p, () = %Z?:_Ol u'(z) (pour n € N*). Montrer que la suite (p,(z))n>1
converge dans E vers le projeté orthogonal y de x sur Ker v, c’est-a-dire que :

Jim {lpa(z) =yl =0.

3.3 Fonctions d’un evn dans un evn

Dans cette partie, on s’intéresse aux applications f : F — F ou E et F sont deux evn sur K.
On note || - || la norme de E et || - ||r la norme de F'. Ce que I'on va faire ici généralise donc les
notions de limites et de continuité déja bien connues lorsque f est une fonction d’une variable
réelle (ie. E = R) a valeurs réelles ou complexes (ie. F' = R ou C).

3.3.1 Limites dans les evn

a) DEFINITION. Soient F et F' deux evn. Soit X une partie de E. Soit f : X — F une application.
Soit a € X un élément de F qui est adhérent a X. Soit £ un élément de F. On dit que f admet
£ pour limite en a lorsque :

pour tout € € R, il existe 0 € R* tel que, pour tout x € X vérifiant ||z — al|g < 6,
ona |f(z)—4|r <e.
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ce que l'on écrit encore :
Ve>0,30>0,VoeX, [r—allp<éd = [[f(x)—Lr <e.

11 est facile de vérifier (adapter la preuve faite en 3.2.1.d pour les limites de suites) que la limite,
si elle existe, est unique, ce qui justifie la notation :

ligl f(x) =4, ouencore limf =~/.

Remarquons qu’il est crucial ici que a € X pour qu’il existe effectivement des 2 € X qui vérifient
|z — allp < d (puisque B(a,d) N X # 0 par définition de I'adhérence de X).

Il est clair enfin que 'existence d’une limite et sa valeur ne changent pas si I'on remplace
| - |z par une norme sur E équivalente a || - ||z, et || - |7 par une norme sur F' équivalente a
|l - || 7- En particulier, si E et F sont de dimensions finies, existence et la valeur de la limite
sont indépendantes des normes choisies.

b) LEMME (limites et fonctions coordonnées). Soit f : X — F ou X est une partie d’'un evn
E, et F est un evn de dimension finie n. Soit % une base de F et f; : X — K les fonctions
coordonnées de f relativement a la base . Soit ¢ € F'; on note ({1,...,¢,) les composantes de
¢ dans Ia base 9. Soit a € X. Alors :

[ lim f(z)=¢dans F | < | lim fi(x) =¢; dans K pour tout 1 <i<n |.
r—a Tr—a
Preuve. Laissée a titre d’exercice ; s’inspirer des exercices 6 et 7 de 3.2.5. O

En particulier, lorsque f est a valeurs dans C, on a :
[ liin flz)=0eC | & | ligl(Ref)(x) =Re(l) eR et th(Imf)(a?) =Im(¢) e R. ].

c) PROPOSITION (limites et opérations). Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K.
Soit f et g deux applications X — F définies sur une partie X de E. Soit a € X un point
adhérent a X. Soient ¢,¢' € F. On suppose que lim f(z) = ¢ et lim g(x) = ¢'. Alors :

T—a Tr—a

(i) lim (f +g)(x) =L+ 1;

T—a

(ii) lim Af(z) = M pour tout A € K;

T—ra

(iii) plus généralement, lim A(x)f(z) = Al pour toute application A : X — K admettant une
T—a

limite A€ K en a;

(iv) si on suppose de plus que F est une algébre normée, lim (fg)(x) = ¢¢'.
Tr—a

Preuve. Laissée a titre d’exercice; s’inspirer des preuves analogues pour les suites dans un
evn (voir 3.2.2) ou pour les limites des fonctions dans la cas des fonctions d’une variable
réelle a valeurs dans K (voir cours de premieére année). O

d) THEOREME (caractérisation séquentielle de la limite). Soient E et F deux evn. Soit X une
partie de E. Soit f : X — F une application. Soit a € X un élément de E qui est adhérent a
X. Soit £ un élément de F. Alors f admet ¢ pour limite en a si et seulement si, pour toute suite
(up) d’éléments de X convergeant vers a dans E, la suite f(uy) converge vers ¢ dans F'.
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Preuve. Supposons d’abord que lim,_,, f(z) = £. Considérons une suite (u,) d’éléments de
X convergeant vers a (ce qui, d’apres le théoreme h de 3.2.1, est cohérent avec le fait que
a € X). Soit € > 0 fixé. Il existe § > 0 tel que, pour tout # € X vérifiant ||z —a|lg < §, on a
I f(x) — || < e. Mais par ailleurs, pour ce § > 0, il existe un rang N € N tel que, pour tout
n > N,on a |u, —allg < J, et donc d’apres ce qui précede, || f(un) — £]|F < €. On a ainsi
prouvé que lim, 1 f(u,) = ¢ dans F.

Pour la réciproque, raisonnons par contraposée en supposant que f n’admette pas £ pour
limite en a. Il existe donc un réel € > 0 tel que :

V>0, 3zeX, |[x—allg<d et ||f(zx)—{|>e.

Prenons n € N quelconque et appliquons ce qui précede a § = %_H Il existe donc z,, € X tel

que ||z, —al|g < %_H et ||f(zn) —£|| > e. On définit ainsi une suite (z,) d’éléments de X,
qui converge vers a dans F (puisque ||z, — a|gp < %_H pour tout n € N avec lim,, 7%%1 =0)
mais telle que f(z,) ne converge pas vers £ dans F' (puisque ||f(x,) — £||Fr > € pour tout

n € N avec € > 0). Ce qui acheve la preuve. O

e) PROPOSITION (critére de Cauchy pour l'existence d’une limite). Les hypothéses et données
sont celles du théroéme précédent. On suppose de plus que F' est de dimension finie. Alors f
admet une limite en a si et seulement si on a :

Ve>0,36>0,Va,ye X, [lz—allp<det|y—allg<d]=|flx)— flylr <e.

Preuve. Laissée a titre d’exercice : faire une preuve directe dans le sens ou la propriété est
évidente (voir aussi proposition b.(i) de 3.2.4); puis utiliser le théoréme d) ci-dessus et le
théoreme d de 3.2.4 pour le sens réciproque. O

3.3.2 Continuité dans les evn

a) DEFINITIONS. Soient E et F deux evn. Soit X une partie de E. Soit f : X — F une
application. Soit @ € X un élément de E (dans X et pas seulement dans X). On dit que f est
continue en a lorsque f admet f(a) pour limite en a, ce qui équivaut a :

Ve>0,36>0,VeeX, |[z—al|p<d = [f(z)— fla)|r<e.

On dit que f est continue sur X lorsque f est continue en a pour tout a € X. On note €°(X, F)
ou parfois simplement € (X, F') 'ensemble des applications continues de X dans F. Il est clair
par exemple que toute application constante sur E est continue sur E. L’application idg est
continue de F dans E.

Ces notions restent inchangées si on remplace une norme par une norme équivalente, ce qui est
toujours vérifié si E et F' sont de dimension finie.

b) PROPOSITION (caractérisation séquentielle de la continuité). Soient E et F deux evn. Soit
X une partie de E. Soit f : X — F une application. Soit a € X. Alors f est continue en a si et
seulement si, pour toute suite (u,) d’éléments de X convergeant vers a dans E, la suite f(uy)
converge vers f(a) dans F.

Preuve. Résulte immédiatement de la définition a) ci-dessus et du théoréme d) de 3.3.2. O

c) PROPOSITION (opérations sur les fonctions continues). Soient E et F' deux espaces vectoriels
normés sur K. Soit f et g deux applications X — F définies sur une partie X de E. Soit a € X
un élément de X. On suppose que f et g sont continues en a. Alors :
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(i) f+ g est continue en a ;
(ii) Af est continue en a pour tout A € K;
(iii) plus généralement, Af est continue en a pour toute application A : X — K continue en a ;

(iv) si on suppose de plus que F' est une algébre normée, fg est continue en a.

Preuve. Laissée a titre d’exercice; résulte immédiatement de la définition a) ci-dessus et de
la proposition c) de 3.3.2. O

Il est clair que les assertions ci-dessus restent vraies si ’on remplace “continue en a” par “continue
sur X”. En particulier, on déduit de (i) et (ii), puis de (iv) le corollaire suivant :

d) COROLLAIRE. Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur K. Soit X une partie E.
Alors :

(i) € (X, F) est un espace vectoriel sur K.
(ii) Si de plus F' est une algébre normée, € (X, F) est une algébre.

On laisse au lecteur le soin d’écrire le détail des preuves (toutes évidentes), et de rédiger a titre
d’exercice une preuve du résultat complémentaire suivant :

e) PROPOSITION (composée d’applications continues). Soient E, F,G trois sous-espaces vec-
toriels normés sur K. Soient X une partie de E et X' une partie de F. Soit f : X — F telle
que f(X) C X' et g: X’ = G. On peut donc considérer go f : X — G.

(i) Si f est continue en un point a de X et si g est continue en b := f(a), alors go f est
continue en a.

(ii) Si f est continue sur X et si g est continue sur X', alors g o f est continue sur X.

3.3.3 Applications lipschitziennes, applications linéaires continues

a) DEFINITION Soient F et F' deux evn. Soit X une partie de E. Soit f : X — F une application.
Cette application est dite lipschitzienne lorsqu’il existe un réel A > 0 tel que :

Va,ye X, [f(x) - fWllr < Az —yle.

On dit alors que f est lipschitzienne de rapport A. Toute isométrie est lipschitzienne avec A\ = 1.
Une application A-lipschitzienne avec A < 1 est dite contractante. L'un des intéréts de cette
notion est qu’elle fournit une classe facile d’applications continues, en vertu de la proposition
suivante :

b) PROPOSITION. Soient F et F' deux evn. Soit X une partie de E. Toute application f : X — F
qui est lipschitzienne est continue sur X.

Preuve. Soit a € X quelconque. Pour tout € X, on a 0 < || f(z) — f(a)||lr < k||lz — all&.
Comme lim ||z — a||g = 0 dans R, on déduit de cette inégalité que lim || f(z) — f(a)||r =0,
T—a T—a
donc lim f(x) = f(a), c’est-a-dire que f est continue en a. Ceci étant vrai pour tout a € X,
r—a

le résultat voulu est démontré. O
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c) EXEMPLES ET REMARQUES. Il est clair que, si une application est lipschitzienne de rapport
A > 0, alors elle est lipschitzienne de rapport A’ pour tout A > A.

Un exemple canonique important est celui de 'application norme de E dans R. Plus précisément,
si on note f : E — R l'application qui, & tout vecteur x € E associe f(z) := ||z| g, alors f est
lipschitzienne donc continue.

En effet : cela résulte de I'inégalité |||z|z — lylle| < = — yl|lp pour tous z,y € E.

Un autre exemple général utile d’application lipschitzienne donc continue est celui des fonctions
coordonnées lorsque F est de dimension finie.

Plus précisément : si E est de dimension finie n et si Z est une base de E, on peut considérer
les applications pi : F — K pour tout 1 < k£ < n qui, a un tout vecteur & de composantes
(z1,...,2,) dans la base %, associent la coordonnée xj. Si l'on considére dans F la norme
| loc définie par ||z||co = maxi<k<n |2k|, il est clair que |pg(2) —pr(y)| = |2k —yi] < [[2—Y]l00s
ce qui prouve le résultat voulu.

d) THEOREME (cas des applications linéaires). Soient E et F deux evn.

(i) Une application linéaire f : E — F est continue (sur E) si et seulement si elle vérifie la
condition :

il existe k € Ry tel que, pour tout € E, on a ||f(x)||r < k||z| .
(ii) Si E est de dimension finie, toute application linéaire f : E — F est continue sur E.

Preuve. Pour montrer (i), supposons que f est continue. En particulier f est continue en 0.
Ecrivons la définition avec e = 1 : il existe § > 0 tel que, pour tout y € E vérifiant ||y||g < 9,

on a |[f(y)||lr < 1. Prenons alors z € E, x # 0g, quelconque. Posons y = mm, de sorte

lyle = § <6, done |f(W)lr < 1. Or f(y) = gy (@), de sorte que || f(z)|r < 3l|z]|e-
D’ou le résultat voulu avec k = %.
Réciproquement, supposons 'existence d’un réel k > 0 vérifiant || f(x)||r < k||z|| g pour tout

x € E. Alors, quels que soient z,y € E, on a ||f(z) — fW)|lr = |f(z —v)||lFr < Ellz — ylB-
Ainsi f est lipschitzienne, et donc continue sur E d’apres la proposition b).

Pour montrer (ii), on suppose maintenant que F est de dimension finie n, et on considére une

application f : F — F quelconque. On fixe une base & = (eq,...,e,) de E et la norme || ||
sur E définie par ||z||cc = maxi<i<p |z;i| ol @ = >,_; x;e;. Parce que E est de dimension
finie, on sait que toute norme | - | sur E est équivalente a || - ||o. Il existe v € R% tel que

|z]|oo < allz||g pour tout x € E. Alors, pour tout =) ., z;e; de E, on a :

1@l = | 32 @af(edlle < 3 il | Fen) s < (z ||f<ei>||F) o)l < Kll2lls,
i=1 i=1 i=1

avec k:=ay . ||f(e:)|lF > 0, ce qui d’apres le point (i) prouve que f est continue. O

e) COMPLEMENT (norme d’une application linéaire). Soient E et F deux evn. On note :

Z(E, F) l'espace vectoriel des applications linéaires £ — F.
L€ (FE, F) lespace vectoriel des applications linéaires et continues E — F.

Il résulte du point (i) du théroeme que, pour toute application f € Z€(E, F), 'ensemble de

tous les réels % pour x décrivant E'\ {Og} est une partie majorée (et non-vide) de Ry ; il

admet donc une borne supérieure. On note :
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1A= sup W@IE o onte £ e 2, F).

re€E x#40E ||$||E
Par définition, on a donc :

If @)z < Ifllzllz pour tous f € LE(E,F), x € E.

11 est facile de vérifier que l'on a aussi, pour toute f € L€ (FE,F) :

If(z)]lF
IIfll= sap ———= sup |f(@)llr= sup [f(@)lF.
ceEat0p |ZIE  2eE|alp<t 2€E,|z|| p=1

On peut montrer facilement que, pour toutes f,g € Z€(FE,F) et tout A € K, on a :
frgeZC(E F) et |If+gll < IFII+ gl
e 2B F) et M= I
ce qui traduit le fait que :
L€ (E,F) est un espace vectoriel normé pour la norme ||| - |||

On peut enfin établir que, si E, F, G sont trois evn, pour toutes f € X€(E,F) et g € L€ (F,G)
on a:

gofeZL€(E,G) et |lgofll<llgll <A1l
ce qui implique en particulier lorsque £ = F = G que :

L€ (E,E) est une algebre normée pour la norme ||| - |||

3.3.4 Exercices

EXERCICE 1. Soit X une partie de R et f une application X — R. On note A ’ensemble
des réels %{l(”) pour z,y décrivant R avec x # y. Montrer que f est lipschitzienne si
et seulement A est borné. Montrer que 'application g : R — R définie par g(z) = f\xl
est lipschitzienne. Montrer que 'application h : [0,1] — R définie par h(z) = \/x n’est pas
lipschitzienne.

EXERCICE 2. Soient E un evn et f: E — E définie par f(z) =z si ||z|| < 1et f(x) = ﬁx
si ||z|| > 1. Montrer que f est lipschitzienne de rapport 2.

EXERCICE 3. Soient F un evn et f : F — FE définie par f(x) = mx Montrer que

f est lipschitzienne de rapport 2. On suppose de plus que || - || est la norme associée & un
produit scalaire sur E. Montrer que f est lipschitzienne de rapport 1.

EXERCICE 4. On considere les trois applications f, g, h : R? — R définies par :
. 2 .
flay) = w5, gloy) = 255, hloy) = 2L

Déterminer quatre suites de réels (zp)n>1, (Yn)n>1, (),)n>1 €t (y),)n>1 convergeant toutes
les quatre vers 0 dans R, telles que les suites de réels (f(@n,yn))n>1 et (f(2),y),))n>1 ne
convergent pas dans R vers la méme limite. En déduire que f n’admet pas de limite en (0, 0).

Méme question pour g et h.
3+ 3 -

li LI S
(2.) > (0.0) 72 + 112
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EXERCICE 6. Soit A une partie non-vide d’'un evn E. Monter que, pour tout x € FE, le
nombre réel positif d(z, A) := inf{||x — a||; a € A} est bien défini. Montrer que I’application
fa: E — R définie par f(z) = d(z, A) est continue car lipschitzienne.

EXERCICE 7. On considere dans 'evn E = R? les parties X = R xRY, Y =Ry xR et
Z =Ry xRy. On définit f : X — R par f(z,y) = z¥ pour tout (z,y) € X. Montrer que f est
continue sur X. On prolonge f & Y en posant de plus f(0,y) = 0 pour tout y > 0. Montrer
que ce prolongement de f est continue sur Y. Montrer que 1’on ne peut pas prolonger par
continuité a Z.

EXERCICE 8. Soit E un evn et f € X% (E,FE). Montrer que toute valeur propre A de f
vérifie [A[ < [|[ ]l

EXERCICE 9. Soient N; et Ny deux normes sur un espace vectoriel FZ. Montrer qu’elles sont
équivalentes si et seulement si ’application idg est continue en tant qu’application de I’evn
F muni de N; dans ’evn E muni de N», et aussi continue en tant qu’application de I’evn E
muni de Ny dans ’evn ' muni de N;.

EXERCICE 10. Soient F et F deux evn et f : E — F linéaire. Montrer que, si la suite (f(z,))
est bornée dans F' pour toute suite (z,) convergeant vers O dans F, alors f est continue.

EXERCICE 11. Soient E et F' deux evn. Soit (z,) une suite d’éléments de E convergeant
dans F vers une limite £. Soit (f,) une suite d’application de £€(FE, F) convergeant dans
L% (E, F) vers une application f (au sens de la norme ||| - ||| définie & partir des normes || || g
et || - [|7). Montrer que la suite (f(z,)) converge dans F vers f(a).

EXERCICE 12 (plus petite et plus grande valeur propre d’une matrice symétrique). On fixe une
matrice A € #,(R) que 'on suppose symétrique. On note u ’endomorphisme de E = R"
dont A est la matrice par rapport a la base canonique Z#. Pour tout x € F, en désignant
par X la matrice colonne des composantes de = par rapport & %, on a donc (pour le produit
scalaire canonique) : (u(z)|z) = {(AX)X = X AX.

Soit r : E'\ {0g} — R Dapplication (dite de Rayleigh) définie par r(x) = ”;HQ (u(z) | z). On
note I = {r(z); z € E,x # Og}. Montrer que I = r(S,) ou S,, = {z € E; ||z|| = 1} est la
sphere unité de E. En déduire qu'il existe x,,,xp € E non-nuls tels que r(z,,) = inf I et

r(zpr) = sup I. Montrer que la plus petite valeur propre A, de A et la plus grande Aj; sont
données par :

avec r(E\{0g}) = [Am, ]

EXERCICE 13. On considére 'evn E = €([0, 1], R) muni de la norme || - [|oo, €t 'evn F' =R
muni de la valeur absolue. Montrer que lapplication ¢ : E — F définie par o(f) = f(1)—f(0)
pour toute f € FE est linéaire continue et que |||¢[| = 2.

EXERCICE 14. On consideére 'evn E = %(]0, 1], R) muni de la norme || - ||2, et l'evn F' =R
muni de la valeur absolue. Pour toute application ¢ € E, on définit 'application T, : £ — F
par T, (f) = fol f(t)e(t) dt pour toute f € E. Montrer que Ty, est linéaire continue et que

T = Nl

EXERCICE 15. On considere 'evn E = €([0, 1], R) pour la norme N; = || - ||oo. On consideére
I'evn F = €*([0, 1], R) pour la norme Ny définie par Na(f) = || fllco + || f/l|oo- Soit T : E — F
ou, pour toute f € E, 'application T'(f) € F' est définie par T'(f)(z) = fox f(t) dt pour tout
x € [0,1]. Montrer que T' € L€ (E, F) et que ||T,|| = 2.
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EXERCICE 16. On considere l'espace vectoriel E = %([0,1],R) et 'endomorphisme u €
Z(E,E) ou, pour toute f € E, 'application u(f) € E est définie par u(f)(x) = f(z) — f(0)
pour tout z € [0,1].

Montrer que, si F est muni de la norme || - ||o0, alors u est continu et |||u||| = 2.

Montrer que, si E est muni de la norme ||-||1, alors u n’est pas continu [indication : considérer
dans F les fonctions f, :  — (n+1)(1 — x)", vérifier que Von a ||fn]l1 = 1 et |Ju(fn)|l1 = n,
et en déduire le résultat.

EXERCICE 17. On considére 'evn E = {>°(R) des suites de réels bornées, muni de la norme
| - ||oo- Pour toute suite x = (z,,) de E, on définit la suite F(x) = (y,) par yn = Upy1 pour
tout n € N, et la suite G(z) = (z,) par z, = up+1 — u, pour tout n € N. Montrer que les
applications F': E — E et G : E — F ainsi définies sont linéaires et continues. Montrer que
Pl = 1 et 1G]] = 2.

EXERCICE 18. On considére 'evn E = %([0, 1], R) muni de la norme || - |1, et l'evn F =R
muni de la valeur absolue. Montrer que lapplication ¢ : E — F définie par ¢(f) = fol tf(t)dt
pour toute f € E est continue et que [||¢]]| = 1.
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Chapitre 4

Séries numeériques

Conformément a ce que prévoit le programme, ce chapitre est plus précisément consacré a I’étude
des séries a termes réels ou complexes. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et |.| désigne
respectivement la valeur absolue ou le module.

4.1 Notion de série

4.1.1 Terminologie des séries

Soit (up)n>0 une suite déléments de K. Posons pour tout N € N :

N
Sy=wuytu tus+--+uy=> u, € K.

n=0
Sn s’appelle la N-iéeme somme partielle associée a la suite (up)n>0. On introduit ainsi une
nouvelle suite (Sy)n>o dans KN, dite suite des sommes partielles associée & (Un)n>0-

On appelle série numérique la donnée d’un couple formé par une suite (uy,)p>0 d’éléments de K
et la suite de ses sommes partielles. On note cette série : > - up, ou plus simplement > u,.
L’élément u,, s’appelle n-ieme terme, ou terme général de la série. Une série dont le terme général
est dans R s’appelle une série réelle.

Ce vocabulaire reste valable pour une suite (uy, ),>p, définie a partir d’un certain rang p; on note
> n>p Un la série associée.

4.1.2 Convergence d’une série

a) DEFINITIONS. On dit qu’une série numérique Y, <, un converge lorsque la suite (Sy) de ses
sommes partielles converge dans K. Dans ce cas, la limite de la suite (Sy) s’appelle la somme

400
de la série > -, un. On la note : > u,. Donc :
- n=0

400 N
pour une série convergente » .~ Up,ona: y u, = lim > u, €K
= — N—+00 ,—
n=0 n=0
On dit qu'une série numérique diverge lorsqu’elle ne converge pas. On dit que deux séries
numériques sont de méme nature lorsqu’elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les
deux divergentes.
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Le lemme suivant exprime que : la nature d’une série n’est pas modifiée lorsque I'on change
l'indice de départ; mais quand il y a convergence, la valeur de la somme peut étre modifiée.

b) LEMME (Changement d’indice de départ). Soient ) -, u, une série numérique, et p € N.
Alors, les séries Y, < un et . - u, sont de méme nature. De plus, si elles convergent, on a :

+o0 +o00 p—1
YU =D Un+ Y Up.
n=0 n=p n=0

nzp

N N p—1
PREUVE. Cela résulte directement de I'égalité (pour N >p): > up = > up+ >, u, O
n=0 n=p n=0

c) PROPOSITION (Condition nécessaire de convergence). Si une série numeérique converge, alors
son terme général tend vers 0. Plus précisément, si la série > u, converge, alors la suite (uy,)
converge vers 0.

PREUVE. Soit Y u,, une série convergente ; notons S sa somme. Si (S,,) désigne la suite des
sommes partielles, on a u, = S,, — S,—1 pour tout n > 1. Comme (S,,) converge vers S, il
est clair que (S, — S,_1) converge vers 0. O

Cette proposition indique qu’une série numérique > u,, telle que la suite (u,) ne converge pas
vers 0 est nécessairement divergente. On dit alors qu’elle est grossiérement divergente.

ATTENTION ! Cette condition du ¢) est NECESSAIRE mais NON SUFFISANTE. Il existe des suites
(up) tendant vers 0 telles que la série Y u, diverge. (cf. exemples ci-dessous)

d) REMARQUE (critére de Cauchy). On sait que, dans R ou C, toute suite de Cauchy est
convergente. Donc une série »  wu, numérique converge si et seulement si la suite des sommes
partielles est de Cauchy, c’est-a-dire :

P
Ve>0, AINeEN, Vn>N, Vp>1, | > upikl <e,

k=1
n+p n n+p
en remarquant que Spip — Sp = D U — D U = Y Up.
k=0 k=0 k=n+1

d) REMARQUE (partie réelle et partie imaginaire). On sait qu’une suite de nombres complexes
(un) converge dans C si et seulement si les suites réelles (Reu,) et (Imu,) convergent dans R,
et que dans ce cas limu, = limRewu, + ¢ limIm u,. En appliquant cela a la suite des sommes
partielles d’une série de nombres complexes, on déduit que :

Soit > uy, une série complexe. Pour tout n > 0, notons u, = %, + iy, avec T, y, € R. La série
complexe > u,, converge si et seulement si les séries réelles > x,, et Y y,. Dans ce cas, on a :

“+00 —+00 ) —+00
Zun: prn’f‘lzyn-
n=0 n=0 n=0

4.1.3 Exemples classiques

a) SERIE GEOMETRIQUE. Fixons z € K, et posons u, = 2" pour tout n € N. La série > -, un,

ainsi définie s’appelle la série géométrique de raison z.
+o0
Elle est convergente si et seulement si |z| < 1, et dans ce cas sa somme est » 2" =

n=0
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En effet :si|z| > 1, le terme général u,, = 2™ ne tend pas vers 0, donc la série est grossierement
: : _ N n _ 1=—zNt! _ 1 n
divergente. Si |z| < 1, alors Sy =) 2" = ~§——, donc hm SN = 1=, donc anoz

1
—z"

est convergente de somme I

b) SERIE HARMONIQUE. Posons u, = % pour tout n € N*. La série ) -, u, ainsi définie
s’appelle la série harmonique. Elle est divergente (bien que son terme général tende vers 0).

Mz

N
En effet : Pour tout N > 1, on a la minoration Sy Z :> In(1+ 7).

k=1

Or, 12:{: In(1+ %) E ln(’”l) Z (In(k4+1) —Ink) =In(1 + N). Donc Sy > In(1 + N).

k=1
Comme In(1 + N) tend vers +oo quand N tend vers 400, on en déduit que la suite (Sy)n
diverge vers 400, et donc la série de terme général % est divergente.

¢) SERIE HARMONIQUE ALTERNEE. Posons u,, = ﬂ pour tout n € N*. La série >, -, u, ainsi
+oo n
définie s’appelle la série harmonique alternée. Elle est convergente de somme : Z 1) —1n2.
n=1
- S k-1 ke 1=(=H)"
En effet : = 3 Z_j )t = fo 3 dt = [} =25 dt.
On scinde cette derniere intégrale en : f 1+§) dt = 01 #45 + (—1) ! 01 f:t dt.

Or 01 1‘% In 2, et par ailleurs 0 < f 177 _dt < fol thdt = n+1 donc nhm fo ﬁt dt = 0.

On conclut que la suite (.S,,) des sommes partielles converge vers In 2. Donc la série de terme

général = ) est convergente et sa somme est Z )n =—In2.
n=1

d) SERIES DITES “TELESCOPIQUES”. On désigne par ce terme familier des séries dont le terme
général u,, peut s’exprimer sous la forme wu,, = v, 41 —v, pour une certaine suite (v, ). On calcule
alors les sommes partielles sous la forme :
N
SN = ZO(Un+1 —Up) = V1 — Vg + V2 — V1 +V3— V24 -+ UN —UN_1 FUN{L — UN = UN{1 — V0.
e
On en déduit que, si la suite (v,) converge vers une limite ¢, alors la suites (Sy) converge vers
£ — vg, et donc la série de terme général u,, est convergente et sa somme est £ — vy.

Par exemple, la série Y n(n1+1) est convergente, de somme Z e +1) =1

n>1
En effet : Posons u,, = m pour tout n > 1. On remarque que u, = % - n—H Donc, pour
N>1, ona:SNzl—f—l—f—f—i— —l—% N—H—l N+1 La suite (Sy)n>1 converge

donc vers 1.

e) REMARQUE. Il est rare dans la pratique que 'on puisse ainsi faire un calcul direct de la
somme d’une série convergente. La plupart des résultats que ’on va voir dans la suite permettent
seulement de déterminer la nature d’une série.
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4.1.4 Espace vectoriel des séries convergentes

a) DEFINITIONS (somme de deuz séries, produit d’une série par un scalaire). Soient > u, et
> vy, deux séries numériques. Leur somme est la série de terme général w, + v,. Si de plus
A € K, le produit externe de Y u, par X est la série de terme général Au,,.

b) PROPOSITION. Soient Y u, et Y v, deux séries numériques convergentes. Alors, pour tous
A\ € K, la série > (Aup, + pvy,) converge, et sa somme est :

+oo +oo +oo
S (Mg +pvp) =AD up + 410 vy
n=0 n=0 n=0

PREUVE. On applique aux sommes partielles les résultats correspondants sur les limites de
suites. O

c) COROLAIRE. Les séries numériques dans K forment un K-espace vectoriel, et les séries conver-
gentes en forment un sous-espace.

PREUVE. Résulte de la structure d’espace vectoriel de K, et du b) ci-dessus. O

4.1.5 Exercices

EXERCICE 1. Montrer que la somme d’une série convergente et d’une série divergente est
nécessairement divergente. Montrer par deux exemples bien choisis que la somme de deux
séries divergentes peut étre convergente ou divergente.

EXERCICE 2. Dans chacun des deux cas suivants, déterminer si la série de terme général u,,
converge, et si oui calculer sa somme.

a) u, = sinn, b) u, =In(1- %), ¢) u, = arctan m
EXERCICE 3 (Série de Tannery). Soit x un réel différent de 1 et de —1. On considere la série

de terme général :

_ 222"
A partir de 1’égalité ﬁ = ﬁ — ﬁ pour tout réel t # +1, montrer que les sommes
partielles S, = P _ ', vérifient S, = % — ﬁ Conclure que la série > u, est

convergente, et calculer sa somme en distinguant suivant que |z| > 1 ou que |z| < 1

EXERCICE 4 (Une autre preuve de la divergence de la série harmonique). Considérons les

sommes partielles S, = > ", %, avec m > 1. Montrer que :

_ _1 1 1 1
|SQm*Sm|7m7+1+7n+2++%Z§

En déduire que la suite (S,) n’est pas de Cauchy. Conclure que la série harmonique est
divergente.

EXERCICE 5 (Une autre preuve de la divergence de la série harmonique). Considérons les
sommes partielles S, = >./_; +, avec n > 1. Montrer que l'entier m = B(R2) vérifie
n>2"et S, > Som.

Montrer que : m . L 1
San = 5 (b + b o ) 2 14
j=

vo[3

Déduire que lim Som = 400. Conclure que la série harmonique est divergente.
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4.2 Séries a termes réels positifs

4.2.1 Critére de majoration

a) LEMME. Soient Y u,, une série réelle telle que u,, > 0 a partir d’un certain rang p. Pour tout
N
N > p, notons Sy = > u,. La série Y u,, converge si et seulement si la suite (Sy) est majorée.
n=p

PREUVE. Comme w, > 0 pour tout n > p, la suite (Sy)n>p est croissante. D’apres les
résultats connus sur les suites réelles croissantes, ou bien (Sy) est majorée, et alors elle
converge, ou bien elle n’est pas majorée, et alors elle tend vers +o0o. D’ou le résultat. O

b) THEOREME (fondamental). Soient Y u, et > v, deux séries réelles telles que, a partir d’un
certain rang p, on ait : 0 < u, < v, pour tout n > p.

+oo +oo
(i) Si > v, converge, alors Y u, converge, et dans ce cas : 0< Y up, < Y vp.
n=p =p

(ii) Si " wuy, diverge, alors vy, diverge.

N N
PREUVE. Pour tout N > p, notons Sy = > up et Ty = > vy,.

n=p n=p
D’apres 'hypothese, les suites (Sy)n>p et (I'v)n>p sont croissantes, et vérifient Sy < Ty
pour tout N > p. Supposons que Y v, converge; d’aprés le lemme a), la suite (Thy) est
majorée, donc (Sy) Pest, et en réappliquant le lemme, on conclut que la série Y u,, converge.
En appliquant le théoreme de passage a la limite dans les inégalités, on a lim Sy < lim T,
ce qui acheve de prouver (i). Le point (ii) s’en déduit par contraposition. O

c) COROLLAIRE (critére de domination). Soient Y uy, et Y vy, deux séries a termes réels positifs
a partir d’un certain rang. On suppose que u, = O(vy,) au voisinage de I'infini [rappelons que
cela signifie qu’il existe p € N et a € R tel que 'on ait 0 < u,, < aw,, pour tout entier n > p].

(i) Si > v, converge, alors ) u, converge.
(ii) Si > u, diverge, alors > v, diverge.

PREUVE. Comme le produit d’une série convergente par un scalaire est une série convergente
(cf. 4.1.4), on applique le théoréme précédent aux séries > u, et > av,. O

d) COROLLAIRE (critére d’équivalence). Soient y  u, et > v, deux séries a termes réels positifs
a partir d’un certain rang. Si u,, et v, sont équivalents au voisinage de oo, alors les séries > u,
et Y v, sont de méme nature.

PREUVE. Par hypothése, on a & partir d’un certain rang : u, = v, (1 +r,), avec (r,) suite

tendant vers 0. Traduisons cette limite pour ¢ = % : il existe N € N tel que pour tout

n>N,ona: —% <1 < % donc % <l4r,< % Donc, a partir d’un certain rang, on a :
0< %'Un <ty =vp(14m,) < %vn. Ceci prouve que u, = O(v,) et v, = O(uy). On applique

alors le corollaire précédent. O

Donnons tout de suite un exemple tres important d’application de ces théoremes.
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4.2.2 Séries de Riemann

a) DEFINITION. On appelle série de Riemann une série de la forme > n%, ol « est un réel fixé.
n>1

b) THEOREME. La série de Riemann Y - converge si et seulement si a > 1.

n>1

PREUVE. On raisonne en deux cas :

e Si o <1, alors n® < n, donc n% > % > 0. Comme la série harmonique diverge comme on

l’a vu au b) de 4.1.3, on applique 4.2.1.b.(ii) pour conclure que > n% diverge.

e Sia>1, posons =« —1 > 0; définissons a,, = niﬂ et b, = a, — ap41 pour tout n > 1.
Comme 8 > 0, on a : an41 < a, donc b, > 0. Formons pour N > 1 la somme partielle

N
Sy = Zbn:al—a2+a2—a3+-~-+aN—aN+1zl—m. Comme 8 > 0, la suite
n=1

(Sn) converge vers 1. Ainsi, la série Y b, converge (et sa somme est 1).

Or # est équivalent a %bn au voisinage de co.
en effet : by = o — Gt = ae [1 - ()] = a5 [1 - (1 + )77
On utilise le D.L. : (1+2)77 =1-p3L + 1e avec lim, e, = 0.

Donc : b, = e [3% — en] = e [1 ~ B

Ainsi n% = ﬁ est équivalent & 371b,,. Comme la série Y b,, converge, il en est de méme de

> B71b,, ; il S’agit d'une série & terme réels positifs. On applique le d) de 4.2.1 pour conclure

que Y. n% converge dans ce cas. O
c) COROLLAIRE (Regle de comparaison avec une série de Riemann). Soit ) u,, une série a termes
réels positifs.

(i) S’l existe un réel a > 1 tel que lim, n®u, = 0, alors la série ) u, converge.
(ii) S’il existe un réel 0 < a <1 tel que lim, n“u,, = +00, alors la série y  u,, diverge.

PREUVE. Traduisons d’abord lim, n®u,, = 0 pour € = 1; il existe N1 € N tel que :
1

pour tout n > Ny, on a: 0 < n%u, <1, donc 0 < u,, < e
Comme o > 1, > n% converge d’apres le b) ci-dessus, d’olt Y u,, converge d’apres 4.2.1.b.
Traduisons maintenant lim, n®u, = +o0o pour € = 1; il existe Ny € N tel que :
pour tout n > Ny, on a : n®u, > 1, donc u, > n%
Comme 0 < a<1,> n% diverge d’aprés le b) ci-dessus, d’out Y u,, diverge d’apres 4.2.1.b.
O

d) EXEMPLE. Soit a € R fixé. La série ) exp[—(lnn)?] converge si et seulement si a > 1.

En effet : En effet, posons u, = exp[—(Inn)®]. Si a = 1, alors u,, = £, donc Y u,, est la série
harmonique ; on sait qu’elle diverge. On suppose donc maintenant a # 1. En vue d’utiliser le
corollaire ci-dessus, on forme : n®u, = exp(alnn — (Inn)®) pour un o > 0. Or :

' B o B w1 —ocosia>1
ngrfoo(a Inn — (Inn)*) = ngglm(ln n)(a— (Inn)*=7) toosia<1
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Si a > 1, alors lim,, n®u,, = 0 pour tout a > 0. On applique a& a = 2 pour conclure avec le
point (i) du corollaire précédent que > u,, converge.

Sia < 1, alors lim, n%u,, = 400 pour tout a > 0. On applique a a = 1 pour conclure avec

le point (ii) du corollaire précédent que Y u,, diverge.

e) REMARQUE. Il est clair que, dans le point (i) de I’énoncé c), on peut remplacer la condition
lim, n%u, = 0 pour un « > 1 par la condition plus faible : il existe a > 1 telle que la suite de
réels positifs (n%u,) soit majorée.

4.2.3 Regle de d’Alembert

a) PROPOSITION. On considére une série réelle u,, telle que u,, > 0 a partir d’un certain rang.
On suppose que la suite (UZ—Zl) admet une limite ¢ € R,..

(i) Si¢ < 1, alors la série Y u,, converge.
(ii) Sif > 1, alors la série > u,, diverge.

PREUVE. Supposons d’abord ¢ < 1. Choisissons un réel A tel que ¢ < A < 1 . Traduisons
lim(M) =lpoure=XA—/{>0;il existe N € N tel que :

Un

pourtoutnzN,onaun>Oet€—5<u;‘—:1<€+€:/\.

Ainsi, pourn > N,ona:0 < “24 < X, On déduit : “HL x UN42 5 Unl oy _Un o An=N
Un uUN UN+41 Un—2 Un—1

d’ou ;‘—; < A"~V Par suite, pour tout n > N, on a u, < (uxyA~™M)A", et donc u,, = O(\")

Or, comme 0 < A < 1, la série géométrique > A" converge (cf. a) du 4.1.3) ; on applique d)
de 4.2.1 pour conclure que Y u,, converge.

e Pour montrer (ii), supposons ¢ > 1. Choisissons un réel € tel que 0 < € < £ — 1. Traduisons
lim(“2+) = [ pour ce ¢; il existe Ny € N tel que :
pour tout n > No, ona:u, >0et 1 <l —e <2 <l 4¢,

et donc u,41 > u,. Ainsi, la suite (u,) est croissante a partir du rang Ny. Elle est donc
minorée par uy, > 0. Elle ne peut donc pas converger vers 0. D’apres la proposition c¢) de
4.1.2, la série Y u,, est grossierement divergente. O

) s 2 !
b) EXEMPLE : La série de terme général u,, = % converge.

En effet, on a u,, > 0 pour tout n > 1, et : u;b—:l = (nil)n = (1+%)7n =exp(—nln(1+1))
qui tend vers exp(—1) quand n — +oo. Comme ™!

converge.

< 1, on conclut que la série > uy,

c) REMARQUE. Si limn(“Z—:l) =1, il se peut que > u,, converge ou qu’elle diverge (prendre par
exemple : u, = % et u, = %) De méme lorsque (“Z—:l) n’admet pas de limite.

Si lim,, (%) = +00,0na Upy1 > U, > 0apartir d’'un certain rang, donc » | u,, est grossierement
n

divergente (comme a la fin de la preuve du cas (ii) du théoréeme a).
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4.2.4 Regle de Cauchy

a) PROPOSITION. On considére une série réelle »  u,, telle que u,, > 0 a partir d’un certain rang.
1

On suppose que la suite (u,") admet une limite £ € R, .
(i) Si¢ < 1, alors la série Y u,, converge.
(ii) Sit > 1, alors la série > u, diverge.
PREUVE. On raisonne comme dans la preuve de 4.2.3

e Supposons d’abord ¢ < 1. Choisissons un réel A tel que { < A < 1 . Comme dans la
preuve du a) de 4.2.3, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on a: 0 < (un)% <A,
donc 0 < u,, < A™. La série géométrique Y A\™ converge puisque A < 1, donc > u,, converge
d’apres 4.2.1.b.(i).

e Supposons maintenant ¢ > 1. Comme dans la preuve du a) de 4.2.3, il existe Ny € N tel que,
pour tout n > N, on a: (un)% > 1 donc u,, > 1. Dés lors, la suite (u,) ne peut pas converger
vers 0. D’apres la proposition ¢) de 4.1.2, la série > w,, est grossierement divergente. O

b) EXEMPLE : la série Y (22EL)" converge, car limn((;ltll)n)% =1i<1

c¢) REMARQUES. On peut montrer que si la regle de d’Alembert s’applique, alors la regle de

1 . .
n/ " = (. Néanmoins, il est

Cauchy aussi, c’est-a-dire que si lim, uzzl = { € Ry, alors lim, u
souvent plus commode d’étudier la suite (UZ—Il) que la suite (u}/ ™.

Un+1 )
n

1
Réciproquement, on peut avoir lim,(u,)» =1 € R sans que limn( - existe.

Contre-exemple : soit (uy,) définie par ug, = ugp1 = 2P pour tout p € N.

D’une part limp(ugp)% = limp(ugpﬂ)ﬁ = /2, ce qui est suffisant pour conclure
que limn(un)% = /2 (résultat classique d’analyse réelle ou complexe, voir aussi
chapitre 3 de ce cours). D’autre part, la suite (UZ—;L“) vaut alternativement 1 et 2,
donc ne converge pas.

Pour conclure : on dispose ainsi de nombreux résultats techniques pour étudier les séries a termes
réels positifs. L'un de leurs intéréts réside dans le théoreme 4.3.1.b de la section suivante.

4.2.5 Exercices

EXERCICE 1. Déterminer la nature des séries de termes général u,, défini par :
2n n! 1

1 1
= ) = y  Un = y  Up = y  Un
vn(n+1) vn(n?+1) n+ 2" nn nx nt/n

EXERCICE 2. Déterminer la nature des séries de termes général u,, défini par :

_ 24cosn 7 fixd 5+ _ (nf41)3
Up = T avec p € Xe, Up = 271_17 Up = W

Un Un

EXERCICE 3. Déterminer la nature des séries de termes général u,, défini par :
2’ﬂ

Uy, = — sin
n2

o avec0<a<Z et u, = a"sin’*(na) aveca € R, 0<a < 1.
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EXERCICE 4. Soient a,b € R’ et a € R. Déterminer la nature de la série ) (W
an

EXERCICE 5. Soit a € R7}. Déterminer la nature des séries de termes général u,, défini par :

—, U, =nla”, U, = na’”, Up = —.
n

EXERCICE 6. Déterminer la nature des séries de termes général u,, défini par :

Up = n(l/n) —1 avec o€ R’ Uy = 72 s Up = (1 -+ 7)*77«\/5
n n

EXERCICE 7. Soient « € R, x > 0, a > b > 0. Déterminer la nature des séries de termes
général :

na
Uy = et Up = (Vn2+an+2—+/n?2+bn+1)".
" (A+a)(l+a?)-(1+an) v/ v )

EXERCICE 8 (Régle de Raabe et Duhamel). Soit (u,) une suite de réels positifs a partir d’un

certain rang. On suppose que lim n(-*2— — 1) = X existe (finie ou non).
n—400 Un+1

Montrer que, si A > 1, alors la série > u, converge, et que si A < 1, alors la série > u,
diverge.

Appliquer au séries de terme général :

1-3-5---(2n—1) 1-3-5--(2n—1)
Up = 5 Up = )
2.4-6---(2n) 2-4-6---(2n12)
(n1)2 . 220 . 1
= = (n! In(1+ —).
= O I

EXERCICE 9. Soient a, 8 deux réels tels que 0 < § < 1 < «. On définit une suite (u,) par
ug =0, up = # si n est une puissance de 2, et u,, = nl sinon. Montrer que la série > u,

converge, mais que la suite (“2) n’est pas bornée et n’admet pas de limite.
n

EXERCICE 10. Déterminer la nature des séries de termes général u,, défini par :

T . n 1 1
U, = — — arcsin | —— et Up = — |1 —cos .
2 n+1 sin - nvinn

4.3 Séries numériques a termes quelconques

On se place de nouveau dans le cadre général de séries de terme général dans K = R ou C (pas
nécessairement dans R ).
4.3.1 Convergence absolue

a) DEFINITION. Une série numérique Y, <, un est dite absolument convergente lorsque la série
a termes réels positifs ) - |un| est convergente.

b) THEOREME. Soit Y~ un une série numérique. Si elle est absolument convergente, alors elle

+o0 400
est convergente. De plus, on a dans ce cas | > un| < > |up]
n=0 n=0
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P P

PREUVE. Pour tout p € N, notons S, = > u, et T, = > |uy,|. Fixons € > 0 quelconque. Par
n=0 n=0

hypothese, >~ |un| converge, donc la suite (7},),>0 convergente. Il en résulte en particulier

qu’elle est de Cauchy : il existe donc Ny € N tel que :

q
pour tous ¢ >p > Ny, ona [T, —T,| <e, cest-a-dire )Y |uy|<e.
n=p+1

q q

Or, par inégalité triangulaire, | > u,| < > |uy| < g, c’est-a-dire |S, — S| < €. Ceci
n=p+1 n=p+1

prouve que la suite (S,),>0 est une suite de Cauchy dans K. Or on sait que, dans K = R ou

K = C, toute suite de Cauchy est convergente (R et C sont complets). Donc la suite (Sp)p>0

converge, ce qui signifie que la série ) ., u, est convergente.

q q
Des lors, on passe a la limite en ¢ dans l'inégalité (triangulaire) | > u,| < > |u,| pour
n=0 n=0

obtenir l'inégalité voulue sur les sommes. O

¢) REMARQUE ET DEFINITION. La réciproque est fausse!

- . . _ (=" .
Contre-exemple. La série harmonique alternée Zn21 Up avec u, = ~—— est convergente (voir

4.1.3). Comme |u,| = 1, la série 3, -, |un| est la série harmonique, qui elle est divergente.

Donc la série harmonique alternée est convergente mais non absolument convergente.

Une série numérique qui est convergente mais qui n’est pas absolument convergente est dite
parfois semi-convergente.

d) PROPOSITION. Les séries absolument convergentes forment un sous-espace de ’espace vecto-
riel des séries convergentes.

PREUVE. L’inclusion découle du b) ci-dessus. Pour la stabilité par combinaison linéaire,
considérons Y u, et > v, deux séries absolument convergentes, et deux scalaires A, u € K.
On a: |Auy + pon| < |A|fun| + |p| |von]. Or par hypothese, > |u,| et > |v,| convergent,
donc |A| Y |un| + || D |vn| aussi d’apres 4.1.4.b. L’inégalité |Au, + pvn| < |A| Jun| + | [vn]
implique donc, avec le théoreme de majoration 4.2.1.b, que la série > |Auy, + pv,| est conver-
gente. Ceci signifie que la série > (Au, + pvy,) est absolument convergente,ie. A > up+ > vy
est absolument convergente. O

Le théoreme suivant est un résultat pratique donnant des conditions suffisantes de convergence
pour certains types particuliers de séries dont le terme général est un réel changeant de signe
suivant la parité de n. Ce résultat, appelé regle des séries alternées, et en fait un cas particulier
d’un résultat plus général (qui n’est pas au programme de ce cours) appelé la regle d’Abel.

4.3.2 Séries (réelles) alternées

a) DEFINITION. Une série réelle > u, est dite alternée lorsque son terme général est de la forme
up = (—1)"a, avec a;, € Ry, ou bien de la forme u,, = (—1)"*'a,, avec a,, € R.

b) THEOREME (régle des séries alternées). Soit («,) une suite de réels positifs. Si (ay,) est
décroissante et convergente vers 0, alors la série alternée ) (—1)"c, est convergente.

N
PREUVE. Posons Sy = Y (—1)"a, pour tout N € N. L’hypothése que la suite (a;,) est

n=0
décroissante implique que, pour tout entier p > 0, on a Sapia — Sop = Qopi2 — qopr1 <0

86



et Sopis — Sopr1 = —Qopt3 + agpre > 0. Donc la suite (Sap)p>0 est décroissante et la suite
(S2p+1)p>0 est croissante. De plus Sgpt1 — S2p = —agpt1, et hypothese que la suite (ay,)
converge vers 0 implique alors que lim(Sg,4+1 — S2,) = 0. En d’autres termes, les suites
(S2p)p>0 €t (Sapt+1)p>0 sont adjacentes. Elles convergent donc vers une méme limite S.

Ainsi, la suite (S,,) est telle que les deux suites extraites (Sap)p>0 €t (S2p+1)p>0 convergent
vers la méme limite S. On sait (voir résultats de premieére année, et aussi chapitre 3) qu’alors
la suite (S,) converge vers S. O

(_n%, avec o € R fixé.

c) EXEMPLE (série de Riemann alternée). 1l s’agit de Y u, ol u, =
- Si a <0, elle diverge grossierement.
- Si @ > 1, elle est absolument convergente car Y. |u,| = > = converge (cf. 4.2.2.b).

- Dans le cas 0 < a < 1, Y |u,| diverge (cf. 4.2.2.b) donc > u, n’est pas absolument
convergente. Néanmoins, »  u,, converge par application du théoréme b) ci-dessus (car la
suite n% décroit vers 0.) Dans ce cas, Y u,, est semi-convergente.

(. . y —nn .
La série harmonique alternée %, qui est semi-convergente comme on ’a vu au c) de 4.3.1,
correspond au cas a = 1.

4.3.3 Exercices

. nlnn | , .
EXERCICE 1. Soit # € R. Pour tout n € N*, on pose u,, = %sm nf. Déterminer la
n
nature de la série > |u,|, puis de la série > uy,.
2
a’m
EXERCICE 2. Soit a un réel positif fixé. On pose u,, = sin(my/n2 + a?) et v, = —-—-—.
" ( ) et vn Vn?2+a?+n

Montrer que u,, = (—1)"sinv,,. En déduire la nature de la série > u,.

. (. 11
EXERCICE 3. Déterminer la nature de la série > (—1)" n» sin —.
n

1+ (-1)"
EXERCICE 4. Déterminer la nature de la série M
n
: (=)™
EXERCICE 5. Soit a € R%.. On pose up, = —~——"——.
1

(-)" -1
no + na(na + (_1)n)

Montrer que u,, = . En déduire la nature de la série Y u,.

EXERCICE 6. En utilisant des développements limités appropriés, étudier la nature de la
série > u, dans chacun des cas suivants :
14— ——1.
n e

. b
un:\/n4+2n+lf\/n4+an aveca € Ry et wu,=e »—-—a—— aveca,bceR.
n

—1)" L
unzlnnln(l—i-( )), unz(ng—l—l)é—(nQ—i-l)f, Uy = (=1)"
n
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4.4 Résultats complémentaires

4.4.1 Produit de deux séries

a) DEFINITION. Soient »_ -, up €t Y, <, v, deux séries numériques. On appelle série produit

(ou produit de Cauchy) de ces deux séries la série ), -, w, de terme général :
n

Wy = UgVp + U Vp—1 + -+ UpUo = D UpUp—p = »_ Uplq.
p=0 ptg=n

b) LEMME. Soient ), <, un €t ), <o vn deux séries réelles a termes positifs. Si les deux convergent,
alors leur série produit ), -, w, converge, et sa somme vaut :

+oo “+o0o +00
nzz:own = (Z un)(zovn).

n= n=

n n n
PREUVE. Notons dans R les sommes partielles : U, = >~ ug, Vi, = > vg, Wy = > wy.
k=0

k=0 k=0
Par hypothese, la suite (U,,), (qui est croissante puisque chaque uy, est positif), converge vers
“+o00 “+ o0
une limite U = > u, € Ry. De méme la suite (V,,) converge en croissant vers V.= > v, €
=0 n=0

n—
R . I en résulte que la suite (U,V;,) converge en croissant vers UV.
n

Remarquons que U, V,, = > upyv,. Par ailleurs, W,, = 3 (3 wywi) = > upvg.

0<p,g<n k=0 p+q=k p+q<n
D’une part : (p+¢q < n) = (p < n et ¢ <n), donc chaque terme de la somme W,, figure
dans la somme U, V,, ; comme tous les termes sont positifs, on conclut que W,, < U, V,,.
D’autre part : (p <net ¢<n)= (p+ ¢ < 2n), donc de la méme fagon : U,V,, < Wa,.
En résumé : W, <U,V, < W, (*)

Puisque la suite (U, V;,) est majorée par UV, il résulte de (%) que la suite (W,,) est majorée.
Mais la suite (W) est aussi croissante (car chaque wy est positif). On conclut que (W)
converge. Soit W sa limite dans R;. La suite (Wa,), qui est une suite extraite de (W)
converge donc aussi vers W. On déduit alors de (x) que W =UV. O

c) THEOREME. Soient Y, ., un ety -, v, deux séries numériques. Si les deux sont absolument
convergentes, alors leur série produit ), ., wy est absolument convergente, et sa somme vaut :

400 +oo 400
2 wn = (3 un) (3 vn)-
PREUVE. On raisonne en deux étapes.
e Notons ), -, wy la série produit de Y~ u, et >, o vy, définie par w, = Y wupvg.
- N N ptg=n
Notons ), <, Tn la série produit de > < |un| et > < |vn|, définie par z, = >  |upvgl.
= = - p+qg=n
Par Dinégalité triangulaire : |[wy| = | > wupvg] < Y |upllvg] = @, pour tout n € N.
ptg=n ptq=n

Or, comme par hypothese les séries positives >, - |un| et 32, 5 [vn| convergent, le lemme
précédent implique que la série > -z, converge. On peut donc appliquer le critere de
majoration 4.2.1.b pour conclure que la série ) -, |wy| converge, c’est-a-dire que la série
> >0 Wn est absolument convergente.
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e On introduit pour les sommes partielles les notations suivantes :

Un = ug, V= vk, Wn:Zwk:E(Z upvq): > Upvg.
k=0

k=0 k=0 k=0 p+q=k p+g<n
n n n
An =3 ukl, Bu= 2 |wl, Cn=2 me= 3 l|upllvg|-
k=0 k=0 k=0 p+q<n
En particulier le lemme b) se traduit par : lim(A, B, — C,,) = 0. On calcule :
UV =Wn= 3 upvg— 3 UpVg= 35 Uplg

0<p,g<n p+q<n (P, a)€AR
ott 'on anoté A, = {(p,q) EN?;0<p<mn, 0<qg<mn, p+q>n}. Dela méme facon :
Aan - Cn = Z |up||vq|~

(P,9)€AR
Par inégalité triangulaire : (U, Vi, = Wi | = | > wpvg| < 3 Jup|lvgl = 4nBy — Cy.
(P.9)EAR (P,.9)€AR
Or lim(4,B, — C,) =0, donc lim(U,V,, —W,) =0, donc limW, = (imU,)(limV,,),
+oo +oo +oo
cest-d-dire : Y wn = (X un) (X vn). O
n=0 n=0 n=0

d) EXEMPLE IMPORTANT (exponentielle). Pour tout x € C, la série ) -, %7: est absolument
convergente (c’est clair par la regle de d’Alembert). Donc elle converge ; notons sa somme :
+oo

_ z"
expxr = e

n=0
s . . x" yn
Pour deux nombres complexes z et y, la série produit de ), - T oet Y on>0 o a pour terme

général :
Z xp y P n' Z ( )xpy"_p:%(x—ky)".
D’apres le théoreme precedent cette série prodult est absolument convergente, et on a :
(Z._;’_y)n +OO n +OO n
exp(z +y) = Z = (2 3l ) 1) = (expz)(expy)
n= n=
e) REMARQUE. On peut améliorer le théoreme c) en montrant que la série produit reste conver-

gente si 'on suppose seulement que 'une des deux séries données est absolument convergente,
Pautre étant simplement supposée convergente (théoreme de Mertens).

4.4.2 Le probleme de la sommation par paquets
a) EXEMPLE INTRODUCTIF. La série >, ~o(—1)" est divergente (grossicrement). Mais en re-
groupant les termes deux par deux :
L+ (D) 414+ (D 41+ (=) 4+ + (1) 4 (-1)%F ...
0 0 0 0
la série szo((—l)zf’ + (=1)2P*1) est de terme général nul, donc convergente.

b) NOTATIONS. Soit ), -, u, une série numérique. Regroupons ses termes par paquets sous la
forme : vo = up +ur + - +Ug0), VI = Ug0)41 T Ug(0)+2 T T Ug(1), et plus généralement :
#(n)
Vp = > ug, avec ¢ : N — N strictement croissante. On a alors :
k=¢(n—1)+1
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c) PROPOSITION. Avec les données et notations ci-dessus :
(i) Si > wuy, converge, alors ) v, converge; dans ce cas, les deux séries ont la méme somme.

(ii) Si de plus tous les u,, sont des réels positifs, la réciproque est vraie aussi.

PrREUVE. Considérons les sommes partielles :

n n n o(3) @(n)
Up=> u; et Vn:ZUj:Z( > Uk):Zuj:qu(n)-
=0 =0 §=0 \k=¢(j_1)+1 =0

Si I'on suppose que la série ) ., u, converge, en notant U sa somme, on a limU, = U.
Comme ¢ est strictement croissante, lim ¢(n) = +o0, donc lim V,, = lim Uy(,,) = limU,, = U,
ce qui prouve le point (i).

Pour prouver (ii), supposons que chaque u,, est un réel positif. Il est clair que les suites réelles
(Uy) et (V,,) sont alors croissantes. Si on suppose que la série ) - v, converge, alors la
suite (V},) est majorée (car toute suite réelle croissante et non majorée tend vers +o00). Mais
pour tout n € N, on a : ¢(n) > n (c’est une conséquence facile du fait que ¢ est strictement
croissante) donc : U,, = > uj < Zf(:%) ug = Ugp(n) = Vpn. On déduit que la suite (Uy) est
majorée. Comme elle est croissante, elle converge. O

4.4.3 Le probleme de ’ordre des termes

a) EXEMPLE INTRODUCTIF. Considérons la série réelle > -, uy, pour u, = N D’apres

4.3.2.c, elle est convergente (mais non absolument convergente)
Changeons l'ordre des termes en renumérotant :

_ 4 1,1 1 1,1, 1 1 4
Yo =1+ F-BtEt At tm - wt
ou o est la bijection de N* sur N* définie par :
o(3p)=2p, o(Bp—1)=4p—1, o(Bp—2)=4p—3 pour tout p > 1.

Dans ) Ug(n), T€ErOUpONS ensuite par paquets en : > (ua(gp,Q) + Ug3p-1) + Uo-(gp)).
n>1 p>1

Posons an, = ug(3n-2) + Us(3n—1) + Us3n) = \/ﬁ + \/ﬁ — \/#2—”, qui est positif.

‘/\%1)i au voisinage de +oo.

/n

On vérifie que a,, est équivalente a (

—-1/2 —1/2
Eneﬁet:an:ﬁ(%(l_%> +%(1_ﬁ) _1)

= A (HU+ &+ 2ed) + L+ +1ed) - 1) = A (L2 +2(D).

D’apres 4.2.2, la série ) | ﬁ diverge, donc d’apres 4.2.1.d, il est de méme de ) a,,. En appliquant
4.4.3.c.(i), on conclut que _, +; Ug(n) diverge.

b) DEFINITION. Une série numérique >, -, u, est dite commutativement convergente lorsque,
pour tout bijection o de N sur N, la série ) | < uq(n) est convergente.

¢) THEOREME. Toute série numérique absolument convergente est commutativement conver-
gente, et sa somme reste inchangée quand on modifie I'ordre des termes.

PREUVE. Soit ), - uy, absolument convergente, et ¢ bijection de N sur N.
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e Premiére étape : on montre que ) .Uy () €st absolument convergente. Pour cela, pour
tout n € N, introduisons ¢(n) = max{c(0),0(1),...,0(n)}. Comme {c(0),0(1),...,0(n)}
est formé de n + 1 entiers > 0 qui sont deux a deux distincts, on a :

¢(n)=n. (1)
De plus, ¢(n) majore {c(0),0(1),...,0(n)}, donc :
{0(0),0(1),...,0(n)} C{0,1,2,....,0(n)}.  (2)

Notons X, = ) |ug()|- On tire de (2) que X, = [uy(0)| + [Uo)| + -+ [Uom)| < D Jurl.
k=0 k=0

+oo
Comme par hypothese, la série ), - |ug| converge, on en déduit que : X, < >° |ug|. La
k=0
suite (X,), qui est croissante, est donc majorée; ceci prouve que la suite (X,,) converge,

c’est-a-dire que la série Y u,(n) est absolument convergente. On a en outre montré que :

+o0 —+o0

> |ugmyl < > |up|. En échangeant le role des deux séries, (c’est-a-dire en remplacant o
n=0 n=0

par la bijection réciproque oc~1), on conclut que :

“+o00 +oo
5 [utn| = 3wl (3)

e Seconde étape : les séries ), oun et 32, 5o Uo(n) €tant convergentes (car absolument
convergentes), il reste & montrer que leurs sommes respectives S et S’ sont égales.

Pour cela, posons L, = {0,1,2,...,¢(n)} \ {c(0),0(1),...,0(n)}, de sorte que :
é(n) n
Sk Y | = | X ow| £ X .
k=0 k=0 k€L, k€L,

En remodifiant le second membre, on obtient finalement :
#(n) n ¢(n) n
> o= Y o] < Xkl = 3 ol ()
k=0 k=0 k= k=0

D’apres (1), lim¢(n) = 400, donc (3) implique que le second membre de (4) tend vers
0 quand n — +oo. Comme le premier membre de (4) tend vers |S’ — S|, on conclut que

S’ =8. O

d) REMARQUES. Soit ) u, une série convergente mais non absolument convergente. On a vu &
I'exemple a) que I'on peut avoir ) ; u,(,) qui est divergente. Il se peut aussi que )  uq(,,) converge,
mais que sa somme soit différente de celle de ) w,,. (cf. exercice ci-dessous).

On peut montrer (on ne le fera pas ici) que, la réciproque du théoréme c) est en fait vraie aussi,
c’est-a-dire qu’'une série numérique semi-convergente n’est jamais commutativement convergente.

S 1z = . ) —1)nt!
EXERCICE. Considérons la série harmonique alternée > -, u, avec u, = CEU"™ Elle est

convergente et non absolument convergente (d’apres 4.3.1.c ou 4.3.2.¢). Vérifier qu’en posant :

0(3q) =4q, 0(3¢—1) =2(2¢g — 1), 0(3¢ —2) = 2q — 1 pour tout ¢ > 1,
on définit une bijection ¢ de N sur N. Montrer qu’alors la série :

-1-4_ 1,1 1 1,1 1 1, ., 1 1 1 .
2>:1“ff(n)_1 s 4T3 6 sts ot taa Ty T
nz

400 +oo
converge, mais que : Y Up =2 ) Uy(y)-
n=1 n=1

(Indication : faire des sommations par paquets de 3, puis de 2.)
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4.4.4 Comparaison entre séries et intégrales

a) PROPOSITION. Soit ano a, une série de terme général a,, € K. Soit f : [0, +00|— K définie
par f(t) = ay, pour tousn € N et t € [n,n + 1[. Alors :

(i) La série ), ~an et I'intégrale f0+°° f(t) dt sont de méme nature.

—+00
(ii) De plus, dans le cas de convergence, on a : Z() an = 0+OO f(t)dt.
e

Preuve. f est bien définie car tout ¢t > 0 appartient
a un intervalle [n,n 4 1] et un seul. Par construc-
tion, f est constante sur chaque [n,n+ 1[, donc
continue par morceaux sur tout segment [a,b] in-
clus dans I = [0,+o0[. Par définition, cela signifie
que f € €.#(1,K).

Pour tout NV € N, notons :

N
Sy =3 an = [N f(t) .
n=0

e Supposons que f0+°° f(t) dt converge, c’est-a-dire lirf foz f(t)dt = L € K. Alors on a :
Tr—r+00

lim Sy = fONH f(t)dt = L ce qui prouve que la série ) - a, converge.

lim
N—+oco N—+oco

e Réciproquement, supposons que > - @, converge, c’est-a-dire limy_,o Sy = L € K.
Pour tout réel = > 0, notons E(x) sa partie entiére; on a :

E(x)—1
I ftydt = OE(:z:) F@)dt + [g, f(t)dt = z::O [ () di + Joe F(2) dt

E(x)-1
= Zo an + (x — E(x))ape) = Sp@)-1 + (¢ — E(z))apa)

Or :L’ETOO E(xz) = 4+o00. Donc IBIEOO SE@)—1 = L. On a aussi : zEToan(””) = lirrlnan =0

(puisque a, est le terme général d’'une série convergente). Comme 0 < z — E(z) < 1, on

déduit wll)rfoo(x — E(2))ap) =0, dou mEI-‘,r-loo Jo f(t)dt = L. O
b) THEOREME (Cas des fonctions réelles positives décroissantes) Notons I = [0,+oo[. Soit
f I — R continue par morceaux sur I, que I'on suppose positive et décroissante sur I. Alors :

la série > f(n) et Iintégrale O+°O f(t)dt sont de méme nature.

n>0
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Preuve. On raisonne en deux étapes. Définissons
d’abord pour tout n eN:

mfZﬂ) ) .

e On va montrer que la suite (zy)n>0 est conver-
gente. Pour cela remarquons d’abord que : pour tous
keNette [k k+1],ona (car f est décroissante) :

0< f(k+1) < f(t) < f(k)
donc :
0< flk+1) < [F f(tydt < fk). (+)
Or a = 3 f(k) = 3 (Ji () at)
=0

n

= 3 (Fk) = [ () at)

k=0
Chaque différence f(k) — :+1 f(t)dt > 0 étant po-

sitive d’apreés (*), on a x41 > &, pour tout n € N.
Donc la suite (x,,) est croissante.

Par ailleurs :

n n—1
=3 (F0) = [ F@dt) = £ + X (= [T @ d e+ fo 1) = [ F@ dt.
k=0 k=0
Chaque différence (f :H f@)dt+ f(k+ 1)) étant négative d’apres (), il vient :

x, < f(0) — f:“ f(t)dt. Toujours d’apres (), on a aussi : —f"H Ydt < —f(n+1).
Finalement : z,, < f(0) — f(n+ 1) < f(0). Ceci étant vrai pour tout n € N la suite (z,) est
majorée; on a déja vu qu’elle est croissante : on conclut qu’elle converge.

n
Bilan : en posant S,, = Y, f(k),ona S, =z, Jrfnﬂ f(t) dt avec la suite (x,,) qui converge.
k=0
Donc la suite (S,,) converge si et seulement la suite (fn+ f(t) dt)pn>0 converge.

e Par ailleurs, pour tout réel x > 0, on a (parce que f est positive) :
E(x
JES pyde < 7 pyde < (PO p@) ae.

Puisque lim FE(z) = 400, on en déduit que : la suite (f;' f(t) dt)n>o converge dans R vers
r—r+00
une limite finie si et seulement si hIJ'I_l fo (t) dt existe dans R, c’est-a-dire si et seulement
Tr—r—+00

si lintégrale fOJrOO f(t)dt est convergente. En rappelant le bilan ci-dessus, on conclut que

I'intégrale f0+oo f(t) dt est convergente si et seulement si la suite (S,,) converge dans R, ce
qui équivaut a dire que la série ), -, f(k) est convergente. O

c) COROLLAIRE. Soient un réel a > 0 et I = [a,+oo[. Si f : I — R est continue par morceaux,

positive et décroissante sur I, alors la série Y, f(a+n) et l'intégrale f;_oo f(t) dt sont de méme
n>0
nature.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme & f(a + t) au lieu de f(t). O

d) REMARQUE. En particulier, pour tout o > 0, I'application ¢ — ;& étant positive, continue

par morceaux et décroissante sur I = [a, +oo[ (avec a > 0 quelconque) on déduit que l'intégrale
“+o0o 1 5 N . .

f dt converge si et seulement si la série ) est convergente, c’est-a-dire si et

1
a n>0 (nta)®
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seulement si a > 1. On retrouve ainsi via la comparaison a ce type d’intégrale les conditions de
convergence des séries de Riemann de 4.2.2.

n
e) UNE APPLICATION INTERESSANTE. La suite (Y. 1 —Inn) est convergente; sa limite 7y est
k=1
appelée la constante d’Euler.

En effet : soit I = [1,+o0[ et f : I — R continue positive décroissante sur I définie par

f(t) = 1. Comme dans la preuve du théoréme b), considérons  z, = > g(k)— 0n+1 g(t) dt.
k=0

ou l'on a noté g 'application [0, +0o] — R définie par g(t) = f(t + 1)7 On a donc :
n n+1

_ 1 n+1l 1 _ 1 n+2 1

xn—kz_:okﬂ_ o mrdt=Y 5t

Ou encore :
n n+1 n n n+1 n
xn_lzkz_:l%—fl %dt:kz—:j_fl %dt—fn %dt:kzli—lnn—(ln(n+1)—lnn).

Comme lim (In(n+1)—Inn) = limIn(1+1) = 0, et comme on a vu dans la preuve du théoreme

n
b) que la suite (x,) converge, on conclut que la suite (> + —Inn) est convergente. O

La constante d’Euler :
n
v= lim (1—1—%—1—%4—%4—---—1—%—11112): lim (Y 2 —1Inn)

n—-+o0o n—-+o0o E—1

joue un role tres important dans de nombreux problemes mathématiques. Une valeur approchée
de y est 0,57722.... La question de savoir si y est ou non rationnel est encore ouverte aujourd’hui !

f) EXERCICE (séries de Bertrand). On fixe a, 8 € R. On considere la série de terme général :
1

tn = n*(lnn)B’

Montrer que :

(i) si a > 1, la série > ﬁ

TP Converge pour tout 3,
(i) si a < 1, la série ) m diverge pour tout 3,

(iii) si a =1, la série ) m converge si et seulement si 5 > 1.
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Chapitre 5

Suites et séries de fonctions

Conformément a ce que prévoit le programme, ce chapitre est plus précisément consacré a 1’étude
des suites et séries de fonctions d’une variable réelle, a valeurs réelles ou complexes.

On observera néanmoins (voir la troisitme remarque de 5.1.2.c pour plus de détails) que les
définitions et résultats des sections 5.1.1 et 5.1.2 restent vrais dans le contexte plus général de
fonctions d’une partie d’'un evn a valeurs dans un evn.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et | - | désigne respectivement la valeur absolue ou le
module.

5.1 Convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions

5.1.1 Notions de convergence d’une suite de fonctions

Fixons d’abord les notations. On considére X une partie non vide de R. Soit (f,,)n>0 une suite
d’applications X — K. Donc :

pour tout n € N, f,, € Z(X,K) et pour tous n € Net x € X, f,(z) € K.

a) DEFINITION (convergence simple). On dit que la suite (f,) converge simplement sur X vers
une application f € .#(X,K) lorsque, pour tout = € X, la suite (f,(x))n>0 converge dans K
vers f(z). Ceci équivaut a :

Vee X, lim f,(z)=f(z),

n——+o0o
c’est-a-dire a :
VeeX, Ve>0, 3N, €N, V>N, |[fulz)— flo)] <e.

b) DEFINITION (convergence uniforme). On dit que la suite (f,,) converge uniformément sur X
vers une application f € Z#(X,K) lorsque :
Ve>0,IN.eN, Vn>N,, VeelX, |[fulr)— f(z)] <e,
(on observera avec soin la place des quantificateurs en comparaison de la définition précédente).
Ceci équivaut encore & :
{les applications (f, — f) sont bornées sur X pour n assez grand,

et tim (Ifn— fllc) =0,

de sorte que la convergence uniforme sur X de la suite (f,,) s’interpréte comme la convergence
de la suite (fy,) dans 'evn (X, K) muni de la norme || - ||« [voir exemple d) de 3.1.1].
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c) EXEMPLES. e Soit I =]0, +00[; pour tout n € N* et tout € I, on pose : fp(z) = 1. Il est
clair que la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur I, mais ne converge pas

uniformément sur I car: Je=3, VN EN*, In=N, Jz=1, [f(z)-0=fo(2)=1>¢.

e Soit I = [0,1]; pour tout n € N* et tout = € I, on pose (représenter graphiquement f et g) :

x six €0, o] 2nx six € [0, 5]
fal@) =< —z+ 1 sixell, ] gn(x) =82 —2nz size[5,1L].
0 six e [L,1] 0 six e [L,1]

Les suites (f,) et (gn) convergent simplement vers la fonction nulle sur I.

En effet : pour tout = €]0, 1], on a pour n assez grand = > % donc f,(z) = gn(z) = 0.
De plus f,(0) = gn(0) =0. Donc lim f,(z) = lim f,(x) =0 pour tout z € I.
n—-+o0o n—-+00

La suite (f,,) converge uniformément sur I.
En effet : || fn — 0lloc = Sup,es | fn(z)| = 5= qui tend vers 0 quand n — oo.
La suite (gy,) ne converge pas uniformément sur I,

En effet : ||gn — 0]|oc = Sup,¢s |gn(x)| =1 qui ne tend pas vers 0 quand n — oc.

d) PROPOSITION (relation entre convergences simple et uniforme). Soit (f,) une suite d’appli-
cations de .#(X,K). Si elle converge uniformément sur X vers une application f € .7 (X,K),
alors elle converge simplement sur X vers f. La réciproque est fausse en général.

Preuve. L’'implication est claire d’apres les définitions a) et b) elles-mémes. On a vu en c)
des contre-exemples a la réciproque. O

e) PROPOSITION (condition de Cauchy pour la convergence uniforme). Une suite (f,) d’appli-
cations de % (X,K) converge uniformément sur X si et seulement si elle vérifie la condition de
Cauchy uniforme sur X :

Ve> 07 3 NE € N7 vp7q Z Nz’;‘ ’ Supr6X|fp(‘r) _fq(x)| <e

Preuve. Supposons que (f,) converge uniformément sur X vers une fonction f € #(X,K).
Fixons € > 0; il existe N € Ntel que : Vn > N, Vo € X, [fu(x) — f(x)] < §. Sip,¢ > N,
alors pour tout 7 € X, on a ¢ |f,(z) — £,(2)] < [fo(2) — F(@)| + 1f(2) — fa@) < 545 ==
Donc (f,,) vérifie la condition de Cauchy uniforme sur X.

e Supposons réciproquement que (f,,) vérifie la condition de Cauchy uniforme sur X. Fixons
e > 0. Il existe N. € N tel que V p,q > N, , sup,cx |fp(z) — fo(2)] <e.

Donc pour tout x € X, la suite (fn(x)) est de Cauchy dans K; comme K est complet, elle
converge dans K. En d’autres termes, la suite (f,,) converge simplement ; notons f : X — K
I’application limite. Si p > N, et x € X, on passe a la limite pour ¢ — +o0o dans 'inégalité
| fp(x) — fq(x)| < € vraie pour tout ¢ > N, : on obtient |f,(z) — f(z)| <e.

On a ainsi montré qu’il existe N. € Ntel que: Vp > N, , Vz € X, [fp(z) — f(z)| <e.
Ceci étant pour tout & > 0, on conclut : (f,,) converge vers f uniformément sur X. O

A noter que, la encore, la condition de Cauchy uniforme s’interpréte comme le fait que la suite
(fn) est une suite de Cauchy dans 'evn Z(X,K) muni de la norme || - ||co-
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f) EXERCICE (des propriétés a connaitre). Montrer que si (f,) et (g,) convergent uniformément
sur X vers f et g resp., alors (Af, + pgn) converge uniformément sur X vers A\f + ug, quels que
soient A\, u € K. Montrer que si (fy,) converge uniformément sur X vers f, alors (|f,|) converge
uniformément sur X vers | f|.

5.1.2 Convergence uniforme et continuité

a) EXEMPLES PRELIMINAIRES

e Soient I = [0,1] et fp(xr) = 2™ pour tout n € N et tout = € I. La suite (f,) converge
simplement sur I vers f définie par f(x) = 0 pour tout x € [0,1] et f(1) = 1. Chaque f, est
continue sur [ mais la fonction limite f n’est pas continue sur I (non continue en 1).

e Soient I = [0, +oo[ et fn(z) = 3, pour tout n € N* et tout = € I. Pour tout = € I fixé,
lim,, 400 fn(x) = 1 donc la suite (f,,) converge simplement sur I vers la fonction constante

valant 1. Par ailleurs, pour tout n € N* fixé, lim,_,;~ fn(z) = 0. Ainsi :

Ao n e ) = B S =1 # 0= B L Snlo):
b) THEOREME. Soient X une partie non vide de R, et (f,,) une suite d’applications de 7 (X, K).
On suppose que (f,) converge uniformément sur X vers une application f € .7 (X, K).

(i) Soit a € X quelconque; si chaque f, est continue en a, alors f est continue en a.

(ii) Si chaque f, est continue sur X, alors f est continue sur X.

Preuve. Soit a € X. Fixons un réel £ > 0 quelconque. Puisque la suite (f,,) converge vers f
uniformément sur X il existe un entier N > 0 telque:Vn > N, Va € X, |fo(z)—f(z)| <e.
Pour un tel entier n > N, la continuité de f,, en a se traduit (pour le réel € > 0 considéré)
par Pexistence d'un réel n > 0 tel que : Vz € X, |z —al <n = |fn(x) — fu(a)|] < e. Pour un
tel © € X vérifiant |z — a| < 7, on a donc en combinant les deux assertions et en utilisant

Vinégalité triangulaire : | f(z) — f(a)| < [f(2) = fu(2)| + [ fu(®) = fu(a)| 4| fn(a) = f(a)] < 3e,
ce qui prouve que f est continue en a. Le point (i) étant établi, le point (ii) s’en déduit de
facon évidente. O

c) REMARQUES.

e Par contraposée, ce théoreme peut permettre de montrer qu'une convergence n’est pas uni-
forme : par exemple, dans le premier exemple préliminaire de a) on peut conclure que la suite
(fn) ne converge pas uniformément sur I.

e La convergence uniforme est une condition suffisante mais non nécessaire a priori pour la
continuité de f. Il se peut que f soit continue sur I sans que la convergence soit uniforme sur 1
(comme dans le premier exemple de 5.1.1.c).

e On vérifie sans difficulté que la notion de convergence uniforme et tout le contenu du para-
graphe 5.1.1 restent valables si ’'on considere des fonctions X — F', ou X est un ensemble non
vide et F' est un evn [il suffit de remplacer dans chaque définition les expressions de la forme
[Fala) = F(@)] par | ful@) — F(@)]|]

De plus, le théoreme 5.1.2.b reste vrai si ’on considere des fonctions X — F', ou X est une partie
d’'un evn E et F est un evn [il suffit de remplacer dans la preuve les expressions de la forme

| fn(z) — f(2)] ou | fu(x) — fu(a)| par || fu(x) — f(2z)]|F ou || fn(x) — fn(a)||F, et les expressions de
la forme |z — a| par ||z — al|g].
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d) COMPLEMENT IMPORTANT SUR L’INTERVERSION DES LIMITES. Le théoréme b) ci-dessus
consiste & montrer que lim f(x) = f(a), c’est-a-dire que :
r—a

lim lim f,(z)= lm lim f,(z).

r—a n—-+oo n—-+4oo r—a

En cela, c’est en fait une conséquence du théoreme plus général, dont la preuve est laissée
en exercice.

THEOREME. Soient X une partie non vide de R et a € X un point adhérent & X. Soit (f,)
une suite d’applications de % (X, K). On suppose que d’une part, pour tout n € N, f,, admet
une limite ¢,, en a, et d’autre part que la suite (f,,) converge uniformément sur X vers une
application f € % (X,K). Alors :

(1) lasuite (¢,) converge dansK, (2) f admet une limite ena, (3) lim, f = lim,¥¢,,

c’est-a~dire que I'on a bien : lim lm f,(x)= lim lim f,(x);
r—a n——+oo n—4oo r—a

La méme question se pose bien siir pour des limites du type 2 — 400 ou z — —oco [voir le
second exemple préliminaire du a) ci-dessus]. On peut vérifier que le théoréme d’interversion
des limites reste vrai :

—lorsque X est un intervalle du type |a, +oo] et lorsque a = +o0.

— lorsque X est un intervalle du type | — oo, 8] et lorsque a = —c0.

5.1.3 Convergence uniforme sur tout segment

a) EXEMPLE. Reprenons le premier exemple de 5.1.1.c, avec I =]0;4o00| et f, : I — R définie
par f,(x) = 771:(: La suite (f,,) converge simplement mais non uniformément sur I vers la fonction
nulle. Quel que soit [a,b] C I, on a sup,cp ) [ fn(2)] = L qui tend vers 0 lorsque n — +o0. Donc
la suite (f,) converge vers 0 uniformément sur tout intervalle de la forme [a, b] inclus dans I.

b) REMARQUE. Soit I un intervalle non vide de R. Soit f une application I — K. Soit (f,)
une suite d’applications I — K. Lorsque (f,) converge vers f uniformément sur tout segment
[a,b] inclus dans I, on dit parfois que (f,) converge vers f localement uniformément. Dans la
pratique, cette propriété peut étre suffisante pour obtenir des énoncés intéressants sur la fonction
limite, comme dans la situation suivante.

c) PROPOSITION. Soit (f,) une suite d’applications I — K, ot1 I est un intervalle non vide de R.
On suppose qu’il existe f : I — K telle que (fy,) converge vers f uniformément sur tout segment
[a,b] inclus dans I. Si chaque f, est continue sur I, alors f est continue sur I.

Preuve. Soit x € I. Il existe b > a € I tels que z € [a,b] C I. La convergence étant uniforme
sur [a, b], il résulte du théoréme 5.1.2.b que f est continue sur [a, b], donc en z. Et ceci pour
tout x € I. Donc f est continue sur I. O

5.1.4 Convergence uniforme, intégration et dérivation.

a) THEOREME (convergence uniforme et intégration sur un segment). Soient I = [a,b] un inter-
valle fermé borné de R, pour des réels fixés a < b, et (f,) une suite d’applications de I — K.
On suppose que chaque f, est continue sur I et que la suite (f,) converge uniformément sur I
vers une application f : I — K. Alors la suite ([, fn(t) dt) converge dans K et I'on a :

im [ fa(yde = [} f()dt
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Preuve. Observons d’abord que, d’apres le théoreme 5.1.2.b, on sait que f est continue sur

[a, b], ce qui justifie I'existence de l'intégrale fab f(t)dt. T résulte des propriétés connues de
Iintégrale que, pour tout entier n > 0 :

tydt — [°

D)t < [21fa=F (@] dE < (—a) sup |fu(t)= (D)

a<t<b

Puisque lirf Ifn = flloo = 0 par 'hypotheése de convergence uniforme, on en déduit que
n——+00

lim ( 12 patydt = [ £(2) dt) =0, d’ott le résultat. O

n—-+oo

b) REMARQUES.

e Si (f,) est une suite de fonctions continues sur [a, b] convergeant simplement sur [a, b] vers une

fonction f continue sur [a, b], il se peut que la suite (ff fn(t) dt) ne converge pas vers f; f(t)dt
dans K. Das ce cas bien stur, la convergence n’est pas uniforme.

(—1)"n’z siz € [0, 1]
Par exemple : en posant f,(z) = ¢ (=1)""n3(z— 2) siz € [L, 2] on définit une suite
0 six e [2,1]

(fr)n>2 d’applications [0,1] — R qui converge simplement vers la fonction nulle, mais telle
que la suite de réels ( fol fn(t) dt)p>2 diverge puisque son terme général vaut (—1)"n.

e Si (f,) est une suite de fonctions continues sur [a, b] convergeant simplement mais non uni-
formément sur [a,b] vers une fonction f continue sur [a,b], il se peut cependant que la suite
f fn(t)dt) converge vers f f(t)dt dans K.

Par exemple : en posant f,(x) = nz™(1—x) pour tout = € [0,1], on définit une suite (fy)n>0
d’applications [0,1] — R qui converge simplement vers la fonction nulle, telle que la suite
de réels ( f fn(t) dt)n>0 converge puisque son terme général vaut m, et telle que
(fn)n>0 ne converge pas vers la fonction nulle uniformément sur [0, 1] (car on vérifie par un
calcul direct du maximum de f,, sur [0, 1] que lir_irrl | frlloo = 1/6).

n—-—+0o0

e Dans le théoreme, on peut supposer f et les f, seulement continues par morceaux sur I.

c) COROLLAIRE (convergence uniforme et primitives). Soit I un intervalle quelconque de R (non
vide, non réduit a un point). Soit (g,) une suite d’applications I — K. On suppose que chaque
gn est continue sur I, et que la suite (gy,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I
vers une application g : I — K. Fixons un élément a € I quelconque et, pour tout n > 0, notons
hy : I — K la primitive de g, sur I telle que hy,(a) = 0.

Alors la suite (hy,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers une application
h: 1 — K; de plus, g est continue sur I et h est la primitive de g sur I telle que h(a) = 0.

Preuve. D’apres la proposition 5.1.3.c, il résulte des hypotheses faites que g est continue
sur I. On peut donc considérer la primitive h de g sur I telle que h(a) = 0, c’est-a-dire
Papplication h : I — K définie par h(z f g(t) dt pour tout x € I.

Soit K un segment inclus dans I. Il existe un segment J = [, B] telque K C J C T et a € J.
Alors pour tout n € N et tout « € J, quitte & changer [a, 2] en [z, a], on a :

() — B(@)| = | [ gn(t) dt — [ g(t) dt] = | [ (gn — g)(t) dt]
< [ lgn(t —g( )| dt < \:L‘—a\t:[up]lgn(t) —g()].
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Mais [a,2] C J = [a, f], d'ou: |z —a| < (B —a) et supp 4 lgn — 9| < sup;[gn — g|. On a
ainsi montré que :
|hn(x) — h(z)] < (B —a)supy|gn —g| pour tous z € J, n € N.

On déduit que sup; |, —h| < (B—a) sup; |gn —g|- Mais puisque par hypothese (g, ) converge
vers g uniformément sur J, on a lim sup;|g, —¢| =0, et donc lim sup; |h, —h| =0.
n—-+o0o n—-+oo

On conclut que (hy,) converge vers h uniformément sur J, et donc sur K. O

Ce corollaire est a la base du prochain théoreme. Il existe plusieurs résultats concernant la
dérivabilité de la fonction limite d’une suite de fonctions dérivables, sous diverses hypotheses.
Conformémement au programme, on se limite ici a la situation (la plus simple) de fonctions de
classe C'! sur un intervalle.

d) THEOREME (convergence uniforme et dérivation). Soit I un intervalle quelconque de R (non
vide, non réduit a un point). Soit (f,) une suite d’applications I — K convergeant simplement
sur I vers une application f : I — K. On suppose que chaque f, est de classe C' sur I. On
fait I’hypothése supplémentaire qu’il existe g : I — K telle que la suite (f],) converge vers g
uniformément sur tout segment |a,b] inclus dans I.

Alors, la suite (f,) converge vers f uniformément sur tout segment [a,b] inclus dans I ; de plus
f est de classe C' sur I et f' = g. En d’autres termes, on a :

( lim fn)/: lim f).

n—-+00 n—-+o0o

Preuve. Soit a € I quelconque. Pour tout n € N, notons : g, = f/, et h, = fr, — fu(a). On
peut appliquer exactement le corollaire précédent : g est continue sur I et, si h désigne la
primitive de g sur I telle que h(a) = 0, la suite (h,,) converge vers h uniformément sur tout
segment inclus dans /. Comme f, = h, + fn(a) et comme lim,, f,(a) = f(a), (puisque (fy)
converge simplement sur I vers f), on en déduit que (f,) converge uniformément sur tout
segment inclus dans I vers h + f(a). En résumé, f = h + f(a). Donc f est, comme h, de
classe Cl sur I, et P'ona: f' =h' =g. O

e) REMARQUES.
e Une limite uniforme de fonctions dérivables sur I n’est pas forcément dérivable sur I.

Contre-exzemple : prenons I = R et f,(x) = 4/2? —&—% pour tout n € N* et tout x € R.

Chaque f,, est dérivable sur I, la suite (f,,) converge uniformémement sur I vers la fonction
f définie par f(x) = |z| pour tout z € R, qui n’est pas dérivable sur R.

e L’hypothese de convergence uniforme porte sur la suite des dérivées.

Contre-exemple : prenons I = [0, 5] et fn(z) = % pour tout n € N* et tout € I. La

suite (fy) converge uniformémement sur I vers la fonction nulle (car sup,c; |fn(2z)] < ﬁ),
qui est dérivable sur I de dérivée la fonction nulle elle-méme. Par ailleurs, chaque f, est
dérivable sur I avec f!(x) = y/ncosnz, mais la suite (f!) ne converge pas vers la fonction
nulle sur I, méme simplement, puisque lim,, f/ (0) = lim,, v/n = +o0.

e Les énoncés a) et d) restent a fortiori vrais lorsqu’on y remplace “converge uniformément sur
tout segment inclus dans I” par la condition plus forte “converge uniformément sur 7.

La derniere partie de cette section est consacrée a un analogue du théoréme a) ci-dessus mais
pour I'intégration sur des intervalles qui ne sont pas nécessairement des segments. Conformément
a ce que prévoit le programme, ’énoncé est admis sans détailler de preuve.
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f) COMPLEMENT SUR LINTERVERSION DE LA LIMITE ET DE LINTEGRALE. Le théoréme
a) ci-dessus consiste & montrer que, sous des hypotheses convenables, on peut intervertir le
passage a la limite et le signe d’intégration, c’est-a-dire que :
lim t)dt = lim t) dt.
n—+00 fl fn( ) fI n—+o00 fn( )

Lorsque I n’est plus supposé étre un segment mais un intervalle quelconque, et/ou lorsque
la convergence de la suite de fonctions considérée n’est pas uniforme, on a divers résultats
dont le suivant (admis) connu comme théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

THEOREME. Soit I un intervalle quelconque (non trivial) de R. Soit (f,,) une suite d’appli-
cations I — K continues sur I convergeant simplement sur I vers une application [ : I — K
continue sur I. On suppose qu’il existe une application g : I — K que I'on suppose intégrable
sur I telle que | f,(x)| < g(z) pour tout x € I et tout n € N. Alors, chaque application f, est
intégrable sur I, Papplication f est intégrable sur I, et on a fl fit)ydt = ngrfoo fI fn(t)dt.

EXEMPLE. Soit I = [0, 7]. Pour tout entier n > 0, on définit f,, : I — R par f,(z) = sin"
pour tout & € I. Il est clair que (f,) converge simplement vers la fonction f : I — R
définie par f(x) = 0si x € [0, 5[ et f(5) = 1. Comme chaque f, est continue sur I et que
f ne lest pas, la convergence de la suite (f,) n’est pas uniforme sur I. On a par ailleurs
|fn(z)] < 1 pour tous € I,n € N, on peut appliquer le théoréme en prenant pour g la
fonction constante sur I égale & 1 (qui est bien intégrable sur I). Comme [; f(t)dt = 0, on

conclut que lim [; f,(t) dt = 0.

5.1.5 Exercices

EXERCICE 1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la suite (f,),>1 d’applications
de I dans R converge simplement sur I vers une fonction f & déterminer, et préciser si la
convergence est ou non uniforme sur I.

a. I =R, f,(z) = Lsinnz, b. I=10,a], fo(z) =2 c. I=R, folz)= vl

~n n+x’? 1+nxz2"

EXERCICE 2. Soit a un réel tel que a > 0. On consideére pour toute entier n > 0 'application
fn : I = R, avec I =10, +oo[ définie par f,,(x) = n®xe "*. Montrer que la suite (f,,) converge
simplement vers 0 sur I. Montrer que f, admet en % un maximum que ’on calculera. Montrer
que la suite (f,,) converge uniformément sur I si et seulement si a < 1.

EXERCICE 3. Montrer que la suite (f,) d’applications continues sur I = R définies par
fnlz) = H—# pour tout & € I converge simplement mais non uniformément sur I vers une
application f non continue sur I.

Montrer que la suite (g,,) d’applications non continues sur I = ]0,1] définies par g,(x) =0
sil>zx> % et go(z) =1si0 <z < % converge simplement mais non uniformément sur 1
vers une application g continue sur I.

Montrer que la suite (h,) d’applications non continues sur I = ]0, 1] définies par h,(z) =0
sil>z>1 et gy(z)=12si0<2< L converge uniformément sur I vers une application g
continue sur [.

EXERCICE 4. Pour tout x dans I = [0, 5], on pose f,(r) = nsinxcos™ z. Montrer que la
suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction f que I'on déterminera. Montre que la

/2 fn(x) dz]. Montrer

convergence n’est pas uniforme sur I; [indication : considérer I, = 0

que la convergence est uniforme sur tout segment inclus dans }0, g}
EXERCICE 5. Pour tout entier n > 1, soit f,, : R — R définie par f,(z) = (2% + %)1/2.
Montrer que f,, est dérivable sur R. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur R
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vers une application f continue mais non dérivable sur R. De quels théorémes du cours cet
exemple est-il a rapprocher ?

EXERCICE 6. Montrer que la suite de terme général u,, = fol 2™(1 — z)™ dx converge dans R
vers 0. Montrer que la suite de fonctions (f,,) définie sur [0, 1] par f,(x) = n?ze™"® converge

simplement vers la fonction nulle, mais que ngrfoo fol fn(x) dx # 0. Que peut-on en déduire ?

EXERCICE 7. Calculer dans chaque cas la limite de la suite (u,) considérée :

7r/4

—+o0 —+o0 n +oo n
Uy = tan™ xdx, U, = dx = z d = r — dx

0 et ) un - 0 w71+2+1 X un - 0 1271/_;'_1

5.2 Séries de fonctions et convergence normale

5.2.1 Convergence simple et uniforme d’une série de fonctions

a) DEFINITIONS. Soit X une partie de R. Soit (f,)n>0 une suite d’applications X — K. On
n

peut former la suite (Sp)n>0 des sommes partielles, avec S, = . fi. Chaque S, est donc une
k=0

application X — K, et tout ce que l'on a développé dans la I;remiére partie de ce chapitre
s’applique en particulier a la suite (5S,) des sommes partielles.

e On dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur X lorsque la suite des sommes
partielles (S,,) converge simplement sur X.

Dans ce cas, application limite S : X — K définie par S(z) = lim,, 1 Sy (x) est appelée la
somme de la série de fonctions ), < fn, et est notée Z::O?) fx- En d’autres termes, si la série de
fonctions > f,, converge simplement sur X, alors :

+oo +oo
> fx est I'application X — K définie par > fp(z) = lim Z fr(x) pour tout x € X.
k=0 k=0 n—)—l—ook 0

e On dit que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur X lorsque la suite des sommes
partielles (S,,) converge uniformément sur X. Il résulte en particulier de 5.1.1.d que : si la série
de fonctions Y, f,, converge uniformément sur X, alors elle converge simplement sur X.

e On peut de méme appliquer a la suite des sommes partielles les notions de condition de Cauchy
uniforme (voir 5.1.1.e) ou de convergence uniforme sur tout segment (voir 5.1.3).

b) FORMULATION POUR LES SERIES DE FONCTIONS DES PRINCIPAUX THEOREMES. Les théorémes
de continuité, d’interversion de limites, d’intégration ou de dérivation vus dans la premiere partie
du chapitre pour les suites de fonctions s’appliquent directement pour les séries de fonctions.

[1] THEOREME D’INTERVERSION DE LIMITES. Soient X une partie non vide de R et a € X un
point adhérent a X. Soit (f,) une suite d’applications X — K. On suppose que d’une part,
pour tout n € N, f, admet une limite {,, en a, et d’autre part que la série ), ., fn converge

oo
uniformément sur X. Alors : la série Y £, converge dans K, l'application »_ f, admet une
n>0 n=0

+0oo
lim Z ful@) = gﬁn-

T—a n=0

limite en a, et I'on a :

Ceci traduit bien I'interversion de limites : lim lim Z fo(z) = lim lim Z fn(z).

m%ap—%Hmn/o p++a3m%a
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[2] THEOREME DE CONTINUITE. Soient X une partie non vide de R, et ) . fn une série
d’applications X — K. On suppose que la série ), - fn converge uniformément sur X.

+00
(i) Soit a € X ; si chaque f, est continue en a, alors Iapplication ) f, est continue en a.
=0
+o0 "
(ii) Si chaque f, est continue sur X, alors I'application Y f, est continue sur X.
n=0

[3] THEOREME DE CONTINUITE. Soit ). -, fn une série d’applications I — K, ot I est un
intervalle non vide de R. On suppose que la série ) -, fn converge uniformément sur tout

segment [a, b] inclus dans I.
+o0
Si chaque f, est continue sur I, alors I'application ) f, est continue sur I.
n=0

[4] THEOREME D’INTEGRATION SUR UN SEGMENT. Soient I = [a,b] un intervalle fermé borné
de R, pour des réels fixés a < b, et ano fn une série d’applications de I — K. On suppose que
chaque f, est continue sur I et que la série ), - fn converge uniformément sur I.

“+o0o
Alors I'application Y f, est continue sur I, la série de réels f; fn(t)dt converge, et I'on a :
n=0 n>0

[ (Eno)u-E ([ 50m)

[5] THEOREME DE DERIVATION. Soit I un intervalle quelconque de R (non vide, non réduit a
un point). Soit ) - fn une série d’applications I — K. On suppose que chaque f, est de classe
C! sur I, que la série > n>0 fn converge simplement sur I, et que la série ), -, f] converge
uniformément sur tout segment [a,b] inclus dans I.

Alors la série ano fn converge uniformément sur tout segment |a, b] inclus dans I, Iapplication

+00
3" fn est est de classe C* sur I, et I'on a :
n=0

(:;"an(t))/ S

Les preuves de ces résultats consistent simplement a appliquer directement & la suite des sommes
partielles les énoncés 5.1.2.d, 5.1.2.¢c, 5.1.3.c, 5.1.4.b et 5.1.4.d.

On verra en exercice des exemples d’application de ces résultats. Auparavant, on présente une
condition suffisante de convergence uniforme d’une série de fonctions, qui constituera concretement
la principale fagon de vérifier qu'une série de fonctions est uniformément convergente.

5.2.2 Convergence normale

a) DEFINITION. Soit X une partie de R. Soit (f,)n>0 une suite d’applications X — K. On dit
que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur X lorsque les fonctions f,, sont bornées
sur X (& partir d’un certain rang) et que la série de réels positifs Y || fullco €st convergente.

Cette condition équivaut a l'existence d’une suite (an)n>0 de réels positifs telle que :
VneN VeeX, |fulx) <a, ] et [ la série numérique > a, est convergente |.

n>0
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b) THEOREME FONDAMENTAL. Soit Y f,, une série de fonctions X — R. Si elle converge nor-
malement sur X, alors elle converge uniformément sur X .

Preuve. On suppose que Y, f,, est normalement convergente sur X. Il résulte de la derniere
remarque ci-dessus que, pour tout z € X, la série numérique > | f,, ()| est convergente (car
son terme général est majorée par le terme général a,, d’une série convergente), et donc que
cette série numérique Y f,(z) est convergente. Cela signifie que la série de fonctions > f,
converge simplement sur X. Notons f = Z:i% fn, qui est une application X — K.

N “+o0
Ceci étant, pour tout entier N > 0, posons Sy = > fpet Ry =f—Sy= > fn. Les
n=0 n=N+1
applications Sy et Ry vérifient donc pour tout z € X :

N “+o00
Sn(@) =3 fulz) et Ry(z)=f(z)=Sn(x)= X fal2)
n=0 n=N+1
d’ou 'on déduit :
400 +o00 +oo N
||f_ SNHOO = ”RNHOO = ” Z fn”oo < Z an”oo = Z ||anoo - Z an”oo
n=N-+1 n=N+1 n=0 n=0

en utilisant ’hypotheése, que la série numérique > || fnllco converge; et donc en particulier

liI}rrl IIf = Snlleoc =0, ce qui démontre le résultat voulu. O
— 400

+oo +oo
A noter que l'on a sous 'hypothese du théoreme : || Y full < Y || fnlloo-

n=0 00 n=0

A noter aussi que l'implication réciproque du théoréme est fausse en général (voir contre-
exemples ci-dessous).

c¢) REMARQUE. Soit X une partie de R. Soit (fy,)n>0 une suite d’applications X — K. On dit
que la série de fonctions Y f,, converge absolument sur X lorsque la série de fonctions > |fy|
converge simplement sur X. Cela signifie que, pour tout 2 € X, la série de réels positifs > | f,(x)|
est convergente. En d’autres termes, la série de réels > f,,(z) est absolument convergente donc
convergente (voir 4.3.1.b) pour tout x € X, ce qui signifie que la série de fonctions > f, est
simplement convergente sur X. On a aussi établi au début de la preuve du théoreme ci-dessus
que toute série de fonctions normalement convergente sur X est absolument convergente sur X.

d) SYNTHESE. On peut synthétiser de fagon schématique le troisieme point de 5.2.1.a, le théoréme
5.2.1.b et la remarque 5.2.1.c ci-dessus sous la forme :

’ convergence normale ‘:>’ convergence uniforme ‘

ﬂ ﬂ

’ convergence absolue ‘:>’ convergence simple ‘

e) EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

3 TAX At 3 CcCos nx 3 __ cosnx
» (i) On considere la série de fonctions gl nrrez de la variable 2 € R. Posons fo(z) = 3 o2
n_

Pour tout x € R et pour tout entier n > 1, on a |f,(x)| < #er? < % Donc | f,(x)| est majoré
pour tout x € R par le terme général 7712 d’une série numérique convergente (série de Riemman
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avec a = 2 > 1) indépendante de . On conclut que la série de fonctions > f,, est normalement
convergente sur R (donc a fortiori uniformément, absolument et simplement convergente sur X).

» (ii) On considere la série de fonctions Y (1 — m) de la variable € [0,+o00[. Posons
n>1

fulz) = E — n+x Pour tout x > 0 et pour tout entier n > 1, fu(x) > 0 et f,(x) = ﬁ
Ainsi, pour un x > 0 fixé quelconque, f,(x) ~ -5 pour n au voisinage de I'infini. Donc, pour
tout « > 0 fixé, la série numérique Y f,(z) est convergente. Ceci traduit le fait que la série de
fonctions ) f,, converge simplement sur [0, +00[ (et aussi absolument puisque f,(z) > 0).

En vue d’étudier la convergence normale, on étudie les variations de f,. C est une fonction
croissante sur [0, +oo[, avec f,(0) = 0 et limy— 1o fr(x) = . Donc || fulloc = =, ce qui prouve
que les f,, sont bornées, mais que la série Y || fn |0 €st divergente (série harmomque) On conclut
donc que la série de fonctions ) f,, n’est pas normalement convergente sur [0, +o0].

Considérons maintenant, pour tout réel a > 0, 'intervalle [0, a]. Si l'on restreint les f,, a [0, a],
on a SuP,c(o,q] | fn(2)| = 77552, qui est le terme général d’une série numérique convergente (car
T ™ < pour n au voisinage de I'infini). On conclut donc que la série de fonctions ) f,, est
normalement convergente (donc uniformément convergente) sur tout intervalle [0, a] avec a > 0.

Comme il est clair que chaque f,, est continue sur [0, +oo[ ce résultat suffit par exemple pour

conclure (avec le [3] de 5.2.1.b) que I'application z — > T nﬂ_x) est continue sur [0, +o00].

» (iii) On considere la série de fonctions ) _il_z: pour = € [0,+o0[. Posons f,(z) = (;_B:
n>1

Pour tout x > 0 fixé, on a |f,,(x)| = N%Lx pour tout n > 0, qui est le terme général d’une série
numérique divergente (car équivalent pour n au voisinage de I'infini au terme général % la série
harmonique). Ceci traduit le fait que la série de fonctions ) f,, ne converge pas absolument sur

[0, +00] (et donc ne converge pas normalement sur [0, +00]).

Pour tout > 0 fixé, on a f,(x) = (—1)"ay, pour tout n > 0 avec la notation «,, = n+x Comme
la suite de réels positifs (ay,) décroit en convergeant vers 0, on peut appliquer la régle des séries
alternées 4.3.2.b et en déduire que la série numérique Y f,(z) est convergente. Ceci traduit le

fait que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur [0, +o0].

La convergence simple que l'on vient de vérifier permet de considérer la fonction somme de la
série f = Yt f,,, définie par f(z) = 3" f.(x) pour tout = € [0, +00|. Notons Sy = Zﬁf:l fn
les sommes partielles de la série de fonctions.

On vérifie que, pour tout x € [0; +00] et tout N > 1, on a :

+too . \m
@) =Sx@l=| 3 55| < xS wh

I1 en résulte que limy 100 ||f — Sn||eo = 0, ce qui prouve que la convergence de la suite (Sy)
des sommes partielles vers la fonction f est uniforme sur [0, +00[. Ceci traduit le fait que la série
de fonctions Y f,, converge uniformément sur [0, +o0].

» On peut retenir de ce dernier exemple la méthode suivante : une série de fonctions ), < fn
converge uniformément sur une partie X de R si et seulement si elle converge simplement et
vérifie de plus limy_ 4+ ||f — SN |loo = 0 [ou l'on a noté Sy = Zivzo fn les sommes partielles,
f=limy, 1Sy = Z:i% fn la fonction somme, et la norme || - ||, est définie par le sup sur
X].
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5.2.3 Exercices

EXERCICE 1. Pour tout entier n > 1, on considére I'application f, : R — R définie par
fn(z) = =522 Etudier la convergence sur R de la série de fonctions », - fn.

EXERCICE 2. Pour tout entier n > 0, on considere I'application f,, : Ry — R définie par
fulz) = na2e~*V™ Montrer que la série de fonctions Y >0 fn converge simplement sur R .
Montrer qu’elle ne converge pas uniformément sur R, . Montrer qu’elle converge normalement
sur tout intervalle [a, +-00] pour tout réel a > 0.

EXERCICE 3. Pour tout entier n > 1, on considere I’application f,, : Ry — R définie par
fulz) = (=)™In(1 + ﬁ) Montrer que la série de fonctions }_, -, f, converge simple-
ment sur R, . Montrer qu’elle ne converge pas absolument sur R . Montrer qu’elle converge

uniformément sur R .

EXERCICE 4. Pour tout entier n > 0, on considere I'application f,, : Ry — R définie par

fulz) = 3—7 Montrer que la série de fonctions ano fn converge uniformément sur R,.

Montrer que la série de fonctions ), - f;, converge simplement sur ]0, +oo[ et uniformément
sur [a, +oo[ pour tout réel a > 0. Montrer que la fonction f = Zioo fn est continue sur
[0, +00[ et dérivable sur ]0, +o0l.

EXERCICE 5. Pour tout entier n > 0, on considere I'application f, : R — R définie par
fulz) = e~ *V"_ Déterminer la partie X de R maximale telle que la série de fonctions Yoo fn
converge simplement sur X . Montrer qu’elle converge normalement sur tout intervalle [a, +-00|
pour tout réel a > 0. Montrer que la fonction f = Z::B fn est dérivable et décroissante sur
10, +00[. Montrer que la convergence de la série de fonctions n’est pas uniforme sur ]0, +oo].

EXERCICE 6. Pour tout entier n > 1, on considere 'application f, : R — R définie par

1 s . . ,
fn(x) = ;zarctannz. Montrer que la série de fonctions ), -, f, converge uniformément sur

R. Montrer que la fonction f = 32> f,, est continue sur R, et dérivable sur |0, +o0| et sur
| — 00, 0[. Etudier la limite en 0 de f'(z).

EXERCICE 7. Soit ) .,a, une série convergente d’éléments de K. On considere la série

de fonctions ) ., an(l_f%) de la variable réelle z € [0,+oo[. Montrer qu’elle converge
normalement sur [0, ] pour tout réel 0 < o < 1. Montrer qu’elle converge normalement sur
[8, +0oo[ pour tout réel 8 > 1. Etudier la continuité sur Ry la fonction 3% an(15w)

EXERCICE 8 (lemme d’Abel uniforme). Soit D une partie de R. Soit (a,,) une suite d’appli-
cations D — R convergeant uniformément sur D vers ’application nulle. On suppose de plus
que, pour tout € D, la suite de réels (a,(x)) est décroissante. Soit par ailleurs (f,,) une
suite d’applications D — K telle qu’il existe un réel K > 0 majorant | ZZ:O fp(x)| pour tous
n € N;z € D. Montrer que la série de fonctions » a, f,, converge uniformément sur D.

EXERCICE 9. Pour tout entier n > 0, on considere I'application f, : I — R définie par
fulz) = %7 ou I =10,27[. En appliquant 'exercice précédent, montrer que la série de
fonctions )", -, fn converge uniformément sur tout intervalle de la forme I, = [a,27 — a]

pour tout 0 < a < 7. Montrer que la fonction f = Z:fo » est continue sur 1.

EXERCICE 10 (fonction de Weierstraf$). Soient a un entier naturel impair et 0 < b < 1 un
réel tels que ab > 1+ 37” Pour tout n > 0, on considere I'application f, : R — R définie par
Jn(x) = 0" cos(a"mx). Montrer que la série de fonctions ) - fn converge uniformément sur
R. Montrer que la fonction f = ZI:E) fn est continue et bornée sur R, mais n’est dérivable
en aucun point de R (pour cette derniere question point, des indications complémentaires
seront détaillées en cours).
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Chapitre 6

Séries entieres

Conformément a ce que prévoit le programme, ce chapitre est plus précisément consacré a I’étude
des séries entieres d’une variable complexe, et s’applique donc en particulier aux séries entieres
d’une variable réelle.

Fixons d’abord le cadre de ce chapitre.

On a déja expliqué a la fin du paragraphe 5.1.2 pourquoi tout ce que 'on a développé en 5.1.1
et jusqu’au théoreme 5.1.2.b reste vrai sans changement si ’on considere non plus seulement des
suites de fonctions X — K pour X une partie de R, mais des suites de fonctions X — F' pour
F un evn et X une partie d’'un evn E.

En 'appliquant au cas ou £ = F' = C, muni de la norme définie par le module, et en s’intéressant
a des suites de fonctions qui sont plus spécifiquement des séries de fonctions, on peut donc pour
synthétiser les points suivants :

Soit X une partie de C. Soit ) - fn une série de fonctions avec f, : X — C.
e La série Zn>0 fn converge normalement sur X lorsqu’il existe une suite (uy),>0 de réels
positifs telle que :

[VneN, VzeX, [fu(z) <up]| et la série numérique ) ., un est convergente |.

e Si la série ) - fn converge normalement sur X, alors d’une part elle converge absolument
sur X (ce qui signifie que la série de fonctions positives Y |f,| converge simplement sur X),
d’autre part elle converge uniformément sur X.

e Silasérie ) - fn converge absolument ou uniformément sur X, alors elle converge simplement
sur X, et I'on peut donc considérer la fonction f définie comme somme de la série de fonctions :

+o0o +o0o

f=> fn:X — C définie par f(z) = > fn(z) pour tout z € X.
n=0 n=0

e Si la série ), - fn converge uniformément sur X, ou plus généralement uniformément sur

toute boule fermée incluse dans X, et si chaque application f, est continue sur X, alors la

fonction f = Z:{i% n est continue sur X (cette derniere observation est un analogue pour C de

la proposition 5.1.3.¢)
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6.1 Convergence des séries entieres

6.1.1 Rayon de convergence d’une série entiere

a) DEFINITION. On appelle série entiére une série de fonctions Y, - fn ol les applications f,
sont de la forme forme spécifique f,(z) = a,2" avec a, € C fixé.

En d’autres termes, une série entiere est définie par la donnée d’une suite de nombres complexes
(an)n>0, et 'on note alors la série entiere :

ano an?".

Deux problemes principaux se posent alors naturellement, que 'on va étudier ci-dessous :

e Une série entiere Y a,z" étant donnée,

— déterminer son domaine de convergence, c’est-a-dire ’ensemble X sur lequel elle converge
simplement (X est donc I'ensemble des z € C tels que la série de nombres complexes > a,,z"
est convergente),

— puis étudier la fonction somme f: X — C définie par z — f(z) = Zi% anz".

e Une application f : X — C avec X C C étant donnée, déterminer s’il existe une suite (a,)
telle que f(z) = 3.+ a,2" pour tout z € X (ou tout z dans une partie de X).

b) THEOREME FONDAMENTAL. Soit Y a,z™ une série entiére. 1l existe un unique élément R qui
est, soit un réel positif, soit +00, tel que I'on ait :

(i) Pour tout z € C tel que |z| < R, la série Y a,z" est absolument convergente, et donc
convergente.

(ii) Pour tout z € C tel que |z| > R, la suite (a,z™) n’est pas bornée, et donc la série Y anz"
est divergente.

Preuve. Soit E I’ensemble des réels p > 0 tels que la suite (a,p™) soit bornée. Il est clair que
0 € E et que, sipe E,alors [0,p] C E; donc E est un intervalle de R, contenant 0. Notons
R la borne supérieure de F dans R lorsque E est majorée, et R = 400 lorsque E = [0, +00].
On a par définition [0, R[ C E C [0, R].

Soit z € C tel que |z| < R. Il existe p € E tel que 0 < |z| < p < R. La suite (anp") est
bornée. 1l existe M € R, tel que |a,p™| < M pour tout n € N. On déduit que :

(|2 ()"

Or comme 0 < % < 1, la série géométrique Z(%)" est convergente, donc la relation de

lanz"| =

domination ci-dessus implique que la série Y |a,2"| est convergente. Ceci prouve que R
vérifie (i).

Soit z € C tel que |z| > R. Alors |z| ¢ E, donc la suite (a,2™) n’est pas bornée, ce qui
implique que la série »_ a, 2" est divergente, et prouve que R vérifie (ii).

Il reste a établir 'unicité d’un tel R. Supposons qu’il existe deux réels R et Ry satisfaisant
les conditions (i) et (ii). Si Ry < Ra, le réel p = 2(Ry + R») vérifie 0 < p < R,, de sorte
que la série Y a,p™ est absolument convergente, et vérifie aussi p > Ry, de sorte que la suite
(anp™) n’est pas bornée. Les deux conditions sont incompatibles, d’ott une contradiction. On
conclut de méme si Ry > Ro, ce qui acheve la preuve. O]
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¢) DEFINITIONS. L’élément R déterminé par ce théoréme est appelé le rayon de convergence de
la série entiere.

e Dire que R = 0 signifie que la série entiére ne converge pour aucune valeur non-nulle de z,
c’est-a-dire que son domaine de convergence X est réduit a {0}.

e Au contraire, dire que R = 400 signifie qu’elle converge (et méme absolument) pour tout
z € C, c’est-a~dire que son domaine de convergence X est C tout entier.

e Supposons enfin que 0 < R < 4o00. Considérons dans le
plan complexe le disque ouvert de centre 0 et de rayon R :
D(0,R) ={z€C; |z| < R}.

Par définition de R, la série ) a, 2" converge absolument en
tout point de D(0, R), et diverge en tout point extérieur au

disque fermé

Figure 1

D(0,R) ={z€C; |z| < R}.
Mais le théoreme ne dit rien sur ce qui se passe sur le cercle
C(0,R)={z€C; |z| = R}.
Ce cercle peut contenir a la fois des points z € C pour
lesquels la série > a,z™ converge et des points z € C pour
lesquels elle diverge. Pour cette raison, ce cercle est parfois
appelé cercle d’incertitude de la série entiere.

d) EXEMPLES (calcul du rayon de convergence en utilisant seulement la définition).

» Considérons la série entiere > e~ V™2™, Cherchons son rayon de convergence R.

On a |e~V™2"| = exp(—+y/n + nln|z|) = exp[v/n(y/nln|z| — 1)].

Supposons |z| > 1; donc In|z| > 0, ce qui implique que |e"V™2"| tend vers +oo quand
n — +o0. On a donc nécessairement 3 e~ V72" divergente. Ainsi la série 3" e~V 2™ diverge
pour tout z tel que |z| > 1, ce qui prouve d’aprés le point (i) du théoréme b) que |z| > R.
Donc R < 1.

Supposons |z| < 1; donc In |z| < 0, ce qui implique que |e~V"2"| tend vers 0 quand n — +oo0.

En particulier, la suite (e~V™2") est bornée. Ce qui implique d’apres le point (i) du théoréme
b) que |z| < R. Donc 1 < R. On conclut finalement que R = 1.

» Considérons la série entiere ) (sinn)z". Cherchons son rayon de convergence R.

On a |(sinn)z"| < |z|™. Si |z| < 1, la série géométrique de raison |z| est convergente. Le
critere de majoration sur les séries a termes positifs assure donc que la série de terme général
|(sinn)z™| est convergente. Ainsi la série de terme général (sinn)z™ est absolument conver-
gente pour tout z tel que |z| < 1. Ceci prouve que 1 < R. Prenons maintenant z = 1. La
série Y sinn diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Ainsi, on a trouvé le point
z = 1 en lequel la série entiere Y sinnz™ est divergente, ce qui suffit & prouver que R < 1.
On conclut finalement que R = 1.

e) PROPOSITION (calcul du rayon de convergence par comparaison). Soit Y an,z"™ et > byz"
deux séries entiéres, de rayon de convergence respectifs R, et Rp.

— Majoration : si |a,| < |b,| a partir d’un certain rang, alors Ry < R,.
— Domination : s’il existe M € Ry tel que |a,| < M|by| & partir d’un certain rang, alors Ry < R,.

— Equivalence : si |ay| ~ |b,| pour n au voisinage de I'infini, alors R, = Ry.
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Preuve. Soit z € C tel que |z| < Rp. D’apres le théoréme b), la série > b, 2™ est absolument
convergente. Or par hypothese, on a pour n assez grand |a,| < |b,|, donc |a,2™| < |b,2™]. On
déduit avec le théoreme 4.2.1.b que la série > |a,,2"| est convergente, ce qui avec le théoréme
b), implique |z| < R,. On a ainsi prouvé que [0, Ry[ C [0, Ry, c’est-a-dire Ry < R,.

Le second point se déduit du premier en considérant la série > Mb, 2" = M > b, z" au lieu
de ) b, 2", en observant que ces deux séries ont le méme rayon de convergence pour M € R .

Enfin, si |a,| ~ |by| pour n au voisinage de l'infini, on a & la fois a,, = O(by,) et b, = 0(ay,)
pour n au voisinage de l'infini, d’ou en appliquant le second point Ry < R, et R, < Ry, et
finalement R, = Ry. O

f) PROPOSITION (calcul du rayon de convergence en utilisant la régle de d’Alembert). Soit
>~ anz™ une série entiere. On suppose que a,, # 0 a partir d’un certain rang et que :

lim [*2] =/, avec L€ Ry ou £ =+o0.

n—+oo
Alors le rayon de convergence de la série Y anz" est R = %, (avec les convent1ons = +o0 et
1 _
= =0).
. n+1 .
Preuve. Pour tout z € C*, ona lim [*“22—| = lim |[*2) |z = /]z] € Ry U {400},
n—+o0 nz n—-+o00

Si |z| < 7, alors £|z| < 1, donc en appliquant la régle de d’Alembert 4.2.3.a, la série & termes
réels positifs Y |a,2"| est convergente. Si |z| > %, on déduit de méme que Y [a,z"| est
divergente. Ainsi la série entiere ) a,z™ est absolument convergente pour |z| < % et non
absolument convergente pour |z| > % ; cela prouve avec le théoreme 6.1.1.b que le rayon de
convergence de la série Y a,z" est R = %. O

» REMARQUE. Lorsque |“2*| n’admet pas de limite finie ou infinie pour n tendant vers +oo,
cette proposition est inapplicable. Par exemple pour la série entiere ) (sinn)z" étudiée par
d’autres méthodes précédemment.

» REMARQUE. Cette proposition est inapplicable aussi pour les séries entieres “lacunaires” du
type > a2,22", ou > agni 122"t ou Y Ag(n)2” (") dans la mesure ol il est faux pour de telles
séries que tous les a,, sont non-nuls a partir d’un certain rang.

» EXEMPLE D’APPLICATION. Toute série entiere > a,z™ ou a, est de la forme F(n) pour une
certaine fraction rationnelle non-nulle F' € C(X) est de rayon de convergence égale a 1.

En effet. Notons F(X) = % avec p le degré du polynéme du numérateur et g
le degré du polynéme du dénominateur (et donc ey, € C* et 3, € C*). Il est clair alors que
la suite de terme général a,, = F(n) vérifie |a,| ~ |g—§|n1’*q. D’apres le troisieme point de
la proposition e) ci-dessus, le rayon de convergence R de la série entiere > a,2" est égal au
rayon de convergence de la série entiere Y nP~7z".

Pour cette derniere série entiere, on applique la regle de d’Alembert ci-dessus : on a
(nt)"71 lim (1 + %)p_q =1, donc R=1.

lim o
n—-+o00 n n—-+o00

Ainsi par exemple les séries entieres Y 2", S nz", > (3n’+5n—2)2", > L1z 3% +3" Lom,

> ng’_llz”,... ont toutes pour rayon de convergence 1.

On termine par un dernier exemple de calcul de rayon de convergence, apppliqué a une notion
qui sera utile par la suite, celle de série dérivée.
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g) DEFINITION ET PROPOSITION (calcul du rayon de convergence de la série dérivée). On appelle
série dérivée d’une série entiere ), - an2" la série 3, <, nanz" 1. Ces deux séries entiéres ont
le méme rayon de convergence.

Preuve. Soit R le rayon de convergence de > a,z™. Soit R’ le rayon de convergence de
Y napz""1. 1l est clair que la série Y na,z""! converge dans C si et seulement si la série
S na,z" = z x Y. na,z""! converge. Donc R’ est aussi le rayon de convergence de la série
entiere Y na,z".

Pour tout n € N et tout z € C, |an2z"| < |na,z"|. Donc si la série Y na,z™ converge

absolument en un point z, il en est de méme de la série Y a,,2". Ceci prouve que R’ < R.
Soit z € C tel que 0 < |z| < R. Il existe un réel r > 0 tel que |z| < r < R. Dés lors, on a
pour tout n € N :

(anr™) suite bornée, car 0 <r < R

lim n(%) =0, car0§%<1.

n—-+oo

n
|nanz"| = |apr™| X n (%‘) avec

Il en résulte que lim na,z™ = 0, ce qui prouve que |z| < R’. On a ainsi montré que tout
n—-+4oo

z € C tel que |z| < R| vérifie aussi |z| < R'. Ceci implique R < R’. Et finalement R = R’. O

6.1.2 Convergence normale d’une série entiere

Sur le disque de convergence, une série entiere converge absolument. L’objet de ce qui suit est
de donner des précisions en termes de convergence normale et/ou uniforme. Le résultat suivant,
bien que ne nature a priori théorique, est d’une grande importance dans les applications.

a) LEMME FONDAMENTAL. Soient ), -, an2" une série entiére et R son rayon de convergence.
La série de fonctions associée converge normalement sur toute boule fermée incluse dans le disque
ouvert D(0, R).

Preuve. Comme il est d’usage, on note encore » . a,z" la
série de fonctions Y f, ou f, est la fonction D(0,R) — C
définie par f,(2) = a,2".

Figure 2

Soit K une boule fermée incluse dans D(0, R).

Il existe une boule fermée D(0,r) centrée en 0 telle que
K C D(0,7) € D(0,R). Puisque 0 < r < R, la série de
réels positifs > |a,|r™ est convergente.

De plus, quel que soit z € K, on a z € D(0,r), donc |2"| =
|z|™ < r™, et finalement |a,z"™| < |a,|r™.

Pa définition méme de la convergence normale (voir p.107),
ceci prouve que la série de fonctions > a, 2" converge nor-
malement sur K. O

b) REMARQUES.

e Des lors qu'il existe un zp € C tel que la série numérique > a,z{ est absolument convergente,
alors la série de fonctions ) a,2" converge normalement sur la boule fermée D(0, |zo|).

e Une série entiere de rayon de convergence R peut ne pas converger normalement, ni méme
uniformément, sur le disque ouvert D(0, R). C’est le cas par exemple de ) 2", avec R = 1.

e On peut dans le lemme remplacer “converge normalement sur toute boule fermée incluse dans
le disque ouvert D(0, R)” par “converge normalement sur toute partie fermée et bornée incluse
dans le disque ouvert D(0, R)”
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6.1.3 Fonctions définies par la somme d’une série entiere

a) PREMIER EXEMPLE PRELIMINAIRE (série exponentielle). Considérons la série entiere %z”.
Le rapport \azzl (ni!l)! = n%rl tend vers la limite £ = 0 quand n — +o0o. Donc, d’apres la
proposition 6.1.1.f, le rayon de convergence R est +o0. Il résulte donc du théoreme 6.1.1.b que
la série %z" converge absolument pour tout z € C, et donc que sa somme définit une fonction

C — C appelée la fonction exponentielle complexe, notée e ou exp z. On retiendra que :

oo 2 3 4
pour tout z € C, e* =expz = ZO%Z":1+2+%+%+%4+---
n=

Rappelons que 'on a déja démontré en 4.4.1.d, en utilisant la notion de produit de deux séries
absolument convergentes, que

’ (exp z)(exp ') = exp(z + 2’) pour tous z, 2" € C. ‘

b) SECOND EXEMPLE PRELIMINAIRE (série entiére géométrique). Soit a € C*. Considérons la

série entiere Y a"z". C’est la série géométrique > (az)"™ de raison az, dont on sait qu’elle est
convergente si et seulement si |az| < 1, et que sa somme est alors flaz On en déduit que : le
rayon de convergence de la série entiére ) a"z" est ‘714 Il résulte donc du théoreme 6.1.1.b que

la série Y a"z" converge absolument pour tout z tel que |z| < ﬁ, et donc que sa somme définit
une fonction D(0, ) — C.

’ Taf
Les cas a = 1 et a = —1 sont particulierement utiles dans la pratique. On retiendra que :

+oo
pour tout z € D(0,1), === > z"=1+z+22+234+21+...

z

n=0
+oo

pour tout z € D(0,1), IJ%Z =Y (- =1—z+22 -3+ 24+
n=0

¢) THEOREME (continuité de la fonction définie par la somme d’une série entiére). Soient
Y om0 @nz" une série entiére et R son rayon de convergence. L’application f : D(0,R) — C

définie par f(z) = > a,2" est continue sur le disque ouvert D(0, R).

Preuve. Le résultat étant trivial pour R = 0, on peut supposer R > 0. Soit zg € D(0, R).
Il existe un réel positif 7 tel que D(zp,7) C D(0, R). D’apres le lemme 6.1.2.a, la série de
fonctions Y a, 2" converge normalement sur D(zg, 7). Or chaque application z + a, 2" est
évidemment continues sur C donc sur D(zq,r). Il suffit d’appliquer le dernier point rappelé
p-107 pour conclure que 'application f définie par la somme de la série entiere est continue
sur D(zg,7). En particulier f est continue en zg, et ceci étant fait pour tout zo € D(0, R),
on conclut que f est continue sur D(0, R). O

De facon naturelle, on cherche a étudier de méme la dérivabilité de la fonction f définie par la
somme d’une série entiere. Un obstacle majeur est que l'on n’a pas dans le cadre de ce cours
de théorie de la dérivation pour les fonctions d’une variable complexe. On va donc dans ce qui
suit se limiter au cas d’une variable réelle. Plus précisément, on considere, pour une série entiere
> apz" avec (ay,) suite de nombre complexes, la restriction a R de la fonction f: D(0,R) — C
définie par la somme de cette série. On obtient donc une fonction encore notée f définie par :

f:]-R,R[—C, z— f(x)= Jrf:oa,nac”
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d) THEOREME (dérivabilité de la fonction définie par la somme d’une série entiére dans le cas
réel). Soient ), -, anz" une série entiere avec (a,) est une suite de nombres complexes et R son
rayon de convergence. On suppose R > 0.

(i) L’application f :]—R, R[ — C définie par f(x) = > /20 a,a™ est dérivable sur I'intervalle
ouvert |—R, R|, et sa dérivée est :

+o0o
f'(x) = 3 nayz™ !t pour tout x € |-R, R|.
n=1

(ii) Plus généralement, f est de classe C*> sur |—R, R[ et I'on a :

+00
fE ()= mﬁizfﬂanay”*k pour tout z € |—R, R[ et tout k € N.
k

(ili) En particulier, pour tout entier k > 0, on a : aj = 2 f*®(0).

Preuve. D’apres 6.1.1.g, le rayon de convergence de la série entiere > na, 2"~ ! est R. Donc
d’aprés le lemme 6.1.2.a, la série de fonctions Y na,2"~! converge normalement donc uni-
formément sur toute boule fermée K incluse dans D(0, R). En prenant les restrictions a R, on
en déduit que la série de fonctions 3 na,z" ! converge normalement donc uniformément sur
tout intervalle [a, b] inclus dans |—R, R]. 11 suffit alors d’appliquer le théoréme de dérivation
pour les séries de fonctions formulé en [5] de 5.2.1.b pour obtenir le point (i). Le point
(ii) s’obtient en réitérant par une récurrence évidente. Le point (iii) est une conséquence
immédiate du (ii). O

e) REMARQUES ET EXEMPLES. Avec les données et notations ci-dessus, la fonction f est de
classe C*° sur lintervalle |- R, R[ et I'on a pour tout « € |—R, R| :

+o00o
f(@) =3 ana™ = ap + a1 + ax® + azx® + agxt + -+ apaz™ + - -
n=0

+o00
fl(z) = Y napa™ ! = ay + 2asx + 3azz® + 4agx® + -+ napa” -
n=1

+o0o
() = 3 n(n — 1apz™ 2 = 2ay + 6azx + 12a32 + - - +n(n — Dayz™ 2 + - -
n=2
etc...
» Reprenons 'exemple de la série exponentielle traité au a). Appliquons-lui le théoreme d), avec
R = +o0. L’application exponentielle, définie par : e* = :{2% %x" =14+x+ % + %3 + % 4
est de classe C™ sur |—o0, +00[, et sa dérivée sur R est :
z\/ T 2?2 a3 w 1, .n—1 w 1 n—1 w 1 n T
n=1 n=1 n=0
On a retrouve le fait que : e® = (e*)' = (%) = --- = (%)™ = ... pour tout = € R.

» Reprenons l'exemple de la série géométrique » x™ traité au b). Appliquons-lui le théoréme

d), avec R = 1. L’application ﬁ = Z:{i% 2" =1+x+22+23+2*+ - est de classe C™ sur

|—1,1[, et sa dérivée est : ﬁ = (&) =0+1+22+322+423+ - =3 nz" L On
conclut que, pour tout z € |—1,1] :
1 w Ny 1 w n+k
(=nche nz::O(n + 1)z"™, et plus généralement Ayt = nZZ:O (")
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rimitive de la fonction définie par la somme d’une série entiére). Soien
f) COROLLAIRE (p tive de 1 t d par 1 d’ t Soient

Y om0 @nz" une série entiere avec (a,) est une suite de nombres complexes et R son rayon de

B

convergence. On suppose R > 0. Soit f : |—R, R] — C définie par f(x) = anpx™. Alors la

n=0
série entiére ), < n%rlanz:"Jrl a pour rayon de convergence R et I'application F' : |—R, R[ — C
définie par f(z) = :i% n%rlan.fc’”rl est la primitive de f s’annulant en 0.
Preuve. On applique le théoreme précédent a F. O

» Reprenons exemple de la série géométrique » =™ traité au b). Appliquons-lui le corollaire
f), avec R = 1. On déduit que, pour tout = € |—1,1] :

+oo
—In(l-z)= 3 %
n=1

g) REMARQUE. Considérons deux séries entieres Y a,x™ et Y byz™, de rayon de convergence
respectifs R et R'. Soit f:]—R,R[ — Cet g : |]—R', R'[ — C les fonctions d’une variable réelle
respectivement définies par ces séries.

e S’il existe € > 0 tel que f(x) = g(x) pour tout x € |—¢, ], alors a,, = b, pour tout n > 0.

En effet. C’est une conséquence évidente du point (iii) du théoreme d), puisqu’on a alors
f%®(0) = g™ (0) pour tout entier k > 0. O

o f est paire si et seulement si ag,+1 = 0 pour tout p > 0. f est impaire si et seulement si ag, = 0
pour tout p > 0.

En effet. La condition est clairement suffisante. Si 'on suppose réciproquement que f est
paire, alors f(z) = f(—x) pour tout z € |—R, R[. Comme z — f(—z) est la fonction définie
par la somme de la série entiere > (—1)"a,x", il résulte de la remarque précédente que
an = (—1)"a, pour tout n > 0, d’olt a,, = 0 si n est impair. La preuve est identique si ’on
suppose f impaire. O

6.1.4 Cas réel : application aux équations différentielles

On cherche a déterminer, pour une équation différentielle donnée, §’il existe des solutions qui
sont la somme d’une série entiére sur un intervalle |—R, R[ de R.

ExEMPLE. Considérons 1’équation différentielle 4xy” (z) + 2y/(z) — y(x) = 0.

On cherche une solution y(x) qui soit la somme d’une série entiere ) | anz™. On a :

+o00o +o0 +oo
y(@) = 3 ana”, y'(x) = 3 naa"t, y'(z) = 3 n(n— a2
n=0 n=1 n=2
+o00 +o00 +o00
Donc 4xy"(z) + 2y (z) —y(z) = 3 4n(n — Va2 ' 4+ > 2na,z™ ' — 3 apa”
=2 =1 =
73roo " +o0 =0 +o0o
= > A(m+ )mamprz™ + > 2(m+ Dapmi12™ — > apma™
m=1 m=0 m=0

+o0
= (2a1 —ag) + > [4(m 4+ D)mams1 + 2(m + Dami1 — amlz™.
m=1
11 en résulte que y(z) est solution de 1’équation différentielle de départ si et seulement si :
ay = %ao et apq1 = WM% pour tout n > 1.

Imposons de plus la condition intiale y(0) = 1. Cela signifie que ap = 1. D’ou l'on tire :
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_1 _ 1 1_ 1 _ 1 1 _ 1 , _ 1
ap = 3, CLQ—m XE—I, Clg—m Xm—a, et par recurrence an—m.
+oo 1
On conclut que y(z) = > (2n),x”, dont le rayon de convergence est clairement +oo.
n=0 '

REMARQUE. — On définit naturellement a partir de la série exponentielle les deux séries entiéres :
+o00 . . T n
che = g(e* +e7%) = ZO @yi? et cosz=g(e" +e) = ZO ((271L>)! 2",
n= n—=

dont le rayon de convergence est +oo. Donc, pour tout x € R, la solution y(z) trouvée s’exprime

comme :
—+oo
too > ﬁ(\/})zn = chy/x sixz >0,
y(z) = (211)@" = q T N
n=0 HZ:O ﬁ(f(\/jx) )" =cosy/—xz six<O0.

Cette derniere remarque nous introduit a la question qui fait 'objet de la partie 2 de ce chapitre :
savoir si, réciproquement a ce qu’on vient de faire dans la partie 1, une fonction donnée est ou
non la somme d’une série entiére sur un certain intervalle.

6.1.5 Exercices

EXERCICE 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer le rayon de convergence de la série
entiere > o, a,2".

‘ PTOI
B, ay, = Cbl]l‘;;, ay, = (cos%)" , an, = (1+ ()8 TlL) )

Ay =

n (&3
EXERCICE 2. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :

2 2 n
n“+1._n Z —n“ . n Z Inn . 2n Z n" _3n
3n % € Z7 nz 2 nl %
n>0 n>0 n>1 n>0

EXERCICE 3. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :

n n\ .n 3n)! _n _1_ 1N n
> nlz", > (2n)z , > —En!))g,z , > ((n+1)n+1 fnn)z .
n>0 n>0 n>1 n>0

, . 2 . .
EXERCICE 4. Déterminer le rayon de convergence de : > 2", > sin(n)z™, > Z42z"
n>0 n>0 n>1

EXERCICE 5. Soit ), ., a,2" une série entiere (avec a, € C)), de rayon de convergence R.

— Calculer R en fonction des rayons de convergence respectifs Ry et Ry des séries entieres
2p 2p+1
2op0 @2p2 P €6 0 50 Aopia .
- an
— On suppose R # 0. Montrer que la série ano < 2™ converge pour tout z € C.

— On suppose R # 0. On note s, = ag+ay +---+a, € C pour tout entier n > 0. Déterminer
le rayon de convergence R’ de la série entiere ) . s,2", en discutant suivant que R > 1 ou
R<1. -

EXERCICE 6. Soit ) ~,anz™ et > -, b,2" deux séries entieres complexes, de rayons de
convergence respectifs Ry et Ry. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere
ano anbpz™ (produit de Hadamard) vérifie R > RqRs. Donner un exemple ou l'inégalité
est stricte.
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EXERCICE 7. Soit ), -, a,2" une série entiere (avec a,, € C)), de rayon de convergence R.
On introduit la série entiere ano by, avec b, = %, de rayon de convergence R’. Montrer

que R’ > max(1, R). Vérifier que si R’ > 1, alors R' = R. Exprimer R’ en fonction de R.

EXERCICE 8. Soit o € R. Quel est le rayon de convergence de la série entiere réelle > %x" ?
(Indication : on pourra considérer la série dérivée).

EXERCICE 9. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére complexe Y (—1)"z*"

et calculer sa somme. En déduire que arctanz = Y% %x%“ pour tout z € |1, +1[.
EXERCICE 10. Montrer que Z::; (Z)x"_P = W pour tous p € Net z € |—1,1][.

Application : soient a,b,c € R et f la fonction polynomiale z + a + bz + c2? ; déterminer le
rayon de convergence R de la série entiere ) -, f(n)z" et calculer sa somme sur |, —R, R[.

EXERCICE 11. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres réelles :
— (=DP .2 - (=1* 2p+1
Yo(*) =250 5a6. 5507 et 01(@) =X 50 Tas
Soit (E) I'équation différentielle : y”(z) + zy/(x) + y(x) = 0. Soit y(z) la somme d’une série
entiere ) . ana™ de rayon de convergence infini. Montrer que y(x) est solution de (E) sur
R si et seulement si : y(x) = agyo(z) + a1y1 ().

EXERCICE 12. Pour tout entier n > 1, on note d,, le nombre de diviseurs positifs de n et s,
la somme de ces diviseurs. Calculer le rayon de convergence des séries entieres y -, dpz"
et >, sn2". (Indication : on pourra introduire la série entiere } nz).

EXERCICE 13. Pour tout entier n > 1, on pose a, = 1+°O
définie, que la suite (a,) converge dans R, et que a, ~ K % pour une constante K que 1'on
déterminera. Déterminer le rayon de convergence de la série > a,z™.

e~t" dt. Montrer a,, est bien

EXERCICE 14. On considére la série entiere complexe S(z) = >, <, (ﬁ) z". Etudier la
nature des séries numériques S(1) et S(—1); en déduire le rayon de convergence R de S(z).
Déterminer la nature de S(z) en tout point z du cercle C(0, R).

Indication. On pourra utiliser le suivant (dit parfois lemme d’Abel) : Soit Y u,, une série
numérique telle que la suite des sommes partielles soit bornée ; soit («,) ne suite décroissante
de réels positifs qui converge vers 0. Alors la série Y anu, est convergente.

6.2 Développement en séries entieres
6.2.1 Fonction développable en série entiere.

a) DEFINITION. Soit f une fonction d’une variable réelle x définie sur un intervalle I de R
contenant 0. On dit que f est développable en série entiére centrée en 0 lorsqu’il existe un
intervalle |—c, af centré en 0 inclus dans I, et une série entiere »  a, 2" de rayon de convergence
R > «, tels que :

+oo
f(z) = > apz™ pour tout = € |—a, a.
n=0
D’apres le théoreme 6.1.3.d la fonction f est de classe C*° sur |—a, af, et 'on a :

ap = f<0)7 ay = f/(0)7 az = %f”(()), <oy An = %f(n)(o)v
116



ce qui prouve en particulier, comme on I’a vu en 6.1.3.g l'unicité du développement en série
entiere (8l existe). A noter (avec la méme remarque) que le développement en série entiere
d’une fonction paire (respectivement impaire) ne contient que des termes a,z™ avec n pair
(respectivement impair).

b) CONVENTION TERMINOLOGIQUE. Dans toute la suite, “développable en série entiere” signi-

fiera “développable en série entiere centrée en 0.

Plus généralement, pour tout a € R, une fonction f définie sur un intervalle I de R contenant
a est dite développable en série entiere centrée en a lorsque la fonction = — f(x + a) est
développable en série entiere centrée en 0; c’est pourquoi on se ramene a 1’étude du cas a = 0.

C) EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLE. Comme on l’a vu en 6.1.3,a et b, les fonction = +— e” et
T ﬁ sont développables en série entiere.

Contre-exemple : une fonction peut étre de classe C* sur un igtervalle I sans étre développable
en série entiere. Prenons f : R — R définie par f(z) =e /% siz #0 et f(0) = 0.

L’application f est de classe C™ sur |—o0,0[ et sur |0, +oc[, et pour tout = € R*, £ ()

est de la forme Pz—gx)e’l/ ””2, d’ou par application du théoréeme limite de la dérivée, on déduit

que f est de classe C> sur R, avec f(™)(0) = 0. Dés lors, si f était développable en série

entiere, il existerait a > 0 tel que f(x) = Zi% %f(") (0)z™ = 0 pour tout = € |—a, af, ce

qui n’est pas vrai puisque f ne s’annule qu’en 0.

d) CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR L'EXISTENCE D’UN DEVELOPPEMENT EN
SERIE ENTIERE. Rappelons d’abord le théoréme suivant :

THEOREME (formule de Taylor avec reste intégral). Pour toute application f :
|—a,a] = C de classe C*°, on a pour tout entier N > 1 et tout x € |—a, af :

f(@) = f0)+ f(0)z + 3 f"(0)2? + - + 4 N (0)2Y + Ry (2)

= S L0 (0) 4 Ry(e),
n=0

oil le reste Ry (x) peut s’exprimer sous la forme Ry (z) = [ w2z — )N fFNHD () dt.

Sans revenir sur ce résultat vu en premiere année, on en déduit le résultat suivant :

PROPOSITION. Avec les données et hypthéses ci-dessus, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est développable en série entiére;

(ii) il existe 0 < B < « tel que Nlim Ry(z) = 0 pour tout x € |—f, B[ ;
—

—+00

(iif) il existe 0 < v < o, A > 0, C > 0 tels que | £ (z)| < CA™n! pour tous z € |—v,7| et
n € N.

Preuve. Supposons que Pon ait (iii). Pour tous z € |—v,y[ et n € N, on a :
[Ra(2)| = | [ (@ = &) fOD () de| < [ [y (= O™ [FFD ()] de

< CA"'H(n + 1)! U"OQT %(CE _ t)’n,| — CA7L+1‘37|"+1
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Posons 8 = min(v, %). Pour tout = € ]—3, B[, on a [Az| < 1 donc lim,,_, o Rp(z) = 0. Ce
qui prouve (ii).

Supposons que l'on ait (ii). Pour tout z € |-3,8[, on a > Lf®(0)z* = f(z) — R, ().
k=0
Comme lim R,(z) =0, on en déduit que lim Y & f*)(0)z* = f(x), ce qui prouve que
n—+o00 n——+oo 74

la série entiere > %f(k)(O)xk est de rayon de convergence R > B > 0, et donc que f est
développable en série entiere. La derniere implication est laissée au lecteur en exercice. [

e) METHODES DE CALCUL. Un raisonnement “théorique” (entre autres celui de la proposition
précédente) permettant d’établir I'existence d’un développement en série entiere pour certaines
fonctions de références (exponentielle, puissances,...), on se rameéne a ces fonctions de références
en utilisant les propriétés suivantes (dont les énoncés plus explicites et les preuves seront vus en
exercices) :

1. la somme de deux fonctions f et g développables en série entiere est développable en série
entiere, et le développement de f+g s’obtient en faisant la somme des deux développements ;
2. idem pour le produit fg;

3. la dérivée d’une fonction f développable en série entiere est développable en série entiere,
et le développement de f’ s’obtient en dérivant terme & terme le développement de f;

4. idem pour une primitive.

6.2.2 Exemples classiques.

a) PREMIERE SERIE D’EXEMPLES. Le résultat central (que 'on a déja démontré en 6.1.3.a) est
que la fonction exponentielle est développable en série entiere, avec un rayon de convergence
infini :

+oo
e’ =expx = ZO%:C” =1+a+ 32>+ 1+ 52"+ pour tout z € |—o0, +oo]
n—=

Les fonctions hyperboliques étant définies par che = J(e” + e7%) et shz = J(e® — e™®), les
résultats sur les sommes de fonctions développables en séries entieres donnent :

“+00

chx = Zo @J;Q" =14+ %xQ + 2—143:4 + 7170506 + .- pour tout z € |—o0, +00
n—=
1 o 1,3, 1.5, 1 .7

shr = EOW(L' n+ =24 §2° + 550° + sgx’ + - pour tout x € |—00, +-00]
n=

De méme pour les fonctions trigonométriques cosz = (e’ + e7i7) et sinz = (e — e~ 7) :

+oo n
cost = Y ((;711))! e =1— 422 + Fat — Lab+ pour tout z € |—o0, +-00[

X (e

: _ 2n+1 __
ST = Zo P =
n—=

5

1 1 1
x — $13° + 135a° — 55’ + -+ pour tout & € ]—o00, +00]

b) SECONDE SERIE D’EXEMPLES. Un autre résultat fondamental est que la fonction puissance
(14 z)* est développable en série entiere pour tout « € R, avec un rayon de convergence égal a
1 (infini dans le cas particulier o @ € N comme on ’a vu en 6.1.3.b) :
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+oo
1+2)*=1+ > O‘(a_l)(a_z!)"'(a_nﬂ)x” pour tout x € |—1,1]

n=1

a(a—l)(a—Q?...(a—n-&-l)

Preuve. Soit o € R. Posons agp = 1 et a,, = pour tout n > 1. On a

ax—n

fntil —  lim |2=2| = 1. La série entiere 3 a,2" a donc 1 pour rayon de conver-
n+1

n—-+oo

lim
n——+oo
gence, et 'on peut considérer la fonction f, : |—1,1] — R définie par f(z) = Z::a apx™. On

aalors f () = > na,a"! pour tout |—1,1[ — R. Un calcul simple montre alors que

n

I+a)fl(z) = +§Ojo na,x" !+ +Z°° na,x" = —io ((n+ Dapy1 + nay) 2™ = afe(z).

n=1 n=1 n=0

=aan

Mais on sait par ailleurs que les solutions de 1’équation différentielle (1 + x)y’ — ay = 0
linéaire du premier ordre sont les applications de la forme y(z) = \e®™(+2) = \(1 + z)*
avec A € R. 1l existe donc A € R tel que f,(x) = A(1 + z)* pour tout = € ]—1,1[. Comme

fa(0) =ap =1, 0n a A =1, ce qui acheve la preuve. O
+o0o
Pour @ = —1, on retrouve 14%0 = ZO(—I)"x" pour tout z € |—1,1] |,
n=
+o0
et donc en changeant x et —z, la formule ﬁ = ZO 2™ pour tout z € |—1,1]
n=

En prenant leurs primitives s’annulant en 0, il vient

Xyt 2,
In(l+xz)= > ~——2a" e —In(l-z)= ) 2" pourtoutze|-1,1[ |
n=1 n=1

+oo
. s 17,(1 1 2n+1
dont la demie-somme conduit & 3In(1%) = Zo gt pour tout z € ]-1,1]
n—=
+oo
En remplacant x par 22 dans 1%5 = > (=1)"z™ et en prenant la primitive s’annulant en 0, on
n=0
obtient :
X
arctanz = mx%ﬂ pour tout z € |—1,1]
n=0
Reprenons maintenant la formule de départ avec a = —% ; il vient :
1 w 1x3x5x-%(2n—1)
A =1+ Zl(—l)” S ix6r o X" pour tout x € |—1,1]
n—=

En remplacant & par —z2 et en prenant la primitive s’annulant en 0, on obtient :

“+o00
. _ Ix3x5x--x(2n=1) 1  2n+1
arcsinx = x + El IXAXBX-x2n  2ntit
n=
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6.2.3 Exercices

EXERCICE 1. En utilisant des développements en séries entieres de fonctions classiques,
déterminer le développement en série entiére des fonctions réelles suivantes, en précisant le
rayon de convergence :

f(x) = \/%, g(x) = sin® z cos hz) = 5.

EXERCICE 2. Par dérivation ou intégration de développements en séries entieres connus,
déterminer le développement en série entiere des fonctions réelles suivantes, en précisant le
rayon de convergence :

f(z) = argth ZE2 ol o réel > 0 fixd, g(z) = (arctanz)?.

EXERCICE 3. Soit f lapplication de ]—1,1[ dans R définie par f(z) = % en intégrant
une équation différentielle du premier ordre dont f est solution, déterminer le développement
en série entiere de f, en précisant le rayon de convergence.

EXERCICE 4. Déterminer le développement en série entite des fonctions rationnelles suivantes,
en précisant le rayon de convergence :

2
f@) = g 9@) = (%) @) = Ty

EXERCICE 5. Montrer que 'application f : xz — fol t*t dt est définie sur R, et en donner
un développement en série entiere; indication : montrer que, pour tout x € R, la série
Y om0 Sr(tInt)™ de fonctions de la variable ¢ converge uniformément sur [0, 1].

e"r—1
ev—1

EXERCICE 6. Soit 2 € C*. Soit ¢, : C — C définie par ¢, (u) = pour tout u # 0, et
©:(0) = x. Montrer que ¢, est développable en série entiére.

En notant alors ¢, (u) = I:(J) Qn(x)%u”, montrer que chaque Q,, est une fonction poly-

nomiale de z vérifiant : Q,(z + 1) — Qn(z) = 2™ (polynémes de Bernouilli).
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Chapitre 7

Géomeétrie affine en dimension 2 et 3

L’objet de ce chapitre est de réviser, mettre au point, mieux formaliser et compléter les notions
de géométrie élémentaire vues lors des années précédentes, en utilisant pour cela ’outil important
et efficace que constitue l'algebre linéaire. Dans ce cadre, la notion de départ est celle d’espace
affine, introduite dans la premiere section du chapitre : les éléments sont des points, définis
en lien avec les vecteurs d’un espace vectoriel canoniquement associé. Elle est complétée dans
la seconde partie par I’étude des transformations entre points : ces transformations sont les
applications affines, définies en lien avec les applications linéaires de ’espace vectoriel associé.
Conformément au programme, on se limite dans la mise en ceuvre et les exercices a la dimension
2 ou 3 (méme s'il est le plus souvent plus commode de donner les définitions et résultats généraux
en dimension quelconque).

7.1 Espaces affines

7.1.1 Notion d’espace affine

a) DEFINITION. Un espace affine sur R est la donnée d’un triplet formé par :

(i) un R-espace vectoriel E, (ses éléments sont des vecteurs; on les notera par des lettres
ginuscules surmontés d’une fleche 7,7, w, ...; en particulier le vecteur nul sera noté
0);

(ii) un ensemble non-vide &, (ses éléments sont des points; on les notera par des lettres ma-
juscules A, B,C,M,N,P,...);

(iii) une application & x & — E, (A, B) — AB satisfaisant les deux axiomes suivants :

(Al) |[VAec& VU eE ' Meé&, AM="1 |,

(A2) | VAB,Ceé, AC = AB + BC (relation de Chasles).

TERMINOLOGIE. Dans la définition précédente, on dit par abus de langage que & est un espace
affine sur R, et que FE est le R-espace vectoriel associé a &. On dit que & est un espace affine
de dimension finie n lorsque le R-e.v. E est de dimension finie n. Dans ce cours, on travaillera
presque toujours dans un espace affine de dimension 2 ou 3.
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b) REMARQUES. Les observations pratiques suivantes découlent directement de la définition.

o Nullité d’un vecteur. | ¥V A,B € &, [E:ﬁ] < [A=B]

—_ —
En eﬁ”et_:)d’apr‘es (A2), ﬂ = AA+ AA, donc AA = 6> Réciproquement, si E = ﬁ, alors
AB = AA, ce qui implique B = A par unicité dans I'axiome (Al).

—
e Opposé d’un vecteur. | V A, B € &, BA:—@ . En eﬁ"et:ﬁ+B_f4:ﬂ1:6>.

e Reégle du parallélogramme. Figure

VABCDe& [AB=CD | o [AC =BD ]

Cela résulte immédiatement de (A2); écrire les détails a
titre d’exercice.

e [’axiome (A1) équivaut au fait que, pour tout point A fixé dans &, application p4 : & - FE
définie par M — AM est bijective; sa bijection réciproque est alors I'application ¢4 : £ — &
définie par U — 1/1A(7) := 'unique point M € & tel que AM = .

e [’axiome (Al) équivaut aussi au fait que, pour tout vecteur U fixé dans E, I’application
To : & — & définie par A — 75 (A) := 'unique point M € & tel que AM = U, est bijective.
Cette application est appelée la translation de vecteur kT4 (voir plus loin).

COMMENTAIRE. Lorsque E = 7, on dit que le couple de points (A4, B) est un représentant
du vecteur @, dans lequel A est Iorigine et B Vextrémité. Tout autre couple de points
(C, D) tel que % = CD est un autre représentant de . La translation de vecteur u est
application qui, & tout point A, associe le point B qui est I'extrémité de @ lorsque son
origine est en A.

Le point de vue retenu dans ce cours définit un espace affine a partir de la notion supposée
connue d’espace vectoriel. On peut envisager une autre présentation consistant a partir intui-
tivement d’un ensemble de points &, et & considérer dans & x & la relation dite d’équipollence,
définie par : (A, B) ~ (C, D) lorsque ABDC est un parallélogramme. On vérifie que c’est
une relation d’équivalence, et un vecteur est alors défini comme une classe d’équivalence
pour cette relation [ie. /@ est ’ensemble des couples de points (C, D) équipollents & (A, B),
de sorte que l'on retrouve bien la régle du parallélogramme]. Il s’agit ensuite de récupérer
géométriquement les diverses opérations sur les vecteurs correspondant a la structure d’es-
pace vectoriel.

7.1.2 Sous-espaces affines

Soit & un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé E.

a) DEFINITION. Une partie .# de & est un sous-espace affine de & lorsqu’il existe un point A

dans % tel que I’ensemble des vecteurs AM pour M décrivant .% soit un sous-espace vectoriel
de F.

Il en résulte en particulier qu'un sous-espace affine n’est jamais vide, et que & lui-méme est un
sous-espace affine de &. Le point fondamental est que le sous-espace vectoriel dans la définition
ci-dessus ne dépend en fait pas du point A.
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b) PROPOSITION ET DEFINITION. Soit .% un sous—espace affine de & ; il existe un sous-espace

vectoriel F' de E tel que, pour tout A € %, on ait F = { AM MeF } On dit que F est le
sous-espace vectoriel directeur du sous-espace affine .%, ou encore que ¥ est dirigé par F.

Preuve. Par hypothese, il existe A € F tel que p4 (%) est un ss-e.v. de E. Fixons B € .%
quelconque et montrouue wA(F) =pp(F). On a AB = p4(B) € pa(F). Quel que soit
M € J_) les vecteurs AM et AB appartiennent & ¢ 4(#) qui est un sous-espace vectoriel,
done BM = AM — AB € pa(F). Ceci prouve que pp(F) C pa(F). Pour la réciproque,
notons que l'on a aussi AM + AB € pa(F); il existe donc N € .F tel que AM + AB=A

donc AM = AN — AB = BN ¢ wB(F). On conclut pa(F) C pp(F), dou I'égalité. O

Réciproquement, la donnée d’un sous-espace vectoriel de E et d’un point de & détermine un
sous-espace affine de & :

¢) THEOREME ET DEFINITION. Soient F un sous-espace vectoriel de E et A un point de &.
Il existe un unique sous-espace affine .% de & tel que A appartienne a % et tel que F' soit le
sous-espace vectoriel directeur de % . On dit que & est le sous-espace affine de & passant par
A et dirigé par F.

Preuve. Posons .F = ¢ }(F) = {M € &; AN € F}.On a A € % puisque A4 = Te F; de
plus, par construction, w4 (%) = F, donc & est un ss-e.a. dirigé par F. Pour I'unicité, soit
F' un ss-e.a. de & passsant par A et dirigé par F. D’apres la proposition b), cela signifie
que @A (F') = F. Mais alors p4(F) = pa(F') implique # = F’ par bijectivité de 4. O

EN RESUME, si .# est un sous-espace affine de & et F' le sous-espace vectoriel directeur de .#
eVAeZ, F={Mc&, AMcF)} e F={AM; MecF},
e VAcF VU EF 31 McZ, @ =AM,
.VAeﬁ,VBeﬂ,ﬁeF.

d) DIMENSION D’UN ESPACE AFFINE. On a une notion naturelle et évidente de dimension d’un
sous-espace affine, la dimension de .% étant définie comme la dimension du sous-espace vectoriel
I de F directeur de .#. En particulier, si E est de dimension finie n, on a dim& = dim E = n
et dim.# = dim F' < n pour tout sous-espace affine .# de &. Il résulte aisément des propositions
précédentes que, si Z et .F' sont deux sous-espaces affines, on a :

o [ C7] = [dmF <dim.7 ]|,
o [ FCFetdmSF =dmF| = [ F =F].
Un sous-espace affine de dimension 0 est un singleton {A} formé d’un seul point de &. Un sous-

espace affine de dimension 1 s’appelle une droite affine. Un sous-espace affine de dimension 2
s’appelle un plan affine. Dans le cadre de ce cours, on retiendra que :

» si l'on travaille dans un espace affine & de dimension 2, les sous-espaces affines sont : les
singletons (formés d’un seul point de &), les droites affines contenues dans &, et le plan &
lui-méme;

» si lon travaille dans un espace affine & de dimension 3, les sous-espaces affines sont : les
singletons (formés d’un seul point de &), les droites affines contenues dans &, les plans affines
contenus dans &, et ’espace & lui-méme.
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7.1.3 Parallélisme

Soit & un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé E.

a) DEFINITION. Soient .Z# et .#' deux sous-espaces affines de &, de sous-espaces vectoriels
directeurs respectifs F' et F’. On dit que .% et .%’ sont paralléles lorsque F' = F’. On note alors
F | F.

En particulier, deux sous-espaces affines paralleles sont nécessairement de méme dimension.
Il est facile de vérifier que le parallélisme est une relation d’équivalence dans ’ensemble des
sous-espaces affines de &.

b) PROPOSITION. Deux sous-espaces affines paralléles sont nécessairement égaux ou disjoints.

Preuve. Considérons comme ci-dessus # | Z', avec F' = F'. Si F et %' ne sont pas disjoints,
considérons A € .Z N.Z'. Alors .% et %' passent tous les deux par A en étant dirigés par le
méme sous-espace vectoriel F' = F’. On déduit de I'unicité dans le théoréme de la section 2
que F = .7'. O

Attention, la réciproque est trivialement fausse en général! Dans un espace affine de dimension
3, deux droites qui ne sont pas incluses dans un méme plan sont forcément disjointes sans étre
paralleles. Il y a cependant des arguments de dimensions qui permettent des résultats partiels :

c) OBSERVATION PRATIQUE.

— Si & est un plan affine, deux droites affines 2 et 9' de & sont paralléles si et seulement si
elles sont égales ou disjointes.

— Si & est un espace affine de dimension 3, deux plans affines & et &' de & sont paralléles si
et seulement s’ils sont égaux ou disjoints.

Preuve. Soient 9 et 2’ deux droites dans un plan affine &. La proposition précédente montre
l'un des sens de I'équivalence, et il est trivial que 2 = 2’ implique 2/ 2’. 1l s’agit donc
de montrer que 2 N 2’ = () implique 2/ 2’'. Pour cela, supposons que 2 et 2’ ne sont
pas paralleles. Les droites vectorielles D et D’ dirigeant 2 et 2’ respectivement sont donc
distinctes. Il en résulte que si 'on choisit U eDetWeD non-nuls, ils ne sont pas
colinéaires, donc forment une famille libre du plan vectoriel F, et donc une base de E. Prenons

Ac et A € 2. Tlexiste \, u € R tels que Iﬁ =AU +p7.Comme \U € Det Ae 2,il
existe%é 2 tel que m = \%. Donc W = m—ﬂ =AU - AU —pV =—p7.0na
ainsi A’M € D', ce qui, puisque A’ € &', implique M € 2’'. On conclut que M € 2N P’, ce
qui acheve la preuve du premier point. La preuve du second point est laissée au lecteur. [

Figure Figure

COMMENTAIRE. Une propriété fondamentale dans la formulation axiomatique de la géométrie
classique est ’axiome (ou postulat) d’Euclide :
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si Z est une droite et A un point n’appartenant pas a &, alors il passe par A une
droite et une seule parallele a 2.

Dans la mesure ou étre paralléle signifie avoir le méme sous-espace vectoriel directeur (ici la
méme droite vectorielle directrice), cet énoncé “traditionnel” est une formulation du théoréme
fondamental 7.1.2.c. Et elle est de ce fait valable pour tout sous-espace affine. Par exemple :

si & est un plan et A un point n’appartenant pas a &2, alors il passe par A un
plan et un seul parallele & Z2.

7.1.4 Bases affines

Soit & un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé E.

a) PROPOSITION. Une intersection de sous-espaces affines, a condition qu’elle soit non vide, est
un sous-espace affine, dirigé par 'intersection des sous-espaces vectoriels directeurs.

Preuve. Soit (%#;);er une famille de sous-espaces affines de &. Pour tout ¢ € I, notons F; le
sous-espace vectoriel directeur de %;. On sait que F' = N F; est un sous-espace vectoriel
de E. Posons .# = N;c1.%; et supposons que % # (). Prenons A € % quelconque. Parce que
w4 est injective (car bijective), on a wa(Nicr%;) = Nicrpa(F;), cest-a-dire pu(F) = F.
Comme F' est un sous-espace vectoriel de F, ceci prouve que .Z est un ss-e.a. de & dirigé
par F. O

Il en résulte (suivant un argument classique en mathématiques!) que, pour toute partie non-vide
Z de &, on peut considérer le sous-espace affine (:27) défini comme l'intersection de tous les
sous-espaces affines de & contenant 2 . On vérifie de fagon immédiate que c’est le plus petit
sous-espace affine de & contenant 2. On l'appelle le sous-espace affine de & engendré par Z'.

Le théoreme ci-dessous donne une description explicite du sous-espace affine engendré par un
nombre fini de points.

b) THEOREME. Soient Ao, A1, ..., Ay des points distincts de &, avec p > 0. Le sous-espace affine
engendré par {Ag, Ai,..., Ay} est égal au sous-espace affine de & passant par Ay et dirigé par

le sous-espace vectoriel de E engendré par {AoA1, AoAs, ..., AgA,}. 1l est de dimension < p.

Preuve. Posons 2" = {Ag, A1,...,Ap}. Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les

p vecteurs {AgAz, ApAs, ..., AgA,}. Notons .Z le sous-espace affine de & passant par A et
dirigé par F. On a % = <p;1; (F). En particulier 2~ C .#. Soit maintenant . un sous-espace
affine de & contenant 2". Son sous-espace vectoriel directeur H = @a,(5) contient les

vecteurs AgAq, AgAs, ..., AgA,, donc le sous-espace vectoriel qu’ils engendrent. Ainsi F' est
un sous-espace vectoriel de H. On en déduit que wZi(F) - ¢Z;(H), c’est-a-dire .# C .
On a ainsi montré que le sous-espace affine .% contient 2~ et est inclus dans tout sous-espace
affine de & contenant £". On conclut % = < 2 >. O

En résumé et en pratique :

Un point M de & appartient »
au sous-espace affine engendré | & J(a,...,0p) €RP, A)M = > 0 ApA;
par Ao, A1,..., 4, i=1

Il est clair que, dans ce théoreme, Ay peut étre remplacé par n’importe lequel des A;.

La question qui se pose alors est celle de savoir si la famille de vecteurs Xo = {AgA1, AgAa, ..., AgAp}
est libre ou non, dans la mesure ou il est clair que :
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[Xo libre] < [X( base de F| < [dim F = p|] & [dim.# = p|.

La encore, c’est une propriété qui ne dépend pas du choix de Ay, comme le montre le lemme
suivant.

c) LEMME. Soient Ay, Az, ..., A, des points de & deux a deux distincts. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) Ia famille Xo = {AoA1, AoAa, ..., AgA,} est libre dans E ; .
(i) pour tout 0 < j < p, la famille X; = {A; Ao, ..., AjA;j_1,A;Aj11,..., AjA,} est libre dans
& ;
(iii) aucun des points A; n’appartient au sous-espace affine engendré par les p autres points.

Preuve. Supposons X libre, et fixons 0 < j < p. Soient Ag,..., Aj_1,Aj41,...,Ap € R tels
— = e
que Z )\ZAJAZ = 0. En décomposant 14314Z = AjAO + ApA;, il vient : (Z )\Z)A]AO +
i#] N . o i#] .

> AiAoA; = 0. Parce que Xy est libre, on déduit > A; =0 et A\; = 0 pour tout 1 <i<p
i#] i#]

distinct de j. D’ou finalement A; = 0 pour tout 0 < i < p distinct de j. Ceci prouve que (i)
= (ii), et donc (i) < (ii).

Supposons maintenant qu’il existe 0 < i < p tel que A; appartienne au sous-espace affine
engendré par Ag, A1,...,Ai—1, Ait1,..., Ap. Alors, pour tout 0 < j # i < p, il existe des
— oy
coefficients o, € R pour 0 < k # i,k # j < p tel que A;4; = Y apAjAg, ou encore
k

— — =

YoapAjAy — AjA; = 0, ce qui prouve que la famille X; est liée. Par contraposée, ceci
k

montre que (ii) = (iii). La réciproque s’obtient par des calculs analogues. O

d) DEFINITIONS. Une famille 2" de p + 1 points deux & deux distincts de & est dite affinement
libre si elle satisfait les conditions équivalentes de la proposition précédente.

Lorsque 2 est affinement libre, on dit que 2" est une base affine du sous-espace affine .# = (27)
engendré par 2 .

{Ao, A1, ... Ap} est une base
affine de .7

— p —
= VMG?,E”(CU,...,OZP)ERP, AoM:ZO@AoAi
=1

11 est clair dans ce cas que .% est de dimension p (puisque X est alors une base du sous-espace
vectoriel F' directeur de .%), et que 'on peut remplacer Ay par n’importe lequel des A;.

e Un premier cas particulier. Prenons deux points A et B distincts dans &. Alors X = {E}
est libre, donc le sous-espace affine engendré par 2" = {A, B} est de dimension 1 : on lappelle
la droite affine passant par A et B, noté (AB). En particulier, deux points sont toujours alignés.
La droite affine (AB) est dirigée par la droite vectorielle A de base {E} On a pour tout
Meé&:

[A, B, M alignés| < [M € (AB)] & [AM € A] & [{AB, AM) lice] & [3 A € R, AM = AAB].
[A, B, M non alignés| < [{A, B, M} affinement libre].

o Un second cas particulier. Prenons trois points A, B,C non alignés dans &. Alors X =
{1@,1@} est libre, donc le sous-espace affine engendré par 2" = {4, B,C} est de dimen-
sion 2 : on l'appelle le plan affine passant par A, B et C, noté (ABC'). En particulier trois points
sont toujours coplanaires.
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Le plan affine (ABC) est dirigé par le plan vectoriel II de base {E, B} Pour tout M € & :

[A, B,C, M coplanaires] < [M € (ABC’_)_]_;:) [m e I R
o [{AB, AC, AM} lice] & [3 A\, ju € R, AM = AAB + uAC.

[A, B,C, M non coplanaires| < [{A, B,C, M} affinement libre].

Figure Figure

7.1.5 Coordonnées et représentations paramétriques des sous-espaces affines
Soit & un espace affine sur R de dimension finie n, d’espace vectoriel associé FE.

a) DEFINITIONS. Un repére cartésien de & est un couple Z = (O, %) formé par un point fixé
quelconque O € &, appelé I'origine du repere, et une base # = (e_f, ey 671) de F.

Pour tout point M € &, les composantes du vecteurs OM dans la base % sont appelées les
coordonnées cartésiennes du point M dans le repére Z. On note : M (z1,...,xy). Ainsi :

H n
[ M(x1,...,zy,) dans le repere (O,e_1>,...,e_n>)] <~ [OM = sza]
i=1

Pour tout 1 < i < n, soit A; le point de & tel que 52 =¢/. Comme & = {OA{, OAs,...,0A,}
est libre, la famille de n + 1 points 2~ = {O, A1, Aa, ..., A,} est affinement libre. Comme de
plus # engendre 'espace vectoriel E, le sous-espace affine de & engendré par 2" n’est autre que
& lui-méme. En d’autres termes, 2 est une base affine de &.

Une conséquence triviale mais tres utile pratiquement est que :

si M(x1,...,xy) €t N(y1,...,yn) dans le repere Z = (O, %), alors les composantes

du vecteur MN = ON — OM dans la base % sont (y1 — T1,...,Yn — Tn)-
b) REMARQUE ET DEFINITION. Le repere Z = (O, %) avec B = (ef,...,e,) étant fixé,
considérons un sous-espace affine .# de &, de dimension p, passant par un point donné A,
et dont le sous-espace vectoriel directeur F' est donné par une base € = {H, ceey U_p>} Chaque
Fi) se décompose dans % en Uz = a¢716_1> + ai726—2> + - ame_n), avec o; ; € R pour tout 1 < j <n
et tout 1 <7 < p. Donc, pour Ay,..., A\, € R:

P n o, p
l;/\ivz ZA(Z alde]):]§ (Z)\a,])e]

n
Notons A(az,...,an), de sorte que pour tout M(zq,...,2,), on a AM = 3 (x; — aj)e_}.
i=1
P Y . ’
L’équivalence (M € .7 < AM € F') devient donc :
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P
Me% < 3JA,....,€R, |zj=a;+ > Moy pourtout 1 <j<n| (%)
i=1

On dit que les relations (x) constituent une représentation paramétrique du sous-espace affine
F dans le repere Z. Les relations (x) traduisent que (Aq,...,\p) sont les coordonnées du point
M de # dans ce repere (A, %) de Z.

e EXEMPLE. Placons-nous dans un espace affine & de dimension 2 rapporté a un repere;

une représentation paramétrique de la droite passant par A(aj,as) et de vecteur directeur

U (o, ap) est : {zl:aﬁ)‘o‘l avec A € R|.

zo=a2+Aaz

e EXEMPLE. Plagons-nous dans un espace affine & de dimension 3 rapporté & un repere ;

— une représentation paramétrique de la droite passant par A(ay,as,as) et de vecteur directeur

r1=a1+A o1
7((11,(12,@3) est 1| m2=az+daz , avec A € R|
r3=az+Aa3

— une représentation paramétrique du plan passant par A(a1, ag, as) et dirigé par le plan vectoriel
{ z1=a1+Aa1+pb

de base {7,?} avec 7(041,042,0(3) et w(ﬁl,ﬁg,ﬁg) est :

za=az+daa+pfe , avec A\, p € R|.
r3=az+Aaz 4153

7.1.6 Equations cartésiennes des sous-espaces affines

Soit & un espace affine sur R de dimension finie n, d’espace vectoriel associé E. On fixe un
repere cartésien Z = (O, B) dorigine O € & avec B = (e, ... ,e,) une base de E.

a) DEFINITION. On appelle hyperplan affine de & tous sous-espace affine de & de dimension
n— 1.

Dans un plan affine, les hyperplans sont les droites affines. Dans un espace affine de dimension 3,
les hyperplans sont les plans affines. Le sous-espace directeur H d’un hyperplan affine 5Z est un
sous-espace vectoriel de dimension n—1 de E, ie. un hyperplan vectoriel. Le théoreme ci-dessous
est fondé sur le fait bien connu en algebre linéaire (conséquence évidente de la formule du rang)
que les hyperplans vectoriels sont les noyaux des formes linéaires non-nulles.

b) THEOREME.

(i) Pour tout hyperplan affine 7 de &, il existe (a1, ..., an, ant1) € R* L avec (aq, ..., a,) #
(0,...,0), tel que S soit I'ensemble des points M(x1,...,x,) de & vérifiant :

’ a1 + agr9 + -4 AnpTp + an+1 = 0 ‘ (**)

(ii) Réciproquement, si (a1, ...,an,ant1) € R tel que (ay,...,a,) # (0,...,0), 'ensemble
des points M (z1,...,xy) de & vérifiant (xx) est un hyperplan de &.

Preuve Pour montrer (i), soit 52 un hyperplan affine. Son ss-e.v. directeur H est un hyperplan
vectoriel de F; donc il existe une forme linéaire non-nulle f : £ — R telle que H = Ker f.
Si 'on note (a1,...,a,) les composantes de f dans la base duale {e7,... e} de E*, on a
(a1,...,an) # (0,...,0) et, pour tout @ (yi,...,yn), on peut calculer :
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B!

1) = X aiei () = 3 aief (L ,8) = 1

n
aiyie; (€]) = 3 aiyi.
=17 i=1

I
-

Donc H est 'hyperplan vectoriel de E d’équation ai1y; + -+ + apy, = 0 dans A. Soit
B(by,...,bp) € H#.Ona: [ M(z1,...,2n) € | < [BMcH| S [ai(zy—b)+--+
ap(zn — by) = 0], don le résultat en posant a, 11 = —(a1by + -+ + anby).

Pour (ii), supposons donné (ai, ..., an,ant1) € R"T! avec (a1, ...,a,) # (0,...,0) et notons
A Vensemble des points M (z1,...,x,) vérifiant (xx). Soit B(by,...,b,) € H; (il en existe
toujours car 'un au moins des a; est non-nul). Comme aib; + - -+ + anby + an11 =0, on a
pour tout M(xy,...,x,) €& :

(M e ) < [arx1+ -+ anp + ang1 = a1b1 + - + anby + any1] © [a1(z1 —b1) +--- +
an(zn, — by) = 0].

Ceci signifie que M € S équivaut a BM € Ker f, ou l'on note f la forme linéaire f =
aiel + -+ -+ ane}, qui est non-nulle d’apres ’hypothese sur les a;. En notant H I’hyperplan

—
vectoriel Ker f dans F, on a finalement : M € 5 ssi BM € H, ce qui prouve que J¢ est le
sous-espace affine passant par B et dirigé par H, donc que 47 est un hyperplan affine. [

La relation (%) est appelée une équation cartésienne de I’hyperplan .7 dans le repere.
Comme on I’a vu dans la preuve, 52 est dirigé par 'hyperplan vectoriel H dans E d’équation
a1x1 + asrs + - - + apxy, = 0 dans la base Z. On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE. Soient . et ' deux hyperplans de & d’équations a1x1 + asxe + -+ + apxy, +
ant1 =0 et ayzy + ajxe + -+ + ajx, + a;, . = 0 respectivement. Alors :

H || A si et seulement s'il existe A € R, A # 0, tel que a; = \a; pour tout 1 < i < n.
S = A si et seulement s'il existe A € R, A # 0, tel que a} = \a; pour tout 1 <i <n+1.

» Cas des droites en dimension 2. On suppose & de dimension 2, rapporté a un repere
cartésien.
Une équation cartésienne d’une droite affine & de & est de la forme

’ ar+by+c=0 avec (a,b) # (0,0) ‘
Une base de la droite vectorielle A dirigeant 2 est alors {u} avec U (—b,a).

EXEMPLES D’APPLICATIONS. (Ecrire & titre d’exercice le détail des calculs correspondants).

e Condition d’alignement. Soient A(a, ) et B(a/, 3’). Pour tout M(z,y), on a :

(M, A,B) alignés & {AM, 4B} li¢ & |29 979 ‘ =0 & [(F —Ba+(a—a)y+(@B—af)=0

ce qui, pour A # B, donne une équation de la droite (AB). Ou encore, en remarquant que
les points sont alignés si et seulement si leurs coordonnées vérifient une équation de droite :

. , ar + by +¢=0 z y 1
(M, A, B) alignés < Ja,b,ceR, (a,b) #(0,0), § aa +b8 +c=0 & |a p1|=0.
ac + b8 +c=0 o 1

e Position relative de deux droites. Soient deux droites 2 et 2’ d’équations respectives
ar+by+c=0etadz+by+c =0. Notons (9) le systeme { wr byt =0 atg=]2%b

a'erb'erc':O’ a b
son déterminant.

(i) (Z parallele a ') & (FAER*, o' =Xa, UV =X) & (6=0).
— Silon a aussi ¢ = Ac, les deux équations sont équivalentes, donc 2 = &'

— Sinon, (S) n’est pas compatible, donc 2 N 2’ = ().
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(i) (2 non paralltle & 2') < (§£0) & (2102 ={Q}) avec Q ( be'=be g;;:g,c;).

e Condition de concours de trois droites. Soient trois droites 2, 9’ et 2" d’équations res-
pectives ax + by +c =0, d'z +by+c =0et a’"z + by + ¢’ = 0. On suppose que les trois
droites sont deux & deux non paralleles, c’est-a-dire que ab’ — a’b, a’b” — a”'b’ et a”’V/ — a’b”
sont tous les trois non-nuls. On dit qu’elles sont concourantes lorsqu’elles se coupent en un
méme point, c’est-a-dire lorsque leurs trois points d’intersection deux a deux sont confondus;;
ceci équivaut & dire que les coordonnées du point d’intersection Q2 de 2 et 2’ (voir ci-dessus)
sont solutions de 1’équation a”z + by + ¢’ = 0. 1l vient apres calcul :

(2,2',2" concourantes) < ( ;t,, 5’/ cc’ =0).
a C

» Cas des plans en dimension 3. On suppose & de dimension 3, rapporté a un repere
cartésien.
Une équation cartésienne d’un plan affine & de & est de la forme

’ ax +by+cz+d=0 avec (a,b,c) # (0,0,0) ‘
Une base du plan vectoriel IT dirigeant 2 est {W, ¥} avec u (—b,a,0) et ¥ (—c,0,a).

EXEMPLES D’APPLICATIONS. (Ecrire le détail des calculs correspondants et faire des figures).

e Condition de coplanarité. Soient A(«, 8,7), B(a/,5,7"), C(a”, 8",~"). Pour tout M (x,y, 2),
on a:

T Yy z
a B v

1

1
’ /1:0

1

(M, A, B,C) coplanaires < |y—8
z—y

o By
/7

a” B’y

’

ce qui, quand {zﬁ , @} est libre, donne en développant une équation du plan passant par
A B,C.

e Position relative de deux plans. Soient deux plans & et &' d’équations respectives ax +

by+cz+d=0et a'x+by+cz+d =0. Notons (5) lesystéme{;zifiiccéi;,zg,
a b

— C 3 M
et p= (%2 5) sa matrice.

(i) (P paralltled &') & (FAER*, d =Xa, V' =X,  =X¢) & (rgu=1).
— Si l'on a aussi d’ = Ad, les deux équations sont équivalentes, donc & = &',
— Sinon, (S) n’est pas compatible, donc &2 N &’ = ().

(ii) Supposons que rg p # 1. Les deux plans &2 et &’ ne sont donc pas paralleles. Comme
(a,b,c) # (0,0,0) # (a/,V',¢), on a rgu # 0, donc rgu = 2. Donc 'un au moins des 3
mineurs ab’ —a’b, bc’ —c'b, ca’ — c'a est non-nul. Il en résulte en particulier que 2 N2 £ ().

En effet, si par exemple ab’—a’b # 0, 'ensemble des solutions de (S) est {(x(2),y(2),2); 2z €

. N ar + by = —cz — d
R}, avec 2(z), y(z) donnés par les formules de Cramer dans le systeme § 7 by = d

Des lors, 22 N 2’ est un sous-espace affine dirigé par le ss-e.v. IINII". Or U (x,y, z) € INIT
ar + by + cz =0
a/:v-i-b/y—i-clz:O' Ona
rg(Sp) = rg = 2 donc Pespace vectoriel des solutions de (Sp) est de dimension 3 — 2 = 1.
On conclut que ITNII’ est une droite vectorielle, donc que & N 9’ est une droite affine.

si et seulement si (z,y, z) est solution du systeme homogene (Sp) {

On retiendra que : lintersection de deux plans affines non paralléles est une droite affine.
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» Cas des droites en dimension 3. On suppose & de dimension 3, rapporté a un repere
cartésien.

PROPOSITION. & est une droite affine de & si et seulement s’il existe (a, b, c) et (a’,b',c') deux
triplets linéairement indépendants dans R3, et deux scalaires d, d’ € R tels que 2 soit exactement
Iensemble des points M (x,y, z) dont les coordonnées sont solutions du systeme (S) suivant :

{;Zigiigzzijzg , avec (a/,b, ) # Xa,b,c) pour tout A € R, (a,b,c) # (0,0,0).

Preuve Un sens résulte de ce que l'on vient de voir a la fin du paragraphe précédent.
Réciproquement, soient & une droite affine, A un point de Z et @ un vecteur non-nul
de la droite vectorielle A dirigeant 2. On peut compléter 7 en une base {7, 7, ﬁ} de E.
On introduit le plan &2 passant par A et de sous-espace vectoriel directeur le plan vectoriel
IT de base {7, 7} De méme, soit &2’ passant par A et de sous-espace vectoriel directeur le
plan vectoriel II" de base {7, ﬁ} On a {7, v, ﬁ} libre, donc IT # II’, donc &2 non parallele
a P’ D’apres ce que lon a vu précédemment, 22 NP est alors une droite affine, dirigée par
la droite vectorielle IINII'. Comme A € 2N P et U € IINII, on conclut 2N P = 9.
On introduit des équations cartésiennes de &2 et de £?’ pour achever la preuve. O

On dit que (S) est un systeme d’équations cartésiennes de & dans le repere. Il exprime que :
toute droite affine de & est (d’une infinité de fagons) 'intersection de deux plans de &

EXERCICES D’APPLICATION. (Ecrire le détail des calculs et faire des figures).
e Position relative d’une droite et d’un plan. Soient & une droite et & un plan dans &. En
utilisant des équations cartésiennes, montrer que les seuls cas possibles sont :

— la droite vectorielle A dirigeant & est un sous-espace vectoriel du plan vectoriel II
dirigeant &2 ;

dans ce cas : oubien 2 C &, alors 7NLP =9 ;
ou bien 2 ¢ P, alors 2N L2 =0 ;

— la droite vectorielle A n’est pas un sous-espace vectoriel de II; dans ce cas 2 N &2 est
un singleton.
e Position relative de deur droites. Soient 2 et 9’ deux droites dans &. En utilisant des
équations cartésiennes, montrer que les seuls cas possibles sont :

— les droites 2 et 2’ sont confondues, alors 2N %' = P ;

— les droites Z et 2’ sont paralléles mais non confondues, alors 2N 2’ =0 ;

— les droites 2 et 2’ ne sont pas paralleles, alors : (2N 2" = () ou (2N P') est un
singleton.

7.1.7 Barycentre

Soit & un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé F. La notion de barycentre d’une famille
de points est un outil essentiel du travail dans les espaces affines, dont le role est comparable a
celui de combinaison linéaire d’une famille de vecteurs dans le cadre des espaces vectoriels.

a) THEOREME. Soit & = (A;, ;)1<i<n une famille finie de points pondérés, (ceci signifie que,
pour tout 1 < i <n, A; est un point de &, et «; est un réel appelé le poids ou la masse affecté a
A;). On pose : 0 = >" | a;, appelée la masse totale de la famille. On suppose que o # 0 ; alors
il existe un unique point G de & vérifiant I'une des conditions suivantes équivalentes :

(1) aiCﬂ;:ﬁ R (2) dMye€ &, M()ZE:%ZO@M()Ai , (3) VMEeS®&, ]\Td:%ZaZMAZ
=1 =1 =1

(2
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Preuve. Soit f 'application & — E définie par f(M) = >_"" , oy M A; pour tout M € &. Pour

M,N € é", on a f(M) 7f(N) = Z?leéiMAi 7Z?=1aiNAi = Z?:lal(MAz +Al7_\?) _
>r  a;MN. On retient :

pour tous M, N € &, f(M)—f(N):aMﬁ. *)
Il en résulte que f est injective (en effet f(M) = f(N) = MN = L(f(M) = f(N)) = T =
M = N).
— On montre que les 3 assertions sont équivalentes. Si G vérifie (i), on a f(G) = K ; d’apres
(*) on a alors f(M) = f(G) + oMC = oMC pour tout M € &, donc (iii) est vérifié. Il est
clair que (iii) = (ii). Enfin, si G vérifie (ii), on a d’aprés (*) : f(G) = f(Mo) + cGMy =
UMozi +oGMy = 6>

— On montre lexistence de G. Soit A € & quelconque; alors pour le vecteur % f(A) e E
il existe G € & tel que AG' = L f(A). En utilisant (*), il vient : £(G) = f(A) + 0GA =

azﬁ—koazﬁ.

— On montre 'unicité de G. Si G’ est un autre point de & vérifiant (i), on a f(G) =
f(G"), dott G = G’ par injectivité de f.

—
0

o

DEFINITION. Sous les hypothéses du théoréme précédent, le point G est appelé le barycentre du
systeme de points pondérés (A;, @;)i1<i<n. On le note :
G =Bar(4; ai)i<icn  ou G =Bar(4han i),

Homogénéité du barycentre. Il est clair que, pour tout A € R*, Bar(A4;, Aa;)1<i<n = Bar(A;, ;) 1<i<n-

Donc, quitte & multiplier chaque poids par L, on peut toujours supposer que o = 1.

o?

Un cas particulier important est celui ol les masses sont toutes égales. Par homogénéité, on peut
les prendre égales a 1. La somme des masses est n # 0, ce qui autorise la définition suivante.

b) DEFINITION. Soient Aj,..., A, des points de &. Le barycentre G = Bar(4;,1)1<i<, est
appelé Iisobarycentre du n-uplet (Ai,..., A,). Il est défini par :

R N
VMe&, MG=—-> MA, |, ou encore > GA; =0

ni=1 i=1
Comme Bar(A4;,1)1<i<n = Bar(A;), 1)1<i<n pour toute permutation s de {1,2,...,n}, on peut
parler de 'isobarycentre des points Ay, Ao, ..., A,, indépendamment de ’ordre des points.

L’isobarycentre de 2 points de & s’appelle leur milieu. Si A, B sont deux points de &,
[ milieude (A,B)] <= [[A+B=10 ] < [Al =IB]

e La propriété suivante, évidente mais précieuse sur le plan pratique, indique que 'on peut re-
grouper les points par paquets, et que le barycentre global est alors le barycentre des barycentres
partiels, affectés des sommes partielles des masses correspondantes.

c) PROPOSITION (associativité du barycentre). Soit &/ = (A;, a;)1<i<n une famille finie de
points pondérés de masse totale y ;" | oy non-nulle. Notons G son barycentre. On suppose que,
pour un entier 1 < p < n, on ait Y  a; # 0, et on consideére le barycentre partiel G' =

Bar (Al’ Az, ... ‘3;’) Alors :

ai, ag, ..
G:Bar(Al,... AP7AP+17 An) :Bar( G/, Aerl,--. An)

a1, ... Qp, Qpyl ... Qp aj+t-Fap, aptl ... Qp
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—_— n
()&i)GG/ + Z OLZ‘@ ]
1 i=p+1

n — ' — n
Prewve. 0 = Z a;GA; = > a;GA; + Z
i=1 =p+1 i

GA; = (

M=

* Ezemple d’application. Dans & supposé de dimension > 2, soient A, B,C trois points
non alignés, et A’, B’,C’ les milieux respectifs de (B, C), (C, A), (4, B). Par associativité,

lisobarycentre du triangle (A, B,C) est G = Bar (‘? ?7 16) = Bar (C; 10), de sorte que

? e . R ) )

CG =2GC", dou G € (CC"). De méme G € (AA’) et G € (BB'). On a prouvé : les trois
médianes d’un triangle se coupent en I'isobarycentre (ou centre de gravité) du triangle, situé
au tiers de chacune d’elles a partir du coté.

* FEzercice d’application. De la méme fagon, montrer que, dans & supposé de dimension
> 3, pour A, B,C, D quatre points non coplanaires, les 3 droites passant par le milieu d’une
des 6 arétes du tétraedre et le milieu de I'aréte opposée se coupent en l'isobarycentre G
du tétragdre. Montrer que G est aussi le point de concourrance des quatre droites joignant
chaque sommet au centre de gravité du triangle opposé.

e On donne maintenant une caractérisation en termes de barycentre de la notion de sous-espace
affine, exprimant qu’un sous-espace affine est une partie stable par barycentre.

d) PROPOSITION. Soit .# une partie non-vide de &. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) .# est un sous-espace affine de & ;
(ii) le barycentre de toute famille finie de points pondérés de .F appartient encore a F .
Preuve. Supposons (i). Notons F le sous-espace vectoriel directeur de .#. Soit (A4;, o;)1<i<n

une famille finie de points pondérés dans .Z telle que 0 = a1 + - - - + a, # 0. Le barycentre
G des (4;,a;) vérifie M(i’ =1 Zl 1 a;MA; pour tout M € &. Sl Me %,ona MA;, € F
pour tout 1 <i<n.Donc M (i’ etant combinaison linéaire des M A“ ona M (3 € F. Comme
M € Z, ceci implique que G € %

Supposons (ii). Choisissons A € .Z. Il s’agit de montrer que F' := {AM M € Z} est un sous-

espace vectoriel de E. Pour cela, considérons AM ﬁ € F quelconques, avec M, N € .% | et
a, f € R. Soit G le barycentre de (4, M, N) aﬁectes des coefficients (1 —a— 8, «, ). D’apres
) N .. P PP ? Ry W . ?
Ihypothese (i), G € #. Par définition du barycentre, AG = aAM + BAN. Mais AG € F
puisque G € %. On a ainsi vérifié que : «AM + SAN € F, ce qui prouve que F' est un
sous-espace vectoriel de E, et donc que % est un sous-espace afﬁne de &. O

e On termine par une formulation en termes de barycentre de la notion de base affine.
PROPOSITION. Soit Z = (Ao, A1,...,Ap) une famille affinement libre de points de &. Soit .F

le sous-espace affine de & engendré par Z . Alors :

p
vYMeF, 3! (CV(), af, ... ,(lp) € Rp+17 Z a;=1 et M= Bar(Ai, ai)ggigp.
=0

Preuve. Comme on ’avuen 7.1.4, 2 est une base affine de ., et X = {AoAl, AgAs, ..., AgA,}
est une base du sous-espace vectoriel F' de F directeur de .%. Soit M € .%. Donc AOM eF.
Soient (o, ...,ap) les composantes de Ao—]\>4 dans la base X. Soit g =1—>"" | ;. On a
m =>", aiAO—A: et Y7 oo = 1. L'unicité des a; résulte de la liberté de X. O

La base affine 2" de .# est parfois appelé un repére barycentrique de .7, et les réels (ag, a1, . . ., o)

sont appelés les coordonnées barycentriques du point M de % relativement & 2.

Par exemple, Iisobarycentre G d’un triangle (A, B, C') a pour coordonnées barycentriques (%, %, %)

dans la famille affinement libre (A, B, C'). De nombreux exercices de géométrie affine se résolvent

d’autant plus simplement que l'on choisit un repere barycentrique bien adapté au probléme.
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7.1.8 Cas particulier des espaces affines euclidiens.

On étudie dans cette derniere section des espaces affines qui sont munis d’une structure supplémentaire,
a savoir une structure euclidienne. Ce sont donc des espaces affines dans lesquels tout ce que ’on
vient d’étudier a du sens et s’applique, mais dans lesquels, en plus, on a des notions de distance,
d’orthogonalité, d’angles,... qui n’auraient pas de sens dans le cas général car se déduisent de la
structure euclidienne que 1’on rajoute en plus.

a) NOTION D’ESPACE AFFINE EUCLIDIEN. On appelle espace affine euclidien tout espace affine
& sur R dont ’espace vectoriel directeur E est euclidien, c¢’est-a-dire muni d’un produit scalaire
(voir 2.1.1.c) et de dimension finie. On note | - || la norme et - le produit scalaire.
En particulier & est, comme F, de dimension finie. On notera n = dim & = dim E. On supposera
dans la suite n > 2.
Pour tous points A, B dans &, on appelle distance de A & B le réel positif :

d(A,B) = ||ﬁH eRy; on note aussi : AB = d(4, B).
On déduit des propriétés de la norme (voir (voir 2.1.1.d et f) que, pour tous points A, B,C € & :

d(A,B) = d(B,4), d(A,B)=0s A=DB, d(A,C)<dA, B)+dB,C).

L’existence d’une distance dans &, associée au produit scalaire dans F, permet de considérer de
fagon naturelle, entre autres :

e Propriété de Pythagore (voir exercice 2 de 2.1.5) si ELJ@, alors BC? = AB? + AC?
Le triangle (ABC) est alors dit rectangle en A. Le c6té [BC] est ’hypothénuse.

e Repeére orthogonal ou orthonormé. Soit #Z = (0,%) un repere cartésien de &. On dit que
X est un repere orthogonal (resp. orthonormal) lorsque la base 4 de E est orthogonale (resp.
orthonormale) au sens de (voir 2.1.2.c).

e Sous-espaces affines orthogonaux. Soient % et s deux sous-espaces affines de &, de sous-
espaces vectoriels directeurs respectifs F' et H dans E. On dit que .# et 4 sont orthogonaux
lorsque F' et H le sont (tout vecteur de F' est orthogonal a tout vecteur de H.)

o Vecteur normal a un hyperplan affine. Soit Z = (0, %) un repere orthonormé de &. Soit
un hyperplan de &. On considére une équation de # p/r a Z :
a1x1 + -+ + apy + anp1 =0, avec (ai,...,a,) non-nul dans R" et a, 41 € R.

On appelle vecteur normal a € tout vecteur normal a '’hyperplan vectoriel H directeur de 52,
c’est-a-dire tout vecteur dirigeant la droite H, c’est-a-dire encore (voir exercice 3 de 2.1.5) tout
vecteur non-nul colinéaire au vecteur 7 de composantes (aq,...,a,) dans la base & de E.

b) DISTANCE ENTRE UN POINT ET UN SOUS-ESPACE AFFINE

e Définition. Soit # un sous-espace affine de & et soit A un point de &. On appelle distance de
A a7 leréel positif :  d(A, #) = infpcs d(A, M). En particulier: A€ .#F < d(A,.7)=0.
e Proposition. Soit % un sous-espace affine. de &, de sous-espace vectoriel directeur F. Soit A
un point de &. Il existe un unique point A" de .F tel que d(A, F) = d(A, A"). Ce point A" est le
point d’intersection de .F avec le sous-espace affine passant par A et dirigé par F*.

A’ est appelé le projeté orthogonal de A sur .%.
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Preuve Comme F et F* sont supplémentaires orthogonaux dans E (voir 2.1.2.b), I'intersec-
tion de .Z avec le sous-espace affine de & passant par A et dirigé par F- est un singleton.
— —— —
Notons-le {A'}. Ainsi A’ € F et AA’ € F+ Pour tout M € #, A’M € F d'ou AA". A'M = 0.
Des lors, avec la propriété de Pythagore : (AM)? = (AA’)2+(A'M)? > (AA)2 et AM = AA’
si et seulement si A’M =0, ie. M = A’. Ceci prouve que AA’ = inf{AM; M € F}. O

e Corollaire. (Calcul explicite dans le cas d’un hyperplan)

Soit % un repére orthonormé de &. Soit A € & quelconque, de coordonnées (aq,...,q,) par
rapport a %. Soit 7€ un hyperplan de & d’équation cartésienne a1xi + -+ + apxp + apy1 = 0
par rapporta %Z, avec (a1, ...,ay) non-nul dans R™. Alors :

_ Jaroa+-tanantant]
d(A, ) = S
Vaitotag

Preuve Notons A’ le projeté orthogonal de A sur % et (B1,...,08,) ses coordonnées par
rapport Z. On sait que ﬁ(al, ...,an) est normal & 5, et A’ vérifie par définition A’ €
et AA” est colinéaire & 77. 11 existe donc A € R tel que AA” = A7/. D’aprés la proposition
précédente, d(A, #) = AA' = |\ x ||, avec ||| = /a2 + - - - + a2.

—
D’une part A’ € #, donc : a181 + - - + apfBy + ani1 = 0. D’autre part AA” = A7, donc :
(B1—a1,...,Bn—an) = XNay,...,an). Dot : aj(ag+Aay)+- -+ an(an+Aan) +anys =0,

ou encore : A = —alaﬁé;:‘_’_’fa"ja"“. Ce qui prouve le résultat voulu. O
1 n

Figure Figure

» Sidim& =2, # = P d’équation ax + by + ¢ = 0; 7 (a,b) normal;
) lace + b8 + ¢
siAla,B) € &, alors : d(A, D) = ——————.

(a, 9) (.9 =

» Sidim& =3, # = & d’équation ax + by + cz +d =0; ﬁ)(a,b, ¢) normal ;
_Jaa+ b8 + ey +d|

si Ao, B,7) € &, alors :  d(A, P) = JEiR L

¢) HYPERPLAN MEDIATEUR R
e Lemme. Soient ¥ € E non-nul, O € &, X € R. Alors 'ensemble # = {M € &, T.0M = A}
est un hyperplan affine de &, et o est un vecteur normal a .

Preuve On choisit une base orthonormale % de E. On considere le reprére orthonormal
Z = (0,8). Soit (ay,...,an) les composantes de U par rapport & Z. Pour tout point
M € & de coordonnées (z1,...,z,) par rapport & %, on a : 70—1\>/I = A si et seulement si
a1x1 + -+ apx, = A, d’ou le résultat. O
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o Théoréme et définition. Soient A, B deux points distincts de &. Alors :

(i) L’ensemble # = {M € &; d(A, M) = d(B, M)} des points équidistants de A et B est un
hyperplan affine de &, appelé I’hyperplan médiateur de (A, B)

(ii) 2 est I’hyperplan affine passant par le milieu I de (A, B) est dirigé par I’hyperplan
vectoriel H = A+ de E, ot A est la droite vectorielle de E dirigée par AB.

Preuve M € J si et seulement si AM? = BM? ; or AM? — BM? = AM AM — BM.BM =
AM.AM — (AM — ﬁ)(AM - ﬁ) = fﬁ.ﬁJrZ@.AM. Ainsi M € S si et seulement
si ﬁm = %ABQ, d’ou le résultat en appliquant le lemme précédent avec v = E #+ @
et \=1AB2cR,. 0

Figure Figure

dim & = 2 : médiatrice & = 3 : plan médiateur

d) SPHERES

e DEFINITION. Soient O € & et r € R,. La sphére de centre O et de rayon r est :
SO,r)={M e &;dO,M) =r}.

Dans le cas ou dim & = 2, S(O,r) est appelé cercle de centre O et de rayon r, noté C(O,r).

e THEOREME FONDAMENTAL. Soit (Ao, A1,...,A,) une famille de (n + 1) points affinement
libre dans &. 1l existe une unique spheére de & passant par Ay, A1,...,A,, dont le centre est le
point d’intersection des hyperplans médiateurs des bipoints (A;, A;), 1 <i# j <n.

Preuve Rappelons que n est ici la dimension de &. Pour tout 1 < ¢ < n, notons :
- G ={M € &; d(Ag, M) = d(A;, M)} I'hyperplan médiateur de (Ao, 4;),

— H,; 'hyperplan vectoriel de E directeur de 7,

— nl= AO—AZ qui est normal & 7, d’apres 1.4.b.

Par hypothese, la famille .4 = {n_1> Yo ,n_n>} est libre dans F (donc est base de E). Fixons
un repere orthonormal Z = (0, %) de &, et notons (a; 1, ...,a;,) € R™ les composantes de
7} dans 2. On sait qu’alors il existe a;n+1 € R telle qu'une équation de % dans Z soit
(e;) : aj1®1+ -+ ainTy + ajnt1 =0, et ceci pour tout 1 <4 < n. Posons :

F ={M € &;d(Ay, M) =d(A1, M) =...=d(A,, M)} =, <;<, .

Il est clair que # est l'intersection des hyperplans médiateurs de tous les bipoints (A;, A4;),
1<i#j<n.Soit M € &, soit (z1,...,x,) ses coordonnées dans le repere Z. Alors M € .Z
ssi (z1,...,%,) est solution du systeéme linéaire (X) formé par les n équations & n inconnues
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(e1),...,(en). D’apres ce qui précede, la matrice de (¥) n’est autre que la transposée de la
matrice de la base .4 dans la base Z. Elle est donc inversible, d’ou (X) systeme de Cramer

et .Z est un singleton {O}. Ainsi d(Ap, O) = d(A1,0) = ... =d(4,,0), et en notant r cette
valeur commune et . la sphere de centre O et de rayon r, on a bien A; € % pour tout
0<i<n.

e Montrons maintenant 1'unicité. Soit .’ une sphére de centre O’ et de rayon r’ passant
par Ag, A1,...A,. En particulier, d(Ao,0’) = d(A4;,0’") = ' pour tout 1 < i < n, ce qui
prouve que O’ € J# pour tout 1 < ¢ < n, c’est-a-dire O’ € .Z. D’apres 'étape précédente,
on conclut O = O. Des lors, ' = d(A4y, O’) = d(Ap, O) = r, d’ou finalement . = .. O

e Corollaire. (Cas de la dimension 2 : cocyclicité) On suppose dim & = 2. Soient A, B, C' trois
points non alignés de &.

(i) les médiatrices de (A, B), (B,C) et (C, A) sont concourantes en un point O.

(ii) II existe un unique cercle passant par A, B,C, dit cercle circonscrit au triangle (ABC');
son centre est O.

Figure
Des points du plan & étant dits
cocycliques s’il appartiennent a un
méme cercle, le corollaire ci-dessus
exprime que trois points non-alignés
du plan sont toujours cocycliques.

e Corollaire. (Cas de dimension 3). Si dim& = 3, par quatre points non coplanaires il passe
une unique sphére, dont le centre est 'intersection des plans médiateurs des cotés du tétraedre.

7.1.9 Exercices

EXERCICE 1. Soit & un espace affine euclidien de dimension n > 2. On fixe un réel a > 0.
On considere dans & trois points distincts non alignés A, B, C tels que AB = 3a, AC = 4a
et BC = 5a. On note v I'application & — R définie par ¢(M) = —5M A% + 4M B? + 3M C?
pour tout M € &.

a) Soit G le barycentre de {(4, —5),(B,4),(C,3)}. Exprimer les coordonnées de G dans le
repere orthogonal (A; E,ﬁ) du plan (ABC). En déduire la valeur de ¢(G) en fonction
de a, puis pour tout point M € & V'expression de ¢(M) en fonction de a et de MG.

b) Déterminer pour tout k € R I'ensemble Sy, des points M € & vérifiant (M) = ka®.

EXERCICE 2. Soit & un espace affine de dimension 3 sur R. On fixe quatre points non
coplanaires A, B,C, D dans &. On note Z le repere cartésien (A; 1@7 E, /ﬁ) de &. On
introduit les points : E le barycentre de {(4, 1), (B,a)}, F le barycentre de {(B,1),(C,b)},
G le barycentre de {(C,1),(D,c)} et H le barycentre de {(D,1),(A,d)}, ou a,b,c,d € R
différents de —1.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a,b,c,d pour que les quatre
points E, F, G, H soient coplanaires.

b) Expliciter une équation cartésienne par rapport a # de chacun des plans (ECD), (FDA),
(GAB) et (HBC). En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur a, b, ¢, d pour
que ces quatre plans aient un point commun.
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EXERCICE 3. Soit & un espace affine euclidien de dimension 2. On fixe un repere orthonormé
Z de & (toutes les coordonnées considérées sont par rapport & ce repére). On consideére trois
réels b > 0, ¢ > 0 et k # —1, ainsi que les points B(b,0) et C(0,¢). On note M le barycentre
de {(B,1),(C,k)}.

a) Calculer les coordonnées de M et la distance OM en fonction de b, ¢, k.

b) Déterminer la valeur de k et de OM : (i) lorsque (OM) est la médiane issue de O du
triangle (OBC), (ii) lorsque (OM) est la hauteur issue de O du triangle (OBC), (iii) lorsque
(OM) est la bissectrice intérieure issue de O du triangle (OBC).

c) Calculer les coordonnées des points E et D tels que (BCDE) soit un carré (attention, il
y a plusieurs solutions).

d) Soient N et P les projetés orthogonaux de M sur les (OB) et (OC) respectivement.
Exprimer laire & du rectangle (ONMP) en fonction de b, ¢, k; pour quelle valeur de k
est-elle maximale ?

EXERCICE 4. Soient A, B, C trois points non aligné d’un plan affine &, et a, b, ¢ trois réels
tels que a+b# 0, b+ c# 0 et a+ ¢ # 0. On considere : A’ le barycentre de {(B,b), (C,c)},
B’ le barycentre de {(A,a), (C,c)} et C’ le barycentre de {(A4,a), (B,b)}.

a) Soient a, 3, vy trois réels de somme non-nulle, et M le barycentre de {(A4, ), (B, §), (C,v)}.
Montrer que M € (AA’) si et seulement si ¢ = by.

b) Montrer que : (i) si a + b+ ¢ # 0, alors les trois droites (AA’), (BB') et (CC’) sont
concourantes; (ii) si a + b + ¢ = 0, alors les trois droites (AA’), (BB’) et (CC") sont
paralleles.

EXERCICE 5. Soit & un espace affine euclidien de dimension 3. On fixe un repére orthonormé
Z de & (toutes les coordonnées de points et équations de sous-espaces considérées sont par
rapport a ce repere). On fixe a € R, a # 0. On consideére les quatre plans %, pour 1 < i <4,
d’équations respectives :

Fr:x+y+z2=3a Fo:x—y+z=T7a F3:x+y—z=a Fy: —x+y+z=a.
a) Montrer que %5 N %3 N %, est un singleton {A} et déterminer les coordonnées de A.
Déterminer de méme % N.F#3N.%y = {B}, 71N P N.Fy ={C} et 53N FoNF3={D}.
Montrer que A, B, C, D ne sont pas coplanaires.

b) Déterminer une équation de chacun des trois plans 2, 5, ", plans médiateurs res-

pectifs des bipoints (A, B), (4,C) et (A, D). Déterminer le centre €2 et le rayon de la sphére
circonscrite au tétraedre ABCD.

c) On note A’ le projeté orthogonal de A sur .%;. Donner une représentation paramétrique de
la droite (AA’) et montrer qu’elle passe par €2 ; déterminer les coordonnées de A’ et calculer
la distance d(€2, %). Calculer de méme d(2, %;) pour i = 2,3, 4.

d) Déterminer 'isobarycentre des points A, B,C, D.

EXERCICE 6. Soit ABC un triangle d'un plan affine &. On fixe un réel p € [07 %] et on

considere les points A’, B’, C" de & définis par H = pzﬁ, ﬂ = pB?’ et C—Bb = pC'—/>1. Les
droites (AA’) et (BB') se coupent en un point K, les droites (BB’) et (CC”) en un point I,
les droites (AA’) et (CC”) en un point J. Le but de lexercice est de comparer les aires des
triangles IJK et ABC.

a) Ecrire les points A’, B, C’ comme barycentres des points A, B, C'. Montrer que le point
I est barycentre de A, B, C affectés des coefficients respectifs p, % et 1 — p. Exprimer de
méme J et K comme des barycentres de A, B, C'.
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b) Montrer que I est le barycentre des deux points C' et J affectés des coefficients respectifs
1 —2p et p. Exprimer de méme J comme barycentre de A et K, et K comme barycentre de
BetI.

c) On note o, o), oy, o5, oy, s, s, o7 les aires respectives des triangles ABC, ABJ, AJI,
IJK, BJK, BCK, CIK et ACI. Montrer que /o = 1J/CI = (o5 + oy) /(s + o).
En posant A\ = IJ/C1I, écrire quatre autres égalités du méme type pour en déduire 73/ .o

en fonction de A. Vérifier que A = % et conclure que : Aire (IJK)/Aire (ABC) = Ig_jﬁ)i.

Que devient ce rapport lorsque p =07 p = % Tp= % ?

7.2 Applications affines

7.2.1 Notion d’application affine

Bien que le contenu de cette section puisse étre dans sa presque totalité rédigé pour des
applications affines d’un espace affine & vers un espace affine .%, on se limite, en vue des
applications concretes qui sont celles du programme de ce cours, au cas ou ’espace d’arrivée
F est le méme que 'espace de départ &.

On se fixe pour toute la suite un espace affine & sur R, d’espace vectoriel associé F.

a) DEFINITION. Une application ¢ : & — & est une application affine, ou un endomorphisme
affine, lorsqu’il existe une application linéaire f : E — FE, dite associée a ¢, telle que :

SO(A)@(B; = f(ﬁ) pour tous A,B € &

Le théoreme fondamental suivant, tres utile dans la pratique, exprime qu’'une application affine
est entierement déterminée par son application linéaire associée et par I'image d’un point.

b) THEOREME. Soient A et B deux points de &, et f une application linéaire E — E. Alors il
existe une unique application affine ¢ : & — & telle que p(A) = B et telle que f soit ’application
linéaire associée a .

Preuve. Montrons d’abord 'unicité ; Pour cela, soit ¢ : & — & affine d’application linéaire

associée f et telle que ¢(A) = B. Pour tout M € &, on a : Bo(M) = p(A)p(M) = f(m),
ce qui définit de fagon unique p(M) pour tout M € &. D’ou 'unicité de .

Réciproquement, définissons ¢ : & — & en définissant, pour tout M € &, ¢(M) comme le
poi_)nt de & tel que Bgo(M; = f(m) 11 en résulte en particulier que Bp(A) = f(ﬂ) =
f(0)= 0, ce qui implique p(A) = B. D’autre part, pour tous M, N € &, on a :
— —
P(M)(N) = Bo(N) — Bo(M) = f(AN) - f(AM) = (AN — AM) = f(MN),

Ceci prouve que ¢ est affine, d’application linéaire associée f. O

c) EXEMPLES. Les translations, les homothéties, les projections, les symétries, sont des endo-
morphismes affines, que 'on détaillera dans les paragraphes suivants. Si de plus 'espace affine
& est supposé euclidien, on voit apparaitre parmi les endomorphismes affines tous les types
d’isométries (rotations,...) ou de similitudes.

Avant de développer géométriquement certains de ces exemples, on donne une série de propriétés
générales des applications affines, qui ne découlent en fait que de la définition.

d) ProPOSITION (Conservation des sous-espaces affines). Soit ¢ : & — & une application affine
d’application linéaire asssociée f : E — FE.
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(i) Soit S un sous-espace affine de & dirigé par le sous-espace vectoriel H de E.
Alors p(A) est un sous-espace affine de &, dirigé par le sous-espace vectoriel f(H) de E.

(ii) Soit A" un sous-espace affine de & dirigé par le sous-espace vectoriel H' de E.
Si o= Y(#") # 0, alors ¢~ (#") est un sous-espace affine de &, dirigé par le sous-espace
vectoriel f~1(H') de E.

Preuve. Soient A € 5 C &, et B = p(A) € (). Pour tout M € &, on a :
[M € p(A)] & BN eH, M=pN)
— s
o AN e, BM = p(A)p(N)| < 3N € o, BM = f(AN)],

Ce qui, comme A € 7 et S dirigé par H, équivaut a 'existence de U € H tel que
BM = f(). Ceci prouve que ensemble {BM ; M € ¢()} est égal & f(H), qui est un
sous-espace vectoriel de E (car image directe d’un sous-espace vectoriel par une application
linéaire). Le point (i) est démontré.

Pour (ii), supposons qu'il existe A € ¢~ !(5#”). Donc p(A) € #'. Pour tout M € &, on
a: M e @ YA si et seulement si p(M) € H#', ce qui équivaut a @(A)cp(M; € H' car
w(A) € ' et S dirigé par H’._};Zn résumé, M € o (') si et seulement si f(AM) €
H'. On déduit que I'ensemble {AM ; M € o= 1(#")} est égal & f~L1(H'), qui est un sous-
espace vectoriel de E' comme image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application
linéaire. O

e) COROLLAIRE (Conservation du parallélisme). Soit ¢ : & — & une application affine, et
JA, 7 deux sous-espaces affines de &. Si 74 et 5 sont paralléles, alors () et p(7#43) sont
paralléles.

Preuve. Si 74 et % sont paralleles, on a H; = Hs dans E. Donc f(H;) = f(Hs). Or f(H;y)
est le sous-espace vectoriel directeur de ¢(74), et f(Hsz) celui de ¢(43). Dot ¢(S7) et
() paralleles. O

f) COROLLAIRE. (Conservation de l'alignement). Soit ¢ : & — & une application affine. Quels
que soient A, B, C' trois points distincts alignés dans &, les points ¢(A), p(B), ¢(C) sont alignés
ou confondus dans & .

Preuve. Si ﬁ — MB avec A e R, A # 0, # 1, alors f(m) = )\f(xﬁ), et donc go(A)go(C; =

Ap(A)p(B), ce qui prouve le résultat voulu. O

En particulier une bijection affine transforme trois points alignés en trois points alignés. On peut
montrer par ailleurs (on ne le fera pas ici) que réciproquement, une bijection ¢ : & — & qui
conserve l'alignement est nécessairement affine.

g) PROPOSITION (Conservation des barycentres). Une application ¢ : & — & est affine si et
seulement si elle vérifie la propriété suivante : pour toute famille (A;, a;)1<i<pn de points pondérés
de & admettant un barycentre G, le point ¢(G) est le barycentre de la famille (¢(A;), ) 1<i<n.-

Preuve. Supposons ¢ affine et notons f : E — FE D'application linéaire associée a . Soit
(A;, @i)1<i<n est une famille de points pondérés de & avec 0 = a3 + -+ + a,, # 0, et
o n
soit G son barycentre. Pour tout M € &, on a : MG = 13" a;MA; donc : f(M(?) =
n A n A N T n
FESE aMA) = LY o f(MA;), Cest-a-dire : p(M)p(G) = 230, aiap(M)go(Ai;.
Donc ¢(G) est bien le barycentre de la famille image.
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Réciproquement supposons que ¢ conserve les barycentres. Fixons A un point de &. Pour
tout @ € E, il existe M € & unique tel que AM = . Posons alors f(U) = @(A)@(M;. On
définit ainsi une application f : F — F'; il s’agit de montrer qu’elle est linéaire.

ey
Soient donc W,V € E, \,u € R. Il existe M,N € & tels que ¥ = AM et ¥ = ﬁ En
appliquant 'hypothese que ¢ conserve les barycentres, on peut considérer :

G = Bar (1_’3’_% Af ]:) et ¢(G) =Bar (ﬁ()\A—)/ZL, %0(/1\&1)’ sa(pfb\’))

D’une part ﬁ =(1-X- ,u)ﬂ + )\m + uﬁ = \U + ,u?, ce qui implique par définition
de f que : fAU +p¥) = (A)(p(G;. D’autre part, (A)p(G) = (1 — X — p) <p(A)g0(A; +
Ao(A)p(M) + po(A)p(N) = M(W) + uf(T). On a ainsi vérifié que f(ANT + p?) =
M () + uf (7). O

h) REMARQUE. La détermination et I’étude géométrique concrete des applications affines passe
souvent par la détermination de leurs points fixes. Avant de le voir sur des exemples, donnons
quelques résultats généraux qui découlent simplement de la définition. Pour toute application
p: & — &, on note :

Fixo={M e &; o(M) = M}.
Par ailleurs, pour toute application linéaire f : E — FE, on considere le sous-espace propre
associé a la valeur propre 1 :

Fix f = Ker(f —idg) = {W € E; f(4) =}

i) PROPOSITION (Points fixes d’'une application affine). Soit ¢ : & — & une application affine,
d’application linéaire associée f. Alors :

— ou bien ¢ n’admet aucun point fixe,

— ou bien Fix ¢ est un sous-espace affine de & dont le sous-espace vectoriel directeur est Fix f.

Preuve. Supposons Fix ¢ # (). Considérons un point A € & tel que p(A) = A. Pour tout
Me &, ona:

M= o(M) & Ap(M) =AM & o(Ap(M) = AM < f(AM) = AM.

—
En d’autres termes, M € Fix ¢ si et seulement si AM € Fix f, ce qui prouve que € Fix ¢ est
le sous-espace affine de & passant par A et dirigé par Fix f. O

On termine cette section par un résultat exprimant que, lorsque & est de dimension finie (ce qui
sera toujours le cas dans la pratique), il suffit, pour connaitre une application affine, de connaitre
les images d’un nombre fini de points formant une base affine de &.

j) PROPOSITION (Détermination d’une application affine). L’espace affine & étant supposé de
dimension finie, une application affine ¢ : & — & est déterminée (entiérement et de fagon
unique) par 'image d’un repére de &, c¢’est-a-dire par I'image d’une base affine de & .

Preuve. Soit Z = (O, %) un repere de &. Notons B = (e7,...,&,) qui est une base de E.
Reprenons les observations faites & la section 4. Pour tout 1 < ¢ < n, notons A; I'unique

—
point de & tel que OA; = €. Notons 2" la famille de n+ 1 points 2" = {0, A1, As, ..., An}.
Comme & = {OA;,0As,...,0A,} est une base de E, 2 est une base affine de &.

Ceci étant, soit % = {By, By, Ba, .. ., B } une famille de n+1 points de &. On peut construire

la famille de n vecteurs 4 = {BoB1, ByBa, ..., ByB,} de E. D’aprés un résultat bien connu
d’algebre linéaire, il existe une unique application linéaire f : E — F telle que, pour tout
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P SR
1<i<n,onait: f(OA;) = ByB;. En appliquant le théoréme du début de cette section, on
peut considérer 'unique application affine ¢ : & — & dont ’application linéaire associée est
£, et telle que o(O) = By. Pour tout 1 < i < n, on a : Byp(A;) = 0(0)p(A;) = f(OA))

—
BoBi ; d’ou QO(AZ) = Bz

oo

A titre d’exemples de conséquences pratiques de cet énoncé, citons :

(1) Deux applications affines qui coincident en deux points distincts A et B [respectivement en
trois points non alignés A, B, C|] coincident en tout point de la droite (AB) [respectivement
du plan (ABC)].

(2) Une application affine qui fixe 3 points non alignés dans l’espace & de dimension 2 [res-
pectivement 4 points non coplanaires dans ’espace & de dimension 3| est égale a id.

7.2.2 Applications affines bijectives, groupe affine

& est toujours un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé E. On commence par deux
résultats élémentaires, mais fondamentaux.

a) LEMME (Composée de deux applications affines). Soient p,1 : & — & deux applications
affines d’applications linéaires asssociées respectives f,qg: E — E. Alors ¢ o ¢ est affine d’appli-
cation linéaire associée g o f.

Preuve. Pour tous A, B € &, on a : ¥(0(A))h(p(B)) = g(p(A)p(B)) = g(f(zﬁ)) O

b) LEMME. (Bijectivité d’une application affine). Soit ¢ : & — & affine d’application linéaire
asssociée f : E — E. Alors :
p Injective < f injective,  surjective < f surjective, ¢ bijective < f bijective.

Preuve. Supposons [ injective. Soient A, B € & tels que p(A) = p(B). Alors ﬁ = cp(A)ga(A; =
w(A)p(B) = f(zﬁ) Dot AB = T cest-adire A = B. Supposons réciproquement que ¢
est injective. Soit @ € Ker f. Soit A € & et M 'unique point de & tel que /TM = . Donc
T = f() = f(m) = @(A)@(M;. Dol ¢(A) = p(M) et donc A= M et @ = AM = 0.
Le reste de la preuve est clair et laissé en exercice. O

c) COROLLAIRE. Soit ¢ : & — & affine, d’application linéaire asssociée f : E — E. Alors :

(i) ¢ est bijective si et seulement si elle transforme une base affine de & en une base affine de &.

1

(ii) Si ¢ est bijective, alors sa réciproque ¢~ ' est affine d’application linéaire associée f~*.

Preuve. Le point (i) découle du lemme b) ci-dessus et de la proposition 7.2.1.j. Pour (ii),
considérons M, N € & quelconques. Par bijectivité de ¢, il existe A, B € & uniques tels

que p(A) = M et ¢(B) = N. Donc MN = @(A)(p(Bj = f(@) puisque ¢ est affine. Donc
R

AB = ffl(MNz) puisque f est bijective d’aprés le lemme b). On déduit ¢~} (M)~ }(N) =

JH(MN). O

d) DEFINITION ET PROPOSITION. Une application affine & — & qui est bijective est appelée un
automorphisme affine de &. L’ensemble des automorphismes affines de & est un groupe pour la
loi de composition, appelé groupe affine de &, et noté GA(&).
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Preuve. GA(&) est un sous-ensemble du groupe des bijections de & sur &, non vide (il
contient idg), stable pour la loi o d’apres le lemme 1, et stable par passage & I'inverse d’aprés
le point (ii) du corollaire. C’est donc un sous-groupe. O

En résumé, ’ GA(&) ={ ¢: & — &; p affine et bijective } est un groupe ‘

e) COMPLEMENT. D’apres le lemme b), la bijectivité de ¢ équivaut & celle de ’'endomor-
phisme vectoriel associé f : ¢ € GA(E) < f € GL(E).

On peut donc considérer I'application ¢ : GA(&) — GL(E) qui, & tout automorphisme affine
w de &, associe son application linéaire associée qui est un automorphisme d’espace vectoriel
de E. D’aprés le lemme a), c’est un morphisme de groupes (si £(¢) = f et £(y)) = g, alors
L(1p o p) = go f). Le théoreme 7.2.1.b montre que £ est surjective. Il reste & déterminer son
noyau, c’est-a-dire I’ensemble des applications affines ¢ : & — & dont ’application linéaire
associée f = l(p) est Papplication identité idg. Or on va précisément voir au début de la
section suivante que les applications affines dont 'application linéaire associée est 'identité
de FE sont exactement les translations de &. Donc, en anticipant sur le début du paragraphe
suivant : Ker{ = { ¢ € GA(&); f =idg} = T(&),le groupe des translations de &.

7.2.3 Homothéties, translations

& est un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé F. Figure

a) DEFINITION. Soit 7 un vecteur de E. On appelle translation
de vecteur @ Dlapplication T & = & qui, a tout point M de

. . 7 . %
&, associe le point M’ défini par MM’ = .

—
M =r3(M) & MM =7

Remarquons que idg = 7.

b) PROPOSITION.
(i) Toute translation de & est une application affine & — &, et son application linéaire associée
est idg.
(ii) Réciproquement, toute application affine & — & dont application linéaire associée est
idg est une translation de &.

Preuve. Soit 7 = 7 ot @ € E. Pour tous A, B € & onat(A)7(B) = T(A)A+z@+BT(B5 =
T +zﬁ +U = zﬁ, ce qui prouve le point (i). Pour (ii), considérons une application affine
¢ : & — & dont application linéaire associée est f = idg. Soit A € & arbitrairement choisi;

posons @ = Ap(A). Pour tout M € &, on a alors Mp(M) = MA + Ap(A) + o(A)p(M). Or
par hypothese, p(A)p(M) = f(m) — AM. On obtient donc Mo(M) = MA + U+ AM =
. On conclut que ¢ = 7.

O

D’apres le lemme 7.2.2.b, on déduit de (i) que toute translation est une bijection de & sur &.
Donc 'ensemble T(&) de toutes les translations de & est inclus dans GA(&). De plus, il résulte
de (ii) que, comme on l'avait annoncé a la fin de 7.2.2.d, T(&) n’est autre que le noyau du
morphisme ¢ : GA(&) — GL(F) qui associe a toute application affine son application linéaire.
En particulier, puisque T(&) = Ker?, T(&) est un sous-groupe de GA(&). Concrétement, la
composée de deux translations, ainsi que la réciproque d’une translation, sont des translations.
On peut préciser que, quels que soient 7, e FE,ona:
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T OTy =Ty 0Ty = To4+v

En effet. Prenons M € & quelconque, et posons :

M =713(M) et M =15 (M') = T?(Tﬁ(M))

Ona MM" = MM' + M'M" = @ + . Ceci prouve
que Ty o Ty = Ty .. Puisque U+7T =7+, ilen

résulte que 79 o T = T4 © T

Par ailleurs, pour tous @ € E et M, M’ € &, on a :
(M'=73(M)) & (MM' =) & (M'M=-1) <
(M =71_3(M))

On retiendra que :

T(&) = {15 ; = E} = Ker{ est un sous-groupe abélien de GA(&)

¢) DEFINITION. Soit A un point de &. Soit A un réel non-nul. On appelle homothétie affine de
centre A et de rapport A I'application ¥4 : & — & qui, a tout M € &, associe I'unique point

—
Yar(M) = M’ défini par : AM' = MM,

—
M =947(M) & AM' = \AM

Dans le cas particulier ot A =1, on a 941 = ide.

Dans le cas particulier ou A = —1, I'homothétie ¥4 _; est
appelée la symétrie centrale de centre A ; elle associe & tout
point M le point M’ tel que A est le milieu de (M, M’).

Figure

A>0

Figure

A0

Figure

d) PROPOSITION.

(i) Toute homothétie )4 y est une application affine, d’application linéaire associée \idg.

(ii) Toute homothétie est une bijection, donc appartient au groupe affine GA(&).

(iii) L’ensemble des points fixes d’une homothétie ¥4 distincte de I'identité (ie. de rapport
différent de 1) est réduit au singleton {A} formé par le centre.

Preuve. Fixons A € & et A € R, et notons ¢ = ¥4 . Pour tous M, N € &, on a 19(M)19(N; =
AD(N)— AD(M = NAN — \AM = AMN, ce qui montre le point (i). Le point (ii) s'en déduit
puisque Aidg est une bijection de E sur E. Enfin, 9(M) = M équivaut & A\AAM = AM, donc

By

A=1)AM = ﬁ, d’ott A = M des lors que A # 1.
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e) DEFINITION. On appelle homothétie-translation tout application affine ¢ : & — & dont
I’application linéaire associée f est de la forme f = Aidg, avec A € R*. Le réel non-nul A
s’appelle le rapport de ’homothétie-translation.

f) THEOREME.

(i) Une homothétie-translation de rapport 1 est une translation. Une homothétie-translation
de rapport A # 1 est une homothétie de rapport A\, dont le centre est uniquement déterminé.

(ii) L’ensemble H(&') des homothéties-translations est un sous-groupe de GA(&), égal a la
réunion du sous-ensemble des homothéties et du sous-groupe T(&) des translations de &.

Preuve. Soit ¢ € GA(&) d’application linéaire associée f = Aidg avec A € R*. On a déja
montré au début de cette section que, si A = 1, alors ¢ est une translation.

Supposons donc maintenant A # 1. Soit B € & fixé, et B’ = ¢(B). Pour tout M € &, on
a_B’;p(MS = o(B)p(M) = f(m) — ABM. En particulier (M) = M si et se_ul>eme£s>i
B'M = ABM, c’est-a-dire avec la relation de Chasles si et seulement si (1 — \)BM = BB'.
Ceci montre que ¢ admet un unique point fixe A, qui est défini par B—1>4 =(1-\"'BB.
Pour tout M € &, on a alors : Ap(M) = p(A)p(M) = f(m) = )\m, ce qui prouve que
¢ est 'homothétie de centre A et de rapport A. Le point (i) est démontré.

Il est clair que {\idg; A € R*} est un sous-groupe de GL(E). Le fait que H(&") soit un sous-
groupe de GA(&) résulte alors du lemme 7.2.2.a. Le point (i) se traduit par le fait que H(&)
est la réunion du sous-groupe T(&") des translations et du sous-ensemble des homothéties. [

Le point (i) du théoréeme se traduit sur le plan pratique par le fait que :

» une application affine ¢ vérifiant (M )p(N j = MN pour tous M, N € & est une translation ;

on trouve son vecteur en prenant un point quelconque A et en considérant le vecteur Ap(A),

» une application affine ¢ pour laquelle il existe A € R*, \ # 1, vérifiant ¢(M)p(N 5 = AMN
pour tous M, N € & est une homothétie de rapport A; on trouve son centre en déterminant son
unique point fixe.

Quant au point (ii) du théoréme, il convient de préciser comment se composent entre eux les
différents éléments de H(&'). C’est ce qu’explicitent les assertions suivantes, dont les preuves
(et les dessins qui les accompagnent!) sont laissés au lecteur a titre d’exercice. On prendra
garde en particulier au fait que la composée de deux homothéties n’est pas forcément une
homothétie (les homothéties ne forment pas un sous-groupe de H(&)).

* composée de deux translations : 74 o Ty = T3,
* composée d’une translation et d’'une homothétie :
Sid=1, 7g o004 =T7g
SiA#1, 74094, =Ypx ou B estle point défini par E =(1- )\)_17
* composée de deux homothéties de méme centre : 945 004 x = VA rx
* composée de deux homothéties non nécessairement de méme centre :
SIAN =1, 04 v odan= T4 a)Ad
SIAN #1, daryvodar="Ypxyv ol B estle point défini par 1@
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7.2.4 Projections, symétries

» Un rappel d’algébre linéaire. Soit E un espace vectoriel. Soient F' et H deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans F, ie. tels que £ = F' H. Tout vecteur U € Ese décompose de
fagon unique en une somme U=7U+uwavec V€ Fet W e H. L’application p : E — E qui, &
tout @ € E ainsi décomposé, associe sa composante U sur F s’appelle la projection (vectorielle)
de E sur F parallelement a H. L’application s : E — FE qui, a tout U € F ainsi décomposé,
associe le vecteur ¥ — W s’appelle la symétrie (vectorielle) par rapport a F' parallelement a H.

E=F®H, Figure
VU ER I VeF,INWeH, U="+0
p()="7, s(W)=7-u

Il est clair que p et s sont des applications linéaires.

Kerp=H, Imp=F, Fixp=F, pop=np,
Ker.S:{H)}, Ims=FE, Fixs=F, sos=idg.

On considere maintenant & un espace affine sur R, d’espace vectoriel associé E.

a) LEMME PRELIMINAIRE. Soient ¥ et 7 deux sous-espaces affines de & dont les sous-espaces
vectoriels directeurs F et H vérifient E = F + H. Alors % N # (.

Preuve. Soient A € .Z et B € #. Comme E = F + H, il existe ¥ € F et & € H tels que
ﬁz?—i—ﬁ. OnaAde Zet € F, donc il existe C' € F tel ueﬁz?. On réécrit
alorszB> :ﬁ—i—w sous la forme :E—B:C@. Ainsi, CB € H avec B € 77, d’ou
C € 2. On conclut que C € % N 7. O

b) THEOREME ET DEFINITION. Soient .7 et 7 deux sous-espaces affines de &. On suppose que
leurs sous-espaces vectoriels directeurs F et H sont supplémentaires dans E. Alors

e
(i) Pour tout point M de &, il existe un unique point M' € .F tels que MM’ appartienne a
H. Ce point M' est le point d’intersection de .% avec le sous-espace affine passant par M

et paralléle a 7. Le point M’ est appelé le projeté de M sur .% parallélement a 7.

(ii) L’application m : & — & qui, & tout point M associe son projeté M’ défini ci-dessus
s’appelle la projection affine sur ¥ parallélement a 7 ; ¢’est une application affine, d’ap-
plication linéaire associée la projection vectorielle p : E — E sur F parallélement a H.

(ili) Ona:mom=m.

(iv) L’ensemble des points fixes de w est Fixm = .Z#.

Preuve. Soit M un point de &. Notons ' le sous-espace affine de & passant par M et
parallele a J#, c’est-a-dire dirigé par H. Comme E = F & H par hypothese, on applique le
lemme préliminaire pour déduire que .# NJ#’ n’est pas vide. C’est donc un sous-espace affine
de sous-espace vectoriel directeur FNH. Or FNH = {0}, donc % N’ est un singleton ;
notons F N ={M'}. Ona M € ' et M' € ', donc MM’ € H.
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Réciproquement, si N est un point de % vérifiant
MN € H,on a N € s (puisque 5 passe par
M et est dirigé par H), d’ou N € F N, et donc
N = M'. Ceci prouve le point (i).

Les points (iii) et (iv) en découlent immédiatement.
Pour (ii), considérons A € %, vérifiant donc w(A) =
A. Soient M € & quelconque, et M’ = w(M).
D’une part M’ € % donc m € F. D’autre part
— —

M]V[’_e)H Ainsi AM = AM'+M'M avec AM’_E)F
et M'M € H, ce qui prouve que AM’ = p(AM),
ie. Am(M :p(M).

Dés lors, pour tous M, N € &, on a : 7(M)x(N) = An(N) — Ax(M) = p(m) —p(m) =
p(AN — F/I) = p(m), ce qui montre (ii) et achéve la preuve. O

Figure

¢) THEOREME ET DEFINITION. Soient .Z et s deux sous-espaces affines de &. On suppose que
leurs sous-espaces vectoriels directeurs F et H sont supplémentaires dans E. Alors

(i)

Pour tout point M de &, il existe un unique point M" € & tels que le projeté M' =
w(M) défini précédemment soit le milieu de (M, M"). Ce point M" est I'unique point

vérifiant M?T(MS = W(M)M//. Le point M’ est appelé le symétrique de M par rapport a
& parallélement a .

L’application o : & — & qui, a tout point M associe son symétrique M" défini ci-dessus
s’appelle la symétrie affine par rapport a % parallelement a 5 ; c’est une application
affine dont ’application linéaire associée est la symétrie vectorielle s : E — E par rapport

a F parallélement a H.
On a : 0 o0 =idg, d’ou il résulte que o est bijective avec 0~! = 0.

L’ensemble des points fixes de o est Fixo = .%.

Preuve. Tout & fait analogue a celle du théoréme précédent ; laissée en exercice. O

Figure

d) QUELQUES REMARQUES.

(1)

Dans le cas particulier out .# est un singleton {A}, alors F' = {ﬁ} et H = FE, donc 7 est
I'application constante qui envoie tout point M de & sur A, et o est la symétrie centrale
de centre A qui envoie tout point M de & sur le point M” tel que A soit le milieu de
(M, M").
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(2) Dans le cas particulier ou .% est l'espace & tout entier, alors F = F et H={0}, donc 7
et o sont égales a 'application identité de & (qui envoie tout point de M sur lui-méme).

(3) Hormis ces cas extrémes, les “vraies” situations que ’on rencontrera feront intervenir en
dimension 2 des symétries par rapport & une droite 2 parallelement & une autre droite 2’
non parallele & Z, et en dimension 3 des symétries par rapport a un plan & parallélement
a une droite Z ou par rapport & une droite & parallelement & un plan & (avec la droite
vectorielle dirigeant 2 non incluse dans le plan vectoriel dirigeant £?). De méme bien sir
pour les projections.

(4) On peut vérifier aisément (la preuve est laissée en exercice) que :
— une application affine ¢ : & — & est une projection si et seulement si p o p = @ ;

— une application affine ¢ : & — & est une symétrie si et seulement si p o p = idg.

7.2.5 Le cas des isométries affines.

On se place maintenant dans le contexte d’un espace affine & qui est euclidien c’est-a-dire
(comme on 'a vu en 7.1.8) dont l’espace vectoriel directeur E est euclidien. On sait que, dans
E, on a une notion d’isométrie vectorielle (voir chapitre 2). On peut alors définir une notion
naturelle d’isométrie affine dans & comme une application affine & — & dont ’application
linéaire associée est une isométrie vectorielle E — FE. La description détaillée que I'on a donnée
en 2.4 des isométries vectorielles en dimension 2 et 3 permet de déduire des résultats comparables
pour les isométries affines. On en donne ci-dessous un bref résumé, sans détailler les preuves.
Ces dernieres sont laissées au lecteur a titre d’exercice et se déduisent des résultats généraux sur
les applications affines vus aux paragrpahes précédents, et de I’étude des isométries vectorielles
en dimension 2 et 3 menée en 2.4.

On fixe donc dans tout ce qui suit un espace affine euclidien &, dont 1’espace vectoriel euclidien
directeur est noté E. On définit a partir de la norme euclidienne sur FE la distance dans & par :

pour tous A, B € &, d(A,B) = HBH ; on note encore d(A4, B) = AB.

a) DEFINITIONS. Une application affine & — & est appelée une isométrie affine de & lorsqu’elle
conserve la distance :

@ isométrie < d(p(A),p(B)) = d(A, B) pour tous A, B € &.

1l est facile de vérifier que @ est une isométrie affine de & si et seulement si son application linéaire
associée f est une isométrie vectorielle de E. Toute isométrie affine est donc une bijection de &
sur &, et les isométries affines forment un sous-groupe de GA(&). On note Is(&) ce groupe.

Is(&) = {¢ € GA(&) ; ¢ conserve la distance} = {¢ € GA(&); f € O(E)}.

On appelle isométrie directe de &, ou déplacement de &, toute isométrie ¢ € Is(&) dont 'appli-
cation linéaire associée f est une isométrie vectorielle directe de E, ie telle que f € OT(E). On
note Is* (&) 'ensemble des déplacements de & ; il est clair que c’est un sous-groupe de Is(&).

De méme, une isométrie ¢ € Is(&) telle que f € O™ (E) s’appelle une isométrie indirecte ou
un antidéplacement de &. Bien str, 'ensemble Is™ (&) des antidéplacements de & n’est pas un
sous-groupe de Is(&).
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b) PREMIERS EXEMPLES.

» Toute translation de & est une isométrie de & .

C’est évident puisque toute translation est affine, d’application linéaire associée idg (voir 7.2.3.b)
et est donc une isométrie directe de &. En particulier, le groupe T(&) des translations de & est
un sous-groupe abélien de Is™(&).

» Toute symétrie affine orthogonale est une isométrie de & .

C’est évident d’apres le point (ii) de 7.2.4.c, et la proposition 2.2.3.c

Le fait que la symétrie affine orthogonale o par rapport a un sous-espace affine .F soit
directe ou indirecte dépend des valeurs de n et dim .# [voir 2.2.3.c].

Dans le cas ou .% est un hyperplan de &, on dit que o4 est une symétrie hyperplane affine ;
les symétries hyperplanes affines sont des antidéplacements.

Dans le cas ou & est un singleton {A}, on dit que o4 est la symétrie centrale de centre A; &
noter que o4 est simplement ’application qui, & tout point M € &, associe le point M" € &
tel que A est le milieu de [M M"].

Figure, exemple en dimension 3

symétrie ortho. p/r & un plan

Figure, exemple en dimension 3

symétrie ortho. p/r & une droite

Figure, exemple en dimension 3

symétrie ortho. p/r & un point

¢) LE GROUPE DES ISOMETRIES AFFINES EN DIMENSION 2.

On suppose ici que 'espace affine euclidien & est de dimension 2 et orienté. En particulier, les
symétries orthogonales par rapport aux droites sont des antidéplacements.

(i) - Pour tout A € & et 6 € R, on appelle rotation affine
de centre A et d’angle ¢ 'application affine pgg : & — &
telle que son application linéaire associée soit la rotation
vectorielle 79 de E (voir 2.4.1 et telle que pg(A) = A.

Elle existe et est unique d’aprés la remarque finale de 7.2.1.a.

—
M' = pag(M) & AM' = ro(AM).

Il est clair que :

pag €1sT(&) pour tous A € &, 6 € R.

Si ¢ = 0 modulo 27, alors pg g = ide,
sinon, A est I'unique point fixe de pa g

Figure

THEOREME. Le groupe Is™(&) des déplacements du plan affine & euclidien est formé par les

translations et les rotations.
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(ii) - Pour toute droite affine 2 de & et tout vecteur o
de E appartenant a la droite vectorielle A directrice de Z,
on appelle symétrie glissée de vecteur 0 par rapport a 4
la composée ¢ de la translation 7 de vecteur U et de la

symétrie orthogonale o4 par rapport a Z. On a :

Y=T3 009 =090Ty.
Il est clair que ¢ est affine d’application linéaire associée
f=idgosa, donc f =sa € O7(E), dou p € Is™(&).

. - .
Siw =0 , alors ¢ est la symétrie o4, donc ’ensemble des
points fixes de p est Z. Sinon, ¢ n’a pas de point fixe.

THEOREME. L’ensemble Is™ (&) des antidéplacements du plan affine euclidien & est formé par

les symétries glissées.

Figure

(iii) - On termine en rappelant le résultat de composition suivant.

PROPOSITION. Soient 2 et 9’ deux droites du plan affine euclidien & .

(i) Si @ et @' sont paralléles, alors ocgr 0 05 = Ty=, ol U est le vecteur orthogonal & la
direction commune de 9 et 9’ tel que 7 (9) = 2.

(i) Si Z et 2’ ne sont pas paralléles, alors og: 0 05 = pa 2, ou A est le point d’intersection
de 7 et 7', et 0 = (2,2') modulo 7.

(iii) En particulier, si 9 et 9’ sont perpendiculaires en A, alors o400 est la symétrie centrale

de centre A.

Figure

Figure

Figure

COROLLAIRE. Tout déplacement du plan affine euclidien & est produit de deux symétries ortho-
gonales par rapport a des droites. Tout antidéplacement du plan affine euclidien & est produit
de une ou trois symétries orthogonales par rapport a des droites.

On exprime cette propriété en disant que : le groupe Is & est engendré par les symétries ortho-

gonales par rapport aux droites.
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d) LE GROUPE DES ISOMETRIES AFFINES EN DIMENSION 3. On suppose ici que I'espace affine
euclidien & est de dimension 3 et orienté. En particulier, les symétries orthogonales par rapport
aux plans sont des antidéplacements.

(i) - Pour toute droite affine orientée 7 de & et 6 € R,
on appelle rotation affine d’axe 2 et d’angle 8 I’application
affine pyg : & — & telle que son application linéaire as-
sociée soit la rotation vectorielle ra g de E d’axe la droite
vectorielle orientée A de E directrice de Z et d’angle 6 (voir
2.4.3), et telle que py (M) = M pour tout point M de la
droite 2.

Elle existe et est unique d’apres remarque finale de 7.2.1.a.
11 est clair que :

Figure

p2.p €1sT(&) pour tous 0 € R, Z droite orientée de &.

Si ¢ = 0 modulo 27, alors pg g = ide,
sinon, les points fixes de p4 g sont les points de Z.

(ii) - Pour toute droite affine orientée 2 de & et 6 € R, on Figure
appelle vissage de & tout produit d’une rotation p = pg g
au sens précédent par une translation 7 = 7 telle que le
vecteur @ de translation appartienne a la direction A de 2.
Parce que U e AjonaTop=por,et T et psont uniques.
Il est clair qu’un vissage est un déplacement de &.

Une rotation est un vissage dont le vecteur est nul. Une
translation est un vissage dont I’angle est nul (modulo 27).
Un vissage qui n’est pas une rotation n’admet aucun point
fixe.

THEOREME. Le groupe Is™ (&) des déplacements de I'espace affine euclidien & de dimension 3
est formé par les vissages.

THEOREME. L’ensemble Is™ (&) des antidéplacements de 'espace afline euclidien & de dimension
3 est formé par :

1. les symétries orthogonales par rapport a un plan,

2. les composées d’une symétrie orthogonale par rapport a un plan avec une rotation dont
Paxe est une droite perpendiculaire au plan de la symétrie,

3. les composées d’une symétrie orthogonale par rapport a un plan avec une translation dont
le vecteur appartient au plan vectoriel directeur du plan de la symétrie (symétrie glissée).

COROLLAIRE. Toute isométrie de I'espace affine euclidien & de dimension 3 est un produit d’un
nombre fini de symétries orthogonales par rapport a des plans.

On exprime cette propriété en disant que : le groupe Is & est engendré par les symétries ortho-
gonales par rapport aux plans.
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7.2.6 Exercices

EXERCICE 1 (translations, homothéties). Soit & un espace affine sur R.

a) Soient A, B deux points distincts de & sur R, et a,b, ¢ des réels fixés tels que a + b+ ¢ #
0. Pour tout M € &, on note ¢(M) le barycentre de {(4,a), (B,b), (M,c)}. Montrer que
Papplication ¢ : & — & ainsi définie est soit une homothétie (déterminer son centre et son
rapport) soit une translation (déterminer son vecteur). Faire un dession illustrant le résultat
précédent lorsque & est de dimension 2 pour (a, b, ¢) = (1,2, 3) puis pour (a,b,c) = (1,—1,2).
b) Soient O, Ay, As, ..., A, des points distincts de & sur R, et aq, s, ..., a, des réels fixés
tels que 0 = 37" | a; # 0. Pour tout M € &, on note ¢(M) le point M’ défini par OM' =
—

Sor, a;A;M. Montrer que l'application ¢ : & — & ainsi définie est soit une homothétie
(déterminer son centre et son rapport) soit une translation (déterminer son vecteur).

EXERCICE 2 (composée d’homothéties et théoréme de Ménélaiis). Soit A, B, C trois points
non alignés d’un plan affine. Soient A’ € (BC), B’ € (AC) et C' € (AB) tels que soient
définis les réels :

o =

4B g_ BC C’A
A'C B’A C'B’

On note 11, 72,3 les homothéties de centres A’, B, C’ et de rapports «, 3, respectivement.

et =

a) On pose ¢ = 11 o ny o 3. Vérifier que ¢(A’) € (A’B). Montrer que, si A’, B',C’ sont
alignés sur une méme droite 2, alors ¢(2) = 2. Déduire qu’alors ¢(A’) = A’; calculer a37.

b) Supposons que a3y = 1. Montrer que 72 073 est une homothétie dont le centre appartient
a (B'C"). En déduire que A’ € (B'C").

c) Conclure que A’, B’, C’ sont alignés si et seulement si oSy = 1.

EXERCICE 3 (projections affines, homothéties, théoréme de Thalés, théoréme de Pappus).

a) Soient Z et 2’ deux droites d’un plan affine &, sécantes en un point C. Soient A, B
deux points de 2, et A’, B’ deux points de 2’. Montrer qu’il existe deux homothéties 9 et
¥ de méme centre C telles que ¥(A) = B et ¥/ (A’) = B’; quels sont leurs rapports ? En
introduisant la projection affine 7 sur 9’ parallélement & la droite (AA’), démontrer que les
trois assertions suivantes sont équivalentes :

() (A4))/(BB) (i) 4S=ZC (it}) ="

b
Q

b) Soient 7 et ¥’ deux droites distinctes du plan affine &. Soient A, B, C trois points de
2 et A',B’,C’ trois point de 2’. Montrer que si (AB’) // (BA’) et (BC’) // (CB’), alors
(AC") /] (CA).

EXERCICE 4 (Homothéties, translations, théoréme de Desargues). Soient ABC et A’B’C’
deux triangles sans sommet commun dont les cotés sont deux a deux strictement paralleles
lavec (AB) // (A'B’), (BC) // (B'C") et (CA) // (C'A")]. Montrer que les trois droites (AA’),
(BB') et (CC") sont concourrantes ou paralleles.

Indication : Si (AA’) et (BB’) se coupent en un point O, montrer qu’il existe une homothétie
9 de centre O telle que ¥(A) = A’ et ¥(B) = B’. Vérifier qu’alors ¥(C) = C’ et conclure que
(AA"), (BB’) et (CC") sont concourrantes. Si (AA’) // (BB'), reprendre un raisonnement de
meéme nature avec des translations au lieu d’homothéties.

EXERCICE 5 (applications affines et alignement). Soit & un plan affine sur R (supposé de
plus euclidien pour la derniére question).

a) Montrer qu’une application affine conserve I’alignement. Montrer que, & étant rapporté a
un repere cartésien, I'application M (x,y) — M’(z3,0) conserve I’alignement mais n’est pas
affine.
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b) Soient A et B deux points distincts fixés de &. Montrer qu'il existe une application affine
de & dans & qui envoie tout point M non aligné avec A et B sur le centre de gravité du
triangle (ABM).

c) Soient A et B deux points distincts fixés de &. Montrer qu’il n’existe pas d’application
affine de & dans & qui envoie tout point M non aligné avec A et B sur 'orthocentre du
triangle (ABM) (construire un contre-exemple).

EXERCICE 6 (projections affines). Soit & un espace affine de dimension 3 sur R. Soit E son
espace vectoriel directeur. Soit ¢ une application affine de & dans & telle que ¢ n’est pas
constante mais p? = @ o ¢ est constante sur &. On note A le point tel que p?(M) = A pour
tout M € &.

a) Montrer que I'application linéaire f associée & ¢ vérifie f # O et f2 = O dans End E.
Montrer que Im f C Ker f avec dimIm f =1 et dim Ker f = 2.

b) Déterminer ’ensemble des points de & invariants de . Montrer qu’il existe au moins un
point B dont I'image C' = ¢(B) est différente de A. Montrer que les trois points A, B, C' sont
non-alignés. Montrer que 'image par ¢ de I’espace & est égale a la droite (AC).

c) Soit & 'ensemble des points M € & tels que p(M) = A. Montrer que & est un sous-
espace affine de & et déterminer son sous-espace vectoriel directeur. En déduire que & est
un plan affine contenant la droite (AC) et ne contenant pas le point B.

d) Soit 7 la projection affine sur la droite (AB) parallelement au plan &2, et soit 7’ la
projection affine sur le plan & parallelement & la droite (BC). Démontrer que ¢ = 7’ o 7.

EXERCICE 7 (affinités). Soit & un espace affine de dimension 3 sur R, d’espace vectoriel
directeur E. On fixe une base & de E, un point O de &, et I'on considere le repere (O, B)
de &. Toutes les coordonnées et équations de sous-espaces sont relatives a ce repere. On
note ¢ l'application de & dans & qui, & tout point M(z,y, z) associe M’ = o(M) dont les
coordonnées (2,4, 2’) sont :

2 = 3x+4y+22—4
y = —2x—3y—2z+4.
2 = 4rx+8y+52z-—8

a) Montrer que I'ensemble des points de & invariants par ¢ est un plan affine &. Montrer

qu'il existe une droite vectorielle A de E que 1'on déterminera telle que M (M) € A pour
tout M € &.

b) On note 7 la projection affine sur &2 parallélement & A. Montrer que MW(M) = —%M(p(M )

¢) En déduire qu’il existe un unique réel A, que l'on déterminera, tel que l'on ait pour tout
point M € & Dégalité : m(M)p(M) = Ax(M)M. Quen conclure pour ¢ ?

EXERCICE 8 (cercle des neuf points). Soient A, B, C trois points non alignés d’un plan affine
euclidien &. On note Ay, By, C1 les projetés orthogonaux respectifs de A, B, C sur les droites
(BC),(CA),(AB). On note A’, B’,C" les milieux respectifs des (B, C), (4,C), (4, B). On
note G l'isobarycentre de (ABC'), O le centre du cercle circonscrit a (ABC') et Q le centre
du cercle circonscrit a (A’B’C”).

a) Montrer qu’il existe A”, B" C" € & tels que A, B,C sont les milieux respectifs de
(B",C"), (A”,C") et (A”,B"). Montrer que les hauteurs (AA;),(BB1),(CCy) de (ABC)
sont les médiatrices des cdtés du triangle (A”B”C"); en déduire qu’elles sont concourantes
en un point H (I'orthocentre).

b) Soit 1 'homothétie de centre G et de rapport —1/2. Montrer que n(A) = A’,n(B) =
B’ ,n(C) =C', d’oun(0) = Q. Montrer que G est I'isobarycentre de (A" B"C"), d’oun(H) =
O. Conclure que G, H, O, ) sont alignés et que 2 est le milieu de (O, H).
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¢) Soit 7 la projection orthogonale sur (BC'). Montrer que n(H) = A;, n(0) = A’, d’ol
NA; = QA
ey

d) Montrer que fﬁ + Sﬁ = ﬁ = 2A'Q); en déduire que, si Ao désigne le milieu de (A, H),
alors  est le milieu de (A4’, As).

e) Conclure que, pour tout triangle ABC, il existe un cercle (dit cercle des neuf points du
triangle) passant par les milieux A’, B’, C’ des coOtés, les pieds A1, By, Cy des hauteurs, et les
milieux Ag, By, Cs des bipoints (A, H), (B, H), (C, H), ou H est 'orthocentre.

EXERCICE 9. (Détermination d’une isométrie par l'image d’une base affine) Soit & un plan
affine euclidien. Soient ABC un triangle non aplati de &. Soient A’, B’, C’ trois points de &
tels que A’B’ = AB, B'C' = BC et C'A’ = CA. Montrer que A’B’C” est un triangle non
aplati et qu’il existe une unique isométrie de & qui envoie A sur A’, B sur B’ et C sur C".

Formuler et démontrer un résultat analogue en dimension 3.

EXERCICE 10. (Forme réduite d’une isométrie). Soit & un plan affine euclidien. En utilisant
la classification des isométries de &, vérifier que toute isométrie affine ¢ s’écrit de fagon
unique sous la forme ¢ = 70y = g o T ol Yy est une isométrie ayant des points fixes
et 7 une translation de &. Vérifier que le vecteur de 7 appartient au sous-espace vectoriel
directeur du sous-espace affine des points fixes de .

Formuler et démontrer un résultat analogue en dimension 3.

EXERCICE 11. (Conservation de la distance et applications affines). Soit & un espace affine
euclidien, d’espace vectoriel directeur E. Soit ¢ une application de & dans & conservant la
distance. Fixons A € & et considérons 'application f : E — E qui a tout vecteur o associe

f() = <p(A)g0(M;, out M est le point de & tel que AM = .

Montrer que f ainsi construite vérifie f(ﬁ) =T et |f(Z) — ()| = || — 7| pour tous
U,V € E, puis f(U)- f(¥) =7 - ; en déduire que f est linéaire.

Conclure que, s’il est d’'usage de définir une isométrie affine de & comme une application
affine de & dans & conservant la distance, on peut dans cette définition omettre le mot
“affine”.

EXERCICE 12 (Déplacement). Soit & un espace affine euclidien orienté de dimension 3, d’es-
pace vectoriel associé E. On fixe un repere orthonormé direct Z. Soit ¢ I'application & — &
qui, & tout point M de coordonnés (z’,y’,2") associe ¢(M) = M’ dont les coordonnées
(a',y',2") sont :

' =—2-2, y =—x+1, Z=y+1

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme affine sans points fixes, dont I’application linéaire
associée f € End E est une rotation vectorielle de F dont on déterminera ’axe A et ’angle
6 (moyennant une orientation de A). En déduire que ¢ € Is™(&).

2) Déterminer ’ensemble 2 des points M € & tels que M<p(M) € A. Montrer qu’il existe

7 € A tel que M (M ) = U pour tout M € 2. En notant 7 la translation de vecteur @
dans & et p = 771 0 ¢, montrer que p est la rotation affine d’axe 2 et d’angle @ ; conclure
que @ est un vissage.

EXERCICE 13 (Déplacement). Soit & un espace affine euclidien orienté de dimension 3,
d’espace vectoriel associé E. On fixe un repére orthonormé direct #Z. Soit ¢ 'application
& — & qui, & tout point M de coordonnés (z,y, z) associe o(M) = M’ dont les coordonnées
(a',y,2") sont :
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= —x+2, y =z+1, Z=y+1

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme affine sans points fixes. Exprimer pour tout point
M € & la distance Mo(M) en fonction des coordonnées de M, déterminer 'ensemble 2 des
points M pour lesquels cette distance est minimale, et montrer que Z est un sous-espace
affine de & stable par .

2) Déterminer U € E tel que Mga(M) = pour tout M € 2. Conclure que ¢ est un
vissage.

EXERCICE 14 (Déplacement). Soit & un espace affine euclidien orienté de dimension 3, d’es-
pace vectoriel associé E. On fixe un repere orthonormé direct Z. Soit ¢ application & — &
qui, & tout point M de coordonnés (z',y’,z') associe (M) = M’ dont les coordonnées
(«,y',2") sont :

¥ =3(-20-2y+z+1), yY=3(220+y—22+2), Z=3i(x-2y—2z+1).

Montrer que ¢ est un vissage dont on déterminera l’axe, I’angle, le vecteur.

EXERCICE 15 (Antidéplacement). Soit & un espace affine euclidien de dimension 3, d’espace

7.7, %),

vectoriel associé E. On fixe un repere orthonormé Z = (O, %) avec B= (7, 7,

1) Pour tous a,b € R, soit f,;, € End E dont la matrice par rapport & % est :
3a+b —4a O
My = ( —4a —3a+b 0)
0 b1
1) Pour quelles valeurs de a et b a-t-on fo, € GL(E)? fo, € O(E)? Pour a = £ et b =0,
montrer que f}/5 est une symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel F' de
E.

2) Soit ¢ l'application & — & qui, a tout point M de coordonnés (z’,y’, z’) par rapport &
X associe (M) = M’ dont les coordonnées (z',y’, z") sont définies par :

/_ 3 4 r_ _4 3 r_
' =3zxr—zy+4, y=—zz—3y—3, Z =z

(i) Montrer que ¢ € Is™ (&). (ii) Soit & le plan affine passant par O et dirigé par le plan
vectoriel de base (7 ,7); montrer que & est globalement invariant par ¢. On note ¥ la
restriction de ¢ a &. Déterminer I'unique droite affine 2 de & et 'unique vecteur non-nul
7 de la droite vectorielle A dirigeant 2 tels que ¥ = g o 753 = T 0 Py ou Py désigne la
symétrie orthogonale par rapport & 2 dans . (iii) Soit & le plan affine contenant la droite
2 et dirigé par le plan vectoriel F' de base (7, ?) Déterminer 'unique vecteur U € F tel
que ¢ = 0g 0Ty = T=; 0 0z ou oz désigne la symétrie orthogonale par rapport a % dans
&.

EXERCICE 16. Soit & un espace affine euclidien orienté de dimension 3, d’espace vectoriel
directeur E. On fixe @ € F non-nul et on note 7 la translation de & de vecteur @. On
considére 1'ensemble &7 des déplacements ¢ € IsT(&) tels que p = TopoT.

1) Montrer que ¢ € & si et seulement I’application linéaire f associée & ¢ vérifie f (ﬁ) =

2) Montrer qu'une application f € O1(&) vérifie f(W) = —u si et seulement si f est une
rotation d’angle 7 et d’axe A inclus dans le plan Vect{ﬁ}J-. En déduire I’ensemble 7.

EXERCICE 17 (Isométries échangeant deux droites non coplanaires). Soient 2 et %5 deux
droites non coplanaires d’un espace affine euclidien & de dimension 3, d’espace vectoriel
associé E. Soit 2 la droite de & perpendiculaire & %, et Z5; on note {A1} = 21 N 2 et
{Ag} =9,N9.
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Soit ¢ € Is(&) telle que p(Z1) = Do et p(P2) = Z4. Soit f € O(E) son application linéaire
associée.

Montrer que ¢(2) = 2, o(A1) = Az et p(Az) = A;. En déduire que ¢ admet un point fixe
O. Déterminer ¢, en distinguant suivant que %; et %, sont ou non orthogonales.
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Appendice : archives de sujets de
devoirs en temps limité

157



Université Blaise Pascal, mercredi 12 septembre 2012
UFR Sciences et Technologies
Département de Mathématiques et Informatique

LICENCE SCIENCES-LANGUES, DEUXIEME ANNEE
Mathématiques premier semestre

Devoir surveillé n° 1

Durée : deux heures. Sans documents.

EXERCICE 1

Soient a, b, ¢, d, e, f des réels. On considere dans .#4(R) les matrices :

1 a b c
01 d e

A= 00 -1 f| B=A-14, C=A+1,
00 0 -1

1) Déterminer, suivant les valeurs des parametres a, b, ¢, d, e, f, le rang de la matrice B.
2) Déterminer, suivant les valeurs des parametres a, b, c,d, e, f, le rang de la matrice C.
3) Déterminer les valeurs propres de la matrice A.

4) Déduire des trois questions précédentes une condition nécessaire et suffisante portant sur les
parametres a, b, ¢, d, e, f, pour que A soit diagonalisable.

EXERCICE 2
Soient ¢ un réel. On consideére dans .#3(R) la matrice :

3—q ¢—5 ¢
A= —¢ q-2 ¢
5 -5 =2

1) Calculer le polynéme caractéristique de A.
2) Pour quelle(s) valeur(s) de ¢ la matrice A est-elle inversible 7

3) Montrer qu’il existe une unique valeur go de ¢, que 'on déterminera, pour laquelle A est
diagonalisable.

4) On prend ici ¢ = gp. Diagonaliser A. Calculer explicitement A™ pour tout entier n > 0. La
formule trouvée ci-dessus est-elle encore valable pour n = —17

suite au verso...
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EXERCICE 3

Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie. Montrer que
go f et fog ontles mémes valeurs propres.

Indications. Soit A une valeur propre de f o g.

Supposer d’abord que A = 0; montrer que f o g n’est pas bijective, en déduire qu’il en est de
méme pour g o f, et conclure que 0 est aussi valeur propre de go f.

Supposer ensuite que A # 0; prendre un vecteur propre x de f o g associé a la valeur propre A,
et considérer le vecteur g(x).

EXERCICE 4

On rappelle que .#3(R) est un espace vectoriel de dimension 9 sur R, dont la base canonique est
B = (Ell, FEio, Ev3, o1, Foo, Eos, E31, F3a, E33), ou Eij désigne la matrice “élémentaire” dont
le coefficient de la i-ieme ligne et j-ieme colonne est 1, et tous les autres sont 0.

1) Pour toute matrice A € .#3(R), on note € (A) l'ensemble des matrices M € #5(R) qui
commutent avec A, c’est-a-dire telles que AM = M A. Montrer que ¢’ (A) est toujours un sous-
espace vectoriel de .#3(R).

2) On considere dans .#3(R) les matrices :

2 -1 -2 2 00
A=12 -1 -4 et D=0 10
-1 1 3 0 01

a) Démontrer qu’il existe dans .#3(R) une matrice inversible P telle que A = PDP~! (on
n’aura pas besoin dans la suite du calcul explicite de P).

b) Montrer que I'application ¢ : .#3(R) — .#3(R) définie par ¢(M) = P~'MP pour tout
M € #3(R) est un endomorphisme (c’est-a-dire est linéaire).

c) Démontrer que, pour toute M € #3(R), on a M € € (A) si et seulement si ¢(M) € €(D).

d) Démontrer que ¢ définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de € (A) sur € (D).

ab
3) Montrer qu’une matrice quelconque M’ = <de_ ) € #3(R) appartient a € (D) si et seule-
ij

FTHO

00

ment si elle est de la forme M’ = <§ e i ) € #3(R). En déduire une base et la dimension de
J

€ (D).

4) Déduire des questions 2.d) et 3) la dimension de ¢’ (A), et une méthode pour en trouver une
base.
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Université Blaise Pascal, mercredi 26 septembre 2012
UFR Sciences et Technologies
Département de Mathématiques et Informatique

LICENCE SCIENCES-LANGUES, DEUXIEME ANNEE
Mathématiques premier semestre

Devoir surveillé n° 2

Durée : deux heures. Sans documents.

EXERCICE 1

On considere I’espace vectoriel euclidien F = R3 muni du produit scalaire canonique. On note
A la base canonique de E.
Pour tout a € R, avec a # 1, on considere ’endomorphisme f, de F dont la matrice par rapport
a la base canonique est :
a+2 a—-1 a-1
My,==1la—1 a+2 a-—1
3 a—1 a—1 a+2

1) Montrer que l’ensemble des vecteurs u de E qui vérifient f,(u) = u est un plan P de E.
2) Montrer que a est valeur propre simple de f,. Déterminer le sous-espace propre associé D.

3) En déduire que M, admet deux valeurs propres distinctes et que les sous-espaces propres
associés sont orthogonaux.

4) Donner une base de E qui soit constituée de vecteurs propres de M, et qui soit orthogonale. En
déduire une base ¥’ de E qui soit constituée de vecteurs propres de M, et qui soit orthonormale.

5) Soit P la matrice de passage de # & %'. Calculer le produit de P par sa transposée. Que
peut-on en déduire pour P ? Donner la matrice D, de f, dans la base %'.

6) En déduire que, pour a = 0, f, est une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel
F de E que 'on déterminera.

7) Montrer que, pour a = —1, f, est la symétrie orthogonale par rapport a F.

suite au verso...
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EXERCICE 2
On se place dans un espace vectoriel euclidien. On note (- |-) le produit scalaire et n = dim E.

I. On fixe un vecteur a dans E tel que |la]| = 1. Pour tout a € R, on considere l'application
fa : E — FE définie par :

fa(z) =2+ ala|z)a pour tout z € E.
1) Propriétés des applications f,.
a) Montrer que, pour tout o € R, 'application f, est linéaire.

b) Montrer que, pour tous «, 8 € R, il existe un réel v que l'on exprimera en fonction de «
et 3, tel que foo fg= fgo fo=f5.

c) Montrer qu’il existe une unique valeur ag € R telle que f,, = idg.

d) Pour quelles valeurs de a ’endomorphisme f,, est-il bijectif ? Montrer qu’alors I’endomor-
phisme réciproque f;! est de la forme f, pour une valeur de o’ que I'on exprimera en
fonction de a.

e) En résumant les questions précédentes, que peut-on dire de G = {fo; « € R,a # —1} 7

2) Valeurs propres des endomorphismes f,. On fixe a € R.

a) Montrer que tout vecteur non-nul de E qui est orthogonal & a est un vecteur propre de f,
associé & une valeur propre que l'on précisera.

b) Montrer que tout vecteur non-nul de E qui est colinéaire a a est un vecteur propre de f,
associé a une valeur propre que l'on précisera.

c) En déduire toutes les valeurs propres de f, et les sous-espaces propres associés. L’endo-
morphisme f, est-il diagonalisable ?

IT. On fixe deux vecteurs a et b dans E tel que ||a|| = ||| = 1. On considére l'application
g : E — E définie par :
g(x) =z — (a]z)b pour tout = € E.
1) Vérifier que (a|b) =1 si et seulement si a = b.
» Indication : penser au cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
2) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les vecteurs a et b pour que g soit
bijective.
» Indication : calculer (a|x) pour z € Kerg.
Lorsque cette condition est satisfaite, donner pour tout y € E une expression explicite de g~ (y)

en fonction de y, a et b.

3) Déterminer que les seules valeurs propres possibles de g sont 1 et 1 — (a|b).
» Indication : montrer que, si x est un vecteur propre associé a une valeur propre A de g, alors

(a|z)(alb) = (1= A)a|z).
En déduire que g est diagonalisable si et seulement si les vecteurs a et b ne sont pas orthogonaux.
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Université Blaise Pascal, mercredi 10 octobre 2012
UFR Sciences et Technologies
Département de Mathématiques et Informatique

LICENCE SCIENCES-LANGUES, DEUXIEME ANNEE
Mathématiques premier semestre

Devoir surveillé n° 3

Durée : deux heures. Sans documents.

EXERCICE 1

On se place dans un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3. On fixe # = (ey, €2, €3)
une base orthonormale directe de E. On fixe trois réels a, b, ¢ tels que a® + b?> + ¢ = 1. On note
u le vecteur de E de composantes (a, b, c) dans la base %, qui est donc unitaire.

1) Montrer que ’endomorphisme f de E dont la matrice par rapport a la base A est :
a? ab—c ac+b
A= ab+c b bc—a
ac—b bc+a c?
est une isométrie vectorielle [c’est-a-dire un élément de O(E)].
2) Montrer que 'application g : E — E définie par :
g(x) = (z|lu)u pour tout x € E.
est linéaire. Ecrire sa matrice B dans la base 2.
3) Montrer que Papplication h : F — E définie par :
h(z) =u Az pour tout z € E.
est linéaire. Ecrire sa matrice C' dans la base £.
4) Déduire des questions précédentes que :
f(z) = (z|u)u + u A x pour tout x € E.

5) Calculer f(u). Montrer que ’on peut choisir v, w dans E tels que %' = (u, v, w) soit une base
orthonormale directe de E. Calculer f(v) et f(w). Conclure que f est une rotation d’axe dirigé
et orienté par u, et dont on déterminera 1’angle.

suite au verso...
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EXERCICE 2

On se place dans un espace vectoriel euclidien £ de dimension n > 3. On fixe deux vecteurs
unitaires a et b, que 'on suppose non colinéaires. On appelle H, ’hyperplan de F dont a est un
vecteur normal, et Hj '’hyperplan de E dont b est un vecteur normal.

1) Montrer que H, # Hj et calculer la dimension du sous-espace vectoriel H, N Hy.
2) Montrer que 'application f : F — FE définie par :
f(x) =(z|b)a pour tout x € E.
est linéaire. Montrer que I’endomorphisme transposé f vérifie :
t(y) = (yla)b pour tout y € E.
3) On introduit 'endomorphisme g = f + f de E.
a) Calculer Ker g. En déduire que 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 2 de g.

b) Calculer g(a+0b) et g(a —b); en déduire que g admet deux valeurs propres A et p, non-nulles
et distinctes, que ’on déterminera explicitement.

c) Conclure que g est diagonalisable et que les sous-espaces propres sont deux a deux othogonaux.

d) Le résultat du c) était-il prévisible sans aucun calcul ?

EXERCICE 3

On se place dans un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3. On fixe # = (ey, €2, €3)
une base orthonormale directe de E. Pour tous réel p, g, r, on note f, 4, 'endomorphisme de E
dont la matrice par rapport a la base & est :

p q T
Mpgr= 1|7 p ¢
q T D

1) Montrer que fp, 4, € O(E) si et seulement si [p+q+ 7| =1et pg+ gr +rp=0.

2) On dit que f, 4, est involutif si et seulement si fp 4, 0 fpqr = idg. Montrer qu'un endomor-
phisme f, ,, qui appartient a O(E) est involutif si et seulement si ¢ = 7.

3) On note G 'ensemble des endomorphismes f, ,, qui appartiennent & O(E) et qui sont invo-
lutifs.

a) Montrer que G est formé de quatre éléments, dont une symétrie orthogonale s par rapport a
un plan P que on déterminera, et une rotation r dont I’axe est la droite D = P+.

b) Ecrire sous forme d’une table & quatre lignes et quatre colonnes tous les produits deux a
deux (pour la loi o) des éléments de G. Que peut-on dire de G ?
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Devoir surveillé n° 4

Durée : deux heures. Sans documents.

EXERCICE 1

Déterminer la nature des séries de terme général ci-dessous :

1 1\ Hn 1
a) Up = 7717 Un = () , Wn = W

Indication : on pourra considérer les suites nv,, et n2wy,.

1 1
b) un:sin<n7r—|—§>, vn:_1<1—cos< >>
n sin -~ nvinn

c) up = N = )\72” (L avec A € R
Un = 1+ 20 ) Un = 1+ a2n )’ Wn = 1+ a2n )’ V +-

Indication : distinguer suivant que A=1, A > 1ou A < 1.

EXERCICE 2

n
1) Pour tout entier n > 1, on note H(n) = Y. +. Rappeler comment est définie la constante
k=1
d’Euler v. En déduire que, pour tout n > 1 :

H(n)=Inn+vy+e(n) avec lim e(n)=0.

n——+o0o
s - . on + 6 -
2) On considere la série Y u, ou u, = . Montrer que cette série converge.
n>1 n(n+1)(n+2)
. . .. . . a b c
3) Déterminer explicitement trois entiers a, b, c € Z tels que : u, = — + +

n n+l n+2
4) Déduire des questions 1) et 3) qu'il existe un entier d que I'on déterminera tel que, pour tout

n>1:
3

n+1)(n+2)

5 +d+e(n) avec lim €'(n)=0.

n—-4o00

n
Z U = In
K=l (

+o0o
5) Calculer S = > u.
k=1

sutte au verso...
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EXERCICE 3

On fixe un réel 6 non multiple de 27. Pour tout entier n > 1, on pose :

n cos nb
Sp =Y cosk® et wu,= .
k=0 n

1) Montrer que la suite (S;,) est bornée.
Indication : on pourra introduire les sommes partielles de la série complexe Zkzo exp ik0.

2) Exprimer u,, en fonction de S, et S,_1. En déduire que, pour tout N € N :
N Sh SN

— = S0+ —.

TNt

En déduire que la série >, -, u, est convergente.

1
3) Montrer que |u,| > ugy, + 5, pour tout n > 1.
n

Indication : on pourra utiliser le fait que | cosx| > cos? x pour tout x € R.

En déduire que la série ), -, u, n’est pas absolument convergente.

EXERCICE 4

Déterminer la nature des séries de terme général wu,, = & et v, = i
In[n + (—1)"] Inn+ (—1)»
Indication : on pourra
- introduire la série de terme général a,, = % et déterminer sa nature,
- écrire uy, et v, sous la forme u, = a, — b, et v, = a, — ¢,, pour des suites (b,) et (c,) de
réels choisies de facon appropriée,

- déterminer la nature des séries > by, et > ¢y,

- conclure en déterminant la nature des séries > u, et > vy,.
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Complément au devoir surveillé n° 4

Durée : 45 minutes Sans documents.

Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries réelles de terme général u,, suivant :

n
D= T

h
2) u, = cCh 27;. (On rappelle que chz = $(e” + e~®) pour tout = € R).

1 n
3) un—e—<1+>.
n

2n + 1\"

4) u, = .
) u <3n+4>
2

—n
5) u, = (1 + E) , ouz € R fixé. (Distinguer suivant les valeurs de x).
n

a?’L

(14+a)(14+a)?---(1+a)

) up = (—1)"(vVn?2+1—n)

1
n?2 +1

6) u, = ou a € Ry fixé.

8) u, = [(=1)" + k], ou k € R fixé. (Ecrire ) u, comme somme de deux séries).

_1n
9)un:ln<l—l—( a) ) ot a € R* fixé.
n

NG
Vvn+1

10) u, = ( > . (Etudier n%u,).

166



167



Université Blaise Pascal, mercredi 14 novembre 2012
UFR Sciences et Technologies
Département de Mathématiques et Informatique

LICENCE SCIENCES-LANGUES, DEUXIEME ANNEE
Mathématiques premier semestre

Devoir surveillé n° 5

Durée : deux heures. Sans documents.

EXERCICE 1

Soit E un espace vectoriel normé.

1) Rappeler (sans démonstration) I’énoncé dans E de la proposition connue sous le nom de
caractérisation séquentielle de ’adhérence.

2) Soit F une partie de E et F son adhérence. Montre que si F est un sous-espace vectoriel de
FE, alors il en est de méme de F'.

3) Pour toute partie A de E, on note Vect A le sous-espace vectoriel de E engendré par A.
Montrer que 'on a Vect(A) C Vect A.

EXERCICE 2

Soit E le R-espace vectoriel des suites de réels qui sont bornées, muni de la norme || - || définie
par ||z|lecc = sup,>¢ |zn| pour toute x = (x,,),>0 dans E.

Soit F le sous-espace vectoriel de E formé des suites de réels qui sont convergentes dans F.
Soit u = (un)n>0 la suite définie par u, = (—1)" pour tout entier n > 0.

1) Vérifier que v € E mais u ¢ F. On se propose donc de calculer dans la suite la distance entre
u et F dans E, c’est-a-dire d = inf ||z — u|oo-
el
2) Soit x = (xy,)n>0 une suite appartenant a F' et £ sa limite.
a) Montrer que |z, — u2p| < || — ul/s pour tout p > 0. En déduire que |[{ — 1] < ||z — uf/so-
b) Montrer de méme que | + 1| < ||z — u||oo. En déduire que ||z — uljc > 1.

3) Déduire du 2) que d > 1. Calculer la distance entre u et 0, en déduire que d < 1, et conclure.

EXERCICE 3

Soit E un espace vectoriel normé. Soit (uy,),>1 une suite d’élément de E. On définit une nouvelle
suite (vp)p>1 d’éléments de E en posant :

vn:%(ul—&—ug—i—---%—un) pour tout n > 1.
1) Montrer que, si la suite (u,) converge dans F vers une limite ¢, alors la suite (v,) converge
dans F vers la méme limite /.

2) Montrer par un contre-exemple que la réciproque peut étre fausse (indication : utiliser la
suite (—1)" dans R).

sutte au verso...
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EXERCICE 4

On considere le R-espace vectoriel E = €°([0,1],R) des applications [0,1] — R continues sur
I'intervalle réel [0,1]. On considére dans E la norme || - ||; définie par ||f|1 = fol |f(¢)|dt. On
considere la suite (f,)n>2 d’applications [0, 1] — R définie par :

1 siz €0, 3],
fo(@)=q-—nz+52 size[]i4+1]
0 sizelg+ 4,1

1) Dessiner la représentation graphique de f,, et montrer que f,, € E pour tout entier n > 2.

2) On consideére deux entiers ¢ > p > 2. On notera si besoin dans les calculs ¢ = p + r ou
r=q—p=>0.

a) Dessiner sur une méme figure les représentations graphiques de f, et f;,.

. _ 1
b) Montrer que : || f, — fql1 = o) S 3
c) En déduire que la suite (f,,) est de Cauchy dans '’evn E muni de la norme || - ||;.

3) On suppose qu’il existe une fonction f € E telle que la suite (f,) converge vers f dans E
(toujours au sens de la norme || - ||1).

1
a) Montrer que | f — foll1 > [¢Z | f(t) — 1| dt. En déduire que f(z) =1 pour tout z € [0, 1].

b) Montrer que ||f — ful|l1 > f; | f(t)| dt pour tout réel a € |3, 1] et tout entier n > 0 assez

grand pour que % + % < a. En déduire que f(x) = 0 pour tout = € ]%, 1}.

c) Dégager des questions a) et b) une contradiction, et conclure que la suite (f,) n’est pas
convergente pas dans l'evn E pour la norme || - ||;.

4) Quelle propriété de E peut-on déduire des questions 2.c) et 3.c) ?

EXERCICE 5
Soit E I’ensemble des applications [0, 1] — R qui sont de classe C'* (dérivables & dérivée continue)
sur R et qui vérifient f(0) = 0.

1) Montrer que E est un sous-espaces vectoriel de ’espace vectoriel des applications [0, 1] — R
qui sont bornées sur R.

2) Pour toute f € E, on pose N(f) = ||3f + f'||oc. Montrer que N est une norme sur E.

3) Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que || f]|co < aN(f) pour tout f € E.
(Indication : vérifier que f(z) = ™3 [F(3f(t) + f'(t))e* dt pour tout = € [0, 1]).

4) Pour tout entier n > 1, calculer || f,,||co et N(fn) pour Iapplication f, : [0,1] — R définie par
fn(x) = 2™ En déduire que N et || - ||o ne sont pas équivalentes.
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EXERCICE 1

1) Pour tout entier n > 1, soit f,, 'application [0,1] — R définie par f,(z) = z"Inx pour
x €1]0,1] et f,(0) = 0.
— Etudier les variations de f,.

— En déduire que la suite (f,) converge uniformément sur [0, 1] vers une application f que 'on
déterminera.

2) Pour tout entier n > 1, soit g, application [0, +oo[ — R définie par g,(z) = e™"* sin(nx)
pour tout x € [0, +o0.

— Montrer que la suite (g,) converge simplement sur [0,4o00| vers une application g que 'on
déterminera.

— Calculer g,(5,-) et en déduire que la suite (g,) ne converge pas uniformément sur [0, 4-o0].

— Montrer que la suite (g, ) converge uniformément sur tout intervalle [a, +oo[ inclus dans [0, +-00]
(avec a > 0).

3) Pour tout entier n > 1, soit h,, I'application [0,1] — R définie par h,(z) = n?z(1 — nz) si
ngS%ethn(x)zosiégxgl.

— Montrer que la suite (h,) converge simplement sur [0,1] vers une application h que 'on
déterminera.

— Soit I, = fol hy(t) dt pour tout n > 1. Montrer que la suite (I,,) converge vers une limite £ € R
que 'on déterminera. En déduire que la suite (h,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

— Montrer que la suite (h,) converge uniformément sur tout intervalle [a, 1] avec a > 0.

EXERCICE 2

Soit (f,) une suite d’applications polynomiales de R dans R. On suppose que la suite (f,)
converge uniformément sur R vers une application f.

1) Montrer qu'il existe un entier N > 0 tel que, pour tout n > N, on ait || f, — f|leoc < 1.

2) En déduire que, pour n > N fixé quelconque, application polynomiale f,, — fy est bornée
sur R, et qu’il existe alors un réel ¢, tel que f,(z) = fy(x) + ¢, pour tout x € R.

3) Conclure que f est une application polynomiale.

sutte au verso...
170



EXERCICE 3

On considere trois suites de réels (an)n>1, (bn)n>1 €t (cn)n>1 qui vérifient, pour tout n > 1 :

0<ay—b, <ap, <an-+b, et cn > 0.
On considere pour tout n > 1 lapplication affine par intervalles f,, : R4 — R définie par
0 si 0<zx<a,—0b, ousi x> a,+ b,
fulx) = g—"(q:—an+b) si ap,—bp, <z<a,

‘g"(x—an—b ) sioap <z <a,+b,
1) Dessiner la représentation graphique de f,,. Montrer que f, est bornée sur R, intégrable sur
R, et telle que f2 est intégrable sur R.

2) Pour tout n > 1, calculer en fonction de ay, by, et ¢, :

m(fn)zig]g’fn(t”? Ni(fn) = fR’fn )ldt et Na(fn) —\/fR‘fn )|? dt.

Indication : montrer qu'il existe un réel A > 0, que 'on déterminera, tel quel Nao(f) = Aepv/by,.
3) Montrer que si I'on choisit a, = n?3, b, =n? et ¢, = %, alors la suite (f,,) obtenue vérifie :

lim Noo(fn) =0 mais nll)riloo Ni(fn) #0 et nll)r_ir_loo No(fn) #0.

n—-+0o
4) Montrer que si l'on choisit a, =1, b, = n% et ¢, = n?, alors la suite (fn) obtenue vérifie :

lim Ni(f,) =0 mais ngr—lr-loo No(fn) #0 et ngrfoo Noo(fn) # 0.

n—-+0o
5) Montrer que si 'on choisit ag, = 1 et agpr1 = (2p+1)3, bgp = ]% et bopi1 = (2p+1)3, cop =p

et copy1 = m, alors la suite (fy,) obtenue vérifie :

lim Ny(f,) =0 mais nll)l}_loo Ni(fn) #0 et nEI—&I-loo Noo(fn) #0

n—-+00

EXERCICE 4

1) Rappeler sans démonstration ’énoncé du théoréeme de convergence dominée.

2) Pour tout n > 1, soit f, l'application Ry — R définie par f,(z) = (1 + %)”e_% pour
0<z<m,et fp(z)=0siz>n.

— Montrer que la suite (f,) converge simplement sur R, vers une application f que l'on
déterminera.

— Montrer que, pour tout n > 1 et tout z € Ry, on a: |f,(x)| < f(x).

— En déduire que lim fon(l + %)”e*Q‘” dx existe dans R et calculer sa valeur.
n—+o00

\sm x|

3) Pour tout n > 1, soit g, l'application [1,4+o00] — R définie par g,(z) =
x> 1.

— Montrer que la suite (g,,) converge simplement sur [1,4o00[ vers une application g que 'on

pour tout

déterminera.
— En déduire que la suite (g,,) ne converge pas uniformément sur [1, +o0].

— Montrer que hm f oo sint e 7y existe dans R et calculer sa valeur.
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EXERCICE 1

(="

s - s n _
On considere la série entiere ) anz™ avec a, = A1)

n>2
1) Déterminer le rayon de convergence de cette série.
“+o0o
2) Montrer que Papplication f : [-1,1] — R définie par f(z) = a, "™ est bien définie, et que
n=2
la convergence de la série entiere est normale sur [—1, 1].

3) Exprimer f(z) a laide des fonctions usuelles lorsque = € |—1,1[. [Indication : on pourra
exprimer d’abord la dérivée de f].

4) Montrer que f est continue sur [—1, 1] et en déduire les valeurs de f(1) et f(—1).

EXERCICE 2
On considére la série entiere Y. a,z" avec a, = * cos Q"T’r

n>1
1) Déterminer le rayon de convergence de sa série entiere dérivée et en déduire que 'application

+o00o
f:]-1,1] — R définie par f(z) = > a,x™ est bien définie.
n=1
1 X 2in/3
2) Montrer que, pour tout z # 0 dans |—1,1[ = R, on a : f'(z) = — Re (nz (ze?m/ )”)
T =1

[Indication : on rappelle que ¢ = cost + isint pour tout ¢ € R].
2 1
3) En déduire que, pour tout z dans |]—1,1[, on a : f'(x) = _2(1'2:3‘—;"'1).

4) En déduire f(z) pour tout = dans |—1,1].

sutte au verso...
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EXERCICE 3

On considere l'intervalle I = ]—1,4+o0[ et 'application f : I — R définie par f(z) = [In(1 + z)]?
pour tout x € I.

1) Montrer que f est la solution sur I de ’équation différentielle (1 + z)y'(x) = 2In(1 + z)
vérifiant y(0) = 0.

2) Rechercher toutes les solutions sur I de cette équation différentielle qui sont développables
en série entiere (en zéro). [Indication : on exprimera le terme général de cette série entieére en
fonction de s, = 1 + % + % 4+ 4+ %; on utilisera aussi le développement en série entiere de
In(1+ z) (en zéro)].

3) En déduire que f est développable en série entiere (en zéro). Expliciter la série entiere
correspondante et déterminer son rayon de convergence.

4) Retrouver les résultats du 3) en utilisant le carré du développement en série entiere de
In(1+ x).

EXERCICE 4

« nr

n-xre-
n24+1 "

1) Montrer que la série de fonctions Y f, converge simplement sur R;.
n>1

Soit v € R fixé. Pour tout entier n > 1 et tout x € R, on pose f,(x) =

2) Montrer qu’elle converge normalement sur tout segment inclus dans R .

3) Pour tout n > 1, calculer || fu|loc = sup |fn(x)|. En déduire que la série numérique > || fnllco
zeR n>1
converge si et seulement o < ¢, ol ¢ est un entier fixé que 'on déterminera.

400
4) On suppose o > c. Montrer que la suite (Y.  fu(+))n>1 ne converge pas vers 0 dans R.
n=N+1

+00
5) On note f lapplication Ry — R définie par f(z) = > fn(x) pour tout z € Ry. On introduit
n=0

N 400
pour tout N > 0 les applications R, — R définies par Sy = > fnet Rv =f—Snv= >, fa.
n=0 n=N+1
Déduire des questions 3) et 4) que la série de fonctions > f, est normalement convergente sur

n>1
R lorsque « < ¢, et non uniformément convergente sur R lorsque o > c.

6) Etudier la continuité de f sur R, puis sur R4.
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