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U.E. libre \L'univers des nombres" Ann�ee 2011-2012

Chapitre 1: les nombres entiers naturels

1 Propriétés de base de l’ensemble N des entiers naturels

1.1 La définition des entiers naturels

L'ensemble N des entiers naturels est donn�e par les axiomes de Peano1

1) 0 ∈ N,
2) tout n ∈ N admet un successeur s(n),

3) si s(n) = s(m), alors n = m,

4) il n'existe pas de n ∈ N tel que 0 = s(n),

5) si P ⊆ N v�eri�e 0 ∈ P et [n ∈ P ⇒ s(n) ∈ P], alors P = N (axiome d'induction).

L'axiome d'induction est �a la base du principe de d�emonstration par r�ecurrence:

si une propri�et�e d�ependant d'un entier naturel n est vraie pour n = 0,

et si, chaque fois qu'elle est vraie pour un entier naturel, elle est vraie pour le suivant,

alors elle est vraie pour tous les entiers naturels.

Ces axiomes su�sent �a reconstruire tout ce que l'on sait sur N ; en particulier les notions fonda-

mentales que sont les op�erations d'addition et de multiplication, l'ordre et la division euclidienne.

1.2 Les opérations sur les entiers naturels

les lois + et × dans N sont d�e�nies par

addition: [∀ n ∈ N, n+ 0 = n] et [∀ n,m ∈ N, n+ s(m) = s(n+m)];

multiplication: [∀ n ∈ N, n× 0 = 0] et [∀ n,m ∈ N, n× s(m) = n×m+ n].

Les propri�et�es alg�ebriques de ces lois s'en d�eduisent: pour tous a,b, c ∈ N, on a :

a+ (b+ c) = (a+ b) + c, a+ b = b+ a,

a× (b× c) = (a× b)× c, a× b = b× a,

a× (b+ c) = a× b+ a× c.

1.3 La relation d’ordre sur les entiers naturels

La relation 6 est d�e�nie de la fa�con suivante:

si a et b sont deux entiers naturels, on dit que a est inf�erieur (au sens large) �a b, ce que l'on note

a 6 b, lorsqu'il existe n ∈ N tel que a+ n = b.

C'est une relation d'ordre, ce qui signi�e qu'elle est:

r�e
exive [pour tout a ∈ N,a 6 a],

antisym�etrique [pour tous a,b ∈ N, si a 6 b et si b 6 a, alors a = b],

transitive [pour tous a,b, c ∈ N, si a 6 b et si b 6 c, alors a 6 c].

Elle est est compatible avec + et ×, ce qui signi�e que:
soient a,b ∈ N ; si a 6 b, alors pour tout c ∈ N on a a+ c 6 b+ c et a× c 6 b× c.

1Giuseppe Peano, 1858-1932, math�ematicien italien ayant travaill�e (entre autres) sur l'axiomatisation de

l'arithm�etique.

2



Elle v�eri�e aussi les propri�et�es importantes suivantes:

• c'est un ordre total [deux entiers naturels a,b quelconques v�eri�ent toujours a 6 b ou b 6 a];

• c'est un bon ordre [toute partie non-vide de N admet un plus petit �el�ement];

• on a la propriété d’Archimède [si a,b ∈ N avec b 6= 0, il existe n ∈ N tel que nb > a];

• toute partie non-vide et majorée de N admet un plus grand élément.

1.4 La division euclidenne des entiers naturels

On introduit d'abord les deux notations suivantes:

1) si a 6 b avec a 6= b, on note a < b (et on dit que a est strictement inf�erieur �a b)

2) si a 6 b, on note b− a l'entier c tel que b = a+ c.

Proposition. Quels que soient a et b dans N, avec b 6= 0, il existe q et r uniques dans N tels que

a = bq+ r et r < b.

Preuve. Pour montrer l'unicit�e, supposons l'existence de deux couples (q, r) et (q ′, r ′) d'entiers

naturels satisfaisant aux conditions a = bq + r avec r < b, et a = bq ′ + r ′ avec r ′ < b.

L'ordre �etant total, on peut, quitte �a �echanger les rôles de q et q ′, supposer que q 6 q ′. Donc

q ′ = q + (q ′ − q). On tire alors de l�egalit�e bq ′ + r ′ = bq + r que b(q ′ − q) + r ′ = r. Ce qui

implique que r ′ 6 r et r − r ′ = b(q ′ − q). Mais r − r ′ < b puisque r < b et r ′ < b. Ainsi

b(q ′ − q) < b, ce qui ne peut se produire dans N que si q ′ − q = 0. Par cons�equent q ′ = q, et

�nalement r = r ′.

Pour montrer l'existence, posons B = {k ∈ N ; kb 6 a}. C'est une partie de N qui est non-vide

(car 0 ∈ B) et qui est major�ee (par a). Donc elle admet un plus grand �el�ement. Notons-le q.

Par d�e�nition de q, on a: qb 6 a < (q+ 1)b, donc l'entier naturel r = a− qb v�eri�e r < b. ut

On reviendra plus loin sur la division euclidienne, en l'�etendant aux nombres entiers relatifs.

2 Bases de numération

2.1 Systèmes d’écriture des entiers naturels

Le point qui nous int�eresse ici est celui des divers syst�emes permettant d'�ecrire l'in�nit�e des entiers

naturels �a l'aide d'un nombre �ni de signes (les chi�res).

A priori, la succession des entiers naturels est: 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . . .

Il devient bien sûr indispensable d'avoir des signes plus brefs pour les noter; l'usage commun est

celui des chi�res arabes:

0, s(0) = 1, s(s(0)) = s(1) = 2, s(s(s(0))) = s(2) = 3, . . .

mais historiquement il y en a d'autres, comme les chi�res romains:

pas de z�ero, I, s(I) = II, s(II) = III, s(III) = IV, . . .

Il est clair qu'on ne peut pas d�esigner tous les entiers en inventant un nouveau signe pour tout

entier non encore symbolis�e. Il faut inventer un code permettant, �a l'aide d'un nombre pas trop

grand de signes, de repr�esenter et de nommer tous les entiers, �a la fois de fa�con non-ambig�ue,

concise, et adapt�ee aux types de calculs ou de manipulations que l'on vise dans les applications.

Historiquement, il y a eu de tr�es nombreux syst�emes di��erents (on pourra sur ce point consulter

de fa�con instructive les ouvrages ou sites web consacr�es �a l'histoire des math�ematiques).
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Avant même d'aller plus loin, donnons quelques exemples �evidents du principe des bases de

num�eration, (dont les justi�cations seront pr�ecis�ees dans la suite).

a) Le système décimal (de nos dix doigts);

les chi�res sont 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, et l'on note:

s(9) = 10, s(10) = 11, . . . , s(18) = s(19), s(19) = 20, s(20) = 21, . . .

Alors tout entier naturel s'�ecrit de fa�con unique (on le montrera au th�eor�eme suivant) comme la

juxtaposition d'une suite �nie de chi�res d�esignant de droite �a gauche le chi�re des unit�es, des

dizaines, des centaines,...

Par exemple: 7× 103 + 4× 102 + 1× 10+ 6× 100 = 7416.

b) Le système binaire (des machines lisant le passage ou non d'un courant �electrique);

les chi�res sont 0, 1, et l'on note:

s(0) = 1, s(1) = 10, s(10) = 11, s(11) = 100, s(100) = 101,

s(101) = 110, s(110) = 111, s(111) = 1000, s(1000) = 1001, . . .

De droite �a gauche, les chi�res d�esignent donc le chi�re des unit�es, des 2-aines, des 22-aines, des

23-aines,...

On peut bien sûr passer d'un syst�eme �a l'autre, (la barre servant ici �a distinguer les deux �ecritures);

par exemple: 10010110 = 27 + 24 + 22 + 21 = 150 = 102 + 5× 10.

c) Un syst�eme de base plus grande que dix n�ecessite l'introduction de chi�res suppl�ementaires; par

exemple en base douze: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,♦,♥. En utilisant encore une barre pour les �ecritures

en base douze et pas de barre pour l'�ecriture d�ecimale, on a:

0 = 0, 1 = 1, 2 = 2, . . . , 9 = 9, ♦ = 10, ♥ = 11, 10 = 12, 11 = 13, . . .

258 = 2× 144+ 5× 12+ 8 = 356, 1000 = 123 = 1728,

3♦ = 3× 12+ 10 = 46, 1♥5 = 1× 144+ 11× 12+ 5 = 281.

2.2 Existence et unicité de la représentation en une base donnée

a) Point de départ. C'est celui que l'on a r�esum�e au d�ebut de 1.1. En particulier, on connâ�t 0;

on sait qu'il a un successeur que l'on convient de noter s(0) = 1. Par d�e�nition de l'addition, on a

s(n) = n + 1 pour tout n ∈ N. Par d�e�nition de l'ordre, on a 1 > 0. A ce stade, l'usage de tout

autre chi�re serait pr�ematur�e et infond�e, et les entiers naturels ne peuvent être d�esign�es que par:

0, 1 = s(0), 1+ 1 = s(s(0)), 1+ 1+ 1 = s(s(s(0))), 1+ 1+ 1+ 1 = s(s(s(s(0)))), . . .

I On convient d'utiliser la notation classique N∗ pour d�esigner le sous-ensemble de N form�e de

tous les entiers naturels qui sont distincts de 0.

I On utilisera aussi la notation [[n,m]] pour d�esigner, quels que soient n 6 m �x�es dans N,
l'ensemble des entiers naturels a v�eri�ant n 6 a 6 m.

b) Lemme. Fixons b ∈ N quelconque tel que b > 1. Alors:

pour tout m ∈ N∗, il existe n ∈ N unique tel que bn 6 m < bn+1.

Preuve. Montrons d'abord l'unicit�e. Supposons donc bn 6 m < bn+1 et bn′ 6 m < bn′+1.

Alors bn 6 m < bn′+1 donc n < n ′ + 1 donc n 6 n ′. De même n ′ 6 n, d'o�u n = n ′.

Pour montrer maintenant l'existence, consid�erons l'application f : N → N∗ d�e�nie par x 7→ bx.

Notons E = f(N) le sous-ensemble de N∗ form�e donc de tous les entiers naturels de la forme

bx pour un certain x ∈ N. Comme b 6= 0 et b 6= 1, il est clair que si x 6= y dans N, alors
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bx 6= by (on dit alors que f est injective). Comme N est in�ni, ceci implique que que E est

in�ni. Donc E n'est pas born�e. Il en r�esulte que, pour m ∈ N∗ quelconque �x�e, l'ensemble

Am = {x ∈ N ; bx > m} est non-vide. Il poss�ede donc un plus petit �el�ement; soit z. Comme

bz > m > 1, on doit avoir z > 1, et l'on peut poser z = n + 1 avec n ∈ N. Donc bn+1 > m.

Par minimalit�e de z dans Am, on a n = z − 1 /∈ Am c'est-�a-dire bn 6 m. On conclut que

bn 6 m < bn+1. ut

c) Théorème et définitions. Fixons b ∈ N quelconque tel que b > 1. Alors:

pour tout m ∈ N∗, il existe n ∈ N unique et une unique suite �nie (a0,a1, . . . ,an) d'�el�ements de

N tels que:

(i) 0 6 ai < b pour tout 0 6 i 6 n; (ii) an 6= 0; (iii) m =
n∑

i=0

aib
i.

I On note alors m = an . . .a0
b, et on dit que m est repr�esent�e en num�eration dans la base b.

I L'entier b > 1 est donc la base de cette num�eration.

I L'entier n+ 1 est par d�e�nition appel�e la longueur de la repr�esentation de m en base b.

En particulier, on a toujours: b = 10
b
.

Remarquons que, si l'on veut expliciter les indices dans la suite (a0,a1, . . . ,an), il faudrait �a ce

stade les �enum�erer sous la forme (a0,a1,a1+1,a1+1+1, . . . ,an).

Preuve. Montrons d'abord l'unicit�e. Supposons m = akak−1 . . .a0
b = chch−1 . . . c0

b.

On montre l'�egalit�e des longueurs h et k. Chaque ai est 6 b− 1, donc:

m =
k∑

i=0

aib
i 6

k∑
i=0

(b− 1)bi = (b− 1)
k∑

i=0

bi = bk+1 − 1,

de sorte que m < bk+1. Par ailleurs, on sait que ak 6= 0 c'est-�a-dire ak > 1, donc:

m =
k∑

i=0

aib
i > akb

k > bk.

En r�esum�e, bk 6 m < bk+1. De même bien sûr, bh 6 m < bh+1. D'o�u k = h en utilisant

l'unicit�e dans le lemme pr�ec�edent.

L'�egalit�e de d�epart m = akak−1 . . .a0
b = chch−1 . . . c0

b se r�e�ecrit alors:

m =
k∑

i=0

aib
i =

k∑
i=0

cib
i (?).

Supposons qu'il existe p0 ∈ [[1,k]] tel que ap0 6= cp0 . L'ensemble E = {p ∈ [[1,k]] ; ap 6= cp} est

alors non-vide, donc admet un plus petit �el�ement: soit q.

Premier cas: 0 < q < k. On r�e�ecrit (?) sous la forme:

aqb
q +

k∑
i=q+1

aib
i = cqb

q +
k∑

i=q+1

cib
i.

En simpli�ant par bq et en posant A =
∑k

i=q+1 aib
i−q−1 et C =

∑k
i=q+1 cib

i−q−1, on tire

que aq + bA = cq + bC. Comme aq < b et cq < b, l'unicit�e de la division euclidienne dans N
implique aq = cq. Contredit le fait que q ∈ E.

Deuxi�eme cas: q = k. Alors (?) donne directement aqb
q = cqb

q d'o�u aq = cq et la contra-

diction.

Troisi�eme cas: q = 0. On r�e�ecrit (?) sous la forme:

a0 +
k∑

i=1

aib
i = c0 +

k∑
i=1

cib
i;

on obtient encore soit a0 = c0 lorsque k = 0, soit si k > 0 une �egalit�e du type a0+bA = c0+bC,

et on conclut comme dans le premier cas.

Tous les cas conduisent �a une contradiction. C'est donc que l'hypoth�ese E 6= ∅ est fausse. On

conclut que ap = cp pour tout p ∈ [[1,k]].

5



• On montre maintenant l'existence de la repr�esentation. On raisonne par r�ecurrence. Si

1 6 m < b, alors pour k = 0 et a0 = m, on a bien m = a0
b. Faisons l'hypoth�ese de r�ecurrence:

(h.r.) jusqu'�a un certain rang p ∈ N, tout m ∈ N tel que bq 6 m < bq+1 avec

q 6 p admet une repr�esentation en base b.

Consid�erons m ∈ N∗ tel que bp+1 6 m < bp+2. Par division euclidienne de m par b, il existe

a,a0 ∈ N tel que m = ba+ a0 et 0 6 a0 < b. D'une part alors:

ba = m− a0 > bp+1 − a0 > bp+1 − b = b(bp − 1),

d'o�u en simpli�ant par b on obtient a > bp − 1 et donc a > bp. D'autre part:

ba = m− a0 6 m < bp+2

d'o�u de même a < bp+1. En r�esum�e, bp 6 a < bp+1 ce qui permet d'appliquer l'h.r. Il existe

donc une suite �nie (α0, . . . ,αk) d'entiers naturels telle que 0 6 αi < b pour tout i ∈ [[1,k]],

telle que αk 6= 0, et telle que a =
∑k

i=0 αib
i. Il en r�esulte que m = ba+a0 = a0+

∑k
i=0 αib

i+1.

En notant ai+1 = αi pour tout i ∈ [[1,k]], on aboutit �a m =
∑k+1

j=0 ajb
j. On a bien 0 6 a0 < b,

0 6 αi = ai+1 < b pour tout i ∈ [[1,k]], et ak+1 = αk 6= 0. On a ainsi montr�e que m =

ak+1ak . . .a0
b, ce qui ach�eve la preuve. ut

d) Chiffres. Reprenons les donn�ees et notations du th�eor�eme; pour exprimer e�ectivement tout

m ∈ N∗ en base b, il faut choisir b symboles, que l'on appelle chiffres, qui repr�esentent les entiers

compris entre 0 et b−1. Les chi�res 0 et 1 sont communs �a toutes les bases. On a toujours b = 10
b
.

Comme b > 1, la plus petite base possible est b = 1 + 1. On appelle deux cet entier, et la

num�eration de base deux est dite binaire. Elle n'utilise que les chi�res 0 et 1.

Si b = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, que l'on appelle dix, on introduit les b chi�res dans

l'�ecriture usuelle 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. La num�eration est dite d�ecimale.

On est donc ramen�e aux exemples et aux consid�erations de 2.1, qui sont maintenant justi��ees.

On convient que: dans toute la suite, le syst�eme d�ecimal sera toujours pris comme r�ef�erence; en

particulier, une �ecriture \sans barre" sera toujours relative au syst�eme d�ecimal.

2.3 Exemples

1) Exprimer 99 en base 2 et en base 12.

Solution.

99 = 9×10+9 = (23+1)(23+2)+(23+1) = 26+24+23+2+23+1 = 26+25+2+1 = 1100011
2
.

99 = 96+ 3 = 8× 12+ 3 = 83
12
.

2) Construire la table d'addition en base 5, et la table de multiplication en base 4.

Solution.

+ | 1 2 3 4

−− | −− −− −− −−
1 | 2 3 4 10

2 | 3 4 10 11

3 | 4 10 11 12

4 | 10 11 12 13

× | 1 2 3

−− | −− −− −−
1 | 1 2 3

2 | 2 10 12

3 | 3 12 21

3) Quels sont les entiers �a 3 chi�res qui s'�ecrivent xyz7 en base 7 et zyx11 en base 11.

Solution. On doit avoir 49x+ 7y+ z = 121z+ 11y+ x c'est-�a-dire y = 12x− 30z = 6(2x− 5z),

avec 1 6 x 6 6, 0 6 y 6 6 et 1 6 z 6 6. Les seules solutions sont y = 0 (avec alors x = 5 et

z = 2) ou y = 6 (et alors x = 3 et z = 1). En r�esum�e, on obtient 502
7
= 205

11
et 361

7
= 163

11
.
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4) D�eterminer la base b telle que 46
b
+ 53

b
= 132

b
. Calculer alors 46

b × 53
b
.

Solution. 46
b
+53

b
= 132

b
�equivaut �a 4b+6+5b+3 = b2+3b+2, ou encore (b−7)(b+1) = 0.

Donc b = 7.

(4b + 6)(5b + 3) = 20b2 + 42b + 18 = (2b + 6)b2 + 6bb + 2b + 4 = 2b3 + 12b2 + 2b + 4 =

2b3 + (b+ 5)b2 + 2b+ 4 = 3b3 + 5b2 + 2b+ 4. Donc 46
b × 53

b
= 3524

b
.

5) L'entier 341 en base 10 s'�ecrit 2331
a
en base a. D�eterminer a.

Solution. On a 341 = 2a3 + 3a2 + 3a + 1, donc a(2a2 + 3a + 3) = 340 = 17 × 22 × 5. Donc

a divise 17 × 22 × 5. Or a > 4 puisque les chi�res 1,2,3 apparaissent. Comme (2a2 + 3a + 3)

divise 340, on forc�ement a < 17. Les seules solutions a priori possibles sont 1, 4, 5, 10. Parmi

elles, seule a = 5 v�eri�e a(2a2 + 3a+ 3) = 340.

6) Montrer que, dans toute base b > 3, l'entier 11211
b
n'est pas premier.

Solution. 11211
b
= b4 + b3 + 2b2 + b+ 1 = (b2 + 1)(b2 + b+ 1). Les deux facteurs sont 6= 1.

Pour d'autres exemples, voir aussi les feuilles d'exercices de travaux dirig�es.

2.4 Comparaison de deux entiers naturels par leur représentation dans une base

a) Observation préliminaire. Soient deux entiers distincts m,n ∈ N∗. Supposons-les �ecrits

dans le syst�eme d�ecimal. La question est de reconnâ�tre lequel des deux est le plus grand. Si l'une

des deux repr�esentations a plus de chi�res, l'entier correspondant est le plus grand. Supposons

maintenant que les deux repr�esentations ont le même nombre de chi�res. Par exemple quatre pour

�xer les id�ees. On compare le chi�re des milliers: s'ils di��erent, le plus grand donne le plus grand

des deux entiers. S'ils sont �egaux, on regarde le chi�re des centaines. S'ils di��erent, le plus grand

donne le plus grand des deux entiers. Sinon, on r�eit�ere, et le processus s'arrête forc�ement puisque

la non-�egalit�e des deux entiers au d�epart implique qu'un chi�re au moins des deux repr�esentations

d�ecimales di��ere (d'apr�es l'argument d'unicit�e dans le th�eor�eme 2.2.c).

C'est cette observation triviale (que l'on utilise naturellement depuis l'�ecole primaire) que la propo-

sition suivante formalise et d�emontre en base quelconque.

b) Proposition. Soient m,n ∈ N∗. On suppose m 6= n. On �xe une base de num�eration b

quelconque; on note Long bm = p+ 1 et Long b n = q+ 1, et les d�ecompositions:

m = ap . . .a0
b et m ′ = cq . . . c0

b, avec ap 6= 0 6= cq.

{ Si p < q, alors m < n;

{ Si q < p, alors n < m;

{ Si p = q, en notant r le plus grand �el�ement de {k ∈ [[0,p]] ; ak 6= ck}, on a:

ou bien: ar < cr, et alors m < n;

ou bien: cr < ar, et alors n < m.

Preuve Comme on l'a vu dans la preuve de 2.2.c, m = ap . . .a0
b implique bp 6 m < bp+1.

De même, bq 6 n < bq+1. Si p < q, alors m < bp+1 6 bq 6 n, donc m < n. De même q < p

implique n < m.

Supposons maintenant p = q; comme m 6= n, l'ensemble A = {k ∈ [[0,p]] ; ak 6= ck} est non-vide

(d'apr�es l'unicit�e dans le th�eor�eme 2.2.c). Comme A est une partie de N major�ee par p, elle

poss�ede un plus grand �el�ement r.

• Supposons que r = 0. Cela signi�e que a0 6= c0 et ak = ck pour tout k ∈ [[1,p]]. D'o�u:
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m− n = a0 +
p∑

i=1

aib
i − c0 −

p∑
i=1

cib
i = a0 − c0.

Donc on a bien dans ce cas m < n si et seulement si a0 < c0.

• Supposons que 1 6 r. On a ar 6= cr et ak = ck pour tout k ∈ [[r + 1,p]]. Pour �xer les id�ees,

supposons que ar < cr (si c'est le contraire cr < ar, il su�t d'�echanger m et n). D�ecomposons:

m =
r−1∑
i=0

aib
i + arb

r + S, avec S =
p∑

i=r+1

aib
i (S est nul si r = p), (1)

n =
r−1∑
i=0

cib
i + crb

r + S, avec le même S =
p∑

i=r+1

aib
i =

p∑
i=r+1

cib
i. (2)

Rappelons que l'on a toujours ai 6 b− 1, de sorte que l'on peut majorer:
r−1∑
i=0

aib
i 6

r−1∑
i=0

(b− 1)bi = br − 1.

Donc, d'apr�es (1), il vient m 6 br − 1+ arb
r + S = (ar + 1)br − 1+ S. Or puisqu'on a suppos�e

au d�epart que ar < cr, on a: (ar + 1)br − 1 < (ar + 1)br 6 crb
r. Par suite: m < crb

r + S.

Or il r�esulte de (2) que crb
r + S 6 n. On conclut que m < n. ut

2.5 Estimation de la longueur de la représentation en une base donnée

a) Observation préliminaire. Pour tout entier b > 1 et tout m ∈ N∗, on veut pouvoir calculer

la longueur Long b(m) de la repr�esentation de m en base b. La m�ethode propos�ee ici suppose de

connâ�tre l'ensemble R des nombre r�eels et les fonctions logarithmes sur R.

Pour tout x ∈ R, on note E(x) la partie enti�ere de x. On note ln le logarithme n�eperien. Pour tout

r�eel a > 1, on note loga la fonction logarithme de base a, qui est d�e�nie par loga(x) =
lnx
lna

, et qui

est strictement croissante sur ]0,+∞[.

b) Proposition. Soit a ∈ R tel que a > 1. Soit b ∈ N tel que b > 1.

Pour tout m ∈ N∗, on a: Long b(m) = E
(
loga m
loga b

)
+ 1.

Preuve. Soit m = ak . . .a0
b avec ak 6= 0 donc Long b(m) = k + 1. On a vu au d�ebut de la

preuve du th�eor�eme 2.2.c qu'alors bk 6 m < bk+1. En appliquant la fonction loga, il vient

k loga b 6 loga m < (k+1) loga b, ou encore k 6 loga m

loga b
< k+1. Cela signi�e que k = E

(
loga m

loga b

)
,

ce qui prouve le r�esultat voulu. ut

Remarque: Si on choisit a = b, on obtient en particulier Long b(m) = E(logbm)+ 1. Pour m = b,

il vient Long b(b) = E(1) + 1 = 2, ce que l'on savait d�eja puisque b = 10
b
.

c) Exemples.

(i) Calculer le nombre de chi�res de 100 en base 2.

Solution. On applique la proposition avec b = 2 et m = 100; on choisit a = 10 donc:

Long 2(100) = E
(
log10 100

log10 2

)
+ 1 = E

(
2

0,30103···
)
+ 1 = 6+ 1 = 7.

On peut v�eri�er en explicitant 100 = 64+ 32+ 4 = 26 + 25 + 22 = 1100100
2
.

(ii) Calculer la longueur de la repr�esentation d�ecimale de 211213 puis de 211213 − 1.
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Solution. On applique encore la formule, avec a = b = 10. D'abord pour m = 211213, il vient:

Long 10 m = E
(
log10m

log10 10

)
+ 1 = E(log10 m) + 1.

Or en notant x = 11213, on a: m = 2x = 10x log10 2 c'est-�a-dire log10 m = x log10 2. Donc

E(log10 m) = E(11213× 0, 30103 · · · ) = 3375. Ainsi Long 10 m = 3376.

Posons maintenant m ′ = m − 1. L'�ecriture d�ecimale de m ne se termine pas par 0 (car sinon

m serait un multiple de 5, ce qui n'est pas). Donc l'�ecriture d�ecimale de m ′ est la même que

celle de m, hormis le chi�re des unit�es, qui est diminu�e de 1. En particulier Long 10 m
′ =

Long 10 m = 3376.

On verra plus tard, apr�es l'�etude des congruences, d'autres applications de l'�ecriture d�ecimale des

entiers naturels (preuve par neuf, crit�ere de divisibilit�e de Pascal...)
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U.E. libre \L'univers des nombres" Ann�ee 2011-2012

Chapitre 2: écritures décimales et nombres réels

1 Nombres décimaux et nombres réels

1.1 Rappel sur R et divers sous-ensembles de nombres

On suppose ici connu l'ensemble R des nombres r�eels, muni de ses op�erations (permettant de faire

du calcul alg�ebrique dans R) et de sa relation d'ordre 6 (permettant de faire de l'analyse dans R).
Parmi les sous-ensembles de nombres classiques de R, on distingue:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

• N est l'ensemble des nombres entiers naturels 0, 1, 2, 3, . . . , 9, 10, 11, 12, . . . 453, 454, . . . �etudi�es au

chapitre pr�ec�edent.

Remarque: des �equations du type x + 3 = 0 ou x × 7 = 1 n'ont pas de solution dans N (cela

correspond au fait que N n'est pas un groupe pour l'addition ni pour la multiplication).

La somme et le produit de deux entiers naturels est un entier naturel.

• Z est l'ensemble des nombres entiers relatifs . . . ,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5 . . . form�es des

entiers naturels et de leurs oppos�es.

Remarque: toutes les �equations du type x + a = 0 avec a ∈ Z ont maintenant des solutions

dans Z (�a savoir x = −a), mais les �equations du type x × 7 = 1 n'en ont toujours pas (cela

correspond au fait que Z est un groupe pour l'addition mais pas pour la multiplication).

La somme, la di��erence et le produit de deux entiers relatifs est un entier relatif; on dit que Z est

un anneau.

• Q est l'ensemble des nombres rationnels, c'est-�a-dire de la forme x = a
b
avec a ∈ Z et b ∈ N∗.

Remarque: toutes les �equations du type x + a
b

= 0 avec a ∈ Z,b ∈ N∗ ont maintenant des

solutions dans Q (�a savoir x = −a
b
), et toutes les �equations du type x×a

b
= 1 avec a ∈ Z∗,b ∈ N∗

ont maintenant des solutions dans Q (�a savoir x = b
a
).

En revanche, une �equation du type x2 = 2 n'a toujours pas de solution dans Q (voir plus loin

en 3.1.b). De plus, sur le plan de la relation d'ordre 6, il existe dans Q des parties non-vides

et major�ees qui n'admettent pas de borne sup�erieure dans Q (voir plus loin en 3.2.b). Il en

r�esulte des insu�sances pour \faire de l'analyse": par exemple une suite strictement croissante

et major�ee de rationnels ne converge pas n�ecessairement dans Q (voir plus loin en 3.1.d).

La somme, la di��erence et le produit de deux rationnels est un rationnel, et le quotient de tout

rationnel par tout rationnel non-nul est un rationnel; on dit que Q est un corps.

• R est l'ensemble des nombres r�eels. Il contient tous les nombres rationnels, mais aussi d'autres

qui ne le sont pas (ils sont dits irrationnels) comme π,
√
2, ln 2, e,...

Remarque: alg�ebriquement, R un corps; et sur le plan de la relation d'ordre, toute partie

non-vide et major�ee de R admet une borne sup�erieure dans R (les cons�equences pour l'analyse

dans R sont fondamentales).
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Il existe plusieurs m�ethodes th�eoriques de construction de R (soit par les coupures de Dedekind2,

soit par les suites de Cauchy3)... aucune n'est triviale et nous ne les reprenons pas ici.

On d�eveloppe dans ce qui suit un point de vue concret (et adapt�e au calcul) sur les nombres r�eels via

l'�ecriture d�ecimale. On commence pour cela par �etudier un type particulier de nombres rationnels,

les nombres d�ecimaux.

1.2 Nombres décimaux

a) Définition. On appelle nombre d�ecimal tout nombre rationnel de la forme particuli�ere :
a
10n

= 10−na, o�u a ∈ Z et n ∈ N.
On note D l'ensemble des nombres d�ecimaux.

I Tout nombre entier est un nombre d�ecimal. En d'autres termes, on a:

N ⊂ Z ⊂ D ⊂ Q ⊂ R

I La somme et la di��erence de deux nombres d�ecimaux est un nombre d�ecimal. Le produit de deux

nombres d�ecimaux est un nombre d�ecimal. En revanche, l'inverse d'un nombre d�ecimal non-nul

n'est pas forc�ement un nombre d�ecimal.

En e�et: pour a,b ∈ Z et n,m ∈ N, on a a
10n

+ b
10m

= a10m+b10n

10m+n et a
10n

× b
10m

= a×b
10m+n ,

ce qui montre le premier point. Pour le second, consid�erons le nombre 3, qui est un entier donc

un rationnel. Si son inverse �etait un nombre d�ecimal, on aurait a
10n

= 1
3
avec a ∈ Z et n ∈ N,

donc 10n = 3a, ce qui est impossible puisque 10 n'est pas divisible par 3. ut

I On r�esume ces propri�et�es en disant que l'ensemble D des nombres d�ecimaux est un sous-anneau

de Q, contenant Z.

b) Remarque. (Les �ecritures de l'�ecole primaire)

Soit x ∈ D. Il est donc de la forme: x = a
10n

= 10−na avec a ∈ Z et n ∈ N.
Mais, comme dans le chapitre 1, a s'�ecrit de fa�con unique:

a = 10na0 + 10n−1a1 + · · ·+ 10an−1 + an, avec a0 ∈ Z et 0 6 ak 6 9 pour tout 1 6 k 6 n.

(Ceci r�esulte de la division euclidienne, mais attention: ce n'est pas forc�ement l'�ecriture d�ecimale

de a. Par exemple: −235 = −3.102 + 6.10+ 5)

On en d�eduit que le d�ecimal x = 10−na s'�ecrit de fa�con unique

a10−n = a0 + a110
−1 + a210

−2 · · ·+ an−110
n−1 + an10

−n,

avec a0 ∈ Z et 0 6 ak 6 9 pour tout 1 6 k 6 n.

Lorsque a est positif, on note a = a0,a1a2 . . .an

Exemples:

• x = 28.10−2 = (0.102 + 2.10+ 8).10−2 = 0+ 2.10−1 + 8.10−2 ; on note x = 0, 28.

• x = 3514.10−2 = (35.102 + 1.10+ 4).10−2 = 35+ 1.10−1 + 4.10−2 ; on note x = 35, 14.

• x = −321.10−2 = (−4.102 + 7.10+ 9).10−2 = −4+ 7.10−1 + 9.10−2

alors que y = 321.10−2 = (3.102 + 2.10+ 1).10−2 = 3+ 2.10−1 + 1.10−2 ;

on note y = 3, 21 et y = −x = −3, 21.

2Richard Dedekind, 1831- 1916, math�ematicien allemand reconnu en particulier pour ses travaux sur les fonde-

ments des math�ematiques et en alg�ebre
3Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, l'un des math�ematicien fran�cais les plus important du XIX�eme si�ecle, dont

l'in
uence a �et�e fondamentale dans tous les domaines, mais tout particuli�erement en analyse r�eelle et complexe
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Le but de ce qui suit est de d�e�nir une �ecriture d�ecimale pour tout nombre r�eel, ce qui ne peut se

faire qu'en passant d'une suite �nie de chi�res (su�sante pour �ecrire tout nombre d�ecimal) �a une

suite �eventuellement in�nie (n�ecessaire pour �etendre �a tout r�eel).

c) Suites décimales. On appelle suite d�ecimale toute suite d'entiers (an)n>0 telle que a0 ∈ Z
et 0 6 an 6 9 pour tout n > 1. On note S l'ensemble des suites d�ecimales.

Soit s = (an)n>0 ∈ S ;

• s est dite finie lorsqu'il existe N ∈ N telle que an = 0 pour tout n > N.

• s est dite impropre lorsqu'il existe N ∈ N telle que an = 9 pour tout n > N.

• s est dite propre lorsqu'elle n'est pas impropre, (i.e. ∀ N ∈ N, ∃ n > N, an 6= 9.)

On note Sp l'ensemble des suites d�ecimales propres.

1.3 Valeurs décimales approchées d’un réel

Rappelons d'abord que, quel que soit x ∈ R, on appelle partie enti�ere de x, not�ee E(x), l'unique

entier relatif tel que E(x) 6 x < E(x) + 1.

a) Définition. Soient x ∈ R et n ∈ N. On appelle valeur d�ecimale approch�ee de x �a 10−n

pr�es par d�efaut, ou par exc�es, les nombres d�ecimaux d�e�nis respectivement par:

xn = 10−nE(10nx) et yn = 10−n(E(10nx) + 1) = xn + 10−n.

Par d�e�nition de la partie enti�ere: 10nxn = E(10nx) 6 10nx < E(10nx) + 1 = 10ny. Donc:

pour tout n ∈ N, on a: xn 6 x < yn et yn − xn = 10−n.

b) Remarques.

• Pour tout x ∈ R, on a x0 = E(x) 6 x < y0 = E(x) + 1.

• Pour tout x ∈ Z et tout n ∈ N, on a E(10nx) = 10nx, donc xn = x < yn = x+ 10−n.

• Pour tout x ∈ D, la suite (xn) est stationnaire.

En e�et: soit x = 10−na avec n ∈ N et a ∈ Z ; soit m > n, de sorte que 10mx = 10m−na

qui est entier ; donc xm = 10−mE(10mx) = 10m10m−na = 10−na ; ainsi xm = x d�es lors que

m > n.

Par exemple: soit x = 1976.10−2 = 19, 76. On a: x0 = 19 et y0 = 20, x1 = 19, 7 et y1 = 19, 8,

x2 = 19, 76 = x et y2 = 19, 77, puis xm = x et ym = x+ 10−m pour m > 2.

c) Exercice.

Calculer les cinq premiers termes des suites (xn) et (yn) pour le r�eel (rationnel) x = 9
7
.

Calculer tous les termes des suites (xn) et (yn) pour le r�eel (d�ecimal) x = −6532.10−2.

d) Théorème. Pour tout r�eel x, les suites (xn) et (yn) d�e�nies ci-dessus sont adjacentes, et

convergent vers x.

Preuve On part de: 10nxn = E(10nx) 6 10nx < E(10nx) + 1 = 10ny.

En multipliant par 10, il vient: 10E(10nx) 6 10n+1x < 10E(10nx) + 10.

Par d�e�nition de la partie enti�ere:

d'une part 10E(10nx) 6 10n+1x implique 10E(10nx) 6 E(10n+1x), ce qui conduit en multipliant

par 10−n−1 �a xn 6 xn+1 ;

d'autre part 10n+1x < 10E(10nx)+10 implique E(10n+1x)+1 6 10E(10nx)+10, ce qui conduit

en multipliant par 10−n−1 �a yn+1 6 yn.
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Ainsi (xn) est croissante et (yn) est d�ecroissante; comme de plus (yn − xn) = 10−n converge

vers 0, on conclut que les deux suites sont adjacentes.

On sait qu'alors elles convergent vers une même limite `; puisque xn 6 x < yn pour tout n ∈ N,
on a n�ecessairement ` = x. ut

e) Remarque. On pourrait dans tout ce paragraphe remplacer 10 par n'importe quel nombre

entier p > 2 (de fa�con �a avoir (p−n) qui converge vers 0), et ce que l'on va dire maintenant du

d�eveloppement d�ecimal des r�eels s'adapterait aussi (on parlerait du d�eveloppement p-adique).

2 Développement décimal d’un réel

2.1 Existence et unicité du développement décimal propre

a) Lemme et notation. Soit x ∈ R. On d�e�nit une suite (an) d'entiers en posant:

a0 = E(x) et an+1 = E(10n+1x) − 10E(10nx) pour tout n ∈ N.
Alors:

(i) la suite (an)n>0 est une suite d�ecimale propre (au sens de 1.2.c);

(ii) pour tout n > 1, la valeur d�ecimale approch�ee xn de x �a 10−n pr�es par d�efaut est donn�ee

par: xn = a0 +
n∑

k=1

ak10
−k

Comme x = lim
n→+∞ xn, on note: x = a0 + lim

n→+∞
n∑

k=1

ak10
−k = a0 +

+∞∑
k=1

ak10
−k.

Preuve. On a: E(10nx) 6 10nx < E(10nx) + 1.

En multipliant par 10, il vient: 10E(10nx) 6 10n+1x < 10E(10nx) + 10.

D'une part 10n+1x < 10E(10nx)+10 implique: E(10n+1x) < 10E(10nx)+10 (simplement parce

que E(10n+1x) 6 10n+1x), donc an+1 < 10.

D'autre part 10E(10nx) 6 10n+1x implique 10E(10nx) 6 E(10n+1x) (par d�e�nition de la partie

enti�ere), et donc 0 6 an+1.

En r�esum�e, on a bien: 0 6 an+1 6 9 pour tout n ∈ N.

Par ailleurs, par d�e�nition de an+1, on a:

10−(n+1)an+1 = 10−(n+1)E(10n+1x) − 10−nE(10nx) = xn+1 − xn.

Par une r�ecurrence �evidente, on en tire xn+1 = x0 +
n+1∑
k=1

ak10
−k. Il su�t de rappeler que

x0 = E(x) = a0 pour obtenir le point (ii) du lemme.

• Le seul point qui reste �a montrer pour (i) est que la suite sx = (an)n>0 est propre. Par

l'absurde, supposons qu'il existe N ∈ N tel que an = 9 pour tout n > N. Pour un tel n > N,

on aurait donc:

xn = a0 +
N∑

k=1

ak10
−k +

n∑
k=N+1

9.10−k = xN +
n∑

k=N+1

9.10−k.

Mais
n∑

k=N+1

9.10−k =
n∑

k=N+1

(10− 1).10−k =
n∑

k=N+1

10−k+1 − 10−k = 10−N − 10−n ;

donc on aurait xn − xN = 10−N − 10−n, c'est-�a-dire: xn + 10−n = xN + 10−N,

ou encore yn = yN (avec les notations de 1.2.a). On aboutirait ainsi �a yN = yn pour tout

n > N. Comme on sait d'apr�es 1.2.d que (yn) converge vers x, on conclurait x = yN, ce qui

contredirait le fait que x < yn pour tout n ∈ N (par d�e�nition de la valeur d�ecimale approch�ee

par exc�es). ut
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On a, par ce lemme, associ�e �a tout x ∈ R une certaine suite (an)n>0 qui est dans Sp. Le lemme

suivant prend un point de vue r�eciproque.

b) Lemme. Soit (an)n>0 ∈ Sp une suite d�ecimale propre. On d�e�nit deux suites (un)n>0 et

(vn)n>0 de nombres d�ecimaux en posant, pour tout n ∈ N :

un = a0 +
n∑

k=1

ak10
−k et vn = un + 10−n.

Alors, les suites (un) et (vn) sont adjacentes et, si l'on note x leur limite commune, un et vn sont

exactement les valeurs d�ecimales approch�ees �a 10−n pr�es de x, par d�efaut et par exc�es respective-

ment.

Preuve. Par d�e�nition des suites (un) et (vn), on a pour tout n > 0 :

un+1 − un = an+110
−(n+1) et

vn − vn+1 = un − un+1 + 10−n − 10−(n+1) = (−an+1 + 10− 1)10−(n+1).

Comme 0 6 ak 6 9 pour tout k > 1, il en r�esulte que (un) est croissante et (vn) d�ecroissante.

En outre lim
n→+∞(un − vn) = lim

n→+∞ 10−n = 0 ; les deux suites sont donc adjacentes. On note x

leur limite commune.

On sait (propri�et�e g�en�erale des suites adjacentes) que cette limite x v�eri�e:

un 6 x 6 vn, (1)

mais, et c'est l�a un point crucial (voir plus loin remarque f), on a ici plus pr�ecis�ement:

un 6 x < vn, (2)

En e�et, par l'absurde, supposons qu'il existe N ∈ N tel que x = vN. Comme (vn)

est d�ecroissante et minor�ee par x, on aurait x = vn = vN pour tout n > N. Donc

vn+1 = vn pour tout n > N. Rappelons que l'on a vu au d�ebut de la preuve que

vn − vn+1 = (−an+1 + 9)10−(n+1). On aurait ainsi an+1 = 9 pour tout n > N, ce

qui contredirait que la fait que la suite d�ecimale (an) est choisie propre.

Comme 10nun et 10nvn = 10nun + 1 sont entiers, (2) montre exactement que un et vn sont

les valeurs d�ecimales approch�ees �a 10−n pr�es de x, par d�efaut et par exc�es respectivement. ut

On peut maintenant synth�etiser les deux lemmes en un seul �enonc�e:

c) Théorème. L'application σ : R → Sp qui, �a tout r�eel x, associe la suite d�ecimale propre

(an)n>0 d�e�nie au lemme a) est une bijection de R sur Sp.

Preuve. Lorsque x ∈ R, on lui associe par le lemme a) une suite (an) ∈ Sp.

Notons σ(x) cette suite, ce qui d�e�nit une application σ : R → Sp.

R�eciproquement, le lemme b) permet d'associer �a toute suite s ∈ Sp un r�eel que l'on notera

τ(s), ce qui d�e�nit une application τ : Sp → R.

• Ceci �etant, partons d'un r�eel x quelconque �x�e. Notons (xn) et (yn) les suites de valeurs

approch�ees d�ecimales de x (par d�efaut et par exc�es) d�e�nies par 1.3. Par le lemme a), on construit

la suite σ(x) = (an). D'apr�es le point (ii) du lemme a), elle v�eri�e que a0 +
n∑

k=1

ak10
−k = xn.

Pour la suite s = (an) ainsi obtenue, appliquons maintenant le lemme b. Les suites (un) et (vn)

que l'on construit dans le lemme b sont alors (par construction même) exactement les suites

(xn) et (yn) ci-dessus, ce qui implique que leur limite commune [c'est-�a-dire τ(s)] n'est autre

que la limite commune de (xn) et (yn) [c'est-�a-dire x].

On a ainsi v�eri��e que τ(σ(x)) = x, ce qui prouve que τ ◦ σ = idR.

• On v�eri�e de la même fa�con que σ ◦ τ = idSp
, ce qui ach�eve la preuve. ut
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On retiendra la formulation pratique suivante de ce th�eor�eme:

d) Corollaire. Pour tout x ∈ R, il existe une unique suite d�ecimale propre (an)n>0 tq:

x = a0 +
+∞∑
k=1

ak10
−k. (?)

Dans ce cas, les valeurs d�ecimales approch�ees �a 10−n pr�es de x sont donn�ees par:

xn = a0 +
n∑

k=1

ak10
−k 6 x < yn = xn + 1.

e) Terminologie et notation: (?) s'appelle le d�eveloppement d�ecimal (propre) de x.

Lorsque x est positif, on note x = a0,a1a2a3 . . ., les points de suspension exprimant le fait qu'il ne

s'agit pas forc�ement d'une suite �nie.

Par exemple: 12
25

= 0, 48 = 0, 4800000 . . ., 12
11

= 1, 09090909 . . ., π = 3, 141592653589793 . . .,

le nombre de Mahler4 = 0, 123456789101112131415 . . .

f) Remarque sur l’unicité. Si l'on reprend la construction du lemme b) en partant d'une suite

s = (an) ∈ S (non n�ecessairement propre), on peut d�e�nir de la même fa�con les suites (un) et

(vn), montrer qu'elles sont adjacentes, mais en notant x = τ(s) leur limite commune, on ne peut

pas conclure que (un) et (vn) sont les suites de valeurs d�ecimales approch�ees de x. En e�et, il nous

a fallu pour cela pouvoir remplacer (1) par (2), ce qui a utilis�e le fait que s est propre.

Plus pr�ecis�ement, on a toujours τ(σ(x)) = x pour tout x ∈ R (et donc τ ◦ σ = idR), mais on peut

montrer qu'une suite s ∈ S v�eri�e σ(τ(s)) = s si et seulement si s ∈ Sp.

Par exemple, prenons x = 1. On construit (an) = σ(x) par le lemme a); il vient: a0 = 1,

a1 = a2 = · · · = an = · · · = 0 pour tout n > 1. Si l'on note s = σ(x), on a donc s ∈ Sp
et τ(s) = x = 1. Prenons maintenant une autre suite s ′ ∈ S, impropre, d�e�nie par: a ′

0 = 0,

a ′
1 = a ′

2 = · · · = a ′
n = · · · = 9 pour tout n > 1. Appliquons la construction du lemme

b. Les suites (u ′
n) et (v ′

n) correspondantes sont donn�ees par: u ′
0 = 0, u ′

1 = 0, 9, u ′
2 = 0, 99,

u ′
3 = 0, 999,... v ′

0 = 1, v ′
1 = 1, v ′

2 = 1, v ′
3 = 1,... et leur limite commune est encore τ(s ′) = 1. On

a donc: τ(s) = τ(s ′) = 1 avec s 6= s ′, s ∈ Sp, s
′ /∈ Sp. On �ecrit: 1 = 1, 000000 . . . = 0, 999999 . . .,

la deuxi�eme �ecriture �etant impropre !

Plus g�en�eralement, tout nombre d�ecimal est image par τ de deux suites d�ecimales, une propre et

une impropre, (par exemple 7, 25 = 7, 25000000 . . . = 7, 24999999 . . .) et l'on peut montrer que,

parmi les r�eels, cela caract�erise les nombres d�ecimaux.

Dans la pratique, a�n de conserver l'unicit�e du d�eveloppement d�ecimal, on ne consid�ere que des

suites d�ecimales propres.

g) Exercice. En utilisant les r�esultats de ce paragraphe, d�emontrer que l'ensemble R n'est pas

d�enombrable (voir plus loin en 3.3).

2.2 Comparaison de deux réels par leur développement décimal

a) Proposition. Soient x et y deux r�eels donn�es par leur d�eveloppement d�ecimal (propre):

x = a0 +
+∞∑
k=1

ak10
−k et y = b0 +

+∞∑
k=1

bk10
−k.

Alors : (x < y) si et seulement si (∃ N ∈ N, aN < bN et ak = bk pour tout 0 6 k < N).

4Kurt Mahler, 1903-1988, math�ematicien anglais d'origine allemande, sp�ecialiste des questions de transcendance

en th�eorie des nombres
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Preuve. Supposons x 6= y. Par unicit�e du d�eveloppement d�ecimal, on peut consid�erer le plus

petit entier N > 0 tel que aN 6= bN. Supposons aN < bN. En reprenant les notations du

lemme 2.1.b, on a:

uN = a0+
N∑

k=1

ak10
−k 6 x < vN = uN+10−N et u ′

N = b0+
N∑

k=1

bk10
−k 6 y < v ′

N = u ′
N+10−N.

On en d�eduit: x < a0 + a110
−1 + a210

−2 · · ·+ aN−110
N−1 + (aN + 1)10−N

et b0 + b110
−1 + b210

−2 · · ·+ bN−110
N−1 + bN10

−N 6 y

d'o�u x < y puisque ak = bk si 0 6 k 6 N− 1 et aN + 1 6 bN.

De même bien sûr y < x si l'on suppose au contraire que bN < aN. ut

b) Exercice. En utilisant la proposition ci-dessus, donner une preuve du th�eor�eme classique:

toute partie non-vide et major�ee de R admet une borne sup�erieure (voir plus loin en 3.2.a).

2.3 Caractérisation des rationnels par leur développement décimal

a) Définition. Soit s = (an)n>0 une suite d�ecimale. On dit que s est p�eriodique lorsqu'il existe

deux entiers N,p ∈ N tels que, pour tout n > N, on ait an = an+p.

En clair cela signi�e que, �a partir d'un certain rang, on a un même \paquet" de chi�res qui se

r�ep�etent. Par exemple:

• 377
300

= 1.25666666 . . ., 1
11

= 0, 909090909 . . ., 5
7
= 0, 714285714285714285 . . . sont p�eriodiques ;

• toute suite �nie (repr�esentant donc un nombre d�ecimal) est p�eriodique : 37
100

= 0, 3700000 . . . ;

• les suites 0, 1234567891011121314 . . . ou 0, 01001000100001 . . . ne sont pas p�eriodiques.

b) Exemples préliminaires.

• On vient de voir que les rationnels 377
300

, 1
11

ou 5
7
ont tous des d�eveloppements d�ecimaux qui sont

p�eriodiques. Le th�eor�eme suivant va montrer que c'est le cas de tous les rationnels.

• Consid�erons le nombre r�eel x = 15, 7659428428428428 . . ., dont le d�eveloppement est p�eriodique.

On calcule: 104x = 157659, 428428428 . . . et 107x = 157659428, 428428428 . . .

Donc: 107x − 104x = 157659428 − 157659 est un entier, et donc: x = 157659428−157659
107−104

est un

rationnel (que l'on peut simpli�er en x = 157501769
999000

). Le th�eor�eme suivant va montrer que c'est le

cas de tous les r�eels dont le d�eveloppement d�ecimal propre est p�eriodique.

c) Théorème. Soit x un r�eel et x = a0 +
+∞∑
k=1

ak10
−k son d�eveloppement d�ecimal (propre). Alors

x ∈ Q si et seulement si la suite d�ecimale (an)n>0 est p�eriodique.

Preuve. Supposons x ∈ Q; notons x = p
q
avec p ∈ Z,q ∈ N∗ premiers entre eux. On d�e�nit par

r�ecurrence deux suites (an) et (rn) par division euclidienne:

p = a0q+ r0, 10r0 = a1q+ r1, 10r1 = a2q+ r2, . . . avec 0 6 r0, r1, r2, . . . < q ;

et plus g�en�eralement: 10rn−1 = anq+ rn avec 0 6 rn < q,

ce qui d�etermine an et rn de fa�con unique �a partir des pr�ec�edents.

1) La suite s = (an)n>0 ainsi form�ee est une suite d�ecimale. En e�et, pour tout n > 1, on a

0 6 anq = 10rn−1 − rn 6 10rn−1 < 10q d'o�u 0 6 an < 10.

2) Cette suite (an) est exactement la suite d�ecimale σ(x) du d�eveloppement d�ecimal propre de

x. En e�et:

p = a0q+ r0 donc p
q
= a0 +

r0
q

;
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10r0 = a1q+ r1 donc r0
q

= a1

10
+ r1

10q
, d'o�u p

q
= a0 +

a1

10
+ r1

10q
;

10r1 = a2q+ r2 donc r1
10q

= a2

102
+ r2

102q
, d'o�u p

q
= a0 +

a1

10
+ a2

102
+ r2

102q

et par r�ecurrence �evidente: x = p
q
= a0 +

n∑
k=1

ak

10k
+ rn

10nq

Mais 0 6 rn < q implique 0 6 rn
10nq

< 1
10n

,

de sorte que l'�ecriture de x pr�ec�edente conduit imm�ediatement �a l'encadrement:

a0 +
n∑

k=1

ak

10k
6 x < a0 +

n∑
k=1

ak

10k
+ 1

10n
,

ce qui d'apr�es le lemme 2.1.a prouve que la suite (an) ainsi d�e�nie n'est autre que σ(x).

3) Cette suite (an) est p�eriodique. En e�et, comme tout reste rn v�eri�e 0 6 rn < q, on

retrouve forc�ement dans la suite des divisions euclidiennes e�ectu�ees le même reste apr�es au

plus q op�erations. Plus pr�ecis�ement, il existe des entiers k, l tels que 0 6 k < l 6 q et rk = rl.

On a donc: ak+1q+ rk+1 = 10rk = 10rl = al+1q+ rl+1 d'o�u al+1 = ak+1 et rl+1 = rk+1 (par

unicit�e du quotient et du reste dans la division euclidienne). En it�erant, on obtient rl+m = rk+m

et al+m = ak+m pour tout m > 1. Ceci implique que, en notant p = l − k, on a an+p = an

pour tout n > k+ 1.

• R�eciproquement, soit x = a0+
+∞∑
k=1

ak10
−k un r�eel donn�e par son d�eveloppement d�ecimal, que

l'on suppose p�eriodique: il existe donc p > 1 tel que an+p = an pour n > �a un certain rang N,

que l'on suppose choisi minimum. Posons alors comme en 2.1.b : un = a0 +
n∑

k=1

ak10
−k pour

tout n > 0, et d�e�nissons une nouvelle suite (bk) par bk = uN+kp. C'est une suite extraite de

(un), donc elle converge vers la même limite que (un), c'est-�a-dire x.

On v�eri�e alors que : bk+1 − bk = 10−kp(uN+p − uN),

si bien que: bk+1 = b0 + (uN+p − uN)(1+ 10−p + 10−2p + · · ·+ 10−kp).

Il en r�esulte que (limite de la somme des termes d'une suite g�eom�etrique):

x = lim
k→+∞bk = b0 + (uN+p − uN)(1− 10−p)−1,

qui est bien un rationnel puisque la suite (un) est �a termes rationnels. ut

3 Résultats annexes.

3.1 Quelques remarques sur les réels irrationnels

Rappelons qu'un r�eel est irrationnel lorsqu'il n'est pas rationnel, c'est-�a-dire qu'il n'appartient pas

au sous-ensemble Q de R.

a) Exemple. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, le nombre de Mahler 0, 12345678910111213141516 . . . est

irrationnel (puisque, par d�e�nition, son d�eveloppement d�ecimal n'est pas p�eriodique).

b) Exemple. Le nombre
√
2 est irrationnel.

Preuve (historiquement classique). Le nombre r�eel x =
√
2 est d�e�ni par le fait que x2 = 2.

Raisonnons en supposons, \par l'absurde", que x est un rationnel. Cela signi�e que x = a
b
avec

a ∈ Z et b ∈ N∗. Quitte �a simpli�er, on peut supposer que x = a
b
est \irr�eductible", ou encore

non-simpli�able, ce qui signi�e que les entiers a et b n'ont aucun diviseur commun (on dit qu'ils

sont premiers entre eux).

On a: a2

b2
= x2 = 2, donc a2 = 2b2.

Ainsi a2 est pair. Cela implique que a est pair (car le carr�e d'un entier impair est impair). Donc

a = 2c pour un certain entier c. Mais alors a2 = 4c2, donc 4c2 = 2b2, donc b2 = 2c2.
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Ainsi b2 est pair. De la même fa�con que pr�ec�edemment, cela implique que b est pair, et s'�ecrit

donc b = 2d avec d ∈ N∗. On obtient une contradiction puisque a = 2c et b = 2d alors que

l'hypoth�ese de d�epart supposait x irr�eductible. ut

On peut montrer par une preuve analogue (par un raisonnement arithm�etique simple utilisant le

lemma de Gauss) que, pour tout n ∈ N qui n'est pas un carr�e dans N, le r�eel
√
n est irrationnel.

On peut en d�eduire l'exercice suivant: montrer que α =
√
6−

√
2−

√
3 est irrationnel.

Solution. On calcule α2, d'o�u β := 1
2
(2α−α2 + 11) =

√
3+ 2

√
2 ; on a β2 = 11+ 4

√
6. Comme√

6 /∈ Q, ceci implique que β2 /∈ Q. Il en r�esulte que β /∈ Q (car le carr�e d'un rationnel est

rationnel). On en d�eduit imm�ediatement que α /∈ Q. ut

c) Exercice. Montrer que log10(2) est irrationnel.

Solution: Sinon il existe p ∈ Z et q ∈ N∗ tels que 10p/q = 2 donc 10p = 2q. Impossible ut

d) Exercice. Montrer que le r�eel e (base du logarithme n�eperien) est irrationnel.

Solution. On proc�ede par un raisonnement sur des suites adjacentes qui, s'il n'utilise pas

directement le d�eveloppement d�ecimal, est tout �a fait de même nature que les consid�erations

pr�ec�edentes. Cela consiste �a �etablir le lemme suivant:

Lemme. Soit (un)n>0 la suite de rationnels d�e�nie par:

un = 1+ 1+ 1
2
+ 1

6
+ 1

24
+ · · ·+ 1

n!
=

n∑
k=0

1
k!

Alors la suite (un) converge dans R et sa limite e est irrationnelle.

Preuve. Posons vn = un + 1
n×n!

. Il est clair que (vn − un) converge vers 0, et que

(un) est strictement croissante.

De plus, vn+1−vn = un+1−un+
1

(n+1)×(n+1)!−
1

n×n!
= 1

(n+1)!+
1

(n+1)×(n+1)!−
1

n×n!

= −1
n(n+1)(n+1)! < 0.

Donc la suite (vn) est strictement d�ecroissante; on conclut que les deux suites (un)

et (vn) sont adjacentes; elles admettent donc une limite commune que l'on note e.

Il est clair que e > 0, et en calculant les premiers termes de la suite (un), on v�eri�e

imm�ediatement que: e = 2, 1718 . . .. On va montrer que e est irrationnel

Par l'absurde, supposons que e = p
q
avec p,q ∈ N∗. En r�eduisant tous les termes de

uq =
q∑

k=0

1
k!

au même d�enominateur q!, on peut �ecrire uq = a
q!

avec a ∈ N∗.

Rappelons que les deux suites (un) et (vn) sont strictement croissante et d�ecroissante.

On a donc l'encadrement uq < e < vq qui conduit �a: a
q!

< p
q
< a

q!
+ 1

q×q!

Donc: a < p× (q− 1)! < a+ 1
q
. On en tire en particulier: a < p× (q− 1)! < a+ 1,

ce qui est impossible puisque p× (q− 1)! est entier. ut

3.2 Quelques remarques sur l’axiome de la borne supérieure

Rappelons d'abord que, si E est une partie non-vide de R, on appelle majorant de E tout r�eel

M tel que x 6 M pour tout �el�ement de E. Si E admet des majorants, et s'il existe parmi eux

un plus petit majorant S, on dit que S est la borne sup�erieure de E. Une propri�et�e tout �a fait

fondamentale de R est qu'une telle borne sup�erieure existe toujours dans R d�es lors que E est admet

des majorants. On en donne ci-dessous une d�emonstration utilisant les d�eveloppements d�ecimaux,

et l'on montre que cette propri�et�e n'est plus vraie si l'on se restreint �a Q.

a) La propriété de la bonne supérieure pour R.

Proposition. Toute partie non-vide et major�ee de R admet une borne sup�erieure dans R.
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Preuve. Soit un ensemble non-vide de nombres r�eels major�e par un r�eel M.

Pour x ∈ E quelconque, notons x = a0 +
+∞∑
k=1

ak10
−k le d�eveloppement d�ecimal propre de x.

Comme E est major�ee, parmi toutes les valeurs prises par a0 lorsque x parcourt E, il en est une

qui majore toutes les autres. Notons-la b0 en remarquant que b0 6 E(M).

Consid�erons alors l'ensemble E0 form�e de tous les �el�ements de E dont le d�eveloppement d�ecimal

propre est de la forme x0 = b0 +
+∞∑
k=1

ak10
−k. Par d�e�nition, E0 est non vide et major�e par M.

Parmi toutes les valeurs prises par a1 lorsque x0 parcourt E0, il en est une qui majore toutes

les autres puisque 0 6 a1 6 9. Notons-la b1.

Consid�erons alors l'ensemble E1 form�e de tous les �el�ements de E0 dont le d�eveloppement d�ecimal

propre est de la forme x1 = b0 + b110
−1 +

+∞∑
k=2

ak10
−k.

On construit ainsi par r�ecurrence une suite de sous-ensembles E ⊃ E0 ⊃ E1 ⊃ · · · ⊃ En ⊃ · · ·
tous non-vide, et une suite d�ecimale s = (bn)n>0 (dont rien ne dit qu'elle est propre) v�eri�ant

par construction la propri�et�e suivante pour tout n ∈ N :

si b0 + b110
−1 + · · ·+ bn10

−n +
+∞∑

k=n+1

ak10
−k est dans En, alors an+1 6 bn+1.

Posons y = b0 +
+∞∑
k=1

bk10
−k. Il r�esulte de la proposition 2.2.a que x 6 y quel que soit x ∈ E.

Donc y est un majorant de E.

Soit maintenant z un r�eel tel que z < y. Il existe un entier n > 1 tel que z < y− 10−n. Or tout

�el�ement t dans En+1 ⊂ E v�eri�e que y − 10−n 6 t 6 y, donc en particulier z < t, de sorte que

z n'est pas un majorant de E. Ceci prouve que y est la borne sup�erieure de E. ut

b) La propriété de la bonne supérieure n’est pas vraie pour Q.

Rappelons d'abord que Q est archim�edien: ∀ x ∈ Q+, ∀y ∈ Q∗
+, ∃ n ∈ N, ny > x. (?)

Consid�erons dans Q les deux parties suivantes: A = {x ∈ Q+ ; x2 < 2} et B = {x ∈ Q+ ; x2 > 2}.

(i) ∀ x ∈ A, ∃ y ∈ A, y > x

En e�et: soit x ∈ A. Donc x2 < 2, de sorte que 2− x2 ∈ Q+. Comme de plus 2x+ 1 ∈ Q+, il

r�esulte de (?) qu'il existe n ∈ N∗ tel que n(2− x2) > 2x+ 1, donc 2x+1
n

< 2− x2.

Posons y = x+ 1
n
d'o�u y > x et y2 = x2 + 1

n2 + 2x
n
.

Or 1
n2 6 1

n
, donc y2 6 x2 + 1

n
+ 2x

n
= x2 + 2x+1

n
< x2 + (2− x2) = 2. On a bien y ∈ A.

(ii) ∀ x ∈ B, ∃ y ∈ B, y < x

En e�et : soit x ∈ B. Donc x2 > 2, de sorte que x2 − 2 ∈ Q+. Comme de plus 2x+ 1 ∈ Q+, il

r�esulte de (?) qu'il existe m ∈ N∗ tel que m(x2 − 2) > 2x+ 1, donc 2x+1
m

< x2 − 2.

Posons y = x− 1
m

d'o�u y < x et y2 = x2 + 1
m2 − 2x

m
.

Or 1
m2 > − 1

m
, donc y2 > x2 − 1

m
− 2x

m
= x2 − 2x+1

m
> x2 + (2− x2) = 2.

En�n, y ∈ Q+ car y = x− 1
m

> x− x2−2
2x+1

= x2+x+1
2x+1

> 0. On a bien y ∈ B.

(iii) Q+ = A ∪ B.

En e�et : il n'existe pas de rationnel x tel que x2 = 2 (voir plus haut en 3.1.b).

(iv) B est l'ensemble des majorants de A dans Q.

En e�et : il est clair que tout �el�ement de B majore A. R�eciproquement, soit M un majorant

de A dans Q. D'une part M ∈ Q+ puisque A ⊂ Q+, d'autre part il r�esulte de (i) que M /∈ A.

Donc d'apr�es (iii), M ∈ B.
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Bilan: comme d'apr�es (ii) B n'a pas de plus petit �el�ement, il r�esulte de (iv) que la partie A (qui

n'est pas vide puisque 1 ∈ A) n'a pas de plus petit majorant dans Q, c'est-�a-dire n'a pas de borne

sup�erieure dans Q (bien sûr, A admet dans R une borne sup�erieure, �a savoir
√
2).

Conclusion: il existe des parties de Q non-vides et major�ees qui n'admettent pas de borne

sup�erieure dans Q.

3.3 Une preuve de la non-dénombrabilité de R

Rappelons tout d'abord qu'un ensemble E est dit d�enombrable lorsqu'on peut construire une

bijection f de E sur l'ensemble N des entiers naturels.

Rappelons que cela signi�e que f : E → N permet d'associer �a chaque �el�ement x de E un unique

entier n = f(x) ∈ N , et que r�eciproquement chaque entier n ∈ N est de la forme n = f(x) pour un

unique �el�ement x ∈ E.

Il est bien connu (et pas tr�es di�cile �a montrer) que Z et Q sont d�enombrables. On donne ci-

dessous une preuve du fait que R n'est quant �a lui pas d�enombrable bas�ee sur le d�eveloppement

d�ecimal des r�eels.

Proposition. L'ensemble R n'est pas d�enombrable.

Preuve. Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe une bijection f de N sur R. Con-

sid�erons pour tout n ∈ N le d�eveloppement d�ecimal propre de f(n), not�e:

f(n) = an,0 +
+∞∑
k=1

an,k

10k
.

Soit y le r�eel dont le d�eveloppement d�ecimal propre y = b0 +
+∞∑
k=1

bk

10k
est d�e�ni de la fa�con

suivante:

b0 = n'importe quel entier sauf a0,0, de sorte que y 6= f(0) puisque leurs parties enti�eres

di��erent,

b1 = n'importe quel entier de {0, 1, 2, . . . , 9} sauf a1,1, de sorte que y 6= f(1) puisque leurs

chi�res des dixi�emes di��erent,

et plus g�en�eralement, pour tout k > 1,

bk = n'importe quel entier de {0, 1, 2, . . . , 9} sauf ak,k, de sorte que y 6= f(k) puisque leurs

k-i�emes d�ecimales di��erent.

Par construction, y 6= f(n) pour tout n ∈ N, ce qui contredit la bijectivit�e (en fait la surjectivit�e)

de f. ut
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U.E. libre \L'univers des nombres" Ann�ee 2011-2012

Chapitre 3: congruences

1 Rudiments sur la divisibilité

On travaille dans cette section dans l'anneau Z des entiers, mais la plupart des applications con-

cerneront plus sp�eci�quement les entiers naturels.

1.1 Division euclidienne

On a introduit au chapitre 1 la division euclidienne des entiers naturels. Une adaptation imm�ediate

de la même preuve (laiss�ee au lecteur) permet de l'�etendre �a Z sous la forme suivante:

Proposition. Quels que soient des entiers a et b avec b 6= 0, il existe des entiers q et r, avec r > 0,

uniques tels que :

a = bq+ r avec 0 6 r < |b|.

1.2 Multiples et diviseurs

a) Définition. Soient a et b deux entiers. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de

b, ou encore que b est multiple de a, lorsqu'il existe un entier k ∈ Z tel que b = ka.

Remarque. Dire que a divise b �equivaut alors �a dire que le reste de la division euclidienne de

b par a est nul.

I Pour tout a ∈ Z, on note aZ l'ensemble des multiples de a; donc: aZ = {ka ; k ∈ Z}.

I Pour tout b ∈ Z, on noteDb l'ensemble des diviseurs de b; donc: Db = {a ∈ Z ;∃ k ∈ Z, b = ka}.

En d'autres termes :

∀ a ∈ Z, ∀ b ∈ Z, on a: (b ∈ aZ) si et seulement si (a ∈ Db).

Exemples:

� 2Z est l'ensemble des nombres pairs; 7Z = {. . . ,−35,−28,−21,−14,−7, 0, 7, 14, 21, 28, 35, . . .};

0Z = {0} ; 1Z = Z. → Il est clair que si a 6= 0, alors aZ est in�ni.

� D12 = {−12,−6,−4,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 4, 6, 12} ; D7 = {−7,−1, 1, 7}g ; D0 = Z ; D1 = {−1, 1}.

→ Il est clair que si b 6= 0, alors Db est �ni, major�e par |b|.

b) Proposition. Soient a et b deux entiers. On a:

(i) (a divise b) ⇔ ( b ∈ aZ ) ⇔ ( bZ ⊂ aZ ) ⇔ ( Da ⊂ Db )

(ii) (a divise b et b divise a ) ⇔ ( bZ = aZ ) ⇔ ( Da = Db ) ⇔ ( a = b ou a = −b )

Preuve. Les �equivalences du point (i) se d�eduisent directement des d�e�nitions pr�ec�edentes.

Pour le (ii), supposons d'abord que a divise b et b divise a. Il existe alors k et k ′ dans Z tels

que a = kb et b = k ′a, donc (1−kk ′)a = 0, donc l'un des deux facteurs est nul. Si a = 0, alors

b = k ′ × 0 = 0. Si a 6= 0, alors kk ′ = 1, donc k = k ′ = ±1, d'o�u �nalement a = ±b. Le reste

de la preuve est clair. ut
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c) Plus grand diviseur commun. Commen�cons par l'exemple suivant. Consid�erons les entiers

a = 12 et b = 30. Leurs ensembles de diviseurs sont: D12 = {−12,−6,−4,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 4, 6, 12}

et D30 = {−30,−15,−10,−6,−5,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. Leurs diviseurs communs sont

donc les �el�ements de D12 ∩D30 = {−6,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 6}, c'est-�a dire que D12 ∩D30 = D6.

Théorème et définition. Quels que soient deux entiers a et b, il existe un unique entier naturel

d v�eri�ant la propri�et�e suivante :

l'ensemble des diviseurs communs �a a et b est �egal �a l'ensemble des diviseurs de d ;
en d'autres termes: Da ∩Db = Dd.

L'entier naturel d est appel�e le plus grand commun diviseur de a et b. On note d = pgcd(a,b)

ou d = a∧ b.

Preuve. Commen�cons par montrer l'unicit�e. S'il existe deux entiers naturels d et d ′ v�eri�ant

Da∩Db = Dd etDa∩Db = Dd′ , on aDd = Dd′ , donc d ′ = ±d d'apr�es la propri�et�e pr�ec�edente,

et �nalement d ′ = d puisque les deux sont suppos�es positifs.

Montrons maintenant l'existence de d. Il est clair que l'on peut prendre d = b lorsque a = 0

et d = a lorsque b = 0. On peut donc supposer d�esormais que a et b sont non-nuls. Comme

Da = D−a et Db = D−b, on peut de plus sans restriction supposer que a et b sont tous les

deux dans N∗. Consid�erons E l'ensemble de tous les entiers qui peuvent s'�ecrire sous la forme

au+ bv pour certains u ∈ Z et v ∈ Z.
E = {au+ bv ; u, v ∈ Z}.

Cet ensemble E contient en particulier tous les multiples de a (prendre v = 0) et tous les

multiples de b (prendre u = 0). Comme il est clair que l'oppos�e d'un �el�ement de E est encore

dans E, l'ensemble E contient forc�ement des entiers positifs. On peut alors consid�erer (propri�et�e

de l'ordre dans N, voir pr�ec�edemment):

soit d le plus petit �el�ement strictement positif de E.

En particulier, comme d ∈ E, il existe u0 et v0 dans Z tels que d = au0 + bv0. Par division

euclidienne (avec ici d positif), il existe des entiers naturels uniques q et r v�eri�ant a = dq+ r

avec r < d. On a donc: r = a− dq = a− (au0 + bv0)q = a(1− u0q) + bv0q. Ceci prouve que

r ∈ E. Comme r < d, la minimalit�e de d implique que r = 0. On conclut que d divise a.

On montrerait de même que d divise b, et donc d est bien un diviseur commun de a et b.

En d'autres termes a = dq et b = dp, avec q et p dans N. Il en r�esulte que tout �el�ement

au + bv de E peut s'�ecrire dqu + dpv = d(qu + pv) et apparâ�t ainsi comme un multiple de

d. R�eciproquement un multiple de d est un �el�ement de la forme ds avec s ∈ Z, qui v�eri�e
ds = (au0 + bv0)s = a(u0s) + b(v0s) et appartient donc �a E. On conclut que:

E = dZ.

Pour �nir, consid�erons un entier c qui est un diviseur commun de a et de b. Il existe donc

des entiers m,n tels que a = cm et b = cn. Tout �el�ement au + bv de E peut alors s'�ecrire

cmu+ cnv = c(mu+nv). Ainsi tout �el�ement de E est un multiple de c. C'est en particulier le

cas de d, c'est-�a-dire que c divise d. ut

I Remarque 1. Il r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition du pgcd que, pour tout (a,b) ∈ Z2 :

pgcd(a,b) = pgcd(|a|, |b|). Et donc, on peut toujours se ramener �a consid�erer le pgcd de deux

entiers naturels. Il est clair par ailleurs que:

pgcd(a,b) = pgcd(b,a) ; (pgcd(a,b) = |a|) ⇔ (a divise b) ; pgcd(a, 0) = |a| et pgcd(a, 1) = 1.

I Remarque 2. Si a ou b est non-nul, l'ensemble Da∩Db est �ni, et il r�esulte du th�eor�eme que le

pgcd de a et b est simplement le plus grand �el�ement de Da ∩Db (pour l'ordre usuel des entiers).
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I Remarque 3. Pour a et b deux entiers non-nuls, l'ensemble E consid�er�e ci-dessus est not�e

de fa�con naturelle aZ + bZ. La preuve que l'on a donn�ee du th�eor�eme �etablit donc en fait la

caract�erisation suivante du pgcd de a et b :[
d est le pgcd de a et b

]
⇔

[
aZ+ bZ = dZ, o�u aZ+ bZ = {au+ bv ; u, v ∈ Z}

]
.

Exercice. Montrer que, pour tous (a,b, c) ∈ Z3, on a:

pgcd(pgcd(a,b) , c) = pgcd(a , pgcd(b, c)) et pgcd(ca, cb) = |c|pgcd(a,b).

1.3 Entiers premiers entre eux

a) Définition. Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux lorsque leur pgcd est �egal �a 1.

En d'autres termes, a et b sont premiers entre eux si et seulement si leurs seuls diviseurs

communs sont 1 et −1.

Lemme (tr�es utile). Soient a et b deux entiers non tous les deux nuls, et d leur pgcd. Alors d 6= 0,

et les entiers uniques a ′ et b ′ d�e�nis par a = da ′ et b = db ′ sont premiers entres eux.

Preuve. Si on avait d = 0, on aurait a = 0 ou b = 0. Donc d 6= 0. Il existe donc a ′ et b ′ dans

Z uniques tel que a = da ′ et b = db ′. Il en r�esulte que, pour tout diviseur commun c de a ′

et b ′, l'entier cd est un diviseur commun de a et b, donc un diviseur de d (par d�e�nition du

pgcd), d'o�u c = ±1. On conclut que pgcd(a ′,b ′) = 1. ut

b) Théorème de Bézout5. Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s'il existe

des entiers u et v tels que au+ bv = 1.

Preuve. Posons d = pgcd(a,b). D'apr�es la remarque 3 ci-dessus, on a aZ + bZ = dZ. Si

d = 1, il en r�esulte que 1 ∈ aZ + bZ, et donc il existe u, v dans Z tels que au + bv = 1. Si

r�eciproquement il existe u, v ∈ Z tels que au+bv = 1; alors 1 appartient �a aZ+bZ = dZ, donc
d divise 1, d'o�u d = 1. ut

I Attention, pour d 6= 1, l'existence de u, v tels que au+ bv = d n'implique pas que d est le pgcd

de a et b. Par exemple 3× 10+ (−2)× 14 = 2, mais 2 n'est pas le pgcd de 3 et −2.

I Attention, dans le th�eor�eme de B�ezout, il n'y a pas unicit�e du couple (u, v); on verra plus loin

lors de l'�etude de l'algorithme d'Euclide comment calculer tous les couples (u, v) solutions.

c) Théorème de Gauss6. Soient a,b, c trois entiers. Si a divise bc, et si a et b sont premiers

entre eux, alors a divise c.

Preuve. Comme pgcd(a,b) = 1, il existe d'apr�es le th�eor�eme de B�ezout un couple (u, v) ∈ Z2

tel que au+ bv = 1. Donc c = cau+ cbv. Comme a divise bc, on a bc ∈ aZ, donc bcv ∈ aZ.
Par ailleurs, acu ∈ aZ. Comme il est clair que la somme de deux multiples de a est un multiple

de a, on conclut que c = acu+ bcv ∈ aZ. Ce qui ach�eve la preuve. ut

Exercice. D�emontrer comme autre application du th�eor�eme de B�ezout la proposition suivante:

Soient a,b, c trois entiers;

(i) a et bc sont premiers entre eux si et seulement si a et b sont premiers entre eux, et a et c

sont premiers entre eux;

(ii) si a divise c et b divise c, et si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c.

5Etienne B�ezout, 1730-1783, math�ematicien fran�cais connu en particulier pour ses travaux pr�ecurseurs en g�eom�etrie

alg�ebrique. A noter qu'une premi�ere preuve de ce r�esultat sur les entiers connu maintenant sous le nom de th�eor�eme

de B�ezout apparâ�t d�es 1624 chez Bachet de M�eziriac
6Johann Carl Friedrich Gau�, 1777-1855, math�ematicien allemand, dont le surnom usuel de \prince des

math�ematiciens" traduit bien l'importance consid�erable de son �uvre et de son in
uence dans tous les domaines

des math�ematiques classiques.
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2 Notion de congruence.

2.1 Relation de congruence

a) Définition. Soit n un entier naturel. Soient a et b deux entiers. On dit que a est congru �a

b modulo n lorsque a− b est divisible par n. On note alors a ≡ b mod n, ou encore a ≡ b [n].

a ≡ b mod n ⇔ a− b ∈ nZ ⇔ ∃ k ∈ Z, a− b = nk.

I Il est clair que a ≡ b mod n est �equivalent �a b ≡ a mod n ; on dira donc alors simplement que

a et b sont congrus modulo n.

I Chaque entier est congru �a lui-même modulo n (en e�et a ≡ a mod n puisque a− a = 0 est un

multiple de n).

I Si a ≡ b mod n et si b ≡ c mod n, alors a ≡ c mod n (en e�et, a − c = (a − b) + (b − c) est

un multiple de n comme somme de deux multiples de n). On pourra donc parler d'une famille

d'entiers qui sont tous congrus entre eux modulo n pour dire qu'ils sont deux �a deux congrus

modulo n, ou encore que chacun d'eux est congru modulo n �a l'un quelconque �x�e d'entre eux.

Exemple. Consid�erons dans Z l'ensemble E = {−77,−17,−1, 7, 11, 19, 43, 139}. Tous les �el�ements

de E sont congrus modulo 4 (la di��erence de deux quelconque d'entre eux est un multiple de 4) ;

chacun d'eux est congru �a 3 modulo 4.

Cette derni�ere observation n'est pas un cas particulier puisque le lemme suivant montre que, quel

que soit n ∈ N∗, on peut trouver pour tout entier a un entier naturel r qui est congru �a a modulo

n et qui strictement inf�erieur �a n.

b) Lemme. Soit n un entier naturel non-nul.

(i) Tout entier a est congru modulo n au reste de la division euclidienne de a par n.

(ii) Deux entiers a et b sont congrus modulo n si et seulement s'ils ont le même reste dans la

division euclidienne par n.

Preuve. Soit a = pn + r avec p, r dans Z tels que 0 6 r < n. On a a − r = pn ∈ nZ, donc
x ≡ r mod n, ce qui montre (i). Consid�erons de plus b = p ′n + r ′ avec p ′, r ′ dans Z tels que

0 6 r ′ < n. On a a − b = (p − p ′)n + (r − r ′). Si r = r ′, alors a − b = (p − p ′)n ∈ nZ, donc
a ≡ b mod n. Si a ≡ b mod n, alors a−b ∈ nZ, donc r− r ′ = a−b−(p−p ′)n est un multiple

de n comme somme de deux multiples de n. Mais il r�esulte de 0 6 r < n et 0 6 r ′ < n que

−n < r − r ′ < n, et donc le fait que r − r ′ est divisible par n implique que r − r ′ = 0, ce qui

ach�eve la preuve. ut

2.2 Classes de congruence

Le lemme pr�ec�edent permet, pour un entier n ∈ N∗ �x�e, d'�ecrire l'ensemble Z comme la r�eunion

d'exactement n sous-ensembles, dont chacun est form�e d'entiers tous congrus entre eux modulo n.

Commen�cons par un exemple en prenant n = 4. D'apr�es le lemme, chaque entier a ∈ Z est congru

soit �a 0, soit �a 1, soit �a 2, soit �a 3 modulo 4. On note:

0 = {b ∈ Z ; b ≡ 0 mod 4} = {4k ; k ∈ Z} = 4Z est l'ensemble des multiples de 4 ;

1 = {b ∈ Z ; b ≡ 1 mod 4} = {4k+ 1 ; k ∈ Z} = {. . . ,−15,−11,−7,−3, 1, 5, 9, 13, . . .} ;

2 = {b ∈ Z ; b ≡ 2 mod 4} = {4k+ 2 ; k ∈ Z} = {. . . ,−14,−10,−6,−2, 2, 6, 10, 14, . . .} ;

3 = {b ∈ Z ; b ≡ 3 mod 4} = {4k+ 3 ; k ∈ Z} = {. . . ,−13,−9,−5,−1, 3, 7, 11, 15, . . .} ;
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Il est clair que Z est la r�eunion de ces quatre sous-ensembles, et qu'ils sont deux �a deux disjoints.

Plus g�en�eralement, on peut d�e�nir:

a) Définition. Soit n un entier naturel. Pour tout entier a, on appelle classe de congruence

de a modulo n l'ensemble de tous les entiers qui sont congrus �a a modulo n. On note:

a = {b ∈ Z ; b ≡ a mod n} = {a+ kn ; k ∈ Z}.

I Tout �el�ement d'une classe a s'appelle un repr�esentant de cette classe a. Dire qu'un entier b

est un repr�esentant de la classe a signi�e donc que a ≡ b mod n, c'est-�a-dire encore que a = b.

I Deux classes distinctes sont disjointes ; en d'autres termes, ou bien a = b, ou bien a et b n'ont

aucun �el�ement commun.

En e�et, s'il existe c ∈ a∩ b, alors c ≡ a mod n et c ≡ b mod n, ce qui implique a ≡ b mod n,

donc a = b. ut
I La r�eunion des classes de congruence est �egal �a l'ensemble Z.
I On note Z/nZ l'ensemble de toutes les classes de congruences modulo n de tous les entiers.

Z/nZ = {a ; a ∈ Z}.
Remarques

(i) Si n = 0, la relation de congruence modulo 0 est l'�egalit�e dans Z. Dans ce cas, on a a = {a}

pour tout a ∈ Z, et Z/0Z = Z.
(ii) Si n = 1, la relation de congruence modulo 1 est la relation triviale dans Z, c'est-�a-dire

a ≡ a mod 1 quels que soient les entiers a et b. Donc a = Z pour tout a ∈ Z, et
Z/1Z = {0}.

On ne consid�erera plus dans la suite que le cas o�u n > 2.

b) Théorème. Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2.

(i) Pour tout a ∈ Z, il existe un unique repr�esentant de a qui appartient �a {0, 1, 2, . . . ,n− 1}.

(ii) il y a exactement n classes de congruences, �a savoir : 0, 1, 2, . . . ,n− 1.

(iii) Z est �egal �a la r�eunion de ces n classes et elles sont deux �a deux disjointes.

Preuve. D'apr�es le lemme vu au d�ebut de ce paragraphe, le reste de la division euclidienne de x par

n est l'unique repr�esentant de a qui appartient �a {0, 1, 2, . . . ,n − 1}, d'o�u (i). Le point (ii) d�ecoule

directement de (i), et (iii) r�esulte des propri�et�es vues plus haut des classes de congruences. ut

Avec la notation vue plus haut, l'ensemble Z/nZ est donc un ensemble �ni �a n �el�ements:

Z/nZ = {0, 1, 2, . . . ,n− 1}.

2.3 Opérations sur les classes de congruence

a) Proposition. Pour tout entier naturel n, la relation de congruence modulo n est compatible

avec l'addition et avec la multiplication, ce qui signi�e que, quels que soient des entiers a,b, c,d:

si a ≡ b mod n et si c ≡ d mod n, alors a+ c ≡ b+ d mod n
et

si a ≡ b mod n et si c ≡ d mod n, alors a× c ≡ b× d mod n.

Preuve. On a a − b ∈ nZ et c − d ∈ nZ. La somme (a + c) − (b + d) = (a − b) + (c − d) est bien

un multiple de n comme somme de deux multiples de n, ce qui prouve que a + c ≡ b + d mod n. Par

ailleurs, ac − bd = a(c − d) + (a − c)d. Le fait que c − d ∈ nZ implique que a(c − d) ∈ nZ. De même

(a− c) ∈ nZ implique que (a− c)d ∈ nZ, et donc la somme a(c− d) + (a− c)d appartient �a nZ, ce qui
prouve que ac ≡ bd mod n. ut
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Une application fondamentale de cette proposition est la possibilit�e de munir l'ensemble Z/nZ des

classes de congruence d'op�erations + et × d�e�nies �a partir des op�erations correspondantes dans Z.

Principe: soient a et c deux classes de congruence dans Z/nZ. On veut d�e�nir le somme des

deux classes a + c. L'id�ee naturelle est de poser a + c = a+ c. Le probl�eme est que cette

d�e�nition semble d�ependre des repr�esentants a et c de ces deux classes...

En d'autres termes, si on prend un autre repr�esentant b dans a, et un autre repr�esentant d dans

c, on a b = a et c = d : a-t-on bien a + c = b + d ? C'est-�a-dire, a-t-on bien a+ c = b+ d ?

La proposition pr�ec�edente a�rme que la r�eponse est positive, puisque a+ c ≡ b+ d mod n !

Le raisonnement �etant identique pour la multiplication, on peut conclure:

On d�e�nit, ind�ependamment des repr�esentants choisis dans les classes de congruence, une addition

et une multiplication dans Z/nZ par:

pour toutes classes a et b dans nZ, on pose: a+ b = a+ b et a× b = ab.

Les op�erations ainsi d�e�nies sur Z/nZ h�eritent des propri�et�es des op�erations sur Z.

Remarque d'ordre \culturel" : en alg�ebre, on traduit plus pr�ecis�ement ces propri�et�es en disant

que Z/nZ est un anneau commutatif, et plus pr�ecis�ement encore que c'est l'anneau quotient de

l'anneau Z par l'id�eal nZ.

Concr�etement: calculer modulo n, c'est-�a-dire calculer sur les classes de congruences modulo n,

consiste �a identi�er chaque entier a avec le reste de la division euclidienne de a par n.

Exemple. Dans Z/7Z, on calcule par exemple : 4 + 2 = 6 ; 4 + 5 = 2 (car 9 ≡ 2 mod 7) ;

3× 2 = 6 ; 4× 2 = 1 (car 8 ≡ 1 mod 7) ; 3
3
= 6 (car 27 ≡ 6 mod 7).

Comme illustration, donnons les tables d'addition et de multiplication de Z/nZ pour les premi�eres

valeurs de n (2 6 n 6 6) :

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

Z/2Z Z/3Z Z/4Z Z/5Z Z/6Z

× 0 1

0 0 0

1 0 1

× 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

× 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

× 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

× 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1
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3 Exemples d’application des congruences

3.1 Preuve par 9

Il s'agit d'un petit test classique dans la tradition scolaire pour d�etecter certaines erreurs dans

le r�esultat d'une multiplication (attention: c'est une condition n�ecessaire, mais pas su�sante; en

d'autres termes, si le test est n�egatif, c'est que le r�esultat de la multiplication est faux, mais le test

peut tre positif avec un r�esultat faux...

Exemple: consid�erons la multiplication 745× 521 = 388145.

Modulo 9, la somme des chi�res de 745 est s1 = 7, et la somme des chi�res de 521 est s2 = 8.

Le produit s1 × s2 vaut 56, c'est-�a-dire 2 modulo 9.

La somme des chi�res du r�esultat est 29, c'est-�a-dire encore 2 modulo 9 → le test est positif.

Proposition.

(i) Tout entier naturel est congru modulo 9 �a la somme des chi�res de son �ecriture d�ecimale.

(ii) Soient x,y, z ∈ N ; notons x = an . . .a0, y = bm . . .b0, z = cp . . . c0 leurs �ecritures d�ecimales.

Si xy = z, alors:
( n∑
i=0

ai

)( m∑
i=0

bi

)
≡

( p∑
i=0

ci
)
mod 9.

Preuve. Soit x = an . . .a0; donc x =
∑n

i=0 ai10
i. Or pour tout i ∈ N, on a 10i = (9 + 1)i ≡

1 mod 9, donc ai10
i ≡ ai mod 9. On d�eduit x ≡

∑n
i=0 ai mod 9. Ce qui prouve (i).

Le (ii) est alors une cons�equence imm�ediate de la compatibilit�e de la congruence modulo 9 avec

la multiplication, puisque:[
x ≡

n∑
i=0

ai mod 9
]

et
[
y ≡

m∑
i=0

bi mod 9
]

impliquent
[
xy ≡

( n∑
i=0

ai

)( m∑
i=0

bi

)
mod 9

]
. ut

Remarques. Comme on le mentionnait ci-dessus, la proposition donne une condition n�ecessaire

pour l'�egalit�e xy = z (qui permet par contrapos�ee de rep�erer une erreur �eventuelle dans le calcul

du produit xy), mais elle n'est pas su�sante. En e�et, si l'on �ecrit z = cp . . . c1c2c0 au lieu de

z = cp . . . c2c1c0, la congruence reste r�ealis�ee.

De plus, il est clair que la proposition reste vraie si l'on remplace 10 par une base de num�eration

quelconque b, et 9 par b− 1 (\preuve par b− 1").

3.2 Critères de divisibité et théorème de Pascal7

Savoir si un entier est divisible par un autre sans e�ectuer la division euclidienne est souvent tr�es

utile en arithm�etique. D'o�u l'int�erêt pratique de crit�eres tels que ceux que r�esume l'�enonc�e suivant.

Théorème.

Soit m ∈ N∗. On d�e�nit une suite (ri) d'entiers dans {0, 1, 2, . . . ,m− 1} par:

r0 = 1 et ri+1 = le reste de la division euclidienne de 10ri par m.

Alors, pour tout entier naturel x = an . . .a0 en num�eration d�ecimale, on a:

x ≡
n∑

i=0

airi mod m.

7Blaise Pascal, 1623-1662, math�ematicien, physicien et philosophe fran�cais, dont les contributions en g�eom�etrie,

en calcul in�nit�esimal, en arithm�etique et sur l'origine de la th�eorie des probabilit�es sont de grande importance dans

l'histoire des math�ematiques.
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Preuve. Il su�t de montrer que: pour tout i ∈ N, on a ri ≡ 10i mod m, car cela implique

airi ≡ ai10
i mod m, d'o�u x =

∑n
i=0 ai10

i ≡
∑n

i=0 airi mod m.

Pour montrer donc la congruence voulue, on fait une preuve par r�ecurrence. Pour i = 0,

on a r0 = 1 donc r0 ≡ 100 mod m. Supposons (h.r.) que ri ≡ 10i mod m. Alors 10ri ≡
10i+1 mod m. Mais par d�e�nition de la suite des ri, on a: 10ri = qim + ri+1 pour un certain

quotient qi ∈ N. Donc ri+1 ≡ 10ri mod m. Finalement, ri+1 ≡ 10i+1 mod m, ce qui est la

propri�et�e voulue �a l'ordre i+ 1. ut

Exemples.

• Pour m = 3, on a r0 = 1, r1 = 1 car 10 = 3 × 3 + 1, et donc ri = 1 pour tout i ∈ N. Avec les

notations du th�eor�eme: x ≡
∑n

i=0 ai mod 3. Il en r�esulte que:

[x = an . . .a0 divisible par 3] ⇔ [
n∑

i=0

ai divisible par 3]

• Pour m = 9, on a aussi ri = 1 pour tout i ∈ N, car 10 = 1× 10+ 1. Donc comme ci-dessus:

[x = an . . .a0 divisible par 9] ⇔ [
n∑

i=0

ai divisible par 9]

• Pour m = 5, on a r0 = 1, r1 = 0 car 10 = 2 × 5 + 0, et donc ri = 0 pour tout i ∈ N∗. Avec les

notations du th�eor�eme: x ≡ a0 mod 5. Il en r�esulte que:

[x = an . . .a0 divisible par 5] ⇔ [a0 divisible par 5] ⇔ [a0 = 0 ou a0 = 5]

• Pour m = 6, on a r0 = 1, r1 = 4 car 10 = 1× 6+ 4, puis r2 = 4 car 10× 4 = 6× 6+ 4, et ensuite

ri = 4 pour tout i ∈ N∗. Avec les notations du th�eor�eme: x ≡ a0 +
∑n

i=1 4ai mod 6. Il en r�esulte:

[x = an . . .a0 divisible par 6] ⇔ [a0 +
n∑

i=1

4ai divisible par 6]

• Pour m = 11, on a r0 = 1, r1 = 10 car 10 = 0× 11+ 10, puis r2 = 1 car 10× 10 = 9× 11+ 1, et

ensuite ri = 1 pour tout i pair et ri = 10 pour tout i impair. Comme de plus 10 ≡ −1 mod 11,

On a avec les notations du th�eor�eme: x ≡
∑n

i=0(−1)
iai mod 11. Il en r�esulte que:

[x = an . . .a0 divisible par 11] ⇔ [a0 − a1 + a2 − a3 + . . .+ (−1)nan divisible par 11]

3.3 Clefs de contrôle de codes numériques

a) Exemple des UPC. Le code barre d'un produit (Universal Product Code) est, dans le syst�eme

usuel EAN 13 (European Article Numbering) une suite de treize chi�res compris entre 0 et 9. Les

douze premiers a1a2a3 . . .a12 sont les chi�res signi�catifs qui identi�ent le produit. Le treizi�eme

a13 est une clef de contrôle pour d�etecter d'�eventuelles erreurs de saisie, qui est d�e�nie par:

3
6∑

i=1

a2i +
6∑

i=0

a2i+1 ≡ 0 mod 10.

Cette formule d�e�nit bien e�ectivement l'entier a13

En e�et: Posons s = 3
∑6

i=1 a2i +
∑5

i=0 a2i+1.

Il existe un et en seul entier a13 qui soit compris entre 0 et 9 et qui v�eri�e s+ a13 ≡ 0 mod 10.

C'est l'unique repr�esentant compris entre 0 et 9 dans la classe de congruence −s modulo 10,

c'est-�a-dire encore le reste de la division euclidienne de −s par 10, ou encore le compl�ement �a

10 du reste de la division euclidienne de s par 10.

Consid�erons par exemple le code barre dont les douze chi�res d'identi�cation sont: 5 271485 33113.

On calcule s = 3(2+ 1+ 8+ 3+ 1+ 3) + (5+ 7+ 4+ 5+ 3+ 1) = 3× 18+ 25 = 79. Donc a13 = 1.

Le code barre complet est donc: 5 271485 331131.
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1. Supposons qu'une erreur de saisie sur un chi�re ait conduit �a 5 271484 331131. Le calcul sur

les douze chi�res signi�catifs donne: s ′ = 3(2+ 1+ 8+ 3+ 1+ 3) + (5+ 7+ 4+ 4+ 3+ 1) =

3× 18+ 24 = 78. La clef de contrôle devrait alors être 2, et donc l'erreur est d�etect�ee.

2. Supposons qu'une permutation de chi�res �a la saisie ait conduit �a 5 217485 33113. Le calcul

sur les douze chi�res signi�catifs donne: s ′′ = 3(2+7+8+3+1+3)+(5+1+4+4+3+1) =

3× 24+ 18 = 90. La clef de contrôle devrait alors être 0, et donc l'erreur est d�etect�ee.

3. Supposons qu'une permutation de chi�res �a la saisie ait conduit �a 5 721485 331131. Le calcul

sur les douze chi�res signi�catifs donne: s ′′′ = 3(7+1+8+3+1+3)+(5+2+4+5+3+1) =

3× 23+ 20 = 89. La clef de contrôle est alors encore 1, et donc l'erreur n'est pas d�etect�ee !

On peut en fait pr�eciser quels types d'erreurs sont ou non d�etect�es :

Proposition.

(i) Si un et un seul des douze chi�res signi�catifs est erron�e, alors l'erreur est d�etect�ee par la clef

de contrôle.

(ii) Si deux chi�res cons�ecutifs parmi les douze chi�res signi�catifs sont intervertis, alors l'erreur

est d�etect�ee par la clef de contrôle si et seulement si la di��erence de ces deux chi�res n'est

pas un multiple de 5.

Preuve. Supposons qu'un et un seul des chi�res aj ait �et�e remplac�e par un chi�re bj 6= aj.

En notant s = 3
∑6

i=1 a2i +
∑5

i=0 a2i+1 la somme �a calculer pour le code exact, la nouvelle

somme �a calculer pour le code avec un chi�re chang�e devient s ′ = s+ bj − aj si j est impair, et

s ′ = s+3(bj−aj) si j est pair. Comme s+a13 ≡ 0 mod 10 par hypoth�ese, dire que l'erreur n'est

pas d�etect�ee �equivaut �a dire que la même clef a13 v�eri�e aussi s ′ + a13 ≡ 0 mod 10, c'est-�a-dire

que bj−aj ≡ 0 mod 10 dans le premier cas, et 3(bj−aj) ≡ 0 mod 10 dans le second cas. Comme

−9 6 bj − aj 6 9, on ne peut avoir que bj − aj = 0, ou 3(bj − aj) = 0, ou 3(bj − aj) = 10, ou

3(bj − aj) = 20. Par le lemme de Gauss (et parce que 3 est premier avec 10 et 20) toutes ces

idendit�es conduisent �a bj − aj = 0. Or on avait suppos�e que bj 6= aj. On conclut que la clef

a13 ne peut pas convenir pour le second code, et donc l'erreur est d�etect�ee.

Supposons que deux chi�res cons�ecutifs a2k−1 et a2k (avec 1 6 k 6 6) aient �et�e intervertis.

L'erreur n'est pas d�etect�ee si et seulement si 3a2k + a2k−1 ≡ 3a2k−1 + a2k mod 10, ce qui

�equivaut �a : 2a2k−1 − 2a2k ≡ 0 mod 10, et �nalement �a : a2k−1 − a2k ≡ 0 mod 5. On conclut

de même lorsque les deux chi�res cons�ecutifs invers�es sont de la forme a2k et a2k+1. ut

b) Autres exemples.

• Le num�ero INSEE est form�e de 13 chi�res signi�catifs, suivi d'une clef de contrôle �a deux chi�res.

Cette clef c = a14a15 est d�e�nie comme le compl�ement �a 97 du reste r de la division euclidienne par

97 de l'entier naturel dont l'�ecriture d�ecimale est la suite des 13 chi�res signi�catifs (c = 97− r).

• Les num�eros d'identit�e bancaire des RIB comportent 21 chi�res signi�catifs (code banque en 5

chi�res, code agence en 5 chi�res, code compte client en 11 chi�res), suivis d'une clef de contrôle �a

deux chi�res. En appelant n l'entier dont les 21 chi�res signi�catifs constituent l'�ecriture en base

10, la clef c = a22a23 est le compl�ement �a 97 du reste r de la division euclidienne par 97 de n×100.

• Le code ISBN sert �a identi�er les livres publi�es pour leur catalogage. Il est constitu�e de dix

chi�res (s�epar�es par des espaces ou des tirets), donc les neuf premiers a1a2 . . .a9 sont compris

entre 0 et 9, et dont le dixi�eme a10 est soit compris entre 0 et 9, soit la lettre X repr�esentant

l'entier 10. Les neufs premiers sont signi�catifs (pays, �editeurs,...) et la dixi�eme est un clef donn�ee

par
∑10

i=1 iai ≡ 0 mod 11. Elle permet de d�etecter un chi�re inexact ou l'intervention de deux

chi�res.
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• Dans le num�ero �a 16 chifres d'une carte bancaire, les 15 premiers sont signi�catifs (type de carte,

�etablissement bancaire, num�ero de carte) et le 16�eme est un clef calcul�ee par la formule de L�uhn:

si a1,a2, . . . ,a15 sont les quinze chi�res signi�catifs, on calcule s =
∑7

i=1 a2i +
∑7

j=0 b2j+1, o�u

b2j+1 est l'entier �a un chi�re �egal �a la somme des chi�res dans l'�ecriture d�ecimale de 2×a2j+1. La

clef c est alors le compl�ement �a 10 du reste de la division euclidienne de s par 10.

• Chaque billet de banque en euros comporte un num�ero constitu�e d'une lettre suivie de 11 chi�res.

On calcule d'abord la somme s de ces 11 entiers avec l'entier (compris entre 1 et 26) correspondant

au rang alphab�etique de la lettre (1 pour A, 2 pour B,. . . , 26 pour Z). Le reste de la division

euclidienne de s par 9 doit toujours être �a 8. Remarquons que, d'apr�es le point 1 de la proposition

vue pour la preuve par 9, ce reste est aussi celui de la division euclidienne par 9 de la somme des

chi�res dans l'�ecriture d�ecimale de s.

3.4 Systèmes de congruences et théorème des restes chinois

a) Introduction. D'innombrables petits probl�emes concrets (les recueils d'�enigmes math�ematiques

en regorgent) apparaissent comme li�es �a la question abord�ee ici. Le nom de \th�eor�eme des restes

chinois\ qui y est traditionnellement attach�e semble faire allusion �a di��erents trait�es de la Chine

ancienne (Sun Zi au III�eme si�ecle, Qin Jiushao au XIII�eme si�ecle) mentionnant des questions de

nature math�ematique comme:

� Sachant qu'il reste aujourd'hui 6 jours avant le solstice d'hiver et 3 jours avant la pleine lune,

dans combien de jours la pleine lune tombera-t-elle au solstice d'hiver ?

� Combien l'arme de Han Xing comporte-t-elle de soldats si, rang�es par 3 colonnes, il reste

deux soldats, rang�es par 5 colonnes, il reste trois soldats et, rang�es par 7 colonnes, il reste

deux soldats ?

Le premier probl�eme revient �a trouver un entier x v�eri�ant les deux conditions:

{
x ≡ 6 mod 365

x ≡ 3 mod 28
,

le second �a trouver un entier y v�eri�ant les trois conditions:


y ≡ 2 mod 3

y ≡ 3 mod 5

y ≡ 2 mod 7

b) Remarque préliminaire. Si a et b sont deux entiers premiers entre eux, alors l'ensemble

aZ ∩ bZ des multiples communs �a a et b est �egal �a l'ensemble abZ des multiples de leur produit.

Preuve. Il est clair que tout multiple de ab est un multiple de a et un multiple de b.

R�eciproquement, soit m un multiple commun de a et b. Il existe des entiers p et q tels

que m = ap = bq. En particulier, a divise bq. Comme a et b sont premiers entre eux, cela

implique avec le lemme de Gauss que a divise q. Il existe donc un entier r tel que q = ar. Ainsi

m = bq = bar, ce qui prouve que m est un multiple de ab. ut

c) Proposition. Soient a et b deux entiers naturels non-nuls que l'on suppose premiers entre eux.

Alors, quels que soient des entiers α et β arbitrairement �x�es, le syst�eme de congruences :

(Σ)

{
x ≡ α mod a

x ≡ β mod b

admet des solutions dans Z. Plus pr�ecis�ement, l'ensemble des solutions de (Σ) dans Z est :

S = {auβ+ bvα+ λab ; λ ∈ Z},

o�u (u, v) d�esigne un couple d'entiers tels que au+ bv = 1.
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Preuve. Fixons α et β quelconques et consid�erons le syst�eme (Σ) associ�e. Comme a et b sont

premiers entre eux, il existe d'apr�es le th�eor�eme de B�ezout des entiers u, v tels que au+bv = 1.

Posons alors x0 = auβ + bvα. Il est clair que x0 ≡ auβ mod b. Or auβ ≡ β mod b car

au ≡ 1 mod b. Ainsi, x0 ≡ β mod b. On d�emontre de même que x0 ≡ α mod a. On conclut

que l'ensemble des solutions de (Σ) n'est pas vide puisqu'il contient au moins x0.

D�es lors, un entier x appartient �a S si et seulement si x − x0 ≡ 0 mod a et x − x0 ≡ 0 mod b,

c'est-�a-dire si et seulement si x − x0 est un multiple commun de a et b. On conclut grâce �a la

remarque pr�eliminaire que S est l'ensemble des entiers x qui s'�ecrivent x = x0 + λab pour un

certain λ ∈ Z. ut

d) Cas des systèmes de plus de deux congruences. Soient a1,a2, . . . ,an des entiers naturels

non-nuls deux �a deux premiers entre eux. On �xe des entiers α1,α2, . . . ,αn quelconques et l'on

consid�ere le syst�eme (Σ) de n congruences �a une inconnue:

(Σ) : x ≡ α1 mod a1, x ≡ α2 mod a2, . . . , x ≡ αn mod an.

On pose b = a1a2 . . .an. Pour tout 1 6 i 6 n, on consid�ere le produit bi = a1a2 . . .ai−1ai+1 . . .an

et le syst�eme de congruences :

(Σi)

{
x ≡ 1 mod ai

x ≡ 0 mod bi

• On montre alors (le faire en exercice) que:

I (Σ) a des solutions dans Z et, pour tout 1 6 i 6 n, (Σi) a des solutions dans Z,
I l'ensemble des solutions de (Σ) dans Z est:

S = { α1y1 + α2y2 + · · ·+ αnyn + bλ ; λ ∈ Z }

o�u yi d�esigne pour tout 1 6 i 6 n une solution de (Σi).

• D�eveloppons �a titre d'illustration de la m�ethode, l'exemple du syst�eme (Σ)


x ≡ 7 mod 4

x ≡ 2 mod 3

x ≡ 4 mod 5

On a ici: a1 = 4, a2 = 3, a3 = 5, α1 = 7, α2 = 2, α3 = 4, b = 60, b1 = 15, b2 = 20, b3 = 12,

et on introduit les syst�emes:(Σ1)

{
x ≡ 1 mod 4

x ≡ 0 mod 15
(Σ2)

{
x ≡ 1 mod 3

x ≡ 0 mod 20
(Σ3)

{
x ≡ 1 mod 5

x ≡ 0 mod 12

Comme 4 et 15 sont premiers entre eux, (Σ1) a des solutions; une solution �evidente est: y1 = 45.

Comme 3 et 20 sont premiers entre eux, (Σ2) a des solutions; une solution �evidente est: y2 = 40.

Comme 5 et 12 sont premiers entre eux, (Σ3) a des solutions; une solution �evidente est: y3 = 36.

y1 ≡ 1 mod 4 ⇒ α1y1 = 7y1 ≡ 7 mod 4

y2 ≡ 0 mod 20 ⇒ α2y2 = 2y2 ≡ 0 mod 4

y3 ≡ 0 mod 12 ⇒ α3y3 = 4y3 ≡ 0 mod 4

 ⇒ x0 := α1y1 + α2y2 + α3y3 ≡ 7 mod 4

y1 ≡ 0 mod 15 ⇒ α1y1 = 7y1 ≡ 0 mod 3

y2 ≡ 1 mod 3 ⇒ α2y2 = 2y2 ≡ 2 mod 3

y3 ≡ 0 mod 12 ⇒ α3y3 = 4y3 ≡ 0 mod 3

 ⇒ x0 = α1y1 + α2y2 + α3y3 ≡ 2 mod 3

y1 ≡ 0 mod 15 ⇒ α1y1 = 7y1 ≡ 0 mod 5

y2 ≡ 0 mod 20 ⇒ α2y2 = 2y2 ≡ 0 mod 5

y3 ≡ 1 mod 5 ⇒ α3y3 = 4y3 ≡ 3 mod 5

 ⇒ x0 = α1y1 + α2y2 + α3y3 ≡ 3 mod 5

L'entier s = 7× 45+ 2× 40+ 4× 36 = 539 est donc une solution particuli�ere de (Σ).

Il est clair qu'un entier x appartient �a l'ensemble S de toutes les solutions de (Σ) si et seulement

x − x0 v�eri�e �a la fois x − x0 ≡ 0 mod 4, x − x0 ≡ 0 mod 3, et x − x0 ≡ 0 mod 5. Ceci �equivaut �a

dire que x− x0 est multiple de 60. On conclut que S = {539+ 60λ ; λ ∈ Z}.
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e) Une interprétation algébrique (plus théorique) du théorème des restes chinois.

Soient a et b deux entiers non-nuls premiers entre eux. On note Z/aZ = {0, 1, 2, . . . ,a− 1}

l'ensemble des classes de congruence modulo a. En utilisant une notation permettant de

di��erencier les classes modulo a des classes modulo b, on note Z/bZ = {0̃, 1̃, 2̃, . . . , b̃− 1}.

En�n on peut consid�erer les classes modulo ab, et donc Z/abZ = {0̂, 1̂, 2̂, . . . , âb− 1}.

En rappelant que la notation Z/aZ×Z/bZ d�esigne l'ensemble des couples dont le premier terme

est un �el�ement de Z/aZ et le second terme est un �el�element de Z/bZ, on d�e�nit l'application:

f : Z/abZ −→ Z/aZ× Z/bZ
x̂ 7−→ (x, x̃)

• Cette application f est e�ectivement bien d�e�nie au sens o�u, si x et y sont deux entiers

repr�esentants de la même classe modulo ab, c'est-�a-dire tels que x̂ = ŷ, alors x = y et x̃ = ỹ.

Cela r�esulte du fait que x−y ≡ 0 mod ab implique �a la fois x−y ≡ 0 mod a et x−y ≡ 0 mod b.

• Cette application f est un morphisme pour l'addition, ce qui signi�e que,

pour tous x,y ∈ Z, on a f(x̂+ ŷ) = f(x̂) + f(ŷ).

Cela r�esulte du fait que f(x̂+ ŷ) = f(x̂+ y) = (x+ y, x̃+ y) = (x, x̃) + (y, ỹ) = f(x̂) + f(ŷ).

• De même, f est un morphisme pour la multiplication, ce qui signi�e que,

pour tous x,y ∈ Z, on a f(x̂× ŷ) = f(x̂)× f(ŷ).

• Le point crucial est que f est surjective, ce qui signi�e que, quelles que soient deux classes

α ∈ Z/aZ et β̃ ∈ Z/bZ, il existe un entier x tel que (α, β̃) = f(x̂). Et ceci est une traduction

imm�ediate de la proposition c) ci-dessus !

• Comme les ensembles �nis Z/abZ et Z/aZ× Z/bZ ont le même nombre d'�el�ements (�a savoir

ab �el�ements), la surjectivit�e su�t pour conclure que f est bijective.

• On synth�etise ces propri�et�es en disant que: si a et b sont premiers entre eux, alors f est un

isomorphisme d'anneaux de Z/abZ sur Z/aZ × Z/bZ, ce qui est un autre �enonc�e courant du

th�eor�eme des restes chinois.

• A noter que l'on peut aussi d�emontrer la r�eciproque, c'est-�a-dire que Z/aZ × Z/bZ est iso-

morphe �a Z/abZ si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

f) Exercice. R�esoudre les syst�emes de congruence correspondant aux deux exemples pr�eliminaires

de l'introduction a) ci-dessus.

4 Congruences et cryptographie8

4.1 Codages monographiques

a) Principe. On note: A = {A,B,C,D, . . . ,Y,Z} l'alphabet, et E = {0, 1, 2, 3, . . . , 24, 25} l'ensemble

des 26 premiers entiers naturels. On consid�ere la bijection naturelle g de A sur E consistant �a

num�eroter les lettres:

g(A) = 0, g(B) = 1, g(C) = 2, g(D) = 3, . . . . . . , g(Y) = 24, g(Z) = 25.

Coder un message litt�eral consiste alors �a introduire une bijection f de E sur E, et �a transformer

dans un message :

- chaque lettre α par le nombre n := g(α) qui la num�erote,

- puis le nombre n par le nouveau nombre m := f(n),

- puis le nombre m par la lettre β := g−1(m) qu'il num�erote.

8Cette section utilise largement le chapitre 5 de l'ouvrage collectif \Arithm�etique" publi�e par l'IREM de Clermont-

Ferrand et le CRDP d'Auvergne en 1998.
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En r�esum�e, le codage consiste �a appliquer: A
g−→ E

f−→ E
g−1

−→ A

α 7−→ g(α) 7−→ f(g(α)) 7−→ g−1(f(g(α)))

et le d�ecodage consiste �a appliquer: A
g−→ E

f−1−→ E
g−1

−→ A

β 7−→ g(β) 7−→ f−1(g(β)) 7−→ g−1(f−1(g(β)))

Comme dans toute action cryptographique, le processus doit permettre :

I un codage facile dans un temps raisonnable (appliquer f quand on le connâ�t) par l'�emetteur

du message,

I un d�ecodage facile dans un temps raisonnable (appliquer f−1 quand on connâ�t f) par le

destinataire du message,

I un d�ecryptage di�cile (trouver f quand on ne le connâ�t pas) pour un �eventuel intercepteur

du message, auquel l'information n'est pas destin�ee, et qui veut casser le code pour y acc�eder.

b) Choix de la permutation de codage. Il est bien connu (et facile �a d�emontrer, faites-le !)

que, si l'on se donne un ensemble �ni E de N objets, il y a exactement N! fa�cons de permuter ces

objets, c'est-�a-dire N! bijections de E sur E (de telles bijections sont appeler des permutations

sur N objets, et l'ensemble de ces N! permutations est appel�e le groupe sym�etrique).

Ici E = {0, 1, 2, 3, . . . , 24, 25}, avec N = 26, donc il existe 26! fa�con de choisir la permutation f.

L'entier 26! est �evidemment \tr�es grand" (26! = 403 291 461 126 605 635 584 000 000 > 4.1026), mais

la pratique du codage et du d�ecodage incite �a privil�egier des choix de f qui ne sont pas arbitraires

(obligeant le codeur et le d�ecodeur �a disposer de la table compl�ete des 26 correspondances), mais

qui ob�eissent �a une r�egle simple, bas�ee sur un principe de d�eduction arithm�etique, facile �a mettre

en �uvre et �a modi�er si n�ecessaire.

Remarque. On exige parfois dans le choix de la permutation de codage qu'elle ne conserve

aucune lettre inchang�ee. Cela revient �a dire que f est un d�erangement de E, c'est-�a-dire une

permutation de E qui ne �xe aucun �el�ement de E (on a f(n) 6= n quel que soit n ∈ E). Une

formule est connue, qui donne le nombre de d�erangements sur un ensemble �a N �el�ements :

N!
∑N

i=0
(−1)i

i!
.

Avec ici N = 26, le nombre de d�erangements est ici �egal �a 148 362 637 348 470 135 821 287 825 qui

demeure \tr�es grand" (sup�erieur �a 1026). A noter de plus que l'information qu'aucune lettre est

inchang�ee peut devenir un indice suppl�ementaire pour le cryptoanalyste qui cherche �a casser le

code (voir plus loin).

c) Exemple élémentaire: codages par translations. On prête �a Jules C�esar l'emploi d'un

codage consistant �a d�ecaler chaque lettre de 3 rangs, c'est-�a-dire �a utiliser la permutation :

A → D, B → E, C → F, D → G, . . . . . . ,V → Y, W → Z, X → A, Y → B, Z → C,

c'est-�a-dire la permutation:

f = ( 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 0 1 2 ) .

La permutation de codage f est donc donn�ee par:

pour tout n ∈ E, f(n) est l'unique �el�ement de E tel que f(n) ≡ n+ 3 mod 26,

c'est-�a-dire encore que f(n) est le reste de la division euclidienne de n+ 3 par 26.
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R�eciproquement, le d�ecodage est alors donn�e par:

pour tout m ∈ E, f−1(m) est l'unique �el�ement de E tel que f−1(m) ≡ m− 3 mod 26.

I Exemple: coder par le code de C�esar le message: CE MESSAGE EST CONFIDENTIEL.

I Exemple: d�ecoder suivant le code de C�esar le message: OH FUBSWDJH HVW ODUW GH FRGHU

XQ PHVVDJH.

On peut, dans le codage de C�esar, remplacer 3 par n'importe quelle valeur b dans E (sachant que

le cas b = 0 correspond �a l'�ecriture en clair). C'est l'objet du r�esultat suivant :

Proposition. Soit b ∈ E �x�e ; l'application f qui, �a tout entier n ∈ E, associe l'unique entier f(n)

dans E v�eri�ant:

f(n) ≡ n+ b mod 26

est une bijection de E sur E.

Preuve. Le fait que f(n) soit bien d�e�ni et unique quel que soit n ∈ E r�esulte de l'existence et

unicit�e du reste de la division euclidienne de n + b par 26. Le fait que l'application f : E → E

ainsi d�e�nie soit bijective r�esulte du fait que l'application qui, �a tout m ∈ E, associe le reste de

la division euclidienne de m− b par 26, est clairement la r�eciproque de f. ut

Ce type de codage (dit par translation arithm�etique) est �evidemment sommaire, et peut être per-

fectionn�e en rempla�cant la translation par une fonction a�ne, comme on va le voir maintenant.

4.2 Codages monographiques par transformations affines

a) Principe. On note toujours A = {A,B,C,D, . . . ,Y,Z}, E = {0, 1, 2, 3, . . . , 24, 25}, et g la bijec-

tion de num�erotation des lettres de A sur E:

g(A) = 0, g(B) = 1, g(C) = 2, g(D) = 3, . . . . . . , g(Y) = 24, g(Z) = 25.

Proposition. Soient a et b deux entiers �x�es dans E. On suppose que a est premier avec 26.

Alors l'application f qui, �a tout entier n ∈ E, associe l'unique entier f(n) dans E v�eri�ant:

f(n) ≡ an+ b mod 26

est une bijection de E sur E.

Preuve. Le fait que f(n) soit bien d�e�ni et unique quel que soit n ∈ E r�esulte de l'existence et

unicit�e du reste de la division euclidienne de an+ b par 26.

Montrons que l'application f : E → E ainsi d�e�nie est injective. Pour cela, supposons que deux

entiers n et n ′ de E aient la même image f(n) = f(n ′). On a alors an + b ≡ an ′ + b mod 26,

donc 26 divise a(n− n ′). Comme par hypoth�ese 26 et a sont premiers entre eux, il r�esulte du

lemme de Gauss que 26 divise n − n ′. Ainsi n ≡ n ′ mod 26, ce qui, comme 0 6 n,n ′ 6 25,

implique que n = n ′. Ceci prouve que f est injective.

Il reste �a montrer que f est surjective, c'est-�a-dire par d�e�nition que, quel que soit m ∈ E, il

existe n ∈ E tel que m = f(n).

On peut pour cela faire une preuve directe en utilisant le th�eor�eme de B�ezout: comme a et

26 sont premiers entre eux, il existe u, v ∈ Z tels que au + 26v = 1 ; donc au ≡ 1 mod 26.

Soit m ∈ E quelconque. Notons n le reste de la division euclidienne de u(m − b) par 26, qui

v�eri�e donc n ∈ E et n ≡ u(m − b) mod 26. On a alors an ≡ au(m − b) mod 26, c'est-�a-dire

an ≡ m− b mod 26. Ainsi m ≡ an+ b mod 26 avec n ∈ E : on conclut que m = f(n).

On peut aussi rappeler que f �etant une application de l'ensemble �ni E dans lui-même, il su�t

de montrer que f est injective ou de montrer que f est surjective pour conclure qu'elle est

bijective. ut
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I Exemple: coder par le code a�ne n 7→ 3n+ 5 le message: CE MESSAGE EST CONFIDENTIEL.

I Exemple: d�ecoder par le même code le mot: IEFQV.

b) Choix de la permutation de codage affine. Les entiers de E premiers avec 26 sont: 1,

3, 5, 7, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 23, 25 ; il y a donc 12 choix possibles pour a. Comme b est choisi

arbitrairement dans E, il y a 26 choix pour b. On obtient ainsi 12×26 = 312 possibilit�es de codages

a�nes (et donc 11×26 = 286 si l'on exclut les codages par translations, qui correspondent �a a = 1).

c) Remarque sur la cryptoanalyse des codages affines. Le but du cryptoanalyste est, �a

partir de la version cod�ee d'un message (qui ne lui est a priori pas destin�e), de deviner le principe

du codage qui a �et�e utilis�e pour le cryptage. S'il sait que la m�ethode de codage utilis�ee est par

permutation a�ne, il a th�eoriquement 312 possibilit�es. Mais le fait que les di��erentes lettres de

l'alphabet n'apparaissent pas avec la même fr�equence dans une langue (et donc dans un texte

cod�e pour peu que ce texte soit assez long pour être repr�esentatif) donne un indice permettant de

restreindre les recherches.

Exemple. Partons d'un message cod�e YM QMGGKAM MGN NEL GMYZMN. On sait que

c'est du Fran�cais et que le codage est a�ne. En Fran�cais, la lettre la plus courante est le E,

suivi du S puis du A. On fait la conjecture que le M (qui apparâ�t six fois) correspond au E,

et que le G (qui apparâ�t quatre fois) correspond au S. Comme g(E) = 4 et g(M) = 12, on a

f(4) = 12 ; comme g(S) = 18 et g(G) = 6, on a f(18) = 6. On cherche donc a,b ∈ E, avec a

premier avec 26, tels que 4a+ b ≡ 12 mod 26 et 18a+ b ≡ 6 mod 26.

Ce syst�eme de congruences implique par di��erence : 14a ≡ −6 mod 26, donc 14a ≡ 20 mod 26,

donc 7a ≡ 10 mod 13. Par multiplication par 2, il vient 14a ≡ 20 mod 13, donc a ≡ 7 mod 13.

Les deux seules solutions dans E sont a = 7 ou a = 20. Comme il faut de plus que a soit premier

avec 26, on a n�ecessairement a = 7. On en d�eduit avec la seconde congruence du syst�eme que

b ≡ 10 mod 26, qui a pour seule solution dans E la valeur b = 10.

On a ainsi montr�e que le codage a�ne d�e�ni par f(n) = 7n + 10 v�eri�e bien f(4) = 12 et

f(18) = 6, c'est-�a-dire transforme bien E en M, et S en G. On applique ensuite ce codage aux

autres lettres pour voir si l'on obtient un sens intelligible au message; il vient: CE MESSAGE

EST TOP SECRET

d) Remarque historique. Les codages par transformation a�ne constituent une am�elioration

naturelle des codages par translation, mais d'autres perfectionnements du code de C�esar ont �et�e

utilis�es dans l'histoire. C'est le cas du syst�eme propos�e par l'auvergnat Blaise de Vigen�ere,9 dans

lequel les di��erentes lettres sont translat�ees d'un nombre di��erents de crans suivant leur position

dans le texte et les indications contenues dans un mot-clef connu du codeur et du d�ecodeur.

Supposons que le mot-clef soit LOIN. Il a 4 lettres, donc les di��erentes lettres du message sont,

suivant leur rang x modulo 4 dans le texte, translat�ees d'un nombre de crans �egal g(α) pour α

la x-i�eme lettre du mot LOIN.

les lettres de rang 1 modulo 4 (la 1�ere, la 5�eme, la 9�eme,...) sont translat�ees de 11 crans modulo

26 car la premi�ere lettre du mot clef v�eri�e g(L) = 11 ;

les lettres de rang 2 modulo 4 (la 2�eme, la 6�eme, la 10�eme,...) sont translat�ees de 14 crans

modulo 26 car la deuxi�eme lettre du mot clef v�eri�e car g(O) = 14 ;

les lettres de rang 3 modulo 4 (la 3�eme, la 7�eme, la 11�eme,...) sont translat�ees de 8 crans modulo

26 car la troisi�eme lettre du mot clef v�eri�e g(I) = 8 ;

les lettres de rang 4 modulo 4 (la 4�eme, la 8�eme, la 12�eme,...) sont translat�ees de 13 crans

modulo 26 car la quatri�eme lettre du mot clef v�eri�e g(N) = 13.

9Blaise de Vigen�ere, 1523-1596, diplomate, astrologue et alchimiste, mais aussi cryptographe, auteur du \Trait�e

des chi�res"
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4.3 Codages polygraphiques

Le principe est de transformer par codage non pas chaque lettre par une lettre (ce qui r�esiste mal

�a la cryptoanalyse du fait des fr�equences diverses d'apparition des lettres dans une langue donn�ee)

mais des blocs de lettres d'une longueur donn�ee par des blocs de lettres de même longueur. Dans

toute la suite, on se limitera (pour simpli�er) �a des blocs de deux lettres, suivant ce qu'on appelle

un codage digraphique.

a) Exemple: code de Hill. Ce syst�eme est dû �a L. S. Hill, dans les ann�ees 1930. On part d'un

message �a coder, dans lequel on regroupe d'abord les lettres deux par deux (s'il y a un nombre

impair de lettres, on rajoute un X �a la �n). On transforme ces groupes de deux lettres en groupes

de deux entiers entre 0 et 25 par la bijection de num�erotation g de A sur E d�ej�a utilis�ee ci-dessus.

ENVOYEZ L'ARGENT −→ EN VO YE ZL AR GE NT
g−→ (4,13) (21,14) (24,4) (25,11) (0,17) (6,4) (13,19)

Pour tout couple d'entiers (x,y) de E×E, on note x ′ = f(x,y) le reste de la division euclidienne de

5x+ 17y par 26, et y ′ = h(x,y) le reste de la division euclidienne de 4x+ 15y par 26. En d'autres

termes x ′ est l'unique entier de E et y ′ l'unique entier de E tels que:{
x ′ ≡ 5x+ 17y mod 26

y ′ ≡ 4x+ 15y mod 26

• Principe. Le point fondamental est que:

l'application f× h : (x,y) 7→ (x ′ = f(x,y),y ′ = h(x,y)) est une bijection de E× E sur E× E.

Preuve. Comme E × E est �ni, il su�t de montrer l'injectivit�e pour conclure �a la bijectivit�e.

Soient donc (x1,y1) et (x2,y2) dans E×E tels que f(x1,y1) = f(x2,y2) et h(x1,y1) = h(x2,y2).

On a:

{
5(x1 − x2) + 17(y1 − y2) ≡ 0 mod 26

4(x1 − x2) + 15(y1 − y2) ≡ 0 mod 26
d'o�u

{
(5× 15− 17× 4)(x1 − x2) ≡ 0 mod 26

(17× 4− 15× 5)(y1 − y2) ≡ 0 mod 26

Ainsi, 7(x1 − x2) divise 26 et 7(y1 − y2) divise 26. Comme 7 et 26 sont premiers entre eux, il

r�esulte du lemme de Gauss que x1− x2 divise 26 et y1−y2 divise 26. Or −25 6 x1− x2 6 25 et

−25 6 y1 − y2 6 25 puisque x1, x2,y1,y2 sont dans E. On conclut que x1 − x2 = y1 − y2 = 0,

ce qui prouve l'injectivit�e voulue et ach�eve la preuve. ut

• Mode de codage. On obtient donc un codage sans ambiguit�e en rempla�cant chaque bloc (x,y)

de deux �el�ements de E (correspondant �a chaque bloc de deux lettres) en le bloc (f(x,y),h(x,y)).

Par exemple:

(4, 13) −→ (f(4, 13),h(4, 13)) = (7, 3), donc le bloc EN se code en HD

(21, 14) −→ (f(21, 14),h(21, 14)) = (5, 8), donc le bloc VO se code en FI

(24, 4) −→ (f(24, 4),h(24, 4)) = (6, 0), donc le bloc YE se code en GA

(25, 11) −→ (f(25, 11),h(25, 11)) = (0, 5), donc le bloc ZL se code en AF

(0, 17) −→ (f(0, 17),h(0, 17)) = (3, 21), donc le bloc AR se code en DV

(6, 4) −→ (f(6, 4),h(6, 4)) = (20, 6), donc le bloc GE se code en UG

(13, 19) −→ (f(13, 19),h(13, 19)) = (24, 25), donc le bloc NT se code en YZ

Le message initial se code donc en HDFIGAAFDVUGYZ.

• Mode de d�ecodage. C'est une question non triviale (voir plus loin) que de d�eterminer, au del�a

du proc�ed�e arithm�etique de codage, un proc�ed�e analogue pour le d�ecodage (qui ne se borne pas

�a un simple dictionnaire, �eventuellement immense, de tous les codages obtenus de tous les blocs

possibles). On peut dans le cas consid�er�e ici expliciter un tel proc�ed�e:
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Le probl�eme est de d�eterminer, pour un couple quelconque donn�e (x ′,y ′) d'�el�ements de E, l'unique

couple (x,y) tel que x ′ = f(x,y) et y ′ = h(x,y). Il s'agit donc de r�esoudre le syst�eme:{
5x+ 17y ≡ x ′ mod 26

4x+ 15y ≡ y ′ mod 26

o�u x ′,y ′ sont suppos�es arbitrairement �x�es. Il �equivaut �a:{
(5× 15− 4× 17)x ≡ (15x ′ − 17y ′) mod 26

(4× 17− 5× 15)y ≡ (4x ′ − 5y ′) mod 26
, donc

{
7x ≡ (15x ′ − 17y ′) mod 26

−7y ≡ (4x ′ − 5y ′) mod 26

A ce stade, il est crucial de remarquer que les quatre coe�cients du syst�eme d�e�nissant le codage

v�eri�ent que 5 × 15 − 4 × 17 = 7 est premier avec 26. Donc, par le th�eor�eme de B�ezout, il existe

des entiers u, v ∈ Z tels que 7u + 26v = 1; en particulier, il existe un unique entier u ∈ E tel que

7u ≡ 1 mod 26. Il s'agit de u = 15 (e�ectivement 7× 15 = 105 ≡ 1 mod 26).

Le syst�eme pr�ec�edent donne donc en multipliant chaque membre par 15:

x ≡ 15(15x ′ − 17y ′) mod 26 et y ≡ 15(5y ′ − 4x ′) mod 26.

Il su�t de choisir pour x le seul repr�esentant de la classe de congruence de 15(15x ′− 17y ′) modulo

26 qui soit compris entre 0 et 25, et et pour y le seul repr�esentant de la classe de congruence de

15(5y ′ − 4x ′) modulo 26 qui soit compris entre 0 et 25. Le couple (x,y) d'�el�ement de E ainsi

construit v�eri�e bien f(x,y) = x ′ et h(x,y) = y ′.

Exemple. On veut d�ecoder le bloc HD. Comme g(H) = 7 et g(D) = 3, il s'agit de trouver

l'unique couple (x,y) d'�el�ements de E tel que f(x,y) = 7 et h(x,y) = 3. En appliquant ce qui

pr�ec�ede �a x ′ = 7 et y ′ = 3, on doit avoir:

x ≡ 15(15× 7− 17× 3) mod 26 et y ≡ 15(5× 3− 4× 7) mod 26,

donc x ≡ 810 mod 26 et y ≡ −195 mod 26, d'o�u �nalement x = 4 et y = 13. En revenant aux

lettres via g−1, on conclut que HD se d�ecode en EN. On fait de même pour les autres blocs.

b) Cas général des codes digraphiques. On peut chercher �a g�en�eraliser ce qui pr�ec�ede en rem-

pla�cant les entiers particuliers 5, 17, 4, 15 par quatre entiers a,b, c,d quelconques. Il s'agit de savoir

�a quelle condition sur a,b, c,d le codage (x,y) 7→ (x ′,y ′) d�e�ni par le syst�eme de congruences:{
x ′ ≡ ax+ by mod 26

y ′ ≡ cx+ dy mod 26

correspond bien �a une bijection de E × E sur E × E. Il su�t de reprendre les raisonnements faits

ci-dessus dans le cas particulier de 5, 17, 4, 15 (dont l'utilisation du th�eor�eme de B�ezout et du lemme

de Gauss, et le rôle jou�e par l'entier 5× 15− 4× 17 = 7) pour voir qu'il su�t de supposer que:

ad− bc est premier avec 26,

pour que tout ce qui pr�ec�ede s'applique de fa�con identique. A noter que, si l'on veut coder par ce

proc�ed�e un nombre de caract�eres m qui ne soit pas forc�ement 26, il su�t de choisir a,b, c,d qui

v�eri�ent que ad− bc est premier avec m.

c) Remarque finale. On verra plus loin d'autres syst�emes de codages plus �elabor�es utilisant,

outre des congruences, certaines propri�et�es des nombres premiers (codages par exponentiation

arithm�etique, codages �a clefs publiques type RSA,...)
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U.E. libre \L'univers des nombres" Ann�ee 2011-2012

Chapitre 4: nombres premiers

1 Propriétés élémentaires des nombres premiers

1.1 Notion de nombre premier.

a) Définition. On appelle nombre premier tout entier p sup�erieur ou �egal �a 2 dont les seuls

diviseurs positifs sont 1 et p.

Exemples. 2 est le seul nombre premier pair; 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23... sont premiers;

6 700 417 est premier. Attention: 0 et 1 ne sont pas premiers.

b) Diviseurs premiers. La proposition suivante est simple mais fondamentale.

Proposition.

(i) Tout entier di��erent de 1 et de −1 admet au moins un diviseur premier.

(ii) Tout entier n sup�erieur ou �egal �a 2 qui n'est pas un nombre premier admet au moins un

diviseur premier p tel que p2 6 n.

Preuve. Il est clair qu'il su�t de prouver (i) pour un entier naturel n sup�erieur ou �egal �a

2. Notons D(n) l'ensemble des diviseurs de n sup�erieurs ou �egaux �a 2. Il est non-vide car il

contient n. Comme N est bien ordonn�e, D(n) admet un plus petit �el�ement p. C'est un diviseur

de n, sup�erieur �a 2; montrons qu'il est premier. Pour cela, consid�erons un entier naturel a

divisant p. Par transitivit�e de la divisibilit�e, a divise n. Si a > 2, alors a ∈ D(n), donc p 6 a

par minimalit�e de p; ainsi a divise p et p 6 a, donc a = p. Sinon, a = 1. Ceci prouve (i).

De plus, il existe k ∈ N tel que n = kp. Supposons que n n'est pas premier. Donc k 6= 1,

c'est-�a-dire k > 2. Ainsi k ∈ D(n), ce qui implique p 6 k. On obtient n = kp > p2, ce qui

prouve (ii). ut

c) Infinitude de l’ensemble des nombres premiers.

Th�eor�eme. Le sous-ensemble de N form�e des nombres premiers est in�ni.

Preuve. Par l'absurde, supposons que l'ensemble des nombres premiers soit �ni. Notons alors

N le produit de tous les nombres premiers. C'est un entier sup�erieur �a 2. L'entier N+ 1 est un

entier sup�erieur �a 3; d'apr�es la proposition ci-dessus, il admet un diviseur premier p. Celui-ci

apparaissant comme un des facteurs du produit N, on a �a la fois: p divise N+ 1 et p divise N,

ce qui implique (par di��erence) que p divise 1, et contredit le fait que p est premier. ut

Notations. On note P l'ensemble des nombres premiers. Comme c'est un sous-ensemble in�ni de

N, donc un ensemble in�ni d�enombrable, on peut aussi noter ses �el�ements sous forme d'une suite

(pn)n>1, o�u pn d�esigne le n-i�eme nombre premier, avec donc p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7 . . ..

Remarque. La proposition ci-dessous donne une autre preuve du fait que l'ensemble des nombres

premiers est in�ni. Elle est constitu�ee de deux cas tr�es particuliers et faciles d'un th�eor�eme

profond de Dirichlet selon lequel il existe une in�nit�e de nombres premiers de la forme an + b

d�es lors que a et b sont premiers entre eux.

Proposition. Il existe une in�nit�e de nombres premiers de la forme 4n+ 3 avec n ∈ N, et une

in�nit�e de nombre premiers de la forme 6m+ 5, avec m ∈ N.
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Preuve. On ne d�emontre que le premier point, la preuve du second �etant analogue et laiss�ee

au lecteur. Notons E l'ensemble des nombres premiers de la forme 4n + 3 avec n ∈ N. Il est

non-vide, car par exemple 3 ou 7 sont dans E. Par l'absurde, supposons que E soit �ni. Appelons

N le produit de tous les �el�ements de E et posons a = 4N− 1. Soit p un diviseur premier de a.

Il est de la forme 4n ou 4n+ 1 ou 4n+ 2 ou 4n+ 3, avec n ∈ N.

Mais p �etant premier, les cas 4n ou 4n + 2 sont impossibles (notons qu'on ne peut pas avoir

p = 2 puisque a est impair). Si p �etait du type 4n + 3, il appartiendrait �a E, donc diviserait

N, donc diviserait 4N, et comme p divise a = 4N− 1, on obtiendrait que p divise 1, ce qui est

impossible. En r�esum�e, tout diviseur premier de a est de la forme 4n+ 1. Il en r�esulte que tout

diviseur de a est de cette forme. En particulier il existe q ∈ N tel que a = 4q+1. Mais l'�egalit�e

4q+ 1 = 4N− 1 est absurde. C'est donc que E est in�ni. ut

d) Un algorithme pour déterminer si un entier naturel est ou non premier. Soit n > 3

un entier. Pour tout entier i > 1, consid�erons la division euclidienne de n par le i-�eme nombre

premier pi:

n = piqi + ri, qi ∈ N, 0 6 ri < pi.

Comme n > piqi pour tout i > 1 et comme la suite des pi est strictement croissante, il existe un

plus petit entier k > 1 tel que pj > qj pour tout j > k.

• S'il existe un entier i 6 k − 1 tel que ri = 0, alors n n'est pas premier (en e�et, on a alors

n = piqi et qi 6= 1 puisque qi > pi du fait que i 6 k− 1).

• Sinon, n n'est divisible par aucun des nombres premiers p1, . . . ,pk−1. Si n n'�etait pas premier,

il existerait d'apr�es la proposition b) un nombre premier p divisant n et tel que p2 6 n. L'entier q

tel que n = pq v�eri�erait p 6 q, donc p serait l'un des pi pour 1 6 i 6 k− 1; contradiction. C'est

donc que n est premier.

Concr�etement: on e�ectue les divisions euclidiennes de n par les pi jusqu'�a ce que pi > qi; si l'un

des restes s'annule, n n'est pas premier. Sinon, n est premier.

Exemple: consid�erons n = 127. On e�ectue les divisions euclidiennes successives: 127 =

2 × 63 + 1, 127 = 3 × 42 + 1, 127 = 5 × 25 + 2, 127 = 7 × 18 + 1, 127 = 11 × 11 + 6,

127 = 13× 9 + 10. Comme p6 = 13 > q6 = 9, on s'arrête. Aucun reste n'�etant nul, on conclut

que 127 est premier.

e) Crible d’Eratosthène10 Il s'agit d'un algorithme tr�es simple pour d�eterminer les nombres

premiers inf�erieurs �a un entier naturel donn�e.

Proposition. Pour tout k ∈ N∗, le (k+ 1)-i�eme nombre premier pk est:

pk+1 = Min
(
N \

(
{0, 1} ∪ p1N ∪ p2 N ∪ . . . ∪ pkN

) )
.

Preuve. Notons Ak = N \ ({0, 1} ∪ p1N ∪ p2N ∪ . . . ∪ pkN ). Il est clair que pk+1 ∈ Ak. Comme

Ak 6= ∅, il admet un plus petit �el�ement ak. D'apr�es la proposition b), il existe un nombre premier

p qui divise ak. Comme ak ∈ Ak, on a p /∈ {p1,p2, . . . ,pk}. On en d�eduit que pk+1 6 p 6 ak.

Mais par ailleurs ak 6 pk+1 puisque pk+1 ∈ Ak. On conclut que ak = p = pk+1. ut

Algorithme (dit \crible d'Eratosth�ene").

Soit n un entier, n > 2. Notons pj le plus grand des nombres premiers v�eri�ant p2j 6 n. On note

[[2,n]] l'ensemble {2, 3, 4, . . . ,n}. On dresse la liste des nombres premiers de [[2,n]].

• �etape 1: on barre tous les �el�ements de [[2,n]] qui sont des multiples stricts de p1 = 2 (ie. des

multiples de p1 strictement sup�erieurs �a p1). D'apr�es la proposition, le premier �el�ement non barr�e

apr�es p1 est p2 = 3.

10Eratosth�ene de Cyr�ene (III�eme si�ecle av. J.C.), astronome, g�eographe, philosophe et math�ematicien grec, pass�e

�a la post�erit�e entre autres pour sa m�ethode de mesure de la circonf�erence terrestre.
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• �etape 2: on barre ensuite tous les �el�ements de [[2,n]] qui sont des multiples stricts de p2. D'apr�es

la proposition, le premier �el�ement non barr�e apr�es p2 est p3 = 5.

...

• �etape j: on barre en�n tous les �el�ements de [[2,n]] qui sont des multiples stricts de pj.

A�rmation: les entiers de [[2,n]] qui restent non-barr�es sont les nombres premiers inf�erieurs �a n.

En e�et. Soit m ∈ [[2,n]] non premier. Il existe un nombre premier pi et un entier q > 2

tels que m = piq. Ou bien i 6 j, c'est-�a-dire pi 6 pj, de sorte que m a �et�e barr�e �a l'�etape

i. Ou bien i > j, c'est-�a-dire pi > pj; on a alors q < pj (car sinon q > pj impliquerait

m = piq > pipj > p2
j > n) de sorte que tout diviseur premier de q est de la forme pk pour

k < j et donc m = piq est un multiple strict de pk, qui a �et�e barr�e �a l'�etape k. ut

Exemple. On d�etermine les nombres premiers inf�erieurs �a n = 100, en barrant successivement les

multiples stricts et inf�erieurs �a 100 de p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 et p4 = 7 (plus grand nombre premier

de carr�e inf�erieur �a 100); les entiers restant non barr�es sont ceux qui sont encadr�es ci-dessous:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

1.2 Décomposition en produit de facteurs premiers.

a) Résultats préliminaires.

Lemme. Un nombre premier est premier avec tout entier qu'il ne divise pas.

Preuve. Soit p un nombre premier. Soient a un entier non divisible par p et d le pgcd de a et

p. Comme d divise p, on ne peut avoir que d = p ou d = 1. Comme d divise a et que p ne

divise pas a par hypoth�ese, d ne peut pas valoir p . C'est donc que d = 1. ut

I Cons�equence 1. Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.

I Cons�equence 2. Tout nombre premier est premier avec tout entier naturel non-nul qui lui est

strictement inf�erieur.

Proposition.

(i) Si un nombre premier divise un produit d'entiers, alors il divise l'un des facteurs de ce produit.

(ii) Si un nombre premier divise un produit de nombres premiers, alors il est �egal �a l'un d'entres

eux.

Preuve. Soit p un nombre premier. Supposons que p divise le produit bc de deux entiers b

et c. Supposons que p ne divise pas b. Alors, d'apr�es le lemme, p est premier avec b. Ce qui,

d'apr�es le th�eor�eme de Gauss, implique que p divise c. Ceci prouve (i). Le point (ii) s'en d�eduit

imm�ediatement. ut

b) Le résultat fondamental.

Th�eor�eme. Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2. Il existe, et ceci de fa�con unique, un entier

s > 1, des nombres premiers p1,p2, . . . ,ps v�eri�ant que p1 < p2 < · · · < ps, et des entiers naturels

non-nuls α1,α2, . . . ,αs tels que:

n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s .
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Preuve. Montrons l'existence d'une telle d�ecomposition par r�ecurrence sur n. C'est clair si

n = 2. Supposons-la vraie pour tout entier strictement inf�erieur �a n. Soit p un diviseur premier

de n. Si n = p, il n'y a rien �a d�emontrer. Sinon, il existe 2 6 n0 6 n− 1 tel que que n = pn0.

En appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a n0, on a n = ppα1

1 pα2

2 . . .pαs
s . S'il existe 1 6 j 6 s

tel que p = pj, alors n = pα1

1 pα2

2 . . .p
αj+1

j . . .pαs
s , d'o�u le r�esultat. Sinon, on obtient une

d�ecomposition du type voulu, avec s+ 1 facteurs, et un exposant 1 pour le facteur p.

Montrons l'unicit�e. Supposons pour cela que n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s = q

β1

1 q
β2

2 . . .qβt

t , avec s ∈ N∗,

p1 < p2 < · · · < ps premiers, αi ∈ N∗ pour tout 1 6 i 6 s, et t ∈ N∗, q1 < q2 < · · · < qt

premiers, βj ∈ N∗ pour tout 1 6 j 6 t. D'apr�es le point (ii) de la proposition pr�ec�edente, chaque

pi (1 6 i 6 s) est �egal �a un des qj (1 6 j 6 t), et chaque qj est �egal �a l'un des pi. Comme les

pi sont �a deux distincts, ainsi que les qj, on a n�ecessairement s = t. De plus la condition de

croissance sur les pi et les qj implique que l'on a pr�ecis�ement p1 = q1,p2 = q2, . . . ,ps = qs.

Donc �nalement: n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s = p

β1

1 p
β2

2 . . .pβs
s . Si β1 < α1, on en d�eduit l'�egalit�e

pα2

2 . . .pαs
s = p

β1−α1

1 p
β2

2 . . .pβs
s ; celle-ci implique que p1 divise le produit pα2

2 . . .pαs
s , ce qui

est impossible d'apr�es le point (ii) de la proposition pr�ec�edente. De même β1 > α1 conduit �a

une contradiction. C'est donc que α1 = β1. On prouve de fa�con analogue que αi = βi pour

tout 1 6 i 6 s. ut

D�e�nitions. L'�ecriture de n sous la forme pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s s'appelle la d�ecomposition de n en

produit de facteurs premiers, ou encore la d�ecomposition primaire de n.

Chaque pi (1 6 i 6 s) s'appelle un facteur premier de la d�ecomposition. Chaque p
αi

i s'appelle

un facteur primaire.

Attention �a la notation. La notation pi pour d�esigner les di��erents facteurs premiers dans la

d�ecomposition du th�eor�eme ci-dessus est traditionnelle, mais ne doit pas être confondue avec la

même notation pi pour d�esigner le i-�eme nombre premier (voir ci-dessus 1.1.c).

Remarques. Il d�ecoule �evidemment du th�eor�eme fondamental ci-dessus (dont on reprend les nota-

tions) que tout entier n dans Z qui ne vaut ni 0, ni 1, ni −1 se d�ecompose de fa�con unique sous la

forme n = εpα1

1 pα2

2 . . .pαs
s , o�u ε = ±1.

c) Application: ensemble des diviseurs d’un entier.

Proposition. Soit n un entier tel que n > 2, et n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s sa d�ecomposition primaire.

Alors les diviseurs de n dans N sont tous les entiers de la forme:

m = p
β1

1 p
β2

2 . . .pβs
s , avec 0 6 βi 6 αi pour tout 1 6 i 6 s.

Preuve. Soit m un diviseur de n. Si m = 1, on a le r�esultat voulu avec β1 = · · · = βs = 0. Si

m 6= 1, tout diviseur premier de m divise n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s , donc est �egal �a l'un des pi d'apr�es

la proposition du a) ci-dessus. Ceci prouve qu'il existe des entiers naturels β1, . . . ,βs tels que

m = p
β1

1 p
β2

2 . . .pβs
s . L'entier pβ1

1 divise m, qui divise n, donc est un diviseur de n = pα1

1 q, o�u

l'on a pos�e q = pα2

2 . . .pαs
s . Puisque p

β1

1 est premier avec q, il r�esulte du th�eor�eme de Gauss

que p
β1

1 divise pα1

1 , et donc β1 6 α1. On montre de même que βi 6 αi pour tout 1 6 i 6 s.

On a ainsi montr�e que tout diviseur de n est de la forme voulue; la r�eciproque est �evidente. ut

Attention ! Dans l'�enonc�e ci-dessus, les exposants βi peuvent valoir 0 (ie. certains des pi peuvent

ne pas diviser m).

Corollaire. Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2. Soit n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s sa d�ecomposition

primaire. Alors le nombre σ0(n) des diviseurs de n dans N est �egal �a:

σ0(n) = (1+ α1)(1+ α2) · · · (1+ αs).

Preuve. R�esulte imm�ediatement de la proposition pr�ec�edente. ut
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Exemple �el�ementaire. Soit n = 756 = 22×33×7. Il admet σ0(756) = (2+1)×(3+1)×(1+1) = 24

diviseurs, qui sont tous les entiers m = 2i × 3j × 7k pour 0 6 i 6 2, 0 6 j 6 3 et 0 6 k 6 1. Donc:

D756 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 18, 21, 27, 28, 36, 42, 54, 63, 84, 108, 126, 189, 252, 378, 756}

d) Application: calcul du pgcd et du ppcm de deux entiers.

Proposition. Soient a et b deux entiers naturels sup�erieurs ou �egaux �a 2.

(i) Il existe un entier r > 1, des nombres premiers deux �a deux distincts p1,p2, . . . ,pr, et deux

r-uplets (α1,α2, . . . ,αr) ∈ Nr et (β1,β2, . . . ,βr) ∈ Nr tels que:

a = pα1

1 pα2

2 . . .pαr
r et b = p

β1

1 p
β2

2 . . .pβr
r .

(ii) En posant γi = min(αi,βi) et δi = max(αi,βi) pour tout 1 6 i 6 r, on a alors:

pgcd(a,b) = p
γ1

1 p
γ2

2 . . .pγr
r et ppcm(a,b) = pδ1

1 pδ2
2 . . .pδr

r .

Preuve. Notons {p1, . . . ,pr} la r�eunion de l'ensemble des diviseurs premiers de a et de l'ensemble

des diviseurs premiers de b. Pour tout 1 6 i 6 r, notons αi l'exposant de pi dans la

d�ecomposition primaire de a si pi divise a, et posons αi = 0 si pi ne divise pas a. Notons

βi l'exposant de pi dans la d�ecomposition primaire de b si pi divise b, et posons βi = 0 si pi ne

divise pas b. Le point (i) est alors clair. Le point (ii) r�esulte de la proposition du c) ci-dessus.ut

Attention ! Dans l'�enonc�e de la proposition ci-dessus, les exposants αi et βi peuvent être nuls.

Exemple �el�ementaire. Soient a = 756 = 22 × 33 × 7 et b = 240 = 24 × 3× 5.

On �ecrit a = 22 × 33 × 50 × 71 et b = 24 × 31 × 51 × 70

D'o�u pgcd(a,b) = 22 × 31 × 50 × 70 = 12 et ppcm(a,b) = 24 × 33 × 51 × 71 = 15120.

Remarque. Cette proposition ne doit pas être consid�er�ee comme une m�ethode syst�ematique

pour calculer le pgcd de deux entiers. Dans la plupart des calculs num�eriques, l'algorithme

d'Euclide (voir plus loin) reste beaucoup plus rapide et e�cace sur le plan pratique.

e) Application: exemples de fonctions arithmétiques multiplicatives.

D�e�nition. On appelle fonction arithm�etique multiplicative une application f : N∗ → N
telle que, quels que soient des �el�ements a et b de N∗ premiers entre eux, on a f(ab) = f(a)f(b).

Proposition. Une fonction arithm�etique multiplicative f sur N∗ est enti�erement d�etermin�ee par

ses valeurs sur les puissances des nombres premiers.

Preuve. Pour tout entier n > 2, donn�e par sa d�ecomposition primaire n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s ,

on a f(n) = f(pα1

1 )f(pα2

2 . . .pαs
s ), car pα1

1 est premier avec pα2

2 . . .pαs
s . D'o�u en r�eit�erant:

f(n) = f(pα1

1 )f(pα2

2 ) . . . f(pαs
s ). ut

Exemple 1. L'application σ0 : N∗ → N qui, �a tout entier n > 1, associe le nombre de diviseurs

de n, est une fonction arithm�etique multiplicative. Il est clair que, pour toute puissance pα d'un

nombre premier p, on a σ0(p
α) = card{1,p,p2, . . . ,pα} = α + 1. On retrouve le corollaire du c)

ci-dessus.

Exemple 2. L'application σ1 : N∗ → N qui, �a tout entier n > 1, associe la somme des diviseurs de

n, est une fonction arithm�etique multiplicative.

En e�et. Pour toute puissance pα d'un nombre premier p, on a σ1(p
α) = 1+p+p2+ · · ·+pα =

(pα+1 − 1)(p − 1)−1. Pour tout entier naturel n > 2, donn�e par sa d�ecomposition primaire

n = pα1

1 pα2

2 . . .pαs
s , on a d'apr�es la proposition 2.3, l'�egalit�e:

σ1(n) = (1+ p1 + p2
1 + · · ·+ pα1

1 )(1+ p2 + p2
2 + · · ·+ pα2

2 ) · · · (1+ ps + p2
s + · · ·+ pαs

s ). ut
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Exemple 3. On verra plus loin une fonction arithm�etique multiplicative particuli�erement impor-

tante: l'indicatrice d'Euler.

Exercice: fonction de M�obius11. Montrer que l'application µ : N∗ → N d�e�nie par: µ(1) = 1,

µ(n) = 0 si n est divisible par un carr�e distinct de 1, et µ(n) = (−1)k si n = p1p2 . . .pk avec

p1, . . . ,pk premiers deux �a deux distincts, est une fonction arithm�etique multiplicative.

1.3 Quelques caractérisations des nombres premiers

a) Inversibilité dans Z/pZ. On a vu dans le chapitre pr�ec�edent que, pour tout n > 2, l'ensemble

Z/nZ = {0, 1, 2, . . . ,n− 1} est muni d'une addition et d'une multiplication qui ont \toutes les

bonnes propri�et�es" pour calculer dans Z/nZ (plus rigoureusement: qui font de Z/nZ un anneau).

Il y a cependant une propri�et�e qui pose probl�eme, celle de l'inversibilit�e des �el�ements de Z/nZ.
Dire qu'un �el�ement a est inversible dans Z/nZ signi�e qu'il existe un �el�ement b de Z/nZ tel que

a× b = 1. On dit alors que b est l'inverse de a.

� 1 est toujours inversible, car 1× 1 = 1,

� 0 n'est jamais inversible, car 0× b = 0 6= 1 pour tout b ∈ Z/nZ,
� en reprenant la table de la multiplication dans Z/6Z (voir chapitre pr�ec�edent), on voit

que, dans Z/6Z, 1 est inversible, 5 est inversible (car 5 × 5 = 1), mais ni 2, ni 3, ni 4, ni

bien sûr 0 ne sont inversibles dans Z/nZ.
� en reprenant la table de la multiplication dans Z/5Z, on voit que, dans Z/5Z, 1 est

inversible, 2 et 3 sont inversibles (car 2 × 3 = 1), 4 est inversible (car 4 × 4 = 1). Donc

tous les �el�ements non-nuls sont inversibles.

Proposition: Pour tout entier p > 2, les deux conditions suivantes sont �equivalentes:

(i) p est premier;

(ii) tout �el�ement non-nul de Z/pZ est inversible dans Z/pZ ; on dit alors que Z/pZ est un corps.

Preuve. Supposons que p est premier. Soit a ∈ Z tel que a 6= 0 dans Z/pZ. Cela signi�e que

p ne divise pas a, donc (lemme 1.2.a) que p est premier avec a. Par le th�eor�eme de B�ezout, il

existe u, v dans Z tels que au+ pv = 1. D'o�u au = 1, et donc a est inversible d'inverse u.

R�eciproquement, supposons que p n'est pas premier. Il s'�ecrit donc p = ac avec 2 6 a, c < p.

On a donc a× c = 0 avec a 6= 0 et c 6= 0. Si a �etait inversible, il existerait b dans Z/pZ tel que

b × a = 1. En multipliant par c, on aurait c = b × a × c = b0 = 0. D'o�u une contradiction.

Ainsi, si p n'est pas premier, il existe des �el�ements non-nuls de Z/pZ qui sont non inversibles.ut

b) Petit théorème de Fermat12

Lemme pr�eliminaire. Si p est un nombre premier, alors p divise
(
p
k

)
pour tout 1 6 k 6 p− 1.

Preuve. D'une part p divise le produit k!
(
p
k

)
puisque k!

(
p
k

)
= p(p − 1) · · · (p − k + 1). D'autre

part p est premier avec k! puisque p est premier et k < p. D'apr�es le lemme de Gauss, on

conclut que p divise
(
p
k

)
. ut

Th�eor�eme (dit petit th�eor�eme de Fermat). Si p est premier, alors, pour tout n ∈ Z, on a:

np ≡ n mod p.

11August Ferdinand M�obius, 1790-1868, math�ematicien et astronome allemand, dont le nom est en rest�e en parti-

culier associ�e �a une surface topologiquement int�eressante: le fameux ruban de M�obius
12Pierre de Fermat, 1601(?)-1685, math�ematicien et juriste fran�cais, c�el�ebre en particulier pour divers r�esultats

d'arithm�etique, dont le fameux \dernier th�eor�eme de Fermat", probl�eme rest�e ouvert pendant des si�ecles jusqu'�a sa

r�esolution en 1995 par Andrew Wiles.
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Preuve. Supposons p premier. Il r�esulte du lemme pr�ec�edent et de la formule du binôme que

(a+ b)p ≡ ap + bp mod p pour tous a,b ∈ Z. On en d�eduit que, si n > 2 est un entier �x�e, et

a1,a2, . . . ,an des entiers quelconques, on a (a1 + a2 + · · ·+ an)
p ≡ a

p
1 + a

p
2 + · · ·+ a

p
n mod p.

En particulier pour a1 = a2 = · · · = an = 1, il vient np ≡ n mod p. Le r�esultat pour tout

n ∈ Z s'en d�eduit imm�edatement. ut

Ce r�esultat admet le perfectionnement suivant.

Proposition: Pour tout entier p > 2, les deux conditions suivantes sont �equivalentes:

(i) p est premier;

(ii) pour tout n ∈ Z tel que n /∈ pZ, on a: np−1 ≡ 1 mod p.

Preuve. Supposons p premier. D'apr�es le petit th�eor�eme de Fermat, on a: np ≡ n mod p.

Comme de plus on suppose ici que p ne divise pas n, le fait que p divise n(np−1 − 1) implique

avec le lemme de Gauss que p divise np−1 − 1, d'o�u np−1 ≡ 1 mod p.

Pour la r�eciproque, supposons que p v�eri�e np−1 ≡ 1 mod p pour tout n ∈ Z tel que n /∈ pZ.
Cela signi�e que np−1 = 1 pour tout n ∈ Z/pZ tel que n 6= 0. En d'autre terme, tout �el�ement

non-nul n de Z/pZ admet np−2 pour inverse dans Z/pZ. Il en r�esulte avec la proposition du

a) ci-dessus que p est premier. ut

Attention ! Cette proposition est une caract�erisation (CNS) des nombres premiers. Ce n'est

pas le cas du petit th�eor�eme de Fermat, qui donne seulement une condition n�ecessaire pour qu'un

nombre soit premier.

Et cette condition n'est pas su�sante ! Il existe des entiers p > 2 qui v�eri�ent np ≡ n mod p pour

tout n ∈ Z et qui ne sont pas premiers (par exemple 561, 1105, 1729, 2465, 2821,...). On les appelle

nombres de Carmichael13. On les �etudiera plus en d�etail plus loin dans ce chapitre.

Exercice. Montrons que 561 est un nombre de Carmichael.

Il n'est pas premier car 561 = 3× 11× 17. Fixons n ∈ Z quelconque et posons N = n561 − n.

N = n(n560 − 1) = n((n2)280 − 1). Or ((n2)280 − 1) est divisible par (n2 − 1). Il existe donc

k1 ∈ Z tel que ((n2)280−1) = (n2−1)k1. Donc N = (n3−n)k1. Mais, d'apr�es le petit th�eor�eme

de Fermat, le nombre premier 3 divise (n3 − n). On conclut que 3 divise N.

De même, N = n(n560 − 1) = n((n10)56 − 1). Or ((n10)56 − 1) est divisible par (n10 − 1). Il

existe donc k2 ∈ Z tel que ((n10)56 − 1) = (n10 − 1)k2. Donc N = (n11 −n)k2. Mais, d'apr�es le

petit th�eor�eme de Fermat, le nombre premier 11 divise (n11 − n). On conclut que 11 divise N.

De même, N = n(n560 − 1) = n((n16)35 − 1). Or ((n16)35 − 1) est divisible par (n16 − 1). Il

existe donc k3 ∈ Z tel que ((n16)535−1) = (n16−1)k3. Donc N = (n17−n)k3. Mais, d'apr�es le

petit th�eor�eme de Fermat, le nombre premier 17 divise (n17 − n). On conclut que 17 divise N.

En r�esum�e, 3, 11 et 17 divisent N = n561 − n, donc 561 divise n561 − n, pour tout n ∈ Z.

La même m�ethode permet de montrer que 1105 est un nombre de Carmichael, en observant que

1105 = 5× 13× 17 avec 1105 = 4× 276+ 1 = 12× 92+ 1 = 16× 69+ 1.

c) Théorème de Wilson14

Th�eor�eme: Un entier p > 2 est premier si et seulement si (p− 1)! ≡ −1 mod p.

13Robert Daniel Carmichael, 1879-1967, math�ematicien et physicien am�ericain.
14John Wilson, 17411793, math�ematicien britannique ; il a conjectur�e ce th�eor�eme, qui �etait d�ej�a connu du

math�ematicien irakien Alhazen (965-1039).
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Preuve. Supposons d'abord qu'il existe k ∈ N tel que (p − 1)! + 1 = kp. Soit r un

diviseur de p distinct de p. On a r ∈ {1, 2, . . . ,p − 1}, donc r divise (p − 1)!. Ainsi r

divise �a la fois p et (p− 1)!, donc divise (p− 1)!− kp = 1. On conclut que r = 1; ce qui

prouve que p est premier.

R�eciproquement, supposons p premier. D'apr�es la proposition du a) ci-dessus, Z/pZ
est un corps. D'apr�es la proposition du b) ci-dessus, tout a ∈ Z tel que a /∈ pZ v�eri�e

ap−1 ≡ 1 mod p. Ce qui se traduit par: tout a ∈ Fp tel que a 6= 0 v�eri�e P(a) = 0,

o�u l'on a not�e P(X) = Xp−1 − 1, polynôme �a coe�cients dans Z/pZ. Les z�eros de P(X)

dans Z/pZ sont donc tous les �el�ements non-nuls de Z/pZ. Le produit de ces p − 1

z�eros simples doit valoir au signe pr�es le terme constant de P(X). Plus pr�ecis�ement,

(−1)p−11× 2× · · · × p− 1 = −1. D'o�u le r�esultat puisque (−1)p−1 = 1 lorsque p > 3

et −1 = 1 lorsque p = 2. ut

d) Une généralisation du petit théorème de Fermat.

Le but de ce paragraphe est d'introduire une g�en�eralisation du petit th�eor�eme de Fermat (dit

th�eor�eme d'Euler) qui est �a la base de certains proc�ed�es cryptographiques. On introduit pour cela

une fonction arithm�etique multiplicative (au sens du 1.2.e) pr�ec�edent) particuli�erement importante.

Notation et d�efinition. Pour tout entier n > 2, on note ϕ(n) le nombre d'entiers compris entre

1 et n− 1 qui sont premiers avec n. Par exemple :

ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, ϕ(7) = 6, ϕ(8) = 4, ϕ(9) = 6,. . .

En convenant de plus de poser ϕ(1) = 1, on d�e�nit ainsi une application ϕ : N∗ → N∗, appel�ee

fonction indicatrice d'Euler.

Remarque 1. Si p est un nombre premier, alors ϕ(p) = p− 1.

Preuve. Tout entier compris entre 1 et p− 1 est premier avec p. ut

Remarque 2. Si p est un nombre premier, alors ϕ(pα) = pα − pα−1 pour tout entier α > 1.

Preuve. Il y a pα − 1 entiers compris (au sens large) entre 1 et pα − 1. Parmi eux, ceux qui ne

sont pas premiers avec p sont exactement ceux qui sont divisibles par p (car p est premier), c'est-

a-dire ceux qui sont de la formemp avecm > 1 tel quemp < pα . Il y en a autant que de valeurs

de m telles que 1 6 m < pα−1, �a savoir pα−1−1. On conclut que ϕ(p) = (pα−1)−(pα−1−1),

d'o�u le r�esultat voulu. ut

On peut montrer (en utilisant le th�eor�eme des restes chinois) que ϕ est une fonction arithm�etique

multiplicative. D�es lors, on d�eduit de la remarque 2 ci-dessus et de la d�ecomposition en facteurs

premiers une formule permettant de calculer ϕ(n) pour tout entier n > 2 :

pour tout n donn�e par sa d�ecomposition primaire n = pα1

1 pα2

2 ...pαs

S =
s∏

i=1

p
αi

i , on a :

ϕ(n) =
s∏

i=1

(pαi

i − p
αi−1
i ) = n

s∏
i=1

(1− 1
pi
).

On peut alors �enoncer et d�emontrer le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme (dit Th�eor�eme d'Euler). Soient a et n deux entiers > 2 premiers entre eux, alors:

aϕ(n) ≡ 1 mod n.

Preuve. Pla�cons-nous dans Z/nZ et raisonnons comme dans la preuve de la proposition 1.3.a).

Parce que a est premier avec n, il existe u, v dans Z tels que au+nv = 1, et donc a.u = 1 dans

Z/nZ. En d'autres termes, a est inversible dans Z/nZ. On peut de même v�eri�er la r�eciproque
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imm�ediatement, de sorte l'ensemble Gn des �el�ements de Z/nZ qui sont inversibles dans Z/nZ
compte autant d'�el�ements qu'il existe d'entiers premiers avec n qui sont compris entre 1 et n−1,

c'est-�a-dire ϕ(n).

Consid�erons alors l'application t : x 7→ ax de Gn dans Gn. Elle est clairement bijective car a

est inversible (la bijection r�eciproque est simplement y 7→ a−1y). Donc, le produit de tous les

�el�ements de Gn peut s'exprimer par:∏
x∈Gn

x =
∏

x∈Gn

t(x) =
∏

x∈Gn

ax = aϕ(n)
∏

x∈Gn

x

puisque le nombre d'�el�ements de Gn est ϕ(n). Ainsi aϕ(n) = 1, ie.aϕ(n) ≡ 1 mod n. ut

Remarque importante. Dans le cas o�u n est un nombre premier p, dire que a est premier avec

p signi�e que a n'est pas multiple de p, et ϕ(p) = p− 1. Le th�eor�eme d'Euler dans ce cas redonne

donc exactement l'assertion (ii) de la proposition du 1.3.b) ci-dessus, qui d�ecoule du petit th�eor�eme

de Fermat. C'est en ce sens que le th�eor�eme d'Euler peut être vu comme une extension du petit

th�eor�eme de Fermat.

2 Nombres premiers et cryptographie15

2.1 Codages par exponentiation arithmétique

a) Principe. On �xe :

I un nombre premier p (que dans la pratique on choisit au moins �egal �a 29)

I un entier e premier avec p− 1 (appel�ee clef de codage associ�ee �a p).

On d�eduit de ces deux donn�ees initiales:

I un entier d v�eri�ant 1 6 d < p− 1 et ed = 1+ k(p− 1) avec k > 1 (appel�e clef de d�ecodage

associ�ee �a p et e).

En e�et, comme e et p−1 sont premiers entre eux, il r�esulte du th�eor�eme de B�ezout qu'il existe

des entiers d et v tels que ed+ v(p− 1) = 1. On peut toujours choisir d tel que 1 6 d < p− 1,

ce qui impose pour v d'être n�egatif. On note k = −v > 1. ut

I un entier naturel m, d�eduit du choix de p de la fa�con suivante:

- si 25 < p < 2525, on prend m = 1,

- si 2525 < p < 252525, on prend m = 2,

- si 252525 < p < 25252525, on prend m = 3,

etc...

• Comme dans le chapitre 3, on consid�ere l'alphabet A = {A,B,C,D, . . . ,Y,Z} et on identi�e

chaque lettre par son \rang" dans l'alphabet, mais en num�erotant cette fois chaque lettre avec

deux chi�res. C'est-�a-dire que l'en consid�ere l'ensemble

F = {00, 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09, 10, 11, 12, . . . , 24, 25}

et la bijection naturelle g de A sur F:

g(A) = 00, g(B) = 01, g(C) = 02, g(D) = 03, . . . , g(Y) = 24, g(Z) = 25.

• Le message (�a coder ou �a d�ecoder) est une suite de lettres dans A, qui correspond par g �a une

suite de paires de chi�res dans F, que l'on regroupe en blocs de 2m chi�res. Un bloc est du type:

15Cette section utilise largement le chapitre 5 de l'ouvrage collectif \Arithm�etique" publi�e par l'IREM de Clermont-

Ferrand et le CRDP d'Auvergne en 1998, dont on reprend la plupart des commentaires et exemples.
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x = a1a2a3a4a5a6 . . .a2m−1a2m avec a2i−1a2i ∈ F pour tout 1 6 i 6 m (?).

Il est crucial de remarquer que, d'apr�es le choix de m que l'on a fait, tous les entiers x de la forme

(?) sont strictement inf�erieurs �a p. Par voie de cons�equence, si deux tels entiers x et y sont congrus

modulo p, ils sont n�ecessairement �egaux. En d'autres termes:

pour deux entiers x et y de la forme (?), on a: x 6= y ⇔ x 6≡ y mod p.

• Formule pour le codage. Pour tout entier x de la forme (?), le transform�e de x par

le codage de clef de codage e est l'unique entier entier x ′ compris entre 0 et p − 1 tel que:

x ′ ≡ xe mod p

A noter que, contrairement �a x, l'entier x ′ ne s'�ecrit pas forc�ement avec 2m chi�res; en revanche,

comme p s'�ecrit avec au plus 2(m+1) chi�res (d'apr�es le choix fait au d�epart sur m par rapport

�a p) et que x ′ < p, l'entier x ′ s'�ecrit a priori avec au plus 2(m+ 1) chi�res.

Le point remarquable est que le petit th�eor�eme de Fermat fournit une m�ethode pour retrouver x �a

partir de x ′. C'est le but de:

• Formule pour le d�ecodage. Pour tout bloc x ′ de la forme ci-dessus, l'entier x de la forme

(?) dont x ′ est le transform�e, est l'unique entier x compris entre 0 et p− 1 tel que:

x ≡ x ′d mod p,

o�u d d�esigne la clef de d�ecodage associ�ee �a p et e.

Preuve. En �elevant la congruence x ′ ≡ xe mod p �a la puissance d, il vient: x ′d ≡ xed mod p.

Par d�e�nition de d, ceci �equivaut �a x ′d ≡ x1+k(p−1) mod p, ou encore x ′d ≡ x(xp−1)k mod p.

Or x < p, donc x n'est pas multiple de p, donc on peut appliquer le point (ii) de la proposition

1.3.b pour d�eduire: xp−1 ≡ 1 mod p. D'o�u (xp−1)k ≡ 1 mod p, et �nalement x ′d ≡ x mod p.

ut

b) Exemple.

Choisissons p = 2633 et e = 29, qui v�eri�ent bien les conditions requises. On a alors m = 2 donc

le texte sera s�equenc�e en blocs de 4 lettres.

Soit �a coder la phrase: ceci est un exemple de codage exponentiel

on transforme d'abord via la bijection g en:

−→ 0204 0208 0418 1920 1304 2304 1215 1104 0304 0214 0300 0604 0423 1514 1304 1319 0804 1123,

(en notant que, suivant une tradition en codage, l'on a ajout�e un x au dernier bloc pour recti�er

l'imparit�e).

Il s'agit de coder chaque bloc x de quatre chi�res par l'op�eration x ′ ≡ x29 mod 2633, avec 0 6
x ′ < 2633.

Par exemple, pour le premier bloc, on calcule: 020429 ≡ 1566 mod 2633 (voir c) ci-dessous). On

faisant de même pour chaque bloc, on obtient le message cod�e:

−→ 1566 1846 0177 0071 0960 2241 2059 1684 2435 0356 1144 2441 2437 1759 0960 0815 0951 1133.

Pour op�erer r�eciproquement au d�ecodage, il faut et il su�t de d�eterminer la clef d de d�ecodage.

On proc�ede par divisions euclidiennes successives selon l'algorithme d'Euclide (voir plus loin).

2632 = 90× 29+ 22 donc 22 = 2632− 90× 29,

29 = 22+ 7 donc 7 = 29− 22 = 29+ 90× 29− 2632 = 91× 29− 1× 2632,

22 = 3× 7+ 1 donc 1 = (2632− 90× 29) − 3× (91× 29− 2632) = 4× 2632− 363× 29,

ainsi 1 ≡ −363× 29 mod 2632, ou encore 1 ≡ 2269× 29 mod 2632,

ce qui prouve que la clef de d�ecodage cherch�ee est d = 2269.
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c) Quelques caractéristiques de ce type de codages.

I Coûts en calculs raisonnables pour le codage.

Il s'agit du coût en calcul de l'�elevation de chaque bloc x �a la puissance e modulo p. Reprenons

l'exemple du b) ci-dessus. Pour calculer x29 modulo 2633, on �ecrit 29 en base 2 [c'est-�a-dire

29 = 16+ 8+ 4+ 1] et on proc�ede par �el�evations au carr�e successives de x modulo 2633.

Par exemple pour le premier bloc x = 0204, on calcule :

2042 ≡ 2121 mod 2633 ⇒ 2044 ≡ 21212 ≡ 1477 mod 2633 ⇒ 2048 ≡ 14772 ≡ 1405 mod 2633

⇒ 20416 ≡ 14052 ≡ 1908 mod 2633.

D'o�u : 20429 = 20416 × 2048 × 2044 × 2041 ≡ 1908× 1405× 1477× 204 ≡ 1566 mod 2633.

Le calcul de x29 modulo 2633 revient donc �a quatre multiplications pour les �el�evations au carr�e

successives, plus trois multiplications pour conclure.

I Coûts en calculs raisonnables pour le d�ecodage.

Il s'agit d'�elever chaque bloc x ′ �a la puissance d modulo p. Dans l'exemple du b) ci-dessus,

d = 2269, que l'on �ecrit en base 2 comme: 2269 = 211 + 27 + 26 + 24 + 23 + 22 + 20. Donc:

(x ′)2269 = (x ′)2
11 × (x ′)2

7 × (x ′)2
6 × (x ′)2

4 × (x ′)2
3 × (x ′)2

2 × (x ′) mod 2633.

Pour mener les �el�evations au carr�e successives, on utilise le fait que (x ′)2
n+1

= ((x ′)2
n

)2. Le

calcul de (x ′)2
11

se d�eduit par passage au carr�e de celui de (x ′)2
10

, qui lui-même se d�eduit par

passage au carr�e de celui de (x ′)2
9

,... tout cela bien sûr modulo 2633.

En r�esum�e, le calcul de (x ′)2269 modulo 2633 revient donc �a onze multiplications pour les

�el�evations au carr�e successives, plus six multiplications pour conclure.

Estimation générale: soit p un nombre premier, soit a est un entier tel que 0 < a < p,

soit k l'entier naturel tel que 2k−1 6 a < 2k, et soit y un entier naturel non-nul. Le calcul

modulo p de ya utilise au plus k − 1 multiplications pour d�eterminer les y2
i
, et au plus

k − 1 multiplications pour conclure en utilisant la d�ecomposition de a en base 2 ; soit en

tout au plus 2k− 2 multiplications modulo p.

En remarquant que k−1 6 log2 a < k, on conclut que le nombre de multiplications modulo

p �a e�ectuer pour calculer ya modulo p est major�e par 2 log2 a.

Par ailleurs, une multiplication modulo p n�ecessite un nombre d'op�erations �el�ementaires

�electroniques de l'ordre de (log2 p)
2. Donc le nombre d'op�erations �el�ementaires n�ecessaires

�a une exponentiation par a est de l'ordre de (log2 p)
2 × log2 a, ou encore (log2 p)

3 puisque

a < p. Si p s'�ecrit avec n chi�res en base d�ecimale, on a p < 10n, donc log2 p < n log2 10.

Conclusion, le nombre d'op�erations �el�ementaires n�ecessaires �a une exponentiation modulo

un nombre premier �a n chi�res est de l'ordre de n3.

I R�esistance �a la cryptoanalyse.

Supposons qu'un analyste cherche �a percer un codage par exponentiation. Supposons (cas

favorable) qu'il connaisse le nombre premier p servant au codage. Supposons aussi que, par les

proc�ed�es de fr�equences statistiques �evoqu�ees au chapitre 3, il fasse l'hypoth�ese qu'un bloc cod�e

x ′ soit la traduction d'un bloc x. Il lui reste �a trouver la clef de codage e, c'est-�a-dire �a r�esoudre:

x ′ ≡ xe mod p, o�u e est l'inconnue, et p, x, x ′ sont connus.

A priori, il su�t de tester tous les entiers e de 1 �a p − 1. Le coût en calculs est de l'ordre de

10n o�u n est le nombre de chi�res de l'�ecriture de p en base 10. Même s'il existe des algorithme

sp�ecialis�es permettant de r�eduire ce coût (qui est exponentiel en n), il est sans commune mesure

avec celui du codage ou du d�ecodage (qui est polynomial en n, de l'ordre de n3 on vient de

le voir). Pour un nombre premier p avec n = 100 chi�res, le temps de calcul pour trouver e

peut atteindre plusieurs ann�ees, alors qu'il est de quelques fractions de secondes pour coder ou

d�ecoder un bloc. Et si l'on passe �a un nombre premier p ′ de n ′ = 200 chi�res, on multiplie le

temps de codage ou d�ecodage par 8 (car n ′3 = 8n3), mais le temps de recherche de la clef e

par de 10100 (car 10n
′
= (10n)2) ! D'o�u une bonne résistance de ce type de codage au

décryptage.
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2.2 Codages à clefs publiques: exemple du système RSA16

a) Principe. C'est une variante du codage par exponentiation arithm�etique vu au paragraphe

pr�ec�edent. On �xe au d�epart un couple d'entiers naturels (e,n):

I l'entier n, appel�e le module, est le produit de deux premiers tr�es grands (dans la pratique,

quelques centaines de chi�res dans leur �ecriture d�ecimale) ; on note n = pq.

I l'entier e, appel�e l'exposant, est choisi premier avec ϕ(n), o�u ϕ d�esigne l'indicatrice d'Euler.

On d�eduit du fait que e et ϕ(n) sont premiers entre eux, en utilisant le th�eor�eme de B�ezout comme

dans le paragraphe pr�ec�edent, la d�etermination de:

I un entier d v�eri�ant 1 6 d < ϕ(n) et ed = 1 + kϕ(n) avec k > 1, appel�e clef de d�ecodage

associ�ee �a n et e.

Comme pr�ec�edemment, on d�ecoupe le texte �a coder en blocs de lettres, transform�es via la bijection

g en blocs chi�r�es d'�el�ements de F. Un tel bloc x est transform�e par codage en x ′ d�e�ni par:

x ′ ≡ xe mod n.

R�eciproquement, pour d�ecoder x ′, on calcule x ′d ≡ xed mod n, donc: x ′d ≡ x1+kϕ(n) mod n,

donc: x ′d ≡ x(xϕ(n))k mod n. Or x est inf�erieur �a p et q, donc premier avec p et q, et premier

avec n. On peut donc appliquer le th�eor�eme d'Euler 1.3.d pour d�eduire que xϕ(n) ≡ 1 mod n,

donc (xϕ(n))k ≡ 1 mod n. On conclut que:

x ′d ≡ x mod n.

b) Quelques caractéristiques du système RSA.

I Coût en calculs raisonnable.

Les coûts en temps de calcul du codage et du d�ecodage sont de même nature que ceux vus

�a la �n du 2.1. Et les tests de primalit�es permettent de trouver rapidement des couples de

nombres premiers p et q d'un nombre de chi�res su�samment grands (en testant des couples

arbitraires d'entiers et en utilisant la fr�equences des nombres premiers parmi les entiers naturels,

voir section suivante, avec par exemple un entier de 100 chi�res sur 115 qui est premier).

I Tr�es forte r�esistance �a la cryptoanalyse.

Le couple (e,n) peut être connu de tous (c'est pour cela qu'on parle de cryptographie \�a clef

publique". Mais pour d�ecoder, il faut inverser e modulo ϕ(n), donc connâ�tre ϕ(n). Comme

ϕ(n) = ϕ(p)ϕ(q) = (p − 1)(q − 1), cela revient �a d�eterminer les deux nombres premiers p

et q connaissant leur produit n (c'est-�a-dire �a retrouver la factorisation de n en le produit de

deux nombres premiers \grands"). Et c'est un probl�eme tr�es lourd, sur lequel on ne dispose pas

d'algorithme rapide (si p et q ont chacun environ 100 chi�res, donc n de l'ordre de 200 chi�res,

retrouver p et q �a partir de n repr�ente des milliers d'ann�ees de calcul).

I Capacit�e �a assurer la con�dentialit�e et l'authenticit�e des communications au sein d'un r�eseau.

A chaque individu Ni d'un r�eseau sont associ�ees une clef publique ei connue de tous et une clef

secr�ete di connue d'elle seule. Lorsque Ni veut s'adresser con�dentiellement �a Nj, il code son

message �a l'aide de ej (qui est publique), et seul Nj peut le d�ecoder (�a l'aide de sa clef dj).

Mieux, pour assurer l'authenticit�e de l'exp�editeur, si Ni veut envoyer une message x �a Nj, il

commence par le coder avec la clef publique ej (le message x devient x1 ≡ xej mod n), puis

il code le message x1 avec sa clef secr�ete di. Le message x1 devient x2 ≡ xdi

1 ≡ xdiej mod n.

Lorsque Nj re�coit x2, il le d�ecode en appliquant d'abord la clef publique ei de Ni, puis sa propre

clef secr�ete dj; il obtient x3 ≡ xei

2 ≡ xejdiei ≡ xej mod n, puis x
dj

3 ≡ xejdj ≡ x mod n. Ainsi

nul ne peut communiquer �a la place d'un individu du r�eseau sans disposer de sa clef secr�ete.

16du nom de R. Rivest, A. Shamir et L. Adleman en 1978, bien que le concept innovant de codes �a clef publique

apparaisse d�es 1976 chez W. Di�e et M. Hellman.
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3 Quelques thèmes complémentaires sur les nombres premiers

3.1 Sur la répartition des nombres premiers

a) Problématiques. On a d�emontr�e en 1.1.c qu'il existe une in�nit�e de nombres premiers. Mais

comment sont-ils r�epartis ? Gauss avait d�ej�a �etabli que:

il y a 25 nombres premiers inf�erieurs 100 ; il y a 168 nombres premiers inf�erieurs 1000 ; il y

a 1229 nombres premiers inf�erieurs 10000 ; il y a 9592 nombres premiers inf�erieurs 100000 ;

il y a 78498 nombres premiers inf�erieurs 1000000 ; il y a 664579 nombres premiers inf�erieurs

10000000.

• Par ailleurs; il est facile de d�emontrer qu'il existe dans la suite de tous les entiers naturels des

\trous" (ie. des intervalles sans aucun nombres premiers) de longueur arbitrairement grande. Plus

pr�ecis�ement: pour tout entier n > 1, on peut trouver une liste de n entiers naturels cons�ecutifs qui

ne contient aucun nombre premiers.

Preuve. On construit les n entiers cons�ecutifs: (n+ 1)!+ 2, (n+ 1)!+ 3, . . . , (n+ 1)!+ n+ 1.

Aucun n'est premier car, pour tout 2 6 i 6 n + 1, l'entier i divise (n + 1)!, et donc divise

(n+ 1)!+ i. ut

• A contrario, il existe des nombres premiers \les plus rapproch�es possibles", c'est-�a-dire des couples

(p,p + 2) o�u p et p + 2 sont tous les deux premiers (on dit que ce sont des nombres premiers

jumeaux), et il \semble bien" que l'on puisse en trouver \aussi loin que l'on aille". En clair, il

est conjectur�e (ce n'est qu'une conjecture, non encore r�esolue aujourd'hui mais qui fait l'objet de

nombreux travaux) qu'il existe une in�nit�e de nombres premiers jumeaux.

les nombres premiers jumeaux inf�erieurs �a mille sont : (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31),

(41, 43), (59, 61), (71, 73), (101, 103), (107, 109), (137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193),

(197, 199), (227, 229), (239, 241), (269, 271), (281, 283), (311, 313), (347, 349), (419, 421), (431, 433),

(461, 463), (521, 523), (569, 571), (599, 601), (617, 619), (641, 643), (659, 661), (809, 811), (821, 823),

(827, 829), (857, 859), (881, 883).

1 269 989 et 1 269 991 forment le dix-millli�eme couple de nombres premiers jumeaux.

Le plus grand couple de nombres premiers jumeaux actuellement connu (E. Vautier 2007) est

2003663613× 2195000 ± 1 ; les deux nombres poss�edent 58 711 chi�res en �ecriture d�ecimale.

b) Le “théorème des nombres premiers”

Pour tout r�eel x > 2, on note π(x) le nombre de nombres premiers qui sont inf�erieurs ou �egaux �a x.

π(x) = Card {p ; p premier et p 6 x }

De fa�con heuristique, on porte dans le tableau suivant, pour di��erentes valeurs de x, le nombre

π(x) de nombres premiers plus petits que x, la fr�equence π(x)/x de ceux-ci, l'inverse x/π(x) de

cette fr�equence, et l'�ecart ∆ de la valeur de x/π(x) quand on multiplie x par 10. On obtient:

x π(x) π(x)/x x/π(x) ∆

100 25 0,25 4

1000 168 0,17 5,95 1,95

10000 1229 0,12 8,14 2,8

100000 9592 0,1 10,43 2,29

1000000 78498 0,08 12,84 2,31

10000000 664579 0,07 15,05 2,31

100000000 5761455 0,06 17,36 2,31
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Cette exp�erimentation num�erique met en �evidence que la fonction u(x) := x/π(x) satisfait:

u(10x) − u(x) ≈ 2, 3 . . . ≈ ln 10.

Il est alors naturel de conjecturer que u(x) ≈ ln x pour x assez grand, ou en d'autres termes que le

rapport de π(x) sur x/ ln x tend vers 1 pour x tendant vers l'in�ni. C'est en fait un th�eor�eme:

Th�eor�eme. La fonction π est �equivalente �a la fonction x
lnx

au voisinage de +∞.

I Le r�esultat avait �et�e conjectur�e par Gauss suivant les estimations num�eriques explicit�ees ci-

dessus (en 1792, il avait alors 15 ans). Il n'a �et�e d�emontr�e qu'en 1896 ind�ependamment

et simultan�ement par Hadamard17 et De La Vall�ee Poussin18, par des m�ethodes d'analyse

complexes qui d�epassent largement le contexte de ce cours.

I A noter qu'auparavant, un progr�es important avait �et�e r�ealis�e par Tchebychev19 qui avait

prouv�e l'existence de deux constantes k et k ′ telles que k ′ 6 π(x) lnx
x

6 k pour x assez grand

(voir exercice ci-dessous).

I A noter aussi qu'une meilleure approximation de π est donn�ee par la fonction li (x) =
∫x
2

dt
ln t

,

qui est un autre �equivalent de π au voisinage de +∞. Ce r�esultat avait �egalement �et�e conjec-

tur�e par Gauss (en 1841, il avait alors 64 ans). Dans leurs preuves, Hadamard et De La Vall�ee

Poussin montrent que π est bien approch�ee par li, et que l'erreur commise est inf�erieure �a

x exp(−
√
lnx
15

). L'am�elioration de ce terme d'erreur est encore une branche de la recherche de

la th�eorie analytique des nombres, en lien avec la fonction ζ de Riemann et avec l'hypoth�ese

de Riemann, l'une des plus importantes conjectures des math�ematiques.

c) Exercice: un résultat de majoration de π du type inégalité de Tchebychev.

Le but est de montrer comment, par des proc�ed�es �el�ementaires, on peut obtenir des majorations de

π(x) de la forme π(x) 6 k x
lnx

avec k une constante positive (il existe de tr�es nombreuses variantes

de ce type de calculs, et d'autres voisins pour obtenir des minorations de la même forme20). On

utilisera la notation suivante: si m < n sont deux entiers,∏
m<p6n

p d�esigne le produit des nombres premiers compris entre m et n,

avec la convention que ce produit vaut 1 s'il n'existe pas de nombre premier p tels que m < p 6 n.

Lemme. Pour tout entier n > 2, on a:
∏
p6n

p 6 4n.

Preuve. Soient m > 1 un entier et M :=
(
2m+1
m+1

)
= 1

m!
(m + 2)(m + 3) · · · (2m + 1). Parmi les

facteurs du produit (m + 2)(m + 3) · · · (2m + 1) apparaissent en particulier tous les nombres

premiers p tels que m + 1 < p 6 2m + 1. Il en r�esulte que le produit P :=
∏

m+1<p62m+1

p

divise (m+ 2)(m+ 3) · · · (2m+ 1). Par ailleurs, comme M est un entier, l'entier m! divise aussi

(m+ 2)(m+ 3) · · · (2m+ 1). Mais comme les facteurs de m! = 1.2.3. · · ·m sont tous strictement

inf�erieurs �a m+1, les entiers m! et P sont premiers entre eux. Ainsi m! et P sont deux diviseurs

de (m + 2)(m + 3) · · · (2m + 1) qui sont premiers entre eux, donc leur produit est aussi un

diviseur de (m + 2)(m + 3) · · · (2m + 1). On a P ×m! qui divise (m + 2)(m + 3) · · · (2m + 1),

donc P divise 1
m!

(m+ 2)(m+ 3) · · · (2m+ 1). On a montr�e que:

17Jacques Hadamard, 1865-1963, math�ematicien fran�cais, connu en particulier pour ses travaux en analyse complexe

et th�eorie des nombres.
18Charles-Jean de La Vall�e Poussin, 1866 - 1962, math�ematicien belge.
19Pafnouti Tchebychev, 1821-1894, math�ematicien russe de tout premier plan, en particulier par ses travaux dans

le domaine des probabilit�es et des statistiques.

20En particulier l'encadrement :
ln 2

4
· x

ln x
6 π(x) 6 6 ln 2

x

ln x
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∏
m+1<p62m+1

p divise
(
2m+1
m+1

)
. (1)

E�ectuons maintenant �a l'aide de la formule du binôme le calcul:

2.4m = (1+ 1)2m+1 =
2m+1∑
k=0

(
2m+1

k

)
>

(
2m+1

m

)
+
(
2m+1
m+1

)
= 2.

(
2m+1
m+1

)
, d'o�u l'on d�eduit:(

2m+1
m+1

)
6 4m. (2)

On est maintenant en mesure de montrer par r�ecurrence l'in�egalit�e du lemme. Elle est clairement

v�eri��ee pour n = 2, 3 et 4. Supposons par HR qu'elle est satisfaite jusqu'�a un rang 2n. On

calcule d'abord:∏
p62n+1

p = (
∏

p6n+1

p)(
∏

n+1<p62n+1

p) 6 4n+1.4n = 42n+1 en utilisant (HR), (1) et (2),

puis, en utilisant le fait que 2n+ 2 n'est pas premier:
∏

p62n+2

p =
∏

p62n+1

p 6 42n+1 6 42n+2,

ce qui prouve le r�esultat voulu au rang 2(n+ 1). ut

Proposition. Pour tout entier n > 4, on a: π(n) 6 7
n

lnn
.

Preuve. Introduisons un r�eel t < n et remarquons avec le lemme que
∏

t<p6n

p 6
∏
p6n

p 6 4n. Or∏
t<p6n

p > tπ(n)−π(t) car le produit π(n) − π(t) nombres premiers, tous sup�erieurs �a t.

Donc: tπ(n)−π(t) 6 4n, d'o�u: (π(n)−π(t)) ln t 6 n ln 4, puis: π(n) 6 n ln 4
ln t

+π(t) 6 n ln 4
ln t

+ t.

Pour t =
n

(lnn)2
, il vient : π(n) 6 n

lnn
× ln 4

1− 2 ln(lnn)
lnn

+
n

(lnn)2
.

La fonction f(x) =
ln x

x
, dont la d�eriv�ee est f ′(x) =

1− ln x

x2
, est major�ee par 1/e.

Donc : 0 <
ln(lnn)

lnn
6 1

e
, d'o�u l'on tire :

ln 4

1− 2 ln(lnn)
lnn

6 ln 4

1− 2/e
≈ 5, 24... < 6.

Ainsi : π(n) 6 6
n

lnn
+

n

(lnn)2
6 6

n

lnn
+

n

ln 4 lnn
6 7

n

lnn
. ut

d) Commentaire. Ind�ependamment de leurs liens avec le th�eor�eme de Hadamard et De La Vall�ee

Poussin, les in�egalit�es de Tchebychev sont �a la base de divers autres r�esultats sur la r�epartition des

nombres premiers, comme par exemple:

I le postulat de Bertrand21 (qui en fait n'est plus un postulat puisqu'il a �et�e d�emontr�e, par

Tchbychef en 1850, puis par Erd�os22 en 1932 avec une preuve beaucoup plus simple dont l'ingr�edient

essentiel est le lemme du c) ci-dessus), �enonc�e qui �etablit que, pour tout entier n > 2, il existe un

nombre premier au moins entre n et 2n ;

I les th�eor�emes d'Ishikawa (1934) prouvant que, avec la notation usuelle pn pour d�esigner le n-i�eme

nombre premier, on a: pn + pn+1 > pn+2 et pnpm > pn+m.

21Joseph Bertrand, 1822-1900, math�ematicien, �economiste et historien des sciences fran�cais.
22Paul Erd�os, 1913-1996, math�ematicien hongrois, c�el�ebre avant tout pour l'ampleur de son �uvre math�ematique,

mais aussi pour une certaine excentricit�e source de nombreuses anecdotes.
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3.2 Tests de primalité et nombres pseudo-premiers

Par d�e�nition, un entier n > 2 qui n'est pas un nombre premier est dit compos�e. On d�eveloppe

ici les principes th�eoriques de m�ethodes testant si un entier n > 2 donn�e est premier ou compos�e.

Rappelons tout d'abord qu'il r�esulte des r�esultats vus en 1.3.b que, pour tout entier n > 2 :

(1) n premier =⇒ pour tout entier a, on a: an ≡ a mod n,

(1’) n premier =⇒ pour tout entier a premier avec n, on a: an−1 ≡ 1 mod n,

(2) n premier ⇐⇒ pour tout entier a non divisible par n, on a: an−1 ≡ 1 mod n,

(2’) n premier ⇐⇒ pour tout entier a tel que 1 6 a 6 n− 1, on a: an−1 ≡ 1 mod n,

les assertions (1) et (1’) �etant deux formulations �equivalentes du petit th�eor�eme de Fermat, et les

assertions (2) et (2’) incluant des arguments compl�ementaires pour une r�eciproque.

a) Tests de Fermat. Etant donn�e un entier n > 2, on peut appliquer la proc�edure suivante,

bas�ee sur (1), pour d�etecter �eventuellement s'il est compos�e.

(i) On fait des essais pr�eliminaires de division par 2,3,5,7,11... par exemple par tous les nombres

premiers jusqu'�a 1000 ; si n est divisible par l'un de ces nombres premiers, alors n est compos�e.

Sinon, on passe �a l'�etape suivante.

(ii) On calcule 2n mod n ; si le r�esultat n'est pas 2, alors n est compos�e. Sinon, on passe �a l'�etape

suivante.

(iii) On calcule 3n mod n ; si le r�esultat n'est pas 3, alors n est compos�e. Sinon, on passe �a l'�etape

suivante.

(iv) On ne teste pas 4n car on sait �a cette �etape que 2n ≡ 2 mod n et donc 4n ≡ 4 mod n. On

calcule 5n mod n ; si le r�esultat n'est pas 5, alors n est compos�e. Sinon, on passe �a l'�etape

suivante.

Et on r�ep�ete le processus avec tous les nombres premiers de la premi�ere �etape. Si �a la �n du test

l'entier n a pass�e toutes les �etapes sans d�etecter qu'il est compos�e, on ne peut rien conclure car (1)

ne donne qu'une condition n�ecessaire pour que n soit premier, et donc qu'une condition su�sante

pour que n soit compos�e. Les nombres n posant probl�eme sont ceux qui v�eri�ent an ≡ a mod n

pour tous les entiers a utilis�es dans la suite de tests. D'o�u l'int�erêt de la notion suivante.

b) Nombres pseudo-premiers. On introduit d'abord la d�e�nition suivante, bas�ee sur (1’).

D�efinition. Soit b > 2 un entier. On appelle nombre pseudo-premier de base b un entier impair

n > 9, qui est compos�e, qui est premier avec b, et qui v�eri�e bn−1 ≡ 1 mod n.

Notation. On note pp(b) l'ensemble des nombres pseudo-premiers de base b.

Des questions simples se posent alors naturellement: peut-on donner des exemples de nombres

pseudo-premiers pour tout b (l'ensemble pp(b) est-il non-vide quel que soit b) ? y en a-t-il un

nombre �ni (l'ensemble pp(b) est-il �ni ou in�ni suivant les valeurs de b) ? On y r�epond ci-dessous.

Exemples.

(i) 91 ∈ pp(3). En e�et: 91 = 7×13 est bien impair et compos�e. D'une part, 390 = (36)15 ≡ 115 ≡
1 mod 7 (en utilisant pour le fait que 36 = 729 = 7×104+1 l'avant-derni�ere �etape, et le petit

th�eor�eme de Fermat pour la derni�ere). D'autre part, 390 = (33)30 = (2×13+1)30 ≡ 1 mod 13.

Ainsi 390 ≡ 1 mod 7 et 390 ≡ 1 mod 13, donc 390 ≡ 1 mod 91
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(ii) 341 ∈ pp(2). En e�et: 341 = 11× 31 est bien impair et compos�e. D'une part, en utilisant le

fait que 210 = 211−1 ≡ 1 mod 11 d'apr�es le petit th�eor�eme de Fermat, on a: 2340 = (210)34 ≡
134 ≡ 1 mod 11. D'autre part, 2340 = (25)68 = (31+ 1)68 ≡ 1 mod 31. Ainsi 2340 ≡ 1 mod 11

et 2340 ≡ 1 mod 31, donc 2340 ≡ 1 mod 341.

(iii) 341 /∈ pp(3). En e�et: d'une part, en utilisant le fait que 310 = 311−1 ≡ 1 mod 11 d'apr�es le

petit th�eor�eme de Fermat, on a: 3340 = (310)34 ≡ 134 ≡ 1 mod 11. D'autre part, comme 330 ≡
1 mod 31 d'apr�es le petit th�eor�eme de Fermat, on d�eduit 3340 = (330)11 × 310 ≡ 310 mod 31;

puis 310 = (32 × 33)2 ≡ (9 × (−4))2 ≡ (−5)2 ≡ 25 mod 31. Ainsi 3340 ≡ 1 mod 11 et

3340 ≡ 25 mod 31, donc 3340 ≡ 25 mod 341 et �nalement 3340 6≡ 1 mod 341.

Th�eor�eme. Pour tout entier b > 2, il existe une in�nit�e d'�el�ements dans pp(b).

Preuve. On �xe b > 2. Il existe une in�nit�e de nombres premiers p strictement sup�erieurs �a

b2 − 1, donc ne divisant pas b2 − 1, pour chacun de ces nombres premiers p, on d�e�nit l'entier:

np := b2p−1
b2−1

= b2(p−1) + b2(p−2) + · · ·+ b2 + 1. (*)

On va montrer que tous ces np sont dans pp(b), ce qui �etablira bien le th�eor�eme.

I Pour cela, on v�eri�e d'abord que np est un nombre compos�e en observant que:

np = bp−1
b−1

· bp+1
b+1

= (bp−1 + bp−2 + · · ·+ b+ 1)((−b)p−1 + (−b)p−2 + · · ·+ (−b) + 1).

I De plus, il r�esulte du th�eor�eme de Fermat que bp ≡ b mod p, d'o�u b2p ≡ b2 mod p, donc p

divise b2p − b2. Or, avec (*), on a :

b2p − b2 = b2(b2(p−1) − 1) = b2(b2 − 1)(b2(p−2) + b2(p−1) + · · ·+ b2 + 1) = (b2 − 1)(np − 1),

d'o�u, comme p est premier avec b2− 1 par hypoth�ese, on d�eduit avec le th�eor�eme de Gauss que

p divise np − 1. Il existe ainsi un entier m tel que np − 1 = mp, ou encore np + (−m)p = 1,

ce qui prouve avec le th�eor�eme de B�ezout que np est premier avec p.

I Par ailleurs, np−1 est pair ; en e�et, il apparâ�t dans (*) comme la somme d'un nombre pair

de termes (�a savoir p − 1 termes) qui ont tous la même parit�e (�a savoir celle de b). D�es lors,

puisque 2 est divisible �a la fois par p (qui est impair) et par 2, il est divisible par 2p. Ainsi il

existe un entier k (qui v�eri�e en fait m = 2k) tel que np − 1 = 2pk. On d�eduit:

bnp−1 − 1 = b2pk − 1 = (b2p − 1)(b2p(k−1) + b2p(k−2) + · · ·+ b2p + 1),

de sorte que b2p − 1 divise bnp−1 − 1. Or np divise b2p − 1 d'apr�es (*), et donc np divise

bnp−1 − 1. En d'autres termes, bnp−1 ≡ 1 mod np, ce qui ach�eve la preuve. ut

Remarques. On dispose d'algorithmes permettant de calculer bn−1 modulo n rapidement (voir

plus haut 2.1.c). C'est ce qui fait l'int�erêt des tests de primalit�e pr�ec�edents, dans la mesure o�u ils

permettent de dire que des entiers sont compos�es sans avoir besoin de d�eterminer explicitement leur

d�ecomposition comme produit de facteurs (probl�eme beaucoup plus ardu, voir plus haut 2.2.b).

Cependant, le test de Fermat pour des valeurs successives de b a�n de d�eterminer si un entier n est

compos�e ne peut aboutir que si n n'appartient pas �a tous les pp(b). Or de tels entiers compos�es n

existent, comme on va le voir maintenant.

c) Nombres de Carmichael.

D�efinition. On appelle nombre de Carmichael un entier naturel positif impair, qui est compos�e,

et qui v�eri�e bn−1 ≡ 1 mod n pour tout entier naturel b premier avec n.

Exemples. On a vu plus haut en 1.3.b que 561 est un nombre de Carmichael. Il en est de même de

1105, 1729, 2465, 2821,... Mais aussi de 997 633, qui est un cas particulier de la propri�et�e g�en�erale

suivante, qui est une source d'exemples.
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Proposition. Soit n un entier compos�e impair. On suppose que sa d�ecomposition primaire est

de la forme n = p1p2 . . .ps avec les pi premiers impairs deux �a deux distincts, et tels que pi − 1

divise n− 1 pour tout 1 6 i 6 s. Alors n est un nombre de Carmichael.

Preuve. Soit b > 2 un entier premier avec n. Pour tout 1 6 i 6 s, le diviseur premier pi de

n ne divise pas b et donc, en appliquant le petit th�eor�eme de Fermat, v�eri�e bpi−1 ≡ 1 mod n.

Or, par hypoth�ese pi − 1 divise n− 1, donc il existe un entier ki > 1 tel que n− 1 = ki(pi − 1).

Donc bn−1 ≡ 1ki ≡ 1 mod pi. Ainsi tous les pi pour 1 6 i 6 s divisent bn−1 − 1. Comme ils

sont premiers deux �a deux distincts, il en r�esulte que n divise bn−1 − 1,ie.bn−1 ≡ 1 mod n. ut

Comme annonc�e ci-dessus, l'exemple de 997 633 = 7×13×19×577 v�eri�e que 7−1 = 6, 13−1 = 12,

19 − 1 = 18 et 577 − 1 = 576 sont des diviseurs de 997 633 − 1 = 997 632 (ceci car 997 632 =

6×166 272 = 12×83136 = 18×55424 = 576×1732), et donc 997 633 est un nombre de Carmichael.

Remarques et commentaires.

(i) On peut montrer que les nombres de Carmichael ont au moins trois facteurs premiers dans leur

d�ecomposition primaire. Le premier nombre de Carmichael se d�ecomposant en k = 3, 4, 5, . . .

facteurs premiers est (sequence A006931 in OEIS) :

k = 3 → 561 = 3 · 11 · 17

k = 4 → 41041 = 7 · 11 · 13 · 41

k = 5 → 825265 = 5 · 7 · 17 · 19 · 73

k = 6 → 321197185 = 5 · 19 · 23 · 29 · 37 · 137

k = 7 → 5394826801 = 7 · 13 · 17 · 23 · 31 · 67 · 73

k = 8 → 232250619601 = 7 · 11 · 13 · 17 · 31 · 37 · 73 · 163

k = 9 → 9746347772161 = 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 31 · 37 · 41 · 641

(ii) Les premiers nombres de Carmichael poss�edant 4 facteurs premiers dans leurs d�ecomposition

primaires sont (sequence A074379 in OEIS):

41041 = 7 · 11 · 13 · 41 62745 = 3 · 5 · 47 · 89 63973 = 7 · 13 · 19 · 37
75361 = 11 · 13 · 17 · 31 101101 = 7 · 11 · 13 · 101 126217 = 7 · 13 · 19 · 73
172081 = 7 · 13 · 31 · 61 188461 = 7 · 13 · 19 · 109 278545 = 5 · 17 · 29 · 113

(iii) Du point de vue de la probl�ematique des tests de primalit�e du type Fermat �evoqu�ee ci-

dessus, le point crucial est qu'il a �et�e d�emontr�e (relativement r�ecemment, en 1994, par Alford,

Granville et Pomerance) qu'il existe une in�nit�e de nombres de Carmichael !

Plus pr�ecis�ement, ils d�emontrent que, si l'on note C(x) le nombre de nombres de Carmichael

inf�erieurs �a un r�eel x donn�e, on a: C(x) > x2/7.

On peut avoir une id�ee de la r�epartition des nombres de Carmichael avec les donn�ees suivantes

(par R. Pinch 2007) :

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

C(10n) 1 7 16 43 105 255 646 1547 3605 8241 19279

n 14 15 16 17 18 19 20 21

C(10n) 44706 105212 246683 585355 1401644 3381806 8220777 20138200
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d) Test de Miller23. On commence par l'observation suivante. Soit b > 2 un entier. Soit

n = 2m+1 un entier impair, que l'on suppose premier avec b et v�eri�ant bn−1 ≡ 1 mod n. Posons

c = b
n−1
2 = bm, de sorte que c2 ≡ 1 mod n. Ainsi n divise c2 − 1 = (c − 1)(c + 1). Si n est un

nombre premier, cela implique que n divise c− 1 ou n divise c+ 1, c'est-�a-dire que c ≡ ±1 mod n.

Par contraposition, on conclut que: (b
n−1
2 6≡ ±1 mod n) ⇒ (n compos�e).

D�efinition. Soit n un entier positif impair, de sorte que l'entier pair n − 1 peut s'�ecrire sous la

forme n − 1 = 2st, avec s > 1 et t impair. Soit b > 2 un entier premier avec n. On dit que b

satisfait le test de Miller de base b lorsque:

bt ≡ 1 mod n, ou b2
it ≡ −1 mod n pour un certain 0 6 i 6 s− 1.

Proposition. Tout nombre premier n > 3 satisfait le test de Miller de base b pour tout entier

2 6 b 6 n− 1.

Preuve. Posons n− 1 = 2rt avec s > 1 et t impair. Pour tout 0 6 i 6 s− 1, posons xi = b2it.

Comme b < n et n est premier, les entiers n et b sont premiers entre eux, et il r�esulte donc du

petit th�eor�eme de Fermat que bn−1 ≡ 1 mod n. Mais bn−1 = xs, et donc xs ≡ 1 mod n. Comme

xs = x2s−1, on a x2s−1 ≡ 1 mod n, ce qui implique, parce que n est premier (voir l'observation

initiale ci-dessus), que xs−1 ≡ ±1 mod n. Si xs−1 ≡ −1 mod n, alors n satisfait le test de Miller

de base b ; sinon on a xs−1 ≡ 1 mod n, c'est-�a-dire x2s−2 ≡ 1 mod n, d'o�u xs−2 ≡ ±1 mod n.

En r�eit�erant, ou bien on trouve un entier 1 6 j 6 s tel que xs−j ≡ −1 mod n, et alors n satisfait

le test de Miller de base b, ou bien xs ≡ xs−1 ≡ xs−2 ≡ · · · ≡ x0 ≡ 1 mod n. Mais alors x0 = bt

donne bt ≡ 1 mod n, et donc n satisfait le test de Miller de base b. ut

Proposition. Si un entier naturel impair n > 3 est compos�e et satisfait le test de Miller de base

b pour un entier b > 2 premier avec n, alors n est pseudo-premier de base b.

Preuve. Notons toujours n − 1 = 2rt avec s > 1 et t impair. Si bt ≡ 1 mod n, alors bn−1 ≡
12

s ≡ 1 mod n, et donc n ∈ pp(b). Sinon, il existe 0 6 i 6 s− 1 tel que b2it ≡ −1 mod n, donc

b2i+1t ≡ (−1)2 ≡ 1 mod n. On en d�eduit que bn−1 ≡ 12
s−i−1 ≡ 1 mod n, et l'on conclut de

même que n ∈ pp(b). ut

Remarque. La proposition pr�ec�edente peut aussi se formuler en disant que si un entier naturel

impair n > 3 est compos�e et satisfait le test de Miller de base b pour un entier b > 2 premier avec

n, alors il satisfait le test de Fermat de base b.

La r�eciproque est fausse, comme le montre le contre-exemple suivant.

Contre-exemple. L'entier n = 561 satisfait le test de Fermat de base b pour tout entier naturel

b premier avec 561 (car c'est un nombre de Carmichael). Et pourtant il ne satisfait pas le test

de Miller de base 2, car, en notant n− 1 = 560 = 24.35, on a :

235 ≡ 263 6≡ ±1 mod (561), 22.35 ≡ 166 6≡ −1 mod (561),

22
2.35 ≡ 67 6≡ −1 mod (561), 22

3.35 ≡ 1 6≡ −1 mod (561).

On pourrait d�emontrer de même que le nombre n = 997 633, qui v�eri�e n−1 = 997 632 = 28.3897

et dont on a vu pr�ec�edemment qu'il est un nombre de Carmichael, ne satisfait pas lui non plus

le test de Miller de base 2.

Ainsi, le test de Miller apparâ�t comme une version forte du test de Fermat et, de même que l'on a

d�e�ni une notion de nombres-pseudo premier de base b pour d�esigner les entiers satisfaisant au test

de Fermat de base b, de même il est naturel d'introduire une notion de nombres-pseudo premier

fort de base b pour d�esigner les entiers satisfaisant au test de Miller de base b.

23Gary Lee Miller, informaticien et math�ematicien am�ericain, actuellement professeur �a la Carnegie Mellon Uni-

versity de Pittsburgh. On lui doit la version originelle dans les ann�ees 70 du type de test pr�esent�e ici, modi��ee pour

obtenir un algorithme probabiliste par le math�ematicien germano-polonais Michael Rabin.
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e) Nombres pseudo-premiers forts.

D�efinition. Soit b > 2 un entier. On appelle nombre pseudo-premier fort de base b un entier

impair n > 9, qui est compos�e, qui est premier avec b, et qui satisfait le test de Miller de base b.

Notation. On note ppf(b) l'ensemble des nombres pseudo-premiers de base b. D'apr�es la derni�ere

remarque ci-dessus, on a:

ppf(b) ⊂ pp(b),

l'inclusion pouvant être stricte comme on l'a vu ci-dessus avec 561 ∈ pp(2) et 561 /∈ ppf(2).

Exemple. On a: 2047 ∈ ppf(2).

En e�et: n = 2047 = 23.89 est compos�e et v�eri�e n− 1 = 2046 = 2.1023.

On peut d'abord observer que 22046 = (211)186 = 2048186 = (2047 + 1)186 ≡ 1 mod 2047 en

utilisant la formule du binôme ; ce qui montre que 2047 ∈ pp(2).

De même, 21023 = (211)93 = 204893 = (2047+ 1)93 ≡ 1 mod 2047, donc 2047 ∈ ppf(2).

La proposition suivante donne une famille d'exemples de nombres pseudo-premiers forts de base 2

(et montre au passage que ppf(2) est in�ni).

Proposition. Pour tout nombre premier p > 7, l'entier
4p + 1

5
est dans ppf(2).

Preuve. On pose n = 4p+1
5

. Comme 4p ≡ (−1)p mod 5 avec p est impair, on a 4p+1 ≡ 0 mod 5,

de sorte que n est bien un entier. Par ailleurs, en notant que p+1
2

est lui aussi un entier, on a:

4p + 1 = (2p + 1)2 − 2p+1 = (2p + 1− 2(p+1)/2)(2p + 1+ 2(p+1)/2).

Comme 5 divise 4p + 1 et que 5 est premier, il divise forc�ement d'un des deux facteurs de cette

d�ecomposition, et l'entier 4p+1
5

est compos�e si et seulement si:

2p + 1+ 2(p+1)/2 6= 5 et 2p + 1− 2(p+1)/2 6= 5.

Or d'une part: 2p + 1+ 2(p+1)/2 > 2p > 128,

et d'autre part: 2p + 1− 2(p+1)/2 = 2(p+1)/2(2(p−1)/2 − 1) + 1 > 24(23 − 1) + 1 > 17,

ce qui prouve bien que n = 4p+1
5

est compos�e.

On cherche donc �a exprimer n − 1 sous la forme 2st avec t impair. Pour cela, notons que

n − 1 = 4p−1
5

= 22p−1
5

= 4.2
2p−2−1

5
. Introduisons t = 22p−2−1

5
= 4p−1−1

5
, qui est un entier (on

le d�eduit de l'application du th�eor�eme de B�ezout car 4 et 5 sont premiers entre eux) et qui est

impair (car si t �etait pair, 5t = 4p−1 − 1 serait pair !). On conclut que s = 2.

On montre maintenant que 22t ≡ −1 mod n, ce qui prouvera bien que n ∈ ppf(2). Pour cela,

observons d'abord que 4 et p �etant premiers entre eux, le petit th�eor�eme de Fermat implique

4p−1 ≡ 1 mod p, donc 5t = 4p−1 − 1 ≡ 0 mod p. Comme 5 est premier et que p > 7, il s'ensuit

que t ≡ 0 mod p, ce que l'on �ecrit t = kp avec k un entier impair (car t l'est). D�es lors, l'�egalit�e

22p + 1 = 5n implique 22p ≡ −1 mod n, qui devient 22t = 22pk ≡ (−1)k ≡ −1 mod n. ut

Corollaire. L'ensemble ppf(2) est in�ni.

Commentaires.

(i) Pour tout entier ` > 1, notons N` le plus petit entier qui appartient �a ppf(b) pour tout

b ∈ {p1,p2, . . . ,p`}, avec la notation usuelle p1 = 2, p2 = 3, . . . , p` = le `-i�eme nombre

premier. Si n est un entier impair < N` qui est dans ppf(b) pour toutes ces bases b, alors n

est un premier. On a: N1 = 2047, N2 = 1 373 653, N3 = 25 326 001, N4 = 3 215 031 751.

(ii) On a vu qu'il existe des entiers qui appartiennent �a pp(b) pour toute base b (ce sont les

nombres de Carmichael), mais un tel ph�enom�ene de se produit pas sur les nombres pseudo-

premiers forts car il a �et�e d�emontr�e que, pour tout entier compos�e impair > 15, le nombre de

bases b dans {1, 2, . . . ,n− 1} pour lesquelles que n ∈ ppf(b) est major�e par n−1
4

.
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3.3 D’autres familles de nombres liées aux nombres premiers

a) Nombres de Mersenne24. Le point de d�epart est la question de savoir si un entier de la forme

an − 1 avec a,n des entiers > 2 est un nombre premier.

→ Si a est un entier > 3, on a an − 1 = (a − 1)(an−1 + an−2 + · · · + a + 1). Comme a − 1 > 2,

ceci prouve que an − 1 n'est pas premier.

→ Si n n'est pas premier, il s'�ecrit n = pq avec p,q > 2. On a:

2n − 1 = 2pq − 1 = (2p)q − 1 = (2p − 1)((2p)q−1 + (2p)q−2 + · · · 2p + 1).

Donc 2p−1 divise 2n−1, ce qui (comme 2p−1 > 1 puisque p > 2) montre que 2n−1 non premier.

→ Le probl�eme de savoir si un entier de la forme an − 1 est premier ou non ne se pose donc que

pour a = 2 et n est premier. D'o�u la d�e�nition suivante:

D�efinition. On appelle nombre de Mersenne tout entier de la forme Mp := 2p − 1, o�u p est un

nombre premier.

Les premiers nombres de Mersenne sont: M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31, M7 = 127, M11 = 2047 =

23× 89, de sorte que M2,M3,M5,M7 sont premiers mais M11 ne l'est pas. La question de d�epart

se reformule donc en: quels sont les nombres de Mersenne qui sont premiers ?

(i) La question de savoir si l'ensemble des nombres de Mersenne qui sont premiers est ou non

�ni est encore ouverte aujourd'hui.

(ii) On connâ�t actuellement 47 nombres de Mersenne qui sont premiers. Les 17 premiers sont

les Mp pour p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281. Le

plus grand est M43112609, qui s'�ecrit avec 12978189 chi�res en base 10. Le plus r�ecemment

d�ecouvert est M42643801, en avril 2009, qui s'�ecrit avec 12837064 chi�res en base 10.

b) Nombres d’Euclide et nombres parfaits.

D�efinition. On appelle nombre d'Euclide tout un entier de la forme Ep := 1
2
Mp(Mp + 1) =

2p−1Mp = 2p−1(2p − 1), o�u p est un nombre premier tel que Mp est premier.

E2 = 2×M2 = 2× 3 = 6,

E3 = 22 ×M3 = 4× 7 = 28,

E5 = 24 ×M5 = 16× 31 = 496,

E7 = 26 ×M7 = 64× 127 = 8128,

le suivant n'est pas E11 car on a vu que M11 n'est pas premier,

E13 = 212 ×M13 = 4094× 8191 = 33 550 556.

Il est �evident qu'il existe autant de nombres d'Euclide que de nombres de Mersenne premiers, ce

qui ram�ene �a la question ouverte pr�ec�edente. Une propri�et�e caract�eristique des nombres d'Euclide

est fournie par la proposition suivante, pour laquelle on rappelle d'abord une d�e�nition.

D�efinition. On appelle nombre parfait tout entier naturel n > 2 qui est �egal �a la somme de ses

diviseurs stricts (ie. strictement inf�erieurs �a n).

En rappelant la notation σ1(n) pour d�esigner la somme de tous les diviseurs de n (voir 1.2.e), dire

que n est parfait signi�e donc que σ1(n) = 2n.

Exemples. 6 est parfait car 6 = 1+ 2+ 3, et 28 est parfait car 28 = 1+ 2+ 4+ 7+ 14.

496 = 16× 31 = 24 × 31 est parfait car 1+ 2+ 4+ 8+ 16+ 31+ 62+ 124+ 248 = 496.

8128 = 64× 127 = 26× 127 est parfait car 1+ 2+ 4+ 8+ 16+ 32+ 64+ 127+ 254+ 508+ 1016+

2032+ 4064 = 8128.

24Marin Mersenne, 1588-1648, religieux fran�cais pass�e �a la post�erit�e comme �erudit, math�ematicien et philosophe.
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Proposition. Les nombres parfait pairs sont exactement les nombres d'Euclide.

Preuve. Soit n un nombre d'Euclide. Il existe donc p premier tel que n = 2p−1(2p − 1) avec

2p − 1 premier.

Parce que 2 et 2p−1 sont premiers et distincts, l'�ecriture n = 2p−1(2p−1) est la d�ecomposition

de n ets produit de facteurs premiers. Cela permet d'expliciter l'ensemble des diviseurs de n :

Dn = {1, 2, 4, . . . , 2p−2, 2p−1, (2p− 1), 2(2p− 1), 4(2p− 1), . . . , 2p−2(2p− 1), 2p−1(2p− 1)}, d'o�u:

σ1(n) −n = 1+ 2+ 4+ · · ·+ 2p−2 + 2p−1 + (2p − 1) + 2(2p − 1) + 4(2p − 1) + · · ·+ 2p−2(2p − 1)

= 1+ 2+ 4+ · · ·+ 2p−2 + 2p−1 + (2p − 1)(1+ 2+ 4+ · · ·+ 2p−2 + 2p−2)

= 2p

2−1
+ (2p − 1) 2

p−1−1
2−1

= (2p − 1) + (2p − 1)(2p−1 − 1) = (2p − 1)2p−1 = n,

ce qui prouve que n est parfait.

R�eciproquement supposons que n est parfait et pair. Il s'�ecrit n = 2ab avec a > 1 et b impair.

Tout diviseur de n est le produit d'un diviseur de b par 2i avec 0 6 i 6 a. Il en r�esulte que:

σ1(n) = σ1(b)× (1+ 2+ 22 + · · ·+ 2a) = σ1(b)(2
a+1 − 1).

Or par hypoth�ese, n est parfait, c'est-�a-dire σ1(n) − n = n, donc σ1(n) = 2n = 2a+1b. Ces

deux expressions de σ1(n) conduisent donc �a : 2a+1b = σ1(b)(2
a+1 − 1). Comme 2a+1 est

premier avec 2a+1 − 1 (puisque il est impair), on en d�eduit avec le th�eor�eme de Gauss que

2a+1 − 1 divise b. Il existe donc c ∈ N∗ tel que: b = (2a+1 − 1)c, d'o�u: σ1(b) = 2a+1c.

Montrons par l'absurde que c = 1. Supposons que c > 2. Alors l'ensemble des diviseur de

b contiendrait au moins les trois �el�ements distincts 1, c, (2a+ − 1)c, de sorte que l'on aurait

σ1(b) > 1+ c+ (2a+1 − 1)c > 2a+1c = σ1(b) : contradiction.

Ainsi c = 1, donc σ1(b) = 2a+1 et b = 2a+1 − 1 ; ceci implique que b a pour seul diviseur

lui-même et 1, c'est-�a-dire que b est premier. Finalement, n = 2a(2a+1 − 1) avec (2a+1 − 1)

premier. D'apr�es le d�ebut du a) ci-dessus, cela implique que a+1 est premier. Posons p = a+1;

on conclut que n = 2p−1(2p − 1) avec 2p − 1 premier, ce qui montre le r�esultat voulu. ut

Conjecture. La question de savoir s'il existe ou non des nombres parfaits impairs reste encore

ouverte aujourd'hui. Les sp�ecialistes s'accordent �a conjecturer qu'il n'en existe pas. Il a �et�e prouv�e

tr�es r�ecemment qu'il n'existe pas de nombres parfait impairs inf�erieurs �a 101500.

c) Nombres de Fermat. Le point de d�epart est l'observation que, si un entier de la forme 2k+ 1

avec k > 1 est un nombre premier, alors k est une puissance de 2.

En e�et, en notant k = 2st avec s > 0 et t impair, et en posant x = 22
s

, on a: 2k+1 = xt+1 =

(1+ x)
∑t−1

i=0(−1)
ixi. Donc x+ 1 divise 2k + 1. Donc si 2k + 1 est premier, alors x+ 1 = 2k + 1,

donc x = 2k, donc k = 2s. ut

D�efinition. On appelle nombre de Fermat tout entier de la forme Fn := 2(2
n) + 1, o�u n est un

entier naturel.

I F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537. Ils sont tous premiers.

I Fermat pensait que tous les Fn �etaient premiers. Ce n'est pas le cas, puisqu'Euler a montr�e

que F5 n'est pas premier.

Montrons que F5 n'est pas premier. On peut v�eri�er directement F5 = 232+1 = 216×216+

1 = (28)2 × (28)2 + 1 = 2562 × 2562 + 1 = 65536× 65536+ 1 = 4 294 967 297× 641.

On peut aussi (m�ethode plus �el�egante) partir de : 641 = 5.27 + 1 et 641 = 24 + 54,

donc 5.27 ≡ −1 mod 641 et 54 ≡ −24 mod 641,

donc (5.27)4 ≡ 1 mod 641 et 54 ≡ −24 mod 641,

donc 54.228 ≡ −1 mod 641 et 54 ≡ −24 mod 641.

On d�eduit −24.228 ≡ −1 mod 641, d'o�u 232 + 1 ≡ 0 mod 641, donc F5 divisible par 641.

59



I On conjecture maintenant (toujours ouvert) qu'en fait Fn n'est premier pour aucun n > 5.

Il a �et�e prouv�e que les nombres de Fermat Fn pour 5 66 32 sont tous compos�es ; F33 est le

plus petit nombre de Fermat dont on ne sait pas actuellement s'il est premier ou compos�e.

Le plus grand nombre de Fermat dont on sait qu'il est compos�e est F2543548.

Proposition (dit th�eor�eme de Goldbach25). Si m et n sont deux entiers naturels distincts, alors

les nombres de Fermat Fm et Fn sont premiers entre eux.

Preuve. Soient n,m distincts dans N. Quitte �a �echanger de m et n, on peut supposer que

m < n. On note m = n+ k, avec k > 1. On a Fn = 2(2
n) + 1 et Fm = Fn+k = 2(2

n+k) + 1.

Posons x = 2(2
n) de sorte que Fn = x + 1 et Fm = x(2

k) + 1. Donc Fm − 2 = x(2
n) − 1 =

(x+ 1)(x2
n−1 − x2

n−2 + x2
n−3 − · · ·+ x− 1). Ceci prouve que Fm − 2 est divisible par x− 1 qui

n'est autre que Fn. Ainsi: Fn divise Fm − 2.

D�es lors, si q un diviseur commun positif de Fn et Fm, alors c'est un diviseur commun de Fm−2

et de Fm, donc un diviseur de 2. Mais q = 2 est impossible car Fn et Fm sont impairs. Donc

q = 1, ce qui prouve bien que Fm et Fn sont premiers entre eux. ut

25Christian Goldbach, 1690-1764, math�ematicien allemand, c�el�ebre en particulier pour la conjecture portant son

nom, a�rmant que tout nombre entier pair > 4 peut être �ecrit comme la somme de deux nombres premiers, qui

demeure l'une des questions ouvertes majeures en th�eorie des nombres.
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