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Université Blaise Pascal, Licence de Mathématiques, Algebre 2, F. Dumas
Chapitre 6

Anneaux de polynomes: rappels et compléments
sur les polynémes en une indéterminée

Dans tout ce chapitre, le mot “anneau” désigne toujours un anneau commutatif unitaire.
1. RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS GENERALES.

1.1 Données et notations.

On fixe un anneau A. On note A[X] 'anneau des polynémes en une indéterminée a coefficients dans A. 1l
contient A comme sous-anneau. Son neutre pour ’addition est 04. Son neutre pour la multiplication est 1 4.
Pour tout élément non-nul P de A[X], il existe un unique entier naturel n et un unique (n + 1)-uplet
(ag,a1,...,a,) d’éléments de A tels que:
P=a,X"4+apn 1 X" '+ 4+ X+ay et a,#O0.
L’entier n est appelé le degré de P, noté deg P. L’élément non-nul a,, de A est appelé le coefficient dominant
de P, noté cd(P). Par convention, on pose deg0 = —oo. On vérifie aisément que, pour tous P et @) dans
A[X], on a:
deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) et deg(PQ) < degP + deg@.

1.2 Groupe des unités, intégrité, corps de fractions.

DEFINITION ET PROPOSITION. Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible dans A §’il existe un
élément b dans A tel que ab = 14. L’ensemble des éléments de A qui sont inversibles dans A est un groupe
pour la multiplication, noté U(A) ou A" et appelé groupe des unités de 'anneau A.

DEFINITION. Un anneau A est un corps lorsque tout élément non-nul de A est inversible dans A, c’est-a-dire
lorsque U(A) = A\ {0}.

DEFINITION. Un anneau A est intégre lorsque, pour tous a,b € A, 1'égalité ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.
PROPOSITION. Tout corps est un anneau integre. La réciproque est fausse, mais, pour tout anneau integre
A, il existe un corps K(A), appelé le corps de fractions de A qui est le plus petit corps contenant A

(c’est-a-dire A est un sous-anneau de K (A), et si F' est un corps tel que A soit un sous-anneau de F', alors
K (A) est un sous-corps de F).

Ezxzemples

e Q, R, C sont des corps.

e L’anneau Z des entiers est intégre, vérifie U(Z) = {—1, 1}, et donc n’est pas un corps. Son corps de fractions
est K(Z) =Q.

e L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est integre, vérifie U(Z[i]) = {—1, 1,4, —i}, et donc n’est pas un corps. Son
corps de fractions est K(Z[i]) = Q[¢].

e L’anneau F des fonctions R — R n’est pas intégre (le produit de deux fonctions peut étre la fonction nulle
sans qu’aucune des deux ne soit la fonction nulle). Le groupe U(F) est formé des fonctions qui ne s’annulent
en aucun point de R.

e L’anneau Z/nZ, ou n est un entier > 2, est intégre si et seulement si m est un nombre premier, ce qui est
encore équivalent au fait que Z/nZ est un corps. Le groupe U(Z/nZ) est formé des éléments T tels que
0 <z <n —1 soit premier avec n.

deg(PQ) = deg P+ degQ pour tous P,Q € A[X],

LEMME. Si A est integre, alors on a: { cd(PQ) = cd(P)cd(Q)  pour tous P,Q € A[X] non-nuls,

Preuve. L’égalité deg(PQ) = deg P + deg @ est trivialement vérifiée si P ou @Q est nul. Supposons-les
tous les deux non-nuls, et écrivons P = an X" + -+ a1 X +ap et Q = b, X™ + -+ + b1.X + bo, avec
cd(P) = an # 0 et cd(Q) = by # 0. Alors:

PQ = anbm X" + (anbm—1 + @n1bmn) X" oo 4 (a1bo + aob1) X + aobo.
L’intégrité de A impliquant anb., # 0, le résultat voulu est établi. O



PROPOSITION. A[X] est intégre si et seulement si A est intégre.

Preuve. Le fait que A intégre implique A[X] integre résulte immédiatement du lemme précédent.
Récipoquement, si A n’est pas intégre, A[X] ne peut pas I’étre puisqu’il contient A comme sous-anneau.
O

Remarque. En particulier, si K est un corps, alors K[X] est integre.

PROPOSITION. Si A est intégre, on a: U(A[X]) = U(A).

Preuve. L’inclusion U(A) C U(A[X]) est claire. Pour la réciproque, considérons P € U(A[X]). 1l existe
donc Q € A[X] tel que PQ = 1. Ces deux polynoémes sont nécessairement non-nuls, donc il résulte du
lemme ci-dessus que deg P + deg @ = 0. On en tire deg P = deg Q = 0, c’est-a-dire P € Aet Q € A, et
donc égalité PQ = 1 implique P € U(A) et Q € U(A). O

Remarque. A[X] n’est jamais un corps.

En effet, que A soit ou non intégre, 1'élément X de A[X] vérifie deg PX = deg P+1 pour tout P € A[X],
de sorte que I'on ne peut pas avoir PX = 1, ce qui montre que X n’est jamais inversible. a

PROPOSITION ET DEFINITION. Si A est intégre, le corps de fractions de A[X] est égal au corps de fractions
de 'anneau K[X], ou K désigne le corps de fractions de A; on I'appelle le corps des fractions rationnelles en
une indéterminée a coefficients dans K, et on le note K(X).

Preuve. Evidente. O

1.3 Idéaux.

DEFINITION. Soit A un anneau (commutatif). On appelle idéal de A tout sous-ensemble I de A vérifiant:
(1) I est un sous-groupe de A pour l'addition,
(2) pourtousz€letac A onaaxeEl.

EXEMPLES.
(1) A et {0} sont toujours des idéaux de A. Rappelons les trois propriétés immédiates suivantes:

e Un idéal I de A est égal a A si et seulement si 14 € I.
e Un idéal I de A est égal & A si et seulement s’il contient un élément de U(A).

o A et {0} sont les seuls idéaux de A si et seulement si A est un corps
(2) Pour tout a € A, 'ensemble aA = {ab; b € A} est un idéal de A. C’est le plus petit idéal de A
contenant a, on ’appelle I'idéal principal engendré par a.

(3) Si f est un morphisme d’un anneau A dans un anneau B, le noyau Ker f = {a € A; f(a) = 0B} est
un idéal de A.

(4) SiI et J sont deux idéaux de A, alors INJ et I +J ={x+y;x € I,y € J} sont des idéaux de A.

Un exemple intéressant. Montrons que, dans I'anneau A = Z[X], I'idéal I = 2A + X A (qui n’est autre que
l'idéal engendré par 2 et X) n’est pas un idéal principal.

Par ’absurde, supposons qu’il existe P € A tel que I = PA. Comme 2 € [, il existerait Q € A
tel que 2 = PQ, ce qui impliquerait par un raisonnement sur les degrés que P € Z. Comme de
plus X € I, il existerait R € A tel que X = PR, ce qui impliquerait P = £1 (et R = +X). On
aurait donc 1 = =P € I, de sorte qu’il existerait S,T € A tels que 1 = 25 + TX, ce qui est
clairement impossible dans A = Z[X], puisque le coefficient constant de 25 + T'X est pair.



1.4 Anneaux quotients.

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. Comme I est un sous-groupe du groupe abélien A pour
laddition, on peut considérer le groupe additif quotient A/I. Rappelons que, si ’'on note @ la classe dans
A/I d’un élément a de A, on a par définition:
a={beA;a-bel}:=a+1,
et que laddition dans A/I est définie par:
@+b=a+b pourtousa,bc A,
d’olt en particulier A/I abélien, de neutre additif 0 = I. La surjection canonique 7 : A — A/I, qui & tout
élément a de A associe sa classe @ est alors un morphisme de groupes pour 'addition.
Il est facile de vérifier que lon peut munir A/I d’une multiplication, définie indépendamment des
représentants choisis par: -
a.b=ab pour tous a,b € A,
et ’'on montre alors que:

THEOREME. A/I est un anneau commutatif, et w: A — A/I est un morphisme d’anneaux.

On a pour les anneaux quotients des résultats de méme nature que pour les groupes quotients, en particulier:

THEOREME (dit premier théoréme d’isomorphisme). Soient A et A" deux anneaux commutatifs, et f : A —
A’ un morphisme d’anneaux. Alors I'anneau quotient de A par I'idéal Ker f est isomorphe au sous-anneau
Im f = f(A) de A’. On note: A/Ker f ~Im f.

PROPOSITION (idéaux d’un anneau quotient). Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Tout
idéal de A/I est de la forme J/I pour J un idéal de A contenant I.

PROPOSITION. Soient A un anneau et I un idéal de A. Dans A[X], on pose I[X] I'ensemble des éléments
qui sont de la forme Z?:o a; X" pour un entier n > 0 et des éléments ag, a1, ...,a, de I. Alors:

(i) I1X] est un idéal de A[X]; (ii) les anneaux (A/I)[X] et A[X]/I[X] sont isomorphes.

Preuve. Le point (i) est clair. Pour le (ii), considérons la surjection canonique w : A — A/I et son
extension canonique en un morphisme d’anneaux f : A[X] — (A/I)[X], consistant & envoyer tout
n

polynéme P = 3" a; X" sur f(P) =Y ,m(a;)X". Il est clair que f est surjective et que son noyau
est Ker f = I X]. L’isomorphisme A[X]/Ker f ~ Im f devient donc A[X]/I[X] ~ (A/I)[X]. O

1.5 Idéaux premiers, idéaux maximaux.

DEFINITION. Un idéal P d’un anneau commutatif A est dit premier si P # A et §'il vérifie:
quels que soient deux éléments x et y de A, si zy € P, alors x € Pouy € P.
DEFINITION. Un idéal M d’un anneau commutatif A est dit maximal si M # A et 'il vérifie:

quel que soit I un idéal de A, si M est strictement inclus dans I, alors I = A.

THEOREME. Soit I un idéal d’'un anneau commutatif A. On a les implications suivantes:

I maximal <= A/I corps

ﬂ ﬂ

I premier <—=> A/I intégre

PROPOSITION (idéaux premiers ou maximaux d’un quotient). Soit A un anneau commutatif et I un idéal
de A, distinct de A. Les idéaux premiers de A/I sont de la forme P/I ou P est un idéal premier de
A contenant I. Les idéaux maximaux de A/I sont de la forme M/I ot M est un idéal maximal de A
contenant 1.

PROPOSITION. Soient A un anneau et I un idéal de A. Alors I[X] est un idéal premier de A[X] si et
seulement si I est un idéal premier de A.

Preuve. I est premier si et seulement si A/ est integre, ce qui équivaut d’apres 1.2 & (A/I)[X] integre,
c’est-a-dire A[X]/I[X] intégre d’aprés la proposition de 1.4, ce qui équivaut & dire que I[X] est premier
dans A[X]. O



1.6 Euclidianité.

LEMME (division euclidienne des polynémes). Soit K un corps. Quels que soient des polynémes P et S dans
K[X] tels que S # 0, il existe Q et R uniques dans K|[X] tels que:

P=SQ+ R et degR <degs$.

Preuve. Supposée connue; a réviser. a

DEFINITION. Un anneau A est dit euclidien lorsqu’il est intégre et qu’il existe une application § : A\{0} — N
vérifiant les deux conditions:

(i) quels que soient a,b non-nuls dans A, si a divise b, alors d(a) < 6(b),

(i1) quels que soient a,b € A avec b # 0, il existe ¢,r € A tels que: a = bg+r, avec r = 0 ou 6(r) < §(b).
L’application ¢ est appelé stathme euclidien.

Ezemples
e L’anneau Z des entiers est euclidien, pour le stathme § : Z* — N défini par §(z) = |z|.

e L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est euclidien, pour le stathme § : Z[i]* — N défini par §(x +iy) = 22 +y2.

COROLLAIRE. Si K est un corps, lanneau K|[X] est euclidien, pour le stathme défini par le degré.

1.7 Principalité.

DEFINITION. Un anneau intégre A est dit principal lorsque tout idéal de A est principal, c’est-a-dire de la
forme aA pour un élément a de A.

THEOREME. Tout anneau euclidien est principal.
Ezemples. En particulier, Z et Z[¢] sont principaux.

Remarque. La réciproque du théoréeme est fausse. Il existe des anneaux principaux non euclidiens. Un des

exemples classiques, élémentaire mais non immédiat, est Z[H’? V191

PROPOSITION. Dans un anneau principal, tout idéal premier non-nul est maximal (et donc les notions
d’idéal premier non-nul et d’idéal maximal coincident).

COROLLAIRE. Si K est un corps, 'anneau K|[X] est principal.

Remarque fondamentale. On a vu en 1.3 un exemple d’idéal de Z[X] qui n’est pas principal. Ceci prouve
que l'anneau Z[X] n’est pas principal (et donc a fortiori non euclidien), bien que anneau Z des coefficients
soit euclidien (et donc a fortiori principal). On retiendra que:

(A euclidien % A[X] euclidien ) et ( A principal # A[X] principal ).
Le théoreme suivant précise cette observation.

THEOREME. Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) A est un corps. (ii) A[X] est euclidien; (iii) A[X] est principal.

Preuve. On a déja vu que (i) = (ii) = (iii). Supposons donc maintenant A[X] principal. En particulier,
A[X] est intégre, et donc (voir 1.2), A est integre. Considérons lapplication f : A[X] — A qui, & tout
polynéme P =377 | a; X*, associe le coefficient ag. Il est facile de voir que f est un morphisme d’anneaux,
qui est clairement surjectif. Donc le premier théoréme d’isomorphisme conduit a A[X]/Ker f ~ A.
L’intégrité de A implique que A[X]/Ker f est intégre, donc Ker f est un idéal premier de A[X]. Mais
comme A[X] est supposé principal, Ker f est alors un idéal maximal de A[X], donc A[X]/Ker f est un
corps; on conclut via I'isomorphisme A[X]/Ker f ~ A que A est un corps. a



2. FACTORIALITE DES ANNEAUX DE POLYNOMES

2.1 Divisibilité

DEFINITIONS. Soient a et b deux éléments d’un anneau intégre A.
On dit que b divise a lorsqu’il existe un élément ¢ de A tel que a = be. On note bla.
On dit que b est associé a a lorsqu’il existe un élément u de U(A) tel que a = bu. On note b ~ a.

PROPOSITION (traduction en terme d’idéaux principaux). Soient a et b deux éléments d’un anneau A.
(1) bla & a€bA & aA CDHA.
(2) b~a o a~b & (blaetald) & aA=>bA.

Ezemple. Dans le cas ou A = Z, on retrouve la notion de diviseur de 'arithmétique élémentaire.

Application. Pour tout anneau intégre A, deux polyndémes P et @ de A[X] sont associés si et seulement s’il
existe ¢ € U(A) tel que P = cQ (et alors Q = ¢~ 'P). En particulier, si K est un corps, deux polynémes P
et @ de K[X] sont associés si et seulement s'il existe ¢ € K* tel que P = ¢Q.

DEFINITION. Un polynéme de A[X] est dit unitaire lorsque son coefficient dominant est égal & 1.

Remarque. Si K est un corps, tout polynéme non-nul est associé & un polynéme unitaire.

DEFINITION. Soient a et b deux éléments non-nuls d’un anneau A. On dit qu'un élément non-nul d de A
est un pged de a et b lorsque: d|a, d|b et tout élément de A qui divise a et b divise aussi d.

Remarque. Deux pged de a et b sont nécessairement associés.

DEFINITION. Deux éléments non-nuls a et b de A sont dits premiers entre eux lorsque leurs seuls diviseurs
communs sont les inversibles de A, ce qui équivaut & dire que 1 est un pged de a et b.

PROPOSITION. Soient a et b deux éléments non-nuls d’un anneau A admettant un pged d. Alors il existe
deux éléments non-nuls a’ et b’ de A tels que a = da’, b= db’, et a’ et b’ sont premiers entre eux.

Question. Pour quels types d’anneaux deux éléments quelconques a et b non-nuls dans A admettent-ils
toujours des pged ? Le théoreme suivant montre que c’est le cas pour les anneaux principaux. On verra
plus loin que c’est aussi le cas plus généralement pour les anneaux factoriels.

THEOREME. Soit A un anneau principal. Soient a et b deux éléments non-nuls de A. Alors:
(i) lidéal aA + bA est principal et tout générateur de aA + bA est un pged de a et b;
(ii) pour tout d € A, on a: (d est un pged de a et b ) = (il existe u,v € A tels que d = au + bv );
(iii) (‘@ et b sont premiers entre eux ) < ( il existe u,v € A tels que au+bv =1 ).

Remarques.
(1) La propriété (iii) est connue sous le nom de théoréeme de Bézout dans un anneau principal (elle est
donc vraie en particulier dans Z).
(2) Dans le cas particulier d’un anneau euclidien (en particulier dans Z), on dispose pour calculer les
pged d’un moyen algorithmique basé sur la division euclidienne, I'algorithme d’Euclide (& réviser).
(3) On généralise sans difficultés les notions de pged et d’éléments premiers entre eux rappelées ci-dessus
pour deux éléments & un nombre fini quelconque d’éléments de A.

Application. Si K un corps, A = K[X] est euclidien et donc principal, et tout ce qui précede s’applique
(pged de polyndmes, polyndémes premiers entre eux, théoreme de Bézout, algorithme d’Euclide,...)

Contre-ezemple. Dans anneau A = Z[X], il est facile de vérifier que les éléments 2 et X sont premiers entre
eux, mais que 1 ¢ 2A + X A; donc la propriété de Bézout n’est pas vérifiée dans Z[X] (ce qui donne une
autre preuve du fait que Z[X] n’est pas principal).

Ezercice. Soit K un corps de caractéristique nulle. Soient m, n, d trois entiers strictement positifs. Montrer:
(1) d divise m dans Z si et seulement si X¢ — 1 divise X™ — 1 dans K[X];
(2) d est un pged de m et n dans Z si et seulement si X? — 1 est un pged de X™ —1 et X™ — 1 dans K[X].



2.2 Irréductibité

DEFINITION. Un élément r d’un anneau intégre A est dit irréductible dans A lorsqu’il n’est pas inversible
dans A et vérifie la condition:
sir=abaveca,be A, alorsa € U(A) oub e U(A).

Remarques.
(1) r irréductible dans A < rA maximal dans 'ensemble des idéaux principaux propres de A.
(2) Tout élément de A associé & un élément irréductible est encore irréductible.
(3) 0 n’est pas irréductible dans A.
(4) Un élément de A peut étre irréductible dans A mais ne plus ’étre dans un anneau contenant A. Par

exemple, 3 est irréductible dans Z, mais ne l’est pas dans QQ puisqu’il est inversible dans Q.

DEFINITION. Un élément p d’un anneau intégre A est dit premier dans A lorsqu’il est non nul, non inversible
dans A, et vérifie la condition:
si p divise ab avec a,b € A, alors p divise a ou p divise b.

Remarques.
(1) p premier dans A < pA idéal premier non-nul de A < pA # (0) et A/pA integre.
(2) Tout élément de A associé & un élément premier est encore premier.

PROPOSITION. Tout élément premier dans A est irréductible dans A.

Remarque. La réciproque est fausse en général. Par exemple, il est facile de montrer que, dans A = Z[i\/g],
I’élément 3 est irréductible, mais il n’est pas premier car il divise 9 = (2+i+/5)(2—i+/5) sans diviser (24iv/5)
ni (2 — iv/5). Néanmoins, on a le théoréme suivant:

THEOREME. Si A est un anneau principal, tout élément irréductible est premier, et donc les notions
d’élément premier et d’élément irréductible coincident dans ce cas.

Ezemple. Dans Z, les éléments premiers (ou irréductibles) sont les nombres premiers et leurs opposés.

PROPOSITION. Soit K un corps.
(i) Les polynémes de degré un sont irréductibles dans K|[X].
(ii) Si K = C, les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un.

(iii) Si K =R, les éléments irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré un, et les polynémes de degré
deux de discriminant strictement négatifs.

Preuve. Le point (i) est évident en raisonnant sur le degré. Les points (ii) et (iii) ont été vus précédemment
(a réviser). O

2.3 Factorialité

DEFINITION. Un anneau intégre A est dit factoriel lorsque tout élément non-nul et non-inversible se
décompose en un produit d’'un nombre fini d’éléments irréductibles dans A, de fagon unique, a ’ordre et
au produit par un élément inversible pres.

Explicitement, cela signifie que:

(F1) tout élément a € A, a # 0, a ¢ U(A), s’écrit a = rira...7Tn, avec 11,72, ...,y irréductibles dans A;

(F2) sirira...7n = 8182...8m, &VEC T1,...,Tn, S1,. .., Sm irréductibles dans A, alors m = n, et il existe
une permutation o € S, telle que s; ~ 7,(;) pour tout 1 < i < n.

On parlera de la décomposition de a en produit de facteurs irréductibles, bien que I'unicité s’entende a la
relation d’association pres.

Ezemple. Z est factoriel (la décomposition ci-dessus n’étant autre que la classique décomposition en produit
de facteurs premiers). Plus généralement, on a:

THEOREME. Tout anneau principal est factoriel.

Remarque. La réciproque est fausse. On verra plus loin que A[X] est factoriel dés lors que A est factoriel,
donc par exemple Z[X] est factoriel, alors qu’il n’est pas principal comme on I’a vu plus haut. Ainsi, les
anneaux factoriels forment une classe d’anneaux plus vaste que celle des anneaux principaux, importante
pour les applications (car stable par passage aux polyndmes, voir plus loin), et dans laquelle on peut
facilement faire de ’arithmétique, en particulier grace aux résultats résumés dans le théoreme suivant.




THEOREME. Soit A un anneau factoriel.
(i) Les diviseurs d’un élément a non-nul de A sont tous les produits par un élément de U(A) de certains
des éléments irréductibles apparaissant dans une décomposition de a.

(ii) Deux éléments non-nuls quelconques a et b admettent toujours des pged dans A, dont on obtient
la décomposition en facteurs irréductibles en prenant les facteurs irréductibles apparaissant a la fois
dans la décomposition de a et celle de b.

(iii) Quels que soient a, b, ¢ non-nuls dans A, on a:
(a divise bc) et (a et b premiers entre eux) = (a divise c)

Remarque. La propriété (iii) est connue sous le nom de théoréme de Gauss.

THEOREME. Si A est un anneau factoriel, tout élément irréductible est premier, et donc les notions
d’élément premier et d’élément irréductible coincident dans ce cas.

2.4 Irréductibilité des polyndémes a coefficients dans un anneau factoriel

DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Soit P un élément de A[X] tel que P ¢ A. On appelle contenu de
P, noté ¢(P), un pged dans A des coefficients de P.

Remarque. La notion de contenu n’est définie qu’au produit par un inversible de A pres. Lorsque 'on écrit
¢(P) = a, on a aussi ¢(P) = ua pour tout u € U(A).

DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Un polynéme P dans A[X] est dit primitif lorsque deg P > 1 et
lorsque ses coefficients sont premiers entre eux, c’est-a-~dire lorsque ¢(P) = 1 (ou encore, d’apres la remarque
précédente, lorsque c¢(P) € U(A)).

Remarques.
(1) Tout polynéme unitaire est primitif.

(2) Tout polynéme P € A[X] tel que P ¢ A s’écrit P = ¢(P)P; avec Py primitif.

LEMME 1. Soit A un anneau factoriel. Soient Py et P, primitifs dans A[X]. Soient a; et as non-nuls dans
A. Sia1 Py = asPs, alors ay et ag sont associés dans A, et Py et Py sont associés dans A[X].

Preuve. Comme P; est primitif, ont a c¢(a1P1) = a1. De méme c(azP2) = a2. Donc a1 et a2 sont deux
pged des coefficients du polynéme a1 Py = a2 P>. Ils sont donc associés dans A: il existe u € U(A) tel que
az = uay. On a alors a1 P1 = uai P2, ce qui par intégrité de A[X] (puisque A est intégre) implique que
P, = uP,. Comme u est un élément inversible de A[X], on conclut que Pi et P, sont associés. O

LEMME 2. (GAuUSS) Soit A un anneau factoriel. Soient P et () deux éléments de A[X]. D’une part P et Q
sont primitifs si et seulement si PQ) est primitif. D’autre part ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Preuve. Supposons que P et @ soient primitifs et que PQ ne le soit pas. Comme c(PQ) n’est pas
inversible dans I’anneau factoriel A, il est divisible par au moins un élément p irréductible et donc premier.
Considérons ’anneau integre B = A/pA. La surjection canonique 7w : A — B se prolonge canoniquement
en un morphisme d’anneaux # : A[X] — B[X] défini par #(3" a; X") = 3 7(a;)X*. Comme c(P) = 1,
Iélément p ne divise pas tous les coefficients de P, donc 7(P) # 0. De méme, 7(Q) # 0. L’intégrité de B
impliquant celle de B[X], on en déduit que #(P)#(Q) # 0, c’est-a-dire #(PQ) # 0. Or, p divise ¢(PQ),
donc tous les coefficients de PQ, donc #(PQ) = 0. D’ott une contradiction. On a ainsi montré que P et
Q primitifs implique PQ primitif.

Réciproquement, supposons PQ primitif. On peut toujours écrire P et @ sous la forme P = ¢(P)P;
et Q@ = ¢(Q)Q1 avec Py et 1 primitifs. Alors PiQ: est primitif d’aprés ce qui précéde, et 1'égalité
PQ = ¢(P)c(Q)P1Q1 implique avec le lemme 1 que ¢(P)c(Q) est associé & 1 dans A, c’est-a-dire inversible
dans A. D’ou ¢(P) € U(A) et ¢(Q) € U(A), de sorte que P et @ sont primitifs.

Enfin, plus généralement, en notant P = ¢(P)P1, Q = ¢(Q)Q1 et PQ = c¢(PQ)S1 avec Pi,Q1,51
primitifs, 'égalité ¢(PQ)S1 = ¢(P)c(Q)P1Q1 implique, puisque P1Q1 est primitif d’apres le début de la
preuve, que ¢(PQ) est associé a ¢(P)c(Q) dans A, ce que 'on a convenu d’écrire aux élément inversibles
pres ¢(PQ) = c(P)c(Q). O

LEMME 3. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Tout polynéme P € K[X] tel que
P ¢ K peut s’écrire P = qP; o1 ¢ € K* et P, € A[X] est primitif dans A[X].



Preuve. Notons P =" % X% avecn > 1, a; € A, s; non-nuls dans A, et a, # 0. Quitte & multiplier

i=0 s;
le numérateur et le dénominateur de chaque fraction % par un méme élément non-nul de A, on peut

écrire toutes les fractions ¥ avec un méme dénominate{lr s (par exemple un ppcm des s; puisque cette
S
i

’
notion existe dans I'anneau factoriel A, ou encore simplement le produit de s;), sous la forme % = =,
K2

avec a; € A. Donc P = 137" 'a/X’. En désignant par d un pged des aj, et en écrivant a; = db;7 les b;
sont premiers entre eux dans A, de sorte que P = gPl avec P = Z?:o b; X* primitif. 0

THEOREME. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Soit R un élément non-nul de A[X].
(i) Ou bien R € A; alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est irréductible dans A.

(ii) Ou bien R ¢ A; alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est primitif dans A[X] et
irréductible dans K[X].

Preuve. Rappelons d’abord que U(A[X]) = U(A) puisque A est integre.

(i) Supposons R € A. Notons alors R = r. Supposons d’abord r irréductible dans A. En particulier
r ¢ U(A) donc r ¢ U(A[X]). Si P et Q dans A[X] sont tels que r = PQ, on a 0 = degr = deg P+ deg Q
donc P € A et Q € A, de sorte que l'irréductibilité de r dans A implique P € U(A) ou Q € U(A), c’est-
a-dire P € U(A[X]) ou Q € U(A[X]), ce qui prouve que 7 est irréductible en tant qu’élément de A[X].
Supposons maintenant que r est irréductible dans A[X]. En particulier r ¢ U(A[X]) donc r ¢ U(A).
Sia,b € A sont tels que r = ab, alors cette égalité dans A[X] implique a € U(A[X]) ou b € U(A[X)),
c’est-a~dire a € U(A) ou b € U(A), ce qui prouve que r est irréductible en tant qu’élément de A.

(ii) Supposons R de degré non-nul dans A[X] primitif dans A[X] et irréductible dans K[X]. Si P et Q dans
A[X] sont tels que R = PQ, comme R est irréductible dans K[X], on a P ou Q dans U(K[X]) = K\{0}.
Mais P et @ étant a coefficients dans A, cela signifie que P ou @ appartient & A\ {0}. Considérons le
cas ol P € A, P # 0. Dans A[X], on peut toujours écrire @ = ¢(Q)Q1 avec Q1 primitif. On a I'égalité
R = Pc(Q)Q1 avec Pc(Q) € A, Q1 primitif dans A[X] et R primitif dans A[X]. On en déduit avec le
lemme 1 que Pc(Q) € U(A). D’ou a fortiori P € U(A), ou encore P € U(A[X]). De méme Q € A,
Q # 0, implique Q € U(A[X]). On a ainsi montré que R est irréductible dans A[X].

Récipoquement, supposons R de degré non-nul irréductible dans A[X]. Ecrivons-le sous la forme R =
¢(R)R1 avec Ry primitif dans A[X], de méme degré que R; l'irréductibilité de R implique alors R1 ou ¢(R)
inversible dans A[X]. Comme deg R1 = deg R > 1, le premier cas est exclu, donc ¢(R) € U(A[X]), c’est-
a-dire ¢(R) € U(A), et donc R est primitif dans A[X]. Pour montrer maintenant que R est irréductible
dans K[X], considérons P et @ dans K[X] tels que R = PQ. Raisonnons par absurde en supposant
que P et @ ne sont pas dans K; ils sont d’aprés le lemme 3 de la forme P = $P1 et Q = $Q1 avec
a, b, ¢,d non-nuls dans A, et Pi,Q: primitifs dans A[X], de mémes degrés strictement positifs que P et
Q respectivement. L’égalité R = PQ devient bdR = acP1Q1. Or R est primitif dans A[X] comme on
vient de le voir, et P11 l'est aussi d’apres le lemme 2. En appliquant le lemme 1, on déduit que R
est associé & P1Q1 dans A[X]. Il existe donc u € U(A[X]) = U(A) tel que R = uP1Q;. Comme R
est supposé irréductible dans A[X], il en résulte que P1 ou Q1 appartient & U(A[X]) = U(A), ce qui
contredit 'hypothese faite selon laquelle P et @@ sont de degrés strictement positifs. C’est donc que P
ou @ appartient & U(K[X]) = K™, ce qui achéve de prouver que R est irréductible dans K[X]. O

2.5 Premiere application: critere d’irréductibilité d’Eisenstein

THEOREME. Soit A un anneau factoriel. Soit P = an X" + ap_1 X" '+ - + a1 X + ag un élément de
A[X] de degré n > 1. On suppose qu’il existe dans A un élément p, premier dans A, et satisfaisant les trois
conditions suivantes:

p divise ag,a1,...,0n_1, p ne divise pas an, p? ne divise pas ag.
(i) Alors P est irréductible dans K[X], ou K désigne le corps de fractions de A.

(ii) Side plus P est primitif dans A[X] (en particulier s’il est unitaire dans A[X]), alors P est irréductible
dans A[X].

Preuve. On montre d’abord le point (ii). Supposons donc P primitif. Par l’absurde, supposons P
non irréductible dans A[X]: il existe donc Q, R € A[X] tels que P = QR, avec 0 < deg@ < degP
et 0 < degR < degP. Comme P est primitif, le lemme 2 implique que @ et R le sont. Posons
Q=72 ,b;X"et R=3"_ c;X" avec bj,c; € A,et 0 < g<net0<r<n. Onaa,=bger#0, et
I’hypothése p ne divise pas a, implique que p ne divise pas b, et ne divise pas ¢,. On a aussi ap = bgco,
et donc par hypothese p divise boco mais p? ne divise pas boco, ce qui implique que p ne divise pas by ou



p ne divise pas co. Si l’on est dans le cas ou p ne divise pas b, alors p divise co en utilisant le fait que
p est premier dans A. On a vu que p ne divise pas ¢, et on peut donc considérer le plus petit entier
ke {1,...,r} tel que p ne divise pas c¢x. Par construction, p ne divise pas bock, et p divise b;cx—; pour
tout 7z € {17 ey k:} Il en résulte que p ne divise pas ar = bock +b1ck—1+- - -+brco. Comme 1 < k < r < n,
cecl est contraire aux hypotheses faites au départ sur P. C’est donc que P est irréductible dans A[X].

On ne suppose plus maintenant que P est primitif. Notons P = ¢(P)P; avec P; primitif. Comme c(P)
est un pged des a; (pour 0 < i < n), il existe ag,al,...,a, premiers entre eux dans leur ensemble tels
que a; = ¢(P)a; pour tout 0 < i < n. Donc P; = a, X" + -+ a} X + aj. On a clairement p qui ne
divise pas a/, (sinon il diviserait a, = c(P)al,) et p* qui ne divise pas ay (par le méme argument). Pour
0 < i< n—1, pdivise a; = ¢(P)a; avec p qui ne divise pas ¢(P) (car sinon p diviserait en particulier a., ce
qui est exclu). Les coefficients a; du polyndéme primitif P; vérifiant donc les conditions du critére, on peut
appliquer & P; la premiére étape, et conclure que P; est irréductible dans A[X]. D’apreés le point (ii) du
théoréme de 2.4, il s’ensuit que P; est irréductible dans K[X]. En multipliant par ¢(P) € K* = U(K[X]),
il en est de méme de ¢(P)P; = P. O

EXEMPLE: P = X° +4X? + 12X + 2 est unitaire donc primitif dans Z[X], et il est irréductible dans Z[X]
par application du critere d’Eisenstein.

2.6 Seconde application: factorialité de ’anneau des polynémes sur un anneau factoriel

On commence par prouver le lemme général suivant, qui donne une autre définition équivalente de la notion
d’anneau factoriel, et dont un sens a déja été cité a la fin du rappel du 2.3.

LEMME (Une définition équivalente de la factorialité). Un anneau intégre A est factoriel si et seulement s’il
vérifie la condition (F1) de la définition et la condition suivante:

(F2’) tout élément irréductible dans A est premier dans A.

Preuve. Montrons d’abord que (F1) et (F2) impliquent (F2’). Soit r un élément iréductible de A; en
particulier r # 0 et r ¢ U(A). Supposons que r divise dans A un produit ab, avec a,b € A non-nuls. 11
s’agit de montrer que r divise a ou b. Soit x € A tel que ab = rx. Sia € U(A), on a alors r divise b.
De méme b € U(A) implique que r divise a. On suppose donc maintenant que a ¢ U(A) et b ¢ U(A).
D’apres la condition (F1), on a des décompositions en produits d’éléments irréductibles: a = a1 ... an,
b=bi...bpetx=x1...25. Dot ar...anb1...by, =7rx1...2. Comme 7 est irréductible, le condition
(F2) implique qu’ou bien il existe 1 < i < n tel que r ~ a;, auquel cas r divise a, ou bien il existe
1 < j < m tel que r ~ bj, auquel cas r divise b. On a ainsi prouvé que r est premier dans A.

Montrons maintenant que (F2’) implique (F2). On suppose donc que tout irréductible est premier dans
A. Supposons que ri72...7n = S152...5m avec 1; et s; irréductibles dans A pour tous 1 < ¢ < n et
1 < j <m. L’élément r, est premier car irréductible, et comme il divise s182...5m, il existe 1 < j<m
tel que r; divise s;. On a donc s; = ari pour un certain a € A. Comme s; est irréductible et
que 71 ¢ U(A), on a a € U(A), clest-a-dire 7, ~ s;. Par intégrité, on simplifie par 1 pour obtenir
T2 ...Tp ™~ 81...85j—1Sj+1-..Sm. On réitere, et le résultat voulu s’en déduit par récurrence. O

THEOREME. Si A est un anneau factoriel, alors 'anneau A[X] est factoriel.

Preuve. Montrons que A[X] vérifie (F1). Soit P € A[X], non-nul et non inversible. Si deg P = 0, alors
P € A. Comme A est factoriel, P s’écrit comme un produit d’éléments de A irréductibles dans A, donc
irréductibles dans A[X] d’apres le point (i) du théoréme 2.4. On supposera dans la suite que n = deg P
est strictement positif. On peut sans restriction supposer que P est primitif (car sinon P = ¢(P)P:
avec P; primitif, et ¢(P) se décomposant d’apres ce qui préceéde en produit d’éléments irréductibles dans
A donc dans A[X], il suffit de trouver une décomposition en irréductibles de P, pour en déduire une
décomposition de P). On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, on écrit P = u(X — a) avec u € U(A)
et a € A. 1l est clair que X — a est irréductible dans A[X], donc il en est de méme pour P. Prenons
maintenant n > 1 et supposons (H.R.) la condition (F1) vérifiée par tout polyndéme primitif de degré < n.
Si P est irréductible, c’est fini. Sinon, il s’écrit P = QR avec 0 < deg@ < deg P et 0 < deg R < deg P.
D’apres le lemme 2 de 2.4, @ et R sont primitifs, donc par application de I’hypothese de récurrence, ils
se décomposent en produits d’éléments irréductibles de A[X], d’ott P = QR aussi.

Montrons que A[X] vérifie (F2’). Soit R un élément irréductible de A[X]; montrons qu’il est premier. Si
deg R = 0, alors R est irréductible dans A (point (i) du théoréme 2.4), donc premier dans A puisque A
est factoriel (lemme ci-dessus). Il s’agit de montrer que I’élément R de A est premier dans A[X]. Pour



cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. Alors R divise ¢(PQ) = ¢(P)c(Q), donc divise ¢(P) ou
¢(Q) dans A puisque R est premier dans A, donc a fortiori divise ¢(P) ou ¢(Q) dans A[X], et finalement
R divise P ou ) dans A[X].

Considérons maintenant le cas non trivial ou deg R > 0. D’apres le point (ii) du théoréme 2.4, R est
primitif dans A[X] et irréductible dans K[X], o K est le corps de fractions de A. Mais comme K est
un corps, K[X] est principal donc factoriel, de sorte que d’apres le lemme ci-dessus, l'irréductibilité de
R dans K[X] implique que R est premier dans K[X]. Il s’agit de montrer que R est premier dans A[X].
Pour cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. On a a fortiori que R divise PQ dans K[X], et comme
R est premier dans K[X], on déduit que R divise P ou @ dans K[X]. Supposons pour fixer les idées que
R divise P dans K[X]. Il existe S € K[X] tel que P = RS.

Supposons d’abord S ¢ K. D’une part P = ¢(P)P;, avec P, primitif dans A[X]. D’autre part, d’apres le
lemme 3 de 2.4, 0on a S = %Sl avec d, s € A non-nuls et Sp primitif dans A[X]. D’ou sc¢(P)P1 = dRS1
dans A[X], avec P; primitif et et RS1 primitif (comme produit de deux polynémes primitifs, voir lemme
2 de 2.4). On en déduit avec le lemme 1 de 2.4 que d et sc(P) sont associés dans A. Il existe u € U(A)
tel que d = usc(P), donc s divise d dans A, donc % € A, et finalement S € A[X]. On conclut que R
divise P dans A[X]. Si maintenant S € K, on raisonne comme ci-dessus, mais en prenant S1 = 1.

Ceci acheve de prouver que R est premier dans A[X]. On a ainsi montré que A[X] vérifie les conditions
(F1) et (F2’); on conclut que A[X] est factoriel. O

EXEMPLE: Z[X] est factoriel (rappelons qu'’il n’est pas principal).

EXEMPLE: Si A est factoriel, alors A[X,Y] est factoriel car isomorphe & A[X][Y] avec A[X] factoriel. Plus
généralement on obtient ainsi (voir au chapitre suivant) la factorialité de ’anneau des polynémes en n
indéterminées a coefficients dans un anneau factoriel A.
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Chapitre 7

Anneaux de polynomes: polynomes en plusieurs indéterminées

Dans tout ce chapitre, le mot “anneau” désigne toujours un anneau commutatif unitaire.
1. QUELQUES NOTIONS GENERALES.

1.1 Données, notations, définitions.

e On fixe un anneau A, et un entier naturel n > 1. Considérons une application f:

N — A
(i17 ’ig, . ,in) — Qi1 io,...in,
que l'on notera sous forme de suite (indexée sur N"), c’est-a-dire (@i, i,,....i, ) (i1 ,is,....in)enn- On dit que f
est & support fini lorsque a;, i,, ., = 0 sauf pour un nombre fini d’éléments (i1, i2,...,%,) de N*. On note

R, (A) Pensemble de toutes les suites f de ce type qui sont & support fini.

o 11 est technique mais élémentaire de vérifier que R, (A) est un anneau commutatif pour la somme et le
produit définis par

(@i i sin) (i sinyonsin) NP (Diy g, oin ) (inyizsonsin)eNm = (Qiyig,.oosin & Diysia,oin ) (i1 yizsensin) ENT
(@i in,yin) (i1 sizseiin)ENP X (Dis i, vin ) (i sizsin)ENP = (Cinin,yin ) (i viz..in ) ENT

n
Cir i, yin = E E @y osrrin Okt ko o -

r=1j,.+k,.=i,

avec

Pour tout a € A, on note encore a la suite (ai1,ig,.,.,in)(il,iQ,...,in)eN" dont tous les termes a;, ,.... 4, sont nuls,
sauf agp0,... 0 = a. La définition du produit dans R, (A) permet de vérifier que:

a X (biyin,..sin ) (i1 siz,nrin)eNm = (@Diy g, i ) (i1 i, in)ENP 5

de sorte que A peut étre identifié & un sous-anneau de R, (A). En particulier, le neutre additif et le neutre
multiplicatif de I'anneau R,,(A4) sont (via l'identification ci-dessus) le zéro et le un de 'anneau A.

e Pour tout (j1,72,...,7n) € N™, on note X{ng2 ... XJn la suite (@i in,...rin ) (i1 iz, in)enn dont tous les
termes sont nuls, sauf a;, j, .. ;. = 1. La définition du produit dans R, (A) permet de vérifier que:

J1 yJ2 Jn k1 vk kn\ _ yiitki yja2tke Jntkn
(Xl D, CoID. €4 )(X11X22...Xn)—X1 X5 XD .

En particulier, XY X9 ... XY =1 et tout élément de 'anneau R,,(A) s’écrit comme une somme finie:

o Y ) - § o X iz i
(a117127~--11n)(1177/2;~-~«,'Ln)€Nn - allﬂ/Qw“vlnXl X2 . 'Xnn'
(41,82,-.+s0n ) ENT

DEFINITION. L’anneau R, (A) est appelé 'anneau des polynémes en n indéterminées a coefficients dans A.
On le note A[X1, Xo,..., X,].

DEFINITIONS. Un polynome de la forme aXleéz ... X! avec a € A, est appelé un mondme. Si a # 0,
Uentier 71 +io+ - - - + 1, est appelé le degré total de ce mondme. Tout polynome est une somme de monomes,
et on appelle degré total d’'un polynéme non-nul le maximum des degrés totaux des monomes dont il est
la somme. Par convention, le degré total du polynéme nul est strictement inférieur au degré total de tout

polynéme non-nul; on le note —oo.

DEFINITIONS. Un polynéme non-nul de A[X7, Xs, ..., X,] est dit homogene de degré d (ot d est un entier
naturel) s’il est une somme de monoémes qui sont tous de méme degré total d. Pour tout polynéme P non-nul
de A[X7, Xs,...,X,] et tout entier naturel d, on appelle composante homogene de degré d de P la somme

des monomes de P de degré total d.
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e Sin =1, on note X = X; et on retrouve anneau A[X] bien connu, étudié au chapitre précédent. Le
degré total est le degré usuel.

e Sin =2, on note souvent X = X; et Y = Xy; un élément de A[X,Y] est une somme finie:

P = Z ai’inYj, avec a; j € A.
(i,5)EN?
ExEMPLE. Considérons par exemple dans Z[X,Y] les polynomes:
P=3X3Y +5X3-2XY +7 e Q=XY+5X—-6Y+1.

Le degré total de P est 4, celui de @ est 2. Dans @, la composante homogene de degré 2 est XY, la composante
homogene de degré 1 est 5X — 6Y, la composante homogene de degré 0 est 1. On calcule:

PQ =3X%Y24+20X%Y —18X3Y?2 +25X* — 27X%Y —2X2Y2 +5X3 — 10X?Y + 12XY? +5XY +35X —42Y + 7 .
N—— e ——— N~

6 5 4 3 2 1 0
e Sin =3, on note souvent X = X7, Y = X5 et Z = X3; un élément de A[X,Y, Z] est une somme finie:

P = Z aid"kXinZk, avec a; j, € A.
(4,5,k)EN3
EXEMPLE. Considérons par exemple dans Z[X,Y, Z] les polynémes:
P=X34+XYZ+X%Z e Q=X+Y-2Z.
P est homogene de degré 3 et Q) est homogene de degré 1.
Leur produit PQ = X* + X3Y +2X2YZ — X222 + XY2Z — XY Z2 est homogéne de degré 4.

1.2 Premiéres propriétés de ’anneau A[X;, Xo,..., X,].

LEMME (propriété universelle des anneaux de polynomes). Soient A et B deux anneaux et ¢ un morphisme
d’anneaux A — B. Alors, quels que soient un entier n > 1 et des éléments by, bs, ..., b, de B, il existe un
unique morphisme d’anneaux ® : A[X;, Xs,...,X,]| — B qui prolonge ¢ (c’est-a~dire ®(a) = p(a) pour tout
a € A), et tel que ®(X;) =b; pour tout 1 <i < n.

Preuve. Si @ existe, il est nécessairement défini par:
E o . i1 yri2 in) — E o C\pilpi2 i
(I’( al1,’b27---»’an1 X2 Xnn) = W(ah,lz,---ﬂn)bl b2 "'bnnv

ce qui réciproquement définit bien un morphisme d’anneaux A[X1, X2,...,Xn] = B. O

PROPOSITION (fondamentale). Soit A un anneau.
(i) Pour tout entier n > 2, il existe dans A[ X1, Xa, . .., Xp,] un sous-anneau isomorphe a A[X1, Xo, ..., Xn_1],
et I'on a alors A[XhXQ, ey Xn] >~ A[Xl, XQ, . ,Xn,]_][Xn].
(i) En particulier, A[X,Y] ~ A[X][Y], et A[X,Y, Z] ~ A[X,Y][Z] ~ A[X][Y][Z].

Preuve. Dans B = A[X1, X, ..., Xy], considérons 'ensemble C des polynémes P = 3" a;, io,....in X1 X2 ... X
tels que a;; i,,....ip, = 0 pour tout multi-indice (i1,42,...,4n) € N tel que in # 0. Il est clair que C est un sous-
anneau de A isomorphe & A[X1, Xa,...,X,—1]. D’aprés le lemme précédent (appliqué avec n = 1), I'injection
canonique ¢ : C — B se prolonge en un unique morphisme d’anneaux ® : C[X]| — B tel que ®(P) = ¢(P) = P
pour tout P € C et ®(X) = X, qui réalise de fagon évidente un isomorphisme C[X]| ~ B, d’oli le résultat en
revenant aux notations de ’énoncé. O

THEOREME. Soit A un anneau. Soit n un entier naturel non-nul.
(i) Si A est intégre, alors A[X1, Xa, ..., X,] est intégre.
(ii) Si A est factoriel, alors A[X1, Xa,...,X,] est factoriel.

Preuve. On raisonne par récurrence grace a la proposition précédente, en utilisant la proposition d’intégrité du
paragraphe 1.2 du chapitre 6 pour le point (i), et le théoréme 2.6 du chapitre 6 pour le point (ii). ]

Remarque. On n’a pas de propriétés analogues pour les notions d’anneau principal ou euclidien. Méme si K
est un corps, K[X,Y] ~ K[X][Y] n’est pas principal (d’apres le théoréme 1.7 du chapitre 6).
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2. POLYNOMES SYMETRIQUES.

Dans toute cette partie, on fize un entier n > 2 et un anneau A intégre, et on se place dans
Uanneau de polynomes A[ X1, Xo, ..., X,].

2.1 Action canonique du groupe symétrique sur ’anneau des polynémes.

e Notations. Pour tout polynome P € A[X;, Xs,...,X,] et toute permutation ¢ € S,, on note P, le
polynome de A[X;, Xo,...,X,] obtenu en permutant les indéterminées X1, Xo, ..., X,, suivant o, c’est-a-
dire:

PG(X17X27 s aXn) = P(XU(I)aXa'(2)7 s 7X0'(n))'
e Ezemple. n =3, 0 = (1,3,2), P(X,Y,Z) = X?+YZ - 3XY, alors P,(X,Y,Z) = Z?+ XY — 3ZX.
e Remarque. Si P est constant (c’est-a-dire de degré nul), alors P = P, pour toute o € S,.
e PROPOSITION.
(i) Le groupe S,, opére sur A[X1, Xo,...,X,] par Iaction:

SnXA[Xl,XQ,...,Xn] — A[Xl,Xg,...7Xn]
(U7P) = Py '

(ii) Quelle que soit o € S,,, application:

A[Xl,Xg,...,Xn] — A[Xl,X27...7Xn]
P — P,

est un automorphisme de anneau A[X1, Xo, ..., X,].

Preuve. Simple vérification, sans aucune difficulté. O

2.2 Notion de polynéme symétrique.
DEFINITION. Un polynéme P € A[X1, Xa, ..., X,] est dit symétrique si P, = P pour toute o € S,,.

Remarque. L’ensemble des polynomes symétriques n’est autre que I'ensemble des points fixes pour l'action
du groupe S,, sur I’ensemble A[X1, X, ..., X,].

PROPOSITION. L’ensemble des polynémes symétriques est un sous-anneau de I'anneau A[X1, Xo, ..., X,].

Preuve. Simple vérification, sans aucune difficulté, utilisant le point (ii) de la proposition précédente. O

EXEMPLES avec n = 2. Les polyndmes suivants sont des polynémes symétriques dans A[X,Y]:
1 S1=X+4Y, So=X24+Y2%2 S3=X34+Y3

3

(1)
(2) Wi=X+Y, Wo=X2+XY +Y? W3=X>+X%Y+XY2+4+Y3,
(8) D=(X-Y)

(4)

4 Yi1=X+4+Y, 3=XY.
EXEMPLES avec n = 3. Les polynomes suivants sont des polyndémes symétriques dans A[X,Y, Z]:
(1) S1=X+Y+2Z, Sy=X24+Y2+22 S3=X3+4+Y3+273,

(2) Wi=X+Y+Z Woe=X?>+XY+XZ+Y?2+YZ+ 272
Ws=X3+Y3+ 23+ XY+ XY’ + X?Z+XZ?°+Y?Z+YZ?>+ XY Z,

(3) D=(X-Y)XX - 22 - 2)%
(4) S =X+Y+2Z S=XY+XZ+YZ S3=XYZ.

Ces exemples sont des cas particuliers des exemples classiques suivants.
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EXEMPLES avec n quelconque. Les polynémes suivants sont des polynémes symétriques dans A[ X7, Xo, ..., X,]:

(1)  les sommes de Newton: Sp=X{+Xy+..-+XF | pourtout k €N;

(2)  les polynémes de Wronski: | Wy, = Z XXk Xin | pour tout k € N;
i1 tia+ - +in=k

(3)  le discriminant des indéterminées: D= H (Xi —X;)? |;
1<i<j<n

(4)  les polynémes symétriques élémentaires:
Yp=X1+Xo+ -+ Xy,
S = X1 Xo + X1 Xz + -+ X1 X0 4+ Xo X34+ Xo X+ 4+ X1 X0,

Y = Z Xi, Xy Xiy pour tout 1 <k <n, (somme de C* termes),
1<i1<i2<---<ix<n

Y= X1 Xs. .. X

REMARQUE. Dans lanneau A[X;, Xo, ..., X,][Z], le polynéme P(Z) = (Z — X1)(Z — X32)...(Z — X,)
vérifie:
P(Z)=2" =S, 2" 4 5,272 — oo (—1)"7IS, 1 Z 4 (—1)"S,.

2.3 Le théoréme fondamental.

On reprend toutes les notations et hypotheses de 2.1 et 2.2. En particulier, on note 3, Xs,..., %, les
polyndmes symétriques élémentaires.

e Premier exemple introductif.

Considérons dans Z[X, Y, Z] le polynéme symétrique: P(X,Y,Z) = XY+ XY24Y224Y 224+ 22X+ 2ZX2.

On calcule:

TN = (X+Y+ )XY +YZ+ZX)= XY+ XYZ+ X2 Z+XY?+Y2Z+XYZ+XYZ+YZ2+ 72X
=P(X,Y,Z)+3XYZ =P(X,Y,Z) + 3%3.

On conclut que: P(X,Y,Z) = X135 — 353,

ou encore: P(X,Y,Z)=F(X1,%9,%3), avec F = XY —3Z € Z|X,Y, Z].

e Second exemple introductif.
Considérons dans Z[X, Y, Z] le polynéme symétrique: P(X,Y,Z2)=(2X-Y-2)2Y-Z-X)(2Z-X-Y).
On calcule:
P(X,Y,Z) = (3X — £1)(3Y — £1)(3Z — Xy)
= (9XY — 33X, — 3YS + 22)(37Z — %y).
= 2TXY Z — XYY, — 9XZ¥; + 3X52 — 9V Z¥%, + 3Y X2 + 3252 — ¥3
=2TXYZ -9 XY +XZ+YZ)X1 +3(X +Y + Z)%2 — 3.
On conclut que: P(X,Y,Z) = 2733 — 93,5 + 253,
ou encore: P(X,Y,Z) = F(31,%2,%3), avec F =277 —9XY +2X3 € Z[X,Y, Z].

THEOREME. Soit m > 2 un entier. Soit A un anneau intégre. Pour tout polynéme symétrique P €
A[X1, Xa,...,X,], il existe un unique polynéme F € A[X;, Xs, ..., X,] tel que:
P(X1,Xo,...,Xn) = F(X1,%,...,%,),
ot X1, X9,..., %, sont les polynémes symétriques élémentaires en les X;, 1 < i < n.
La preuve de ce théoreme est relativement longue et technique. On la donnera en détail plus loin dans

le chapitre. Auparavant, on développe quelques applications des polynémes symétriques & des questions
concretes d’algebre.
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2.4 Formules de Newton.

On reprend toutes les notations et hypotheses de 2.1 et 2.2. En particulier, on note ¥1,%s,...,%, les
polynomes symétriques élémentaires, et S1, 5, ... les sommes de Newton.
THEOREME. Soit n > 2 un entier. Soit A un anneau intégre. On a dans I'anneau A[X1, Xo,...,X,] les
relations suivantes:

(i) Sp—21Sk 1 +%2Sk 0 — -+ (=118, 1S + (=1)*kXp =0, pour tout 1 <k <n,

(il)  Sr—%18i-1+2X2Sp 90+ -+ (—-1)"%,Si—, =0, pour tout £ > n.

Preuve. Considérons dans anneau A[X1, X2, ..., Xn][Z] le polynéme P(Z) = (Z — X1)(Z — X2)...(Z — Xn).
Comme on ’a vu a la fin de 2.2, on a:

P(Z)=2Z"—S1Z" ' + 522772 — . 4 (-1)" 7180 1 Z + (-1)"Th.
e Par définition de P, on a P(X;) = 0 pour tout 1 < i < n, et donc:
XP =S X S X ()T X 4 (1), = 0.
On fait la somme membre & membre de ces n égalités pour 1 < ¢ < n; il vient:
Sp = %18n—1+2Sp—2 — -+ (=) 12,_151 + (-1)"n%, =0,

ce qui est l'assertion (i) pour k = n.

e Pour £ > n, on considere dans A[X71, Xo, ..., X,][Z] le polynéme Z*~"P(Z). Pour tout 1 < i < n, il vérifie
X" P(X;) = 0, donc:
XX =S X S X - ()T, 1 X + (1)) =0,

ou encore:
XE =X 4 BaXEE e ()P, X (1S, <0

On fait la somme membre & membre de ces n égalités pour 1 < ¢ < n; on obtient exactement I’assertion (ii).
e Pour k = 1, la formule (i) est triviale, puisque S1 = Xj.

e Il reste a prouver (i) pour 1 < k < m. On raisonne pour cela par récurrence sur le nombre n d’indéterminées.
C’est clair pour n = 3, car alors k = 2 et 'on a bien: Sg — 3151 + 2¥2 = 0. On suppose maintenant la relation
(i) vraie dans A[X1, X2,...,Xn—1], et on fixe 1 < k < n.

On considere dans A[X71, Xo, ..., Xp] le polynéme Sy — $1S,_1 4+ XaSk_o — -+ (=1)F"12,_1 81 + (—1)FkZy.
Notons-le Q(X1, X2,...,Xn—1,Xn). Il est clairement homogene de degré k.

Introduisons enfin dans A[X1, X2,..., Xn—1] le polyndéme Qo(X1,...,Xn—1) = Q(X1,...,Xn-1,0).

11 est clair que, pour tout 1 < i < n—1, on a: X;(X1,...,Xn-1,0) = 2;(X1,...,Xn_1), le i-itme polyndme
symétrique élémentaire dans A[X1, X2, ..., Xn—1]. Et de méme S;(X1,...,Xn-1,0) = S;(X1,...,Xn—1). L’hypothese
de récurrence se traduit donc par: Qo(Xi,...,Xn—1) =0 dans A[X1, X2,..., Xn_1].

En d’autres termes, Q(X1,...,Xn—1,0) = 0 dans A[X1, X2,..., Xn—1,Xn]. On en déduit que Q est divisible par
Xn dans A[X1,X2,...,Xn_1,Xn]. Comme Q est symétrique, cela implique que Q est aussi divisible par X; pour
tout 1 < ¢ < n — 1. Finalement @ est divisible par le produit X; Xz ... X,. Comme @ est homogene de degré
k < n, ce n’est possible que si Q = 0, ce qui prouve le résultat voulu, et achéve la preuve. O

APPLICATION 1 (expression des sommes de Newton en fonction des polynémes symétriques élémentaires).
Soit n > 2 un entier. Soit A un anneau intégre. On a dans anneau A[X7, Xs, ..., X, ] les relations suivantes:

S1 =3, Sy = 5121 — 2%, :Z%—222, S3 =521 — 5129 + 3%3 = Ei’—32122+323,

et ainsi, de proche en proche, I’expression de tous les S; comme des polynémes en les 3.

APPLICATION 2 (expression des polynéomes symétriques élémentaires en fonction des sommes de Newton;
cas d’un corps de caractéristique zéro). Soit n > 2 un entier. Soit K un corps de caractéristique zéro. On a

dans 'anneau K[X1, X, ..., X,] les relations suivantes:
X1 =51, Dy =557 — 35, D3 = 587 — 35192 + 35,

et, de proche en proche, I’expression de tous les ¥; comme des polynomes en les S;, a coefficients dans K.
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COROLLAIRE (une autre forme du théoréme fondamental; cas d’un corps de caractéristique zéro). Soit n > 2
un entier. Soit A un anneau intégre de caractéristique nulle. Soit K son corps de fractions. Pour tout
polynéme symétrique P € A[X1, Xa,...,X,], il existe un unique polynéme G € K[X1, Xa,...,X,,] tel que:

P(X1,Xo,...,X,) = G(S1,52,...,5),

ot S1,5%,...,S, sont les n premiéres sommes de Newton en les X;, 1 <i < n.

Preuve. 11 suffit de combiner la seconde remarque ci-dessus avec le théoréme fondamental de 2.3. O

2.5 Application aux relations entre coefficients et zéros d’un polynéme de K[X].

On fixe un corps K algébriquement clos. Soit P = """ a; X’ un polynéme de K[X], de degré n > 1. Il a
alors n zéros dans K, que l'on notera aq, as, ..., ay,, et se factorise en:

P(X)=> a;X'=a, [[(X —«j), aveca, #0.
i=0 =1

Pour tout 1 < k < n, notons Xy = Xg(aq, as,...,a,) le k-itme polyndéme symétrique élémentaire en les «;.
On a alors (voir remarque finale de 2.2):

[T(X —a)=X" =S, X145, Xm 2 oo (1) 18, 1 X + (=1)"5,.
j=1

On en déduit par identification que:
Ap—1 = _anzla An—2 = an227 e a1 = (_1)7171&”2”717 ap = (_l)nanzn

On a ainsi établi:

n

PROPOSITION. Si K est un corps algébriquement clos, alors pour tout polynéme P(X) = 7" a; X* de
degré n > 1, les n zéros ay,Qas, ..., q, de P vérifient:

Uy
Yi(ar, o, ... ap) = (—1)F =22k pour tout 1< k < n.
Qnp
COROLLAIRE. Soit K un corps. Soient ay,as, ..., a, des éléments quelconques de K. Pour tout 1 <1i < n,
posons \; = X;(ag,as,...,ap). Alors ay, as, ..., a, sont les zéros du polynéme:

X" — )\an—1 + /\2Xn—2 — et (_1)77,)\”.

Ezemple 1. Pour P(X) = aX?2 +bX + ¢ € C[X], avec a # 0, on retrouve le résultat bien connu:
c

b
Yi=a1t+tay=—— et Yo =aajay=—.
a a
Ezemple 2. Pour P(X) = X3 4+ pX + ¢ € C[X], on retrouve le résultat bien connu:

Y1=a1+az+a3 =0, d2=ajax+ajazt+azaz=p et X3=ajazaz=—q.

3. RESULTANT ET DISCRIMINANT

3.1. Position du probléme.

DONNEES, QUESTION, REMARQUES. Dans toute cette partie, K est un corps algébriquement clos. On cherche
a résoudre la question suivante:

étant donnés deux polynomes P et @@ de degré > 1 dans K[X], distincts, trouver une condition
nécessaire et suffisante pour qu’ils admettent au moins un zéro commun.

Dire que P et @ admettent un zéro commun « € K équivaut a dire que le polynéme X — a divise a la fois
P et Q dans K[X], ce qui équivaut a dire que leur pged dans Uanneau K[X] est de degré > 1.

PROPOSITION. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et ) deux polynémes dans K[X] de degrés
respectifs m > 1 et n > 1. IIs admettent un zéro commun dans K si et seulement s’il existe des polynémes
R et S dans K[X] tels que:

degR<m-—1, degS <n-—1, RQ = SP.
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Preuve. Supposons les trois conditions de la proposition vérifiées. Appelons ai,a2,...,am les zéros (non
nécessairement distincts) de P dans K. Alors, pour tout 1 < ¢ < m, le polynéme X — «; divise P, donc di-
vise RQ, dans K[X]. Puisque X — «; est premier (car irréductible dans l’anneau principal K[X]), on a donc
X — oy divise R ou X — «; divise @, et ceci quel que soit 1 < ¢ < m. Comme deg R < m, on ne peut pas avoir
R divisible par (X — a1)(X — a2)...(X — am). C’est donc qu’il existe au moins un indice 1 < ig < m tel que
X — a4, divise Q. Ainsi a;, est un zéro commun a P et Q dans K.

Réciproquement, supposons que P et @ aient un zéro commun o € K. Si D est un pged de P et Q dans K[X],
on a donc deg D > 1, et il existe des polynémes non-nuls R et S dans K[X] tels que P = RD et Q = SD, avec
deg R < deg P et deg S < deg Q. On a alors I’égalité RQ = RSD = SP. O

3.2 Notion de résultant de deux polynémes.

DEFINITION. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et ) deux polynémes non-nuls dans K[X] de
degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons:

P=Y aX" e Q=)> bX a;,b; € K, an, #0, b, #0.
i=0 i=0

7=

On appelle résultant de P et @ le déterminant d’ordre m + n suivant:

am 0 . 0 0 bn 0 . 0 0 —1
Am—1 Am . . . b1  bp . . . — 2
Ay —2 App—1 . . . bn_g bn—l . . . — 3
Ay, 0
Gm—nt1 Om-nt2 - Gm—1 Gmny b1 . . . . —n
Am—n p—n+1 - Qm-—2 Gpm—1 bo by . . . —n+1
Am—n—1 Am—n . . A —2 0 bo . . . —n+2
0 0
R(P,Q) =
0 .
as as . an An+t1 0 . . by, 0 —m-—1
ai as . Ap—1 an 0 bn_1 b, —m
ag aj . Ap—2 Qp—1 0 . . bn_o bp_1 —m+1
0 aon
. . . ao ay . . . bo bl
0 0 . 0 aop 0 0 . 0 bo —m+n
n m

Remarque. On a ci-dessus, pour fixer clairement 1’écriture du déterminant, supposé que m > n. Mutatis mutandis,
I’analogue pour m < n s’en déduit de fagon évidente.

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes de K|[X| non-nuls et non constants ont
au moins un zéro commun dans K si et seulement si leur résultant est nul.

m . n .

Preuve. Soient P = Y a; X" et Q = > b; X" dans K[X], de degrés respectifs m > 1 et n > 1. D’apres la
i=0 i=0

proposition de 3.1, Pexistence d’un zéro commun a P et @ équivaut a l'existence de deux polynoémes non-nuls

m—1 . n—1 .

R= > XX’ dedegré <m-—1,et S= > p; X dedegré < n—1, tels que RQ = SP. Par identification, cette
i=0 i=0

égalité équivaut aux relations:

Amfbn—1 = bn>\m71
Am—1MUn—1 t Ampn—2 = bn—1Am—1+ bnAm—2
Am—20n—1 + Am—1ln—2 + Amin—3 - bn—2Am—1+bn1Am—2 +bpAm_3
aop1 +aipo = boA1 + b1Xo
aopo = boXo
En faisant “tout passer” dans le premier membre, on obtient un systéme linéaire homogene, de m + n équations
a m + n inconnues, ces inconnues étant fin—1,n—2,..., 40 —Am—1, —Am—2,...,—A0. 1l admet une solution
non-nulle si et seulement si son déterminant est nul. Or ce dernier n’est autre que le résultant R(P,Q), d’ou le
résultat. O

17



COROLLAIRE. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes de K[X] non-nuls et non constants
sont premiers entre eux dans K[X] si et seulement si leur résultant est non-nul.

Preuve. On a déja observé en 3.1 que 'existence d’un zéro commun a P et @) équivaut au fait que leur pgcd est de
degré > 1, c’est-a-dire que P et Q) ne sont pas premiers entre eux. D’ou le résultat d’apres le théoréme précédent.
O

Ezxemples en petits degrés.

eSiP=aX+b et Q=cX+d, alors R(P,Q)=ad— bc.

eSiP=aX?+bX +c et Q=pX+gq, alors R(P,Q) = p*c+ q¢*a — pqb.

eSiP=aX?+bX+c et Q=pX?>+qgX +r, alors R(P,Q) = (ar — cp)? — (aq — bp)(br — cq).
Exercice. Soit a € K un parametre quelconque. Montrer qu’il existe au plus 7 valeurs de a pour lesquelles les

polynémes P = X* 4+ X3 + X +a+1et Q = aX® 4+ X + a ont un zéro commun. (Indication: vérifier que
R(P,Q)=a" +2a* +3a® +a? +a+1.)

3.3 Expression du résultant en fonction des zéros.

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et Q deux polynémes non-nuls dans K[X] de
degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons:

P=>Y a;X'=a, [[(X—aqa;) e Q= S0 Xt =0, I (X —p5;),
i=0 =1 i=0 j=1

ottlesa; (0 <i<m)etlesb; (0 <i<n)sont les coefficients dans K de P et ) respectivement, avec a,, # 0
et b, #0, et ottlesa; (1 <j<m)etlesf; (1<j<n)sontles zéros dans K de P et ) respectivement.

Alors le résultant R(P, Q) est donné par:
R(P,Q) =apbm [[ (ai—8y).

1<i<m
1<j<n

Preuve. On raisonne en plusieurs étapes.
Premiére étape. Soient P; et Q1 les polyndmes unitaires dans K[X] définis par P = ap P1 et Q = b, Q1. On a:

m n
P =[1(X - ay) et Q= JI(X-58).
j=1 j=1
Notons 31, ..., 3m les fonctions symétriques élémentaires en les zéros a1, ..., am de P, et X/,..., 57 les fonctions
symétriques élémentaires en les zéros f1,...,8n de Q. D’apres les résultats de 2.5, on a:
_ _ bp— bn— b
Elz_am 17 22:am 27 DR Em:(_l)mai7 gl:_n 17 /2: n27 ’ El:(_l)n707
am Am am bn bn bn
et donc:
Pl=X" -5 X 45X 2 - 4 (=)™ 1 X+ (D),
Qr=X"-S| X l4uixn=2 4 (-)"I% X+ (1%

Deuxiéeme étape. Reprenons maintenant les expressions développées P = Z;’;O a; X' et Q= Z?:o b; X*.
L’expression du déterminant R(P,Q) vu en 3.2 permet de voir R(P,Q) comme un polynéme en les n + m + 2

indéterminées ag,ai,...,am,bo,b1,...,bn. Plus précisément, la forme du déterminant permet d’observer que ce
polynéme est homogene de degré n en les indéterminées ag, a1, .. ., am et homogene de degré m en les indéterminées
bo, b1, ...,bn. Dans Panneau Klag, a1,...,am,bo,b1,...,bn], notons:

R(P,Q) = F(ao,a1,...,am,bo,b1,...,bn).

D’apres les observations précédentes:
ap a Ay — bo b bn—
R(PvQ):asz:an(iorilvv =z 1717b707b717~"7 n-l

Am Qm Am n n bn

Cette relation appliquée aux polynémes P; et Q1 développés comme & la fin de la premiere étape s’écrit:
R(P1,Q1) = F((=1)"Zm, (=)™ 'Tp1, .oy =1, 1, (=D, (=)', ., =54, 1),

On en déduit d’abord que R(P1, Q1) est un polynéme symétrique en a1, a2, . . ., m d’une part, et en 81, 82, ..., fn
d’autre part (c’est le sens évident du théoréme 2.3).
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On en déduit d’autre part que R(P,Q) = al,b"*R(P1,Q1), d’ott R(P1,Q1) = 0 si et seulement si R(P,Q) = 0,
c’est-a-dire d’apres le théoréme 3.2 si et seulement s’il existe un couple (i,7) avec 1 <i<met 1 <j <n tel que

o = ﬁ]

Ces deux remarques impliquent que, dans Klai,...,am,B1,...,Bn], le polynéme R(Pi,Q1) est divisible par
(a; — B5) pour tous 1 <3 <m et 1 < j < n, et donc par le produit IT = ngigm,lgjgn(o‘i — B4). En comparant
pour chacun des polynoémes R(Pi, Q1) et II les degrés en a1, az, ..., am et en B1, B2, ..., Bn, ainsi que le coefficient

de (a1a2 -+ am)™, on conclut finalement que R(Pi, Q1) = IL.

On en tire que R(P, Q) = ab™1I, ce qui achéve la preuve. ]

Remarque. On a donc du résultant les expressions suivantes:

R(P,Q)=apb? [ (ai—8)=ap [] Q) =1m o I PB;).
1<i<m 1<i<m 1<j<n
1<j<n

qui rendent explicite la conclusion du théoreme 3.2.

3.4 Discriminant d’un polynome.

DEFINITION. Soit K un corps algébriquement clos. On appelle discriminant d’un polynéme P de degré au
moins égal & 2 dans K[X] le résultant de P et de son polynéme dérivé P’. On note:

A(P) = R(P, P').

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P un polynéme de degré au moins égal & 2 dans
K[X] et P’ son polynéme dérivé. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Le polynéme P a au moins un zéro multiple dans K.
(ii

(iii

Les polynémes P et P’ ne sont pas premiers entre eux.

Les polynémes P et P’ ont au moins un zéro commun dans K.

)
)
)
(iv) Le discriminant A(P) du polynéme P est nul.

Preuve. L’équivalence de (ii) et (iii) résulte de la remarque préliminaire de 3.1. Par définition méme du discrimi-
nant, 'équivalence de (iii) et (iv) est une conséquence du théoréme 3.2. Il suffit donc de montrer ’équivalence de
(i) et (ii).

Supposons d’abord que P a un zéro multiple a. Alors il existe un polynéme @ de degré n — 2, ou n désigne le
degré de P, tel que P(X) = (X — a)?2Q(X). On a alors P/(X) = 2(X — a)Q(X) + (X — a)?Q’(X), de sorte que
X — a est un diviseur commun de P et P’ de degré non-nul. Donc P et P’ ne sont pas premiers entre eux.
Supposons réciproquement que P et P’ ne sont pas premiers entre eux. Leur pged D est de degré strictement
positif. Comme K est algébriquement clos, il admet au moins un zéro o € K. Le polynéme X — « divise D,
donc divise P et P’. 1l existe en particulier un polyndéme @ de degré n — 1, out n désigne le degré de P, tel que
P(X) = (X — a)Q(X). On a alors P'(X) = Q(X) + (X — @)Q'(X). Mais comme X — « divise aussi P/, on en
déduit qu’il divise Q. Et donc P est divisible par (X — a)?, ce qui achéve la preuve. O

COROLLAIRE. Soit K un corps algébriquement clos. Un polynéme P de degré au moins égal a 2 dans K[X]
n’admet que des zéros simples dans K si et seulement si son discriminant est non-nul.

EXEMPLE 1. Dans C[X], considérons P(X) = aX? +bX + ¢, avec a # 0. On a P'(X) = 2aX + b, et donc:

A(P) = R(P,P') = [ % 30| = a(4ac - 12).

L’application du corollaire ci-dessus montre que P n’a que des zéros simples si et seulement si b? — 4ac # 0,
résultat bien connu !

EXEMPLE 2. Dans C[X], considérons P(X) = X® + pX +¢. On a P/(X) = 3X? + p, et donc:

i

A(P) = R(P,P') =

q.
0
31 = 4p® + 27¢%.
p

oY O

0
1
0
p
q

OB oOw

0
3
0
p
0
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Supposons que A(P) = 0, et notons « le zéro multiple de P dans K (il est forcément unique puisque P est de
degré 3). Comme « est alors aussi zéro de P, on a a? = 7%
Si p = 0, alors la nullité de A(P) = 4p® + 27¢® implique que 1’on a aussi ¢ = 0, donc P(X) = X3, qui admet 0
comme zéro triple.

9q2

2
Si p # 0, alors la nullité de A(P) = 4p3 + 27¢? implique que l'on a p = _247Tq2’ d'on o2 = —g = 57 On vérifie

que seul a = —g—g est zéro de P, et c’est un zéro double.

PROPOSITION (expression du discriminant en fonction des zéros). Soit K un corps algébriquement clos. Soit
P=a,X"+ -+ a1 X + ap un polynéme de degré n > 2 dans K[X]. Soient a,...,«, les zéros de P dans
K. Alors le discriminant de P est donné par:

n(n—1) n—
AP =(-1)"7a" [] (ei—0y)

1<i<j<n

Preuve. On a: P(X) = an H (X — ag), donc: P'(X)=an Z ( H (X — ak)>
1<k<n 1<5<n 1<k<n,k#j

d’ol1, pour tout 1 <7 < n, I'égalité: P’(a;) = an(ai — a1)(a; —a2)...(; — ai—1)(e; — aig1) ... (o — an).
On calcule alors en utilisant les expressions de la remarque suivant le théoréme 3.3:

A(P)=R(P,P)=ap '[[ P'()
1<i<n

= aﬁfll_‘[ an(o; —ar)(a; —az) ... (o —ai—1) (g — ajg1) ... (@i — am)
1<i<n

= ainfll_[ (047; — 041)(017; — a2) L. (Ozl' — Ozl',l)(ozi — Oéi+1) . (ai — an)
1<i<n

= ain—ll_[ (71)i_1(a1 — Ozi)(az — ai) - (a,;,l — ai)(ai — Ozi+1) ... (ai — an)
1<i<n

— ain—l(il)n(n—l)/Q H (ai 7(1]')2- O
1<i<j<n

Remarque. Cette relation justifie le nom de discriminant des indéterminées donné a l’exemple (3) du para-
graphe 2.2.
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