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Chapitre 1

Groupes finis: rappels, compléments, exemples

1. EXEMPLES DE GROUPES FINIS.

1.1 Ordre d’un sous-groupe

DEFINITIONS. Un groupe G est dit fini ’il n’a qu'un nombre fini d’éléments. Dans ce cas, le nombre
d’éléments de G est appelé I’ordre de G. On le note o(G), ou encore |G|. C’est un entier naturel non-nul.

THEOREME DE LAGRANGE. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Alors H est fini, et l'ordre de H
divise I'ordre de G.

Preuve. Notons |G| = n. 1l est clair que H est fini. Notons |H| = m. Pour tout x € G, notons zH = {zy; y € H}
la classe de z & gauche modulo H. Il est facile de vérifier (faites-le !) que I’ensemble des classes zH lorsque z
décrit G est une partition de G. Comme chaque classe zH est d’ordre m (justifiez en détail pourquoi), on conclut
que n est égal au produit de m par le nombre de classes distinctes. O

PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G un groupe fini. Pour tout x € G distinct du neutre e, il existe un
entier n > 2 unique tel que:
" =e et xk#epourtout1§k<n,

Le sous-groupe de G engendré par x est alors:

(x) = {e,z, 2%, 23,... 2" 1},
L’entier n est I'ordre du sous-groupe (z) et est appelé l'ordre de I’élément = de G. On le note |z|. C’est un
diviseur de lordre de G. Dans le cas ot x = e, on a (e) = {e}, et le| = 1.

Preuve. Evidente, laissée au lecteur. 0O

1.2 Groupes isomorphes.

DEFINITION. Deux groupes G et Go sont dits isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de groupes de
P'un sur 'autre.
REMARQUES.
1. Rappelons qu’un morphisme de groupes de G dans G2 est une application f : G1 — G2 telle que f(z.y) =

f(x).f(y) pour tous z,y € G1, et qu'un isomorphisme de groupes est un morphisme de groupes bijectif. La
bijection réciproque est alors aussi un isomorphisme de groupes.

2. Supposons que G et G2 sont deux groupes isomorphes. Si I'un est abélien (commutatif), alors autre est
aussi. Si l'un est fini, 'autre ’est aussi et ils sont de méme ordre. Ils ont le méme nombre de sous-groupes
d’ordre donné. Leurs centres, leurs groupes dérivés, leurs groupes d’automorphismes,... sont isomorphes.

3. Deux groupes finis de méme ordre sont isomorphes si et seulement si leur tables sont identiques, & une
permutation pres des éléments.

EXEMPLES. Soit GG1 le groupe des racines quatriemes de l'unité dans C. On a: Gy = {1,7,—1, —i}. La loi
de groupe est ici la multiplication des complexes.

Soit G5 le groupe des rotations affines du plan euclidien conservant un carré. 1l est facile de montrer que G4
est constitué de la rotation r de centre le centre O du carré et d’angle 7, de la symétrie centrale s de centre
O, de la rotation r’ de centre O et d’angle —7, et de I'identité id. On a: Gy = {id,r,s,r’}. La loi de groupe
est ici la loi o de composition des applications.

Soit G5 le groupe Z/47 des classes de congruences modulo 4. Rappelons que deux entiers a et b sont congrus
modulo 4 lorsque a — b est un multiple de 4 dans Z. On a: G5 = {0,1,2,3}. La loi de groupe est ici 'addition
des classes de congruence.

Les tables de ces trois groupes sont:

G| 1 i | =1 | —1i Gy lid| r | s | G3;|0|1[]2]3
1 1 i | =1 | —i id [id | r r! 00|1]2]3
) ) -1 | —2 1 s | r|id 1 (1]2(3]0

1| =11 —4 1 ) rlid | r 2 1213[0]1

— | =i | 1 i | —1 vl id | e 3 [3|0[1]2

Il est clair qu’ils sont isomorphes, via les isomorphismes:

1—id+— 0, i1 182 —i =7 =3



EXEMPLE. On se propose de déterminer tous les groupes d’ordre 4 a isomorphisme pres. Notons G =
{e,a,b,c} un groupe d’ordre 4 de neutre e. Deux cas peuvent se présenter.

Premier cas: G contient un élément d’ordre 4. Supposons par exemple que ce
soit @. Alors G doit contenir a? et a® = a~! qui sont distincts de a. On a donc
b=a? et c = a® (ou le contraire). La table de G est donc:

ol
|l
dlols||Q
QIo|[o|o| o
S ESH RGN NoWl NeY

Le groupe C4
Second cas: G ne contient pas d’élément d’ordre 4. Comme e est le seul
élément d’ordre 1, et que G ne peut pas contenir d’éléments d’ordre 3 d’apres
le théoreme de Lagrange, c’est donc que a,b,c sont tous les trois d’ordre 2.
Donc a? = b? = ¢ = e, et chacun des trois est son propre inverse. Considérons
maintenant le produit ab. Si l'on avait ab = a, on aurait b = e, ce qui est exclu.
Si 'on avait ab = b, on aurait a = e, ce qui est exclu. Si I'on avait ab = e,
on aurait b = a7 !, c’est-a-dire b = a, ce qui est exclu. On a donc forcément
ab = c. On calcule de méme les autres produits. On obtient la table:

(SR RS E=NEs)

Q|||
ool
QIo|[o|o| o
(LN ESEES Nl NeY

Le groupe de Klein V'

On a démontré, et on retiendra, que:
il n’existe a isomorphisme pres que deux groupes d’ordre 4, I'un est appelé groupe cyclique d’ordre
4 et est noté Cy, autre est appelé groupe de Klein et est noté V. Les deux sont abéliens.

Le groupe C} contient: le neutre d’ordre 1, deux éléments d’ordre 4, et un élément d’ordre 2.
Le groupe V contient: le neutre d’ordre 1 et trois éléments d’ordre 2.

Exeroice. Montrer que Ty = {(§9), (% 8) (0" %) ($5) et T2 = {(39) . (3. %) (0" %) (T 9
sont des sous-groupes de GL2(R). Sont-ils isomorphes & C4 7 & V' 7

EXERCICE. Montrer que, dans 1’ensemble Z/5Z, le sous-ensemble {1,2. L4l est un groupe pour la multiplication.
3,5,7} de Z/8Z.

3
b
Est-il isomorphe & C4 ou & V' 7 Méme question pour le sous-ensemble {1,

1.3 Groupes cycliques.
DEFINITION. Un groupe fini est dit cyclique sil est engendré par un élément.

REMARQUES.
1. Soit G un groupe fini d’ordre n. Dire que G est cyclique signifie qu’il existe dans G un élément a qui
est d’ordre n, de sorte que G = (a) = {e,a,a?,...,a" 1}

2. Un groupe cyclique est nécessairement abélien.
3. Pour tout entier n > 1, il existe a isomorphisme pres un et un seul groupe cyclique d’ordre n, noté C,,.

4. Pour tout entier n > 1, le groupe C), est isomorphe par exemple au groupe multiplicatif des racines n-
iemes de I'unité dans C, ou encore au groupe Z/nZ muni de ’addition des classes de congruences modulo
n, ou encore & beaucoup d’autres groupes que 1’on rencontre dans divers domaines des mathématiques.

5. Pour certaines valeurs de n, il existe des groupes abéliens non cycliques. On a vu par exemple ci-
dessus que pour n = 4, le groupe V n’est pas cyclique puisqu’il ne contient pas d’éléments d’ordre
4. Le théoreme suivant montre au contraire que, pour certaines valeurs de n, le groupe C), est a
isomorphisme pres le seul groupe d’ordre n.

THEOREME. Tout groupe fini d’ordre premier est cyclique.

Preuve. Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre p. Soit a un élément de G distinct du neutre e.
Considérons dans G le sous-groupe (a) engendré par a. D’apres le théoréeme de Lagrange, son ordre |a| divise p.
Comme p est premier, on ne peut avoir que deux cas: ou bien |a| = 1, mais alors a = e, ce qui est exclu; ou bien
la| = p, mais alors (a) est inclus dans G et de méme ordre que G, donc il est égal & G. On conclut que G = (a)
est cyclique. O

COROLLAIRE. Pour tout nombre premier p, il existe a isomorphisme pres un et un seul groupe d’ordre p,
qui est le groupe cyclique (donc abélien) C,.

QUESTIONS. Soit C,, = {e,a,a?,...,a" '} le groupe cyclique d’ordre n. Peut-on déterminer parmi ses
éléments ceux qui engendrent C,, (& part a bien entendu) ? Peut-on déterminer tous ses sous-groupes 7



Prenons par exemple n = 6. Dans Cg = {e,a,a?,a3,a*,a’}, les différents éléments engendrent les sous-groupes

suivants: (e) = {e} d’ordre 1, (a®) = {e,a®} d’ordre 2, (a?) = (a*) = {e,a?,a*} d’ordre 3, et (a) = (a®) =
{e,a,a?,a%,a*, a®} d’ordre 6. La derniére égalité provient du fait que (a®)? = a?, (a®)3 = a3, (a®)* = a?, et
(a®)8 =e.

Le résultat général est le suivant:

PROPOSITION. Soit n un entier naturel non-nul. Soit C,, = {e,a,a?,...,a" '} le groupe cyclique d’ordre n.
(i) Pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d de C,; il est cyclique, engendré
par a® pour k = .

(ii) Les générateurs de C,, sont tous les éléments a* tels que k et n soient premiers entre eux.

Preuve. Repose sur des considérations simples d’arithmétique élémentaire, en particulier le théoréeme de Bezout
pour le point (ii). Laissée au lecteur. Rédigez-la ! O

1.4 Groupes symétriques, groupes alternés.

PROPOSITION ET DEFINITION. Pour tout entier n > 1, I'ensemble des bijections d’un ensemble fini 4 n
éléments sur lui-méme est un groupe fini d’ordre n! pour loi o. On I'appelle le n-iéme groupe symétrique et
on le note S,,. Les éléments de S, sont appelés les permutations sur n éléments.

Preuve. Bien connue. A réviser... O

On note les éléments de S, sous la forme: o = (0(11) 5(22) 033) = a(n) ).

EXEMPLE. Pour n = 1, le groupe S; est le groupe trivial {e} d’ordre 1. Pour n = 2, le groupe Ss est d’ordre

2, donc Sp = Cy = {e, 7} ote = (12) et 7= (}?), qui vérifie bien 72 = e.

EXEMPLE. Pour n = 3, le groupe Ss est d’ordre 6. On a: S3 = {e,,72, 71, T2, T3} avec:
3
2

62(%33), 7:(%§§)7 72:(;)%3)7 Tl:(%% )’ TQ:(%%%)? 7-3:(%%%)-

e Yy ’}/2 T1 T2 T3 5 £1: 5 . 21:

5 Le groupe S35 n’est pas abélien. C’est le plus petit groupe non abélien
¢ € 72 b Tl T2 |73 (car les groupes d’ordre 2, 3 ou 5 sont abéliens car cycliques d’apres
: 72 i S K 00 B S le théoreme de 1.3, et les deux seuls groupes d’ordre 4 sont abéliens

Ty eyl 7-12 comme on l’a vu en 1.2).
|| | T e
! ! 2 3 5 T Il admet trois sous-groupes d’ordre 2 qui sont {e,71}, {e, 72} et
272 T3 T - {e, 3}, et un sous-groupe d’ordre 3 qui est {e,v,7?}
s |||y ][] e e oY '

DEFINITION. On appelle transposition de S,, toute permutation 7 qui échange deux éléments i et j en laissant
fixe les n — 2 autres. On note alors 7 = [i,5]. On a de fagon évidente 72 = e.

THEOREME. Toute permutation de S,, est un produit de transpositions. En d’autres termes, le groupe S,
est engendré par ses transpositions.

Preuve. Vue au semestre précédent. A réviser... On pourra procéder par récurrence sur n. O

REMARQUE. Il n’y a pas unicité de la décomposition d’une permutation en produit de transpositions.

1 2 3 4
Par exemple, dans Sy, on a <3 1 2 4

) = [2,4][1,4][4,2][1, 3] = [2,3][1, 2].

Néanmoins, on a le lemme suivant:

LEMME ET DEFINITION.

(i) Si une méme permutation o de S,, se décompose d’une part en un produit de m transpositions, d’autre
part en un produit de m’ transpositions, alors les entiers naturels m et m’ sont de méme parité. On
appelle signature de o le nombre (—1)™, ott m désigne le nombre de transpositions d’une décomposition
quelconque de o en produit de transpositions. On la note (o).

(ii) L’application signature € : S,, — {—1,1} est un morphisme de groupes.

Preuve. Vue au semestre précédent. A réviser... O



THEOREME ET DEFINITION. L’ensemble des permutations de signature 1 (c’est-a-dire des permutations qui
se décomposent en un nombre pair de transpositions) est un sous-groupe du groupe S,, appelé groupe alterné,
noté A,,, d’ordre %‘

Preuve. Résulte directement du fait que A, est le noyau du morphisme e. O

REMARQUE: on verra plus loin en 2.2 que A,, est normal dans S,,.
EXEMPLE. Pour n =2, on a Ay = {e}. Pour n =3, on a A3 = {e,v,7%} avec v = (133%).
EXEMPLE. Pour n = 4, le groupe alterné A, est d’ordre 12. Donnons quelques précisions sur ses éléments.
Le groupe A4 contient les trois produits de deux transpositions disjointes:
a=[L23,4] = (3231), b=[L3)2.4)= (1333), c=[L423 =(}331).

Il contient aussi les huit permutations qui permutent circulairement trois éléments i, j, k en fixant le qua-
trieme, et qui sont donc de la forme [4, k][4, j]. (De tels éléments sont appelés des 3-cycles).

v1=(13%3), n=0133) =21, z2=(3311), »e=(1313) =413,

w3=(5331), w=01132) =23, za=(33%1), wa=(3131) =2k
Les trois éléments a, b, ¢ sont d’ordre 2, c a b c 21 |ui |22 | 92 | 23 | vs | 2 | va
et le sous-groupe V = {e,a,b,c} de Ay e | e a b c o v @] vs| s | s @al va
est le groupe de Klein. e ol e c 1 b s | 22 | vs | va | @1 | 22 | 01 | 02
Les huit 3-cycles z;,y; pour 1 < i < 4 b | bl cle|a|ys|22|y|®3| Y2 |Ta|ys | X
sont d’ordre 3. On obtient donc quatre c c b a e | Y2 | Ys | xa | 1| Ya | Y1 | T2 | 23
sous-groupes cycliques G; = {e,z;,y; }, T | x1 | Ys | Y2 |23 | Y1 | e | ¢ | ma| 22| @ | b | ys
pour 1 <17 < 4. Y1 | Y1 | ys | x4 |22 | € |21 | X3 | b c | ys | Y2
On observe au passage que, bien que 4 To |2 | Ta|Ys |G | b | Ys|y2| € a | T1]%3) ¢C
et 6 soient des diviseurs de |A4] = 12, Y2 | Y2 | T3 | T1 | ya|ys | c | €| @ @a|b|a|m
le groupe A4 ne contient pas d’élément T3 |3 | Yo | Ya |1 | T @ | b tnys] €| c |
d’ordre 4 ni 6, puisqu’il est formé de Ys | Ys | Y1 | T2 | Ta | C | Y2 |Ya| @ | € B3 |1 | b
huit éléments d’ordre 3, trois éléments Ty | Ta | T2 | Y1 | Yz | a |23 x| ¢ | b |ys|Ya]| e
d’ordre 2, et du neutre e d’ordre 1. Ya | ya |21 (@3 | Y2 |2 | b | a |ys |y1 | ¢ | e |24

On montrera plus loin que, non seulement A4 n’admet pas d’élément d’ordre 6, mais qu’il n’admet en fait
pas de sous-groupe d’ordre 6; en revanche, il admet V' comme sous-groupe d’ordre 4 bien qu’il n’admette
pas d’élément d’ordre 4.

1.5 Groupes diédraux.

EXEMPLE. Soit D3 le sous-groupe des isométries du plan affine e | r [r?] s | sy ] s3
euclidien conservant un triangle équilatéral (ABC). On montre e e | r | r?] s | sa] s3
aisément que D3 est formé de 'identité e, de la rotation r de centre r|r | 2] e | 53 | 51| so
lisobarycentre O de (ABC) et d’angle 27/3, de la rotation 72 de 22 e | 7 | 82| s3] 81

centre O et d’angle 47 /3, et des réflexions s1, s, s3 par rapport 2

- . . S1 S1 S92 S3 (& T T
aux trois médianes (ou hauteurs) du triangle. 5o | 52 | 53 | 1 P

<
[

<
<
g

Il est clair que D3 est isomorphe au groupe symétrique Ss. 83 | S3 | 81 | S2

Figure 1 Figure 2




EXEMPLE. Soit D4 le sous-groupe des isométries du

plan affine euclidien conservant un carré (ABCD). e | r 2] sy [sg] t1 | to
. , . e
On montre aisément que Dy est formé de l'identité e e r 23 sy | sa |t |t
e, de la rotation r de centre le centre O du carré rlr |2 e |t | ta] s3] 81
b ’ .
(?BCD) et d’angle 7/2, de la gymetrle centrale P22 3 | e | r | sg | 81| t2 |t
r“ de centre O, de la rotation r° de centre O et B e | r | 72|ty |t | 51| 5o
) A M
d’angle 37.r/2, des réflexions sy, so par rapport aux s1 |51 | ta | sa |t e |2 |7
deux médianes du carré, et des reﬂe/xmns t1,t2 par sy | 52 | t1 | 51 | ¢ 21 e | 7 |3
rapport aux deux diagonales du carré. tlt 151 ta 2| r /3] e ]2
3 p)
A noter que: t; =rsy, So=1%s1, to =135, by | to | S2 | t1 | 81 | T ro|r e

Donc D, est engendré par les deux éléments r et s;.

DEFINITION. Pour tout entier n > 2, on appelle groupe diédral d’ordre 2n, noté D, le sous-groupe des
isométries affines conservant un polygone régulier & n cotés (avec la convention que pour n = 2, Do est le
groupe des isométries conservant un segment).
On montre en géométrie que D,, est formé des 2n éléments distincts:
D, = {e,r,r?,r3 ... "L s srsr? a3 s T
vérifiant les relations:
=e, s° =e, srk = kg pour tout 1 < k < n.
REMARQUE. Il est clair que D2, qui est d’ordre 4, est isomorphe au groupe de Klein V. On a vu que D3, qui
est d’ordre 6, est isomorphe au groupe symétrique S3. On peut en fait démontrer (voir plus loin) qu’il n’existe

& isomorphisme preés qu’un seul groupe non abélien d’ordre 6. Le groupe D4 est d’ordre 8, non abélien. Mais il
existe d’autres groupes non abéliens d’ordre 8 non isomorphes & D4, comme le montre 1’exercice suivant.

EXERCICE. Montrer que le sous-ensemble Qg de

GL4(C) formé des huit matrices: e | —e| j | —Jj| k |—-k] £ | L
10 . i e —e | j | —j| k | -k| € | —¢

e=(59), —e=(0 %) i=(5%) —e|—e| e | —j| J |-k| Kk |
=035, k=(%0), “k=(17) 1 Jj[—jl-ele ] £ [-C]-k[F
_(0i (0 —i —J | —Jj | J e | —e| -] ¢ | k |-k
t=(3%), t=(279) L E | -k | —¢ | ¢ | —e =

est un groupe, d’ordre 8, non abélien, et non isomor- —k| k| k L | 0| e | —e| =31 7
phe a D4. On l'appelle groupe des quaternions. /¢ /¢ |k |-k =] 4 —e | e
(Indication: vérifier que g ne contient qu’un v =] ¢ =k K i =il e | —e

élément d’ordre 2, alors que Dy en contient cing).

2. GROUPES QUOTIENTS.

2.1 Classes modulo un sous-groupe, indice d’un sous-groupe.
RAPPELS. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe. Pour tout x € G, on note:
xH={axh;he H} et Hx=<{hx;hec H}.
1. Le sous-ensemble xH s’appelle la classe a gauche de z modulo H. Le sous-ensemble Hx s’appelle la

classe a droite de x modulo H. Pour tout = € G, H est équipotent a xH via la bijection h — xh de H
sur zH, et a Hx via la bijection h +— hx de H sur Hz.

2. En particulier, pour x = e, on a: eH = He=H.

3. On vérifie (rappeler la démonstration) que les classes a gauche forment une partition de G, de méme
que les classes a droite.

4. On démontre ensuite (faites-le) que 'ensemble des classes a droite modulo H est équipotent & ’ensemble
des classes & gauche modulo H via la bijection Hx — ' H.

DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice de H dans G, noté |G : H],
le cardinal de I’ensemble des classes modulo H (& droite ou & gauche). On dit que H est d’indice fini lorsque
ce cardinal est fini.



REMARQUE. Si G est un groupe fini, alors tout sous-groupe H de G est d’indice fini dans G, et on a d’apres
le théoreme de Lagrange 1’égalité:

|G| = |H| x [G: H].
A noter qu’un sous-groupe infini H d’un groupe infini G peut treés bien étre d’indice fini (prendre par exemple
G=0,R)et H=S0,(R)).

2.2 Sous-groupe normal.

DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est normal dans G lorsque, pour
tout x € G, on a: *H = Hx. On note alors H 1G.

REMARQUES.

1. L’égalité *H = Hx ne signifie par que zh = hx pour tout h € H, mais que, pour tout h € H, il existe
h' € H tel que zh = W'z et h” € H tel que hx = zh”. On en déduit donc la caractérisation pratique
suivante:

H<G & VzeG,VheH, zha '€ H.

2. Pour tout # € G, notons xtHx~! = {zha=';h € H}. Si xHz~! C H pour tout = € G, alors
H C yHy ™! pour tout y € G, puisque tout h € H peut s’écrire h = y(y~hy)y~!. On en déduit donc
la caractérisation suivante:

H<4G & Vz2eG, zHz '=H.

3. Quel que soit le groupe G, les sous-groupes {e} et G sont toujours des sous-groupes normaux de G.
4. Si G est abélien, tout sous-groupe de G est normal dans G.
5. Tout sous-groupe d’indice 2 dans un groupe G est normal dans G. (Rappeler la preuve en exercice).

6. Pour tout morphisme f : G — G’ d’un groupe G dans un groupe G’, le noyau Ker f est normal dans
G. (Rappeler la preuve en exercice).

7. Si H<G et KG, alors HN KAG.

EXEMPLE. Pour tout n > 2, le groupe alterné A,, est normal dans le groupe symétrique S,,. Cela résulte du
point 6 ci-dessus puisque A,, est le noyau du morphisme signature, ou encore du point 5 puisque [S,, : A,] = 2.

ExEMPLE. Considérons, avec les notations de 1.4, le groupe symétrique Ss3 = {e,~,v2, 71,72, 73}. Le sous-
groupe A3 = {e,~,7?} est normal dans S3 comme on vient de le voir. Les trois sous-groupes H; = {e, 7;} pour
i =1,2,3 ne sont pas normaux dans S3 car, par exemple pour i = 1, on a Y7y~ ! = y17? = y13 = ™2 ¢ H;.

EXEMPLE. Considérons le groupe diédral D,, = {e,r,r? r3 ... r*~1

.8, 8r, 812 513 L sy avec les
notations de 1.5. Le sous-groupe cyclique C,, = {e,r, 72,73 ... ,r" 1} est normal dans D,, car d’indice 2.
Des lors que n > 2, le sous-groupe K = {e, s} n’est pas normal dans D,, car r~tsr = r~ 1" ls =" 25 ¢ K.

A noter que pour n = 2, le sous-groupe K est normal puisque D est le groupe de Klein donc abélien.

EXERCICE. Montrer que le groupe des quaternions (g admet un sous-groupe d’ordre 2 et trois sous-groupes
d’ordre 4, et que tous ses sous-groupes sont normaux dans Qs.

ATTENTION. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels que K soit un sous-groupe de H.
Donc K C H C G. On peut avoir K normal dans H et H normal dans G sans avoir K normal dans G.

Ezemple: plagons-nous dans le groupe alterné A4, en reprenant toutes les notations de 1.4. Observons d’abord
(écrivez les détails !) que:

pour toute permutation o € S4 et toute transposition [4, 5], on a: o[i, jlo~! = [0(3), o(5)].
Considérons dans Ay le sous-groupe V = {e, a, b,c}. Pour tout o € Ay, on a:
gac™! = 0[1,2][3,4]0 7! = o[1,2]0 0[3,4]0! = [0(1),5(2)][0(3),0(4)] € V.
On montre de méme que obo~! € V et oco~! € V pour tout o € A4. On conclut que V<l Ay.

Considérons dans A4 le sous-groupe K = {e,a} de V, donc de A4. Il n’est pas normal dans A4, car par exemple,
rlaxl_l =ziay1 =b¢ K.

Et pourtant K est évidemment normal dans V' puisque V est abélien.



2.3 Groupe quotient.
THEOREME ET DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal dans G.

(i) La relation ~p définie sur G par:

pourtousz,y € G, T ~py < zy '€H,
est une relation d’équivalence.
(ii) Pour tout x € G, la classe déquivalence T de x pour la relation ~y est:
T=xH = Hz.
En particulier, la classe du neutre e est € = H.

(iii) La loi de composition interne définie sur I'ensemble quotient G/ ~y= {T; x € G} par:

Ty =Ty pour tous z,y € G,

est bien définie (indépendamment des représentants choisis) et munit G/ ~g d’une structure de groupe.
On Pappelle le groupe quotient de G par le sous-groupe normal H. On le note G/H.

(iv) L’application = : G — G/H qui, a tout élément x € G associe sa classe T est un morphisme de groupes
surjectif, appelé surjection canonique.

(v) Si H est d’indice fini, alors G/H est d’ordre fini, et |G/H| =[G : H].
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En particulier, si G est fini, alors G/H est d’ordre fini, et |G/H| = |H“.

Preuve. Le point (v) résulte directement du 2.1 ci-dessus. Les points (i) & (iv) ont été démontrés dans le précédent

cours d’algebre. Reprenez-en la preuve dans le détail. |
ExEMPLE. Considérons le groupe diédral D,, = {e,r,r? r3, ... 7"~ s sr, 872,513, ... sr" 1} et son sous-
groupe normal C,, = {e,r,72,73,... r" 1}, Les deux classes modulo C,, sont:
e=C,={enrr?r3, ... .r" Y et 5=3sC, = {s,sr,sr% sr3, ... sy}

car il est clair que deux éléments quelconques de la forme sr* et sr’ sont équivalents modulo C,, puisque
srF(srf) ™1 = srbr—ts™l = gpk—ts = gspn=(k=0) = pn=k+l c O Le groupe quotient D, /C, = {€,5} est
donc le groupe a deux éléments. On écrit: D,,/C,, ~ Cs.

ExeEMPLE. Considérons le groupe des quaternions Qg = {e, —e, j, —j,k, —k,¢,—¢}. On a vu en exercice en
2.2 que le sous-groupe H = {e, —e} est normal. Les classes modulo H sont:

éiHZ{@,*GL EZJH:{%*]}’ E:kH:{kafk}v Z:KH:{K’fﬂ}

Le groupe quotient Qs/H = {€,7,k, ¢} est d’ordre 4. Comme (j)? = (k)2 = (£)> = —e = €, on conclut que
Qs/H est isomorphe au groupe de Klein. On écrit Qs/H ~ V.

EXERCICE. Montrer que le sous-groupe V = {e, a,b,c} de A4 est normal dans Sy, et que le groupe quotient
S4/V est isomorphe & Ss; (voir fin de 1.4 et fin de 2.2).

THEOREME (dit premier théoreme d’isomorphisme). Soient G et G’ deux groupes, et f : G — G’ un
morphisme de groupes. Alors le groupe quotient de G par le sous-groupe normal Ker f est isomorphe au
sous-groupe Im f = f(G) de G’. On note:

G/Ker f ~Im f.

Preuve. (A connaitre absolument !). Posons H = Ker f. Le principe est de construire une application f : G/H —
Im f en posant f(Z) = f(x) pour tout T € G/H.

On commence par montrer que f est bien définie, indépendamment des représentants choisis. Pour cela, prenons
deux éléments x et z’ représentants de la méme classe dans G/H, c’est-a-dire tels que T = /. On a alors ¢/ ~p x,
ou encore z'z~! € H = Ker f, d’ot f(z'z™1) = eqs, donc f(2')f(z)~! = eqr, et finalement f(z') = f(z) dans
Im f. Ce qui permet bien de poser f(Z) = f(z) = f(z') = f(T').

f est un morphisme de groupe car, pour tous z,y € G, on a: f(Z.7) = f(TY) = f(zy) = f(x)f(y) = (@) F(@).

Par construction, f est surjective car tout élément y de Im f est de la forme y = f(z) pour au moins un élément
x € G, et il existe donc T € G/H tel que y = f(T).

Pour Iinjectivité, montrons que Ker f = {€}. Soit donc Z € G/H tel que f(Z) = eqs. Cela signifie que f(z) = eqr,
c’est-a-dire z € Ker f. Mais © € H est équivalent & * = H = €, ce qui acheve la preuve. O



EXEMPLE. Soit € : S, — {—1,1} le morphisme signature. On a A, = Kere<.S,,. Comme ¢ est clairement
surjectif (il existe dans S,, des permutations de signature —1 et des permutations de signature 1), on a
Ime = {-1,1}. On conclut que S, /A, ~ {—1,1}. On écrit: S, /A, ~ Cs.

EXEMPLE. Soit U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. L’application ¢ — exp it définit
un morphisme de groupes surjectif f : R — U, dont le noyau est Ker f = 27Z. On a donc: R/27Z ~ U.
Fixons un entier n > 2. L’application k — exp 21‘71? définit un morphisme de groupes g : Z — U, de noyau
Ker g = nZ, dont I'image est le groupe U, des racines n-iemes de 1'unité, de sorte que Z/nZ ~ U,,.

EXERCICE. En utilisant le morphisme déterminant, montrer que:
GL,(R)/SL,(R) ~R* et O,(R)/SO,(R) ~ Cs.

2.4 Quelques résultats complémentaires.

On regroupe ici quelques résultats généraux relatifs aux groupes quotients, utiles comme arguments dans les
preuves de plusieurs résultats a venir. On ne reprend pas ici les preuves, qui ont été détaillées lors du cours
de premier semestre, et qui pourront faire I’objet de révisions personnelles ou en travaux dirigés.

1. Centre. Soit G un groupe.
a. On appelle centre de G, noté Z(G), 'ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les
éléments de G:
Z(G)={9eG;Vxeq, xg=gz}.
Le centre Z(G) est un sous-groupe de G, abélien, et normal dans G.
b. Si le groupe G/Z(G) est monogene, alors le groupe G est abélien.

2. Automorphismes intérieurs. Soit G un groupe.

a. On note Aut G le groupe des automorphismes du groupe G, pour la loi o. Pour tout g € G,

lapplication v, : G — G définie par:
VaeG, y(x)=grg !,
est un élément de Aut G. On 'appelle 'automorphisme intérieur déterminé par g. On note Int G
I’ensemble des automorphismes intérieurs de G:
IntG = {v,; g € G}.

Int G est un sous-groupe de Aut G, normal dans Aut G.

b. On a: G/Z(G) ~ IntG.

3. Groupe dérivé et abélianisé. Soit G un groupe.
a. On appelle groupe dérivé de G, noté D(G), le sous-groupe de G engendré par les commutateurs
d’éléments de G, c’est-a-dire par tous les éléments de la forme zyz~'y~!, avec z,y € G. On a:
D(G) est normal dans G, et G/D(G) est abélien.
b. Plus généralement, pour tout sous-groupe H normal dans G, le groupe quotient G/H est abélien
si et seulement si D(G) C H.

4. Second théoréme d’isomorphisme. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels que H < G.
On note HK = {hk; h € H,k € K} (voir 3.1 ci-dessous pour plus de détails). Alors:

(i) HNKAK, (i) HK sous-groupe de G et HIHK, (ii) K/(HNK)~HK/H.

5. Sous-groupes d’un groupe quotient et troisieme théoreme d’isomorphisme.
a. Soient G un groupe et H <G. Tout sous-groupe de G/H est de la forme K/H pour K un sous-
groupe de G contenant H. De plus K/H < G/H si et seulement si K <G.
b Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels que H C K, H<G et K<G. Alors:
G/K ~(G/H)/(K/H).

6. Formule des indices. Soient G un groupe, H un sous-groupe d’indice fini dans G, et K un sous-groupe
de G contenant H. Alors: [G: H| =[G : K|[K : H].



3. GROUPES PRODUITS.

3.1 Observations préliminaires.

NOTATION. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note H K le sous-ensemble de G formé
des éléments qui s’écrivent comme le produit d’un élément de H par un élément de K.

HK = {hk;he H ke K}.

REMARQUES.

1. Si HN K = {e}, tout élément de HK s’écrit de facon unique sous la forme hk avec h € H, k € K.

En effet, si h1kiy = hoks avec hi,ho € H et k1,ka € K, on a h;lhl = kgkl_l, Le premier produit
est dans H puisque H est un sous-groupe, et le second est dans K puisque K est un sous-groupe. Donc
hythy = keky' € HN K, cest-a-dire hy 'h1 = kok; ' = e, et donc ho = hy et ko = ky.

2. Si HNK = {e}, et si H et K sont finis, alors HK est fini et card HK = |H| x |K|.

En effet, il résulte du point précédent que H K est alors équipotent & H x K.

3. On a HK = KH si et seulement si, quels que soient h € H et k € K, il existe h’ € H et k' € K tels
que hk = k’'h'. Attention, ca n’'implique pas que tout élément de H commute avec tout élément de K.

EXEMPLE D’APPLICATION. Le groupe alterné A4 ne contient pas de sous-groupe d’ordre 6.

En effet, on a vu a la fin de 1.4 que A4 contient 3 éléments a, b, c d’ordre 2, huit éléments d’ordre 3, et le neutre e
d’ordre 1. On a vu a la fin de 2.2 que les trois sous-groupes {e, a}, {e, b} et {e, c} ne sont pas normaux, mais que
le sous-groupe V = {e, a,b, c} est normal dans Ay.

Supposons par 'absurde qu’il existe dans A4 un sous-groupe F' d’ordre 6. Il serait d’indice 2, donc normal dans
A4. Donc F'NV serait normal dans A4 comme intersection de deux sous-groupes normaux.

De plus, FNV étant un sous-groupe a la fois de F' d’ordre 6 et de V' d’ordre 4, le théoréme de Lagrange impliquerait
que |[FNV|=1ou2 Si|FNV|=1, alors d’apres la remarque 2 ci-dessus, la partie F'V de A4 compterait 24
éléments, ce qui est absurde puisque |A4| = 12. C’est donc que FNV est d’ordre 2. Donc F NV est I'un des trois
sous-groupes {e,a}, {e, b} et {e,c}. Or ceux-ci ne sont pas normaux dans A4. D’ol une contradiction.

3.2 Produit direct (interne) et semi-direct (interne) de deux sous-groupes d’un groupe.
DEFINITIONS. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On dit que G est le produit semi-direct
(interne) de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées:

(1) G=HK, (2) HNK = {e}, (3) H<G.
On dit que G est le produit direct (interne) de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées:

(1) G=HK, (2) HNK={e}, (4) YheH, YkeK, hk=kh.

PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, supposons que G est le produit direct de H par K ; alors:
(i) G est produit semi-direct de H par K,
(ii) G est produit direct de K par H,
(iii) H et K sont normaux dans G.
Preuve. On suppose que les trois conditions (1), (2) et (4) sont vérifiées. D’apres la remarque 1 ci-dessus, il résulte
des hypotheses (1) et (2) que tout élément g € G s’écrit de facon unique sous la forme g = hk avec h € H et
k € K. Donc pour tout £ € H, on a: glg~ ! = hktk~ h™! = hlkk—1h~1 = heh~! en utilisant ’hypothése (4). Ce
dernier produit étant un élément du sous-groupe H, on a montré que glg—' € H pour tout g € G et tout £ € H.
Donc H <G et la condition (3) est vérifiée, ce qui prouve (i). Le point (ii) est clair, et le point (iii) en découle
alors par symétrie du role joué par H et K. |

REMARQUES:

4. Attention: la réciproque du point (i) est fausse; un groupe peut étre produit semi-direct de deux
sous-groupes sans que ce produit soit direct (voir exemples ci-dessous).

5. Si G est produit semi-direct de H par K, ona: G =KH = HK.

En effet, on sait déja que tout élément g de G s’écrit alors g = hk avec h € H et k € K. Donc g = kk—1hk,
et comme H <G, le produit A’ = k~'hk est un élément de H. On a donc g = kh/ avec k € K et ' € H.



ExEMPLE. Considérons le groupe diédral D,, = {e,r, 72,73, ... r" L s sr sr? sr3 ... sr" 1} et les sous-

groupes C,, = {e,r, 72,73, ... ;1" 1} et K = {e, s}. Il est clair que D,, = C,,K et C,, N K = {e}. On a vu en
2.2 que C,, < D,,. On conclut que D,, est produit semi-direct de C,, par K.

k

Si n > 2, ce produit semi-direct n’est pas direct car sr¥ = r"~Fs £ rFs de sorte que la condition (3) n’est

pas vérifiée, et K n’est pas normal dans D,,.

Dans le cas particulier ot n = 2, Dy (qui n’est autre que le groupe de Klein) est abélien, et produit direct
de Cy par K (qui sont tous les deux isomorphes au groupe d’ordre 2).

EXERCICE. Montrer que le groupe des quaternions Qg n’est pas produit semi-direct de deux de ses sous-
groupes (on rappelle que Qg n’est pas abélien, et que tous ses sous-groupes sont normaux, d’ordre 1,2,4,8).

THEOREME. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, et K un sous-groupe de G. On suppose
que G est le produit semi-direct de H par K. Alors:

(i) Soient g,g" deux éléments quelconques de G. Si g = hk et g = W'k’ sont les décompositions (uniques)
de g et g’ (avec h,h' € H, k, k' € K), alors la décomposition du produit gg' est donnée par:
99’ = hyi(W)EK, avec hvyi(h') € H et kk' € K
ol 7y désigne Pautomorphisme intérieur de G défini par x +— kxk™!.
(ii) On a: G/H ~ K.
Preuve. Le premier point résulte simplement du calcul gg’ = hkh'k’ = hkh'k~1kk’, et du fait que kh'k~!
appartient & H puisque H <G. Pour le second, on considere ’application f : G — K qui, a tout g € G décomposé
de fagon unique en g = hk avec h € H et k € K, associe f(g) = k. D’apres le point (i) précédent, f est un

morphisme de groupes. Il est clair qu’il est surjectif et que son noyau est H. D’ou 'isomorphisme voulu d’apres
le premier théoréme d’isomorphisme (voir 2.3). O

EXERCICE. Soit K un corps. Montrer que, dans GL3(K), les matrices triangulaires supérieures dont les
termes diagonaux valent 1 forment un sous-groupe, que ’on notera U. Montrer que:

#=((}§7) veery K=((§i8) acmr r=1((§3}) vem, o=((§}7) cem),

sont des sous-groupes de U, que U est le produit semi-direct de H par K, et que H est le produit direct de
L par C. Si k = C, déterminer tous les éléments de U qui sont d’ordre fini. Si k = Fy, montrer que U est
isomorphe au groupe diédral D,. Si k = F3, déterminer tous les sous-groupes de U.

3.3 Produit direct (externe) de deux groupes.
PROPOSITION ET DEFINITION. Soient Gy et G deux groupes, de neutres respectifs ey et es.

(i) Le produit cartésien G1 x Go = {(x1,x2), 1 € G1, x2 € G3} est un groupe pour la loi définie par:
(z1,22)-(y1,y2) = (x1y1,x2y2)  pour tous x1,y1 € G1, x2,y2 € Ga.
Ce groupe est appelé le produit direct de G1 par G. On le note G = G X Ga. Son neutre est (e, e3).

(ii) Sil'on note H = Gy x {ea} et K = {e1} x Ga, alors H est un sous-groupe de G isomorphe a Gy, K est
un sous-groupe de G isomorphe a Gs, et G est le produit direct interne de ses sous-groupes H et K.

Preuve. Simple vérification, laissée au lecteur. O

REMARQUES

1. 11 est clair que le produit direct G; X G2 est fini si et seulement si G; et G5 le sont; on a alors

‘Gl X G2| = |G1| X |G2|
2. Il est clair que le produit direct G; x G5 est abélien si et seulement si G; et Gy le sont.
3. Il est clair que le produit direct G7 x G2 est isomorphe au produit direct G x Gj.

4. On définit de méme de facon évidente le produit direct d’un nombre fini quelconque de groupes.

QUESTION. Si G et G5 sont deux groupes cycliques, le produit direct G; x G est-il cyclique ? Le théoreme
suivant, dit théoreme chinois, répond & cette question.
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THEOREME CHINOIS. Soient G et G deux groupes cycliques d’ordres respectifs n et m. Alors, le produit
direct G1 X Go est cyclique si et seulement si les entiers n et m sont premiers entre eux.

Preuve. Supposons que n et m sont premiers entre eux. Notons G1 = (a) ~ Cj, avec a d’ordre n, et G2 = (b) ~ C,

avec b d’ordre m. Soit = (a,b) dans G1 X G2. Quel que soit k € Z, on a zk = (e1,e2) si et seulement si ak =¢e;

et b¥ = ea, ce qui équivaut a dire que k est multiple & la fois de n et de m. Or le ppcm de n et m est ici nm
puisque n et m sont premiers entre eux. Donc ™™ = (e1,ea) et x* # (e1,e2) pour tout 1 < k < nm. On conclut
que ’élément x est d’ordre nm dans G1 X Ga2. Or on sait que G1 X Gg est formé de nm éléments; on conclut que
G1 X G2 = (z) ~ Cnm. La réciproque est laissée au lecteur. O
REMARQUE. Avec les notations multiplicatives utilisées ici, le théoréme chinois s’énonce sous la forme:
C, x C,, ~Cpn <= metn premiers entre eux.

Avec les notations additives usuelles en arithmétique, le théoréme chinois s’énonce sous la forme:

Z/nZ x Z/mZ ~ Z/nmZ <= m et n premiers entre eux.

EXEMPLES (en notation additive).

0,0) | 0.1) | (1,0) | (I,T) — @’9) q’f) (?’3) (f’g) (?’P (32]
e s R ©,0 ] ©0 ] @] ©2] @0 01|12
(0,0) | (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1) — 1 —
0.0 | 0.0 ] ©0) | @D ]| @0 @Lh | GLD 020003200
o) | @0) | L1 | @.0) | ©.1) 0210230011200 &Y
Co[an @D ] @0 GO0 1OD 112|001 0,1D] 02
7./27 x 7./ 27 n’est pas cyclique; c’est le groupe <0’ 1) <O’ 1) {, 2) ©, 0) 1,1 |02 (1’ 0)
ey Tt 2|0y 00 [ 0D ] 6|00 0D

e=(0,0),a=(0,1), b= (1,0) et c = (1,1). ~
7.)27 x 7./37 est cyclique, engendré par = = (1, 1).

3.4 Application aux groupes abéliens finis

On démontrera en TD que tout groupe abélien fini est isomorphe a un produit direct de groupes cycliques.
Plus précisément, on a:

THEOREME ET DEFINITION. Soit G un groupe fini d’ordre n > 2. Il existe un entier k > 1 et des entiers
qi, - --,qr supérieurs ou égaux a 2 uniques, dont le produit vaut n, qui vérifient:

(1) g2 est multiple de ¢q1, g3 est multiple de g2, ..., q est multiple de q_1,
(2) @G est isomorphe au produit direct de groupes cycliques Cy, x Cg, x -+ x Cq, .
On dit que ces entiers, qui caractérisent G & isomorphisme preés, forment la suite des invariants de G.
Preuve: en TD O

EXEMPLE: en utilisant le théoréme ci-dessus et le théoréme chinois, on déduit qu’il existe a isomorphisme
pres quatre groupes abéliens d’ordre 36, qui sont:

ngl’CgXC;;, C3><012203><03><C4,
CQXClgﬁcQXCQXCg, CﬁXCGEOgXCgXCgXCQZC(;XCgXCQ.

EXERCICE: montrer que tous les groupes abéliens d’ordre < 12 sont, a isomorphisme prées, donnés par:

n=1 C n=7 Cr

n =2 Cy n =38 Cs Cy x Ca Cy x Cy x Ca
n=3 C3 n=9 Coy C3 x C3

n=4 Cy Co x Co n =10 Cro ~ Cs x Cs

n=>5 Cs n =11 C11

n==~6 Cg ~ Coy x C3g n=12 Chlo ~ C3 x Cy Co xCg~Cy x Cy xCsg

11



3.5 Produit semi-direct (externe) de deux groupes.

PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G1 et Gy deux groupes. Soit v : Go — Aut Gy un morphisme de
groupes. Pour tout xo € G, on note v, I'automorphisme de G image de x9 par 7.

(i) Le produit cartésien G1 x Go = {(x1,x2), 1 € G1, x2 € G3} est un groupe pour la loi définie par:
(x1,22).(y1,y2) = (172 (Y1), 22y2)  pour tous x1,y1 € G1, x2,y2 € Ga.

Ce groupe est appelé le produit semi-direct de G par G'3. On le note G = G1 X, G2, ou G = G1 X Gs.

(ii) Si I'on note H = G x {e2} et K = {e1} x Gq, alors H est un sous-groupe de G normal dans G et
isomorphe a G1, K est un sous-groupe de G isomorphe a G4, et G est le produit semi-direct interne

de H par K.

Preuve. La vérification des axiomes de groupes pour (i) et des isomorphismes pour (ii) est technique et fastidieuse,

mais élémentaire. C’est un excellent exercice, a faire absolument ! O
REMARQUES

1. 11 est clair que le produit semi-direct G; X G2 est fini si et seulement si G; et G5 le sont; on a alors
‘Gl X G2| = |G1| X |G2|

2. Il est clair que le produit direct de GGy et G2 est un cas particulier de produit semi-direct, correspondant
au cas ol 7, est lidentité de G; pour tout xo € Ga, c’est-a dire au cas o v : Go — Aut Gy est le
morphisme constant z2 — idg, .

3. Il est clair que, dans le produit semi-direct G; X G3, les groupes GG1 et G5 ne jouent a priori pas des
roles symétriques. En particulier, méme si G; et G5 sont abéliens, G; X G2 n’est en général pas abélien.

EXEMPLE. Soit n > 3: les groupes cycliques C,, et Cy sont abéliens, mais le groupe diédral D,, ~ C,, X Cy
ne 'est pas.
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Université Blaise Pascal, Licence de Mathématiques, Algebre 2, F. Dumas
Chapitre 2

Groupes finis: groupe opérant sur un ensemble et applications

1. GROUPE OPERANT SUR UN ENSEMBLE, EXEMPLES.

1.1 Rappel de quelques notions générales

DEFINITION. Soient G un groupe et E un ensemble non vide. On dit que G opére (&4 gauche) sur E s'il

existe une loi externe:
GxFE — FE

(9,7) +— gux
qui satisfait les deux conditions:
(1) Vg, €eG, VxeE, g.(¢".x) = (99).x; (2) VxeE, ex=nx.

On dit aussi que E est un G-ensemble, ou que 'on a une action de G sur E.

THEOREME. La donnée d’une action d’un groupe G sur un ensemble non-vide E équivaut & la donnée d'un
morphisme de groupes de G dans le groupe symétrique S(E).

Preuve. Supposons donné un morphisme de groupes v : G — S(E); notons: g — 4. On définit une loi externe
G x E — FE en posant g.x = yg(x) pour tous g € G,z € E. En utilisant le fait que v 0 vy = 744/ €t ve = idg,
on vérifie sans probléme que les deux conditions (1) et (2) d’une action sont vérifiées.

Réciproquement, supposons que G opere sur E par (g,z) — g.z. Définissons pour tout g € G une application
g : E — E par v4(z) = g.x quel que soit x € E. On a alors:

VZEGE, V97h607 ’Yg'Yh(m) :g(h’w):(gh)x:’}lgh(x) et ’Ye(x):em:%

ce qui prouve que Y4V = Ygh €t Ye = idg. On en déduit que v, est bijective pour tout g € G' (en prenant
h = g~1), puis que l'application v : G — S(E) est un morphisme de groupes. O

DEFINITION ET PROPOSITION. Soit G' un groupe opérant sur un ensemble non-vide E. Pour tout x € E, on
appelle stabilisateur de x I’ensemble:

’ G,={9€qG;gx=1z} ‘

C’est un sous-groupe de G, appelé aussi sous-groupe d’isotropie de x. On le note parfois Stabg(z).
Preuve. On a e.x = ¢ donc e € G,. De plus, quels que soient g, h € Gy, on calcule: (gh™ ).z = (gh™1).(h.2) =
(gh~'h).x = g.x = x. D’ott gh™! € G,. O

PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G un groupe opérant sur un ensemble non-vide E. Pour tout x € E, on
appelle orbite de x I’ensemble:
] Q,={yeE;3g€CG, y=ga}={gr;9€G} \

Les orbites des éléments de E sous ’action de G forment une partition de E.
Preuve. On vérifie aisément que la relation R définie sur E par: (Vz,y € F, t Ry < Jg € G, y = g.x) est une

relation d’équivalence. La classe d’équivalence pour R d’un élément z € E n’est autre par définition que orbite
Q. D’ou le résultat puisque les classes d’équivalence forment une partition de FE. O

DEFINITIONS. Soit G un groupe opérant sur un ensemble non-vide E.

1. Le noyau du morphisme v : G — S(FE) canoniquement associé a l'action de G sur E est appelé le
noyau de I'action. Il est clair que c’est l'intersection des stabilisateurs:

Kery={g€eG;VzeFE, ge=x}= ﬂGw
zeE

On dit que laction est fidéle (ou que G opeére fidelement sur E) lorsque v est injectif, c’est-a-dire lorsque
le noyau de I’action est {e}. Si G opeére fidélement sur E, alors G est isomorphe & un sous-groupe de
S(E), a savoir Im+.
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2. Un élément x € E est appelé un point fixe de 'action de G lorsque g.x = x pour tout g € G,

On note E¢ ou Fixg(E) I'ensemble des points fixes de I’action de G sur E. Pour tout = € E, on a:

(€ B9 & (G.=G) & (Q ={})

, (orbite ponctuelle).

On dit que I’action est sans point fixe lorsque E¢ = .

3. On dit que G opere transitivement sur E, ou encore que 'action de GG sur E est transitive, ou encore
que E est un G-ensemble homogene, lorsqu’il n’y a qu’une seule orbite:

’ (action transitive) & (Vx € E, Q, =F) & (Vz,y€ E, 3g€ G, y=g.x) ‘

1.2 Premier exemple: action d’un groupe sur lui-méme par translation.
GxG — @G

Tout groupe G opere sur lui-méme par translation a gauche: (9,2) — gx=ga
1. Pour tout x € G, G, ={g € G; gz =z} = {e}.

On en déduit que Kery = (1, ., G = {e}, donc 'action est fidele.

2. Pour tout # € G, Q, = {gz; g € G} =G (car tout y € G s'écrit y = (yx~1)xz).
On en déduit qu’il n’y a qu'une seule orbite, donc ’action est transitive.

De plus, des lors que G # {e}, on a Q, = G non ponctuelle pour tout x € G, donc 'action est sans
point fixe.

1.3 Deuxieme exemple: action d’un groupe sur lui-méme par conjugaison.
GxG — G

Tout groupe G opére sur lui méme par conjugaison: _
srotpe & op bat conis (g,2) — g.x=gzg

1

1. Pour tout x € G, G, = {g € G; gr = xg} est le centralisateur de x, usuellement noté Cg(x).
Donc Kery =, Gz ={9 € G; Vx € G, gr = zg} est le centre de G, usuellement noté Z(G).
En particulier I'action est fidele si et seulement si G est de centre trivial, c’est-a-dire Z(G) = {e}.

2. Pour tout x € G, l'orbite Q, = {grg™!; g € G} est la classe de conjugaison de z.

On en déduit que 2, est ponctuelle si et seulement si x est central, donc I'ensemble des points fixes
E€ est non-vide et égal au centre Z(G).

De plus Q. = {e}, donc . # G dés lors que G # {e}, et 'action n’est alors pas transitive.

1.4 Troisieme exemple: action d’un groupe sur I’ensemble de ses parties par conjugaison.
Lo GxP(G) — PG
Tout groupe G opere sur P(G) par conjugaison: _
group P (G) p jug (9, X) +— g.X:ngl
1. Pour tout X € P(G), Gx ={g € G; gXg~' = X} est le normalisateur de X, noté Ng(X).
RAPPEL. Dans le cas ol X = H est un sous-groupe de G, on montre que H est un sous-groupe de Ng(H),

que H<INg(H), et que Ng(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est normal; en particulier
H< @G si et seulement si Ng(H) = G.

2. On en déduit que X € P(G)Y si et seulement si Ng(X) = G.
Dans le cas ot X = H est un sous-groupe de G, cela signifie que H <G.
3. On en déduit aussi que Kery = Z(G).

En effet, Kery = NxceGx = Nxca Na(X). En considérant parmi les X C G celles qui sont des
singletons, il vient: Kery C (,cq Na({z}) =,cq Cca(x) = Z(G). L’inclusion réciproque est claire.

4. Pour X € P(G), Qx = {gXg~'; g € G} est la classe de conjugaison de X dans P(G).
En particulier 'action n’est pas transitive (car Qg = {0} # P(Q)).
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2. EQUATION AUX CLASSES, APPLICATIONS AUX p-GROUPES.

2.1 Indice des stabilisateurs.

PROPOSITION. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. Si deux éléments = et y de E appartiennent a
une méme orbite, alors leurs stabilisateurs G, et G, sont conjugués dans G.

Preuve. Soient x € E et y € Q; il existe donc g € G tel que y = g.z. Montrons: G, = gG,g*.

Soit h € G. On a y = h.y, c'est-a-dire g.x = h.(g.x) = hg.xz. On en tire: z = e.x = g~ 'g.x =
g t.(9.w) =g '.(hg.x) = (g~ 'hg).x, donc g 'hg € G, ou encore h € gG,g~ .

Réciproquement, soit k € gG,g~!. On a g~ 'kg € G,, donc (g~ 'kg).x = z, don kg.x = g.x,

c’est-a-dire k.y =y, ou encore k € Gy, O

THEOREME. Soit G' un groupe opérant sur un ensemble E.

(i) Pour tout x € E, le cardinal de I'orbite ), est égal a I'indice du stabilisateur G,. On note:

| [9:]=1G:Gd] |

(ii) En particulier, si G est fini, || divise |G]|.
Preyve. On fixe z € E. On note ()¢, 'ensemble des classes a gauche modulo le sous-groupe G .
On montre que 2, et Qg, sont équipotents en construisant une bijection A de €, sur Q¢, .

e Un élément de 2, est de la forme g.z, ou g € G; on pose A(g.x) = gG,. Montrons que 'on
définit bien ainsi une application A : Q, — Qg , indépendamment de 1’élément g choisi.

Pour cela, considérons h, g € G tels que g.x = h.z; alors h™'.(g.x) = h™1.(h.z), donc (h~1g).x =
(h=1.h).x = e.x = z; on conclut que h~lg € G, d’on gG, = hG,.

e L’application A est surjective par construction: tout élément de Q¢, est de la forme gG, pour
un g € G, et donc A(g.z) = gG,.

e L’application A est injective: en effet, si g, h € G vérifient A(g.x) = A(h.x), alors ¢G, = hG,,
donc h™lg € G, c’est-a-dire (h~1g).x = z, dott h.x = h.((h"1g).x) = (hh~1g).x = g.x. 0

COROLLAIRE. Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E. Soit {x;}1<;<, une famille de représentants
des orbites distinctes. On a:

Bl = Y[G: G,

=1

Preuve. L’ensemble E étant fini, il y a un nombre fini r d’orbites distinctes. Choisissons un
représentant x; dans chacune de ces r orbites. Les €1, pour 1 < ¢ < r forment une partition de
E, donc |E| = 3"7_, |Qy,], dout le résultat en appliquant le théoréme précédent. O

EXEMPLES D’APPLICATION.

(i) Si G est un groupe fini d’ordre 33 opérant sur un ensemble E fini de cardinal 19, alors l’action admet
forcément des points fixes.
En effet, toute orbite est d’ordre 1, 3, 11 ou 33. Comme 33 > |E|, seuls 1, 3 et 11 restent possibles. Si EC
était vide, il n’y aurait pas d’orbite ponctuelle, et on aurait donc en tout et pour tout n orbites & 3 éléments
et m Oébites a 11 éléments, d’out 3n+ 11m = 19. Cette équation n’ayant pas de solutions dans N, on conclut
que EC #£ (.

(ii) Soit G un groupe fini d’ordre 15 opérant sans point fixe sur un ensemble E fini de cardinal 17; donner le
nombre d’orbites et le cardinal de chacune d’elles.
Toute orbite est de cardinal 3, 5 ou 15, puisqu’il n’y a pas de points fixes, donc pas d’orbites ponctuelles.
S’il y avait une orbite & 15 éléments (il ne peut de toute fagon pas y en avoir plus...), les deux éléments
restants de E ne pourraient pas former une orbite. C’est donc qu’il n’y a pas d’orbites a 15 éléments. On
a donc en tout et pour tout n orbites a 3 éléments et m orbites & 5 éléments, d’ou 3n + 5m = 17. La seule
solution dans Nest n =4 et m = 1.
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2.2 Equation aux classes pour un groupe fini.

THEOREME. Soit G un groupe fini. Pour tout z € G, on note Cg(x) le centralisateur de x dans G. On note
Z(Q) le centre de G.

(i) Le cardinal de la classe de conjugaison de tout élément de G divise |G|.

(i) Soit {x;}1<i<, une famille de représentants des classes de conjugaison distinctes dans G. Alors:

r

Gl = 1[G : Co(w:)]

=1

(iii) Soit {x;}1<i<k une famille de représentants des classes de conjugaison distinctes non ponctuelles dans
G. Alors:

G = 12(@)] + 3G : C(ay)

i=1

Preuve. Pour l'action de G sur lui-méme par conjugaison (voir 1.3), Uorbite d’un élément x € G
est sa classe de conjugaison §),, et son stabilisateur est son centralisateur C¢(x). Les points (i)
et (ii) sont donc des conséquences immédiates du théoréme et du corollaire du 2.1 ci-dessus.

Pour montrer (iii), rappelons d’abord (voir 1.3) que lorbite d’un élément = € G est ponctuelle si
et seulement si x € Z(G). Notons alors z1, ...,z des représentants des orbites non ponctuelles
(il peut ne pas y en avoir, auquel cas k = 0 et G est abélien), et 241, ..., x, des représentants des
orbites ponctuelles (il y en a toujours au moins une, celle de e, donc k < r). Pour k+1<i<r,
onazx; €Z(G)et Q]| =1 Pour 1 <i<k, onauzx, ¢ Z(G) et |Qy,| =[G : Ca(z;)] # 1. Donc:

k T k
Gl =20 Qe[+ 2 Q0| =]
=1 i=k-+1

= 2 [G: Ca(z:)] +12(G)]. O

=1

2.3 Applications aux p-groupes.
DEFINITION. Soit p un nombre premier. Un groupe fini est un p-groupe si son ordre est une puissance de p.

Le lemme suivant est & la base de ’étude des p-groupes, et en particulier des théorémes de Sylow qui seront vus
plus tard.

LEMME. Si G est un p-groupe non trivial opérant sur un ensemble fini non-vide E, alors: |EY| = |E| mod p.

Preuve. On sait (voir 1.1) que |E| est le nombre d’orbites ponctuelles. Si toutes les orbites sont
ponctuelles, alors |E| = |[EY| et le résultat est clair. Sinon, on note Q,,, ..., les orbites non
ponctuelles. Donc: |E| = |EY| + Zle |Q,]. Pour tout 1 < i <k, on a |{y,| divise |G| d’apres
2.1. Puisque |G| est de la forme p™ avec n € N*, on déduit que |Q,| = p™ avec m,; < n. Mais
de plus m; > 1 puisque |€,| # 1. On conclut que |E| — |E¢| = Zle p™i est divisible par p. O

PROPOSITION. Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

Preuve. On applique ce qui précede & Iaction de G sur lui-méme par conjugaison (voir 1.3):
E =G et EY = Z(G). Le lemme implique donc que |G| — |Z(G)| est divisible par p. Comme |G|
est divisible par p, on conclut que |Z(G)| est divisible par p. Donc |Z(G)| # 1. O

COROLLAIRE. Si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p? est abélien.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre p?. D’apres le théoreme de Lagrange, |Z(G)| divise p?.
Comme |Z(G)| # 1 d’apres la proposition précédente, on a donc |Z(G)| = p ou |Z(G)| = p?. Si
|Z(G)| = p?, alors G = Z(G), donc G est abélien. Si |Z(G)| = p, alors |G/Z(G)| = p (voir 2.3
du chapitre 1), donc le groupe G/Z(G) est cyclique (voir 1.3 du chapitre 1). Or on a vu (voir
2.4.1.b du chapitre 1) que G/Z(G) monogene implique G abélien. O

EXERCICE. Montrer que: Si G est un groupe non-abélien d’ordre p® avec p premier, alors, quels que soient z € G
et y € G tels que zy # yzx, le groupe G est engendré par x et y.

Solution. Soit H = {(x,y) le sous-groupe engendré par z et y dans G. Son ordre divise p3. En appliquant le
corollaire précédent, |H| # p? car H non abélien puisque xy # yx. De plus |H| # p car sinon H serait cyclique
donc abélien. Enfin |H| # 1 car H contient au moins x et y. On conclut que |H| = p3, donc H = G.

O
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3. ACTIONS TRANSITIVES, APPLICATIONS A LA NON SIMPLICITE.

3.1 Exemple fondamental.

Soient G un groupe et H un sous-groupe propre de G. On note Qg 'ensemble des classes a gauche relative-
ment & H. Donc Qg = {zH ; x € G}.

GxQy — Qn

e Le groupe G opere sur ’ensemble @ par translation a gauche: (g.2H) — goH = geH

En effet. Les deux conditions définissant une action sont clairement vérifiées. Le seul probléme est de vérifier
d’abord que ’application ci-dessus est bien définie, indépendamment du représentant de classe a gauche
choisi. Pour cela, soit y un autre représentant de zH. On a donc 2 H = yH, ou encore y~'a € H. Pour tout

g €G,ona: (gy) (gr) =y g lgxr = y~lz; dol (gy) " '(gzx) € H, c’est-a dire gyH = gz H. O

e Cette action est transitive et sans point fixe.

En effet. L’orbite de eH = H est Q. = {geH ; g € G} = {gH; g € G} = Qu. Donc laction est transitive.
De plus, comme H # G, il existe € G tel que x ¢ H, donc zH # H, de sorte que Qg n’est pas un singleton.
Donc 'unique orbite ci-dessus n’est pas ponctuelle: I’action est sans point fixe. [}

e Le stabilisateur d’un élément H € Qp est Gy = cHz ™.

En effet. Ona: g€ Gy < gzH =2H & grczH & geacHz 1. O

e Le noyau du morphisme vy : G — S(Qp) canoniquement associé a I’action est égal & [ . cHz™, qui
est le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans H.

En effet. On sait que Kery = ﬂzHeQH Gy donc ici Kery = (,cq xHz L.

dans G (c’est un noyau!) et que Kery C H (car g € Ker~ implique qu’en particulier pour z = e, on a
g € eHe™! = H). Enfin, soit N un sous-groupe normal de G contenu dans H. Pour tout = € G, on
a: tNz~! = N et etNz—! C zHz~ !, donc N C zHz~!. Ceci étant vrai pour tout z € G, on obtient
N C mxeG xHz~1. Donc Ker~ est le plus grand sous-groupe normal de G' contenu dans H. [}

Il est clair qu’il est normal

REMARQUE. On peut montrer que cet exemple est en fait plus qu'un exemple, dans la mesure ou toute
action transitive d’un groupe G sur un ensemble E se rameéne, “a isomorphisme de G-ensembles pres”; a
P’action de G par translation sur Q.

3.2 Applications.

DEFINITION. Un groupe G est dit simple si G # {e} et si G n’admet pas de sous-groupes normaux autres
que {e} et G.

LEMME. Si G est un groupe simple, et si H est un sous-groupe de G distinct de G, alors I'action de G sur
Qpu par translation a gauche est fidéle.

Preuve. On a vu que Ker+y est un sous-groupe normal de G contenu dans H. La simplicité de
G implique donc que Kery = {e} ou Kery = G. Si on avait Kery = G, comme Kery C H, on
aurait G = H, ce qui est exclu. Donc Kery = {e}. O

COROLLAIRE. Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G d’indice k > 2. Si |G| ne divise pas k!,
alors G n’est pas simple.

Preuve. Comme [G : H| > 2, le sous-groupe H est distinct de G. Si G était simple, il résulterait
du lemme précédent que le noyau Kery de l'action de G sur Qg par translation serait réduit
a {e}. On aurait donc G ~ G/Kery ~ Im~. Ainsi, G serait isomorphe & un sous-groupe de
S(Qm), et donc |G| diviserait |S(Qp)|. Mais par définition de Iindice, on a k = [G : H| = |Q g,
et donc |S(Qp)| = k! O

REMARQUE. Soient G un groupe et H un sous-groupe propre de G. On peut considérer la restriction a H
de Paction considérée en 3.1, c’est-a-dire faire opérer H sur QQy par translation a gauche:
HxQu — Qu
(h,eH) +— h.aH =hzH
Cette action n’est plus transitive.

En effet. Pour tout H € Qp, c’est-a-dire pour tout x € G, lorbite de zH est Qg = {heH; h € H}. En
particulier Q. = Qg = {hH; h € H} = {H}. Si’action ci-dessus était transitive, on aurait pour tout = € G:
Qg = Qep, donc zH = H, donc x € H. Ce qui contredirait ’hypothese H # G.
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THEOREME (dit de Frobenius). Soient G' un groupe fini, et H un sous-groupe de G dont l'indice p = [G : H]
est le plus petit diviseur premier de |G|. Alors H est normal dans G.

Preuve. Considérons I'action de H sur Qg par translation a gauche. Comme on vient de le voir,
elle n’est pas transitive. Il existe donc un nombre r > 2 d’orbites distinctes Qg f7,..., Qs 1.
Notons ¢; = |, | pour tout 1 < ¢ < r. D’une part les orbites forment une partition de Qp,
donc p =[G : H] = |Qu| =q + -+ + ¢-. D’autre part chaque ¢; divise |G|. Si I'un des ¢; n’est
pas 1, il est forcément > p (car p est le plus petit diviseur > 1 de |G|) et, comme r > 2, cela
contredit 1’égalité p = ¢; + - - - + ¢,. C’est donc que chaque g; vaut 1 et que r = p. En d’autres
termes, pour tout 1 <14 < p, le stabilisateur H,, y est égal a H.

Soit z € G. 1l existe un unique 1 < ¢ < p tel que Qyg = Qy, 7, ce qui, comme on l'a vu en 2.1,
implique que les stabilisateurs H, gy et H,, gz sont conjugués dans H (le groupe qui opere est ici
H). 1l existe donc h € H tel que H,py = thiHh_l. Or on a vu ci-dessus que H,,z = H. Donc
H, = hHh™' = H. Ainsi tout h € H vérifie h.aH = xH, c’est-a-dire 2~ 'hz € H, ou encore
h € xzHxz~!. Ceci prouve que H C zHz!.

On en déduit que, pour tout © € G, on a: 2 'Hx C 2~} (zHz~ ')z = H. On conclut: H<G. O

REMARQUE. Pour p = 2, on retrouve le fait que tout sous-groupe d’indice 2 est normal.
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Chapitre 3

Groupes finis: théoremes de Sylow

1. LES THEOREMES DE SYLOW.

1.1 Premier théoréme de Sylow.

REMARQUE PRELIMINAIRE. Il n’y a pas de réciproque naive au théoréme de Lagrange, au sens que, pour un
diviseur m de l'ordre n d’un groupe fini G, il n’existe pas forcément de sous-groupe d’ordre m dans G. Par
exemple, on a vu que le groupe alterné A4, qui est d’ordre 12, ne contient pas de sous-groupe d’ordre 6. Le

premier théoreme de Sylow montre que c’est cependant le cas si m est puissance d’un nombre premier.

LEMME TECHNIQUE. Soit p un nombre premier. Soient r,s,n trois entiers naturels non-nuls tels que r < n

et p ne divise pas s. Alors le coefficient binomial (Sﬁf) est de la forme kp™~" pour un entier k > 1 non

divisible par p.

n ' ! 7 no__ 1 no__ 2 L. no__ Y 1
Preuve. On calcule: spr = (sp") =P (sp )(sp ). (sp" = p" 4+ 1)
p prl(sp™ — pr)! pr(pr—1)x---x2x1

p"—1 .
spt =1 spt -2 sp" = (" 1) —p T xsx ] sp" —j
p” 1 2 pr—1 =

soit k

Considérons un entier 1 < j < p” — 1. Ecrivons-le sous la forme j = bjpt-i avec t; € N et b; non divisible par p.
Comme j < p”, on a nécessairement t; < r, et doncn —t; > r —t; > 1. On écrit:
sp™ —j sp™ — b;pli sp" Tt — b, aj
(d . J _ 5P t?p =P L .= L en posant a; := sp" "% —b;.
-t b b,
J bjp J J

Comme p ne divise pas b;, il ne divise pas non plus a;. Parce que p est premier, cela implique que p ne divise pas
les entiers a :=a1 X -+ X apr_1 et b:=b1 X --- X bpr_1. En résumé, k = %, ou p ne divise ni s, ni a, ni b.

'3 '3
On a l’égalité: sap™ ™" =b (857 ) . Donc p™~" divise b <857 ) . Mais p™~" est premier avec b puisque p est premier

'3 1 7
ne divisant pas b. On déduit avec le lemme de Gauss que p™~" divise (sﬁr ), donc k = — <S§r ) est entier.
e
Enfin, puisque p ne divise pas sa, il résulte de ’égalité sa = kb et du lemme de Gauss que p ne divise pas k. 0O

THEOREME (dit premier théoréme de Sylow). Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier divisant |G|.
Notons |G| = sp™ avec n € N* et s € N* non divisible par p. Alors, pour tout entier 1 < r < n, il existe un

sous-groupe de G d’ordre p".

Preuve. Fixons 1 < r < n et notons E '’ensemble des parties de G a p” éléments, de sorte que

|E| = <|§i‘) = (S]f:y ) D’apres le lemme, il existe k € N* non-divisible par p tel que |E| = kp™~".

Pour tout A € F et tout g € G, on a |gA| = |A| = p", donc G opeére sur E par translation:

GXE —s F
(9,4) — gA.

Soit {A4;}1<i<m une famille de représentants des orbites distinctes pour cette action. On sait
(voir chapitre 2, 2.1) que Y./*,[G : Ga,] = |E| = kp"~", ot Ga, est le stabilisateur de A;. Si
p" "L divisait tous les [G : G 4.], il diviserait kp™~", donc p diviserait k, ce qui n’est pas le cas.

On a ainsi montré qu'il existe un entier 1 < h < m tel que p"~"*1 ne divise pas [G : Ga,].

Pour cet entier h, notons H le stabilisateur G 4,. On se propose de montrer que H est un des
sous-groupes d’ordre p” cherché.

On a: [G: H] x |H| = |G| = sp". Sil'on note [G : H] = s'p® et |H| = s"p”, avec o, 3 € N, et
s',s"” € N* non divisibles par p, on a donc: s's” = s et « + 3 = n. La condition [G : H] non
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divisible par p”~"*! se traduit en outre par I'inégalité o < n —r. Il en résulte que r < n—a < n,

c’est-a-dire r < 8 < n, donc p" divise p®, et donc p” divise |H|.

Par ailleurs, par définition du stabilisateur G4, = H, on a gA; = Ay pour tout g € H. Ceci
permet de considérer, pour un élément a € Ay fixé quelconque, I'application f: H — Aj, définie
par f(g) = ga pour tout g € H. Elle est clairement injective, donc |H| < |Ap|. Mais |Ap| = p"
puisque A € E. Ainsi |H| < p". On a vu précédemment que p” divise |H|. On conclut que
|H|=p". O

COROLLAIRE (dit théoréme de Cauchy). Soit G un groupe fini. Pour tout nombre premier p divisant |G, il
existe dans G un élément d’ordre p.

Preuve. On applique le théoréeme précédent pour r = 1. Il existe dans G un sous-groupe H
d’ordre p. Comme H est d’ordre premier, il est cyclique, engendré par un élément d’ordre p. O

1.2 Sous-groupes de Sylow.

DEFINITIONS. Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier divisant |G|. Notons |G| = sp™ avec n € N*
et s € N* non divisible par p.

1. On appelle p-sous-groupe de G tout sous-groupe de G dont l’ordre est une puissance de p, c’est-a-dire
tout sous-groupe H de G tel que |H| =p" avec 0 <r < n.

2. On appelle p-sous-groupe de Sylow de G tout p-sous-groupe de G d’ordre maximal, c’est-a-dire tout
sous-groupe H de G tel que |H| = p".

EXEMPLE. Soit G un groupe fini d’ordre 72. Il existe dans G des sous-groupes d’ordre 2, 4 et 8. Parmi eux, les
2-sous-groupes de Sylow sont ceux d’ordre 8. Il existe aussi dans G des sous-groupes d’ordre 3 et 9. Parmi eux,
les 3-sous-groupes de Sylow sont ceux d’ordre 9.

Le théoreme suivant a pour objet de préciser la structure des p-sous-groupes de Sylow dont le théoreme
précédent a établi I'existence.

1.3 Second théoréme de Sylow.
LEMME 1. Si G est un p-groupe non trivial opérant sur un ensemble fini non-vide E, alors: |E®| = |E| mod p.

Preuve. Démontré au 2.3 du chapitre 2. |

LEMME 2. Soit G un groupe. Soit p un nombre premier. On suppose qu’il existe dans G un sous-groupe
K d’ordre p™, avec n > 1, et un sous-groupe H d’indice r non divisible par p. Alors K est inclus dans un
conjugué de H.

Preuve. Soit Qg ensemble des classes & gauche modulo H; donc Qg = {xH ; x € G}. Considérons I'action de
K sur Qg par translation & gauche:
KxQup — Qm

(9,zH) +— gzH.

En appliquant le lemme 1 au p-groupe K, on déduit: |(Qg)¥| = |Qx| modp. Or |Qy| = [G : H] = r, qui par
hypothese n’est pas divisible par p. On en tire: |(Qg)*| # 0, c’est-a-dire (Qx)% # 0. 1l existe donc = € G tel
que la classe a gauche xH soit un point fixe de 'action. On a:

(zH € (Qr)X) & (Vg€ K, gtH=zH) & (Vg€ K, gr€zH) & (Vg€ K, g€ aHx™1).

On conclut que K C xHz L. ]

LEMME 3. Soient G un groupe fini, et p un nombre premier divisant |G|. Si H est un p-sous-groupe de
Sylow de G, alors H est I’'unique p-sous-groupe de Sylow de son normalisateur.

Preuve. Notons |G| = sp™ avec n > 1 et s > 1 non divisible par p. On a donc |H| = p™. Considérons le
normalisateur Ng(H) de H dans G. C’est un sous-groupe de G, donc son ordre divise |G| = sp™. Posons
[Ng(H)| = s'p* avec s’ € N* non divisible par p et 0 < o < n. Par ailleurs, H est un sous-groupe de Ng(H),
donc |H| = p™ divise [Ng(H)| = s’p®. On a donc finalement |[Ng(H)| = s'p™, d’ou [Ng(H) : H] = §'.

Soit K un p-sous-groupe de Sylow de Ng(H). On a donc |K| = p™. En appliquant le lemme 2 aux sous-groupes
H et K du groupe Ng(H), on déduit qu’il existe z € Ng(H) tel que K C xHz~!. Mais H<ANg(H), de sorte
que xHz~! = H. On conclut que K C H, ce qui, comme les deux groupes sont de méme ordre p™, permet de
conclure que K = H. O

90N



THEOREME (dit second théoréme de Sylow). Soit G' un groupe fini. Soit p un nombre premier divisant |G|.
Notons |G| = sp™ avec n € N* et s € N* non divisible par p. Alors:

(i) tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow;
(ii) les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués dans G;

(iii) le nombre N, des p-sous-groupes de Sylow de G vérifie:
N, divise s, et Np =1 modp.

Preuve. (i). Soit K un p-sous-groupe de G non trivial; notons |K| = p" avec 1 <r < n. Soit H
un p-sous-groupe de Sylow de G; donc |H| = p™, d’ott [G : H| = s. Comme p ne divise pas s, on
peut appliquer le lemme 2: il existe € G tel que K C xHz~'. Mais [xHx"!| = |H| = p", de
sorte que zHz~! est lui-méme un p-sous-groupe de Sylow de G. Ce qui prouve (i).

(ii). Si H et H' sont deux p-sous-groupes de Sylow de G, le raisonnement ci-dessus appliqué a

K = H' montre que H' C xHz~! pour un certain z € G. Mais |H'| = p" = |H| = [zHz™!|,

donc H' = xHx~!. Ce qui prouve (ii).

(iii). Notons S I’ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G, et N, = |S|. Il résulte du point (ii)

ci-dessus que G opere transitivement par conjugaison sur S. Il n’y a donc qu’une seule orbite:
pour tout H € S,ona S =Qp et N, =|S|=|Qu|=[G: Gyl

Fixons un p-sous-groupe de Sylow H € S. Le stabilisateur G est ici {x € G; vHax~! = H},
qui n’est autre que le normalisateur Ng(H) de H dans G. D'o: N, =[G : Ng(H)| = %

Comme |H| divise |Ng(H)|, Ientier % divise ’entier % = 5. On a ainsi montré que IV,

divise s.

Par ailleurs, il est clair que H opére sur S par conjugaison. En appliquant le lemme 1, on obtient
|SH| = |S| mod p, c’est-a-dire N, = |S¥| modp. Or S est I'ensemble des éléments H' € S tels
que H' = xH'z~"! pour tout # € H, c’est-a-dire tels que H C Ng(H'). Mais d’apres le lemme
3, le seul p-sous-groupe de Sylow de G contenu dans Ng(H') est H'. On conclut que H' = H,
donc |SH| = 1. Ce qui acheve la preuve du point (iii). O

COROLLAIRE. Soient G un groupe fini et p un diviseur premier de |G)|.

(i) Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G; alors H est le seul p-sous-groupe de Sylow de G si et seulement
si H est normal dans G.

(ii) Si G est abélien, il n’existe dans G qu’un seul p-sous-groupe de Sylow.

Preuve. Le point (i) est une conséquence immédiate du point (ii) du théoréme précédent. Le
point (ii) découle immédiatement de (i). O

2. EXEMPLES D’APPLICATIONS.

2.1 Cas des groupes abéliens.

REMARQUE PRELIMINAIRE. On a défini au chapitre 1 la notion de produit direct de deux sous-groupes d’un groupe. Cette notion
se généralise aisément & un nombre fini quelconque de sous-groupes, de la fagon suivante:
soient G un groupe, et Hi,..., H; des sous-groupes de G; on dit que G est le produit direct des sous-groupes Hi,..., Hy
lorsque: (1) G=HiHy...H,

(2) Hz n (H1 .. -Hi—lHi+1 .. Hk) = {e} pour tout 1 S 4 S k;

(3) hihj = hjh; pour tous h; € Hy, h; € Hj, quels que soient 1 < i # j <k.
Dans ce cas, tout élément de G s’écrit de fagon unique comme un produit hihs ... hg avec hy € Hi,ho € Ha,...,hy € Hy.

11 est clair que, si G1, ..., G} sont k groupes quelconques, un groupe G est isomorphe au produit direct (externe) Gi X - -- x Gy,
si et seulement s’il existe dans G des sous-groupes Hi,..., Hy tels que G soit le produit direct (interne) des sous-groupes
Hi,...,Hy et tels que H; ~ G; pour tout 1 <7 < k.

LEMME. Soit G un groupe fini non trivial. Soit |G| = pi* ...p,* la décomposition en facteurs premiers de

Pordre de G, avec les p; premiers deux a deux distincts et les n; entiers > 1. Si G admet pour tout 1 <1i < k
un unique p;-sous-groupe de Sylow H;, alors G est le produit direct des H;.
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Preuve. Remarquons d’abord que, pour tous 1 < i # j < k, on a H; N H; = {e} d’apres le
théoréme de Lagrange. De plus H; <G pour tout 1 < ¢ < k d’apres le point (ii) du dernier
corollaire de 1.3. Des lors, pour tous h; € H; et h; € H;:

(hihjhy ') hi = hihy = hj (h; Yhih;) = h;'hshih; ' € HiN H; = h; 'hihjh; ' =e,
N———— N—_——

S Hj S 1‘v{Z
ce qui signifie que h;h; = h;h;. Les autres conditions assurant que G est le produit direct
HH, ... H; sont alors claires en raisonnant sur les ordres. O

THEOREME. Tout groupe abélien fini non trivial est produit direct de ses sous-groupes de Sylow.

Preuve. D’apres le point (ii) du dernier corollaire de 1.3, on est dans les conditions d’application
du lemme précédent, qui donne immédiatement le résultat voulu. a

REMARQUE: Soit G' un groupe abélien fini non trivial. Soit |G| = pi* ... pp* la décomposition en facteurs
premiers de l'ordre de G, avec les p; premiers deux a deux distincts et les n; entiers > 1. Fixons 1 <i < k
quelconque. Le p;-sous-groupe de Sylow H; de G, qui est d’ordre p;*, s’exprime d’apres le théoreme 3.4 du
chapitre 1 comme un produit de groupes cycliques Cp;'l Op';a . C’p;m pourdesentiers 1 <r; <ry <--- <1y,
uniques, satisfaisant ry +ro 4+ - + 1, = n;.

2.2 Quelques résultats de non-simplicité.

ProposiTION 1. Tout groupe d’ordre pq avec p et ¢ deux nombres premiers distincts n’est pas simple.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre pg. Quitte a échanger les roles de p et ¢, on peut sans restriction
supposer que p > ¢. On sait par le second théoreme de Sylow que le nombre V,, de p-sous-groupes
de Sylow de G divise ¢, et vérifie N, = 1 modp. Comme ¢ est premier, on ne peut avoir que
N, =1 ou N, = q. Sil’'on avait N, = ¢, on aurait ¢ = 1 modp, donc p diviserait ¢ — 1, ce qui
contredit ’hypothese p > ¢q. C’est donc que IV, = 1. Il y a un seul p-sous-groupe de Sylow; on
sait qu’il est alors normal dans G, et donc G n’est pas simple. O

PROPOSITION 2. Tout groupe d’ordre p?q avec p et ¢ deux nombres premiers distincts n’est pas simple.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre p?q. D’apres le second théoreme de Sylow, le nombre N, de
g-sous-groupes de Sylow de G divisant p?, trois cas sont possibles.

Si Ny = 1, l'unique g-sous-groupe de Sylow est normal (voir dernier corollaire de 1.3). Donc G
n’est pas simple.

Si N, = p, il résulte de la condition /V; = 1 mod g qu'il existe A € N tel que p = Ag+ 1. Comme
p#1,onal>1, doncp > q+ 1 Par ailleurs, le nombre N, de p-sous-groupes de Sylow
divise ¢, donc vaut 1 ou g. Supposons que 'on ait N, = ¢. La condition N, =1 mod p devenant
q = 1 mod p, on déduit comme ci-dessus que ¢ > p + 1, d’oli une contradiction avec 'inégalité
p > q + 1 précédente. C’est donc que N, = 1; I'unique p-sous-groupe de Sylow est alors normal,
donc G n’est pas simple.

SiNg = p?, notons (Si)1<i<p2 les g-sous-groupes de Sylow. Chacun est d’ordre ¢ premier, donc
cyclique, donc formé du neutre e et de (¢g—1) éléments d’ordre g. Comme les S; sont d’intersection
deux & deux réduite & {e}, (cela résulte immédiatement du théoréme de Lagrange), la réunion des
S; comprend p? x (g—1) éléments d’ordre ¢, (plus le neutre e d’ordre 1). Le cardinal de I’ensemble
des éléments de G qui ne sont pas d’ordre ¢ est donc: |G| —p?(q—1) = p?q —p*(g—1) = p%. Ce
cardinal p? ne permet dans G que l'existence d’un seul p-sous-groupe de Sylow. Ce dernier est
alors normal, donc G n’est pas simple. O
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ProrosiTION 3. Tout groupe d’ordre pqr avec p, q et r trois nombres premiers distincts n’est pas simple.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre pgr. Quitte a permuter, on peut sans restriction supposer
que p > ¢ > r. Soit Np, Ny, N, les nombres respectifs de p-sous-groupes, g-sous-groupes et
r-sous-groupes de Sylow de G.

Montrons d’abord que l'on a l'inégalité: (*) pgr > Np(p — 1) + Ny(g — 1) + N,.(r — 1).

Désignons par S;, pour 1 < ¢ < N, les p-sous-groupes de Sylow de G. Chacun
d’eux est d’ordre p, donc contient p — 1 éléments d’ordre p (plus le neutre e qui est
d’ordre 1). Comme les S; sont d’intersection deux a deux réduite a {e}, (cela résulte
immédiatement du théoreme de Lagrange), la réunion des S; comprend N, x (p — 1)
éléments d’ordre p, (plus le neutre e d’ordre 1). Donc G contient N,(p — 1) éléments
d’ordre p, et de méme bien sir Ny(g — 1) éléments d’ordre ¢ et N, (r — 1) éléments
d’ordre r. Comme |G| = pgr, on obtient I'inégalité (*) voulue.

Faisons maintenant I'hypothese: (H) N, >1et N, >1et N, > 1.

(1) On sait que N, divise gr. D’apres (H), le cas N, = 1 est exclu. Supposons que N, = g¢;
on aurait alors ¢ = 1 modp, ce qui impliquerait (comme on l’a vu dans la preuve de la
proposition 2) que ¢ > p + 1. Ceci est contraire aux hypotheéses de départ, ce qui prouve
que N, = g est impossible. De méme N,, = r conduirait a 7 > p+ 1 et une contradiction.
On conclut donc finalement que: N, = gr.

(2) On sait que N, divise pr. D’apres (H), le cas N, = 1 est exclu. Supposons que Ny = 7;
on aurait alors »r = 1 modgq, ce qui impliquerait (comme on ’a vu dans la preuve de la
proposition 2) que r > ¢ + 1. Ceci est contraire aux hypotheses de départ, ce qui prouve
que Ny = r est impossible. Donc, Ny = p ou pr. Dans les deux cas, on a: N, > p.

(3) On sait que N, divise pg. D’apres (H), le cas N, = 1 est exclu. Donc, N, = p ou ¢ ou pg.
Dans les trois cas, on a: N, > q.

Il résulte de (1), (2) et (3) que Np(p—1)+Ng(¢g—1)+Np(r—1) > gr(p—1)+p(g—1) +q(r—1) =
pgr + pq — p — q. L’inégalité (*) implique alors p + g > pq. Ceci est impossible, ce qui prouve
que la condition (H) est absurde. On a donc N, =1 ou N, = 1 ou N, = 1. On sait que I'unique
sous-groupe de Sylow est alors normal, et donc G n’est pas simple. a

LEMME 4. Soit G un groupe d’ordre p"™q avec p et ¢ deux nombres premiers distincts et n > 2. Sip > ¢, ou
si p™ ne divise pas (¢ — 1), alors G n’est pas simple.

Preuve. Supposons d’abord p > ¢. Soit N, le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G. On sait
que N, divise ¢, donc vaut g ou 1. Si N, = ¢, la condition N, = 1 modp devient ¢ = 1 mod p,
et il existe donc A € N tel que ¢ = Ap + 1. L’entier A est non-nul car ¢ # 1, donc ¢ > p, ce qui
contredit I'hypothese p > q. C’est donc que N, = 1; I'unique p-sous-groupe de Sylow est alors
normal, donc G n’est pas simple. (On peut aussi utiliser directement le théoréme de Frobenius).

Supposons maintenant que p™ ne divise pas (¢ — 1)!. Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G.
Il est d’ordre p™ donc [G : H| = |G||H|™! = p"gp™™ = ¢ > 2. Par ailleurs I'hypothese faite
implique que p"g = |G| ne divise pas ¢!. On applique alors le corollaire du 3.2 du chapitre 2 pour
conclure que G n’est pas simple. O

PROPOSITION 5. Les groupes abéliens simples sont les groupes cycliques d’ordre premier.

Preuve. Soit G un groupe abélien simple. Il n’admet donc aucun sous-groupe hormis {e} et G.
Soient z un élément quelconque de G distinct de e, et (z) le sous-groupe monogene engendré
par . Comme (z) # {e}, on a nécessairement G = (x), de sorte que G est monogene. Si G
était infini, il serait isomorphe au groupe additif Z, qui n’est évidemment pas simple (tout nZ
avec n € Z est un sous-groupe). C’est donc que G est fini. On conclut que G est cyclique. Soit
p = |G| = |z|. Pour tout diviseur d de p dans N, I’élément ¢ engendre un sous-groupe de G
d’ordre pd~—!. La simplicité de G implique que d = 1 ou d = p, ce qui prouve que p est premier.
Il est clair réciproquement que tout groupe cyclique d’ordre premier est abélien simple. a

COROLLAIRE 6. Tout groupe d’ordre p™ avec p premier et n > 2 n’est pas simple.
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Preuve. Par I'absurde, supposons que G soit simple d’ordre p™ avec p premier et n > 2. On sait
(2.3 du chapitre 2) que son centre Z(G) n’est pas réduit & {e}. Comme Z(G)<G, la simplicité
de G implique alors Z(G) = G. Donc G est abélien. Mais alors la proposition 6 implique que G
est d’ordre premier, d’ou la contradiction puisque n > 2. a

EXERCICE 7. Soit G un groupe d’ordre p"q™ avec p et q deux nombres premiers distincts et n,m > 1. Si
p" < q+ 1, alors G n’est pas simple.

Solution. Soit Ny le nombre de g-sous-groupes de Sylow de G. On sait que Ny divise p™; il existe donc un entier
0 < a < n tel que Ny = p®. De plus la condition Ny = 1 mod g implique qu’il existe A € N tel que Ny = A\q + 1.
Ainsi p® = A\q+ 1. Mais p® < p™ qui est, par hypothése, strictement inférieur & ¢ + 1. Donc Aq < g, c’est-a-dire
A = 0. On conclut que Ny = 1; I'unique g-sous-groupe de Sylow est alors normal, et donc G n’est pas simple. 0O

EXERCICE 8. Montrer que tout groupe d’ordre 36, 40, ou 56, n’est pas simple.

Solution. Observons d’abord que ces trois entiers ne satisfont les hypothéses d’aucun des résultats précédents, et
nécessitent donc une étude particuliere.

Si |G| =40 = 5 x 23, on a N5 qui divise 23, donc vaut 1,2,4 ou 8. La condition N5 = 1 mod 5 n’est vérifiée que
pour N5 = 1. L’unique 5-sous-groupe de Sylow est alors normal dans G. Donc G n’est pas simple.

Si |G| =56 = 7 x 23, on a N7 qui divise 23, donc vaut 1,2,4 ou 8. La condition N7 = 1 mod 7 n’est vérifiée
que pour N7 =1 ou N7 = 8. Si Ny = 1, 'unique 7-sous-groupe de Sylow est normal donc G n’est pas simple.
Supposons maintenant que N7 = 8. Notons Si, ..., Sg les 7-sous-groupes de Sylow de G. Chaque S; comprend 6
éléments d’ordre 7 plus le neutre d’ordre 1. Comme S; NS; = {e} si i # j, le groupe G contient donc 8 x 6 = 48
éléments d’ordre 7. Il reste alors 56 — 48 = 8 éléments disponibles et, comme les 2-sous-groupes de Sylow de G
sont d’ordre &, il ne peut exister qu’un seul 2-sous-groupe de Sylow. Il est donc normal, et G n’est pas simple.

Si |G| = 36 = 32 x 22, on a N3 qui divise 22, donc vaut 1,2 ou 4. La condition N3 = 1 mod 3 n’est vérifiée que pour
N3 =1 ou N3 =4. Si N3 = 1, 'unique 3-sous-groupe de Sylow est normal donc G n’est pas simple. Supposons
maintenant que N3 = 4. Notons Sy, ...,Ss les 3-sous-groupes de Sylow de G. On sait qu’ils sont tous conjugués;
notons Qg, = {S1,52,53,54} la classe de conjugaison qu’ils forment. Son cardinal est |Qg,| = [G : N1] ou le
stabilisateur Ny est ici le normalisateur N3 = Ng(S1). Ainsi, [G : N1] = 4 et |G| = 36 ne divise pas 4! = 24; on
conclut avec le corollaire du 3.2 du chapitre 2 que G n’est pas simple. O

THEOREME. II n’existe pas de groupes simples non abéliens d’ordre < 60.

Preuve. Soit G un groupe fini d’ordre n < 60.

Sin=2/3,57,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53 ou 59, G est d’ordre premier, donc cy-
clique d’ordre premier, donc abélien simple d’apres la proposition 5.

Sin=4,8,9,16,25,27,32 ou 49, le corollaire 6 montre que G n’est pas simple.

Sin =6,10,14,15,21,22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46, 51, 55,57 ou 58, la proposition 1 montre que G
n’est pas simple.

Sin =12,18,20,28,44,45,50 ou 52, la proposition 2 montre que G n’est pas simple.

Sin = 24 ou 48, le second cas du lemme 4 montre que G n’est pas simple. Si n = 54, le premier

cas du lemme 4 montre que G n’est pas simple. Si n = 30 ou 42, la proposition 3 montre que G
n’est pas simple. Les seuls cas restants sont n = 36,40 ou 56, qui font ’'objet de I'exercice 8. O

REMARQUE. Le groupe alterné As est non-abélien, d’ordre 60, et on verra dans le chapitre suivant qu’il est
simple.

2.3 D’autres applications.

PROPOSITION. Tout groupe d’ordre pq avec p et q premiers distincts tels ¢ # 1 modp et p Z 1 modq est
cyclique.

Prewve. On a: N, divise ¢, donc N, =g ou Np =1, et N, =1 modp. L’hypothese ¢ # 1 modp
implique alors N, = 1; notons S 'unique p-sous-groupe de Sylow de G, qui est donc normal dans
G. De méme G admet un unique g-sous-groupe de Sylow T, et il est normal dans G. Comme
|S| =p et |T| =gq, il est clair par le théoreme de Lagrange que SNT = {e}, donc |ST| = pq, et
donc G = ST est produit direct de S ~ C}, et T' >~ C;. On conclut par le théoréme chinois que
G ~ Cpq. O
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PROPOSITION. Tout groupe d’ordre 2p avec p premier impair est cyclique ou diédral.

Preuve. Comme p > 2, la preuve de la proposition 1 de 2.2. avec ¢ = 2 montre que G admet un
unique p-sous-groupe de Sylow. Notons-le S; il est normal dans G et d’ordre p.

Par ailleurs, le nombre Ny de 2-sous-groupes de Sylow de G divisant p, il ne peut valoir que 1
ou p. Si N = 1, 'unique 2-sous-groupe de Sylow T de G est normal dans G, d’ordre 2, et en
reprenant la preuve de la proposition précédente, on conclut que G ~ Cyy,.

Supposons donc maintenant No = p. Soit y € G tel que y ¢ S. L’ordre de y divise 2p, ne peut pas
valoir 1 (car sinon y = e € S), ne peut pas valoir p (car sinon (y) est un sous-groupe d’ordre p,
donc égal & S par unicité de S, d’olt y € ), et ne pas valoir 2p (car sinon (y) est un sous-groupe
d’ordre 2p, donc égal a G, d’ott G' =~ Cyy,, ce qui contredit Ny = p puisque Cy, admet un unique
sous-groupe d’ordre 2). On conclut donc que les p éléments de G qui ne sont pas dans S sont
tous d’ordre 2. On conclut que G ~ D,,. O

THEOREME. Tous les groupes d’ordre < 15 sont, a isomorphisme prés, donnés dans le tableau suivant:

ordre du groupe groupes abéliens groupes non abéliens
n=1 groupe trivial C1 = {e}
n =2 groupe cyclique C>
n=3 groupe cyclique C3
n=4 groupe cyclique Cy
groupe de Klein Cy X C2 = groupe diédral D>
n=>5 groupe cyclique Cs
n= groupe cyclique Cpg groupe symétrique S3 = groupe diédral D3
n= groupe cyclique C7
n=238 groupe cyclique Cyg groupe diédral Dy
produit direct Cy x Cy groupe quaternionique Qg

produit direct C2 x Co X Cq

n=9 groupe cyclique Cy
produit direct C3 x C3
n =10 groupe cyclique C1g groupe diédral Ds
n=11 groupe cyclique C11
n =12 groupe cyclique Cia groupe diédral Dg
produit direct Cy x Cg groupe quaternionique Q12

groupe alterné Ay

n =13 groupe cyclique C13
n =14 groupe cyclique C14 groupe diédral D7
n =15 groupe cyclique Cis

Preuve. Le fait que tout groupe d’ordre premier soit cyclique, que tout groupe d’ordre p? avec p
premier soit abélien (voir 2.3 du chapitre 2), et les deux propositions précédentes, permettent de
conclure immédiatement dans tous les cas sauf 8 et 12. Ces derniers doivent faire I'objet d’une
étude technique détaillée, basée sur 'utilisation fine des théoremes de Sylow, qui pourra étre
menée en travaux dirigés. O

2.4 Exercices.
1. LEMME DE FRATTINI. Soient G un groupe, H un sous-groupe fini normal dans G, et S un p-sous-groupe de Sylow de H.
Montrer que: G = HNg(S).
En déduire que, si G est un groupe fini et si S est un p-sous-groupe de Sylow de G, alors on a pour tout sous-groupe H

de G:
N¢(S) sous-groupe de H = Ng(H) = H.

2. Soient G un groupe fini non trivial, p un diviseur premier de |G|, et H I'intersection de tous les p-sous-groupes de Sylow de
G. Montrer que H est un p-sous-groupe normal dans G. Montrer que tout p-sous-groupe normal de G est un sous-groupe
de H.
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Université Blaise Pascal, Licence de Mathématiques, Algebre 2, F. Dumas
Chapitre 4

Groupes finis: compléments sur le groupe symétrique

1. DECOMPOSITION EN CYCLES DISJOINTS.

1.1 Rappels et notations.

Fixons un entier n > 1. On note S, le groupe symétrique des permutations sur un ensemble fini a n éléments,
c’est-a-dire & isomorphisme pres le groupe des permutations de N, := {1,2,...,n}.
S, est un groupe fini, d’ordre n!, non abélien des lors que n > 3.

On a vu que les transpositions engendrent le groupe .S,,, mais d’une part la décomposition d’une permutation
en produit de transpositions n’est en général pas unique, et d’autre part les transpositions ne commutent
pas entre elles dans une telle décomposition.

Exemple: dans Sy, ona (32342)=1[1,2][1,3] = [2,3][1,2], et [1,2][1,3] # [1,3][L,2].

On va donner dans ce qui suit une décomposition canonique de toute permutation en éléments de type
particulier (appelés cycles), qui est unique, avec commutation des facteurs.

1.2 Support.
DEFINITION. Pour tout o € S,,, on appelle support de o I’ensemble des éléments de N,, qui ne sont pas fixés
par o:
Suppo = {i € N,,; o(i) # i}.
En particulier, Supp o = ) si et seulement si o = e.
LEMME. Pour toute o € S,, non triviale, la restriction de o a Supp o est une permutation de Supp o.
Preuve. Soit ¢ € Suppo; notons j = o(i). Sion avait j ¢ Suppo, on aurait o(j) = j, donc o(j) = o(4), donc

i = j, c’est-a~dire ¢ = o (i), ce qui contredirait ¢ € Suppo. C’est donc que Supp o est stable par o. La restriction
o’ de o & Supp o est une application de Supp o dans lui-méme, injective car o ’est, et donc bijective. O

PROPOSITION. Deux permutations de S,, dont les supports sont disjoints commutent.

Preuve. On peut supposer n > 2. Soient o, € Sy, tels que Suppo N Suppn = 0. Soit ¢ € N,, quelconque. Si
i ¢ Suppo U Suppn; alors o(i) = ¢ = n(i); donc on(i) = no(i). Supposons maintenant ¢ € Suppo. D’une part,
i ¢ Suppn, donc n(i) = i, donc on(i) = o(i). D’autre part, ¢ € Supp o implique o (i) € Supp o d’apres le lemme
précédent, donc o(i) ¢ Suppn, donc no(i) = o(i). On conclut que on(i) = no(i). Le dernier cas est celui ou
1 € Suppn, que 'on traite de fagon analogue en échangeant les roles de o et 7. O

1.3 Orbites
DEFINITION. Pour toute o € Sy, le sous-groupe cyclique (o) engendré par o dans S,, opére sur N,, par:
(o) xN, — N,
(oF,i) — o*(i)
On appelle o-orbite toute orbite d’un élément de N,, pour cette action. On note:
Q, (i) = {o*(i); k € Z}, pour tout 1 <i < n.

REMARQUE. Soit p Pordre de I’élément o dans S,,, ¢’est-a-dire ordre du sous-groupe (o). Le cardinal d’une
orbite divisant l'ordre du groupe, |, (7)| divise p, et donc 1 < |Q,(7)| < p. En outre:

i ¢ Suppo & Q.(i) = {i} (orbite ponctuelle),

i€Suppoc & 2<|Q,(9)] <p.

1.4 Cycles.

DEFINITION. Une permutation ¢ € S,, est appelée un cycle lorsqu’il existe une o-orbite et une seule qui
n’est pas ponctuelle.

EXEMPLE: SOltU:(%%géi?)GSG, on a: 92:{2}, 93:{3}7 Q1:{1,5,4,6}:Q5:Q4:QG.
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PROPOSITION, DEFINITION, NOTATION. Soit o € S,, un cycle. On note r I'ordre de o dans S,,.
(i) L’unique o-orbite non ponctuelle est égale au support de o.
(ii) Le cardinal du support de o est égal a 'ordre r de o.

(i) I existe j1, jo, - .., jr distincts dans N,, tels que:

o(j1) =J2, 0(j2) =Jz, .-, o(ir) =j1 et o(i)=1i si i & {j1,....Jr}
On dit que o est un r-cycle, ou un cycle d’ordre . On note: o = [j1, 2, .- -, jr]-
On a aussi: 0 = [Jr, Jht1y---sJrsJ1s-- -5 Jk—1] pour tout 1 < k < r.

Preuve. Notons €2 I'unique o-orbite non ponctuelle. Soit j; un représentant quelconque de 2. Donc: Q = Q4 (j1) =
{i € N ; Qo (4) # {i}} cest-a-dire Q = Supp o, par définition méme du support. Soit p = |2| = | Supp o|. Donc:
Q= Suppo = {jlv U(jl)v 02(j1)7 EERR o'pil(jl)}v
les éléments étant deux & deux distincts. On a alors oP(j1) = j1, et ceci étant vrai pour tout représentant j;
choisi dans Q = Suppo, on a oP(i) = i pour tout ¢ € Suppo. Mais I’égalité oP (i) = ¢ est claire si ¢ ¢ Suppo
puisqu’alors o (i) = 4. Ainsi o? = e dans Sy,. L’ordre r de o dans S,, est donc un diviseur de p. Par ailleurs, dans
laction de G = (o) sur Ny, le cardinal de 'orbite = Q4 (j1) doit diviser I'ordre de G; donc p divise |G| = r. On
conclut que p = r. O

REMARQUES.
1. Le seul 1-cycle est e.
2. Les 2-cycles sont les transpositions [i, j].
3. Le n-cycle [1,2,...,n] = (% g Z - ";1 ’f) s’appelle la permutation circulaire de S,,. Il existe des n-cycles
qui ne sont pas la permutation circulaire, par exemple [1,3,4,2] € Sy.
4. L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle: [j1,jo, .. Jr] " F = [JrsJr1,- -+, J1)-
5. Attention: si v € S, est un r-cycle, et si 2 < k < r — 2, alors 4* n’est pas nécessairement un cycle.
Par exemple, si v est la permutation circulaire [1,2,3,4] € Sy, alors 42 = [1, 3][2, 4] n’est pas un cycle.
Le lemme suivant, bien qu’évident, est d’une utilisation fréquente et précieuse dans de nombreuses preuves.

LEMME (CONJUGUE D’UN CYCLE). Pour tout r-cycle v = [j1, j2,-- -, Jjr] de Sp et tout o € S, le conjugué
oyo~! est égal au r-cycle [0(j1),0(j2), - - -, 0(j:)].

Preuve. Soit i € Ny,,. Sio~1(i) € Supp~, il existe 1 < k < 7 tel que i = o(ji). On aoyo~1(i) = ov(jx) = o(jr+1)
sil<k<r etoyo (i) = oy(jr) = 0(j1) si k = r. Si maintenant o~ (i) ¢ Supp~, alors yo~1(i) = o~1(3) et
donc oyo~1(i) = i. Ceci prouve par définition méme que oyo~! est le r-cycle [0(j1), 0 (j2), - - -, o(jr)]- o

On peut montrer plus précisément que I’action par conjugaison de S, sur ’ensembles des r-cycles est tran-
sitive (& faire en exercice).

THEOREME (Décomposition en produit de cycles disjoints).
(i) Toute o € S,, non triviale se décompose en un produit de cycles non triviaux a supports disjoints.
(ii) Les cycles dans une telle décomposition commutent deux a deux.

(iii) Cette décomposition est unique a 'ordre prés des facteurs.

Preuve. Soit o € S, non triviale. Il existe donc au moins une g-orbite non ponctuelle. Désignons

par Qq,...,Q, les o-orbites non ponctuelles deux & deux distinctes (et donc deux & deux dis-
jointes). Pour tout 1 < k < ¢, définissons i, : N,, — N,, par: v, (i) = o(i) si i € Qg et y(i) =14
sinon. Alors 7, est un cycle dans S, de support égal a € (car si Uon note r = |Q|, on a

O = {4,005),0%3),..., 0™ 1(j)} quel que soit j € ). Il en résulte que les supports des ~;
sont deux a deux disjoints, donc (d’apres la proposition de 1.2), que les «; commutent deux a
deux dans S,,. Posons 0’ =172 ...7,; on va montrer que ¢’ = o.

En effet, soit j € Ny ; distinguons deux cas.

e Sij e N1U...UQy, alors j appartient & une seule de ces orbites: il existe 1 < k < g tel que j € Qy, et
Jj ¢ Q; sii# k. Puisque les v; commutent deux & deux, on peut écrire o/ = Y,v1 ... Ye—1Vk+1 - - - Yq-
Pour tout indice ¢ # k, on ~;(j) = j car j ¢ Q; = Supp~;; donc ¥1 ... Yk—1Vk+1 - --Y¢(J) = 7, d'out
o’ (j) = vk(3)- Or v (j) = o(j) puisque j € Q. On conclut finalement que o’ (j) = o(j).

e Sij¢ Qi U...UQy, alors, pour tout 1 < k < g, on a j ¢ Supp~ donc v, (j) = j, de sorte que
o’ (j) = j. Mais par ailleurs, j ¢ Q1 U...U Qq signifie que la o-orbite de j est ponctuelle, c’est-a-dire
que o(j) = j. Dans ce cas aussi, on a vérifié que o’/(j) = o(j).
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On a ainsi prouvé les points (i) et (ii) du théoréme. Pour prouver (iii), supposons que 'on a
une décomposition o = 7175 ...7, en produit de cycles a supports deux & deux disjoints (donc
commutant deux & deux). Pour tout 1 < i < p, notons §2;, = Supp~;. Chaque 2} est une o-orbite

non ponctuelle, plus précisément:

pour tout 1 <k < p et pour tout j € Q}, on a Q) = Q,(j). (*

En effet. Fixons 1 < k < petj e Q). Il en résulte que j ¢ Q) si 1 < i # k < p (puisque les
supports des 'yl( sont deux & deux disjoints). En d’autres termes, 'yl{ (j) = j pour tout 1 < i # k < p.
Donc en écrivant o = 7,7] - .- Yj_1Vjy1 - - - Vps Suivant la méthode déja employée ci-dessus, on calcule
o(j) =7}, (j). Comme v;,(j) appartient & Q) et n’appartient pas a €} pour 1 < i # k < p, on réitere
pour obtenir o2(j) = (v1)2(j). Et finalement 0™ (j) = (v,)™(j) pour tout entier m > 1. On conclut
que: Q) = Qs (7).

Réciproquement, on obtient ainsi toutes les o-orbites non ponctuelles, plus précisément:
pour tout j € N, telle que Q,(5) # {j}, il existe 1 < k < p tel que Q}, = Q,(j). (**)

En effet. Par contraposée, si 'on suppose que quel que soit 1 < k < p, on a j ¢ Q) , alors v, (j) = j
pour tout 1 < k < p, de sorte que o(j) = j, c’est-a-dire Qs (j) = {5}

Il résulte de () et (+*) que la décomposition o = 7|73 ...7, est, a Uordre pres, celle que I'on a
construite dans la preuve du point (i), c’est-a-dire que p =g et {y1,..., %} ={71,---, %} O

COROLLAIRE. L’ordre dans S, d’un élément quelconque o non trivial est égal au P.P.C.M. des longueurs
des cycles disjoints de la décomposition canonique de o.

Preuve. En exercice O

1.5 Groupe alterné.

RAPPELS. On a défini la signature d’une permutation ¢ € S, comme le signe (o) = (—1)™, ol m
désigne le nombre de transpositions d’une décomposition quelconque de o en produit de transpositions
(la décomposition en produit de transpositions n’est pas unique, mais la parité du nombre de transpositions
est la méme dans les différentes décompositions). L’ensemble des permutations de signature 1 (c’est-a-dire
des permutations qui se décomposent en un nombre pair de transpositions) est un sous-groupe du groupe
Sy appelé groupe alterné, noté A,. Ce n’est autre que le noyau du morphisme signature € : S, — {—1,1}.
En particulier:
A, < S, et |A,| = %‘

EXEMPLE. Si 7 est un r-cycle, alors e(y) = (—=1)" 1.
En effet, si v = [j1,J2,. .., Jr], alors v = [j1, jr]l1, Gr—1] - - - [41, J2]. a0
REMARQUE. On peut donner de la signature d’autres définitions équivalentes:

EXERCICE. Montrer que, pour toute permutation o € Sy, la signature de o vérifie e(o) = (—1)"~¢, ou t désigne
le nombre de o-orbites distinctes dans S,

o(k) —o(i
B0

EXERCICE. Montrer que, pour toute permutation o € Sy, la signature de o vérifie (o) .
—1

1<i<k<n
PROPOSITION. Pour n > 3, le groupe alterné A,, est engendré par les 3-cycles de S,,.

Preuve. On a vu ci-dessus que tout 3-cycle est de signature (—1)3~1 = 1, donc appartient a A,,.
Réciproquement, tout élément de A,, est un produit d’un nombre pair de transpositions, donc A,,
est engendré par les produits de deux transpositions. Or un produit de deux transpositions est
nécessairement de I'un des deux types suivants (ou i, 7, k, I sont distincts deux a deux): [4, j][i, k] =
[i, K, j], ou bien [i, ][k, ] = [i,1, k][i, j, k]. Donc tout élément de A,, est un produit de 3-cycles. O

REMARQUE. On peut donner des ensembles de générateurs plus restreints de A,,:

EXERCICE. Soit n > 4. Montrer que A, est engendré par I’ensemble des 3-cycles de la forme [1,%,j], ou 2 < i #
j < mn. Montrer que A, est engendré par I’ensemble des 3-cycles de la forme [1,2,j], o0 3 < j < n.
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2. SIMPLICITE DE A,, POUR n > 5.

2.1 Introduction.

On a A; = Ay = {e}. Le groupe A3 est d’ordre 3, donc est cyclique d’ordre premier, donc simple. Le groupe
A4 n’est pas simple car contient le sous-groupe normal V' isomorphe au groupe de Klein vu au chapitre 1.
Le théoreme suivant est fondamental pour la théorie des corps, en raison d’une de ses conséquences que 1’on
démontrera dans la partie 3 de ce chapitre.

2.2 Le résultat principal.
THEOREME. Le groupe alterné A,, est simple pour n > 5.

Preuve. On divise la démonstration en plusieurs étapes.

(1) Remarque préliminaire: quel que soit un 3-cycle [i, j, k] € A,, il existe o € A4, tel que o[1,2,3]0~! =
[i, ], k]. Par conséquent, deux 3-cycles quelconques sont toujours conjugués dans A,,.

En effet: donnons-nous dans N, cinq éléments deux a deux distincts 4, j, k, £, m et considérons
dans S, les permutations:

or=(i5k1mt) et oa=(iiimint)=[mlow.
On a: 01[1,2,3lo7' = [i,7,k] = 02[1,2,3]05", et comme g5 = [(,m]o1, I'une des deux
permutations o1 et oo est dans A,,.

(2) Soit H un sous-groupe non trivial de A,, normal dans A,,. Si H contient un 3-cycle, alors H = A,

En effet: si y est un 3-cycle dans H, tout 3-cycle de S,, (qui appartient a A4,,) est d’apres
(1) de la forme oyoo~! pour un o € A,,. Comme H est normal dans A,,, on déduit que H
contient tous les 3-cycles, d’ou H = A,, d’apres la proposition de 1.5.

(3) Fixons un sous-groupe non trivial H de A,, normal dans A,,, et montrons que H contient un 3-cycle.

Partons de pu € H, u # e. 1l existe i € N, tel que (i) # i. Notons j = u(i). Comme n > 5, il est clair
qu’on peut choisir k € N,, distinct de ¢ et de j tel que pu(k) # i. Notons £ = u(k). En résumé i, 75, k
sont deux & deux distincts, et donc u(i) = 7, u(j), u(k) = ¢ sont deux a deux distincts. (En revanche,
rien n’empéche a priori que u(j) =i ou u(j) = k).

On peut donc counsidérer le 3-cycle v = [i, j,k] € A,,. D’aprés le lemme de conjugaison de 1.4, on a:
pyu" = (i), p(7), (k)] = [ 1(7), . Rappelons également que 7~ = [i, k, .

Notons o = vy uyp™t = [i, k, ][4, #(4), £]. Remarquons que cette écriture n’est pas la décomposition
canonique de o, car les deux 3-cycles qui interviennent ne sont pas disjoints.

Onao € H (car d'une part y~'uy € H puisque u € H et H normal dans A,,, et d’autre part u=! € H).
On a o # e (car sinon [, u(4), €] = v = [i,4, k] = [j, k, ], d’olt i = £, ce qui est contraire aux données).
Par définition de o, o permute au plus 5 éléments (en d’autres termes, | Supp o| < 5). La décomposition
canonique de o en produit de cycles disjoints ne peut donc étre que de 'une des formes suivantes: un 5-
cycle, un 4-cycle, un 3-cycle, une transposition, le produit d’un 3-cycle par une transposition disjointe,
le produit de deux transpositions disjointes. Mais comme o doit étre paire, seuls les trois cas suivants
sont a retenir:

e si g est un 3-cycle, c’est fini, on a montré que H contient un 3-cycle.

e si o est un 5-cycle, notons o = [x,y, 2, s, t]; introduisons v = [z, y, z]; on calcule en utilisant le lemme

de conjugaison de 1.4: v tovo™! = [x,y,2] 7 [o(x),0(y),0(2)] = [z, 2,v]y, 2, 8] = [x, 2,5]. Comme H
normal dans A,, v € A, et 0 € H, on a v~ 'ov € H et finalement v~ 'ovo~! € H. Donc H contient
un 3-cycle.

e si o est le produit de deux transpositions disjointes, notons o = [z, y][z, s]; posons v = [z,y,t] ou
t est un élément quelconque de N,, choisi distinct de z,y, z, s (ce qui est possible parce que n > 5).
Alors v tovo™! = [z,y,t] to(z),0(y),c(t)] = [z,t,9][y,z,t] = [z,y,t]. On conclut comme dans le
cas précédent que H contient un 3-cycle.

Bilan: si H est un sous-groupe non trivial de A,, normal dans A, il contient un 3-cycle d’apres (3), donc
H = A, d’apres (2). On conclut que A,, est un groupe simple. O
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3. UNE APPROCHE DIRECTE DES QUESTIONS DE RESOLUBILITE.

3.1 Rappels et notations. Pour tout n € N, on connait comme sous-groupe normal de S,,, distinct de {e}
et S,, le groupe alterné A,,. De plus, dans le cas particulier ou n = 4, le groupe A4 contient le sous-groupe
V ={e,a,b,c} avec: a = [1,2][3,4], b =[1,3][2,4] et ¢ = [1,4][2,3]. Il vérifie: V <1.54.

Rappelons-en la preuve: d’apres le lemme de conjugaison de 1.4, on a pour tout o € Sy:
cac™! = 0[1,2][3,4]0 7! = o[1,2]0 " 10[3,4]0 7! = [0(1),0(2)][0(3),0(4)] € V.

On montre de méme que obo~! € V et oco—! € V pour tout o € Sy. O

Le groupe quotient Sy/V est d’ordre 6 (car |Ss4| = 24 et |V| =4). Il n’est pas abélien (et donc Sy/V ~ S3).

En effet, si 'on prend par exemple 7 = [1,2] et ¢ = [1,3], on a o7~ Lo~ = [1,2,3] ¢ V, de sorte que 76 # o7
dans S4/V. 0O

Le but du théoréme suivant est de montrer qu’il s’agit des seuls sous-groupes normaux de .S,.

3.2 Sous-groupes normaux de S,.

THEOREME. Soit n un entier > 2.

(i)
(i)

Sin # 4, les seuls sous-groupes normaux de S,, sont {e}, A, et S,,.

Sin =4, les seuls sous-groupes normaux de Sy sont {e}, V, Ay et Sy.

Preuyve. Soit G un sous-groupe de S,, normal dans S,,. On divise la démonstration en plusieurs étapes.

(1)

Si G contient une transposition, alors ils les contient toutes, et G = .5,,.

Soit [i,j] une transposition appartenant & G. Soit [k, £] une transposition quelconque. On peut toujours trouver ¢ € Sy,
telle que (i) = k et ¢(j) = ¢. D’apres le lemme de conjugaison de 1.4, on calcule alors ¢[i, jlo ™! = [0(4), ©(j)] = [k, £].
Comme [z, j] € G et G5y, on en déduit que [k, ¢] € G. Ceci prouve que G contient toutes les transpositions, et comme
les transpositions engendrent Sy, on conclut que G = Sj,.

Si G contient un 3-cycle, alors il les contient tous, et G = S, ou G = A,,.

Soit [i,7, k] un 3-cycle appartenant & G. Soit v = [¢/, 7/, k'] un 3-cycle quelconque. On peut toujours trouver ¢ € Sy,
telle que (i) = 3/, p(j) = j' et p(k) = k’. D’apres le lemme de conjugaison de 1.4, on calcule alors ¢[i,j, k]~ ! =
lp(@),9(3), p(k)] = 7. Comme [i,5,k] € G et G5y, on en déduit que v € G. Ceci prouve que G contient tous les
3-cycles, et comme les 3-cycles engendrent A, on conclut que A, C G C S,. Ainsi [Sn|/|G| < |Sn|/|An| = 2, dou
G =S,o0uG=A,.

Si G contient un cycle, alors il les contient tous, et G = 5, ou G = A,.

Soit v = [j1, 2, - - -, jr] un r-cycle appartenant & G. Sir = 2, alors G = S, d’apres (1). Sir = 3, alors G = S, ou G = A,,
d’apreés (2). On suppose donc maintenant que r > 4. Considérons le 3-cycle w = [j1, j2, j3] et formons le commutateur
B = wyw vyl Parce que v € G et G<USy, on a a := wyw™ ! € G, et donc B = ay~! € G comme produit de deux
éléments de G. Par ailleurs, on calcule avec le lemme de conjugaison de 1.4:

Yoyt =95, g2, 1y T = (s), v(d2), v (51)] = s, s g2l
d’ou Von tire que 8 = [j1, j2, j3][ja, J3, j2] = [J1,J2,ja], qui est donc un 3-cycle. On conclut que G contient un 3-cycle, et
on applique alors (2).

Si G contient le produit de deux transpositions a supports disjoints, alors G = S,, ou G = A,, lorsque
n>5 et G= 54, A4 ouV lorsque n = 4.

Soit o = [4, j][k, £] un produit de transpositions appartenant & G et tel que i, j, k, £ sont deux & deux distincts. Supposons
n > 5. On peut alors considérer un entier m € N,, distincts de 4, j, k,¢. Notons v = [¢, j,m]. En utilisant le lemme de
conjugaison de 1.4, on calcule:

v lovo™! = [i,5,m] " [o(i), 0(4), o (m)] = [m, j,4][5,i,m] = [i,j,m] = v.
OrA:=v~love€Gcaro €Get GIS,, dott v=Ao"! € G. On applique alors (2) pour conclure que G = S;, ou Ap.

Supposons maintenant que n = 4. Quels que soient z,y, z,t € Ny deux a deux distincts, il existe ¢ € Sy tel que p(i) = =z,
p(3) =y, p(k) = z et p(¢) =t. En utilisant le lemme de conjugaison de 1.4, on calcule:

pop—1=oli,jle~ lk, ot = [0(0), p(7)]le(k), ¢(O)] = [z, ][z, 1].
Or pop~—! € G puisque ¢ € G et G<S;. On a ainsi prouvé que G contient tous les produits de deux transpositions a
supports disjoints; mais dans Sy il n’y en a que trois, que ’on a noté a, b, ¢, et qui avec e forment le sous-groupe V. Donc

V CG. Si G ¢V, alors G contient nécessairement un cycle (car tous les éléments de S4 sont des cycles & part a, b, c),
et 'on applique (3) pour conclure que G = S4 ou A4. Si G C V, alors G=V.
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(5) On achéve alors la preuve de la fagon suivante. Supposons G # {e}. Soit ¢ € G tel que ¢ # e. Si
¢ est un cycle, c’est fini d’aprés étape (3). Sinon, la décomposition canonique de ¢ en produit de
cycles disjoints contient au moins deux cycles disjoints o1 et 5. Fixons i € Suppo; et j € Suppos.
Ils vérifient ¢ # j puisque o1 et o9 sont disjoints. On a (i) = 01(7), et donc (i) # i (car oy (i) # ).
On a aussi (i) # j (car on aurait sinon oy (i) = (i) = j = 01(j), ce qui contredirait ¢ # j). Ainsi les
trois éléments 14, 7, () sont deux & deux distincts, ce qui permet de considérer le 3-cycle v = [i, p(7), j]-
Formons le commutateur § = y@y~1p~L. Il appartient & G' comme produit de ypy~! € G (car p € G
et G4S,) par ¢! € G. En utilisant le lemme de conjugaison de 1.4, on peut préciser le calcul de 6:

6= [7;’ (P(i)7 j}‘P[i, @(i)vj]_lw_l = [iv @(i>7j]@[j7 (p(i), i]‘)"_l = [i7 9‘7(2)7]] [%(])7 @Q(i)v SD(Z)]
Si p2(i) # i, alors les cinq éléments 4, (i), (i), 7, (j) sont deux a deux distincts, et on calcule
0 = [i,0(i), j][e(4), ¥2(i), p(i)] = [i, (i), p(4), p>(i),j] qui est un 5-cycle. Ainsi G contient un cycle;
on applique (3) pour conclure.
Si p2(i) = i, on calcule 0 = [i, (i), j][0(5), 1, (i)] = [i,7][¢(i), ¢(j)]. Ainsi G contient un produit de
deux transpositions & supports disjoints; on applique (4) pour conclure. a

EXERCICE (CENTRE ET GROUPE DERIVE). Montrer que:
(i) Pour tout n > 3, le centre de S, est {e} et le groupe dérivé de S, est A,,.
(ii) Pour tout n > 5, le centre de A,, est {e} et le groupe dérivé de A,, est A,,.
(iii) Pour n =4, le centre de Ay est {e} et le groupe dérivé de A4 est V.

3.3 Suites normales.

Grace au théoreme de 3.2, on peut expliciter toutes les suites normales de S,,, ¢’est-a-dire les suites strictement
décroissantes de sous-groupes normaux de .S,, commencant & S, et finissant & {e}.

suites normales groupes quotients

n= S1 = {e}
n=21| S5y D{e} =4 Sa/{e} ~ C3 abélien
n=3| 53D {e} S3/{e} ~ S5 non abélien

S3 D As D {e} S3/As ~ Cy abélien, et As/{e} ~ C5 abélien
n=4 1| 54D {e} Ss/{e} ~ S4 non abélien

S4 D Ay D A{e} S4/A4 ~ Co abélien, et As/{e} ~ A4 non abélien

S1 DV D {e} S4/V ~ S3 non abélien, et V/{e} ~V abélien

Ss DAL DV D{e} | Sa/As ~ Cs abélien, et A4/V ~ Cs abélien, et V/{e} ~V abélien
n>5 |5, D {e} Sn/{e} ~ S, non abélien

Sn D An D {e} Sn/An ~ C> abélien, et A,/{e} ~ A, non abélien

En résumé:

(i) sin <4, il existe une suite normale de S, telles que tous les quotients de deux termes successifs soient
abéliens,

(ii) sin > 5, il n’existe pas de telles suites.

On traduit cette propriété en disant que S, est résoluble si n < 4, et non résoluble si n > 5. Cette propriété
importante, liée & la résolubilité des équations par radicaux (voir cours ultérieur de théorie des corps) sera
étudiée en détail au chapitre suivant.
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Chapitre 5

Groupes résolubles

1. SUITES NORMALES ET GROUPES RESOLUBLES.

1.1 Groupes dérivés successifs.

RAPPEL. Soient G un groupe et D(G) son groupe dérivé. On a:
e D(G)XG et G/D(G) abélien,
e pour tout NG, (G/N abélien < D(G) C N).

NOTATION. Soit G un groupe; on pose: Do(G) = G, D1(G) = D(G) le groupe dérivé de G, Dy(G) =
D(D1(G) le groupe dérivé de D1(G), et par récurrence:
D;+1(G) = D(D;(G)) le groupe dérivé de D;(G), pour tout i € N.

PROPOSITION. Pour tout i € N, on a: D;11(G)<D;(G), et D;(G)/D;11(G) est abélien,

Preuve. Résulte immédiatement du rappel ci-dessus. O
On considere la suite des groupes dérivés successifs (D;(G))ien, que 'on note aussi:
Dy(G) =G > D1(G) = D(G) > Do(G) > D3(G) > --- > Di(G) > Dip1(G) > ---

THEOREME. Pour tout i € N, on a: D;(G)<G.

Preuve. Montrons d’abord que 'image de D(G) par tout automorphisme de G est égal & D(G). Soit a € Aut G.
Pour tous z,y € G, on a a(zyz"ly™!) = a(z)a(y)a(z) ta(y)~! € D(G). Comme D(G) est engendré par les
commutateurs, on déduit que a(D(G)) € D(G). En considérant ’automorphisme a~!, on obtient de méme
a~H(D(G)) C D(G), donc D(G) C a(D(Q)), et finalement a(D(G)) = D(G).

Montrons maintenant que a(D;(G)) = D;(G) pour tout o € Aut G et tout ¢ € N. La propriété est vraie pour
1 = 1 d’apres la premiere étape. Par récurrence, supposons-la vraie jusqu’a un rang ¢ > 1. Soit a € AutG. Par
hypothese de récurrence, a(D;(G)) = D;(G), donc la restriction de o & D;(G) détermine un automorphisme o’ de
D;(G). En appliquant la premiere étape au groupe D;(G) et & o’ € Aut D;(G), on a: o/ (D(D;(G)) = D(D;(Q)).
Mais D;4+1(G) = D(D;(G)), de sorte que cette derniere égalité s’écrit encore a(D;+1(G)) = Di+1(G). Ce qui
montre la propriété voulue au rang i + 1.

Des lors, soient x € G quelconque et ¢ € N. D’apres la seconde étape ci-dessus, ’automorphisme intérieur
a: g zgz~ ! vérifie a(D;(G)) = D;(G), donc xD;(G)z~! = D;(G), ce qui prouve que D;(G) <G. O

Remarquons que la preuve du théoreme montre une propriété plus forte que la normalité des sous-groupes
D;(G), a savoir qu’ils sont stables par tout automorphisme de G, propriété que 1'on traduit en disant que ce
sont des sous-groupes caractéristiques de G.

1.2 Notion de groupe résoluble.
DEFINITION. Un groupe G est dit résoluble §'il existe un rang n € N & partir duquel on a D, (G) = {e}.
REMARQUE. Cela signifie donc que la suite des groupes dérivés successifs est stationnaire:

G = Do(G) > D1(G) > Dy(G) > D3(G) > -+ > D,(G) = {e}.
PROPOSITION. Si G est un groupe résoluble, tout sous-groupe de G et tout quotient de G est résoluble.

Preuve. Soit G un groupe résoluble. Soit n € N tel que D, (G) = {e}. Considérons un sous-
groupe H de G; il est clair que D(H) est un sous-groupe de D(G) et done, par une récurrence
évidente, que D;(H) est un sous-groupe de D;(G) pour tout ¢ € N. En particulier pour ¢ = n, on
a D, (H) sous-groupe de D, (G) = {e}, donc D, (H) = {e}, ce qui prouve que H est résoluble.
Considérons N <G et le groupe quotient G/N. Notons 7 la surjection canonique G — G/N.
Pour tout sous-groupe H de G, un commutateur quelconque du groupe 7(H) est de la forme:

m(@)m(y)m (@)t (y)
d’ott il résulte que D(w(H)) = w(D(H)). On en déduit que D(n(G)) = D(G/N) = n(D(G)
(D

= n(zyr~ly~1), avec z,y € H,

)
)

puis Dy(G/N) = D(w(D(G))) = w(D2(G)), et par une réurrence évidente, D;(G/N) = m(D;(G))
pour tout ¢ € N. En particulier pour ¢ = n, on a D, (G/N) = n(D,(GQ)) = n({e}) = {n(e)}, ce
qui prouve que G/N est résoluble. a
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1.3 Caractérisation de la résolubilité par les suites de compositions et les suites normales.
DEFINITIONS. Soit G un groupe.

1. On appelle suite de composition de G toute chaine finie de sous-groupes
G=Gy> G DGy D> - D> G DGy > -+ D Gn:{e},

ou G; >G4 signifie que G;11 est un sous-groupe de G; normal dans G;. Les groupes G;/G,41 sont
appelés les quotients de la suite, et le nombre n de quotients est appelé la longueur de la suite.

2. On dit que la suite est strictement décroissante lorsque G; # G;41 pour tout 0 < i <n — 1.

3. On dit que la suite est normale lorsque G; <G pour tout 0 < i <n — 1.

Attention ! Certains auteurs appellent suite normale ce que nous appelons suite de composition, suite de compo-
sition ce que nous appelerons suite de Jordan-Ho6lder, ou encore suite de composition ce que nous appelons suite
de composition strictement décroissante.

EXEMPLE 1. Considérons le groupe symétrique Sy, le sous-groupe alterné Ay, leur sous-groupe V = {e, a, b, c}
ou a = [1,2][3,4], b = [1,3][2,4], ¢ = [1,4][2, 3], et le sous-groupe H = {e,a}. D’apreés les résultats vus au
chapitre 1:
e Sy > Ay > V D {e} est une suite normale,
e Sy > Ay >V > H > {e} est une suite de composition, mais pas une suite normale, car H n’est pas
normal dans Sy.

EXEMPLE 2. Considérons le groupe diédral Dy = {e,r, 72,13 s, s, 572,573}, avec r* = 52 = e et rs = sr®.
Les sous-groupes de Dy sont:
Dy
{e,r2, 5,512} {e r,r2, , 87, 813}

{e, s} e, sr2 e, 513 {e,sr}

/

Tout chemin & 4 sommets de Dy & {e} dans ce diagramme est une suite de composition.
o Dy > {e,r? s,sr?} > {e,r?} > {e} est une suite normale, (car de plus {e,7?} < Dy),
o Dy > {e,r? sr,sr3} > {e,sr3} > {e} n’est pas une suite normale, (car s(sr3)s™t =135 = sr ¢ {e, sr3},
de sorte que {e, sr3} n’est pas normal dans Dy).

/
\

6

THEOREME. Soit G un groupe. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) G est résoluble;

(ii) G admet une suite normale dont tous les quotients sont abéliens;
(iii) G admet une suite de composition dont tous les quotients sont abéliens.

Preuve. Supposons G résoluble, et considérons la suite (finie) des groupes dérivés successifs:
G = Do(G) > D1(G) > D3(G) > D3(G) > --- > D,(G) = {e}.
Elle est normale d’apres le théoreme de 1.1, et tous ses quotients sont abéliens d’apres la propo-
sition de 1.1. Ceci prouve que (i) implique (ii). Il est trivial que (ii) implique (iii). Supposons
maintenant que G vérifie (iii). On considére donc une suite de composition:
GZHO > H1 I>H2 > D Hi [>Hi+1 > D Hm:{e},

telle que H;/H;41 abélien pour tout 0 < ¢ < m—1. Quitte & supprimer certains H;, on peut sans
restriction supposer que les H; sont deux a deux distincts, c¢’est-a-dire que la suite de composition
est strictement décroissante. Pour ¢ = 0, Pabélianité de Hy/H; = G/H; implique que D(G) C H;
(voir le rappel au début de ce chapitre). De plus, D(G) C H; implique D(D(G)) = D3(G) C
D(Hy), et comme ’abélianité de Hy/Ho implique que D(H;) C Hs, on déduit que D2 (G) C H,.
Une récurrence évidente permet ainsi de vérifier que D;41(G) C H;4q pour tout 0 < i < m — 1.
En particulier D,,,(G) C H,, = {e}, ce qui montre que G est résoluble. O



1.4 Exemples de groupes résolubles.
ProrosITION 1. Tout groupe abélien est résoluble.

Preuve. Evident puisqu’alors D(G) = {e}. O
PROPOSITION 2. Les seuls groupes simples résolubles sont les groupes cycliques d’ordre premier.

Preuve. Si G est simple, sa seule suite de composition est G > {e}. Si de plus G est résoluble, le
théoréme de 1.3 implique que I'unique quotient G/{e} de cette suite est abélien, c’est-a-dire que
G est abélien. D’ou le résultat d’apres la proposition 5 du 2.2 du chapitre 3. a

PROPOSITION 3. Pour tout n > 2, le groupe diédral D,, est résoluble.

Preuve. Considérons dans le groupe diédral D,, = {e,r,r? r3 ... 7" s sr sr2, 573 ... sr"~1
le sous-groupe C,, = {e,r,72,73,...,r""1}. On a la suite normale D,, > C,, > {e} avec G/C,, ~
C5 abélien, et Cy,/{e} ~ C,, abélien, donc D,, est résoluble d’apres le théoreme 1.3. O

PROPOSITION 4. Pour n > 5, le groupe symétrique S,, et le groupe alterné A,, ne sont pas résolubles.

Preuve. Soit n > 5. Si S, était résoluble, A,, le serait d’apres la proposition 1.2. Or on a vu au
chapitre 4 (théoreme 2.2) que A,, est simple. D’apres la proposition ci-dessus, A, serait cyclique
d’ordre premier, ce qui est évidemment faux. a

REMARQUE. La non résolubilité des S, pour n > 5 a des conséquences fondamentales en théorie des corps. On 'avait déja
montrée par une preuve directe & la fin du chapitre 4. Rappelons que Sz, S3 et S4 sont résolubles.

THEOREME. Pour tout nombre premier p, tout p-groupe est résoluble.

Preuve. Soit G fini d’ordre p”, avec n € N*. Si G est abélien, il est résoluble. Supposons donc G
non abélien. Notons C1 = Z(G) son centre. On sait qu’il est normal dans G (voir 2.4 du chapitre
1), strictement inclus dans G (puisque G non abélien), et distinct de {e} (d’apres la proposition
2.3 du chapitre 2). On a donc une suite normale strictement décroissante: G > C; > {e}.

Le groupe quotient G/Cy est un p-groupe (évident); son centre Z(G/C4) est normal dans G/C1,
donc de la forme C3/C; pour un certain sous-groupe Cy de G contenant C; (voir chapitre 1,
résultat 5 de 2.4), qui vérifie C; <C5 (puisque plus généralement C1 < G), et tel que Cy <G (car
Cy/C1<G/Cy). On a Cy # Cy, car sinon Z(G/Cy1) = Cy/C serait trivial, ce qui est exclu
puisque G/C1 est un p-groupe.

ou G = Cy. Alors G/Cy = Z(G/C4), donc G/C4 est abélien. On a donc construit une suite
normale G > Cy > {e} dont tous les quotients sont abéliens. On conclut que G est résoluble.

oU G # (3. On a donc une suite normale strictement décroissante: G > Cy > Cy > {e}.
Le groupe G/C5 est un p-groupe non trivial. Son centre Z(G/Cs) est normal dans G/Cs,
donc de la forme C5/Cy pour un certain sous-groupe Cs de G contenant Cs (voir chapitre 1,
résultat 5 de 2.4), qui vérifie Cy <C5 (puisque plus généralement Cy 4 G), et tel que C3<4G
(car C3/C3<G/Cs). On a Cy # Cs, car sinon Z(G/Cy) = C5/Cy serait trivial, ce qui est
exclu puisque G/C5 est un p-groupe.
ou G = (5. Alors G/Cy = Z(G/C3), donc G/C5 est abélien. On a donc construit une

suite normale G > Cy > C; > {e} dont tous les quotients sont abéliens. On conclut
que G est résoluble.
OoU G # Cj5. On réitere le raisonnement en considérant Z(G/C3) = C4/Cs.

On construit ainsi de proche en proche une suite croissante (C;) de sous-groupes normaux de G
telle que C; = Z(G) et Ci11/Cy = Z(G/C;) pour tout i > 1. Comme G est fini, le processus
s’arréte, c’est-a-dire qu’il existe un plus petit entier £ tel que Cy = G. On a alors obtenu la
suite normale strictement décroissante: G = C, > Cg—1 > -+ > Cy > C; > {e}, dont tous les
quotients sont abéliens, et on conclut que G est résoluble. a

EXERCICE. Montrer que tout groupe fini d’ordre pq ou p2q, avec p, g premiers distincts, est résoluble.

Indication: utiliser le fait, vu au 2.2 du chapitre 3, qu’il n’y a pour un tel groupe qu’un seul p-sous-groupe de
Sylow ou qu’un seul g-sous-groupe de Sylow.

Ce résultat simple est un cas particulier d’un théoréeme beaucoup plus profond de W. Burnside, selon lequel
tout groupe fini dont l'ordre n’admet que deux diviseurs premiers est résoluble.
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1.5 Quelques compléments sur la notion de groupes résolubles.
THEOREME. Un groupe G est résoluble si et seulement s’il admet un sous-groupe normal N tel que N et
G/N soient résolubles.

Preuve. Supposons G résoluble. Le groupe dérivé N = D(G) est normal dans G et distinct de G (car sinon
D;(G) = G pour tout i € N*, ce qui contredirait la résolubilité). D’apreés la proposition 1.2, N et G/N sont
résolubles.

Supposons réciproquement qu’il existe un sous-groupe normal propre N de G tel que N et G/N soient résolubles.
D’apres le théoreme 1.3, il existe deux suites de composition:

N=KyD> K > --- D> K, ={e} et G/IN=To DTy D> --- D Ts = {e},

avec K; /K1 abélien pour tout 0 < ¢ <r —1, et T;/T;+1 abélien pour tout 0 <7 < s— 1.

Chaque T; étant un sous-groupe de G/N, il est de la forme T; = G;/N pour un certain sous-groupe G; de G

contenant N (voir 2.4 du chapitre 1). Comme T;41 T}, on a G;4+1 <G;, et par application du troisiéme théoréme

d’isomorphisme: G;/G;4+1 est isomorphe & T;/T;4+1, donc abélien. En outre, pour ¢ = s, le fait que Ty = {e}

implique Gs = N. On peut alors considérer la suite de composition:

G=G PG D DG 1 DG =N=KyD> K1 > - D> K, ={e},

dont tous les quotients sont abéliens. Donc G est résoluble. O
COROLLAIRE. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes normaux et résolubles de G. Alors HK est
un sous-groupe normal et résoluble de G.

Preuve. 1l est clair que H K est un sous-groupe normal de GG. Par application du second théoréme d’isomorphisme

(voir 2.4 du chapitre 1), on a: H N KK et HLHK, et 'isomorphisme HK/H ~ K/(H N K). Comme K est

résoluble, K/(H N K) est résoluble par application de la proposition 1.2, et donc HK/H est résoluble. Puisque H

est un sous-groupe normal et résoluble dans H K, on déduit avec le théoréme précédent que HK est résoluble. O
COROLLAIRE. Le produit direct de deux groupes résolubles est résoluble.

Preuve. Soient G1 et G2 deux groupes résolubles, et G = G X Gg leur produit direct. Les sous-groupes
H = G1 x {ea} et K = {e1} x Ga vérifient: H ~ G, K ~ G2, H]NG, KLG, et G = HK. On applique le
corollaire ci-dessus pour conclure que G est résoluble. O

2. SUITES DE JORDAN-HOLDER ET GROUPES RESOLUBLES.

2.1 Notion de suite de Jordan-Holder.
DEFINITION. Soient G un groupe, et () une suite de composition de G strictement décroissante:
G=Gy> G >Gy> - D> G, ={e}.

On dit que (X) admet un raffinement propre lorsqu’il existe 1 < i < n — 1 et un sous-groupe K tel que
Gi+1 4 K« Gi avec Gi—i—l 75 K 7é Gi.

REMARQUE. Comme G;11<4G;, tout sous-groupe K tel que G417 C K C G; vérifie Gi41<K. En
conséquence, dire que (X) n’admet pas de raffinement propre signifie que, quel que soit 1 < ¢ < n — 1,
on ne peut pas trouver de sous-groupe K tel que G;11 C K < G; avec G;11 # K # G;, c’est-a-dire que
Gi+1 est normal maximal dans G;.

LEMME. Soient G un groupe, et (X) une suite de composition de G strictement décroissante:
G=Gy> G > Gy> - D> G, ={e}.
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) (%) est sans raffinement propre;
(ii) Giy1 est normal maximal dans G;, pour tout 0 <i <n—1;
(iii) G;/Giy1 est un groupe simple, pour tout 0 <i <n — 1.
Preuve. L’équivalence de (i) et (ii) résulte de la remarque précédente. Pour (iii), rappelons

d’abord que tout sous-groupe normal H de G;/G;41 est de la forme H = K/G;1+1 avec K un
sous-groupe normal de G; contenant G;41. Des lors:

(Gi/Gi+1 simple) <~ Gi/Gi—I-l 7é {E} et, si H< Gi/GH—la alors H = {é} ou H = Gi/Gi—i-l
& Gy ?é Gi+1 et, si Gi+1 C K< Gl', alors K = Gi+1 ou K = Gi,

d’ou ’équivalence de (ii) et (iii). O
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DEFINITION. Une suite de composition satisfaisant 1'une des conditions équivalentes du lemme ci-dessus
s’appelle une suite de Jordan-Hélder de G.

2.2 Exemples.

EXEMPLE 1. La suite S5 > As > {e} est de Jordan-Hoélder car S5/As ~ Cs qui est simple, et As/{e} ~ As
qui est simple (chapitre 4, théroéme 2.2).

EXEMPLE 2. La suite Sy > A4 > {e} n’est pas de Jordan-Hélder car Ay4/{e} ~ A4 n’est pas simple.
- Elle admet le raffinement propre Sy > Ay > V > {e}, qui n’est pas de Jordan-Holder car V/{e} ~V
n’est pas simple.
- Elle admet le raffinement propre Sy > A4 > V > H > {e}, qui est de Jordan-Holder car tous les
quotients Sy/As >~ Co, Ay/V ~ Cs, V/H ~ Cy et H/{e} ~ C5 sont simples (puisque cycliques d’ordre
premier). On ne peut pas raffiner davantage.

ExeEMPLE 3. Considérons le groupe cyclique Cay = {e, a, a?, a®} d’ordre 24. Ses sous-groupes sont:
Cs = (a®) < Cy= ) Cr =
. / /
~—(Cg = <~ (C3 =
On obtient quatre suites de Jordan-Holder:
Coy > Cia > Cg > C3 > {6}, Coy D> Cg D> Cy > Cy > {6},
Cou > Ci2 > Cy > Cy > {6}, Coy D Cio > Cg > Cy > {6}

EXEMPLE 4. Le groupe additif Z n’admet aucune suite de Jordan-Hélder.

En effet, considérons une suite de composition Go = Z > Gy > --- > Gp—1 > G, = {0}
strictement décroissante. Rappelons que tout sous-groupe de Z est de la forme kZ avec k € N.
Il existe donc ici k € N* tels que G,,—1 = kZ > G, = {0}. Soit alors le sous-groupe H = 2kZ
de Z. C’est un sous-groupe de G,_1 = kZ, distinct de kZ et de {0}, de sorte que la suite de
composition Go =Z > Gy > -+ > Gn—1 > H > G, = {0} est un raffinement propre de la
suite (quelconque) donnée au départ. Cette derniere n’est donc pas une suite de Jordan-Holder.

ProrosITION 1. Tout groupe fini non-trivial admet au moins une suite de Jordan-Hélder.

Preuve. Si G est simple, alors G = GoP>G1 = {e} est une suite de Jordan-Holder (et c’est la seule suite de
composition strictement décroissante). On suppose donc maintenant que G n’est pas simple. L’ensemble H des
sous-groupes normaux dans G distincts de G et {e} est alors non-vide. Il est fini (puisque G est fini). Il admet
donc (au moins) un élément maximal H;. Ce sous-groupe Hj étant normal maximal dans G, il résulte du lemme
2.1 que G/H; est simple. Si H; est simple, c’est fini car GD> HyD>{e} est alors une suite de Jordan-Holder.
Sinon, I’ensemble H; des sous-groupes normaux dans H; distincts de H; et {e} est fini non-vide, donc admet (au
moins) un élément maximal Hos, et il résulte du lemme 2.1 que Hi/H2 est simple. Si Ha est simple, c’est fini car
GD Hi D> HyD{e} est alors une suite de Jordan-Holder. Sinon, on réitére. Comme G n’a qu'un nombre fini de
sous-groupes, le processus s’arréte: il existe un rang k & partir duquel on obtient nécessairement un sous-groupe
Hj, simple, et la suite strictement décroissante GI> Hy D> Ho D> - - - D> Hy, >{e} est alors de Jordan-Hélder. |

PRroOPOSITION 2. Un groupe abélien admet au moins une suite de Jordan-Hélder si et seulement s’il est fini
non trivial.

Preuve. Un sens est clair d’apres la proposition précédente. Pour la réciproque, donnons-nous un groupe abélien
G admettant une suite de Jordan-Holder G = GoP>G1P>---D> G, = {e}. Pour tout 0 < ¢ < n — 1, le groupe
Gi/Giy1 est simple (par définition d’une suite de Jordan-Holder) et abélien (car G l'est), et donc (d’apres la
proposition 5 du 2.2 du chapitre 3) cyclique d’ordre premier. Notons p;+1 = |G;/Git1| = [Gi : Git1].

D’apres la formule des indices (rappelée au 2.4 du chapitre 1), les égalités [G : G1] = p1 et [G1 : G2] = p2
implique que G2 est d’indice fini dans G, et [G : G2] = [G : G1][G1 : G2] = p1p2. De méme, [G : G2] = pip2 et
[G2 : G3] = p3 impliquent [G : G3] = p1p2ps. En itérant, on obtient ainsi [G : Gn] = p1ip2 - - Pn, ce qui, comme
Gy = {e}, montre que G est fini d’ordre p1p2 - - pn. m]
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2.3 Caractérisation de la résolubilité d’un groupe fini par les suites de Jordan-Hd6lder.

Nous avons défini la notion de groupe résoluble par le caractére stationnaire de la suite des groupes dérivés.
Nous avons donné au théoreme 1.3 une définition équivalente en termes de suite de composition ou en terme
de suites normales. Le théoréme suivant donne une autre définition équivalente, dans le cas des groupes finis,
en termes cette fois de suites de Jordan-Holder.

THEOREME. Soit G un groupe fini non trivial. Le groupe G est résoluble si et seulement s’il existe une suite
de Jordan-Hoélder de G dont tous les quotients sont (cycliques) d’ordre premier.

Preuve. Supposons qu’il existe une suite de Jordan-Hdélder de G dont tous les quotients sont
d’ordre premier. Chaque quotient est alors cyclique, donc abélien, de sorte que la résolubilité de
G découle directement du théoreme 1.3. Réciproquement, supposons que G est résoluble. Comme
G est supposé fini, il résulte de la proposition 1 de 2.2 qu’il existe une suite de Jordan-Holder
G = Gy>G1>--->G, = {e}. Donc, pour tout 0 < i < n — 1, le quotient G;/G;41 est simple.
Puisque G est résoluble, il en est de méme de chaque sous-groupe G; et de chaque quotient
G;/Gi+1, par application de la proposition 1.2. Ainsi, tous les quotients G;/G;+1 sont simples
et résolubles, donc cycliques d’ordre premier d’apres la proposition 2 de 1.4. a

2.4 A propos du théoreme de Jordan-Holder.

DEFINITION. Deux suites de composition G = Go>G1>---> G, = {e} et G = K¢> K >---> K, = {e}
d’un groupe G sont dites équivalentes lorsque n = p et qu’il existe une permutation o € S, telle que
Gi/Giy1 ~ Ky(5)/Kos(iy41 pour tout 0 <i <n — 1.

EXEMPLE. Reprenons 'exemple 3 de 2.2. Les quatre suites de Jordan-Hoélder de Csy4 sont équivalentes, car
les quotients correspondants sont respectivement isomorphes a:

suites quotients
Coy D> C1a D> Cg > C5 D> {e} Ca, Ca, Cy, Cs
Coy > Cg > Cy > Cy > {e} Cs, Cy, Cy, Cy
Cay > Cia D> Cy > Cy > {e} Co, C3, Cy, Co
Coy D> Cra > Cg > Cy > {e} Cs, Cy, Cs, Co

Cette propriété est un cas d’application du théoréme général suivant (que nous citons pour mémoire, mais
ne démontrerons pas ici).

THEOREME (dit de Jordan-Holder). Si G est un groupe admettant une suite de Jordan-Hélder (en particulier
si G est un groupe fini), alors toutes les suites de Jordan-Hélder de G sont équivalentes.

Preuve. Voir ouvrage de référence. a
REMARQUE. En particulier, toutes les suites de Jordan-Holder d’un groupe G admettant des suites de
Jordan-Holder sont de méme longueur. On appelle cette longueur commune la longueur de G. Par exemple,

il résulte de I'exemple précédent que Csy est de longueur 4. En reprenant la preuve du théoreme 1.4, on
vérifie aisément que tout groupe d’ordre p™ (avec p premier et n > 1) est de longueur n.
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Chapitre 6

Anneaux de polynoémes: rappels et compléments
sur les polynémes en une indéterminée

Dans tout ce chapitre, le mot “anneau” désigne toujours un anneau commutatif unitaire.
1. RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS GENERALES.

1.1 Données et notations.

On fixe un anneau A. On note A[X] 'anneau des polynémes en une indéterminée a coefficients dans A. 1l
contient A comme sous-anneau. Son neutre pour ’addition est 04. Son neutre pour la multiplication est 1 4.
Pour tout élément non-nul P de A[X], il existe un unique entier naturel n et un unique (n + 1)-uplet
(ag,a1,...,a,) d’éléments de A tels que:
P=a,X"4+apn 1 X" '+ +a1X+a et a,#0.
L’entier n est appelé le degré de P, noté deg P. L’élément non-nul a,, de A est appelé le coefficient dominant
de P, noté cd(P). Par convention, on pose deg0 = —oo. On vérifie aisément que, pour tous P et @) dans
A[X], on a:
deg(P + Q) < max(deg P,deg @) et deg(PQ) < degP + deg@.

1.2 Groupe des unités, intégrité, corps de fractions.

DEFINITION ET PROPOSITION. Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible dans A s’il existe un
élément b dans A tel que ab = 14. L’ensemble des éléments de A qui sont inversibles dans A est un groupe
pour la multiplication, noté U(A) ou A" et appelé groupe des unités de ’anneau A.

DEFINITION. Un anneau A est un corps lorsque tout élément non-nul de A est inversible dans A, c’est-a-dire
lorsque U(A) = A\ {0}.

DEFINITION. Un anneau A est intégre lorsque, pour tous a,b € A, 1'égalité ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.
PROPOSITION. Tout corps est un anneau inteégre. La réciproque est fausse, mais, pour tout anneau intégre
A, il existe un corps K(A), appelé le corps de fractions de A qui est le plus petit corps contenant A

(c’est-a-dire A est un sous-anneau de K (A), et si F' est un corps tel que A soit un sous-anneau de F', alors
K (A) est un sous-corps de F).

Ezxzemples

e Q, R, C sont des corps.

e L’anneau Z des entiers est intégre, vérifie U(Z) = {—1, 1}, et donc n’est pas un corps. Son corps de fractions
est K(Z) = Q.

e L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est integre, vérifie U(Z[i]) = {—1,1,4, —i}, et donc n’est pas un corps. Son
corps de fractions est K(Z[i]) = Q[¢].

e [’anneau F des fonctions R — R n’est pas intégre (le produit de deux fonctions peut étre la fonction nulle
sans qu’aucune des deux ne soit la fonction nulle). Le groupe U(F) est formé des fonctions qui ne s’annulent
en aucun point de R.

e L’anneau Z/nZ, ot n est un entier > 2, est intégre si et seulement si m est un nombre premier, ce qui est
encore équivalent au fait que Z/nZ est un corps. Le groupe U(Z/nZ) est formé des éléments T tels que
0 <z <n —1 soit premier avec n.

deg(PQ) = deg P+ degQ pour tous P,Q € A[X],

LEMME. Si A est integre, alors on a: { cd(PQ) = cd(P)cd(Q)  pour tous P,Q € A[X] non-nuls,

Preuve. L’égalité deg(PQ) = deg P + deg @ est trivialement vérifiée si P ou @Q est nul. Supposons-les
tous les deux non-nuls, et écrivons P = an X" + -+ a1 X +ap et Q = b, X™ + -+ + b1.X + bo, avec
cd(P) = an # 0 et cd(Q) = by # 0. Alors:

PQ = anbm X" + (anbm—1 + @n_1bn) X" 4o 4 (a1bo + aob1) X + aobo.
L’intégrité de A impliquant anb,, # 0, le résultat voulu est établi. O
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PROPOSITION. A[X] est intégre si et seulement si A est intégre.

Preuve. Le fait que A intégre implique A[X] integre résulte immédiatement du lemme précédent.
Récipoquement, si A n’est pas intégre, A[X] ne peut pas I’étre puisqu’il contient A comme sous-anneau.
O

Remarque. En particulier, si K est un corps, alors K[X] est integre.

PROPOSITION. Si A est intégre, on a: U(A[X]) = U(A).

Preuve. L’inclusion U(A) C U(A[X]) est claire. Pour la réciproque, considérons P € U(A[X]). 1l existe
donc Q € A[X] tel que PQ = 1. Ces deux polynoémes sont nécessairement non-nuls, donc il résulte du
lemme ci-dessus que deg P + deg@ = 0. On en tire deg P = degQ = 0, c’est-a-dire P € Aet Q € A, et
donc légalité PQ = 1 implique P € U(A) et Q € U(A). O

Remarque. A[X] n’est jamais un corps.

En effet, que A soit ou non intégre, 1'élément X de A[X] vérifie deg PX = deg P+1 pour tout P € A[X],
de sorte que I'on ne peut pas avoir PX = 1, ce qui montre que X n’est jamais inversible. a

PROPOSITION ET DEFINITION. Si A est intégre, le corps de fractions de A[X] est égal au corps de fractions
de 'anneau K[X], ou K désigne le corps de fractions de A; on I'appelle le corps des fractions rationnelles en
une indéterminée a coefficients dans K, et on le note K(X).

Preuve. Evidente. O

1.3 Idéaux.

DEFINITION. Soit A un anneau (commutatif). On appelle idéal de A tout sous-ensemble I de A vérifiant:
(1) I est un sous-groupe de A pour 'addition,
(2) pourtousz€letac A onaaxeEl.

EXEMPLES.
(1) A et {0} sont toujours des idéaux de A. Rappelons les trois propriétés immédiates suivantes:

e Un idéal I de A est égal & A si et seulement si 14 € I.
e Un idéal I de A est égal & A si et seulement s’il contient un élément de U(A).

o A et {0} sont les seuls idéaux de A si et seulement si A est un corps
(2) Pour tout a € A, 'ensemble aA = {ab; b € A} est un idéal de A. C’est le plus petit idéal de A
contenant a, on ’appelle I'idéal principal engendré par a.

(3) Si f est un morphisme d’un anneau A dans un anneau B, le noyau Ker f = {a € A; f(a) = 0gp} est
un idéal de A.

(4) SiI et J sont deux idéaux de A, alors INJ et I +J ={x+y;x € I,y € J} sont des idéaux de A.

Un exemple intéressant. Montrons que, dans 'anneau A = Z[X], I'idéal I = 2A + X A (qui n’est autre que
l'idéal engendré par 2 et X) n’est pas un idéal principal.

Par ’absurde, supposons qu’il existe P € A tel que I = PA. Comme 2 € [, il existerait Q € A
tel que 2 = PQ, ce qui impliquerait par un raisonnement sur les degrés que P € Z. Comme de
plus X € I, il existerait R € A tel que X = PR, ce qui impliquerait P = £1 (et R = +X). On
aurait donc 1 = +P € I, de sorte qu’il existerait S,T € A tels que 1 = 25 + TX, ce qui est
clairement impossible dans A = Z[X], puisque le coefficient constant de 25 + T'X est pair.
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1.4 Anneaux quotients.

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. Comme I est un sous-groupe du groupe abélien A pour
laddition, on peut considérer le groupe additif quotient A/I. Rappelons que, si ’on note @ la classe dans
A/I d’un élément a de A, on a par définition:
a={beA;a-bel}:=a+]1,
et que laddition dans A/I est définie par:
@a+b=a+b pourtousa,bc A,
d’olt en particulier A/I abélien, de neutre additif 0 = I. La surjection canonique 7 : A — A/I, qui & tout
élément a de A associe sa classe @ est alors un morphisme de groupes pour I’addition.
Il est facile de vérifier que l'on peut munir A/I d’une multiplication, définie indépendamment des
représentants choisis par: -
a.b=ab pour tous a,b € A,
et ’'on montre alors que:

THEOREME. A/I est un anneau commutatif, et 7 : A — A/I est un morphisme d’anneaux.

On a pour les anneaux quotients des résultats de méme nature que pour les groupes quotients, en particulier:

THEOREME (dit premier théoréme d’isomorphisme). Soient A et A’ deux anneaux commutatifs, et f : A —
A’ un morphisme d’anneaux. Alors I'anneau quotient de A par I'idéal Ker f est isomorphe au sous-anneau
Im f = f(A) de A’. On note: A/Ker f ~TIm f.

PROPOSITION (idéaux d’un anneau quotient). Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Tout
idéal de A/I est de la forme J/I pour J un idéal de A contenant I.

PROPOSITION. Soient A un anneau et I un idéal de A. Dans A[X], on pose I[X] I’ensemble des éléments
qui sont de la forme Z?:o a; X" pour un entier n > 0 et des éléments ag,ay,...,a, de I. Alors:

(i) I1X] est un idéal de A[X]; (ii) les anneaux (A/I)[X] et A[X]/I|X] sont isomorphes.
Preuve. Le point (i) est clair. Pour le (ii), considérons la surjection canonique w : A — A/I et son
extension canonique en un morphisme d’anneaux f : A[X] — (A/I)[X], consistant & envoyer tout

polynéme P = 3" a; X" sur f(P) = Y1  m(a;)X". Il est clair que f est surjective et que son noyau
est Ker f = IX]. L’isomorphisme A[X]/Ker f ~ Im f devient donc A[X]/I[X] ~ (A/I)[X]. O

1.5 Idéaux premiers, idéaux maximaux.

DEFINITION. Un idéal P d’un anneau commutatif A est dit premier si P # A et s'il vérifie:

quels que soient deux éléments x et y de A, si xy € P, alors x € Pouy € P.

DEFINITION. Un idéal M d’un anneau commutatif A est dit maximal si M # A et 8'il vérifie:

quel que soit I un idéal de A, si M est strictement inclus dans I, alors I = A.

THEOREME. Soit I un idéal d’'un anneau commutatif A. On a les implications suivantes:

I maximal <= A/I corps

ﬂ ﬂ

I premier <—==> A/I intégre

PROPOSITION (idéaux premiers ou maximaux d’un quotient). Soit A un anneau commutatif et I un idéal
de A, distinct de A. Les idéaux premiers de A/I sont de la forme P/I ou P est un idéal premier de
A contenant I. Les idéaux maximaux de A/I sont de la forme M/I ott M est un idéal maximal de A
contenant 1.

PROPOSITION. Soient A un anneau et I un idéal de A. Alors I[X] est un idéal premier de A[X] si et
seulement si I est un idéal premier de A.

Preuve. I est premier si et seulement si A/ est intégre, ce qui équivaut d’apres 1.2 & (A4/I)[X] integre,

c’est-a-dire A[X]/I[X] inteégre d’aprés la proposition de 1.4, ce qui équivaut & dire que I[X] est premier
dans A[X]. O
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1.6 Euclidianité.

LEMME (division euclidienne des polynémes). Soit K un corps. Quels que soient des polynémes P et S dans
K[X] tels que S # 0, il existe Q et R uniques dans K|[X] tels que:

P=SQ+ R et degR <degs$.

Preuve. Supposée connue; a réviser. a

DEFINITION. Un anneau A est dit euclidien lorsqu’il est intégre et qu’il existe une application § : A\{0} — N
vérifiant les deux conditions:

(i) quels que soient a,b non-nuls dans A, si a divise b, alors d(a) < 6(b),

(ii) quels que soient a,b € A avec b # 0, il existe ¢,r € A tels que: a = bg+r, avec r = 0 ou 6(r) < §(b).
L’application § est appelé stathme euclidien.

Ezemples
e L’anneau Z des entiers est euclidien, pour le stathme § : Z* — N défini par 6(x) = |z|.

e L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est euclidien, pour le stathme § : Z[i]* — N défini par §(x +iy) = 22 +y2.

COROLLAIRE. Si K est un corps, lanneau K|[X] est euclidien, pour le stathme défini par le degré.

1.7 Principalité.

DEFINITION. Un anneau intégre A est dit principal lorsque tout idéal de A est principal, c’est-a-dire de la
forme aA pour un élément a de A.

THEOREME. Tout anneau euclidien est principal.
Ezemples. En particulier, Z et Z[¢] sont principaux.

Remarque. La réciproque du théoréeme est fausse. Il existe des anneaux principaux non euclidiens. Un des

exemples classiques, élémentaire mais non immédiat, est Z[H’? V191,

PROPOSITION. Dans un anneau principal, tout idéal premier non-nul est maximal (et donc les notions
d’idéal premier non-nul et d’idéal maximal coincident).

COROLLAIRE. Si K est un corps, I'anneau K|[X] est principal.

Remarque fondamentale. On a vu en 1.3 un exemple d’idéal de Z[X] qui n’est pas principal. Ceci prouve
que l'anneau Z[X] n’est pas principal (et donc a fortiori non euclidien), bien que 'anneau Z des coefficients
soit euclidien (et donc a fortiori principal). On retiendra que:

(A euclidien # A[X] euclidien ) et ( A principal # A[X] principal ).
Le théoreme suivant précise cette observation.

THEOREME. Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) A est un corps. (ii) A[X] est euclidien; (iii) A[X] est principal.

Preuve. On a déja vu que (i) = (ii) = (iii). Supposons donc maintenant A[X] principal. En particulier,
A[X] est intégre, et donc (voir 1.2), A est integre. Considérons lapplication f : A[X] — A qui, & tout
polynéme P ="  a; X ¢, associe le coefficient ag. Il est facile de voir que f est un morphisme d’anneaux,
qui est clairement surjectif. Donc le premier théoréme d’isomorphisme conduit & A[X]/Ker f ~ A.
L’intégrité de A implique que A[X]/Ker f est intégre, donc Ker f est un idéal premier de A[X]. Mais
comme A[X] est supposé principal, Ker f est alors un idéal maximal de A[X], donc A[X]/Ker f est un
corps; on conclut via I'isomorphisme A[X]/Ker f ~ A que A est un corps. a
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2. FACTORIALITE DES ANNEAUX DE POLYNOMES

2.1 Divisibilité

DEFINITIONS. Soient a et b deux éléments d’un anneau intégre A.
On dit que b divise a lorsqu’il existe un élément ¢ de A tel que a = be. On note bla.
On dit que b est associé a a lorsqu’il existe un élément u de U(A) tel que a = bu. On note b ~ a.

PROPOSITION (traduction en terme d’idéaux principaux). Soient a et b deux éléments d’un anneau A.
(1) bla & a€bA & aA CDHA.
(2) b~a o a~b & (blaetald) & aA=>bA.

Ezemple. Dans le cas ou A = Z, on retrouve la notion de diviseur de I’arithmétique élémentaire.

Application. Pour tout anneau intégre A, deux polyndémes P et @ de A[X] sont associés si et seulement s’il
existe ¢ € U(A) tel que P = cQ (et alors Q = ¢~ 'P). En particulier, si K est un corps, deux polynémes P
et @ de K[X] sont associés si et seulement s’il existe ¢ € K* tel que P = ¢Q.

DEFINITION. Un polynéme de A[X] est dit unitaire lorsque son coefficient dominant est égal & 1.

Remarque. Si K est un corps, tout polynéme non-nul est associé & un polynéme unitaire.

DEFINITION. Soient a et b deux éléments non-nuls d’un anneau A. On dit qu’un élément non-nul d de A
est un pged de a et b lorsque: d|a, d|b et tout élément de A qui divise a et b divise aussi d.

Remarque. Deux pged de a et b sont nécessairement associés.

DEFINITION. Deux éléments non-nuls a et b de A sont dits premiers entre eux lorsque leurs seuls diviseurs
communs sont les inversibles de A, ce qui équivaut & dire que 1 est un pged de a et b.

PROPOSITION. Soient a et b deux éléments non-nuls d’un anneau A admettant un pged d. Alors il existe
deux éléments non-nuls a’ et b’ de A tels que a = da’, b= db’, et a’ et b’ sont premiers entre eux.

Question. Pour quels types d’anneaux deux éléments quelconques a et b non-nuls dans A admettent-ils
toujours des pged 7 Le théoreme suivant montre que c’est le cas pour les anneaux principaux. On verra
plus loin que c’est aussi le cas plus généralement pour les anneaux factoriels.

THEOREME. Soit A un anneau principal. Soient a et b deux éléments non-nuls de A. Alors:
(i) lidéal aA + bA est principal et tout générateur de aA + bA est un pged de a et b;
(ii) pour tout d € A, on a: (d est un pged de a et b ) = (il existe u,v € A tels que d = au + bv );
(iii) (‘@ et b sont premiers entre eux ) < ( il existe u,v € A tels que au+bv =1 ).

Remarques.
(1) La propriété (iii) est connue sous le nom de théoréme de Bézout dans un anneau principal (elle est
donc vraie en particulier dans Z).
(2) Dans le cas particulier d’un anneau euclidien (en particulier dans Z), on dispose pour calculer les
pged d’un moyen algorithmique basé sur la division euclidienne, I’algorithme d’Euclide (& réviser).
(3) On généralise sans difficultés les notions de pged et d’éléments premiers entre eux rappelées ci-dessus
pour deux éléments & un nombre fini quelconque d’éléments de A.

Application. Si K un corps, A = K[X] est euclidien et donc principal, et tout ce qui précede s’applique
(pged de polyndmes, polyndémes premiers entre eux, théoreme de Bézout, algorithme d’Euclide,...)

Contre-ezemple. Dans 'anneau A = Z[X], il est facile de vérifier que les éléments 2 et X sont premiers entre
eux, mais que 1 ¢ 2A + X A; donc la propriété de Bézout n’est pas vérifiée dans Z[X] (ce qui donne une
autre preuve du fait que Z[X] n’est pas principal).

Ezercice. Soit K un corps de caractéristique nulle. Soient m, n, d trois entiers strictement positifs. Montrer:

(1) d divise m dans Z si et seulement si X% — 1 divise X™ — 1 dans K[X];
(2) d est un pged de m et n dans Z si et seulement si X? — 1 est un pged de X™ — 1 et X™ — 1 dans K[X].
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2.2 Irréductibité

DEFINITION. Un élément r d’un anneau intégre A est dit irréductible dans A lorsqu’il n’est pas inversible
dans A et vérifie la condition:
sir=abaveca,be A, alors a € U(A) oub e U(A).

Remarques.
(1) r irréductible dans A < rA maximal dans I’ensemble des idéaux principaux propres de A.
(2) Tout élément de A associé & un élément irréductible est encore irréductible.
(3) 0 n’est pas irréductible dans A.
(4) Un élément de A peut étre irréductible dans A mais ne plus ’étre dans un anneau contenant A. Par
exemple, 3 est irréductible dans Z, mais ne l’est pas dans QQ puisqu’il est inversible dans Q.

DEFINITION. Un élément p d’un anneau intégre A est dit premier dans A lorsqu’il est non nul, non inversible
dans A, et vérifie la condition:
si p divise ab avec a,b € A, alors p divise a ou p divise b.

Remarques.
(1) p premier dans A < pA idéal premier non-nul de A < pA # (0) et A/pA integre.
(2) Tout élément de A associé & un élément premier est encore premier.

PROPOSITION. Tout élément premier dans A est irréductible dans A.

Remarque. La réciproque est fausse en général. Par exemple, il est facile de montrer que, dans A = Z[i\/g],
I’élément 3 est irréductible, mais il n’est pas premier car il divise 9 = (2+i+/5)(2—i+/5) sans diviser (24iv/5)
ni (2 — iv/5). Néanmoins, on a le théoréme suivant:

THEOREME. Si A est un anneau principal, tout élément irréductible est premier, et donc les notions
d’élément premier et d’élément irréductible coincident dans ce cas.

Ezemple. Dans Z, les éléments premiers (ou irréductibles) sont les nombres premiers et leurs opposés.

PROPOSITION. Soit K un corps.
(i) Les polynémes de degré un sont irréductibles dans K|[X].
(ii) Si K = C, les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un.

(iii) Si K =R, les éléments irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré un, et les polynémes de degré
deux de discriminant strictement négatifs.

Preuve. Le point (i) est évident en raisonnant sur le degré. Les points (ii) et (iii) ont été vus précédemment
(& réviser). O

2.3 Factorialité

DEFINITION. Un anneau intégre A est dit factoriel lorsque tout élément non-nul et non-inversible se
décompose en un produit d’'un nombre fini d’éléments irréductibles dans A, de fagon unique, a ’ordre et
au produit par un élément inversible pres.

Explicitement, cela signifie que:

(F1) tout élément a € A, a # 0, a ¢ U(A), s’écrit a = rir2...7y, avec r1, 72, ..., Ty irréductibles dans A;

(F2) sirira...7n = 8182...8m, &VEC T1,...,Tn, S1,. .., Sm irréductibles dans A, alors m = n, et il existe
une permutation o € S, telle que s; ~ 7,(;) pour tout 1 < ¢ < n.

On parlera de la décomposition de a en produit de facteurs irréductibles, bien que I'unicité s’entende a la
relation d’association pres.

Ezemple. Z est factoriel (la décomposition ci-dessus n’étant autre que la classique décomposition en produit
de facteurs premiers). Plus généralement, on a:

THEOREME. Tout anneau principal est factoriel.

Remarque. La réciproque est fausse. On verra plus loin que A[X] est factoriel dés lors que A est factoriel,
donc par exemple Z[X] est factoriel, alors qu’il n’est pas principal comme on I’a vu plus haut. Ainsi, les
anneaux factoriels forment une classe d’anneaux plus vaste que celle des anneaux principaux, importante
pour les applications (car stable par passage aux polyndmes, voir plus loin), et dans laquelle on peut
facilement faire de I’arithmétique, en particulier grace aux résultats résumés dans le théoreme suivant.
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THEOREME. Soit A un anneau factoriel.
(i) Les diviseurs d’un élément a non-nul de A sont tous les produits par un élément de U(A) de certains
des éléments irréductibles apparaissant dans une décomposition de a.

(ii) Deux éléments non-nuls quelconques a et b admettent toujours des pged dans A, dont on obtient
la décomposition en facteurs irréductibles en prenant les facteurs irréductibles apparaissant a la fois
dans la décomposition de a et celle de b.

(iii) Quels que soient a, b, ¢ non-nuls dans A, on a:
(a divise bc) et (a et b premiers entre eux) = (a divise c)

Remarque. La propriété (iii) est connue sous le nom de théoréme de Gauss.

THEOREME. Si A est un anneau factoriel, tout élément irréductible est premier, et donc les notions
d’élément premier et d’élément irréductible coincident dans ce cas.

2.4 Irréductibilité des polynémes a coeflicients dans un anneau factoriel

DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Soit P un élément de A[X] tel que P ¢ A. On appelle contenu de
P, noté ¢(P), un pged dans A des coefficients de P.

Remarque. La notion de contenu n’est définie qu’au produit par un inversible de A pres. Lorsque 1'on écrit
¢(P) = a, on a aussi ¢(P) = ua pour tout u € U(A).

DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Un polynéme P dans A[X] est dit primitif lorsque deg P > 1 et
lorsque ses coefficients sont premiers entre eux, c’est-a-~dire lorsque ¢(P) = 1 (ou encore, d’apres la remarque
précédente, lorsque c¢(P) € U(A)).

Remarques.
(1) Tout polynéme unitaire est primitif.

(2) Tout polynéme P € A[X] tel que P ¢ A s’écrit P = ¢(P)P; avec Py primitif.

LEMME 1. Soit A un anneau factoriel. Soient Py et Py primitifs dans A[X]. Soient a; et as non-nuls dans
A. Sia1 Py = asPs, alors ay et ag sont associés dans A, et Py et Py sont associés dans A[X].

Preuve. Comme P; est primitif, ont a c¢(a1P1) = a1. De méme c(azP2) = a2. Donc ai et a2 sont deux
pged des coefficients du polynéme a1 Py = a2 P>. Ils sont donc associés dans A: il existe u € U(A) tel que
az = uay. On a alors a1 P1 = uai P2, ce qui par intégrité de A[X] (puisque A est intégre) implique que
Py, = uP,. Comme u est un élément inversible de A[X], on conclut que Pi et P, sont associés. O

LEMME 2. (GAuUSS) Soit A un anneau factoriel. Soient P et () deux éléments de A[X]. D’une part P et Q
sont primitifs si et seulement si PQ) est primitif. D’autre part ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Preuve. Supposons que P et @ soient primitifs et que PQ ne le soit pas. Comme c(PQ) n’est pas
inversible dans ’anneau factoriel A, il est divisible par au moins un élément p irréductible et donc premier.
Considérons ’anneau integre B = A/pA. La surjection canonique 7 : A — B se prolonge canoniquement
en un morphisme d’anneaux # : A[X] — B[X] défini par #(3" a; X") = 3 7(a;)X*. Comme c(P) = 1,
I’élément p ne divise pas tous les coefficients de P, donc #(P) # 0. De méme, 7(Q) # 0. L’intégrité de B
impliquant celle de B[X], on en déduit que #(P)#(Q) # 0, c’est-a-dire #(PQ) # 0. Or, p divise ¢(PQ),
donc tous les coefficients de PQ, donc #(PQ) = 0. D’olt une contradiction. On a ainsi montré que P et
Q primitifs implique PQ primitif.

Réciproquement, supposons PQ primitif. On peut toujours écrire P et @ sous la forme P = ¢(P)P;
et Q@ = ¢(Q)Q1 avec Py et @1 primitifs. Alors PiQ: est primitif d’aprés ce qui précéde, et 1'égalité
PQ = ¢(P)c(Q)P1Q1 implique avec le lemme 1 que ¢(P)c(Q) est associé a 1 dans A, ¢’est-a-dire inversible
dans A. D’ou ¢(P) € U(A) et ¢(Q) € U(A), de sorte que P et @ sont primitifs.

Enfin, plus généralement, en notant P = ¢(P)P1, Q = ¢(Q)Q1 et PQ = c¢(PQ)S1 avec Pi,Q1,51
primitifs, 1’égalité ¢(PQ)S1 = ¢(P)c(Q)P1Q1 implique, puisque P1Q1 est primitif d’apres le début de la
preuve, que ¢(PQ) est associé a ¢(P)c(Q) dans A, ce que 'on a convenu d’écrire aux élément inversibles
pres ¢(PQ) = c(P)c(Q). O

LEMME 3. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Tout polynéme P € K[X] tel que
P ¢ K peut s’écrire P = qP; o1 ¢ € K* et P, € A[X] est primitif dans A[X].
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Prewve. Notons P =" | Z—;Xl avec n > 1, a; € A, s; non-nuls dans A, et a, # 0. Quitte a multiplier
le numérateur et le dénominateur de chaque fraction % par un méme élément non-nul de A, on peut
i
écrire toutes les fractions % avec un méme dénominateur s (par exemple un ppcm des s; puisque cette
i
’
notion existe dans 'anneau factoriel A, ou encore simplement le produit de s;), sous la forme % = %,
K2

avec a; € A. Donc P = 137" 'a/X’. En désignant par d un pged des aj, et en écrivant a; = db;7 les b;
sont premiers entre eux dans A, de sorte que P = gPl avec P = Z?:o b; X* primitif. 0

THEOREME. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Soit R un élément non-nul de A[X].
(i) Ou bien R € A; alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est irréductible dans A.

(ii) Ou bien R ¢ A; alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est primitif dans A[X] et
irréductible dans K[X].

Preuve. Rappelons d’abord que U(A[X]) = U(A) puisque A est integre.

(i) Supposons R € A. Notons alors R = r. Supposons d’abord r irréductible dans A. En particulier
r ¢ U(A) donc r ¢ U(A[X]). Si P et Q dans A[X] sont tels que r = PQ, on a 0 = degr = deg P+ deg Q
donc P € A et Q € A, de sorte que l'irréductibilité de r dans A implique P € U(A) ou Q € U(A), c’est-
a-dire P € U(A[X]) ou Q € U(A[X]), ce qui prouve que 7 est irréductible en tant qu’élément de A[X].
Supposons maintenant que r est irréductible dans A[X]. En particulier r ¢ U(A[X]) donc r ¢ U(A).
Si a,b € A sont tels que r = ab, alors cette égalité dans A[X] implique a € U(A[X]) ou b € U(A[X]),
c’est-a-dire a € U(A) ou b € U(A), ce qui prouve que r est irréductible en tant qu’élément de A.

(ii) Supposons R de degré non-nul dans A[X] primitif dans A[X] et irréductible dans K[X]. Si P et @ dans
A[X] sont tels que R = PQ, comme R est irréductible dans K[X], on a P ou Q dans U(K[X]) = K\{0}.
Mais P et @ étant a coefficients dans A, cela signifie que P ou @ appartient & A\ {0}. Considérons le
cas ol P € A, P # 0. Dans A[X], on peut toujours écrire Q = ¢(Q)Q1 avec Q1 primitif. On a I'égalité
R = Pc(Q)Q1 avec Pc(Q) € A, Q1 primitif dans A[X] et R primitif dans A[X]. On en déduit avec le
lemme 1 que Pc(Q) € U(A). D’ou a fortiori P € U(A), ou encore P € U(A[X]). De méme Q € A,
Q # 0, implique Q € U(A[X]). On a ainsi montré que R est irréductible dans A[X].

Récipoquement, supposons R de degré non-nul irréductible dans A[X]. Ecrivons-le sous la forme R =
¢(R)R1 avec Ry primitif dans A[X], de méme degré que R; l'irréductibilité de R implique alors R1 ou ¢(R)
inversible dans A[X]. Comme deg R1 = deg R > 1, le premier cas est exclu, donc ¢(R) € U(A[X]), c’est-
a-dire ¢(R) € U(A), et donc R est primitif dans A[X]. Pour montrer maintenant que R est irréductible
dans K[X], considérons P et @ dans K[X] tels que R = PQ. Raisonnons par absurde en supposant
que P et @ ne sont pas dans K; ils sont d’aprés le lemme 3 de la forme P = $P1 et Q = $Q1 avec
a, b, c,d non-nuls dans A, et Pi,Q: primitifs dans A[X], de mémes degrés strictement positifs que P et
Q respectivement. L’égalité R = PQ devient bdR = acP1Q1. Or R est primitif dans A[X] comme on
vient de le voir, et P1(Q1 l'est aussi d’aprés le lemme 2. En appliquant le lemme 1, on déduit que R
est associé & P1Q1 dans A[X]. Il existe donc u € U(A[X]) = U(A) tel que R = uP1Q;. Comme R
est supposé irréductible dans A[X], il en résulte que P1 ou Q1 appartient & U(A[X]) = U(A), ce qui
contredit 'hypothese faite selon laquelle P et @@ sont de degrés strictement positifs. C’est donc que P
ou Q appartient & U(K[X]) = K™, ce qui achéve de prouver que R est irréductible dans K[X]. O

2.5 Premiere application: critere d’irréductibilité d’Eisenstein

THEOREME. Soit A un anneau factoriel. Soit P = ap X" 4+ ap_1 X" ' + -+ + a1 X + a¢ un élément de
A[X] de degré n > 1. On suppose qu’il existe dans A un élément p, premier dans A, et satisfaisant les trois
conditions suivantes:

p divise ag,a1,...,0n_1, p ne divise pas ay, p? ne divise pas ag.
(i) Alors P est irréductible dans K[X], ou K désigne le corps de fractions de A.

(ii) Side plus P est primitif dans A[X] (en particulier s’il est unitaire dans A[X]), alors P est irréductible
dans A[X].

Preuve. On montre d’abord le point (ii). Supposons donc P primitif. Par ’absurde, supposons P
non irréductible dans A[X]: il existe donc Q, R € A[X] tels que P = QR, avec 0 < deg@ < degP
et 0 < degR < degP. Comme P est primitif, le lemme 2 implique que @ et R le sont. Posons
Q= Zg:()biXi et R = Z::OCiXi, avec bj,c; € A,et 0 < g<mnet0<r<n. Onaap,=bge #0, et
I’hypothese p ne divise pas a, implique que p ne divise pas by et ne divise pas ¢,. On a aussi ap = bgco,
et donc par hypothese p divise boco mais p? ne divise pas boco, ce qui implique que p ne divise pas by ou
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p ne divise pas co. Si ’on est dans le cas ou p ne divise pas b, alors p divise co en utilisant le fait que
p est premier dans A. On a vu que p ne divise pas ¢, et on peut donc considérer le plus petit entier
ke {1,...,r} tel que p ne divise pas c¢x. Par construction, p ne divise pas bock, et p divise b;cx—; pour
tout 7z € {17 ey k:} Il en résulte que p ne divise pas ar = bock +b1ck—1+- - -+brco. Comme 1 < k <r < n,
ceci est contraire aux hypotheses faites au départ sur P. C’est donc que P est irréductible dans A[X].

On ne suppose plus maintenant que P est primitif. Notons P = ¢(P)P; avec P; primitif. Comme c(P)
est un pged des a; (pour 0 < i < n), il existe ag,al,...,a, premiers entre eux dans leur ensemble tels
que a; = ¢(P)a; pour tout 0 < i < n. Donc P; = a, X" + -+ a} X + aj. On a clairement p qui ne
divise pas a, (sinon il diviserait a, = c(P)a,) et p* qui ne divise pas ay (par le méme argument). Pour
0 < i< n—1, pdivise a; = ¢(P)a; avec p qui ne divise pas ¢(P) (car sinon p diviserait en particulier a., ce
qui est exclu). Les coefficients a; du polyndme primitif P; vérifiant donc les conditions du critére, on peut
appliquer & P; la premiére étape, et conclure que P; est irréductible dans A[X]. D’apreés le point (ii) du
théoréme de 2.4, il s’ensuit que P; est irréductible dans K[X]. En multipliant par ¢(P) € K* = U(K[X]),
il en est de méme de ¢(P)P; = P. O

EXEMPLE: P = X° +4X? + 12X + 2 est unitaire donc primitif dans Z[X], et il est irréductible dans Z[X]
par application du critere d’Eisenstein.

2.6 Seconde application: factorialité de 1’anneau des polynémes sur un anneau factoriel

On commence par prouver le lemme général suivant, qui donne une autre définition équivalente de la notion
d’anneau factoriel, et dont un sens a déja été cité a la fin du rappel du 2.3.

LEMME (Une définition équivalente de la factorialité). Un anneau intégre A est factoriel si et seulement s’il
vérifie la condition (F1) de la définition et la condition suivante:

(F2’) tout élément irréductible dans A est premier dans A.

Preuve. Montrons d’abord que (F1) et (F2) impliquent (F2’). Soit r un élément iréductible de A; en
particulier r # 0 et r ¢ U(A). Supposons que r divise dans A un produit ab, avec a,b € A non-nuls. 11
s’agit de montrer que r divise a ou b. Soit x € A tel que ab = rx. Si a € U(A), on a alors r divise b.
De méme b € U(A) implique que r divise a. On suppose donc maintenant que a ¢ U(A) et b ¢ U(A).
D’apres la condition (F1), on a des décompositions en produits d’éléments irréductibles: a = a; ... an,
b=bi...bpetx=x1...25. Dot ar...anb1...by, =7rx1...2,. Comme 7 est irréductible, le condition
(F2) implique qu’ou bien il existe 1 < ¢ < n tel que r ~ a;, auquel cas r divise a, ou bien il existe
1 < j < m tel que r ~ bj, auquel cas r divise b. On a ainsi prouvé que r est premier dans A.

Montrons maintenant que (F2’) implique (F2). On suppose donc que tout irréductible est premier dans
A. Supposons que ri72...7n = S152...5m avec 1; et s; irréductibles dans A pour tous 1 < ¢ < n et
1 < j <m. L’élément r; est premier car irréductible, et comme il divise s182...5m, il existe 1 < j <m
tel que r; divise s;. On a donc s; = ar: pour un certain a € A. Comme s; est irréductible et
que 71 ¢ U(A), on a a € U(A), clest-a-dire 7 ~ s;. Par intégrité, on simplifie par 1 pour obtenir
T2 ...Tn ™~ 81...85j—1Sj+1-..Sm. On réitere, et le résultat voulu s’en déduit par récurrence. O

THEOREME. Si A est un anneau factoriel, alors anneau A[X] est factoriel.

Preuve. Montrons que A[X] vérifie (F1). Soit P € A[X], non-nul et non inversible. Si deg P = 0, alors
P € A. Comme A est factoriel, P s’écrit comme un produit d’éléments de A irréductibles dans A, donc
irréductibles dans A[X] d’apres le point (i) du théoréme 2.4. On supposera dans la suite que n = deg P
est strictement positif. On peut sans restriction supposer que P est primitif (car sinon P = ¢(P)P:
avec P1 primitif, et ¢(P) se décomposant d’apres ce qui précede en produit d’éléments irréductibles dans
A donc dans A[X], il suffit de trouver une décomposition en irréductibles de P, pour en déduire une
décomposition de P). On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, on écrit P = u(X — a) avec u € U(A)
et a € A. 1l est clair que X — a est irréductible dans A[X], donc il en est de méme pour P. Prenons
maintenant n > 1 et supposons (H.R.) la condition (F1) vérifiée par tout polyndéme primitif de degré < n.
Si P est irréductible, c’est fini. Sinon, il s’écrit P = QR avec 0 < deg@ < deg P et 0 < deg R < deg P.
D’apres le lemme 2 de 2.4, Q et R sont primitifs, donc par application de I’hypothese de récurrence, ils
se décomposent en produits d’éléments irréductibles de A[X], d’'ot P = QR aussi.

Montrons que A[X] vérifie (F2’). Soit R un élément irréductible de A[X]; montrons qu’il est premier. Si
deg R = 0, alors R est irréductible dans A (point (i) du théoréme 2.4), donc premier dans A puisque A
est factoriel (lemme ci-dessus). Il s’agit de montrer que I’élément R de A est premier dans A[X]. Pour
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cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. Alors R divise ¢(PQ) = ¢(P)c(Q), donc divise ¢(P) ou
¢(Q) dans A puisque R est premier dans A, donc a fortiori divise ¢(P) ou ¢(Q) dans A[X], et finalement
R divise P ou @ dans A[X].

Considérons maintenant le cas non trivial ou deg R > 0. D’apres le point (ii) du théoréme 2.4, R est
primitif dans A[X] et irréductible dans K[X], o K est le corps de fractions de A. Mais comme K est
un corps, K[X] est principal donc factoriel, de sorte que d’apres le lemme ci-dessus, l'irréductibilité de
R dans K[X] implique que R est premier dans K[X]. Il s’agit de montrer que R est premier dans A[X].
Pour cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. On a a fortiori que R divise PQ dans K[X], et comme
R est premier dans K[X], on déduit que R divise P ou @ dans K[X]. Supposons pour fixer les idées que
R divise P dans K[X]. Il existe S € K[X] tel que P = RS.

Supposons d’abord S ¢ K. D’une part P = ¢(P)P, avec P, primitif dans A[X]. D’autre part, d’apres le
lemme 3 de 2.4, on a S = gSl avec d, s € A non-nuls et Sp primitif dans A[X]. D’ou sc¢(P)P1 = dRS1
dans A[X], avec P; primitif et et RS1 primitif (comme produit de deux polynémes primitifs, voir lemme
2 de 2.4). On en déduit avec le lemme 1 de 2.4 que d et sc(P) sont associés dans A. Il existe u € U(A)
tel que d = usc(P), donc s divise d dans A, donc g € A, et finalement S € A[X]. On conclut que R
divise P dans A[X]. Si maintenant S € K, on raisonne comme ci-dessus, mais en prenant S1 = 1.

Ceci acheve de prouver que R est premier dans A[X]. On a ainsi montré que A[X] vérifie les conditions
(F1) et (F2’); on conclut que A[X] est factoriel. O

EXEMPLE: Z[X] est factoriel (rappelons qu’il n’est pas principal).

EXEMPLE: Si A est factoriel, alors A[X,Y] est factoriel car isomorphe & A[X][Y] avec A[X] factoriel. Plus
généralement on obtient ainsi (voir au chapitre suivant) la factorialité de 1'anneau des polynémes en n
indéterminées & coefficients dans un anneau factoriel A.
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Université Blaise Pascal, Licence de Mathématiques, Algebre 2, F. Dumas
Chapitre 7

Anneaux de polynomes: polynomes en plusieurs indéterminées

Dans tout ce chapitre, le mot “anneau” désigne toujours un anneau commutatif unitaire.
1. QUELQUES NOTIONS GENERALES.

1.1 Données, notations, définitions.

e On fixe un anneau A, et un entier naturel n > 1. Considérons une application f:

Nt — A
(1,92, -yin) = Qigig,.in
que l'on notera sous forme de suite (indexée sur N"), c’est-a-dire (@i, i,,....i, ) (i1 i,....in)enn- On dit que f
est & support fini lorsque a;, i,, ., = 0 sauf pour un nombre fini d’éléments (i1, i2,...,%,) de N*. On note

R, (A) Pensemble de toutes les suites f de ce type qui sont & support fini.

o 11 est technique mais élémentaire de vérifier que R, (A) est un anneau commutatif pour la somme et le
produit définis par

(@i sigensin ) (i sinyonin)ENP F (Diysia,oin ) (inyizsensin)eNm = (@iy ig,.osin & Di g, oiin ) (i1 yizsensin)ENT
(@i i eosin ) (i sizsonnsin)ENP X (Diy g, i ) (i1 sizsenssin)ENT = (Ciyinseyin) (i imseenyin) ENT

n
Ciy yinyeoyin = E E Ay Gosenrin Okt K. sin -

r=1j,.+k,.=i,

avec

Pour tout a € A, on note encore a la suite (ail,iz,.,.,in)(z‘l,iz,...,z‘n)eN" dont tous les termes a, i,.... 4, sont nuls,
sauf ag0,... 0 = a. La définition du produit dans R, (A) permet de vérifier que:

a X (biyin,..sin ) (i1 sizsnrin)eNm = (@Diy ig, i ) (i1 i in ) ENP 5

de sorte que A peut étre identifié & un sous-anneau de R,,(A). En particulier, le neutre additif et le neutre
multiplicatif de I'anneau R,,(A4) sont (via I'identification ci-dessus) le zéro et le un de 'anneau A.

e Pour tout (j1,j2,...,7n) € N™, on note Xleg2 ... XJn la suite (@iy in,..rin ) (i1 sin,...in)enn dont tous les
termes sont nuls, sauf a;, j, .. ;. = 1. La définition du produit dans R, (A) permet de vérifier que:

J1 v J2 Jn k k kn\ _ vJitk1 yjatka Jn+kn
(XTI X X (XR Xk LX) = xR xgetke | Xk,

En particulier, XY X9 ... XY =1 et tout élément de 'anneau R,,(A) s’écrit comme une somme finie:

o Y ) - § o X iz i
(ah,lmn-ﬁn)(11,12,~~71n)EN" - alla7'27<~~vZnX1 X2 . 'Xnn'
(41,82,..-y0n ) ENT

DEFINITION. L’anneau R, (A) est appelé 'anneau des polynomes en n indéterminées a coefficients dans A.
On le note A[X1, Xo,..., X,].

DEFINITIONS. Un polynéme de la forme aXleéz ... X! avec a € A, est appelé un mondme. Si a # 0,
Uentier i1 +io+ - - - + 1, est appelé le degré total de ce mondme. Tout polynome est une somme de monomes,
et on appelle degré total d’'un polynome non-nul le maximum des degrés totaux des monomes dont il est
la somme. Par convention, le degré total du polynéme nul est strictement inférieur au degré total de tout

polynéme non-nul; on le note —oo.

DEFINITIONS. Un polynéme non-nul de A[X7, Xs, ..., X,] est dit homogene de degré d (ot d est un entier
naturel) s’il est une somme de monémes qui sont tous de méme degré total d. Pour tout polynéme P non-nul
de A[X7, Xs,...,X,] et tout entier naturel d, on appelle composante homogene de degré d de P la somme

des monomes de P de degré total d.
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e Sin =1, on note X = X; et on retrouve "anneau A[X] bien connu, étudié au chapitre précédent. Le
degré total est le degré usuel.

e Sin =2, on note souvent X = X; et Y = Xy; un élément de A[X,Y] est une somme finie:

P = Z ai’inYj, avec a; j € A.
(i,5)EN?
ExXEMPLE. Considérons par exemple dans Z[X,Y] les polynomes:
P=3X3Y +5X3 -2XY +7 e Q=XY+5X—-6Y+1.

Le degré total de P est 4, celui de @ est 2. Dans @, la composante homogene de degré 2 est XY, la composante
homogeéne de degré 1 est 5X — 6Y, la composante homogeéne de degré 0 est 1. On calcule:

PQ =3X*Y24+20X*Y —18X3Y2 +25X* — 27X%Y —2X2Y2 +5X% — 10X%Y + 12XY? +5XY +35X —42Y + 7 .
N o’ e —— =~

6 5 4 3 2 1 0

e Sin =3, on note souvent X = X7, Y = X5 et Z = X3; un élément de A[X,Y, Z] est une somme finie:

P = Z aid"kXinZk, avec a; j, € A.
(4,5,k)EN3
EXEMPLE. Considérons par exemple dans Z[X,Y, Z] les polynémes:
P=X34+XYZ+X%Z e Q=X+Y-2Z.
P est homogene de degré 3 et Q) est homogene de degré 1.
Leur produit PQ = X* + X3Y +2X2YZ — X222 + XY2Z — XY Z?2 est homogéne de degré 4.

1.2 Premiéres propriétés de ’anneau A[Xq, Xo,..., X,].

LEMME (propriété universelle des anneaux de polynomes). Soient A et B deux anneaux et ¢ un morphisme
d’anneaux A — B. Alors, quels que soient un entier n > 1 et des éléments by, bs, ..., b, de B, il existe un
unique morphisme d’anneaux ® : A[X;, Xs,...,X,]| — B qui prolonge ¢ (c’est-a~dire ®(a) = p(a) pour tout
a € A), et tel que ®(X;) =b; pour tout 1 <i < n.

Preuve. Si @ existe, il est nécessairement défini par:
E o ) i1 yri2 in) — § o C\pilpiz i
CD( al1,’b27---,’an1 X2 Xnn) = W(ah,lz,m,’bn)bl b2 "'bnnv

ce qui réciproquement définit bien un morphisme d’anneaux A[X1, X2,...,Xn] — B. |

PROPOSITION (fondamentale). Soit A un anneau.
(i) Pour tout entier n > 2, il existe dans A[ X1, Xa, . .., X,,] un sous-anneau isomorphe a A[X1, X, ..., Xn_1],
et I'on a alors A[XhXQ, e ;Xn] >~ A[Xl, XQ, . 7Xn71][Xn]~
(i) En particulier, A[X,Y] ~ A[X][Y], et A[X,Y, Z] ~ A[X,Y][Z] ~ A[X][Y][Z].

Preuve. Dans B = A[X1, X, ..., Xy], considérons 'ensemble C des polynémes P = > a;, io,....in X1 X2 ... X
tels que a;; i,,....i, = 0 pour tout multi-indice (i1,42,...,in) € N tel que iy # 0. Il est clair que C est un sous-
anneau de A isomorphe & A[X1, X2,...,X,—1]. D’aprés le lemme précédent (appliqué avec n = 1), I'injection
canonique ¢ : C — B se prolonge en un unique morphisme d’anneaux ® : C[X]| — B tel que ®(P) = ¢(P) = P
pour tout P € C et ®(X) = X, qui réalise de fagon évidente un isomorphisme C[X] ~ B, d’oli le résultat en
revenant aux notations de ’énoncé. O

THEOREME. Soit A un anneau. Soit n un entier naturel non-nul.
(i) Si A est intégre, alors A[X1, Xa, ..., X,] est intégre.
(ii) Si A est factoriel, alors A[X1, Xa,...,X,] est factoriel.

Preuve. On raisonne par récurrence grace a la proposition précédente, en utilisant la proposition d’intégrité du
paragraphe 1.2 du chapitre 6 pour le point (i), et le théoréme 2.6 du chapitre 6 pour le point (ii). ]

Remarque. On n’a pas de propriétés analogues pour les notions d’anneau principal ou euclidien. Méme si K
est un corps, K[X,Y] ~ K[X][Y] n’est pas principal (d’apres le théoréme 1.7 du chapitre 6).
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2. POLYNOMES SYMETRIQUES.

Dans toute cette partie, on fize un entier n > 2 et un anneau A intégre, et on se place dans
Uanneau de polynomes A[ X1, Xo, ..., X,].

2.1 Action canonique du groupe symétrique sur ’anneau des polynémes.

e Notations. Pour tout polynome P € A[X;, Xs,...,X,] et toute permutation ¢ € S, on note P, le
polynéme de A[X;, Xo,...,X,] obtenu en permutant les indéterminées X1, Xo, ..., X,, suivant o, c’est-a-
dire:

Po(XlaX27 s aXn) = P(XU(I)aXa'(2)7 s 7X0'(n))'
o Exemple. n=3,0 = (1,3,2), P(X,Y,Z) = X?>+YZ — 3XY , alors P,(X,Y,Z) = Z*> + XY - 3ZX.
e Remarque. Si P est constant (c’est-a-dire de degré nul), alors P = P, pour toute o € S,.
e PROPOSITION.
(i) Le groupe S,, opére sur A[X1, Xo,...,X,] par Iaction:

SnXA[Xl,XQ,...,Xn] — A[Xl,Xg,...7Xn]
(U7P) = Py ’

(ii) Quelle que soit o € S,,, application:

A[Xl,Xg,...,Xn] — A[X17X27...7Xn}
P - P,

est un automorphisme de anneau A[X1, Xo, ..., X,].

Preuve. Simple vérification, sans aucune difficulté. ]

2.2 Notion de polynéme symétrique.
DEFINITION. Un polynéme P € A[Xy, Xa, ..., X,] est dit symétrique si P, = P pour toute o € S,,.

Remarque. L’ensemble des polynomes symétriques n’est autre que I'ensemble des points fixes pour l'action
du groupe S,, sur I’ensemble A[X1, X, ..., X,].

PROPOSITION. L’ensemble des polynémes symétriques est un sous-anneau de I'anneau A[X1, Xo, ..., X,].

Preuve. Simple vérification, sans aucune difficulté, utilisant le point (ii) de la proposition précédente. O

EXEMPLES avec n = 2. Les polyndmes suivants sont des polynémes symétriques dans A[X,Y]:
1 S1=X+4Y, So=X24+Y2%2 S3=X34+Y3

3

(1)
(2) Wi=X+Y, Wo=X2+XY +Y? W3=X>+X%Y+XY2+4+Y3,
(3) D=(X-Y)

(4)

4 $51=X+4Y, ¥;=XY.
EXEMPLES avec n = 3. Les polynomes suivants sont des polyndémes symétriques dans A[X,Y, Z]:
(1) S1=X+Y+2Z, Sy=X24+Y2+22 S3=X3+4+Y3+273,

(2) Wi=X+Y+Z Woe=X?+XY+XZ+Y?2+YZ+ 272
Ws=X3+Y3+ 23+ XY+ XY’ + X?Z+XZ?°+Y?Z+YZ?>+ XY Z,

(3) D=(X-Y)XX - 22 - 2)
(4) S =X+Y+2Z2 S=XY+XZ+YZ S3=XYZ.

Ces exemples sont des cas particuliers des exemples classiques suivants.
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EXEMPLES avec n quelconque. Les polynémes suivants sont des polynémes symétriques dans A[ X7, Xo, ..., X,]:

(1)  les sommes de Newton: Sp=X{+ XY+ 4+ XF | pourtout k €N;

(2)  les polynémes de Wronski: | Wy, = Z XXt Xin | pour tout k € N;
i1 Fia+ - +in=k

(3)  le discriminant des indéterminées: D= H (Xi —X;)? |;
1<i<j<n

(4)  les polynomes symétriques élémentaires:
Y1=X1+ X+ + Xy,
Yo=X1Xo+ X1 Xg+ -+ X1 X, + Xo Xg + -+ X0 X 4+ -+ X1 X,

Y = Z Xi, Xy Xiy pour tout 1 <k <n, (somme de C* termes),
1<i1<ig<--<ip<n

Y= X1 Xs. .. X

REMARQUE. Dans lanneau A[X;, Xo, ..., X,][Z], le polynéme P(Z) = (Z — X1)(Z — X2)...(Z — X,)
vérifie:
P(Z)=2" —$,2" " 4 5,272 — oo 4 (—1)"7I8, 1 Z 4 (—1)"S,.

2.3 Le théoréme fondamental.

On reprend toutes les notations et hypotheses de 2.1 et 2.2. En particulier, on note 3, Xs,..., %, les
polyndmes symétriques élémentaires.

e Premier exemple introductif.

Considérons dans Z[X, Y, Z] le polynéme symétrique: P(X,Y,Z) = X2Y+XY?+Y?Z+Y Z*+7°X+Z X2,

On calcule:

SN = (X+Y+2) (XY +YZ+ZX)= XY+ XYZ+ X2 Z+XY2+Y2Z+ XYZ+XYZ+YZ2+ 72X
=P(X,Y,Z)+3XYZ =P(X,Y,Z) + 3%3.

On conclut que: P(X,Y,Z) = X135 — 353,

ou encore: P(X,Y,Z)=F(X1,%9,%3), avec F = XY —3Z € Z|X,Y, Z].

e Second exemple introductif.
Considérons dans Z[X, Y, Z] le polynéme symétrique: P(X,Y,Z2)=(2X-Y-2)2Y-Z-X)(2Z-X-Y).
On calcule:
P(X,Y,Z) = (3X — £1)(3Y — £1)(3Z — Xy)
= (9XY — 33X, — 3YS + 22)(3Z — %y).
= 2TXY Z — XYY, — 9XZ¥%; + 3X52 — 9V Z¥%, + 3Y X2 + 3252 — %3
=2TXYZ -9 XY +XZ+YZ)X; +3(X +Y + Z)x2 - ¥3.
On conclut que: P(X,Y,Z) = 2733 — 93,5 + 253,
ou encore: P(X,)Y,Z) = F(31,%2,%3), avec F =277 —9XY +2X3 € Z[X,Y, Z].

THEOREME. Soit m > 2 un entier. Soit A un anneau intégre. Pour tout polynéme symétrique P €
A[X1, Xa,...,X,], il existe un unique polynéme F € A[X;, Xs, ..., X,] tel que:
P(X1,Xo,...,Xn) = F(X1,%,...,5,),
ot X1, %9,..., %, sont les polynémes symétriques élémentaires en les X;, 1 < i < n.
La preuve de ce théoreme est relativement longue et technique. On la donnera en détail plus loin dans

le chapitre. Auparavant, on développe quelques applications des polynémes symétriques a des questions
concretes d’algebre.
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2.4 Formules de Newton.

On reprend toutes les notations et hypotheses de 2.1 et 2.2. En particulier, on note ¥1,%s,...,%, les
polynomes symétriques élémentaires, et S1, 5, ... les sommes de Newton.
THEOREME. Soit n > 2 un entier. Soit A un anneau intégre. On a dans I'anneau A[X1, Xo,...,X,] les
relations suivantes:

(i) Sp—21Sk 1 +%2Sk 0 — -+ (=118, 1S + (=1)*kX, =0, pour tout 1 <k <n,

(il)  Sr—%15i-1+2X2Sp o0+ -+ (—-1)"%,Si—n, =0, pour tout £ > n.

Preuve. Considérons dans anneau A[X1, X2, ..., Xn][Z] le polynéme P(Z) = (Z — X1)(Z — X2)...(Z — Xn).
Comme on 'a vu a la fin de 2.2, on a:

P(Z)=2"—%1Z" 1 4+ 552772 — o 4 (=) 18,1 Z + (1) 3,.
e Par définition de P, on a P(X;) = 0 pour tout 1 < i < n, et donc:
XP =S X X ()T X (1), = 0.
On fait la somme membre & membre de ces n égalités pour 1 < ¢ < n; il vient:
Sp —£18p—1+Z2Sp—2 — -+ (=) 128,151 + (-1)"n%, =0,

ce qui est l'assertion (i) pour k = n.

e Pour £ > n, on considere dans A[X1, Xo, ..., X,][Z] le polynéme Z*~"P(Z). Pour tout 1 < i < n, il vérifie
X"P(X;) = 0, donc:
XEM(XP =S X S X - ()T, 1 X + (1) E,) =0,

ou encore:
XX X (X 4 (=0

On fait la somme membre & membre de ces n égalités pour 1 < i < n; on obtient exactement I’assertion (ii).
e Pour k = 1, la formule (i) est triviale, puisque S1 = Xj.

e Il reste a prouver (i) pour 1 < k < m. On raisonne pour cela par récurrence sur le nombre n d’indéterminées.
C’est clair pour n = 3, car alors k = 2 et 'on a bien: Sg — 3151 + 2¥2 = 0. On suppose maintenant la relation
(i) vraie dans A[X1, X2,...,Xn—1], et on fixe 1 < k < n.

On considere dans A[X71, Xa, ..., Xp] le polynéme Sy — $1S,_1 4+ XaSk_o — - + (=1)F"12,_1 81 + (—1)FkZy.
Notons-le Q(X1, X2,...,Xn—1,Xn). Il est clairement homogene de degré k.

Introduisons enfin dans A[X1, X2,..., Xp—1] le polyndme Qo(X1,...,Xn—1) = Q(X1,...,Xn-1,0).

11 est clair que, pour tout 1 < i <n—1, on a: X;(X1,...,Xn-1,0) = 2;(X1,...,Xn_1), le i-itme polyndme
symétrique élémentaire dans A[X1, Xa,...,Xn—1]. Et de méme S;(X1,...,Xn-1,0) = Si(X1,...,Xn—1). L’hypothese
de récurrence se traduit donc par: Qo(Xi,...,Xn—1) =0 dans A[X1, X2,..., Xn_1].

En d’autres termes, Q(X1,...,Xn—1,0) = 0 dans A[X1, X2,...,Xn—1,Xn]. On en déduit que Q est divisible par
Xn dans A[X1,X2,...,Xn_1,Xn]. Comme Q est symétrique, cela implique que Q est aussi divisible par X; pour
tout 1 < ¢ < n — 1. Finalement @ est divisible par le produit X; Xs...X,. Comme @ est homogene de degré
k < n, ce n’est possible que si Q = 0, ce qui prouve le résultat voulu, et achéve la preuve. O

APPLICATION 1 (expression des sommes de Newton en fonction des polynémes syméiriques élémentaires).
Soit n > 2 un entier. Soit A un anneau intégre. On a dans 'anneau A[ X7, Xs, ..., X,,] les relations suivantes:

S1 =3, Sy = 5121 — 2%, :E%—222, S3 =521 — 5129 + 3%3 = Ei’—32122+323,

et ainsi, de proche en proche, I'expression de tous les S; comme des polynémes en les 3.

APPLICATION 2 (exzpression des polynéomes symétriques élémentaires en fonction des sommes de Newton;
cas d’un corps de caractéristique zéro). Soit n > 2 un entier. Soit K un corps de caractéristique zéro. On a

dans Panneau K[Xi, Xa, ..., X,] les relations suivantes:
Yy =51, 222%512—%52, 23:%5’113_%5152_’_%537

et, de proche en proche, I'expression de tous les ¥; comme des polynomes en les S;, a coefficients dans K.
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COROLLAIRE (une autre forme du théoréme fondamental; cas d’un corps de caractéristique zéro). Soit n > 2
un entier. Soit A un anneau intégre de caractéristique nulle. Soit K son corps de fractions. Pour tout
polynéme symétrique P € A[X1, Xa,...,X,], il existe un unique polynéme G € K[X1, Xo, ..., X,,] tel que:

P(X1,Xo,...,X,) = G(S1,52,...,5),

ot S1,5%,...,S, sont les n premiéres sommes de Newton en les X;, 1 < i < n.

Preuve. 11 suffit de combiner la seconde remarque ci-dessus avec le théoréme fondamental de 2.3. O

2.5 Application aux relations entre coefficients et zéros d’un polynéme de K[X].

On fixe un corps K algébriquement clos. Soit P = Z?:o a; X" un polynéme de K[X], de degré n > 1. Il a
alors n zéros dans K, que I'on notera aq, aq, ..., ay,, et se factorise en:

P(X) =Y a;iX'=a, [[(X —qj), aveca, #0.
i=0 j=1

Pour tout 1 < k < n, notons Xy = Xg(aq, as,...,a,) le k-itme polyndéme symétrique élémentaire en les «;.
On a alors (voir remarque finale de 2.2):

[T(X —a)=X" =S, X145, Xm 2 — o4 (=) 18, 1 X + (=1)"S,,.
j=1

On en déduit par identification que:
Ap—1 = _anzla Ap—2 = an227 e a1 = (_1)n71an2n717 ap = (_1)nanzn
On a ainsi établi:

PROPOSITION. Si K est un corps algébriquement clos, alors pour tout polynéme P(X) = Z?:o a; X* de
degré n > 1, les n zéros ay,Qas, ..., q, de P vérifient:

Uy
Yi(ar, o, ... ap) = (—1)F =22k pour tout 1< k < n.
(2%
COROLLAIRE. Soit K un corps. Soient ay,as, ..., a, des éléments quelconques de K. Pour tout 1 <1i < n,
posons \; = X;(ag,as,...,ap). Alors ay, as, ..., a, sont les zéros du polynéme:

X7 = M X4 A X2 g (2 1),

Ezemple 1. Pour P(X) = aX?2 +bX + ¢ € C[X], avec a # 0, on retrouve le résultat bien connu:
c

b
Y1=a1 t+ay = —— et Yo =ajag = —.
a a
Ezemple 2. Pour P(X) = X3 + pX + ¢ € C[X], on retrouve le résultat bien connu:

Y1=a1+az+a3 =0, dz=ajax+ajazt+azaz=p et X3=ajazaz=—q.

3. RESULTANT ET DISCRIMINANT

3.1. Position du probléme.

DONNEES, QUESTION, REMARQUES. Dans toute cette partie, K est un corps algébriquement clos. On cherche
a résoudre la question suivante:

étant donnés deux polynomes P et @ de degré > 1 dans K[X], distincts, trouver une condition
nécessaire et suffisante pour qu’ils admettent au moins un zéro commun.

Dire que P et @Q admettent un zéro commun « € K équivaut a dire que le polynéme X — a divise a la fois
P et Q dans K[X], ce qui équivaut a dire que leur pged dans Panneau K[X] est de degré > 1.

PROPOSITION. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et Q) deux polynémes dans K[X] de degrés
respectifs m > 1 et n > 1. IIs admettent un zéro commun dans K si et seulement s’il existe des polynémes
R et S dans K[X] tels que:

degR<m-—1, degS <n-—1, RQ = SP.
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Preuve. Supposons les trois conditions de la proposition vérifiées. Appelons ai,a2,...,am les zéros (non
nécessairement distincts) de P dans K. Alors, pour tout 1 < ¢ < m, le polynéme X — «; divise P, donc di-
vise RQ, dans K[X]. Puisque X — o est premier (car irréductible dans I’anneau principal K[X]), on a donc
X — oy divise R ou X — oy divise @, et ceci quel que soit 1 < i < m. Comme deg R < m, on ne peut pas avoir
R divisible par (X — a1)(X — a2)...(X — am). C’est donc qu’il existe au moins un indice 1 < ig < m tel que
X — a4, divise Q. Ainsi a;, est un zéro commun a P et Q dans K.

Réciproquement, supposons que P et @ aient un zéro commun o € K. Si D est un pged de P et Q dans K[X],
on a donc deg D > 1, et il existe des polynémes non-nuls R et S dans K[X] tels que P = RD et Q = SD, avec
deg R < deg P et deg S < deg @. On a alors I’égalité RQ = RSD = SP. O

3.2 Notion de résultant de deux polynémes.

DEFINITION. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et ) deux polynémes non-nuls dans K[X] de
degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons:

P=Y aX' e Q=)> bX a;,b; € K, an, #0, b, #0.
i=0 i=0

7=

On appelle résultant de P et ) le déterminant d’ordre m + n suivant:

am, 0 . 0 0 b, 0 . 0 0 — 1
Am—1 Am . . . b1  bp . . . — 2
Ay —2 App—1 . . . bn_g bn—l . . . «— 3
Ay, 0
Um—n41 Om-nt2 - Gm-1 Am b1 —n
Qm—n m—n4+1 - Am-2 Gm—1 bo by —n+l
Am—n—1 [ . . App—2 0 bo —n+2
0 0
R(P,Q) =
0
as as . an An+t1 0 . . by, 0 —m—1
al as . Ap-—1 Qp, 0 bn—l bn —m
ao ay - Qpn-2  Gp-1 0 . . b2 b1 —m+1
0 apn
ao ay . . . bo b1
0 0 0 aop 0 0 0 bo —m+n
n m

Remargque. On a ci-dessus, pour fixer clairement ’écriture du déterminant, supposé que m > n. Mutatis mutandis,
I’analogue pour m < n s’en déduit de fagon évidente.

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynomes de K|[X| non-nuls et non constants ont
au moins un zéro commun dans K si et seulement si leur résultant est nul.

m X n .

Preuve. Soient P = Y a; X" et Q = > b; X" dans K[X], de degrés respectifs m > 1 et n > 1. D’apres la
i=0 i=0

proposition de 3.1, lexistence d’un zéro commun a P et @ équivaut a l'existence de deux polynémes non-nuls

m—1 X n—1 .
R= Y XX’ dedegré <m-—1,et S = wi X", de degré < n—1, tels que RQ = SP. Par identification, cette
i=0 i=0

égalité équivaut aux relations:

Am fbn—1 = bn>\m71
Am—1MUn—1 + Ampn—2 = bp—1Am—1+ bnAm—2
am—2Hn—1 + Am—14n—2 + AGmfn—3 = bn—2Am—1+bn1Am—2 +bpAm_3
aop1 +aipo = boA1 + bi1Xo
appo = boXo
En faisant “tout passer” dans le premier membre, on obtient un systéme linéaire homogene, de m + n équations
a m + n inconnues, ces inconnues étant fin—1,Un—2,..-, 40 —Am—1, —Am—2,...,—A0. 1l admet une solution
non-nulle si et seulement si son déterminant est nul. Or ce dernier n’est autre que le résultant R(P,Q), d’ou le
résultat. O
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COROLLAIRE. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes de K[X] non-nuls et non constants
sont premiers entre eux dans K[X] si et seulement si leur résultant est non-nul.

Preuve. On a déja observé en 3.1 que 'existence d’un zéro commun a P et @) équivaut au fait que leur pged est de
degré > 1, c’est-a-dire que P et Q) ne sont pas premiers entre eux. D’ou le résultat d’apres le théoréme précédent.
O

Ezxemples en petits degrés.

eSiP=aX+b et Q=cX+d, alors R(P,Q)=ad— be.

eSiP=aX?+bX +c et Q=pX+gq, alors R(P,Q) = p*c+ q¢’a — pgb.

eSiP=aX?+bX +c et Q=pX?>+qX +r, alors R(P,Q) = (ar — cp)? — (aq — bp)(br — cq).
Exercice. Soit a € K un parametre quelconque. Montrer qu’il existe au plus 7 valeurs de a pour lesquelles les

polynémes P = X* 4+ X3 + X +a+1et Q = aX® 4+ X + a ont un zéro commun. (Indication: vérifier que
R(P,Q)=a” +2a* +3a® +a?2 +a+1.)

3.3 Expression du résultant en fonction des zéros.

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et Q deux polynémes non-nuls dans K[X] de
degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons:

1=0

P=%aX =a, [[X-q) e Q= bX =b, [[(X-5),
i=0 j=1 j=1
ottlesa; (0 <i<m)etlesb; (0 <i<n)sont les coefficients dans K de P et Q) respectivement, avec a,, # 0
et b, #0, et ottlesa; (1 <j<m)etlesB; (1<j<n)sontles zéros dans K de P et ) respectivement.
Alors le résultant R(P, Q) est donné par:
R(P,Q)=apby T (ai—5)).

1<i<m
1<j<n

Preuve. On raisonne en plusieurs étapes.
Premiére étape. Soient P; et Q1 les polyndmes unitaires dans K[X] définis par P = a; P1 et Q = b, Q1. On a:

m n
P =1 (X —ay) et Q1= J[(X-8).
j=1 j=1
Notons 31, ..., 3m les fonctions symétriques élémentaires en les zéros a1, ..., am de P, et X/,..., 57 les fonctions
symétriques élémentaires en les zéros 1, ...,0n de Q. D’apres les résultats de 2.5, on a:
_ _ bp— bn— b
Elz_am 17 22:am 27 DR Em:(_l)maio7 gl:_n 17 /2: n27 ’ El:(_l)n707
am Am am bn bn bn
et donc:
Pl=X" -5 X 45X 2 - 4 (=)™ X+ (=),
Qr=X"-S| X 14 Bixn=2 4 (-)"I% X+ (-1)"E.

Deuxieme étape. Reprenons maintenant les expressions développées P = Z:'io a; X' et Q= Z?:o b; X*.
L’expression du déterminant R(P,Q) vu en 3.2 permet de voir R(P,Q) comme un polynéme en les n + m + 2

indéterminées ag, a1, ..., am,bo,b1,...,bn. Plus précisément, la forme du déterminant permet d’observer que ce
polynéme est homogene de degré n en les indéterminées ag, a1, . . ., am et homogene de degré m en les indéterminées
bo, b1, ...,bn. Dans Panneau Klag, a1,...,am,bo,b1,...,bn], notons:

R(P,Q) = F(ao,a1,...,am,bo,b1,...,bn).

D’apres les observations précédentes:
ap a Ay — bo b bn—
R(PvQ):aZmb:LnF(iorilvv o 17171)7071)717”" nol

Am  Gm am n  On bn

Cette relation appliquée aux polyndémes P; et Q1 développés comme & la fin de la premiere étape s’écrit:
R(P1,Q1) = F((=1)"Zm, (=)™ T, ooy =31, 1, (D", (=)', ., =T, 1),

On en déduit d’abord que R(P1, Q1) est un polynéme symétrique en a1, a2, . . ., d’une part, et en 581, B2, ..., On
d’autre part (c’est le sens évident du théoréme 2.3).
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On en déduit d’autre part que R(P,Q) = al,bl*R(P1,Q1), d’ott R(P1,Q1) = 0 si et seulement si R(P,Q) = 0,
c’est-a-dire d’apres le théoréme 3.2 si et seulement s’il existe un couple (i,5) avec 1 <i<met 1 <j <n tel que

o = ﬁ]

Ces deux remarques impliquent que, dans Klai,...,am,B1,...,0n], le polynébme R(Pi,Q1) est divisible par
(c; — B4) pour tous 1 <i <met 1< j<n,et donc par le produit IT =[], <, <, 1<j<n(o¢i — B34). En comparant
pour chacun des polynoémes R(Pi, Q1) et II les degrés en a1, a2, ..., am et en B1, B2, ..., Bn, ainsi que le coefficient

de (ara2 -+ am)™, on conclut finalement que R(Pi, Q1) = IL.

On en tire que R(P, Q) = ab™1II, ce qui achéve la preuve. ]

Remarque. On a donc du résultant les expressions suivantes:

R(P,Q) =apby [ (ai—8)=ap [] Q) =0m o I P3;).
1<i<m 1<i<m 1<j<n
1<j<n

qui rendent explicite la conclusion du théoreme 3.2.

3.4 Discriminant d’un polynome.

DEFINITION. Soit K un corps algébriquement clos. On appelle discriminant d’un polynéme P de degré au
moins égal & 2 dans K[X] le résultant de P et de son polynéme dérivé P’. On note:

A(P) = R(P, P').

THEOREME. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P un polynéme de degré au moins égal & 2 dans
K[X] et P’ son polynéme dérivé. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Le polynéme P a au moins un zéro multiple dans K.
(ii

(iii

Les polynémes P et P’ ne sont pas premiers entre eux.

Les polynémes P et P’ ont au moins un zéro commun dans K.

)
)
)
(iv) Le discriminant A(P) du polynéme P est nul.

Preuve. L’équivalence de (ii) et (iii) résulte de la remarque préliminaire de 3.1. Par définition méme du discrimi-
nant, I’équivalence de (iii) et (iv) est une conséquence du théoréme 3.2. Il suffit donc de montrer I’équivalence de
(i) et (ii).

Supposons d’abord que P a un zéro multiple . Alors il existe un polynéme @ de degré n — 2, ou n désigne le
degré de P, tel que P(X) = (X — a)2Q(X). On a alors P/(X) = 2(X — a)Q(X) + (X — a)?Q’(X), de sorte que
X — « est un diviseur commun de P et P’ de degré non-nul. Donc P et P’ ne sont pas premiers entre eux.
Supposons réciproquement que P et P’ ne sont pas premiers entre eux. Leur pged D est de degré strictement
positif. Comme K est algébriquement clos, il admet au moins un zéro o € K. Le polynéme X — « divise D,
donc divise P et P’. 1l existe en particulier un polynéme @ de degré n — 1, ou n désigne le degré de P, tel que
P(X) = (X — @)Q(X). On a alors P'(X) = Q(X) + (X — @)Q'(X). Mais comme X — « divise aussi P/, on en
déduit qu’il divise Q. Et donc P est divisible par (X — a)?, ce qui achéve la preuve. O

COROLLAIRE. Soit K un corps algébriquement clos. Un polynéme P de degré au moins égal a 2 dans K[X]
n’admet que des zéros simples dans K si et seulement si son discriminant est non-nul.

EXEMPLE 1. Dans C[X], considérons P(X) = aX? +bX + ¢, avec a # 0. On a P'(X) = 2aX + b, et donc:

A(P) = R(P,P') = [ % 30| = a(4ac - 12).

L’application du corollaire ci-dessus montre que P n’a que des zéros simples si et seulement si b> — 4ac # 0,
résultat bien connu !

EXEMPLE 2. Dans C[X], considérons P(X) = X® + pX +¢. On a P/(X) = 3X? + p, et donc:

A(P)=R(P,P") = = 4p3 + 27¢°.

oY O
cowow

q.
00
30
03
p 0
0p

0
1
0
p
q
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Supposons que A(P) = 0, et notons « le zéro multiple de P dans K (il est forcément unique puisque P est de
degré 3). Comme « est alors aussi zéro de P/, on a a? = —£.

Si p = 0, alors la nullité de A(P) = 4p® + 27¢® implique que 1’on a aussi ¢ = 0, donc P(X) = X3, qui admet 0
comme zéro triple.

2 2
Si p # 0, alors la nullité de A(P) = 4p3 + 27¢> implique que I'on a p = — 247pq2 , d’ot a2 = -£= %. On vérifie
que seul a = —g—g est zéro de P, et c’est un zéro double.

PROPOSITION (expression du discriminant en fonction des zéros). Soit K un corps algébriquement clos. Soit
P=a,X"+ -+ a1 X + ap un polynéme de degré n > 2 dans K[X]. Soient a,...,«, les zéros de P dans
K. Alors le discriminant de P est donné par:

nn=1) o
AP =(-1)"7a " [ (ei—ay)

1<i<j<n

Preuve. On a: P(X) = an H (X — ag), donc: P'(X)=an Z ( H (X 70%))
1<k<n 1<5<n 1<k<n,k#j

d’olt, pour tout 1 <7 < n, 'égalité: P'(a;) = an(ai — a1)(a; —a2) ... (; — ai—1)(e; — aig1) ... (o — an).
On calcule alors en utilisant les expressions de la remarque suivant le théoréme 3.3:

A(P)=R(P,P)=ap '[[ P'()
1<i<n

= ainfll_‘[ (Oéi — 041)(017; — a2) . (Ozl' — Ozl',l)(ozi — Oéi+1) ... (ai — an)

1<i<n
=al" [ (=DM en =)oz — ). (i1 — o) (o — cign) - (0 — o)

1<i<n
— ain—l(il)n(n—l)/Q H (ai 7aj)2- O

1<i<j<n

Remarque. Cette relation justifie le nom de discriminant des indéterminées donné a l'exemple (3) du para-
graphe 2.2.
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