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Chapitre 1

Groupes : les premieres notions

1. GROUPES ET SOUS-GROUPES

1.1 Notion de groupe

1.1.1 DEFINITION. Soit G un ensemble non-vide. On appelle loi de composition interne dans G,
ou opération interne dans GG, toute application x : G X G — G.

Une telle loi de composition interne permet donc d’associer a tout couple (z,y) d’éléments de G
un autre élément de G, noté = % y, et appelé le produit de x par y pour la loi *.

1.1.2 DEFINITION. On appelle groupe tout ensemble non-vide G muni d’une loi de composition
interne *, vérifiant les 3 propriétés suivantes (appelées axiomes de la structure de groupe):

(A1) laloi * est associative dans G ;

rappelons que cela signifie que =  (y x z) = (x * y) * z pour tous z,y, z € G.

(A2) laloi * admet un élément neutre dans G ;
rappelons que cela signifie qu’il existe e € G tel que x x e = e x x = x pour tout x € G.

(A3) tout élément de G admet un symétrique dans G pour la loi * ;
rappelons que cela signifie que, pour tout x € G, il existe ' € G tel que zx 2’ =2’ xx =e.

1.1.3 DEFINITION. On appelle groupe commutatif, ou groupe abélien, tout groupe G dont la loi %
vérifie de plus la condition supplémentaire de commutativité: x * y = y * x pour tous x,y € G.

1.1.4 EXEMPLES.

(a) Pour tout ensemble X, I'ensemble S(X) des bijections de X sur X muni de la loi o de
composition des bijections est un groupe, appelé groupe symétrique sur X.

Le neutre en est l'identité de X, car foidx = idx of = f pour toute f € S(X). Pour toute f €
S(X), le symétrique de f pour la loi o est la bijection réciproque f~1, car fof™' = f~'o f =idx.
Dés lors que X contient au moins trois éléments, le groupe S(X) n’est pas abélien (montrez-le).

(b) Pour tout entier n > 1, ’ensemble GL,(R) des matrices carrées d’ordre n inversibles & coef-
ficients réels est un groupe pour la multiplication des matrices.

Le neutre en est la matrice identité I, car M x I,, = I, x M = M pour toute M € GL,(R).

Pour toute M € GLyx(R), le symétrique de M pour la loi x est la matrice inverse M ', car
MxM™t=M"1xM=1I,. Déslors que n > 2, le groupe GL,(R) n’est pas abélien (montrez-le).

(¢) L’ensemble C des nombres complexes muni de 'addition est un groupe abélien.

Le neutre en est le nombre complexe nul 0, car z +0 = 0 + z = z pour tout z € C. Pour tout
z € C, le symétrique de z pour 'addition est son opposé —z, car z + (—z) = (—2) + 2 = 0.

(d) L’ensemble C* des nombres complexes non-nuls muni de la multiplication est un groupe
abélien.

Le neutre en est le nombre complexe 1, car 2.1 = 1.z = z pour tout z € C*. Pour tout z € C*, le
symétrique de z pour la multiplication est son inverse z71, car z.z7 ! =27 1.z = 1.



1.1.5 REMARQUES ET CONVENTIONS DE NOTATION. Afin d’éviter la lourdeur de la notation *, on
convient généralement de noter la loi de composition interne d’un groupe quelconque G, soit comme
une multiplication (par un point .), soit comme une addition (par un +). Dans le premier cas, le
symétrique d’un élément est appelé son inverse, dans le second cas, son opposé. Usuellement, on
réserve la notation additive au cas des groupes abéliens. C’est pourquoi, dans toute la suite de ce
polycopié, on adoptera pour les groupes quelconques, conformément a 'usage courant, la notation
multiplicative.

(a) Un groupe G sera donc un ensemble non-vide G muni d’une loi de composition interne .
— associative (z.(y.z) = (z.y).z pour tous z,y, z € G),
— admettant un élément neutre e (z.e = e.x = x pour tout z € G),
— et telle que tout élément 2 € G admette un symétrique z~! pour laloi . (z.27! =2 1o =e¢).

(b) De plus, I’éventuelle commutativité de G se traduira par: z.y = y.z pour tous z,y € G.

(c) On utilisera la notation =™ = x.z.x---x (n facteurs) pour tous x € G et n € N*, ainsi que les
conventions 20 = e, et 7" = (z") 7L

(d) Pour tous x,y € G, on a (z.y) ! =y L.x™! (montrez-le, attention & I'ordre !)

1.1.6 Quelques remarques techniques, mais parfois utiles, sur les axiomes de la structure de groupe.
(a) Dans un groupe G, I’élément neutre e est nécessairement unique, et le symétrique d’un élément
quelconque est nécessairement unique.

(b) Si G est un ensemble non-vide muni d’une loi de composition interne . qui est supposée associative,
il suffit que G admette un élément neutre e & droite (ce qui signifie que x.e = x pour tout x € G)
et que tout élément x € G admette un symétrique =’ € G a droite (ce qui signifie que x.z' = €)
pour conclure que G est un groupe.

1.2 Sous-groupe

1.2.1 EXEMPLE INTRODUCTIF. Considérons le groupe C* pour la multiplication. Dans C*, considérons
le sous-ensemble R*. En restreignant & R* la multiplication dans C*, on obtient une loi de composition
interne dans R* (car le produit de deux réels non-nuls est encore un réel non-nul). La question de savoir
si R* est lui-méme un groupe pour la loi . est donc fondée.

L’associativité de . dans R* est évidemment vérifiée (la relation z.(y.z) = (z.y).z étant vraie pour tous
x,y,z € C*, elle est a fortiori vraie pour tous z,y,z € R*).

Le nombre complexe 1 est un élément de R*, et il est neutre pour la loi . dans R* (larelation .1 = l.x =z
étant vraie pour tout x € C*, elle est a fortiori vraie pour tout = € R*).

Pour tout « € R*, linverse ' de  dans C* appartient & R* et est donc l'inverse de z dans R* (les
égalités x.x ™" = x7 .o = 1 étant alors vraies dans R* comme dans C*).

On conclut que le sous-ensemble R* est lui-méme un groupe pour la multiplication déduite de celle de
C* par restriction. On dit alors que R* est un sous-groupe de C*.

Le méme raisonnement s’applique si on remplace R* par Q*, mais pas si on le remplace par I’ensemble
des nombres imaginaires purs (car le produit de deux imaginaires purs n’est pas un imaginaire pur), ou
par Pensemble Z* (car I'inverse d’un entier non-nul peut ne pas étre un entier).

1.2.2 DEFINITION. Soit G un groupe muni d’une loi de composition interne . et soit H un sous-
ensemble non-vide de G. On dit que H est un sous-groupe de G lorsque les deux conditions suivantes
sont vérifiées:

(1) H est stable pour la loi . (ce qui signifie z.y € H pour tous =,y € H),
(2) H est stable par passage & I'inverse (ce qui signifie z=! € H pour tout =z € H).

Dans ce cas, la restriction & H de la loi . de G définit une loi de composition interne dans H, pour
laquelle H est lui-méme un groupe.



1.2.3 EXEMPLES.

(a) Z, Q, R sont des sous-groupes du groupe C muni de 1’addition, mais pas N (car 'opposé d’un
élément de N n’est pas nécessairement un élément de N).

(b) L’ensemble U des nombres complexes de module égal & 1 est un sous-groupe de C* muni de
la multiplication. Pour tout entier n > 1, 'ensemble U,, des racines n-iémes de 'unité est un
sous-groupe de U.

(¢) Pour tout n > 2, 'ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n a coefficients réels
sans 0 sur la diagonale est un sous-groupe non-abélien de GL,,(R). L’ensemble des matrices
diagonales d’ordre n a coefficients réels sans 0 sur la diagonale en est un sous-groupe abélien.

1.2.4 REMARQUES.

(a) Les deux conditions de la définition 1.2.2 peuvent étre synthétisées en une seule: soit H un
sous-ensemble non-vide d’un groupe G, alors

(H est un sous-groupe de () si et seulement si (pour tous z,y € H, on a z.y ' € H).

(b) Si H est un sous-groupe de G, alors I'élément neutre e de G appartient nécessairement a H
(car pour tout + € H, on a x~! € H, et z.x7! = e € H). A contrario, un sous-ensemble
de G qui ne contient pas le neutre de G ne peut en aucun cas étre un sous-groupe (ce qui
est dans la pratique une fagon pratique treés fréquente de vérifier qu'un sous-ensemble d’un
groupe connu n’est pas un sous-groupe).

(¢) Tout sous-groupe d’un groupe abélien est lui-méme abélien, mais un groupe non abélien peut
contenir des sous-groupes abéliens aussi bien que des sous-groupes non-abéliens (voir 1.2.3.c).

(d) Dans la pratique, dans la plupart des cas, pour montrer qu'un ensemble donné est un groupe,
on ne revient pas a la définition par les trois axiomes, mais on cherche & montrer qu’il est un
sous-groupe d’un groupe déja connu.

e) Attention, pour vérifier qu’'un sous-ensemble donné d’un groupe est un sous-groupe, on
g g
n’oubliera pas de vérifier au préalable qu’il est non-vide; d’apres la remarque (b) ci-dessus, le
plus naturel pour cela est de s’assurer qu’il contient le neutre.

(f) Tout groupe G contient toujours au moins pour sous-groupes le sous-groupe trivial {e} formé
du seul élément neutre, et le groupe G lui-méme.

1.2.5 EXEMPLES.

(a) Soit E' un espace vectoriel. L’ensemble GL(E) des automorphismes d’espace vectoriel de E
est un groupe appelé groupe linéaire de F; pour le montrer, il suffit de vérifier que c’est un
sous-groupe de S(FE). Les éléments de GL(E) qui ont un déterminant égal a 1 forment un
sous-groupe de GL(E), noté SL(E).

(b) Supposons de plus que E est euclidien. L’ensemble O(FE) des isométries vectorielles de E est
un groupe appelé groupe orthogonal de E; pour le montrer, il suffit de vérifier que c’est un
sous-groupe de GL(F). L’ensemble SO(E) des isométries vectorielles positives de E est un
sous-groupe de O(E), et I'on a SO(E) = O(E)NSL(E). L’ensemble des isométries vectorielles
négatives de E n’est pas un sous-groupe de O(FE) (il ne contient pas le neutre idg).

(¢) L’ensemble des bijections continues et strictement croissantes de R dans R est un groupe pour
la loi o ; pour le montrer, il suffit de vérifier que c’est un sous-groupe du groupe S(R) de
toutes les bijections de R sur R.

1.2.6 PROPOSITION. L’intersection de deux sous-groupes d’un groupe G est un sous-groupe de G.
Plus généralement, l'intersection d’une famille quelconque de sous-groupes d’un groupe G est un
sous-groupe de G.



Preuve. 11 suffit pour le montrer de prouver le second point. Soit donc (H;)ier une famille de sous-
groupes d’'un groupe G. Posons K = ﬂiel H; l'intersection de tous les H;. L’ensemble K est non-vide,
car il contient le neutre e puisque celui-ci appartient a chacun des sous-groupes H;. Soient x et y deux
éléments de K. Pour tout i € I, on a .y~ ' € H; puisque H; est un sous-groupe. Donc 2.y~ " € K. Ce
qui prouve que K est un sous-groupe de G. O

1.2.7 REMARQUE. Attention, la réunion de deux sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe.

Contre-exzemple. Dans le groupe C* muni de la multiplication, considérons le sous-groupe Uz = {1, —1}
des racines carrées de 'unité et le sous-groupe Uz = {1, j, 52} des racines cubiques de 'unité. Notons
K=U,UUs={1,-1,4,52}. Onaj € K et —1 € K, mais le produit (—1).j = —j ¢ K. Donc K n’est
pas stable par la multiplication, et ce n’est donc pas un sous-groupe de C*. O

1.3 Cas particulier des groupes finis

1.3.1 DEFINITIONS ET NOTATION. On appelle groupe fini un groupe G qui, en tant qu’ensemble, n’a
qu’un nombre fini d’éléments. Ce nombre d’éléments (qui n’est autre que le cardinal de I’ensemble
G) est appelé I'ordre du groupe G, noté o(G) ou |G|.

1.3.2 EXEMPLES.

(a) Soit n un entier strictement positif. Soit X un ensemble fini & n éléments. Le groupe S(X) des
bijections de X sur X est alors un groupe fini d’ordre n!, que 'on appelle (indépendamment
de I'ensemble X) le groupe symétrique sur n éléments, et que 'on note S,.

(b) Soit n un entier strictement positif. Le sous-groupe U,, des racines n-iemes de I'unité dans
C* est fini, d’ordre n. On peut expliciter U,, = {1, e2im/n edin/n obim/n ,e2(”_1)“r/”}

1.3.3 THEOREME (dit théoréme de Lagrange) Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Alors H
est fini, et 'ordre de H divise I'ordre de G.

Preuve. Notons |G| = n. 1l est clair que H est fini. Notons |H| = m. Pour tout z € G, notons
xH = {xh; h € H} (ce sous-ensemble est appelé la classe de z & gauche modulo H).
D’une part, pour tout € G, 'ensemble xH est formé de m éléments.

En effet, si 'on note H = {h1, ha, ..., hn}, alors zH est 'ensemble des éléments de la forme
zh; pour 1 <14 < m, et xh; # zh; lorsque i # j (car zh; = xzh; implique z~'zh; = 2~ *zh;
donc h; = hj donc i = j).

D’autre part, ’ensemble des classes xH distinctes obtenues lorsque x décrit G est une partition de G.

En effet, tout z € G s’écrit x = xe avec e € H, donc x € xH; ceci prouve que G est
inclus dans la réunion des classes xH, et donc lui est égal puisque I'inclusion réciproque est
triviale. Il reste & vérifier que deux classes *H et yH distinctes sont forcément disjointes.
Pour cela, supposons qu’il existe z € H N yH, c’est-a-dire qu'il existe h’', h”" € H tels que
z = zh' = yh”. Tout élément xh de zH (avec h € H) s’écrit alors xh = (yh"h'~')h =
y(h'R'"'h) avec (W'h'~'h) € H, et donc zh € yH. On conclut que zH C yH. L’inclusion
réciproque s’obtient de méme et 'on déduit que tH = yH. On a ainsi prouvé que deux
classes non disjointes sont égales, d’ou le résultat voulu par contraposée.

On conclut que n = mgq, ou ¢ désigne le nombre de classes xH distinctes obtenues lorsque x décrit G.O

1.3.4 REMARQUES. On peut représenter un groupe fini G d’ordre n par un tableau a n lignes et
n colonnes portant dans la case d’intersection de la ligne indexé par un élément x de G et de la
colonne indexé par un élément y de G la valeur du produit z.y. Il est facile de vérifier que tout
élément de GG apparait une fois et une seule dans chaque ligne et chaque colonne de la table. Il est
clair enfin qu’un groupe fini est abélien si et seulement si sa table est symétrique par rapport a la
diagonale principale.

1.3.5 EXEMPLES.

(a) Les tables des groupes Uy = {—1,1}, Uz = {1, 4,52}, Uy = {1,4,—1, —i} sont:
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T ] -1 - 1 J LI 1 P | -1 —

T [ 1] =1 o B 91 T d | 1| =i 1
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RN R = =i 1] | 1
(b) Dans GLy(R), notons: C: : Z Z z
ez((l)(l]),a:(—01(1))7b:(_01_01),02((1)_01). a |a|blcle
Alors G1 = {e,a,b,c} est un sous-groupe de GL2(R) dont la table est: ZC) i Z Z Z
(c) Dans GLy(R), notons: C;Q Z Z Z z

-1 0 _

ez((l)(l))’a:((l)—ol)abz(01_1)702(01(1])- a |a|lel|lcl|bd
Alors Go = {e,a,b,c} est un sous-groupe de GL2(R) dont la table est: l; i Z Z Z

(d) Le groupe symétrique S3 est d’ordre 3! = 6. On peut décrire explicitement ses six éléments.
On convient pour cela de noter chaque élément o € S3 comme une matrice a 2 lignes et 3 colonnes,
ou la seconde ligne indique les images respectives par o de trois éléments arbitraires désignés par
les entiers 1,2,3 sur la premiere ligne. On a alors S3 = {e,v, 72, 71,72, 73} avec:

62(%%§), 7:(53%)7 '72:(%%%)7 Tl:(%%%)? 7_2:(%%%)7 7—3:(%%%)7

On peut alors dresser la table du groupe symétrique Ss.

2

e T | Ty | T
On en déduit en particulier que le groupe S3 n’est pas v 72 1 2 3
béli ele Y |7V ||| T3
On en 1 i - Y v [P lelm|n|mn

On en tire aussi que le groupe S3 admet trois sous-groupes > >
i e To | T3 | T
d’ordre 2 qui sont {e, 71}, {e, 72} et {e, 73}, et un sous-groupe T Y[ T2 | T3 ;
d’ordre 3 qui est {e,, 72}. TL|T1L | T2 | T3 62 e
D’apres le théoreme de Lagrange, ce sont, avec le sous- K0 2 N 2 N O 0 62 v
groupe trivial {e} et S3 lui-méme, ses seuls sous-groupes. BT T T2 YT €

2. GROUPES MONOGENES, GROUPES CYCLIQUES

2.1 Sous-groupe engendré par un élément

2.1.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G un groupe et X un sous-ensemble non-vide de G.
L’intersection de tous les sous-groupes de GG qui contiennent X est un sous-groupe de G, appelé le
sous-groupe de G engendré par X, noté (X), et qui est le plus petit (pour I'inclusion) sous-groupe
de G contenant X.

Preuve. Résulte sans difficultés de la proposition 1.2.6. Les détails sont laissés au lecteur. a

2.1.2 DEFINITION ET PROPOSITION. Soit G un groupe. Soit x un élément de G. On appelle
sous-groupe monogéne engendré par x dans G le sous-groupe engendré par le singleton {z}. On le
note (x). C’est le plus petit sous-groupe de G contenant x, et 'on a:

(x) ={z™; m e Z}.

Preuve. Le sous-groupe (z) contient x, donc (par stabilité pour la loi de G) il contient aussi z.z = z2,

z?.x = x®, et par récurrence ™ pour tout entier m > 1. Il contient aussi nécessairement le symétrique
z~! de z, donc aussi 7 1.z7! = 272, et par récurrence ™ pour tout entier m > 1. Enfin il contient
le neutre e = 2.2~ que 1'on note par convention x°. Ceci montre que (z) D {z™; m € Z}. 1l est clair

réciproquement que {z™; m € Z} est un sous-groupe de G contenant z. O



2.1.3 REMARQUE. Attention: ’énoncé précédent est formulé pour la notation multiplicative du groupe
G. Dans le cas d’une loi notée comme une addition, il faut remplacer ™ par nx = x+x+--- + x et
z~! par —z. Par exemple, dans le groupe Z muni de I’addition, (z) = {mz; m € Z}.

2.1.4 DEFINITION. Soit G un groupe. Soit x un élément de G. On dit que x est d’ordre fini dans
G lorsqu’il existe des entiers m > 1 tel que ™ = e. Dans ce cas, on appelle ordre de x le plus petit
d’entre eux. En d’autres termes:

(x est d’ordre n dans G) < (z" =eet 2™ #esil <m < n).

Remarquons qu’alors le symétrique de x est 271 = 2"~ 1.
2.1.5 PROPOSITION. Soit G un groupe. Soit x un élément de G. Si x est d’ordre finin > 1 dans
G, alors le sous-groupe (x) est fini d’ordre n, et l'on a:

(x) = {e,z,x%,23,... a1}

Preuve. Soit ™ avec m € Z un élément quelconque de (z). Par division euclidienne de m par n,
il existe des entiers uniques q et r tels que m = ng+r avec 0 < r < n—1. On a 2™ = """ =
(z™)%.2" = e?.x” = 2", ce qui prouve que () est inclus dans l'ensemble F := {z";0 < r < n — 1}.
La réciproque étant claire, on a (z) = E. Il reste a vérifier que E est formé des n éléments distincts

e,x,x2, 23, ..., 2" 1. Pour cela, supposons que z' = 2/ avec 0 < 4,5 < n — 1; alors ™7 = e avec
—n < i—j <n, ce qui, par minimalité de 'ordre n de z, implique ¢ — j = 0 et donc i = j. On a donc
bien E = {e,z,z?, 2%,..., 2" '}, ce qui acheve la preuve. O

2.1.6 REMARQUES.

(a) Il résulte de la proposition précédente et du théoreme de Lagrange que, si le groupe G est fini,
tout élément est d’ordre fini divisant |G]|.

(b) Si x n’est pas d’ordre fini, le sous-groupe (x) n’est pas fini, ce qui ne peut se produire que si G
est lui-méme infini.

(¢) Mais réciproquement, un groupe G infini peut contenir des sous-groupes du type (x) finis ou
infinis. Par exemple, dans le groupe C* pour la multiplication, le groupe (i) = {1,4,—1, —i} est
fini et le groupe (5) = {6™; m € Z} est infini.

2.2 Groupes monogeénes, groupes cycliques.
2.2.1 DEFINITIONS. Un groupe G est dit monogéne lorsqu’il est engendré par un de ses éléments,
c’est-a-dire lorsqu’il existe un élément = € G tel que G = ().
Si de plus x est d’ordre fini n > 1, alors on dit que le groupe G est cyclique d’ordre n, et 'on a
d’apres ce qui précede:

G = {e,x,2% 2> LS

Sinon, x* # 27 pour tous i # j dans Z, et G = {xm ; m € Z} est monogene infini.
Il est clair qu’un groupe monogene (en particulier un groupe cyclique) est toujours abélien.

2.2.2 PROPOSITION (Sous-groupe d’un groupe monogene infini). Tout sous-groupe non-trivial d’un
groupe monogene infini est monogéne infini.

Preuve. On a G = {2™; m € Z} avec x # e qui n’est pas d’ordre fini. Soit H un sous-groupe de G
distinct de {e}. Il existe donc dans H des éléments de la forme z* avec £ € Z*. Comme l'inverse d’un
élément de H appartient & H, on peut préciser qu’il existe dans H des éléments de la forme z* avec
£ € N*. Soit alors d le plus petit entier strictement positif tel que 2% € H. Posons K = {z%™ ; m € Z}.
11 est clair que K C H (car z? € H et H est stable par produit et passage & l'inverse). Réciproquement,
soit ™ un élément quelconque de H (avec m € Z). Par division euclidienne de m par d, il existe
a,r € Z uniques tels que m = ad+r avec 0 < r < d. On a 2" = ™™ % = xm.(xd)fa avec " € H et
(z)™" € K C H, et donc 2" € H. Par minimalité de d, on a donc forcément r = 0; d’ott 2™ = z°? et
donc z™ € K. Ceci prouve que H C K. On conclut que H = K = (z%). O

2.2.3 PROPOSITION (Sous-groupe d'un groupe cyclique). Tout sous-groupe d’un groupe cyclique
est cyclique. Plus précisément, si G = (x) est un groupe cyclique d’ordre n > 1, alors il existe pour
tout diviseur q de n un et un seul sous-groupe d’ordre q, et c’est le sous-groupe cyclique engendré

par % ot n = dq.



Preuve. On a G = {e,x,x27m37 ...,z" '} Il est clair que, si ¢ est un diviseur de n, et si ’'on pose

n = pq avec p € N*, alors (zF) = {e,ajp,m2p7m3p7m(q71)p} est un sous-groupe de G cyclique d’ordre
q. Réciproquement, soit H un sous-groupe de GG. D’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre ¢ de H
doit diviser Pordre de G. On peut supposer H # {e}, c’est-a-dire ¢ # 1. Comme dans la preuve de la
proposition précédente, on peut considérer d le plus petit entier 1 < d < n—1 tel que z¢ € H, et montrer
que H = (z%). Comme H est d’ordre ¢, on déduit que dg =n et H = {e,z? 22?23, ... 2@V} 0

2.3 Générateurs d’un groupe cyclique.

2.3.1 EXEMPLE PRELIMINAIRE.
im/3

3 Figure 1

Dans C*, considérons 2 = e"™/3 et G = {e,z,z? 2% z* 2°} le groupe cyclique
d’ordre 6 engendré par x. Ce groupe G est le groupe Ug des racines sixiemes

de 'unité dans C*. Ses éléments e = 1, & = —j2, 22 = j, 2% = -1, 2* = 42,

z® = —j peuvent étre représentés dans le plan complexe comme les sommets
respectifs A, B,C, D, E, F' d’un hexagone régulier centré en 'origine et inscrit
dans le cercle unité.

Considérons dans G les sous-groupes cycliques qu’engendrent les différents
éléments. On a bien sir (¢) = {e} et () = G. De plus (z?) = (z*) =
{e,z% x*} est le sous-groupe d’ordre 3 de G (cf. proposition 2.2.3), qui corre-
spond au triangle ACE. De méme (z*) = {e, 2} est le sous-groupe d’ordre 2
de G, qui correspond au segment AD.

2 0 4 20 2

Considérons enfin le sous-groupe engendré par z°. Il contient (2°)? = z'0 = z*, (2°)® = 2'® = 2®, (2°)* = 2?0 = 22,
(2°)° = 2% =g, (2°)% = 2% = ¢, et donc (z°) = G. L’élément z° est, comme x, un générateur du groupe G.

Ce résultat est un cas particulier du théoréme suivant.

2.3.2 THEOREME. Soit G = (z) un groupe cyclique d’ordre n > 2. Alors les générateurs de G sont
les éléments z* tels que les entiers k et n soient premiers entre eux.

Preuve. On a G = {e,z,z%,2%,..., 2" 1}. Soit k € Z* et H = (z*). On a H = G si et seulement si
x € H (puisqu’alors H contient toutes les puissances de = et donc tous les éléments de G). Or:

z € H < il existe u € Z tel que z = z**

z € H & il existe u € Z tel que zF* "1 = ¢

r € H < il existe u € Z tel que ku — 1 est multiple de 'ordre n de =
z € H & il existe u,v € Z tel que ku +nv = 1.

Cette derniére condition équivaut, d’apres le théoréme de Bezout, au fait que k et n sont premiers entre
eux, ce qui acheve la preuve. a

2.3.3 REMARQUE (Indicatrice d’Euler). On appelle fonction indicatrice d’Euler Papplication ¢ :
N* — N* définie par ¢(1) = 1 et, pour tout entier n > 2 :

©(n) est le nombre d’entiers k tels que 1 < k <n — 1 et k est premier avec n.

D’apres le théoreme précédent, p(n) est le nombre de générateurs d’un groupe cyclique d’ordre n.
Par définition de ¢, on peut calculer:

e(2) =1, ©(3) =2, p(4) =2, ¢(5) =4, ¢(6) =2, ¢(7) =6, ¢(8) =4,
Il est clair que, pour tout nombre premier p, on a ¢(p) =p — 1.
Montrer en exercice que ¢(p®) = p* — p®~! pour tout nombre premier p et tout entier o > 1.

On verra plus loin une formule générale permettant de calculer ¢(n) pour tout entier n > 1.

2.3.4 EXERCICE. Montrer que, si G = (z) est un groupe monogene infini, alors les seuls générateurs
de G sont z et 7.

2.4 Groupes finis d’ordre premier

PROPOSITION. Soit G un groupe fini d’ordre premier p. Alors:
1. G est cyclique,
2. les seuls sous-groupes de G sont {e} et G,
3. tous les éléments de G distincts de e sont des générateurs de G.



Preuve. Comme p > 1, G # {e}. Soit x € G quelconque distinct de e. Posons H = (z) le sous-
groupe de G engendré par x. D’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre ¢ de H doit diviser p. Comme
p est premier, et comme g # 1 puisque z # e, on a forcément ¢ = p. Donc H = G, c’est-a-dire
G = (z) = {e,z,2% 2>,..., 2P~ '}, Ceci prouve les points 1 et 2, et le point 3 résulte alors immédiatement
du théoreme 2.3.2. O

3. MORPHISMES DE GROUPES

3.1 Notion de morphisme de groupes

3.1.1 DEFINITION. Soient G un groupe muni d'une loi de composition interne . et G’ un groupe
muni d’une loi de composition interne *. On appelle morphisme de groupes, ou homomorphisme de
groupes de G dans G’ toute application f: G — G’ telle que:

flzy) = f(x) = f(y) pour tous z,y € G.

3.1.2 EXEMPLES.

(a) L’application dét : GL,(R) — R* qui & toute matrice carrée d’ordre inversible associe son
déterminant est un morphisme de groupes de GL,,(R) muni du produit matriciel dans R* muni de
la multiplication, car:

dét(A x B) = dét A.dét B, pour toutes A, B € GL,(R).

(b) L’application exp : R — R qui & tout nombre réel associe son exponentielle est un morphisme
de groupes de R muni de I'addition dans R’ muni de la multiplication, car:

exp(x +y) = expx.expy, pour tous z,y € R.

3.1.3 CONVENTION ET REMARQUES. Comme on a convenu précédemment de noter les groupes
multiplicativement, on continuera a utiliser le point de multiplication pour désigner aussi bien la
loi de groupe de G que celle de G’. La condition caractérisant le fait qu'une application f : G — G’
est un morphisme de groupes devient alors:

f(z.y) = f(x).f(y) pour tous z,y € G,

en prenant garde que le point désigne & gauche la loi de G et a droite celle de G’. 1l est immédiat
de vérifier alors que, pour un tel morphisme de groupes f : G — G’, on a:

(i) f(e) =€, ou e désigne le neutre de G et €’ celui de G’,
(ii) f(z=1) = f(x)~}, pour tout x € G,
(iii) f(z™) = f(x)", pour tout z € G et tout n € Z.

3.1.4 PROPOSITION. L’image directe d’un sous-groupe et I'image réciproque d’un sous-groupe par
un morphisme de groupes sont des sous-groupes. Plus précisément, si G et G’ sont deux groupes
et si f: G — G’ est un morphisme de groupes, on a:

(i) pour tout sous-groupe H de G, I'image directe f(H) = {2’ € G'; 3z € H, f(x) =2’} =
{f(x); x € H} est un sous-groupe de G';

(ii) pour tout sous-groupe H' de G', I'image réciproque f~Y(H') = {x € G; f(z) € H'} est un
sous-groupe de G.

Preuve. On montre le point (ii) en laissant au lecteur le soin de rédiger de méme la preuve du (i).
Considérons donc un sous-groupe H' de G’, posons H = f~'(H’), et montrons que H est un sous-
groupe de G. Comme f(e) = e’ d’apres 3.1.3.(i) et que ¢’ € H’' puisque H' est un sous-groupe de G,
on a e € H, et en particulier H n’est pas vide. Soient x et y deux éléments quelconques de H. On a
donc f(x) € H' et f(y) € H', dou f(x).f(y)"' € H' car H’ est un sous-groupe de G’. Or en utilisant
3.1.3.(ii), on a f(z).f(y) "' = f(z.y™"). On conclut que f(x.y™') € H', c’est-d-dire .y~ € H, ce qui
prouve le résultat voulu. O



3.1.5 PROPOSITION. La composée de deux morphismes de groupes est encore un morphisme de
groupes. Plus précisément, si G, G’ et G” sont trois groupes, et si f : G — G et g: G — G" sont
des morphismes de groupes, alors go f : G — G" est un morphisme de groupes.

Preuve. Evidente, laissée au lecteur. a

3.2 Image et noyau
3.2.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
(i) Iensemble f(G)={2' € G'; 3z € G, f(x) =2'} ={f(x); z € G} est un sous-groupe de G’
appelé I'image de f, et noté Im f;
(ii) I'ensemble f=1({e'}) = {x € G; f(x) = €'} est un sous-groupe de G, appelé le noyau de f, et
noté Ker f.

Preuve. 11 suffit d’appliquer la proposition 3.1.4 avec H = G et H' = {¢'}. O

3.2.2 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

(i) f est surjective si et seulement si Im f = G’;

(ii) f est injective si et seulement si Ker f = {e}.
Preuve. Le point (i) est immédiat par définition méme de la surjectivité. Pour montrer le (ii), supposons
d’abord que f est injective. Soit x € Ker f. On a f(z) = €', et puisque f(e) = ¢’ comme on I'a
vu en 3.1.3.(1), on déduit f(z) = f(e), qui implique x = e par injectivité de f. On conclut que
Ker f = {e}. Réciproquement, supposons que Ker f = {e} et montrons que f est injective. Pour cela ,
considérons z,y € G tels que f(z) = f(y). On a alors f(z).f(y) ' =€, donc f(z.y ') =€, c’est-a-dire
z.y~ ' € Ker f. L’hypotheése Ker f = {e} implique alors 2.y~ ! = e, d’ott x = y. L’injectivité de f est
ainsi montrée, ce qui acheéve la preuve. a

3.2.3 EXEMPLES. Reprenons les exemples 3.1.2.

(a) Le noyau du morphisme dét : GL,(R) — R* est Kerdét = {A € GL,(R); dét A =1} = SL,,(R)
qui, dés lors que n > 2, n’est pas réduit & {I,}; donc le morphisme dét n’est pas injectif. En
revanche, il est clair que, quel que soit un réel x € R*, on peut trouver une matrice A € GL,(R)
telle que dét A = x, ce qui prouve ’égalité Im dét = R* et la surjectivité de dét.

(b) Le morphisme exp : R — R* est surjectif; son noyau est Kerexp = {x € R; exp(z) = 1} = {0},
ce qui prouve qu’il est aussi injectif.

3.3 Isomorphismes de groupes

3.3.1 DEFINITION. Soient G et G’ deux groupes. On appelle isomorphisme de groupe de G sur G’
tout morphisme de groupes f : G — G’ qui est de plus une bijection de G sur G'.
L’exemple 3.2.3.(b) ci-dessus est un exemple d’isomorphisme de groupes.

3.3.2 PROPOSITION. Si f est un isomorphisme de groupes de G sur G’, alors la bijection réciproque
f~! est un isomorphisme de groupes de G’ sur G.

Preuve. Soient 2’ et 3y deux éléments quelconques de G’. Posons = = f~!(2') et y = f~*(y/). Parce que
f est un morphisme de groupes, on a f(z.y) = f(x).f(y), donc f(z.y) = z’.y/, don z.y = f~1(z'.y),
cest-d-dire f~1(z').f 1 (y") = f~ (2’ y'). Ceci prouve que f~' est un morphisme de groupes de G’ sur
G, ce qui acheve la preuve. O

3.3.3 DEFINITION. Soient G et G’ deux groupes. On dit que G et G’ sont isomorphes lorsqu’il
existe un isomorphisme de groupes de G sur G'. On note G ~ G'.

3.3.4 REMARQUES IMPORTANTES.

(a) Soient G et G’ deux groupes isomorphes, et f un isomorphisme de G sur G'. Tout élément de
G correspond par f & un et un seul élément de G’ (et réciproquement), et ceci de telle fagon que
toute égalité vérifiée dans G par certains éléments sera vérifiée a I'identique dans G’ par les images
de ces derniers par f.



Si par exemple x est d’ordre fini n dans G, alors 2™ = e et 2™ # e pour tout 1 < m < n; élément f(x)
de G’ vérifie f(x)" =€’ et f(z)™ # €' pour tout 1 < m < n, et donc f(z) est aussi d’ordre n.

Si par exemple deux éléments x et y commutent dans G, c’est-a-dire vérifient z.y = y.x, alors on a dans
G’ Végalité f(z).f(y) = f(y).f(z), de sorte que les éléments f(x) et f(y) commutent dans G'.

(b) 11 en résulte que deux groupes isomorphes ont exactement les mémes propriétés algébriques.
C’est pourquoi on exprime souvent 1’isomorphisme de deux groupes G et G’ en disant qu’il s’agit
du méme groupe (en fait c’est le méme groupe “a isomorphisme pres”), indépendamment de la
réalisation concrete que ’on rencontre.

Par exemple, le sous-groupe G1 = {(§2),( % 8), (0" %), (93} de GL2(R) étudié en 1.3.5.b et le
sous-groupe Uy = {1,4, —1, —i} de C* sont évidemment isomorphes, et sont deux réalisations concrétes
du méme groupe abstrait, & savoir le groupe cyclique Cy = {e,z,z? 2*} d’ordre 4 (il suffit de poser

x =1 dans le premier cas, et z = (_01 (1)) dans le second).

En revanche, le sous-groupe G2 = {(39), (8 %), (%" %), (3 9)} étudié en 1.3.5.c ne leur est pas
isomorphe (car il contient trois éléments d’ordre 2 alors que C4 n’en contient qu’un seul). Il s’agit donc
réellement d’un autre groupe.

3.3.5 QUELQUES CONSEQUENCES A RETENIR.

(a) Pour tout entier n > 1, il existe a isomorphisme pres un et un seul groupe cyclique d’ordre
n. On le note C),.

De fagon abstraite, on le note multiplicativement C,, = {e,z,z? 2%, ..., 2" }. Une réalisation

concrete en est le groupe U, des racines n-ieémes de I'unité de C*, que l'on peut représenter
géométriquement comme un polygone régulier & n cotés. On verra plus loin dans le cours une
autre réalisation du groupe Ch, notée Z/nZ, avec une loi additive.

Comme deux groupes finis isomorphes ont évidemment le méme ordre, il est clair que C,, % Cp,
des lors que n # m.

(b) Pour tout nombre premier p, il existe a isomorphisme prés un et un seul groupe fini d’ordre
p ; c’est le groupe cyclique C),.

Cela résulte immédiatement de la proposition 2.4 et de ce qui précede.

(¢) Tout groupe monogene infini est isomorphe au groupe Z muni de I’addition.

En effet, si G est un groupe monogene infini, il existe x € G tel que G = {™; m € Z}. Cet
élément x n’est pas d’ordre fini dans G (sinon G ne serait pas infini). L’application:
f: Z — G
m — z'

est alors un morphisme du groupe Z muni de l'addition dans le groupe G muni de la loi . (car
flm+n) =2™™ =g™.2™ = f(m).f(n)). Ce morphisme est surjectif par construction. De plus,
si m € Ker f, alors 2" = e, ce qui implique m = 0 puisque x n’est pas d’ordre fini; ceci prouve
que Ker f = {0}, donc que f est injectif. On conclut que f est un isomorphisme de groupes.

(d) 11 existe a isomorphisme pres deux groupes d’ordre 4, et deux seulement: 'un est le groupe
cyclique Oy, l'autre est noté V et appelé le groupe de Klein; ils sont tous les deux abéliens,
et leurs tables respectives sont:

Cislelalb]|ec vielal|b|c
elelalb]|ec elelalbdb|c
alal|b|lcle alalelc]|bd
b|lblclela blblclela
clclelalbd clc|blale

En effet, soit G = {e,a,b,c} un groupe d’ordre 4 de neutre e. Deux cas peuvent se présenter.
Premier cas: G contient un élément d’ordre 4. Supposons par exemple que ce soit a. Alors G doit
contenir a® et a® = ™' qui sont distincts de a. On a donc b = a® et ¢ = a® (ou le contraire), ce
qui donne la premiere table.
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Second cas: G ne contient pas d’élément d’ordre 4. Comme e est le seul élément d’ordre 1, et
que G ne peut pas contenir d’éléments d’ordre 3 d’aprés le théoréeme de Lagrange, c’est que a, b, c
sont tous les trois d’ordre 2. Donc a? = b = ¢? = e, et chacun des trois est son propre inverse.
Considérons le produit a.b. Si 'on avait a.b = a, on aurait b = e, ce qui est exclu. Si I'on avait
a.b = b, on aurait a = e, ce qui est exclu. Si l'on avait a.b = e, on aurait b = a~ !, c’est-a-dire
b = a, ce qui est exclu. On a donc forcément a.b = c¢. On calcule de méme les autres produits. On
obtient la seconde table.

(e) On peut de méme démontrer (un peu plus difficile, et laissé en exercice) qu'il existe & isomor-
phisme pres deux groupes d’ordre 6, et deux seulement: 1'un est le groupe cyclique Cg (et est
donc abélien), 'autre est non abélien, et est isomorphe par exemple au groupe symétrique S’
dont on a donné la table en 1.3.5.d.

CONVENTION. — On a convenu de noter les groupes multiplicativement. Désormais, on s’autorisera aussi
a ne pas écrire le point de multiplication s’il n’est pas absolument nécessaire a la compréhension; on notera
donc xy pour x.y le produit de deux éléments par la loi du groupe.

3.4 Automorphismes de groupes

3.4.1 DEFINITION. Soit G un groupe. On appelle automorphisme de G tout morphisme de groupes
de G dans G qui est une bijection de G sur G.
En d’autres termes, un automorphisme de groupe est un isomorphisme de groupes dont le groupe
d’arrivée est le méme que le groupe de départ.

Il est clair, d’aprés la proposition 3.3.2, que la bijection réciproque d’un automorphisme de G est
elle-méme un automorphisme de G.

3.4.2 EXEMPLES. L’application v : C — C définie par z — v(z) = Z est un automorphisme
du groupe C muni de Iaddition; il vérifie y~! = 5. L’application ¢ : R% — R définie par
r +— c(xr) = 2% est un automorphisme du groupe R* muni de la multiplication; sa bijection
réciproque est automorphisme ¢~! : RY — R défini par z — ¢ (z) = /z.

3.4.3 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G' un groupe. L’ensemble des automorphismes du groupe
G est un groupe pour la loi o, dont I’élément neutre est idg. On le note Aut GG.

Preuve. On montre que AutG est un sous-groupe du groupe S(G) des bijections de l’ensemble G
sur lui-méme. Il est clair que AutG C S(G). L’ensemble Aut G n’est pas vide car idg € AutG. Si
1,9 € Aut G, alors fog est bijectif (comme composé de deux bijections) et est un morphisme de groupes
(d’apres 3.1.5), donc fog € AutG. Ainsi Aut G est stable pour la loi o. Enfin, si f € AutG, on a
f~' € Aut G d’apres la derniere remarque de 3.4.1, ce qui achéve la preuve.

3.5 Automorphismes intérieurs et centre.

3.5.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G un groupe.

(i) L’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G est un sous-groupe
de G, appelé le centre du groupe G, et noté Z(G):

Z(G) ={z € G; gx = xg pour tout g € G}.

(ii) Le sous-groupe Z(G) est abélien.
(iii) G est abélien si et seulement si Z(G) = G.

Preuve. Pour tout ¢ € G, on a eg = ge = g, donc e € Z(G), et Z(G) n’est donc pas vide. Soient
z,y € Z(G); pour tout g € G, on a: (zy)g = z(yg) = z(g9y) = (zg)y = (92)y = g(zy), et donc
xy € Z(G). Soit z € Z(G); pour tout g € G, on multiplie les deux membres de I’égalité zg = gx par
x~! & gauche et & droite, et I’on obtient gz ! = 2™ 'g, ce qui prouve que ™! € Z(G). Ceci prouve (i).
Les points (ii) et (iii) sont alors évidents.
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3.5.2 EXERCICE. Montrer que, pour tout € G I'ensemble C(z) = {g € G; gx = xg} des éléments
de G qui commutent avec x est un sous-groupe de G. On l'appelle le centralisateur de x. Montrer

que Z(G) = N,eq Cla).

3.5.3 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G un groupe.

(i)

Pour tout x € G, 'application o, : G — G définie par:
os(g) = xga™"
est un automorphisme du groupe G; on 'appelle 'automorphisme intérieur déterminé par x.

pour tout g € G

L’ensemble Int G = {o,; x € G} de tous les automorphismes intérieurs de G est un sous-
groupe du groupe Aut G de tous les automorphismes de G.

L’application o : G — Aut G qui, a tout élément x € G, associe I’automorphisme intérieur
0z, est un morphisme de groupe, d’image Int G et de noyau le centre Z(G).

Preuve. (i) Fixons z € G. Pour tout g € G, on a:

0,-1(02(9)) = a7 (wgz )z = g = z(a” gz)r ™" = 0u(0,-1(9))-
Ceci montre que 0400,-1 = 0,100, = idg, ce qui prouve que o, est une bijection de G sur G, dont la
bijection réciproque est o,-1. En d’autres termes, o, ' = 0,-1. Par ailleurs, quels que soient g,h € G,
on a:

—1

oa(gh) = x(gh)z™" = xg(a™ 2)ha™" = (zg2~")(wha™") = 0a(g)ow(h),
ce qui montre que o, est un morphisme de groupes. On conclut que o, € AutG.

(ii) L’ensemble Int G n’est pas vide: il contient en particulier idg = o.. Solent z,y € G. Pour tout
g € G, ona: gu(0y(9) =z(ygy e~ = (zy)g(y~'z7") = (zy)g(zy) " = 0uy(g). Donc o, 00y = ouy.
Ceci prouve que Int G est stable pour la loi o. Par ailleurs, on a déja observé dans la preuve du point (i)
que, pour tout = € G, o, = 0,-1 € Int G, de sorte que Int G est aussi stable par passage & 'inverse.

Ce qui acheve la preuve.

(iii) On vient de voir que o4y = 05 0 0y pour tous z,y € G, ce qui montre que o est un morphisme de
groupes. Le fait que Im o = Int G découle de la définition méme de Int G. Soit maintenant x € Kero.
Cela équivaut & o, = idg, c’est-a-dire & zgz~* = ¢ pour tout g € G, ou encore (en multipliant & droite
par ) & xg = gx pour tout g € G. On conclut que Kero = Z(G).

Le point (iii) de cette proposition sera utilisé de facon cruciale au corollaire 2.3.3 du chapitre 2.

4. PRODUIT DIRECT DE GROUPES.

4.1 Produit direct (externe) de deux groupes

4.1.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G et Gy deux groupes, de neutres respectifs eq et es.

(i) Le produit cartésien G1 X Go = {(x1,x2), 1 € G1, x2 € Ga} est un groupe pour la loi:

(1,22).(y1,y2) = (11, X2y2)  pour tous x1,y1 € G1, 22,y € Ga.

Ce groupe est appelé le produit direct de G1 par Go. On le note G = G1 x G5. Son neutre
est (e1,e2).

(ii) L’application p; : G1 x Gy — G1 qui, a tout élément (x1,x2) € Gy x G, associe sa premiére

composante 1, est un morphisme de groupes (appelé premiére projection).

(iii) L’application py : G1 x Gy — Go qui, a tout élément (x1,x2) € G1 X Ga, associe sa seconde

composante 9, est un morphisme de groupes (appelé seconde projection).

Preuve. Simple vérification, laissée au lecteur. a
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4.1.2 REMARQUES. Il est clair que:
(a) G1 X Go est fini si et seulement si G1 et Gy le sont; on a alors |Gy x Ga| = |G| X |Gal;
(b) G; x G est abélien si et seulement si G; et Go le sont;
(¢) le produit direct G; x Gy est isomorphe au produit direct Go x G1;
(d) on définit de méme de fagon évidente le produit direct d’un nombre fini quelconque de groupes.

4.2 Produit direct de groupes cycliques, théoréme chinois

4.2.1 QUESTION. Si G1 et G9 sont deux groupes cycliques, le produit direct G x Go est-il cy-
clique? Le théoreme suivant, dit théoreme chinois, répond a cette question. On regarde d’abord
des exemples.

4.2.2 PREMIER EXEMPLE INTRODUCTIF.

2

Considérons le groupe cyclique Cy = {e,z} avec x* = e, (e,e) | (eyz) | (x,€) | (z,x)
et formons le produit direct Cy x Cy. On établit aisément e | (e,e) | (e,2) | (z,) | (z,2)
sa table.

On reconnait le groupe de Klein V' = {e,a,b,c} pour: (e,2) | (e,2) | (e€) | (@2) | (2
e=(ee),a=(e,z), b= (x,e) et c = (x,). (z,€) | (w,e) | (w,2) | (e;€) | (e, )
Donc Cy x Cy n’est pas cyclique. (x,z) | (z,x) | (z,e) | (e,z) | (e,e€)

4.2.3 SECOND EXEMPLE INTRODUCTIF.

Considérons les groupes cycliques Cy = {e, z} et C3 = {e,,%*} et formons le produit direct Co x Cs.
On établit aisément sa table.

ey) | (z,9?)
y y

(
(

( )
(ee) | (ee) | (my) | (e?) | (z) | (ey) | (2,97
(z,9) | (@) | (ey®) | (@) | (ey) | (2,9°) | (ee)
(ey%) | (e9?) | (@e) | (ey) | (@9%) | (e8) | (z,y)
ve) | (we) | (ey) | (@y?) | (ee) | (z,y) | (ey?)

(
(e,y) | (e;y) | (z,92) | (ee) | (z,) | (e,9?)

(@,9%) | (.9°) | (e,8) | (@y) | (e,9?) | (@:¢)
3

6

En posant z = (z,y), on a: (e,y?) = 22, (z,¢e) = 23, (e,y) = 2, (7,y?) = 2° et (e, ) = 2°.

On conclut que Cy x C3 ~ Cg est cyclique.

4.2.4 THEOREME (dit théoréme chinois). Soient G et Gy deux groupes cycliques d’ordres respectifs
n et m. Alors, le produit direct G1 X Go est cyclique si et seulement si les entiers n et m sont
premiers entre eux.

Preuve. Supposons que n et m sont premiers entre eux. Notons G1 = (z) ~ C, avec x d’ordre n, et
G2 = (y) ~ Cm avec y d’ordre m. Soit z = (z,y) dans G1 x G2. Quel que soit k € Z, on a 2" = (e1, ez)
si et seulement si 2 = e1 et y* = ea, ce qui équivaut & dire que k est multiple & la fois de n et de
m. Or le ppcm de n et m est ici nm puisque n et m sont premiers entre eux. Donc 2™ = (e1,e2) et
P # (e1,e2) pour tout 1 < k < nm. On conclut que 'élément z est d’ordre nm dans G1 x G2. Or on
sait que G1 X G2 est formé de nm éléments; on conclut que G1 X G2 = (2) ~ Chm. La réciproque est
laissée au lecteur. a

Remarque. Avec les notations multiplicatives utilisées ici, le théoréme chinois s’énonce donc sous

la forme:
Cp X Cp, = Chyy < m et n premiers entre eux.
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4.3 Produit direct (interne) de deux sous-groupes

4.3.1 NOTATION ET REMARQUES. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note
HK le sous-ensemble de G formé des éléments qui s’écrivent comme le produit d’un élément de H

par un élément de K.
HK ={hk; he H,k € K}.

(a) Si HN K = {e}, tout élément de HK s’écrit de fagcon unique sous la forme hk avec h € H, k € K.

En effet, si hik1 = hake avec hi,hs € H et ki,ke € K, on a h;lhl = kgkfl. Le premier produit
est dans H puisque H est un sous-groupe, et le second est dans K puisque K est un sous-groupe.
Donc hy'hi = kakTt € HN K, cest-a-dire hy 'h1 = kok] ' = e, et donc ha = hy et ka2 = k1.

(b) Si HN K = {e}, et si H et K sont finis, alors HK est fini et card HK = |H| x | K]|.

En effet, il résulte du point précédent que H x K est alors équipotent a HK, via la bijection
(h, k) — hk.

(c) On a HK = KH si et seulement si, quels que soient h € H et k € K, il existe b’ € H et k' € K tels que
hk = k’'h’. Attention, cela n’implique pas que tout élément de H commute avec tout élément de K.

4.3.2 DEFINITION. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On dit que G est le
produit direct (interne) de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées:

(1) G=HK, (2) HNK = {e}, (3) Vhe H, VkeK, hk=kh.
Il est clair qu’alors, on a aussi G = KH et que G est donc le produit direct de K par H.

(a) Exemple. Soient:Gz{(éE?);lxce]R}, Hz{(é%?);bER}, K:{( 2?);06]1%},

1
0

0

Montrer que G est un sous-groupe de GL3(R), que H et K sont des sous-groupes de G, et que G est le
produit direct de H par K.

(b) Ezemple. Soit: Gz{(é?),(é?),(éj%) (J ) ( ),(75?)7(J§ joz)}.

Montrer que G est un sous-groupe de GL2(C), que z = ((1) (J)) engendre un sous-groupe H ~ Cs, que

y = () engendre un sous-groupe K ~ Cj, et que G est le produit direct de H par K.

4.3.3 REMARQUE. Soient GG un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Si G est le produit direct
de H et K, alors tout élément de GG s’écrit de fagon unique comme le produit d’un élément de H par
un élément de K. Cela découle des conditions (1) et (2), et de la remarque (a) de 4.3.1. Attention,
la réciproque est fausse (voir plus loin en 6.2.2.(c)).

Les notions de produit direct externe de deux groupes (vue en 4.2) et de produit direct interne de
deux sous-groupes d’'un groupe (vue ci-dessus) sont en fait deux formulations d’'une méme notion,
comme le montre la proposition suivante.

4.3.4 PROPOSITION. Soient G1 et Go deux groupes de neutres respectifs e1 et es, et G = G1 X Go
leur produit direct. Posons:

H =G x{e2} ={(x1,e2); 21 € G1} et K ={e1} x Ga = {(e1,x2); x2 € Ga}.
Alors H est un sous-groupe de G isomorphe a G1, K est un sous-groupe de G isomorphe a G, et
G est le produit direct interne de ses sous-groupes H et K.

Preuve. Simple vérification, laissée au lecteur. a

14



5. GROUPES SYMETRIQUES

5.1 Notion de groupe symétrique.

5.1.1 REMARQUE PRELIMINAIRE. Soit m un entier strictement positif. Soit X un ensemble fini & n
éléments. On sait que le groupe S(X) des bijections de X sur X est alors un groupe fini d’ordre n!. Si
Y est un autre ensemble de méme cardinal n, il existe une bijection f de X sur Y et I'on construit de
facon évidente un isomorphisme de groupes ¢ de S(X) sur S(Y) en posant ¢(0) = fooo f~* pour tout
o € §(X). Le groupe S(X) est donc, & isomorphisme pres, indépendant du choix de I’ensemble X, et
ne dépend donc que de son cardinal.

5.1.2 DEFINITION ET REMARQUE. Pour tout entier n > 1, on appelle groupe symétrique sur n
éléments, ou n-ieme groupe symétrique, le groupe des bijections d’un ensemble fini & n éléments
quelconque sur lui-méme. On le note S,,.

(a) S, est un groupe fini, d’ordre n!.

(b) Les éléments de S,, sont appelés les permutations sur n éléments. On note une telle permu-
tation sous la forme o = (U(ll) 0(22) 05’3) = o(n) )
(c¢) Saloi de composition interne, qui est la composition o des bijections est notée multiplicative-

ment, c’est-a-dire que 'on note o7 au lieu de o o7 pour toutes o, 7 € S,,. On note e I’élément
neutre de Sy, qui est U'identité de {1,2,...,n}.

(d) Pour n = 1, le groupe S; est le groupe trivial {e} d’ordre 1. Pour n = 2, le groupe Ss est

d’ordre 2, donc S = Cy = {e,7} ot e = (13) et 7= (42), qui vérifie bien 72 = e.

(e) Des lors que n > 3, le groupe S,, n’est pas abélien.
En effet, considérons trois entiers 1 < 7,7,k < n distincts deux & deux (ce qui est possible car
n > 3). Posons v = (;if) et 7 = (zif) On a~vyr = (;ZZ) et Ty = (;;’:) Donc y1 # 77.

(f) Pour n = 3, le groupe S3 est d’ordre 6. On a: S3 = {e,v,72, 71, T2, 73} avec:

e=(i3%), v=(31), ¥?=0G13), n=0{33), n=03), m=(011).

e VR EC N N B On a déja vu en 1.3.5.(d) la table de Ss, rappelée ci-contre.
e e RN ENES Le groupe Ss est le plus petit groupe non abélien (car les
¥ vyl elm|n| groupes d’ordre 2, 3 ou 5 sont abéliens car cycliques d’apres
1A e Yyl T | N 3.3.5.(b), et les deux seuls groupes d’ordre 4 sont abéliens
n|lmn ||| el v |4 comme on ’a vu en 3.3.5.(d)).
|| n ] e 2 S3 admet trois sous-groupes d’ordre 2 qui sont {e, 71}, {e, T2}
nln | n|n|l [ ]e et {e, 73}, et un sous-groupe d’ordre 3 qui est {e,vy,v?}.

5.2 Décomposition d’une permutation en produit de transpositions.

5.2.1 DEFINITION. On appelle transposition de S,, toute permutation 7 qui échange deux éléments
i et j en laissant fixes les n — 2 autres. On note alors 7 = [i,j]. On a de facon évidente 72 = e,

c’est-a-dire 771 = 7.

5.2.2 THEOREME. Toute permutation de S,, est un produit d’'un nombre fini de transpositions. En
d’autres termes, le groupe S, est engendré par ses transpositions.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n. C’est clair si n = 2. Supposons (H.R.) le résultat vrai pour
Sn—1 oun > 3. Prenons ¢ € S, quelconque. Distinguons deux cas. Si o(n) = n, notons ¢’ la restriction
de o & {1,2,...,n — 1}. 1l est clair que ¢’ € S,—1. Donc par HR., ¢’ = 7{73...7,, ol T}, est une
transposition de {1,2,...,n — 1} pour tout 1 < k < m. Chaque 74, se prolonge en une transposition 7%
de {1,2,...,n} en posant 74(i) = 7/(i) pour tout 1 < i < n —1 et 7,(n) = n. 1l est clair que l'on a
alors 0 = 7172 ...Tm. Si maintenant o(n) = p # n, posons 7 = [n,p|] et n = 7o. On a n(n) = n. En
appliquant le premier cas, 1 se décompose en produit de transpositions. Donc o = 71 aussi. a
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5.2.3 REMARQUE. Il n’y a pas unicité de cette décomposition.

Par ezemple, dans S4, on a (333 7) = [2,4](1,4][4, 2][1, 3] = [2, 3][1,2].

5.3 Signature

5.3.1 DEFINITIONS. Soit n > 2 un entier. Pour toute permutation o € S,,, on appelle nombre
d’tnversions de o ’entier:

I(0) =card { (i,7) € {1,2,...,n}?; i< j et o(i) > o(j) }.
On appelle signature de o 'entier valant +1 ou —1 défini par:

(o) = (~1)/.

5.3.2 EXEMPLE. Si 7 est une transposition de S, on a (1) = —1.

En effet, si T = [i,]] avec i < j, les couples (u,v) € {1,2,...,n}? vérifiant u < v et o(u) > o(v) sont
exactement les j—i couples (¢,i+1), (i,i4+2), ..., (i,7) et les j—i—1 couples (i+1, 5), (i+2, j), ..., (7—1, 7).
Donc I(c)=j—i+j—i—1=2(j—i) — 1 est impair.

5.3.3 PROPOSITION. Quelles que soient deux permutations o,y € Sy, on a: £(yo) = e(y)e(0).

En d’autres termes, I'application:
e: S, — {+1,—-1}

o +— €(0)
est un morphisme de groupes.

Preuve. Pour toute permutation o € S), et toute application f : Q" — @, on note o * f lapplication
Q" — Q définie par: o * f(x1,22,...,2n) = f(To1), Zo@),--+)Tomy). 1l est clair que, pour toutes
~yo € Sp,on ay* (0 f) = (yo) * f. Considérons en particulier 'application A : Q" — Q définie par:

A(l’l,l’z,...,l‘n): H (l‘i—l’j).

1<i<j<n

Par définition du nombre d’inversions, on a o * A(x1,x2,...,Tn) = (—1)I(U)A(I17 Z2,...,Zn) pour tous
Z1,%2,...,Zn € Q" et toute o € S,. Donc 0 x A = ¢(0)A. On déduit que, pour toutes o,y € Sy, on a:
e(yo)A = (vo)x A =vx(oxA) = vx (e(0)A) = e(o)y* A = e(0)e(y)A. Comme application A n’est
évidemment pas identiquement nulle, on conclut que e(yo) = e(0)e(v) = e(y)e(o). O

5.3.4 COROLLAIRE. Soit o € S,,.

(i) Sio se décompose d’une part en un produit de m transpositions, d’autre part en un produit
de m’ transpositions, alors les entiers naturels m et m’ sont de méme parité.

(ii) Onae(o) = (—1)™, ottm désigne le nombre de transpositions d’une décomposition quelconque
de o en produit de transpositions.

Preuve. Résulte immédiatement de 5.2.2, 5.3.2 et 5.3.3. O

5.4 Groupe alterné.
5.4.1. DEFINITION. Pour tout entier n > 2, le noyau de ¢ est appelé n-iéme groupe alterné. On le
note A,,.

Le sous-groupe A,, de S, est donc ’ensemble des permutations de S,, qui sont de signature 1 (c’est-a-dire
qui se décomposent en un nombre pair de transpositions).

5.4.2 PROPOSITION. Pour tout entier n > 2, le groupe A, est fini d’ordre ”7'
Preuve. Notons X l’ensemble des permutations de S, qui sont de signature —1. Le sous-ensemble X
est non-vide (il contient par exemple les transpositions, voir 5.3.2). Si l'on fixe 7 € X il est facile de

vérifier d’apres 5.3.3 que Papplication o — 7o réalise une bijection de A,, sur X. Comme S,, = A, UX
et A, N X =0, on conclut que cardX = [A,| = 1 |S,| = 2 nl. ]
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5.4.3 EXEMPLE. Pour n =2, on a Ay = {e}. Pour n =3, on a A3 = {e,7,7?} avec v = (123).

5.4.4 EXEMPLE. Pour n = 4, le groupe alterné A, est d’ordre 12. Donnons quelques précisions.
Le groupe A4 contient les trois produits de deux transpositions disjointes:

a:[172][374]:(%%i§)7 b:[1,3][2,4]:(éi§‘21), C:[174][273]:(411§g‘11)'

Il contient aussi les huit permutations qui permutent circulairement trois éléments 4, j, k en fixant le
quatrieme, et qui sont donc de la forme [i, k][7, j]. (De tels éléments sont appelés des 3-cycles).

2 2
1 =(1333), n=(1133) =21, 22=(3311), w2=(i313)=u3,
) ) ) ) 5
z3=(3331) w=0G732) =23 za=(3311), vu=0Gi31) =11
c a b P p = T Les trois éléments a, b, ¢
c . a b c xl zl ; 32 :rd zd x4 34 sont d’ordre 2, et le sous-
1 1 2 2 3 3 4 4
” ” - - T T, ” o T ) " groupe V = {e, a,b,c} de A4
3 4 3 4 ! 2 ! 2 est le groupe de Klein.
b b c e a | ya | x2 | y1 |3 | Y2 | xa | Y3 | 1 Les Tt 3 | o
e T o o T e T o] L e v
i |1 | ya |y2 | @3 |y | e | ¢ |xa|@w2| a | b | ys ==
3. On obtient donc quatre
yi | y1 | ys | x4 |22 | e |21 |23 | b c |ysa | y2 | a . =
sous-groupes cycliques G; =
T U B L O b | ys | v c a | *jrs] ¢ {e,xi,yi}, pour 1 <i<4
yo |y2 | a3 | @1 | ya |y3s | ¢ | e |a2|xa| b | a |y e - =7
w5 | 3 | v2 | ya | 21 | 22 | @ b | v | ys | e c | 22 gn observz au passage q(;le,
ys | ys |y | 22 | 22 | ¢ | y2 | va | @ e | z3 | z1 | b d}eI} que . etAG S(fenth (;s
wa L za |22 |1 | 05 | @ |23 |21 | © b 1wz | va | e 1v1seursA e |A4 t— t, e
vi | va | @1 | @3 | w2 |22 | © e T o] c c | 22 groupe A4 ne contient pas

d’élément d’ordre 4 ni 6.

5.5 Support et orbites.

5.5.1 DEFINITION. Pour toute o € S,, on appelle support de o 1’ensemble des éléments de
{1,2,...,n} qui ne sont pas fixés par o:

Supp o = {i € {1,2,...,n}; o(i) #i}.
En particulier, Supp o = () si et seulement si o = e.

5.5.2 LEMME. Pour toute o € S,, non triviale, la restriction de o a Supp o est une permutation
de Supp o.

Preuve. Soit i € Supp o; notons j = o(¢). Sion avait j ¢ Supp o, on aurait o(j) = j, donc o(j) = o(3),
donc i = j, c’est-a-dire i = (i), ce qui contredirait ¢ € Supp o. C’est donc que Supp o est stable par
o. La restriction o’ de o & Supp o est une application de Supp ¢ dans lui-méme, injective car o l’est,
et donc bijective. a

5.5.3 PROPOSITION. Deux permutations de S,, dont les supports sont disjoints commutent.

Preuve. On peut supposer n > 2. Soient 0,7 € S, tels que Supp o N Suppn = 0. Soit i € N,
quelconque. Si i ¢ Supp o U Supp n; alors o (i) = ¢ = n(i); donc on(i) = no(i). Supposons maintenant
i € Supp o. D’une part, i ¢ Supp 71, donc (i) = 4, donc on(i) = o(i). D’autre part, i € Supp o
implique o(i) € Supp o d’aprés le lemme précédent, donc o(i) ¢ Supp 7, donc no(i) = o(i). On
conclut que on(i) = no(i). Le dernier cas est celui ou ¢ € Supp 71, que l'on traite de fagon analogue en
échangeant les roles de o et 7. ad

5.5.4 DEFINITION. Pour toute o € S, et tout i € {1,2,...,n}, on appelle o-orbite de i 'ensemble
des images de i par les différents éléments du groupe cyclique (o); on note

Q, (i) = {od¥(i); k € Z}, pour tout 1 <i < n.

Il est clair que les différentes o-orbites forment une partition de {1,2,...,n}, et que Q,(i) = {i} si
et seulement i ¢ Supp o, (on dit alors que c’est une o-orbite ponctuelle).

Ezemple: soit o = (3

: ) € Ss; ona: Q,(3) = {3}, Qo(7) ={7}, 2 (2) = (8) = {2,8},
Q,(1) = {1,5,4,6} = Q (4

(4) = Q+(6). Donc Supp o = {1,2,4,5,6, 8}.
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5.6 Décomposition d’une permutation en produit de cycles disjoints.

5.6.1 DEFINITION. Une permutation o € S,, est appelée un cycle lorsqu’il existe une o-orbite et
une seule qui n’est pas ponctuelle.

Ezemple: soit 0 = (£2325%) € Ss; ona: Q2 ={2}, Q3 ={3}, Q1 ={1,5,4,6} = Q5 = Q% = Q.
Donc o est un cycle.

5.6.2 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit o € S,, un cycle. On note p 'ordre de o dans S,,.

(i) L’unique o-orbite non ponctuelle est égale au support de o.
(ii) Le cardinal du support de o est égal a l'ordre p de o.
(iii) II existe ji,J2,...,Jp distincts dans {1,2,...,n} tels que:
o(j1) =Jjo. o(ja) =Js, .., o(fp) =51 et o(i)=1i si i¢ {ji,...,jp}

Preuve. Notons €2 I'unique o-orbite non ponctuelle. Soit ji1 un représentant quelconque de 2. Donc:
Q=Q:(1) ={i € {1,2,...,n}; Q;(i) # {i}} est-a-dire Q = Supp o, par définition méme du support.
Soit g = |Q2| = | Supp o|. Donc:
Q= Supp o = {j1,0(j1),0°(j1),- -, 0" (1)},

les éléments étant deux & deux distincts. On a alors 0%(j1) = ji, et ceci étant vrai pour tout représentant
j1 dans Q = Supp o, on a ¢?(i) = i pour tout 2 € Supp o. Mais I’égalité (i) = 7 est claire si i ¢ Supp o
puisqu’alors o (i) = i. Ainsi 0? = e dans S,. Comme o* # e pour 1 < k < ¢, (puisque j; et ¢¥(j1) sont
alors deux éléments distincts de ), on conclut que ¢ est exactement 'ordre de o dans S,. O

On dit que o est un p-cycle, ou cycle d’ordre p. On note: o = [j1, ja2, ..., jp)-

Remarque. On a aussi: 0 = [jk, Jk+1s---57ps Jis---,Jk—1] pour tout 1 < k < p.

5.6.3 EXEMPLES ET PREMIERES PROPRIETES.

1. Le seul 1-cycle est e. Les 2-cycles sont les transpositions [i, j].

2. Le n-cycle [1,2,...,n] = (% § i - ";1 71‘) s’appelle la permutation circulaire de S,,. Il existe

des n-cycles qui ne sont pas la permutation circulaire, par exemple [1,3,4,2] € Sy.
3. L’inverse d’un p-cycle est un p-cycle: [j1, ja, -, Jpl™F = Ups Jp—1s-- - J1]-

4. Attention: si v € S, est un r-cycle, et si 2 < k < r — 2, alors v* n’est pas nécessairement
un cycle. Par exemple, si 7 est la permutation circulaire [1,2,3,4] € Sy, alors 2 = [1, 3][2, 4]
n’est pas un cycle.

5. Le conjugué d’un p-cycle est un p-cycle. Plus précisément:

siy=[ji,J2,---,Jp) €t o €Sy, alors oyo = [0(j1),0(j2),---,0(jp)]-

Preuve. Soit i € {1,2,...,n}. Si o~ '(i) € Supp 7, il existe 1 < k < p tel que i = o(jx). On a
oyo (i) = oy(jk) = 0(jra1) si 1 < k < p, et oyo (i) = 07v(jp) = o(j1) si k = p. Si maintenant
o 1(i) & Supp v, alors yo~!(i) = 07 *(3) et donc oyo~!(i) = i. Ceci prouve par définition méme
que oyo ! est le p-cycle [o(41),0(j2), . .., a(jp)]. |
6. Pour n > 3, le groupe alterné A,, est engendré par les 3-cycles de 9,,.
Preuve. Un produit de deux transpositions est nécessairement de I'un des deux types suivants (ou
i,J, Kk, sont distincts deux & deux): ou bien [¢, j][¢, k] = [i, k, 5], ou bien [¢, j|[k, [] = [¢,, k][, 7, k].
Ce qui prouve le résultat voulu puisque A, est ’ensemble des produits d’un nombre pair de
transpositions. O

7. Si 7y est un p-cycle, alors g(y) = (—1)P~1.

PTeu'Ue' Sl Y= [j17j27’ . 7jp]7 &IOI‘S Y= [jth”jlij*l] e [j17j2]‘ o
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On a vu en 5.2.3 que la décomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique.
En revanche, comme on va le voir maintenant, toute permutation se décompose en produits de cycles
disjoints (et donc commutant deux & deux), et ceci de fagon unique.

5.6.4 THEOREME (Décomposition en produit de cycles disjoints).

(i)

(i)
(iif)

Toute o € S, non triviale se décompose en un produit de cycles non triviaux a supports

disjoints.
Les cycles dans une telle décomposition commutent deux a deux.

Cette décomposition est unique a I'ordre prés des facteurs.

Preuve. Soit o € S, non triviale. Il existe donc au moins une o-orbite non ponctuelle. Désignons par

Q1,...,Qq les o-orbites non ponctuelles deux a deux distinctes (et donc deux & deux disjointes). Pour
tout 1 < k < ¢, définissons v : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} par: (i) = o(3) si i € Qi et (i) =i
sinon. Alors 4 est un cycle dans S,,, (car si I'on note ry, = [Q|, on a Qx = {4, 0(5),0%(4),..., 0" ()}

quel que soit j € Q), de support égal & Q. Il en résulte que les supports des ; sont deux & deux
disjoints, donc (d’apres la proposition de 1.2), que les v; commutent deux & deux dans S,. Posons
o' =172 ...74; on va montrer que ¢’ = 0.

En effet, soit j € {1,2,...,n}; distinguons deux cas.

e SijeQU...UQy,, alors j appartient & une seule de ces orbites: il existe 1 < k < ¢
tel que 7 € Qi et j & Q; sii # k. Puisque les v; commutent deux & deux, on peut écrire
0 = VkV1 .- Yk—1TVk+1 - - - Vq- Pour tout indice i # k, on v;(j) = j car j ¢ Q; = Supp vi;
donc Y1 ... Ye—1Vk+1 - - - Yq(j) = 7, d’ott ¢’ (5) = Yk (j). Or vk (j) = o(j) puisque j € Q. On
conclut finalement que o'(j) = o(j).

eSijé Qi U...UQy, alors, pour tout 1 < k < ¢, on a j ¢ Supp v, donc vx(j) = 7, de
sorte que o'(j) = j. Mais par ailleurs, j ¢ Q1 U... U Q, signifie que la o-orbite de j est
ponctuelle, c’est-a-dire que o(j) = j. Dans ce cas aussi, on a vérifié que o’(j) = o(j).

On a ainsi prouvé les points (i) et (ii) du théoréme. Pour prouver (iii), supposons que 'on a une
décomposition o =173 ... 7, en produit de cycles non triviaux & supports deux & deux disjoints (donc
commutant deux & deux). Pour tout 1 <4 < p, notons Q) = Supp ~;. Chaque €2} est une o-orbite non
ponctuelle, plus précisément:

pour tout 1 < k < p et pour tout j € Q}, on a Q) = Qs (j). (*)

En effet. Fixons 1 <k <petjec Q. Ilenrésulte que j ¢ Q si 1 <i#k < p (puisque
les supports des «; sont deux & deux disjoints). En d’autres termes, v;(j) = j pour tout
1 <i# k < p. Doncen écrivant 0 = YY1 - Yo 1Vha1 - - - Vps Suivant la méthode déja
employée ci-dessus, on calcule o(j) = 74(5). Comme 7. (j) appartient & €}, et n’appartient
pas & Q) pour 1 < i # k < p, on réitere pour obtenir ¢2(5) = (v4)*(j). Et finalement
o™ () = (7)™ (4) pour tout entier m > 1. On conclut que: Q) = Qs (j).

Réciproquement, on obtient ainsi toutes les o-orbites non ponctuelles, plus précisément:
pour tout j € {1,2,...,n} telle que Q,(j) # {4}, il existe 1 < k < p tel que Q}, = Qs (). (**)
En effet. Par contraposée, si 'on suppose que quel que soit 1 < k < p, on a j ¢ Q}, alors

~.(j) = j pour tout 1 < k < p, de sorte que o(j) = j, c’est-a-dire Q,(5) = {j}-

Il résulte de (*) et (*x) que la décomposition o = 173 ... 7, est, & Pordre pres, celle que l'on a construite
dans la preuve du point (i), c’est-a-dire que p =g et {71,...,7%} = {71, .7 }- O

5.6.5 EXEMPLES D’APPLICATIONS (en exercices)

(a) Une définition équivalente de la signature. Montrer que, pour toute permutation o € S, la
signature de o vérifie e(o) = (—1)""*, o1 ¢ désigne le nombre de o-orbites distinctes dans S,,.

(b) Ordre d’un élément quelconque de S,. Montrer que l'ordre dans S,, d’'un élément quelconque
o non trivial est égal au P.P.C.M. des longueurs des cycles disjoints de la décomposition

Indication: utiliser 5.6.4 et le point 7 de 5.6.3

canonique de o.

Indication: utiliser 5.6.4 et le point (ii) de 5.6.2
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6. GROUPES DIEDRAUX

6.1 Exemples préliminaires.

6.1.1 PREMIER EXEMPLE. Soit D3 I’ensemble des isométries du plan affine euclidien conservant un
triangle équilatéral (ABC'). On montre aisément en géométrie que D3 est formé de 'identité e, de
la rotation r de centre I'isobarycentre O de (ABC) et d’angle 27/3, de la rotation 72 de centre O et
d’angle 47/3, et des réflexions si, sg, s3 par rapport aux trois médianes (ou hauteurs) du triangle.
A noter que:
§3 = TrS81, S2 = T281.

On vérifie immédiatement que D3 est un groupe (un sous-groupe du groupe des isométries du plan),
d’ordre 6, non abélien, engendré par les deux éléments 7 et s1, et dont la table est donnée ci-dessous.

Figure 2 D3 | € r|r 81 | S2 | S3
e e | r |2 s s2| s3
rlr 72| e | s3] s | se

7“2 r2 € T 59 S3 S1

S1 S1 59 S3 (& T r
2 e

59 59 S3 S1 T

S3 S3 | S1 S92 T 7“2 (&

Cette table est identique a celle du groupe symétrique S3
donnée en 1.3.5.(d), donc: D3 ~ Ss.

6.1.2 SECOND EXEMPLE. Soit D4 I’ensemble des isométries du plan affine euclidien conservant un
carré (ABCD). On montre aisément que Dy est formé de l'identité e, de la rotation r de centre le
centre O du carré (ABCD) et d’angle 7/2, de la symétrie centrale r2? de centre O, de la rotation 73
de centre O et d’angle 37/2, des réflexions s1, s3 par rapport aux deux médianes du carré, et des
réflexions t1,ty par rapport aux deux diagonales du carré. A noter que
t1 =181, So=r12s1, to=13s].

On vérifie immédiatement que D4 est un groupe (un sous-groupe du groupe des isométries du plan),
d’ordre 8, non abélien, engendré par les deux éléments 7 et s1, et dont la table est donnée ci-dessous.

Figure 3 Dy | € ro|r? |3 S1 | S2 | t1 | 2
e r|r2 ] S1 | 82 | t1 | t2

r rlr2 M e t1 | to | 89 | S1

22 e r | Sso| 81|ty | 1

] e ro|r? to | T1 | 81 | S2

2 3

S1 | S1|ta|Ss2|t1 | e | T r r
So | s9 | t1 | s1 | T2 | e ro|
tl tl S1 t2 S92 T T3 e T2
to | t9 | S92 | t1 | S1 mlr|r| e

6.2 Notion de groupe diédral.
6.2.1 DEFINITION. Pour tout entier n > 2, on appelle groupe diédral d’ordre 2n, noté D,,, le

sous-groupe des isométries affines conservant un polygone régulier a n cotés (avec la convention
que pour n = 2, Dy est le groupe des isométries conservant un segment).

On montre en géométrie que D,, est formé des 2n éléments distincts:

D, ={e,r,r?r3, .. v s srosr? sr3 L s

vérifiant les relations:

n 2 k n—k

rt =e, s° =e, sr® =r""% s pour tout 1 < k <n.
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6.2.2 REMARQUES.

(a)

Il est clair que Do, qui est d’ordre 4, est isomorphe au groupe de Klein V. On a vu que D3,
qui est d’ordre 6, est isomorphe au groupe symétrique S3 (en fait, comme on I'a déja dit en
3.3.5.(e), il n’existe a isomorphisme pres qu’'un seul groupe non abélien d’ordre 6). Le groupe
Dy est d’ordre 8, non abélien (mais on pourra voir en exercice qu’il existe d’autres groupes
non abéliens d’ordre 8 non isomorphes a Dy, comme le groupe de quaternions @g).

Reprenons les notations de la définition 6.2.1 du groupe D,,. Les deux éléments s et r suffisent
a obtenir tous les éléments de D,,, au sens ou tout élément de D, peut s’écrire comme le
produit d’une puissance de r par une puissance de s, ou encore le produit d'une puissance de
s par une puissance de r:

e=r0=3s0r, 2 ... "l s rs=s" r2s=sr"2 pls = s,

En d’autres termes, le groupe D,, est engendré par les deux éléments s et r. Avec les notations
de 2.1.1, on a D,, = (X) pour X = {s,7}.

Reprenons les notations de la définition 6.2.1. Notons H = (r) = {e,r,r2,...,r" "1} le sous-
groupe cyclique de D,, engendré par r. Notons K = (s) = {e, s} le sous-groupe cyclique de
D,, engendré par s.

(1) T résulte de la remarque (b) ci-dessus que D,, = HK.
(2) 1l est clair que H N K = {e}.

(3) En revanche, les éléments de H ne commutent pas nécessairement avec les éléments de
K. Par exemple sr # rs lorsque n > 3.

Ainsi, D,, n’est pas le produit direct de H par K (au sens de la définition 4.3.2), car la
condition (3) n’est pas vérifiée. Elle est ici remplacée par la condition plus faible HK = KH,
ce qui est équivaut au fait que:

quels que soient h € H et k € K, il existe h’ € H et k' € K tels que hk = K'I/,

mais sans avoir nécessairement h = h’ et k = k. On verra plus loin que cette situation
correspond & une notion plus faible que le produit direct (appelée produit semi-direct), et que
D,, est le produit semi-direct de H par K.
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Chapitre 2

Groupes : groupes quotients

1. SOUS-GROUPES NORMAUX

1.1 Conjugaison.

1.1.1 DEFINITION. Soit G un groupe. Soient g et ¢’ deux éléments de G. On dit que ¢’ est conjugué

avec g lorsqu’il existe un élément x € G tel que ¢’ = zgz~!.

(a) Sig =xzgz ! alors g = 2 g’z = yg'y " pour y = 7%, de sorte que g est conjugué avec g’. On dira donc
simplement que g et g’ sont conjugués.
(b) Tout élément g € G est conjugué & lui-méme (car g = ege™ ).

(¢) La notion de conjugaion n’a bien str d’intérét que pour un groupe G non abélien, car si G est abélien, le seul
élément conjugué a un élément quelconque g de G est g lui-méme.

(d) Dire que g est conjugué avec g se traduit par I’existence d’un automorphisme intérieur o, tel que g’ = o4(g),
ou encore g = o, ' (g').

1.1.2 PROPOSITION. Soit G un groupe. La relation “étre conjugué” dans G est une relation
d’équivalence.

Preuve. La réflexivité et la symétrie découlent des remarques (a) et (b) ci-dessus. Pour la transitivité,

supposons que g’ est conjugué avec g, et que g” est conjugué avec g’. Il existe donc = et y dans G tels
que ¢’ = zgr~ ' et ¢’ = yg'y™'. On a alors ¢ = yxgr™ 'y~ = (yx)g(yz) ™", ce qui prouve que g” est

conjugué avec g. a

1.1.3 REMARQUES ET NOTATIONS. Pour tout g € G, la classe d’équivalence de g pour la relation
de conjugaison est appelé la classe de conjugaison de g. On la note cl(g). Rappelons que:

cl(g) ={¢ € G; ¢ conjugué avec g} = {xgr~; 2 € G} = {0(g); o € Int G}.
Comme on 'a dit en 1.1.1.(c), cette notion n’a d’intérét que si G n’est pas abélien car, si G est
abélien, on a cl(g) = {g} pour tout g € G. Rappelons aussi que, comme pour toute relation
d’équivalence, les classes de conjugaison forment une partition de G.

1.2 Notion de sous-groupe normal.
1.2.1 NOTATION. Soit G un groupe. Pour tout sous-groupe H de G, et pour tout z € GG, on note
xHz~ ! I'image de H par automorphisme intérieur o, :

rHx ' = {zha='; h € H} = 0,(H) pour tout z € G.
D’aprés la prop. 3.1.3 du chap. 1, c’est un sous-groupe de G. Cette notion n’a d’intérét que si G
n’est pas abélien car, si G est abélien, on a zha~! = h pour tous = € G,h € H.

1.2.2 REMARQUES. Soient G un groupe et H un sous-groupe de . Considérons les quatre
assertions suivantes:

(1) pour tout h € H, pour tout € G, on a xha~' = h,

(2) pour tout h € H, pour tout z € G, on a zha~! € H,

(3) pour tout h € H, pour tout = € G, il existe b’ € H tel que zha~! = I/,

(4) pour tout * € G, on a xHx ! = H.

(a) Il est clair que (1) implique (2), mais la réciproque est fausse. On peut avoir (2) sans avoir (1).

En effet, considérons par exemple, dans le groupe symétrique Sz = {6,’}/,’}/2, T1,T2, T3}, le sous-groupe
H = {e,7,4*}. On a miyr; ' = miym = 7. Donc miyry ' € H mais miy7; b # v. Ce qui prouve que
lon n’a pas (1). Mais on a 7'177'1_1 = 7'277'2_1 = 7'377'3_1 =~2 et 7'1727'1_1 = To7y 7'2_1 = 7'3727'3_1 =7, qui
suffit & prouver que 'on a (2).
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(b) Il est clair que, si G est abélien, alors on a (1), mais la réciproque est fausse.

En effet, il suffit de prendre G non abélien et H = {e}, ou plus généralement H = Z(G) le centre de G
(voir 3.5.1 du chap. 1).

(c) Il est clair que (2) est équivalent & (3).

(d) Les assertions (2) et (4) sont équivalentes.

En effet, comme (2) équivaut & xHz~' C H pour tout x € G, il est clair que (4) implique (2).

Réciproquement, supposons que lon a (2). On a donc linclusion zHz™ ' C H; pour linclusion
réciproque, tout h € H sécrit h = x(x ‘hz)z ™!, et comme z 'hx € H d’aprés hypothese (2),
onahexzHz ' ce qui prouve que H C zHz .

1.2.3 DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est normal dans
G, ou encore distingué dans G, lorsque xHx~' = H pour tout = € G. On note alors H < G.

(H4G )« (zHx ' = Hpourtout 1 € G ) < (zha ' € H pourtoush€ H,x € G )

e Par exemple, les calculs effectués a la remarque 1.2.2(a) ci-dessus montrent que le sous-groupe
H = {e,,7%} de S3 est normal dans S3.
e Ré-insistons sur le fait que la notion de sous-groupe normal n’a d’intérét que pour les groupes
non-abéliens puisqu’il résulte des remarques 1.2.2(a) et 1.2.2(b) que:

tout sous-groupe d’un groupe abélien G est normal dans G.

o Ré-insistons sur le fait vu en 1.2.2.(a) que, si H<G, on a tHx~! = H pour tout x € G, mais pas
nécessairement xhx~! = h pour tous z € G,h € H.

1.3 Premiers exemples.
1.3.1 PROPOSITION. Pour tout groupe G, les sous-groupes {e} et G sont normaux dans G.

Preuve. Evident g

1.3.2 PROPOSITION. Pour tout groupe G, le centre Z(G) est un sous-groupe normal dans G.
Preuve. Quels que soient h € Z(G) et z € G, on a xhx~* = h par définition du fait que h est dans le

centre de G, donc zhz™' € Z(G). O
1.3.3 PROPOSITION. Pour tout morphisme f d’un groupe G dans un groupe G’, le noyau Ker f
est un sous-groupe normal dans G.

Preuve. Soient h € Ker f et © € G quelconques. Il s’agit de vérifier que zhz~' € Ker f. Pour cela,

calculons f(zhz™') = f(z)f(h)f(z)™'. Mais f(h) = ¢/, donc f(zha™') = f(z)f(x)™' = ¢/, ce qui
prouve le résultat voulu. m|

1.3.4 APPLICATIONS. Dans la pratique, reconnaitre un sous-groupe donné comme le noyau d’un
morphisme est un moyen immédiat et fréquent de montrer qu’il est normal. Par exemple:

(i) Ap<Sy,

En effet, le groupe alterné A, n’est autre que le noyau du morphisme signature € : S, — {1, —1}.

(i) SLy(R)<GLy(R).

En effet, le groupe spécial linéaire SL, (R) n’est autre que le noyau du morphisme déterminant GL, (R) — R*.

1.3.5 PROPOSITION. Si G est un groupe fini d’ordre pair 2n et si H est un sous-groupe d’ordre n
de G, alors H est normal dans G.

Preuve. Notons H = {h1, ha,hs,...,hn}, avec h1 = e. Fixons un élément y € G tel que y ¢ H (il en
existe car |G| = 2n alors que |H| = n). Notons yH ’ensemble des produits par y & gauche des éléments
de H. Comme yh; = yh; si et seulement si h; = h; (en multipliant & gauche par y '), on déduit que
yH = {yh1,yh2,...,yhn} est formé de n éléments distincts. S’il existait un élément commun & H et
yH, il s’écrirait yh; = h;, ce qui est impossible car on aurait alors y = h; h;l € H, ce qui est contraire
au choix de y. On conclut donc que G = HUyH et HNyH = (.
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Des lors, soient h; un élément quelconque de H et = un élément quelconque de G. Siz € H, alors xh;z ™!
est le produit de trois éléments de H, donc appartient & H. Si x ¢ H, alors € yH, donc il existe
h; € H tel que & = yh;. Donc zhiz ™" = yh;hih; 'y~" = yhey ™" ol I'on a posé hy = h;h:h;' € H. Si
yhey ™! n’appartenait pas & H, il appartiendrait & yH, donc on aurait yhey ' = yhs pour un certain
hiy € H, dott hyy ! = hy, donc y = h;lh[ appartiendrait & H. Comme ce n’est pas le cas, c’est que
yhey~! € H, c’est-a-dire zh;z~ ' € H. a

On verra plus loin que cette méme preuve permet de montrer un résultat analogue dans un cadre
un peu plus général pour G non nécessairement fini.

1.3.6 PROPOSITION. Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G tels que H<G et K <G,
alors H N K <@G.

Preuve. Immédiate; laissée au lecteur en exercice. O

1.3.7 REMARQUE. Attention: si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G tels que K C H,
(K<H et H<G ) n’implique pas ( K<G).

Contre-exemple. Considérons le groupe alterné A4, en reprenant pour ses éléments toutes les notations
du paragraphe 5.4.4 du chapitre 1. Rappelons d’abord que:

pour toute permutation o € Sy et toute transposition [i, j], on a: o[i,jlo ™" = [0(3), o (j)]-
Considérons dans A4 le sous-groupe V = {e, a,b,c}. Pour tout o € A4, on a:
caoc™t = 0[1,2][3,4]c 7 = o[1,2]0 " 0 [3,4)0 7 = [0(1),0(2)][0(3),0(4)] € V.
On montre de méme que obo ™' € V et gco™" € V pour tout o € A4. On conclut que V <1 Ay.
Considérons dans A4 le sous-groupe K = {e,a} de V, donc de A4. Il n’est pas normal dans A4, car par

exemple, mlawfl =z1ay1 = b ¢ K. Et pourtant K est normal dans V puisque V est abélien.

1.3.8 EXERCICE. Montrer que, pour tout groupe G, on a: Int G< Aut G, (voir chap.1, 3.5.3).

1.4 Classe modulo un sous-groupe, indice.

1.4.1 DEFINITION. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe. Pour tout # € G, on note:
xH={zh;he H} e Hzx=/{hx;he H}.

Le sous-ensemble xH s’appelle la classe a gauche de x modulo H. Le sous-ensemble Hzx s’appelle

la classe a droite de x modulo H.

(a) Pour tout z € G, H est en bijection avec zH via h — xh, et en bijection avec Hx via h — hz.
(b) En particulier, pour x = e, on a: eH = He = H.
(¢c) Pour tout x € G,onaz € zH et x € Hx, (car x =xe =ex et e € H).

1.4.2 LEMME. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.

(i) Pour tous z,y € G, on a:
(zH=yH )& (z7'yecH) e (Hrx=Hy)e (zy teH).

(ii) Les classes a gauche modulo H forment une partition de G, (de méme que les classes a droite).

(iii) L’ensemble des classes a droite modulo H est en bijection avec I'ensemble des classes a gauche
modulo H, via la bijection Hx — x ' H.

(iv) Pour tout sous-groupe H de G, on a:
(H<G )< (xH = Hzx pour tout x € G ).

Preuve. (i) Supposons que ©H = yH. En particulier, comme y € yH, on ay € £H, donc il existe h € H
tel que y = xh, d’ott "'y = h € H. Réciproquement, supposons que = 'y € H. Posons ho = =~ 'y.
Soit z € yH quelconque. 1l existe h € H tel que z = yh = xhoh, qui appartient a x H puisque hoh € H.
D’ott yH C xH. Soit 2’ € xH quelconque. 1l existe b’ € H tel que 2’ = xh’ = yhy 'h’, qui appartient &
yH puisque hglh € H. D’ou zH C yH, et finalement zH = yH. On raisonne de méme pour les classes
a droite.
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(ii) On a vu que tout = € G vérifie x € xH, donc G est égal a la réunion des classes a gauche. Il reste
a montrer que deux classes distinctes sont disjointes, ou encore que deux classes non disjointes sont
égales. Considérons donc zH et yH (avec z,y € G) tel que zH NyH contienne au moins un élément
2. 1l existe donc h, h’ € H tels que z = zh = yh’. Dans ce cas, 'y = h(h/)"! € H, d’on xH = yH
d’apres le point (i). Ainsi xH = yH dés lors que zH NyH # (. La preuve & droite est identique.

(iii) Soit ¢ l'application Hz — x 'H de I’ensemble des classes & droite dans I’ensemble des classes &
gauche. Tl est clair qu’elle est surjective. De plus, si z,y € G vérifient z 'H =y *H, alors zy ' € H
d’apres la premiere équivalence du (i), d’ot Hx = Hy d’apres la seconde équivalence du (i). Ce qui
prouve que @ est injective, et donc finalement bijective.

(iv) Supposons que *H = Hzx pour tout = € G. Alors quels que soient z € G et h € H, il existe
h' € H tel que zh = W'z, d’ott zhz™' € H. Ceci prouve que H <G. Réciproquement, supposons que
H<G@G. Fixons ¢ € G quelconque. Tout élément z de ©H s’écrit z = xh avec h € H, donc z = zha .
Mais zhz ™' € H par normalité de H, de sorte que z = (zhx ')z € Hz. Ceci prouve que +H C Hz.
L’inclusion réciproque se montre de méme, ce qui acheve la preuve. O

1.4.3 DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice de H dans G,
noté [G : H], le cardinal de ’ensemble des classes modulo H (a droite ou a gauche indifféremment
d’apres le (iii) du lemme précédent). On dit que H est d’indice fini lorsque ce cardinal est fini.

1.4.4 PROPOSITION. Si GG est un groupe fini, alors tout sous-groupe H de G est d’indice fini dans
G, et on a d’apres le théoreme de Lagrange 1’égalité:
|G| = |H| x [G : H].

Preuve. Notons |G| =m, |H| = n, et [G : H] = p. Par définition, p est le nombre de classes (& gauche
par exemple) modulo H. Or, d’aprés la remarque (a) de 1.4.1, chacune des classes est en bijection avec
H, donc admet exactement n éléments. Il résulte alors du point (ii) du lemme 1.4.2 que m = pn. a

A noter qu'un sous-groupe infini H d’un groupe infini G' peut trés bien étre d’indice fini (prendre
par exemple G = O, (R) et H = SO, (R)).

1.4.5 PROPOSITION. Soit G un groupe (fini ou non). Tout sous-groupe H d’indice 2 dans G est
normal dans G.

Preuve. Par hypothese, il n’y a que deux classes a gauche modulo H; 'une est eH = H qui, d’apres
le point (i) de 1.4.2, est aussi la classe de tout élément de H, et autre yH (avec y ¢ H) est donc la
classe commune a tous les éléments de G qui ne sont pas dans H. De méme, il n’y a que deux classes a
droite modulo H; I'une est He = H qui, d’apreés le point (i) de 1.4.2, est aussi la classe de tout élément
de H, et Pautre Hz (avec z ¢ H) est donc la classe commune & tous les éléments de G qui ne sont pas
dans H. Comme les classes forment une partition de G, il en résulte que yH = Hz. Dés lors, quel que
soit t € G,onaxH =H=Hzxsixz € H,et tH=yH =Hz= Hz si x ¢ H. Dans les deux cas, on a
xH = Hx. Ce qui prouve que H <G. a

Dans le cas particulier o G est fini d’ordre m, si H est d’indice 2 dans G, on a (d’apres la
proposition 1.4.4) m pair et H d’ordre n = m/2, de sorte que 'on retrouve la proposition 1.3.5.

1.5 Normalisateur.

1.5.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. L’ensemble
Ng(H) ={x € G; xHx~' = H} est un sous-groupe de G, appelé le normalisateur dans G de H.

Preuve. Vérification immédiate, laissée au lecteur. O

1.5.2 PROPOSITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On a:
(i) H<ONG(H),
(i) N¢(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est normal;
(iii) en particulier H <G si et seulement si No(H) = G.

Preuve. Vérification immédiate, laissée au lecteur. O
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2. QUOTIENT D'UN GROUPE PAR UN SOUS-GROUPE NORMAL

2.1 Congruence modulo un sous-groupe normal.

2.1.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On suppose
que H < G. La relation binaire définie sur G par:

pour tous x,y € G, x =y lorsque zy~'e H
est une relation d’équivalence dans G, appelée la congruence modulo H, ou encore I'équivalence
modulo H, dont les classes d’équivalence vérifient:

pour tout x € G, T=xH = Hzx.

Preuve. Pour tout € G, on a x = z puisque zz~* = e € H. Donc = est réflexive. Si x,y € G vérifient
x =y, alors xy~! € H, donc par passage & l'inverse yz~* € H, d’oll y = z. Donc = est symétrique.
Siz,y,z € G vérifient z =y et y = 2, alors zy ' € H et yz~* € H, donc par produit zy ‘yz"! € H,
c’est-d-dire zz7! € H, dot & = z. Donc = est transitive, ce qui achéve de montrer que = est une
relation d’équivalence.

Pour tout z € G, la classe d’équivalence de x est par définition T = {y € G; y = x}. Ory = x si et
seulement si yz~! € H, ce qui équivaut & I'existence d’un élément h € H tel que y = ha. Ceci prouve
que T = Hzx, et comme H <G, il résulte de 1.4.2.(iv) que l'on a aussi T = zH. o

2.1.2 REMARQUES. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G.

(a) Pour tout x € G, T est par définition ’ensemble des éléments y € G tels que y = z. Tout
élément y de T s’appelle un représentant de 7.

(yez)e(y=z)e(yr'eH)e (3heH y=hr) & (y<€ Ha)

Comme Hx = xH puisque H <G, on a aussi:
(yex)e (ycorH ) (AN EH, y=ah) o (27 lye H)

En particulier, x lui-méme est un représentant de sa classe: = € T pour tout = € G.

(b) Deux éléments de G ont la méme classe si et seulement s’ils sont congrus modulo H:

pour tous z,y € G, T=17 si et seulement si =z =y.
(¢) On a en particulier: € = H.

2.1.3 NoTATIONS. L’ensemble quotient de G par la relation d’équivalence = (qui est par définition
I’ensemble des classes d’équivalence des éléments de ) est ordinairement noté G/ =. Comme ici
la relation = est défini & partir du sous-groupe normal H, on convient de noter G/H 1’ensemble
quotient.
G/H={z; x€G}.
Rappelons que 'on appelle surjection canonique 'application G — G/H qui, a tout élément de G,
associe sa classe d’équivalence.
p: G — G/H
r— T

L’application p est surjective par construction, mais en général non injective (car p(x) = p(y) des
lors que = = y, méme si x # y).

Notons enfin que, d’apres 1.4.3, le cardinal (fini ou infini) de G/H n’est autre que l'indice [G : H]
de H dans G.
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2.2 Notion de groupe quotient.

2.2.1 COMMENTAIRE PRELIMINAIRE. Soient G' un groupe et H un sous-groupe normal de GG. Le but du
théoréme fondamental suivant est de munir ’ensemble quotient G/H d’une structure de groupe, déduite
de celle de G. L’idée la plus naturelle pour cela est de définir la loi interne dans G/H par: T.§y = Ty
pour tous T,7 € G/H. Mais il y a un point important auquel il faut faire attention ! Le produit de
deux classes ainsi défini ne dépend-il pas des représentants x et y que l'on choisit pour poser Ty ? En
d’autres termes, si 'on prend d’autres représentants ' € T et 3’ € 7, (il n’y a aucune raison alors pour
que xy = x'y’) est-il clair que Zy = 2’y’ 7 C’est bien sir indispensable pour que la définition de la loi
dans G/H ait un sens. Et c’est effectivement le cas comme le montrent les calculs ci-dessous.
Supposons que ' €T ety € 7. Alors 2’z ' € Het ¢y ' € H. On a:

(x'y')(xyrl — I/y/y—lx—l — I/y/y—l(w) II/I 1 — [I/(y/y—l)(wl) 1}I,I71
Or, 4y~ € H par hypothese et donc, parce que H est supposé normal dans G (c’est 1 qu’intervient cette
hypothese fondamentale), on a aussi ac'(y'y*l)(av')*1 € H. Finalement comme par ailleurs 2’z € H,
on conclut que [z'(y'y~')(z') " 'a’'z~"! appartient & H comme produit de deux éléments de H. On a
ainsi vérifié que (z'y')(zy) "' € H, donc Ty = z'y’.

2.2.2 THEOREME. Soient G' un groupe et H un sous-groupe de G. On suppose H <G.

(i) On définit une loi de composition interne dans G/H en posant, indépendamment des représentants

choisis:

Ty =2y pour tousz,y € G.

y
(ii) Cette loi munit I'ensemble G/H d’une structure de groupe, appelé le groupe quotient de G
par H.

(iii) La surjection canonique p : G — G/H est alors un morphisme du groupe G dans le groupe
quotient G/H.

Preuve. Le point (i) a été montré ci-dessus en 2.2.1. Pour (ii), lassociativité de la loi définie dans G/H

est évidente, car pour tous z,y,z € G on a T.(3.Z) = z(yz) = (zy)z = (Z.5).Z. De méme, pour tout
r€G onate=Te=cetT.(T) ' =xz-l=F¢,c eq i montre que G/H est un groupe. Enfin, le point
(iii) est clair puisque, par définition, on a p(zy) = Ty = .y = p(x)p(y) pour tous z,y € G. ]

Retenons en particulier que ’élément neutre du groupe quotient G/H est € = H et, pour tout
r € G, le symétrique dans G/H de T est 7! = o~ 1.

2.2.3 EXEMPLES.

(a) Soit G un groupe. Si l'on prend H = {e}, alors T = {z} pour tout x € G (car x = y est
alors équivalent & zy~! = e, c’est-a-dire y = x). Il en résulte G/{e} ~ G, via I'isomorphisme
T — 7.

(b) Soit G un groupe. Si l'on prend H = G, alors T = € pour tout € G (car on a trivialement
re~! € G clest-d-dire x = e pour tout * € G). Il n’y a donc quune seule classe, d’ou
G/G = {€} est le groupe trivial & un élément.

(¢) Prenons G = S3 = {e, 7,72, 71, 72,73} et H = A3 = {e,7,7*}<S3. Onae = H = {e,7,7*}
et 71 = i H = {rie, 717,11V} = {11, 70,73} = T2 = 73. Il n’y a que deux classes distinctes,
donc S3/As = {e, 71} ~ Cs.

(d) Prenons G = O,(R) et H = SO,(R)<0,(R). On a € = SO,(R). Soit s € O,(R) tel que
s ¢ SO, (R) quelconque. Pour tout élément ¢ € O, (R) tel que t ¢ SO, (R), on a st~! € SO, (R)
(le produit de deux isométries négatives est une isométrie positive). Il n’y a que deux classes
distinctes (la classe de toutes les isométries positives qui est égale a SO, (R) et la classe de
toutes les isométries négatives), donc O, (R)/SO,(R) =~ Cs.

Les exemples ci-dessus ne sont que des cas particuliers des résultats généraux que l’on verra un peu
plus loin.
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2.2.4 REMARQUES.

(a) Il est clair que, si G est abélien, alors G/H est abélien. Mais réciproquement on peut avoir
G/H abélien sans que G le soit (voir les exemples (c) et (d) ci-dessus).

(b) Si H est normal et d’indice fini dans G, alors G/H est fini et 'on a d’apres la définition 1.4.3:
|G/H| =[G : H].

(¢) SiG est fini et H est normal dans G, alors G/H est fini et I'on a d’apres la proposition 1.4.4:
|G/H| = |G|/|H]|.

Attention, on peut avoir G/H fini sans que ni G ni H le soit (voir I'exemple (d) ci-dessus).

2.3 Premier théoréme d’isomorphisme.

2.3.1 THEOREME. Soit G un groupe. Pour tout groupe G’ et tout morphisme de groupes f:G — G,
le groupe quotient de G par le sous-groupe normal Ker f est isomorphe au sous-groupe Im f de G'.

On note:
Ker f< G et G/Ker f ~Im f.

Preuve. On a déja montré en 1.3.3 que Ker f < G. Pour tout T € G/ Ker f, posons ¢(T) = f(z) € Im f.
Cette définition est indépendante du choix du représentant dans T; en effet, si 'on choisit un autre
représentant y € T, on a par définition zy ! € Ker f, donc f(zy ') = e, d’ott f(z)f(y)"* = e, c’est-a-
dire f(z) = f(y), ou encore ¢(T) = ¢(y). On définit donc bien une application:
¢: G/Kerf — Im f
T — f(z)
L’application ¢ est surjective par construction. Il est clair que c’est un morphisme de groupes puisque,
pour tous T, € G/ Ker f, on a p(T.7) = ¢(Ty) = f(zy) = f(z)f(y) = ¢(T)p(y). Vérifions qu’elle est
injective. Pour cela, considérons T € Kerp. On a alors ¢(T) = €', le neutre du groupe d’arrivée G'.
D’ou f(z) = €', c’est-a-dire = € Ker f, ou encore T = €. Ceci montre que Ker¢ = {€}, donc ¢ est
injective. On conclut que ¢ est un isomorphisme de groupes de G/ Ker f sur Im f. O

2.3.2 REMARQUE ET EXEMPLES. Le théoréme ci-dessus peut se déduire d’une forme plus générale
que l'on verra plus loin en 3.1. La forme particuliere G/ Ker f ~ Im f est cependant d’un usage
tellement fréquent qu’il nous a semblé utile de la dégager immédiatement.

(a) Exemple: considérons le morphisme déterminant dét : GL,(R) — R*. 1l est clairement
surjectif (car pour tout réel non-nul A, on peut trouver des matrices A € GL,(R) telles que
dét(A) = A), de sorte que Imdét = R*. Par ailleurs, Ker dét = SL,(R) par définition. On
conclut que:

GL,(R)/SL,(R) ~ R*.

(b) Exemple: considérons le morphisme signature € : S, — Cy = {+1,—1}. Il est clairement
surjectif, de sorte que Ime = Cy. Par ailleurs, Kere = A,, par définition. On conclut que:

Sn/An ~ 02.

2.3.3 COROLLAIRE. Pour tout groupe G, on a: Z(G) <G et G/Z(G) ~IntG.

Preuve. Résulte immédiatement de 1.3.2, et du point (iii) de la proposition 3.5.3 du chapitre 1. O

2.3.4 COROLLAIRE. Soit G un groupe. On suppose que GG est le produit direct de deux sous-groupes
H et K. Alors:
(H<G et G/H~K ) et (K<G et G/K~H ).

Preuve. D’apres la remarque 4.3.3 du chapitre 1, pour tout élément = € G, il existe h € H et k € K
uniques tels que x = hk = kh; posons f1(z) = h et f2(x) = k. Il est facile de vérifier (écrivez les détails)
que f1 : G — H et fo : G — K sont des morphismes de groupes, qu’ils sont surjectifs, de noyaux
respectifs Ker fi = K et Ker fo = H. D’ou le résultat en appliquant le théoréme 2.3.1. O
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2.4 Exemple: groupe dérivé et abélianisé.
2.4.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS. Soit G' un groupe. Pour tous =,y € G, on appelle commutateur
de x et y I’élément:
[z, y] =2~y ay.
L’inverse d’'un commutateur est un commutateur, mais le produit de deux commutateurs n’est a priori
pas un commutateur. Les commutateurs ne constituent donc pas un groupe; on considere alors le sous-

groupe engendré par les commutateurs (qui est ici 'ensemble de tous les produits d’un nombre fini de
commutateurs).

On appelle groupe dérivé de G, noté D(G), le sous-groupe de G engendré par les commutateurs.

Cette notion n’a d’intérét que pour des groupes non abéliens, puisqu’il est clair que:
( G abélien ) < ( [z,y] = e pour tous z,y € G ) & ( D(G) ={e})

2.4.2 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit G un groupe.
(i) D(G)< G
(ii) Pour tout sous-groupe N < G, on a: ( G/N abélien ) < ( D(G) C N ).
(iii) En particulier, G/D(G) est un groupe abélien, appelé I’abélianisé de G.
Preuve. Soient z,y € G quelconques. Considérons le commutateur ¢ =z~ 'y ™!

calcule le conjugué de c par z:

zez =2z ly T layz T = 2 e ey e e T ey T = (2o ) T 2y ) T (2 ) (2y2 7).

zy. Pour tout z € G, on

On déduit que zcz~! est un commutateur, et ceci pour tout commutateur ¢ et tout z € G. Soit alors

d € D(G) quelconque. Comme on I'a remarqué en 2.4.1, d = cicacs...cp, avec ¢1,¢2,C3,...,Cp des

commutateurs. Pour tout z € G, il vient 2dz" ! = 2C1C2C3 . . . cpz_l = zclz_1z02z_1z03z_1 . chz_l.

Donc zdz™ ' est, d’aprés 1’étape précédente, un produit de commutateurs. On conclut que zdz~" € D(G)
pour tous d € D(G) et z € G. Ce qui prouve (i).

Pour (ii), fixons un sous-groupe N normal dans G. Supposons G/N abélien. Pour tous z,y € G, on
a Ty = yx, donc x—ly—lzy = €, ou encore x 'y ‘xy € N. Ainsi, le sous-groupe N contient tous les
commutateurs d’éléments de G. Comme D(G) est par définition le plus petit sous-groupe de G qui
contient les commutateurs, on conclut que D(G) C N. La réciproque s’obtient en remontant les mémes
calculs. Ceci prouve (ii), et (iii) s’en déduit immédiatement pour N = D(G). m

2.5 Exemple: quotients Z/nZ.

2.5.1 ATTENTION ! Ce paragraphe étant consacré aux sous-groupes de Z et aux quotients cor-
respondants, on abandonne provisoirement la notation multiplicative: le groupe Z est muni de
I’addition usuelle des entiers, on note naturellement = 4+ y ce que 'on notait xy dans le cadre
général, le neutre que I'on notait e est ici 0, le symétrique de x (que I’on notait 2! dans le cadre
général) est ici opposé —z, et on note nx = x + x + --- + x ce que 'on notait =™ (pour n € Z).
On pose enfin:

nZ = {nx; x € Z}, pour tout n € Z.

2.5.2 PROPOSITION. Le groupe additif 7 vérifie les propriétés suivantes.
(i) Le groupe 7Z muni de I'addition est monogéne infini, les générateurs de Z sont 1 et —1, et
tout groupe monogéne infini est isomorphe a 7.

(ii) Pour tout n € Z, I'ensemble nZ est un sous-groupe de 7, qui est le sous-groupe engendré par
n, et l'on a: nZ = n'Z si et seulement sin’ =n oun’ = —n.

(iii) Réciproquement, pour tout sous-groupe H de Z, il existe un unique n € N tel que H = nZ.
Preuve. L’isomorphisme du (i) a été vu au 3.3.5.(c) du chapitre 1. Le reste se déduit alors immédiatement

des résultats analogues vus en notation multiplicative au chapitre 1, en particulier 2.3.4 et 2.2.2.
O
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2.5.3 REMARQUES. Le groupe Z étant abélien, tous ses sous-groupes sont normaux; d’apres la
proposition précédente, ils sont de la forme nZ avec n € N. Par définition de la congruence modulo
le sous-groupe nZ, on a pour tous x,y € Z:

(z et y congrus modulonZ ) < (z —y enZ ) < (il existe z € Z tel que z —y = nz ).

On retrouve donc la notion de congruence modulo n de I'arithmétique élémentaire.
Le groupe quotient est naturellement noté Z/nZ. Ses éléments sont notés T, avec = € Z. Sa loi est
I’addition déduite de celle de Z par passage aux classes, c¢’est-a-dire:

T +y =72 +7y pour tous z,y € Z.
En particulier, son neutre est 0 = nZ.

Convention. Puisqu’il résulte des exemples 2.2.3.(a) et 2.2.3.(b) que Z/0Z = Z/{0} ~ Z et que Z/1Z =
Z]Z = {€}, on ne considérera plus dans la suite les cas triviaux n =0 et n = 1.

2.5.4 THEOREME. Fixons un entier n > 1.
(i) Le groupe Z/nZ est fini d’ordre n, et I'on a Z/nZ = {0,1,2,...,n — 1}.
(ii) Le groupe additif Z/nZ est cyclique d’ordre n, c¢’est-a-dire isomorphe au groupe cyclique C,,.
(iii) Les générateurs du groupe Z/nZ sont les classes k des entiers k qui sont premiers avec n.
(iv) Pour tout diviseur q de n, il existe un et un seul sous-groupe de Z/nZ d’ordre q, qui est le
sous-groupe cyclique engendré par d, ou n = dgq.

Preuve. D’apres le 3.3.5.(a) du chapitre 1, il n’existe & isomorphisme prés qu'un groupe cyclique

d’ordre n, noté C, = {e,a:,a;Q,IS?...,x”*l} suivant la proposition 2.1.5 du chapitre 1. Définissons
, Lo
alors I'application: fiz c,
k — zF

Ona f(k+h) =z = g*2" = f(k)f(h) pour tous h, k € Z, ce qui prouve que f est un morphisme de
groupes. Il est clair que f est surjective puisque tout élément de Cy, est de la forme z* pour un entier k.
Enfin un entier k appartient & Ker f si et seulement si z* = e, ce qui, puisque z est d’ordre n, équivaut
au fait que k est multiple de n; en d’autres termes Ker f = nZ. On déduit alors du théoreme 2.3.1
que Z/nZ ~ C,. Les points (i), (iil) et (iv) se déduisent alors immédiatement des résultats analogues

démontrés en notation multiplicative au chapitre 1 (en particulier 2.2.3 et 2.3.2). O
—T T =T= 0(112]3]|4
——T1 = 01123 — =T =t =1=
—T = 0|12 — =Tt == 0(0|1]2]3|4
0|1 ——T—T= 0ojo|1(2]3 — =T =t ==
— 1= 0(0|1]2 —T—T—=T—=T—= 1111213410
EXEMPLES (2<n<5): [0|0|1 S E 1/112(13]0 —1 11
— = 111(12]0 — =T === 21213401
1]1]0 —T—T—T= 2121301 — =t =T ===
212|011 — =T === 3134|0112
313|0(1]2 —— T =TT ==
41410|11]2]|3

2.5.5 COROLLAIRE (écriture additive du théoréme chinois). Pour tous n > 1 et m > 1, on a:
(Z/nZ X Z)/mZ ~Z/nmZ ) < ( n et m premiers entre eux ).

EXEMPLES:
o Ten Ao TaT ~ [ev[an[ey @y [en]a?
59 6o 60yl @ ©.0) | @.0) | @D | @2 | o) | ©.1) | 1.2
0D oD 0o @D | @) D) | @D | 0.2 | 1o ]| 01| T3 | @©0)
o) | @o | @1 | @0 | @71 0,2 | 0,2) | (1,0) | (0,1) | (T,2) | (0,0) | (T,1)
@y | @D | @o | @1 | @0 (1,0) | (1,0) | @.1) | (1,2) | (0,0) | (1.T) | (0,2)
ZJ2Z x ZJ/2Z n’est pas cyclique; c'est le 01 | @1 | 12| 0.0 | T | ©2) | (10
groupe de Klein V = {e, a, b, ¢} pour: 1,2) | (1,2) | (0,0) | (1,1) | (0,2) | (1,0) | (0,1)

0,0 b= tc=(1,1). -
=(0.0), a=(0.1), (1,0) et ¢ = (1.1) Z/2Z x Z/3Z est cyclique, engendré par z = (1, 1).
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3. QUELQUES COMPLEMENTS

3.1 Propriété universelle du groupe quotient.

3.1.1 THEOREME. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal dans G, et p la surjection
canonique G — G/H.

1 our tout groupe et tout morphisme de groupes | : G — tel que C Ker f, 1l existe
i) P G’ hi d G G’ tel HCK il exi
un unique morphisme de groupes ¢ : G/H — G' tel que f = p o p.
f

G—@G

| A

G/H

(ii) Avec les données ci-dessus, on a de plus:

( f surjectif = ¢ surjectif ) et (H =ZKerf = ¢ injectif ).

Preuve. Pour tout T € G/H, posons ¢(Z) = f(z) € G'. Montrons que cette définition est indépendante
du choix du représentant dans T. Pour cela, considérons y € G tel que § = T; on a par définition
zy~t € H. Puisque H C Ker f, on déduit que 2y~ € Ker f, donc f(zy™') = e d’ont f(z)f(y)™ ' = ¢/,
c’est-a-dire f(z) = f(y), ou encore ¢(T) = ¢(7). On définit donc bien une application:
pv: G/H — G
T — f(x)

qui, par définition, vérifie p o p = f puisque ¢(p(z)) = ¢(T) = f(x) pour tout z € G. 1l est clair
que ¢ est un morphisme de groupes puisque, pour tous Z,y € G/H, on a ¢(Z.9) = ¢(Ty) = f(zy) =
f(@)f(y) = o(T)p(y). 1l reste & montrer 'unicité de ¢. Soit donc 1 un morphisme G/H — G’ tel que

¢ op = f. Alors, pour tout T € G/H, on a: () = P(p(x)) = (Y op)(z) = f(z) = ¢(T). D’'ou P = ¢,
ce qui achéve de montrer le point (i).

Pour (ii), supposons d’abord que f est surjective. Soit ' € G’ quelconque. Par surjectivité de f, il
existe z € G tel que 2’ = f(x). Comme f(z) = p(T), on déduit qu’il existe T € G/H tel que =’ = ¢(T).
Ce qui prouve que @ est surjective.

Supposons enfin que H = Ker f. Soit T € G/H tel que T € Kerp. On a e’ = ¢(z) = f(z), d’ou
x € Ker f, c’est-a-dire x € H; par suite T = €. Ceci prouve que Ker ¢ = {€}, et l'injectivité de . a

3.1.2 REMARQUE. Dans le cas ou 'on prend dans le théoreme ci-dessus H = Ker f et G’ = Im f,
on a ¢ a la fois injectif et surjectif, qui réalise donc un isomorphisme de G/ Ker f sur Im f, et 'on
retrouve le premier théoreme d’isomorphisme vu en 2.3.1.

3.1.3 LEMME (fondamental de factorisation). Soient G un groupe, H un sous-groupe normal dans
G, et p la surjection canonique G — G/H. Soient G’ un groupe, H' un sous-groupe normal dans
G', et p' la surjection canonique G' — G'/H'. Alors, pour tout morphisme de groupes f : G — G’
vérifiant la condition f(H) C H’, il existe un unique morphisme ¢ : G/H — G'/H' tel que
pop=p'of. f

G G’

| b

! !
G/H —~G'/H

Preuve. Posons g = p’ o f, qui est un morphisme de groupes G — G'/H’', comme composé de deux
morphismes. Afin d’appliquer le théoréme 3.1.1, montrons que H C Kerg. Soit x € H. On a f(x) €
f(H). L'hypothése f(H) C H' implique donc f(z) € H'. D’ou p'(f(z)) = €. On déduit que g(z) =¥,
c’est-a-dire ¢ € Kerg. Ainsi g : G — G'/H’ est un morphisme vérifiant H C Ker g; le théoréme 3.1.1
assure l’existence d’un unique morphisme ¢ : G/H — G'/H' tel que @ op = g, d’ott le résultat. |
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3.1.4 REMARQUE. Avec les données et notations ci-dessus, on a:
( p' o f surjectif = ¢ surjectif) et (H=Ker(p'of) & f~1(H')=H = ¢ injectif ).

3.2 Deuxieme théoreme d’isomorphisme.

3.2.1 THEOREME. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal dans G. Pour tout sous-groupe
K de G, le sous-ensemble HK est un sous groupe de G, et I'on a:

HNK<K, HaHK, e K/(HNK)~HK/H.

Preuve. Rappelons que HK = {hk; h € H,k € K}.

Vérifions que HK est un sous-groupe de GG. On a clairement e € HK. Soient z,y € HK. Il existe
h,h € K et k,k' € K tels que = hk et y = h'k’. Donc o'y = k™ "h W'k = k= (W W)k(k™'K).
Puisque h™'h' € H et HA G, on a k™' (h"'h/)k € H. Comme par ailleurs k" 'k’ € K, on a bien
z 'y € HK. On conclut que HK est un sous-groupe de G.

Vérifions que HN K< K. Soit h € HNK et x € K. On a zhx™' € H puisque H< G. On a aussi
zhez~! € K puisque z et h appartiennent au sous-groupe K. On conclut que zhz~ ! € HN K. Ce qui
pouve que HNK < K. On peut donc considérer le groupe quotient K/HNK. Notonsp: K — K/HNK
la surjection canonique.

Vérifions que H< HK. Soit £ € H et x = hk € HK, avech € H k € K. On a zfz™' = hklk~'h™ .
Puisque H< G et £ € H, on a kfk™' € H. Donc zfz~' = h(kék™')h™' € H comme produit de trois
éléments de H. Ce qui prouve que H<1 HK. On peut donc considérer le groupe quotient HK/H.
Notons p’ : HK — HK/H la surjection canonique.

Notons j l'injection canonique K — HK. Rappelons que j est le morphisme défini par j(k) = ke = k
pour tout k € K. On a bien stir j(HNK) C H, de sorte que Papplication directe du lemme 3.1.3 assure
I'existence d’un morphisme de groupes ¢ : K/HNK — HK/H tel que g op=p’ o j:

K——HK

N

K/HNK ——~ HK/H

Montrons que ¢ est surjective. Soit hk un élément quelconque de HK/H, avec h € H)k € K. On a
hk = hk = k; on déduit que HK/H = p'(K) = (p’ 0 j)(K). On conclut avec 3.1.4 que ¢ est surjective.

Montrons que ¢ est injective. Soit k € K un élément quelconque de Ker(p' o j). On a & = p'(j(k)) =
p'(k) = k, cest-d-dire k € H. Donc k € H N K; on déduit que Ker(p’ o j) € H N K. L’inclusion
réciproque étant claire, on déduit que Ker(p’ o j) = H N K. On conclut avec 3.1.4 que ¢ est injective.

On conclut que ¢ réalise un isomorphisme de K/H N K sur HK/H. O

3.2.2 REMARQUE. En notation additive, I'isomorphisme 3.2.1 devient K/(HNK) ~ (H + K)/H.

3.3 Sous-groupes d’un groupe quotient et troisieme théoréme d’isomorphisme.

3.3.1 PROPOSITION. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal dans G. L’ensemble des
sous-groupes de G/H est en bijection avec ’ensemble des sous-groupes de G' contenant H .

Plus précisément, si ’on note p : G — G/H la surjection canonique, il existe pour tout sous-groupe
K de G/H un unique sous-groupe K de G contenant H tel que K = p(K) = K/H.

Preuve. Soit K un sous-groupe de G/H. Posons K = p~*(K) = {z € G; p(z) € K}. En tant qu’image
réciproque d’un sous-groupe par un morphisme de groupes, K est un sous-groupe de G. Si h € H, on
a p(h) =€, donc p(h) € K, de sorte que h € p~*(K), c’est-a-dire h € K. Ceci montre que H C K. Par
définition de K, on a p(K) C K. Réciproquement, soit T € K, avec € G; comme p(z) =T € K, on a
clairement z € p~'(K) = K, et donc T = p(z) € p(K). En résumé, K = p(K). Enfin, H < G implique
HA< K, et il est clair alors que K/H = p(K).

Montrons maintenant 'unicité. Soit donc K’ un sous-groupe de G tel que H C K’ et K = p(K’). On a
donc p(K) = p(K'). Quel que soit k' € K’, il existe alors k € K tel que p(k’) = p(k), donc k'k~* € H;
on a k' = hk avec h € H, et 'hypothése H C K implique h € K, d’ou k' € K comme produit de deux
éléments de K. On conclut que K’ C K. L’inclusion réciproque s’obtient de méme. a
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3.3.2 THEOREME. Soient G' un groupe et H un sous-groupe normal dans G. Pour tout sous-groupe
K normal dans G contenant H, on a:

K/HaG/H, et (G/H)/(K/H)~G/K.

Preuve. Notons ¢ la surjection canonique G — G/K et p la surjection canonique G — G/H. 1l est clair
que K/H = p(K) est un sous-groupe de G/H (comme image du sous-groupe K par le morphisme de
groupes p). Quels que soient T € G/H et k € K/H, on a Tkx ' = p(zkaz™"'); or zka™' € K puisque
K< G, donc TkT ! € p(K). Ceci prouve que K/H < G/H. On peut donc considérer le groupe quotient
(G/H)/(K/H); notons ¢’ la surjection canonique G/H — (G/H)/(K/H). Puisque p(K) = K/H, on
applique le lemme 3.1.3 pour conclure qu’il existe un morphisme ¢ : G/K — (G/H)/(G/K) tel que
pogq=4q op.

a—2 -~ a/u

Ik

¢ (G/H)
N )

Le morphisme ¢’ o p est surjectif comme composé de deux surjections, et il résulte donc de 3.1.4 que ¢
est surjectif. On a Ker(q' o p) = K, d’olt 'on déduit avec 3.1.4 que ¢ est injectif. On conclut que ¢ est
un isomorphisme de groupes de G/K sur (G/H)/(K/H). O

3.4 Produit semi-direct.

3.4.1 RAPPEL. On a vu au chapitre 1 qu’un groupe G est produit direct (interne) de deux de ses
sous-groupes H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées:

(1) G=HK, (2) HNK={e}, (3) VheH,VkeK, hk=kh.

Tout élément de G s’écrit de facon unique comme le produit d’un élément de H par un élément de
K. On en a déduit au corollaire 2.3.4 de ce chapitre que H<1 G et G/H ~ K.

De plus, la condition (3) implique que les deux sous-groupes H et K jouent dans un tel produit
direct des roles absolument symétriques. On a donc également K< G et G/K ~ H.

3.4.2 DEFINITION. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On dit que G est le
produit semi-direct (interne) de H par K lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées:

(1) G=HK, (2) HN K = {e}, (3") H<«G.
3.4.3 REMARQUES. Avec les notations ci-dessus:
(a) Si G est produit semi-direct de H par K, on a aussi G = KH.
En effet, d’apres la condition (1), tout élément x de G s’écrit © = hk avec h € H et k € K. Donc

g = kk™1hk, et comme H <G, le produit h’ = k~'hk est un élément de H. On a donc g = kh’
avec k€ K et h' € H. O

(b) Si G est produit semi-direct de H par K, tout élément x de G s’écrit de fagon unique x = hk
avec h € H,k € K, et s’écrit aussi de facon unique z = k'R’ avec ' € H,k' € K, mais pas
forcément avec h = h'.

Preuve. Le fait qu’un élément quelconque z € G s’écrive x = hk = kh’ avec h/ = k™ *hk a été vu

a la remarque ci-dessus. L’unicité des décompositions découle de la seule condition (2) comme on
la vu & la remarque 4.3.1.(a) du chapitre 1. O

(¢) Si G est produit semi-direct de H par K, alors G/H ~ K.

Preuve. Analogue a celle de 2.3.4. O
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(d) Si G est produit direct de H par K, alors a fortiori G est produit semi-direct de H par K.

Preuve. 11 s’agit de vérifier que, si les conditions (1) et (2) sont vérifiées, alors la condition (3)
implique la condition (3'). Pour cela, soient £ € H et x € G quelconques. Il existe h € H,k € K
tels que = hk. D’apres la condition (3), on a: xfz~' = hkfk™*h™' = hikk *h™' = WA~ qui
est un élément de H comme produit de trois éléments de H. Ceci prouve que H < G. a

(e) La réciproque de (d) est fausse.

Preuve. Prenons par exemple comme en 2.2.3.(c) le groupe symétrique Sz = {e,v,v2, 71,72, T3}
Le sous-groupe alterné est A3 = H = {e,y,7?}. On a 11 = e71, 73 = y71 et 72 = 7?71. En posant
K ={e,m1}, on adonc S3 = HK et HN K = {e}. On conclut que S3 est le produit semi-direct
de H par le sous-groupe K = {e,71}. Et pourtant la condition (3) d’un produit direct n’est pas
vérifiée puisque par exemple 717 = T2 # T3 = YT71. a

Parce que S3 ~ D3, 'exemple de S3 n’est qu’un cas particulier du résultat suivant.

3.4.4 EXEMPLE (groupes diédraux). En reprenant les notations du paragraphe 6.2 du chapitre 1,
considérons le groupe diédral
s, sr,sr?, srd L s

n—1 ,n—1 n—2 2
, T s T s L, s, TS, ST

— 2 .3 n
D, ={er,rer, ... 1

={e,r, 2,13, ..,r

et les sous-groupes C, = {e,r,72, 73, ..., 7" 1} et K = {e,s}. Il est clair que D, = C,K et
Cn, N K = {e}. D’apres les propositions 1.3.5 ou 1.4.5, on a de plus que C,, < D,,. On conclut que
D,, est produit semi-direct de C,, par K. En particulier, D,,/C), ~ K ~ Cs.

Si n > 2, ce produit semi-direct n’est pas direct car sr* = r""*s #£ r¥s, de sorte que la condition

(3) n’est pas vérifiée. Dans le cas particulier ou n = 2, Dy (qui n’est autre que le groupe de Klein)
est abélien, et produit direct de Cy par K (qui sont tous les deux isomorphes au groupe d’ordre 2).

3.4.5 EXERCICE. Montrer que, dans GL3(R), les matrices triangulaires supérieures dont les termes
diagonaux valent 1 forment un sous-groupe, que 1’on notera U. Montrer que:
00

H=((§1)-be R K=(35D) 0o 1= (D) e 0= ((35). cem)

sont des sous-groupes de U, que U est le produit semi-direct de H par K, et que H est le produit direct
de L par C.

On a vu a la proposition 4.3.4 que la notion de produit direct interne de deux sous-groupes internes
était directement liée a la notion de produit direct externe construit a partir de deux groupes
quelconques. C’est aussi le cas pour la notion plus générale de produit semi-direct, comme le
montrent la proposition 3.4.7 suivante, et le lemme préliminaire 3.4.6.

3.4.6 LEMME. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, et K un sous-groupe de G. On
suppose que G est le produit semi-direct de H par K. Soient x,x' deux éléments quelconques de
G. Six = hk et ' = W'k sont les décompositions (uniques) de = et x’ (avec h,h' € H,k, k' € K),
alors la décomposition du produit xx' est donnée par:

xx’ = hy(h kK, avec hy,(h') € H et kk' € K

oll 7y, désigne I’automorphisme intérieur de G défini par y — kyk~!.

Preuve. Résulte simplement du calcul zz’ = hkh'k’ = hkh'k™'kE', et du fait que kh'k~' appartient &
H puisque HG. O

35



3.4.7 PROPOSITION ET DEFINITION. Soient G1 et Gy deux groupes. Soit v : Go — Aut G un
morphisme de groupes. Pour tout x5 € G2, on note ,, I'automorphisme de GG image de x3 par 7.

(i)

(i)

Le produit cartésien G1 x Gy = {(x1,x2), 1 € G1, x2 € Gy} est un groupe pour la loi définie
par:

(w1, 22).(y1,Y2) = (®1V2, (Y1), X2y2)  pour tous x1,y1 € G1, x2,y2 € Go.

Ce groupe est appelé le produit semi-direct de G1 par G2. On le note G = G1 %, G2, ou
G = Gl X GQ.

Si I'on note H = G1 x {ea} et K = {e1} x Ga, alors H est un sous-groupe de G normal
dans G et isomorphe a G1, K est un sous-groupe de G isomorphe a G, et G est le produit
semi-direct interne de H par K.

Preuve. La vérification des axiomes de groupes pour (i) et des isomorphismes pour (ii) est technique et
fastidieuse, mais élémentaire. C’est un excellent exercice, a faire absolument ! O

3.4.8 REMARQUES

1. Le produit direct de G1 et G2 est un cas particulier de produit semi-direct, correspondant au cas
ol Yz, est l'identité de Gi pour tout xz2 € G2, c’est-a dire au cas o v : G2 — AutG; est le
morphisme constant x> — idg, .

2. Dans le produit semi-direct G1 X G2, les groupes GGi1 et G2 ne jouent a priori pas des roles
symétriques. En particulier, méme si G1 et G2 sont abéliens, G1 X G2 n’est en général pas
abélien (et de fait il ne 'est que lorsque ~ est trivial, c’est-a-dire lorsque le produit est direct).
Par exemple, pour n > 3: les groupes cycliques C,, et C2 sont abéliens, mais le groupe diédral
D,, ~ C,, X C2 ne l'est pas.
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Université Blaise Pascal, Licence de Mathématiques, U.E. 35MATF2, Algebre : groupes et anneaux 1, F. DuMAS
Chapitre 3

Anneaux : les premieres notions

1. ANNEAUX ET SOUS-ANNEAUX

1.1 Notion d’anneau

1.1.1 DEFINITION. Un anneau est un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes,
I'une notée comme une addition et 'autre comme une multiplication, vérifiant les propriétés:

(1) A est un groupe abélien pour l’addition, (on note 0 son élément neutre),
(2) la multiplication est associative, c’est-a-dire:
x(yz) = (zy)z pour tous x,y,z € A.
(3) la multiplication est distributive sur I’addition a gauche et a droite, c’est-a-dire:

x(y+z2)=xy+xz et (x+y)z=xz+yz pour tous z,y,z € A.

On dit que 'anneau A est commutatif si de plus la multiplication est commutative, c¢’est-a-dire:
xy = yxr pour tous x,y € A.
On dit que A est unitaire si de plus la multiplication admet un élément neutre 1.

z.1 = 1.z = x pour tout x € A.

1.1.2 PREMIERS EXEMPLES.
(a) L’ensemble Z des entiers est un anneau commutatif unitaire. Il en est de méme de Q, R et C.

(b) L’ensemble des matrices carrées d’ordre n > 2 a coefficients réels est un anneau non-commutatif
(pour le produit matriciel) unitaire (de neutre multiplicatif la matrice identité). Il en est de
méme de 'anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel (pour la loi o).

(¢) L’anneau nul est anneau {0} formé d’un unique élément.

(d) Pour tout intervalle I de R, 'ensemble F(I,R) des applications de I dans R est un anneau
commutatif (la multiplication étant le produit des fonctions défini par (fg)(z) = f(x)g(x)
pour tout € R) unitaire (de neutre multiplicatif la fonction constante égale a 1). Il en est
de méme pour 'ensemble RY des suites de réels.

1.1.3 EXEMPLE DE Z/nZ. Fixons un entier n > 2.

Considérons le groupe additif Z/nZ = {0,1,...,n — 1}. Rappelons que 1'addition est définie par:
T+y=x+y pourtousT,yE Z/nZ.

On a vu que cette définition est indépendante des représentants choisis, et que le groupe additif

Z/nZ est abélien. On définit une multiplication dans Z/nZ a partir de celle de Z en posant:

Ty=7Ty pourtousT,ye€ Z/nk.
Cette multiplication est bien définie, indépendamment des représentants choisis.

En effet, siT=12' et 7 =y, alors 2’ = 2 + nu et y' = y + nv pour deux entiers u,v € Z, de sorte que
'y’ = 2y + n(uy + vr + nuwv), d'ott 'y’ = 7.

Il est immédiat de vérifier que Z/nZ satisfait les conditions (2) et (3) de 1.1.1, que 1 est neutre
pour la multiplication, et que la multiplication est commutative. On conclut que:

Z/nZ est un anneau commutatif unitaire.

On verra plus loin que Panneau Z/nZ, que nous avons souhaité introduire dés le début afin de disposer d’exemples
significatifs pour les différentes notions que 1'on va voir, est un exemple d’anneau quotient.
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1.1.4 EXEMPLE DES ANNEAUX DE POLYNOMES. On fixe un anneau commutatif unitaire A.

Notons (provisoirement) B = AM Vensemble des suites d’éléments de A qui sont “4 support fini”
c’est-a-dire dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

On note O = (04,04, ...). Pour tout f = (an)nen distinct de Op, on appelle degré de f le plus grand
des entiers n € N tels que a,, # 0. On définit une addition et une multiplication dans B en posant, pour
tous f = (an)nen €t g = (bn)nen dans B,

n

f+g=(an+bu)nen et fg=(cn)nen, avec cn = Y. aibp_;.
i=0

On peut montrer (vérification technique et fastidieuse, mais élémentaire) que, pour ces opérations, B est
un anneau commutatif unitaire, avec 0p = (04,04,...) et 15 = (14,04,04,...). On Pappelle 'anneau
des polynoémes en une indéterminée a coefficients dans A.

On définit aussi le produit externe d’un élément « € A par un élément f = (an)ney en posant af =
(aan)nen. A noter que le produit externe a.f n’est autre que le produit interne de f par (a, 04,04, ...).
C’est pourquoi on convient de noter encore o I’élément (a,04,04,...) de B. En particulier Op = 04 et
1 =1a4.

En posant e; = (04,04,...,04,14,04,04,...), avec le 14 en i + 1-iéme position, pour tout ¢ € N, tout
élément de B s’écrit de fagon unique f = ZneN anen avec les a, € A nuls sauf un nombre fini d’entre
eux (de sorte que la somme est finie). Il est clair que eném = €ntm pour tous n,m € N, et donc e, = e’
pour tout n € N. On note traditionnellement X = e; et B = A[X], et 'on retrouve les notations
usuellement utilisées pour désigner les polynomes.

On retiendra que:

(a)

(b)

(e)

Pour tout anneau commutatif unitaire A, les polynémes en une indéterminée & coefficients
dans A forment un anneau commutatif unitaire, noté A[X]. Son neutre pour l'addition est
04. Son neutre pour la multiplication est 1 4.

Pour tout élément non-nul P de A[X], il existe un unique entier naturel n et un unique
(n + 1)-uplet (ag,ai,...,a,) d’éléments de A tels que:
P=a,X"+ap, 1 X" 1+ - +a1X+ay et a,#0.

L’entier n est appelé le degré de P, noté deg P. L’élément non-nul a, de A est appelé le
coefficient dominant de P, noté cd(P). Par convention, on pose deg0 = —oco et ¢cd 0 = 0.

Deux polynémes P = > a; X" et Q = Y b; X" sont égaux si et seulement si n =m et a; = b;
i=0 i=0
pour tout 0 <4 < n. Un polyndéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

n ) m ) max (n,m) ) nd+m i 4
SiP=3% aX'etQ=> ;X' ona: P+Q = > (a;+b)X" et PQ= > (> a;bi_;)X".

=0 =0 =0 i=0 j=0
Sous forme développée explicite, la formule du produit est donc:

PQ = (an X"+ an-1X"" " anoX" 24 4 a1 X +a0) (b X" +bm1 X" 4 by 2o X2 b 0 X Do) =
anmen+m+(anbmfl +an71bm)Xn+M7l+(anbm72 +an71bm71+an72bm)Xn+m72+' : '+(a1b0+a0bl)X+aobO-

On en déduit que, pour tous P et @ dans A[X], on a:
deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) et deg(PQ) < degP + deg(@.

1.2 Sous-anneau.

1.2.1 DEFINITION. Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A toute partie non-vide B de A
qui vérifie les deux conditions suivantes:

(1)
(2)

B est un sous-groupe du groupe additif A.

B est stable par la multiplication de A, c¢’est-a-dire que I'on a:
xy € B quels que soient «x € B et y € B.
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1.2.2 DEFINITION. Soit A un anneau unitaire. On appelle sous-anneau unitaire de A tout sous-
anneau de A qui contient 14.

1.2.3 REMARQUES.

(a) Si B est un sous-anneau de A, alors B est lui-méme un anneau (pour les lois déduites de celles
de A par restriction a B). De fait, dans la pratique, pour montrer qu’un ensemble donné est
un anneau, on cherche souvent a montrer que c’est un sous-anneau d’un anneau déja connu.

(b) Si B est un sous-anneau unitaire d’'un anneau unitaire A, alors B est lui-méme un anneau
unitaire, et 'on a 1g = 14.

(c) Silanneau A est commutatif, alors tout sous-anneau de A est commutatif.

(d) Dans la pratique, pour montrer qu’'un sous-ensemble non-vide B d’un anneau A est un sous-
anneau de A, il suffit de vérifier que:

pourtousz € Betye B,ona r—y € B et zy € B.

Pour montrer qu’un sous-ensemble B d’un anneau unitaire A est un sous-anneau unitaire de
A, il suffit de vérifier que:

(lueB) et (pourtouszx € Betyc B,ona x—y€B et xzy€ B).

1.2.4 PREMIERS EXEMPLES.
(a) Si A est un anneau, alors {0} et A lui-méme sont des sous-anneaux de A.
(b) Tout anneau unitaire A est un sous-anneau unitaire de A[X].

(¢) Z est un sous-anneau unitaire de Q (et de R, et de C). Pour tout n > 2, 'ensemble nZ =
{nx; x € Z} est un sous-anneau non unitaire de Z.

(d) Dans F(I,R) les fonctions continues forment un sous-anneau unitaire.

1.2.5 EXEMPLE DES ENTIERS DE (GAUSS.

On appelle entier de Gauss tout nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire sont
des entiers. On note Z[i] leur ensemble:

Z[i] = {a+ib; a,be 7}

Z[i] est un anneau commutatif unitaire, contenant Z comme sous-anneau.

En effet, quels que soient x = a+ib et ' = c+id avec a, b, c,d € Z, les complexes z—x’ = (a—c)+i(b—d)
et zz’ = (ac — bd) + i(ad + bc) ont des parties réelles et imaginaires dans Z, donc appartiennent & Z[i].
Ceci prouve que Z[i] est un sous-anneau de C (donc en particulier un anneau commutatif). Il est clair
que Z est un sous-anneau de Z[i], d’ou il résulte en particulier que 1 € Z[i]. m]

L’application N : Z[i] — N définie par N(a + ib) = (a + ib)(a — ib) = a® + b? jouera dans
I’étude de 'anneau Z[i] un role important. Bornons-nous pour l'instant a observer que, puisque
N(z) = 27 = |z|? pour tout x € Z[i], on a clairement N(zz') = N(z)N(z') pour tous z, 2’ € Z[i).

1.2.6 GENERALISATION.

Soit d un entier non-nul, que 'on suppose sans facteurs carrés (c’est-a-dire que d n’est divisible par
aucun carré d’entier distinct hormis 1). On désigne par w une racine carrée dans C de d. On vérifie (la
preuve est laissée en exercice):

Zlw]) ={a+wb; a,b € Z} est un anneau commutatif unitaire, contenant Z comme sous-anneau,

et que lapplication N : Z[w] — Z définie par N(a + wb) = (a + wb)(a — wb) = a® — db* vérifie
N(zz') = N(z)N(z') pour tous z,2’ € Z[w].
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CONVENTION. — Bien que les anneaur non-commutatifs interviennent dans de nombreuses situations
variées et intéressantes en mathématiques, on se limitera dans la suite de ce cours (en fonction des appli-
cations visées par les programmes) a 'étude des anneaux commutatifs et unitaires.

C’est pourquoi, dans les pages qui suivent, méme lorsqu’on ne le précisera pas dans les énoncés, tous les
anneaux seront supposés commutatifs, unitaires, et de plus non triviaux (c’est-a-dire distinct de {0}).

1.3 Groupe des unités.

1.3.1 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle unité de A, ou élément
inversible dans A, tout élément z € A tel qu’il existe un élément y € A vérifiant zy = 1.

Remarques.
(a) Siz € A est inversible dans A, il est facile de vérifier (faites-le...) qu’il n’existe qu'un seul élément
y € A tel que zy = 1. On note y = x~'; on 'appelle l'inverse de = dans A.
(b) Les éléments 1 et —1 sont toujours inversibles dans A, avec 17! =1 et (=1)"' = —1. L’élément
0 n’est jamais inversible (dés lors que 'anneau A n’est pas trivial, c’est-a-dire 1 # 0) car on a

(vérifiez-le) 0z = 0 # 1 pour tout z € A.

1.3.2 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. L’ensemble des
éléments de A inversibles dans A est un groupe pour la multiplication, appelé groupe des unités de
A, et noté U(A).

Preuve. D’apres la remarque (b) ci-dessus, U(A) n’est pas vide, car il contient 1. Soient z et y deux

éléments de U(A). 1l existe 2’ et 3’ dans A tels que zx’ = 1 = yy'. Donc (zy)(y'z’) = z(yy')2z’ = zlz’ =
za’ = 1, ce qui prouve que xy € U(A) (et que (zy) ™' =y '2™"'). On a ainsi vérifié que la multiplication

de A se restreint en une loi de composition interne de U(A). Elle est associative, et admet comme neutre
1 qui, comme on I’a observé, appartient a U(A). Il reste & vérifier que tout élément z € U(A) admet un
inverse dans U(A), ce qui est évident puisque Pinverse 2’ = 7! d’un élément & € U(A) est lui-méme
dans U(A), d’inverse (z') ! = z. O

1.3.3 EXEMPLES.
(a) U(Z) = {~1,1}.
(b) U(Z[i]) = {1,—-1,3,—i}.

Preuve. Reprenons les notations de 1.2.5. Soient x = a 4+ ib et y = ¢+ id avec a,b,c,d € Z tels
que zy = 1. On a alors 1 = N(zy) = N(z)N(y) avec N(z), N(y) € N*, d’ot N(z) = N(y) =1
d’apres l'exemple précédent. Or N(z) = 1 équivaut a a® +b%> =1 ce qui, dans Z, se produit si et
seulement si (a, b) est 'un des quatre couples (1,0), (—1,0), (0,1) ou (0, —1). O

(¢) Pour tout entier n > 2, U(Z/nZ)={7; 0<z <n-—1, et x premier avec n}.

Preuve. Soit T un élément quelconque de Z/nZ, avec 0 < x <n — 1. On a:
( T inversible dans Z/nZ ) < (il existe u € Z tel que Tu =1 )
& (ilexisteu€Ztelquezu—1=0)
& (il existe u,v € Z tels que zu — 1 = nv )
& (il existe u,v € Z tels que zu + n(—v) =

L)

d’ou le résultat par le théoreme de Bézout dans Z. a

Remarquons que les éléments T qui sont inversibles dans anneau Z/nZ sont aussi, d’apres le
point (iii) du théoréme 2.5.4 du chapitre 2, ceux qui engendrent le groupe additif Z/nZ. En
particulier le groupe U(Z/nZ) est fini d’ordre ¢(n), (ou ¢ est I'indicatrice d’Euler).

1.4 Corps.

1.4.1 DEFINITION. On appelle corps commutatif (ou plus simplement corps) tout anneau commu-
tatif unitaire dans lequel tout élément non-nul est inversible.
En notant, pour tout anneau A commutatif unitaire A* = A\ {0}, on a donc:

(Acorps) & (U(A)=A")
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1.4.2 DEFINITION. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau unitaire F' de
K tel que l'inverse de tout élément non-nul de F appartienne a F.

1.4.3 EXEMPLES.

(a) Q C R C C sont des corps; ils contiennent comme sous-anneau Z qui, lui, n’est pas un corps.

(b) Qi) = {p+qi; p,q € Q} est un sous-corps de C; il contient Z[i] comme sous-anneau qui,
lui, n’est pas un corps.

Preuve. On vérifie aisément que Q(7) est un sous-anneau de C; pour tout = p+¢qi € Q(¢) non-nul,

son inverse z~! dans C est égal & # + ﬁi et appartient donc & Q(i). Ce qui prouve que
Q(%) est un sous-corps de C. Il est clair que Z[i] est un sous-anneau de Q(7), et le fait que ce n’est
pas un corps découle immédiatement de 1.3.3.(b). O

(¢) Pour tout entier n > 2, ( Z/nZ est un corps ) < ( n est un nombre premier ).

Preuve. Résulte immédiatement de 1.3.3.(c). O

1.5 Intégrité.

1.5.1 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif. On dit que A est intégre, ou encore que A est
un domaine d’intégrité, lorsqu’il est non-nul et vérifie la propriété suivante:

pourtous z,y € A, (2zy=0) & (=0 ou y=0 ).
Un élément z de A est appelé un diviseur de zéro dans A lorsque = # 0 et lorsque qu’il existe y # 0

dans A tel que zy = 0. En d’autres termes, A est intégre si et seulement s’il n’admet pas de diviseurs
de zéro.

1.5.2 PREMIERS EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

(a) Tout corps est un anneau inteégre.

Preuve. Soit K un corps. Soient z,y € K tels que zy = 0. Si z # 0, alors z est inversible dans
K par définition d’un corps. Donc z 'zy = 710, c’est-a-dire y = 0. De méme y # 0 implique
z = 0. En résumé 'un au moins des deux facteurs = et y est nul. O

(b) Tout sous-anneau d’un anneau intégre est intégre. En particulier tout sous-anneau d’un corps
est integre. Par exemple, Z et Z[i] sont integres, bien que ce ne soient pas des corps (d’apres
les points (a) et (b) de 1.3.3).

(c) Considérons les tables de multiplication des anneaux Z/5Z et Z/6Z.

0(1/2(|3|1]53
0[1]2]3]|4 0(0|0|0|0|0]|0
0/0[0]0]0]0 1(0|1]2|3|1|5
1(0[1]2]3]4 2/0(2|1]|0|2|1
210(2]4|1]3 3/0(3|0(3|0/3
3103 |1]4]2 1|0|1|2|0|1]|2
41014321 510513 |2|1

L’anneau Z/5Z est un corps puisque 5 est un L’anneau Z/6Z n’est pas inteégre car, par exemple,
nombre premier. Il est donc a fortiori integre. 2.3 =10 bien que 2 # 0 et 3 # 0.

A fortiori, ce n’est pas un corps.

Ces exemples sont des cas particuliers de la proposition suivante.

41



1.5.3 PROPOSITION (cas des anneaux Z/nZ). Pour tout entier n > 2, on a:

( Panneau Z/nZ est intégre ) < ( m est un nombre premier) < ( I'anneau Z/nZ est un corps )

Preuve. D’apres 1.4.3.(c) et 1.5.2.(a), le seul point & montrer est que Z/nZ intégre implique n premier.
Par contraposée, supposons que n n’est pas premier; il existe donc k,m € Z tels que n = km avec
l1<k<netl<m<n. Onaalors k.m =7n =0, bien que k # 0 et @ # 0. |

1.5.4 PROPOSITION (cas des anneaux de polynomes). Soit A un anneau commutatif unitaire.
(i) Si A est intégre, alors pour tous polynémes P, Q) € A[X], on a:
deg(PQ) =degP +deg@ et cd(PQ)=cd(P)cd(Q)
(ii) A[X] est intégre si et seulement si A est integre.

(iii) En particulier, si K est un corps, alors 'anneau K[X] est intégre.

Preuve. Les égalités deg(PQ) = deg P + deg Q et cd(PQ) = cd Pcd Q sont claires si P ou @ est nul.
Supposons-les tous les deux non-nuls, et écrivons P = ¢, X"+ - -+a1 X +ap et Q = by, X"+ - -+b1 X +bo,
avec cd(P) = an # 0 et cd(Q) = by # 0. Alors:
PQ = anmeTH—m + (anbm—l + an—lbm))(TH—’m_1 + -+ (albO + aObl)X + a0b0~

L’intégrité de A implique anbm # 0, donc cd(PQ) = anbm, d’ott deg(PQ) = n + m, ce qui prouve (i).
11 résulte immédiatement de (i) que, si A est integre, le produit de deux éléments non-nuls de A[X] est
non-nul, ce qui prouve que A[X] est intégre. L’implication réciproque étant triviale d’apres 1.5.2.(b), le
point (ii) est établi. Le point (iii) en découle d’apres 1.5.2.(a). O

1.5.5 COROLLAIRE (groupe des unités des anneaux de polynomes). Soit A un anneau commutatif
unitaire. Si A est inteégre, alors: U(A[X]) = U(A).
Preuve. L’inclusion U(A) C U(A[X]) est claire puisque A est un sous-anneau de A[X]. Pour la
réciproque, considérons P € U(A[X]). Il existe donc Q € A[X] tel que PQ = 1. Ces deux polynémes
sont nécessairement non-nuls, donc il résulte du point (i) de la proposition précédente que deg P +
deg@ = 0. On en tire deg P = deg@ = 0, c’est-a-dire P € A et Q € A, et donc 'égalité PQ =1
implique P € U(A) et Q € U(A). O

Remarque. A[X] n’est jamais un corps.

En effet, que A soit ou non intégre, 'élément X de A[X] vérifie deg PX = deg P+1 pour tout P € A[X],
de sorte que 'on ne peut pas avoir PX = 1, ce qui montre que X n’est jamais inversible. O

1.6 Morphisme d’anneaux.

1.6.1 DEFINITIONS. Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires. On appelle morphisme
d’anneaux unitaires de A dans B toute application f : A — B vérifiant les trois propriétés suivantes:

(fle+y)=f@)+f(y) et flzy) = f(z)f(y) pourtousz,y € A)et (f(1a)=1p).

Il résulte de la premiere condition qu’un morphisme d’anneaux unitaires est a fortiori un morphisme
de groupes additifs. Les propriétés générales des morphismes d’anneaux unitaires sont de fait
analogues a celles que nous avons démontrées pour les morphismes de groupes au chapitre 1. C’est
pourquoi nous synthétisons ci-dessous les plus usuelles en laissant au lecteur le soin d’adapter les
démonstrations.

1.6.2 PROPRIETES.

(a) Si f: A — B est un morphisme d’anneaux unitaires, alors I'image directe par f de tout sous-
anneau unitaire de A est un sous-anneau unitaire de B, et I'image réciproque par f de tout
sous-anneau unitaire de B est un sous-anneau unitaire de A.

(b) Si f: A— Betg: B — C sont des morphismes d’anneaux unitaires, alors go f : A — C est un
morphisme d’anneaux unitaires.

(c) Si f: A — B est un morphisme d’anneaux unitaires bijectif, alors sa bijection réciproque f~' :
B — A est un morphisme d’anneaux unitaires; on dit dans ce cas que f est un isomorphisme, et
que les deux anneaux A et B sont isomorphes.
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1.7 Corps des fractions d’un anneau integre.

1.7.1 CONSTRUCTION. Il existe, on I’a vu, des anneaux inteégres qui ne sont pas des corps. Le
but de ce qui suit est de montrer que, néanmoins, on peut construire de facon canonique pour tout
anneau integre A un corps K qui le contient, et qui est (en un sens que l'on précisera) le plus
petit corps qui le contient. Evidemment, la question ne se pose pas pour des anneaux non integres
(d’apres les remarques 1.5.2.(a) et 1.5.2.(b)).

Fixons A un anneau commutatif unitaire intégre. Posons A* = A\ {0}. On définit dans A x A* la
relation ~ par: (a,b) ~ (c,d) < ad = bc.

Etape 1: la relation ~ est une relation d’équivalence dans A x A™.

Preuve. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Pour la transitivité, considérons trois
couples (a,b), (¢, d) et (e, f) dans A x A*. Supposons que (a,b) ~ (¢, d) et (c,d) ~ (e, f).
On a donc: ad = be et cf = de. 1l vient adf = bef = bde, et comme d # 0, 'intégrité de A
implique af = be, d’ou (a,b) ~ (e, f). O

Pour tout couple (a,b) € A x A*, on note £ la classe d’équivalence de (a,b) pour la relation ~:

¢ ={(c,d) e Ax A"; (¢,d) ~ (a,b)} = {(c,d) € Ax A™; ad = bc}.

Une telle classe s’appelle une fraction. On note K = (A x A*)/ ~ l’ensemble quotient de A x A par

la relation ~, c’est-a-dire I’ensemble des fractions. Tout couple (c,d) appartenant a % s’appelle un
représentant de la fraction 7. On a:

(¢=%dans K ) & ((a,b) ~(c,d)dans Ax A" ) & (ad=bcdans A).
Etape 2: L’application ¢ : A — K qui, & un élément a € A associe la fraction ¢(a) = ¢, est injective,
et est appelée injection canonique de A dans K.

Preuve. Soient a,c € A tels que ¢(a) = ¢(c). Alors § = ¢, dott a.l1 = l.c,donca=c. O

On convient d’identifier A avec le sous-ensemble ¢(A) de K, qui lui est équipotent. Via cette iden-

tification, A est un sous-ensemble de K, et on pose a = 7, pour tout a € A. En d’autres termes:

quel que soit a € A, on a: a:%:{(c,d)EAXA*;c:ad}:%d pour tout d € A™.

En particulier: 0 = % = % pour tout b € A" et 1 = % = % pour tout b € A*.

Etape 3: Les lois de composition internes dans K définies par:

a ¢ ad+bc a_ ¢ ac

-+ 5= et - X == —

b d bd b d bd
sont bien définies (indépendamment des représentants choisis), munissent K d’une structure d’anneau
commutatif unitaire, et prolongent celles de A (ce qui signifie que l'injection canonique est un morphisme
d’anneaux unitaires, ou encore que A peut étre considéré, en l'identifiant avec son image par ¢, comme
un sous-anneau unitaire de K ).

Preuve. Supposons que & = ‘;—,/ et £ = ;—:. Un calcul évident montre que ab’ = a’b et
cd’ = ¢’d impliquent:

— d'une part: (ad + be)b'd’ = (a'd’ +b'¢')bd, et donc edtbe — ald bl

— d’autre part: (ac)(bt'd’) = (a/¢’)(bd), et donc £ = %.

Ce qui prouve que les deux lois sont bien définies. Qu’elles satisfont alors tous les axiomes
de la structure d’anneau commutatif unitaire (avec 0 = % pour neutre additif et 1 = % pour
neutre multiplicatif) est une simple vérification, qu’on laisse au lecteur. Enfin quels que
soient deux éléments a,c € A, on a:

plate)=22=¢+5=0¢(a)+¢(c) et ¢lac)=% =17 =¢(a)g(c),

ce qui acheve la preuve. a

Etape 4: Tout élément non-nul de K est inversible dans K. Plus précisément, tout élément ¢ € K avec
(a,b) € A* x A* admet £ pour inverse.
. . b _ ab _
Preuve. Evident puisque §.7 = 72 = 1. a

En particulier, tout élément non-nul a € A admet dans K 'inverse %

On déduit de cette construction et des vérifications faites aux différentes étapes le théoreme suivant.
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1.7.2 THEOREME. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.

(i)

(i)

L’ensemble K = (A x A*)/ ~ des fractions sur A, muni des lois construites ci-dessus, est un
corps commutatif, qui contient A comme sous-anneau unitaire.

Si K’ est un sous-corps tel que A C K' C K, alors K' = K.

Preuve. Le (i) a été montré en 1.7.1. Pour le (ii), supposons que A C K’ C K avec K’ un corps. Soit
x € K. Par définition, il existe a € Aet b € A" tel que z = § = a.%. Onabé& Adoncbe K', avec
b # 0; comme 'inverse de b dans K est % € K, et que cet inverse doit appartenir & K’ puisque K’ est
un sous-corps, on a % € K'. Par ailleurs a € A donc a € K'. Le sous-corps K’ est stable par produit,
donc a.1 € K', c’est-d-dire ¢ = 2 € K'. Cela prouve que K C K', donc K = K. O

1.7.3 EXEMPLES. Deux exemples classiques ont déja été rencontrés lors des années précédentes:

(a)
(b)

Le corps de fractions de ’anneau integre Z est appelé corps des rationnels et est noté Q.

Le corps de fractions de anneau intégre de polyndémes R[X] est appelé corps des fractions
rationnelles & coefficients réels, et est noté R(X).

Plus généralement, pour tout anneau integre A, le corps de fractions de 'anneau integre A[X]
(voir 1.5.4) est appelé corps des fractions rationnelles a coefficients dans A. Ses éléments sont

de la forme: F(X) = % avec P,Q € A[X], Q # 0.

A titre d’exercice, montrer que le corps de fractions de Z[i] est Qi) = {p+qi; p € Q,q € Q}.

1.8 Anneaux produits.

1.8.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soient Ay et As deux anneaux commutatifs unitaires.

(i)

Le produit cartésien A1 x Ay = {(x1,22), ©1 € A1, x9 € As} est un anneau commutatif
unitaire pour les lois définies par:

(z1,22) + (y1,92) = (@1 +y1, 22 + y2) et (x1,22).(y1,y2) = (T1Y1, T2Y2),

pour tous x1,y; € A1, x2,y2 € A9, et I'on a 14,x4, = (1a,,14,). Cet anneau est appelé le
produit direct de Ay par As. On le note A = A1 X As.

L’application p; : A1 x As — Ay qui, a tout élément (x1,x2) € Aj X Ag, associe sa premiére
composante 1, est un morphisme d’anneaux unitaires (appelé premiére projection).

L’application py : A1 X Ay — Ay qui, a tout élément (x1,x2) € Ay X As, associe sa seconde
composante xa, est un morphisme d’anneaux unitaires (appelé seconde projection).

Preuve. Simple vérification, laissée au lecteur. a

1.8.2 REMARQUES.

(a) Le produit direct A1 X Az est isomorphe au produit direct Az X A;.
(b) On définit de méme de fagon évidente le produit direct d’un nombre fini quelconque d’anneaux.

(c) Attention: Panneau A; x Az n’est pas intégre (méme si A1 et Az le sont, et méme si ce sont des
corps). En effet, les éléments (14,,04,) et (04,,14,) sont non-nuls, alors que leur produit l’est.

1.8.3 PROPOSITION (théoreme chinois). Soient deux entiers n > 2 et m > 2. L’anneau produit
Z/nZ x Z/mZ est isomorphe a I'anneau Z/nmZ si et seulement si n et m sont premiers entre eux.

Preuve. D’apres le corollaire 2.5.5 du chapitre 2 (voir aussi théoréme 4.2.4 du chapitre 1), on sait que,
pour n et m premiers entre eux, Papplication T — (Z, Z) réalise un isomorphisme de groupes de Z/nmZ
sur Z/nZ x Z/mZ. 11 est clair, par définition méme des multiplications dans ces différents anneaux, que
c’est aussi un isomorphisme d’anneaux unitaires. La réciproque est évidente. ]
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2. IDEAUKX.

2.1 Notion d’idéal.
2.1.1 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle idéal de A toute partie
non-vide I de A qui vérifie les deux conditions suivantes:

(1) I est un sous-groupe du groupe additif A,

(2) pourtousx € [ et a € A, on a za € I.

FEzxzemples.
(a) {0} et A sont des idéaux de A.
(b) Pour tout n € Z, 'ensemble nZ des multiples de n est un idéal de 'anneau Z.
(c) Dans l’anneau F(R,R), 'ensemble des fonctions qui s’annulent en 0 est un idéal.

2.1.2 LEMME (tres utile dans la pratique). Soit A un anneau commutatif unitaire.

(i) si I est un idéal de A qui contient 1, alors I = A.
(ii) si I est un idéal de A qui contient un élément de U(A), alors I = A.

Preuve. Supposons 1 € I. Tout a € A s’écrit a = 1.a donc, comme 1 € I, il résulte de la propriété (2)
quea € I. On a alors A C I, donc A = I, ce qui prouve (i). Supposons maintenant que I contienne un
élément z inversible dans A. Ona 1l =2z ' avecz € I et z~' € A, donc 1 € I, et on applique (i) pour
conclure que I = A. a

2.1.3 PROPOSITION. Soient A et B des anneaux commutatifs unitaires. Soit f : A — B un
morphisme d’anneaux unitaires. On a:

(i) Pour tout idéal J de B, I'image réciproque f~1(J) est un idéal de A.
(ii) En particulier, Ker f = {z € A; f(x) =0p} est un idéal de A.
(iii) Pour tout idéal I de A, I'image directe f(I) est un idéal de 'anneau f(A) = Im f ; (attention,
ce n’est pas en général un idéal de B).

Preuve. Sous les hypotheses de (i), on sait déja que f~!(J) est un sous-groupe additif de A (voir 3.1.4
du chapitre 1). Soit € f~*(J) et a € A. On a f(za) = f(x)f(a) avec f(a) € B et f(x) € J, donc
f(za) € J puisque J est un idéal de B, c’est-d-dire za € f~*(J), ce qui prouve que f~'(J) est un idéal
de A. On obtient (ii) en appliquant ce qui précede & J = {0s}.

Pour (iii), considérons un idéal I de A. On sait que f(I) est un sous-groupe additif de B. Soit y € f(I),
de sorte qu’il existe x € I tel que y = f(x). Pour tout élément b € B qui appartient & Im f, il existe
a € A tel que b = f(a); on a alors yb = f(a)f(z) = f(ax) avec ax € I puisque x € I et que I est un
idéal, et donc yb € f(I). Ceci prouve que f(I) est un idéal de ’anneau Im f. |

2.1.4 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. L’intersection de deux idéaux de A
est un idéal de A. Plus généralement, I'intersection d’une famille quelconque d’idéaux de A est un
idéal de A.

Preuve. 11 suffit de montrer le second point. Soit donc (I;)jex une famille d’idéaux de A. Posons
I = ﬂjex I; Yintersection de tous les I;. On sait déja que I est un sous-groupe additif (proposition
1.2.6 du chapitre 1). Soient x € I et a € A. On a za € I; pour tout j € X puisque I; est un idéal, et
donc za € I. Ce qui prouve que I est un idéal de A. a

2.2 Idéal principal, idéal engendré par une partie, somme d’idéaux.

2.2.1 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout x € A:
(i) 'ensemble xA = {zy; y € A} est un idéal de A, appelé I'idéal principal engendré par x;
(ii) xA est le plus petit idéal de A contenant x;

(iii) ona: (zA=A) < (x€U(A)).
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Bien que tres simple, le corollaire suivant est important, et montre que la notion d’idéal n’a d’intérét

Preuve. 1l est clair que zA est non-vide (il contient x puisque z = z.1). Soient y € zA et z € zA
quelconques; il existe a,b € A tels que y = za et z = zb, donc y — z = z(a — b) € A, ce qui prouve
que zA est un sous-groupe additif. Soient y € zA et ¢ € A quelconques; il existe a € A tel que y = za,
donc yc = zac = z(ac) € xA. On conclut que zA est un idéal de A.

Soit I un idéal de A contenant . Comme x € I, on a za € I pour tout a € A. Donc zA C I, d’ou (ii).

Si zA = A, alors 1 € zA, de sorte qu'il existe y € A tel que zy = 1, ce qui prouve z € U(A).
L’implication réciproque découle de 2.1.2.(ii). O

que pour des anneaux qui ne sont pas des corps.

2.2.2 COROLLAIRE. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(A est un corps ) < ( les seuls idéaux de A sont {0} et A ).

Preuve. Supposons que A est un corps. Soit I un idéal de A. Si I # {0}, il existe dans I un élément
non-nul, donc inversible dans A puisque A est un corps. On conclut avec 2.1.2.(ii) que I = A. Supposons
réciproquement que A n’admette que {0} et A comme idéaux. Soit x € A quelconque non-nul. L’idéal
xA étant alors distinct de {0}, on a nécessairement 2 A = A, d’ott € U(A) d’apres 2.2.1.(iii). Ainsi
tout élément non-nul de A est inversible dans A: on conclut que A est un corps. O

2.2.3 PROPOSITION ET DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(i)
(i)

Si I et J sont des idéaux de A, alors I'ensemble I +J ={x+y; z € I,y € J} est un idéal de

A, appelé I'idéal somme de I et J, et c’est le plus petit idéal contenant I et J;

En particulier, si x et y sont des éléments de A, I'ensemble xA + yA = {xa + yb; a,b € A}

est le plus petit idéal de A contenant x et y.

Preuve. Soient I et J deux idéaux de A. Il est clair que I + J est un sous-groupe additif de A (c’est le
sous-groupe engendré par I U J). Soit z € I + J et a € A quelconques; il existe z € I et y € J tels que
z=x+y,dou za = zra+ya. Or xa € I car x € I et I est un idéal; de méme ya € J. On conclut que
za € I+ J, ce qui prouve que I + J est un idéal de A. Il est clair que I C I 4+ J, puisque tout = € I
s’écrit x = x+0 avec 0 € J; de méme J C I+ J. Pour montrer que c’est le plus petit, supposons que K
est un idéal de A contenant I et J. En particulier, K est stable par addition, et donc, quels que soient
ze€lCKetyeJCK,onaxz+y€ K. Donc I+ J C K. Ce qui achéve de prouver (i). Le point (ii)
s’en déduit avec [ = zA et J = yA. a

2.2.4 REMARQUES. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(a)

(b) L’intérét de la notion d’idéal somme réside bien str dans le fait que la réunion de deux idéaux
n’est en général pas un idéal (ce n’est pas en général un sous-groupe additif; prendre par

On définit généralement, pour toute partie non-vide X de A, I'idéal engendré par X comme

I'intersection de tous les idéaux contenant X; c’est le plus petit idéal de A contenant X.

La proposition 2.2.1 correspond & X = {xz}, le point (i) de 2.2.3 & X = I U J, et le point (ii) de
223 4 X ={z,y}.

exemple A =7, [ =27 et J = 37).

2.3 Produit d’idéaux, opérations sur les idéaux.

2.3.1 DEFINITION ET PROPOSITION.

sont somme d’un nombre fini de produits d’un élément de I par un élément de J.

n
(zel]) s (ilexisten e N* yy,...,yp €1, z1,...,2y € J, tels que x = Y y;2; ).
i=1

Alors 1J est un idéal de A, et c’est le plus petit idéal contenant I’ensemble {yz;y € I,z € J}.
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Soit A un anneau commutatif unitaire. Si I et J sont des
idéaux de A, on appelle produit des idéaux I et J, et on note I.J, ’ensemble des éléments de A qui



Preuve. 1l est clair que IJ est un sous-groupe additif de A. Soit z = 3 y;2; un élément quelconque
i=1
de IJ, avec y1,...,yn € [ et 21,...,2n, € J. Pour tout a € A, on a ay; € I quel que soit 1 < i < n,

donc ax = Y (ay;)z; appartient encore & IJ. Ceci prouve que IJ est un idéal. Il est clair qu’il contient

i=1
X ={yz;y € I,z € J}. Soit maintenant K un idéal qui contient X. Il contient aussi les sommes
d’éléments de X, et donc IJ C K. a

2.3.2 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. Sil, J et K sont des idéaux de A, on a:
I+(J+K)=(I+J)+ K, I(JK)=(IJ)K, I(J+K)=I1J+IK.

2.4 Caractéristique d’un anneau.

2.4.1 REMARQUES PRELIMINAIRES.
(a) Pour tout idéal I de 'anneau Z, il existe un unique k € N tel que I = kZ.

En effet, cela résulte immédiatement de l’exemple (b) du 2.1.1 de ce chapitre, et du 2.5.2 du
chapitre 2.

(b) Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout x € A, on note 2z = x+x, 3x = r+x+x et
de méme nx = x+x+-- -+ (avec n termes) pour tout entier n > 2. On pose naturellement
lx = z et Oz = 0, ce qui définit la notation nz pour tout n € N. Si I'on considére maintenant
un entier m < 0, on convient que mz = n(—z) = —(nz) o n = —m € N. On a ainsi défini
la notation nx pour tout x € A et tout n € Z.

(¢) Soit A un anneau commutatif unitaire. On vérifie aisément que, pour tout n € Z, on a:

(nla=04 )< (nx =0y pourtout z € A).

2.4.2 LEMME ET DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique mor-
phisme d’anneaux unitaires f : Z — A. Il est défini par f(n) = nl4 pour tout n € Z. On l'appelle
le morphisme canonique de Z dans A.

Preuve. Si f est un morphisme d’anneaux unitaires Z — A, on doit avoir f(1) = 14, d’ou par additivité

f(2) = f(1)+ f(1) = 1a + 14 = 214, et par récurrence f(n) = nla pour tout entier n > 1. Comme
f est un morphisme de groupes additifs, on a aussi f(0) =04 et f(m) = f(—n) = —f(n) = —(nla) =

(—=n)la = mla pour tout entier m < 0 et en posant n = —m. En résumé, on a f(n) = nla pour
tout n € Z. Réciproquement, il est facile de vérifier (faites-le) que f ainsi défini est bien un morphisme
d’anneaux unitaires. 0

2.4.3 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle caractéristique de A, notée
car A, 'unique entier k£ € N tel que Ker f = kZ, ou f est le morphisme canonique de Z dans A.

Comme f : Z — A est un morphisme d’anneaux unitaires d’apres 2.4.2, Ker f est un idéal de Z d’apres
2.1.3.(ii), et il est donc de la forme kZ pour un unique k € N d’apres 2.4.1.(a).
Gréce a la remarque 2.4.1.(c), cette définition se traduit par:

carA=0 & [(nx:OApourtout :rEA)<:>(n:0)]

carA=k>0 & [(nzzOApourtout xeA)é(nekZ)]

2.4.4 EXEMPLES.
(a) L’anneau Z est de caractéristique nulle, ainsi que les corps Q, R, C.

(b) Pour tout n > 2, 'anneau Z/nZ est de caractéristique n. En particulier, pour tout nombre
premier p, le corps Z/pZ est de caractéristique p.

(c) Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout sous-anneau unitaire B de A, on a:

car A = car B.
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3. ANNEAUX QUOTIENTS.

3.1 Quotient d’un anneau par un idéal.

3.1.1 REMARQUES PRELIMINAIRES. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit I un idéal de A.

a) L’idéal I est en particulier un sous-groupe du groupe additif A, et il est trivialement norma

L’idéal I est ticuli d dditif A, et il est trivial t 1
puisque A est abélien. On peut considérer le groupe additif quotient A/I. Rappelons que, si
l'on note @ la classe dans A/I d’un élément a de A, on a par définition:

a={beA;a-bel}:=a+1,

et que addition dans A/I est définie par:
G+b=a+0b pourtousa,bec A,

d’olt en particulier A/I abélien, de neutre additif 0 = I. La surjection canonique p : A — A/I,
qui a tout élément a de A associe sa classe @ est alors un morphisme de groupes pour ’addition.

(b) On définit dans A/I une multiplication en posant:
a.b=ab pour tous a,b € A,

1. Elle est bien définie, indépendamment des représentants choisis.

En effet. Soient 2’ €T ety €%. Alors2’ —x €T ety —y€ 1. Ona:

2y —ay= (2 —z+a)y —y+y) —ay= (" -2)(y —y) + @ —2)y+ay —y).

Comme 2’ —x € T et que I est un idéal, on a (z' — z)(y' —y) € I et (2’ — x)y € I; de méme
x(y' —y) € I puisque y' —y € I. On conclut que z'y’ —xy € I comme somme de trois éléments
de I, et donc x'y’ = Ty.

2. Elle est associative, commutative, distributive sur 'addition dans A/I, et admet 1 comme
élément neutre.

En effet. Quels que soient z,y,z € A, on a (TY)Z = (zy)z = z(yz) =T (¥ Z), ce qui montre
I’associativité. Le reste se montre de méme. O
3. La surjection canonique p vérifie p(1) = 1 et p(xy) = p(x)p(y) pour tous z,y € A.

En effet. Par définition de p d’une part, et de la multiplication dans A/I d’autre part, on a
p(zy) =77 =T § = p()p(y)- 0

On a ainsi démontré:

3.1.2 THEOREME. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout idéal I de A, le quotient A/
est un anneau commutatif, et la surjection canonique p : A — A/I est un morphisme d’anneaux
unitaires.

On a pour les anneaux quotients des résultats de méme nature que ceux que l'on a montré au
chapitre 2 pour les groupes quotients, en particulier:

3.1.3 THEOREME (dit premier théoréme d’isomorphisme). Soient A et A’ deux anneaux commu-
tatifs unitaires, et f : A — A’ un morphisme d’anneaux unitaires. Alors I'anneau quotient de A
par l'idéal Ker f est isomorphe au sous-anneau Im f = f(A) de A’. On note: A/Ker f ~1Im f.

Preuve. En reprenant la preuve du théoreme 2.3.1 du chapitre 2, on sait déja que ’application:

p: A/Kerf — Im f
T — f(x)

est bien définie et réalise un isomorphisme de groupes additifs de A/ Ker f sur Im f. Par ailleurs, en
utilisant le fait que f est un morphisme d’anneaux unitaires, on a clairement p(14) = f(1a) = 14/ et
(T Y) = e@Y) = f(zy) = f(x)f(y) = ¢(T)e(Y) pour tous z,y € A, ce qui achéve de prouver que ¢ est
un isomorphisme d’anneaux. O
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3.1.4 PROPOSITION (idéaux d'un anneau quotient). Soient A un anneau commutatif et I un idéal
de A. Tout idéal de A/I est de la forme J/I pour J un unique idéal de A contenant I, avec la
notation naturelle J/I = p(J) .

Preuve. Soit K un idéal de A/I. Posons J = p ' (K) = {z € A;p(z) € K}. En tant qu’image
réciproque d’un idéal par un morphisme d’anneaux, J est un idéal de A. Si z € I, on a p(x) = 0, donc
p(z) € K, de sorte que © € p~*(K), c’est-a-dire x € J. Ceci montre que I C J. Par définition de
J, on a p(J) C K. Réciproquement, soit T € K, avec ¢ € A; comme p(z) =T € K, on a clairement
z €p YHK)=J, et donc T = p(z) € p(J). En résumé, K = p(J), ce que 'on note K = J/I.

On renvoie pour l'unicité a la preuve de la proposition 3.3.1 du chapitre 2. ]

3.1.5 EXEMPLE. Fixons un entier n > 2. Alors nZ est un idéal de Z, et 'anneau quotient n’est
autre que 'anneau commutatif unitaire Z/nZ déja considéré en 1.1.3. Pour tout diviseur ¢ de n,
il existe un et un seul idéal de Z/nZ d’ordre ¢, qui est dZ/nZ ou n = dq (voir aussi 2.5.4.(iv) du
chapitre 2). Réciproquement tout idéal de Z/nZ est de ce type.

Exemple: dans Z/12Z, les idéaux sont: {0} = 12Z/12Z, {0,6} = 6Z/12Z, {0,4,8} = 4Z/12Z,

{0,3,6,9} = 32/12Z, {0,2,4,6,8,10} = 2Z/12Z et Z/12Z. 0

Citons encore les deux résultats généraux suivants (on ne détaille pas les preuves, qui sont de
simples adaptations de celles de 3.1.1 et 3.1.3 du chapitre 2), et précisons que les théoremes 3.2.1
et 3.3.2 du chapitre 2 ont aussi leurs analogues pour les anneaux (on laisse au lecteur le soin d’en
préciser 'énoncé et la preuve).

3.1.6 THEOREME (propriété universelle de 'anneau quotient) Soient A un anneau commutatif
unitaire, I un idéal de A, et p la surjection canonique A — A/I.
(i) Pour tout anneau commutatif unitaire A’ et tout morphisme d’anneaux unitaires f : A — A’
tel que I C Ker f, il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires ¢ : A/I — A’ tel que
f=wpop. f

A——A

| A

A/l
(ii) De plus: ( f surjectif = ¢ surjectif ) et (I =Kerf = ¢ injectif ).
3.1.7 LEMME (fondamental de factorisation). Soient A un anneau commutatif unitaire, I un idéal
de A, et p la surjection canonique A — A/I. Soient A’ un anneau commutatif unitaire, I' un idéal
de A', et p' la surjection canonique A" — A’/I'. Alors, pour tout morphisme d’anneaux unitaires
f:+A— A vérifiant la condition f(I) C I, il existe un unique morphisme ¢ : A/I — A’ /I’ tel que
/
pop=polf.

Al

N

/ !/
A/T—~ A1

3.2 Idéaux premiers, idéaux maximaux.
3.2.1 DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire.
Un idéal P de A est dit premier lorsque P # A et vérifie:
quels que soient deux éléments x et y de A, si xy € P, alors x € P ou y € P.
Un idéal M de A est dit mazimal lorsque M # A et vérifie:

quel que soit I un idéal de A, si M est strictement inclus dans I, alors I = A.
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3.2.2 THEOREME. Soit I un idéal d’un anneau commutatif unitaire A. On a:

I maximal <= A/I corps

ﬂ ﬂ

I premier <= A/I integre

Preuve. Supposons que M est un idéal maximal de A. Comme M # A, I'anneau A/M est non-nul.
Considérons un idéal quelconque K de A/M. D’apres la proposition 3.1.4, il existe un idéal J de A
tel que M C J et K = J/M. Mais, par maximalité de M, I'inclusion M C J implique que J = M ou
J = A, c’est-a-dire J/M = {0} ou J/M = A/M. Ceci prouve que les seuls idéaux de A/M sont {0}
et A/M. On conclut avec 2.2.2 que A/M est un corps. L’implication réciproque découle des mémes
calculs. L’équivalence de la premiere ligne est donc vérifiée.

Supposons que P est un idéal premier de A. Comme P # A, 'anneau A/P est non-nul. Considérons
T,J € A/P tels queZ§ = 0. On a Ty = 0, c’est-d-dire zy € P. Comme P est premier, on a z € P ou
y € P, c’est-a-dire T =0 ou J = 0. Donc A/P est intégre. L’implication réciproque découle des mémes
calculs. L’équivalence de la seconde ligne est donc vérifiée.

11 suffit de rappeler que tout corps est un anneau integre, voir 1.5.2.(a), pour achever la preuve. a

3.2.3 REMARQUES.

(a)

(b)

Par définition, ( {0} premier ) < ( A integre ). Si A est un corps, l'idéal {0} est I'unique
idéal maximal de A, et si A n’est pas un corps, {0} n’est pas maximal (résulte de 2.2.2).

Dans l'anneau Z, considérons un idéal quelconque I. D’apres 2.4.1.(a), il existe k£ € N unique
tel que I = kZ. Si k =1, alors I = Z n’est ni premier, ni maximal. Si k = 0, alors I = {0}
est premier mais non maximal (voir remarque précédente). Si maintenant k£ > 2, il résulte de
la proposition 1.5.3 et du théoreme 3.2.2 que:

( kZ est premier ) < ( k est un nombre premier ) < ( kZ est maximal )

Ainsi dans 'anneau Z, les notions d’idéal maximal et d’idéal premier non-nul coincident. On
verra plus loin que c’est le cas pour toute une vaste famille d’anneaux (les anneaux principaux)
a laquelle appartient Z.

Il existe des anneaux commutatifs unitaires A possédant des idéaux premiers non-nuls qui ne
sont pas maximaux.
Ezemple. Prenons A = Z[X] et I = XA l'idéal principal engendré par X. Soit f : A — Z
I’application qui & tout polynéme P = amn X™ + - -+ + a1X + ao, avec les a; € Z, associe le terme
constant ag. Il est facile de vérifier que f est un morphisme d’anneaux unitaires, qu’il est surjectif,
et que son noyau est I = XA. D’apres 3.1.3, on a alors A/I ~ Z. Comme Z est intégre sans étre
un corps, 'idéal I est premier sans étre maximal. a

Le définition d’un idéal premier que I'on a donné en 3.2.1 en termes de produits d’éléments est
équivalente (parce qu’on se limite a des anneaux commutatifs) a la caractérisation suivante
en termes de produits d’idéaux, dont on laisse la démonstration au lecteur & titre d’exercice.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Un idéal P de A distinct de A est premier
si et seulement s’il vérifie: (I et J idéauxde Aet[J C P )= (I CPould CP).

3.2.4 LEMME. Soient A et B des anneaux commutatifs unitaires.

(i)

(i)

Si f : A — B est un morphisme d’anneaux unitaires, alors, quel que soit () un idéal premier
de B, I'image réciproque f~1(Q) est un idéal premier de A, qui contient Ker f.

Si f: A — B est un morphisme d’anneaux unitaires surjectif, alors, quel que soit P un idéal
premier de A contenant Ker f, I'image directe f(P) est un idéal premier de B.
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(iii) Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A, distinct de A. Les idéaux premiers
de A/I sont de la forme P/I ou P est un idéal premier de A contenant I.

Preuve. On prouve (ii), en laissant au lecteur le soin de rédiger de méme la preuve de (i). Comme f est
supposée surjective, on sait d’apres 2.1.3.(iii) que f(P) est un idéal de B = f(A). Montrons d’abord
que f(P) # B. Par l'absurde, supposons B = f(P). Quel que soit a € A, il existerait alors x € P tel
que f(a) = f(z), dott a — z € Ker f. Puisque Ker f C P, on aurait a — x € P, ce qui impliquerait
a € P; on obtiendrait A = P, ce qui contredit la primalité de P dans A. On conclut donc f(P) # B.
Soient maintenant a,b € B tels que ab € f(P). Par surjectivit de f, il existe z,y € A tels que a = f(x)
et b = f(y). On a f(zy) = f(z)f(y) = ab € f(P), donc il existe ¢ € P tel que f(zy) = f(c), d’ou
zy—c € Ker f. Comme Ker f C P, ceci implique zy — ¢ € P, et en rappelant que ¢ € P, il vient zy € P.
La primalité de P implique z € P ouy € P, d’ou a € f(P) ou b € f(P). Ceci prouve (ii).

D’apres 3.1.4, le point (iii) se déduit immédiatement de (ii) en prenant B = A/I et f la surjection
canonique A — A/I. O

3.2.5 EXEMPLE D’APPLICATION (cas des polynomes). Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour
tout idéal I de A, on note I[X] le sous-ensemble de A[X] formé des polynomes a coefficients dans
I, c’est-a-dire de la forme: Y " a; X", avec n >0 et ag,a1,...,a, € I. Alors on a:

(i) I[X] est un idéal de A[X];
(ii) les anneaux (A/I)[X] et A[X]/I[X] sont isomorphes;
(iii) I[X] est un idéal premier de A[X] si et seulement si I est un idéal premier de A.

Preuve. Le point (i) est une simple vérification. Pour le (ii), considérons la surjection canonique
p: A — AJI et définissons son extension canonique:

[ AX] — (A/D[X]

P= ;)aixi — f(P) = g%)p(ai)xi
Il est clair que f est un morphisme d’anneaux unitaires, qu’il est surjectif, et que son noyau est Ker f =
I11X]. L’isomorphisme A[X]/Ker f ~ Im f devient donc A[X]/I[X] ~ (A/I)[X]. Pour (iii), rappelons
que [ est premier si et seulement si A/T est integre, ce qui équivaut d’apres 1.5.4.(ii) & (A/I)[X] inteégre,
c’est-a-dire A[X]/I[X] integre d’apres le point (ii), ou encore I[X] premier dans A[X]. O

3.3 Théoréme de Krull.

Le théoreme suivant est un résultat important et non trivial qui démontre ’existence d’idéaux max-
imaux dans tout anneau unitaire commutatif. Sa preuve utilise des arguments d’algebre générale
sur les structures ordonnées, dont le lemme de Zorn, et on ne donnera ci-dessous que le plan général
de la preuve, sans entrer dans le détail des justifications de chaque étape.

3.3.1 THEOREME (de Krull). Tout anneau commutatif unitaire a un moins un idéal maximal.

Grandes lignes de la preuve. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit E ’ensemble de tous les idéaux
de A distincts de A. Il est non vide, car contient au moins {0}. L’inclusion définit une relation d’ordre
dans E. Ce n’est pas un ordre total, mais seulement un ordre partiel (c’est-a-dire que, si I,J € E
quelconques, on n’a pas forcément I C J ou J C I).

Soit F' = (Ix)kex une famille d’éléments de E totalement ordonnée par linclusion (quels que soient
k€ X,onal, CI,oul, ClI). On peut facilement vérifier qualors I = UkeX I est un idéal de
A. (Rappelons qu’en général une réunion d’idéaux n’est pas un idéal, mais le fait que I soit ici un idéal
provient du fait que tous les I} sont emboités puisque la famille est totalement ordonnée). L’idéal I
est distinct de A (car sinon on aurait 1 € I, donc il existerait k € X tel que 1 € Iy, d’ott I, = A, ce
qui contredirait I, € E). Donc I € E, et il est clair que tout I € F vérifie I, C I. En résumé, toute
famille déléments de E totalement ordonnée admet un plus grand élément. On traduit cette propriété
en disant que ’ensemble partiellement ordonné E est inductif.

Or un résultat d’algebre trés général (et non trivial) sur les structures ordonnées (le lemme de Zorn)
affirme que tout ensemble (non vide) ordonné inductif admet (au moins) un élément maximal. Soit
donc M un élément maximal de E. Cela signifie que, quel que soit un J € E tel que M C J, on a
J = M. En d’autres termes, quel que soit un idéal J de A tel que J # Aet M C J,ona J = M. O
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3.3.2 COROLLAIRE. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(i) Pour tout idéal I de A, distinct de A, les idéaux maximaux de A/I sont de la forme M /I ou
M est un idéal maximal de A contenant I.

(ii) Tout idéal distinct de A est contenu dans un idéal maximal de A.

(iii) Tout élément de A non inversible dans A est contenu dans un idéal maximal de A.

Preuve. Soit I un idéal de A tel que I # A. D’apres 3.3.1, Panneau A/I admet un idéal maximal N.
D’apres 3.1.4, il existe un unique idéal M de A contenant I tel que N = M /I, ot M/I désigne I'image
p(M) de M par la surjection canonique p : A — A/I. On se propose de montrer que M est un idéal
maximal de A. Pour cela, soit J un idéal de A tel que M C J. Onadonc I C M C J C A, ce qui
implique pour les images par p que M/I C J/I C A/I. La maximalité de I'idéal N = M/I implique
J/I =M/I ouJ/I =A/I, c’est-a-dire J = M ou J = A. On conclut que M est un idéal maximal de
A, ce qui prouve & la fois (i) et (ii). Le point (iii) résulte immédiatement du (ii) et de 2.2.1.(iii). O

4. ANNEAUX EUCLIDIENS, ANNEAUX PRINCIPAUX.

4.1 Multiples, diviseurs et idéaux principaux.

4.1.1 DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient z et y deux éléments de A. On
dit que z est un diviseur de y dans A, ou encore que x divise y dans A, ou encore que y est un
multiple de x dans A, lorsqu’il existe a € A tel que y = za. On note alors: z|y.

4.1.2 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tous x,y € A, on a:
(zly) = (yexzAd) e (yACzA).

Preuve. Supposons que z|y. Il existe a € A tel que y = xa. Donc y € zA. De plus, tout élément de
yA est de la forme yb avec b € A, donc de la forme xab, et donc appartient & A, ce qui montre que
yA C xA. La réciproque est claire. a

4.2 Notion d’anneau euclidien.

4.2.1 PROPOSITION (exemple préliminaire de 'anneau Z). Quels que soient des entiers a et b, avec
b # 0, il existe ¢ € Z et r € N uniques tels que a =bq +1r et 0 < r < |b|.

Preuve. Pour montrer 'unicité, supposons 'existence de deux couples (g,7) et (¢',r') dans Z x N
satisfaisant aux conditions a = bg + 7 avec 0 < r < |b], et a = bg’ + 7" avec 0 < 7/ < |b]. On a alors
blg—q')=7"—ret —|b| <7 —r < |b]. Donc —|b| < b(q —q') < |b]. Comme b # 0, on en déduit que
—1<q—q <1, ce qui, puisque ¢ — ¢’ est un entier, implique ¢ — ¢’ = 0. Ainsi ¢ = ¢, d’ou r =r'.
Pour montrer l'existence, supposons d’abord b > 0. Posons B = {k € Z; kb < a}. C’est une partie
de Z qui est non-vide (car 0 € Bsia > 0et a € B si a < 0) et qui est majorée (par le maximum des
entiers a et 0). Donc elle admet un plus grand élément. Notons-le g. On a par définition de ¢ la double
inégalité gb < a < (¢ + 1)b, de sorte que 'entier r = a — gb vérifie 0 < r < b.

Supposons maintenant b < 0. D’apres ce qui précede, il existe (¢,7) € Z X N tel que a = (—b)g+ 1 et
0 <7 < |b|. Le couple (—q,r) € Z x N vérifie alors a = b(—q) +r et 0 < r < |b|. O

4.2.2 PROPOSITION (exemple préliminaire de 'anneau K[X]). Soit K un corps commutatif. Quels
que soient des polynémes F et G dans K[X], avec G # 0, il existe Q € K[X] et R € K[X] uniques
tels que FF = GQ + R et deg R < deg (.

Preuve. Pour montrer I'unicité, supposons que deux couples (@, R) et (Q’, R') dans K[X] x K[X]
satisfassent aux conditions FF = GQ + R = GQ' + R’ avec deg R < degG et deg R < degG’. On a
alors: G(Q — Q') = R — R. Comme K est un corps (en particulier intégre), on a d’apres 1.5.4.(i)
I'égalité deg G + deg(Q — Q') = deg(R’ — R). Or deg R < degG et deg R’ < degG implique d’apres
1.1.4.(e) que deg(R' — R) < degG. Donc degG + deg(Q — Q') < deg@G, ce qui n’est possible que si
deg(Q — Q') = —o0, c’est-a-dire Q = Q. On a alors forcément aussi R = R'.

92



Pour montrer l'existence, notons n = deg F' et m = degG € N. Si n < m, on a le résultat voulu en
prenant Q = 0 et R = F. On suppose donc désormais que n > m > 0. Notons:

F=a, X"+ - -4+a1X+a et G=b,, X"+ -+ X+bgy
avec les a; et les b; dans K, tels que an # 0 # bp,.

Sin=m=0,alors F=ao#0et G=by #0, donc F = (aoby *)G, ce qui prouve le résultat voulu
avec Q = aobgl et R=0.

Par récurrence sur n, supposons la propriété voulue vraie pour G et tout polynéme Fi de degré n:
tel que n > n1 > m > 0. Or on peut écrire F' = anb;LlX"””G + F1 avec deg F1 < n —1 < n. Par
hypothese de récurrence, il existe Q1, R1 € K[X] tels que F1 = Q1G+ R1 et deg R1 < deg G. On déduit
que F = (anb,) X" ™ + Q1)G + R1, ce qui prouve le résultat voulu avec Q = anb,,) X™ ™ + Q1 et
R=R;. O

4.2.3 DEFINITION. On appelle anneau euclidien un anneau commutatif unitaire qui est intégre, et
pour lequel il existe une application § : A* — N vérifiant les deux conditions suivantes:

1. pour tous a,b € A*, (alb) = (d(a) <4(b));
2. pour tout a € A et b € A*, il existe q,r € A tels que:
(a=bg+r) et (r=0 ou d(r)<db)).

Une application § vérifiant ces deux conditions s’appelle un stathme euclidien. Dans la condition
2, on dit que ¢ est un quotient et r un reste dans la division euclidienne de a par b.

4.2.4 EXEMPLES.
(a) L’anneau Z est euclidien, pour le stathme défini par 6(x) = |z| pour tout = € Z*.

(b) Si K est un corps, 'anneau K[X] est euclidien, pour le stathme défini par §(F') = deg F' pour
tout F' € K[X] non-nul.

(c) L’anneau Z[i] est euclidien, pour le stathme défini par §(z) = z Z pour tout z € Z[i] non-nul.

Preuve. Les exemples (a) et (b) découlent directement des propositions 4.2.1 et 4.2.2 respectivement.
L’exemple (c) est laissé en exercice. O

4.2.5 REMARQUE. La définition d’un stathme n’impose pas de conditions d’unicité de ¢ et r dans
la seconde condition.

Et effectivement, ils ne sont pas forcément uniques. Par exemple, pour a = 19 et b = 3,
ona: 19=6x3+1=7x3+(-2) avec r =1 et r' = —2 qui vérifient tous les deux

Sr)=1=1<6@3)=3 et 6(') =] —2| =2 < §(3) = 3.

L’unicité de ¢ et r qui apparait dans la proposition 4.2.1 tient au fait qu’on y a remplacé la condition (r = 0 ou
|| < |b]), qui correspond & la définition du stathme, par la condition plus forte 0 < r < [b].

4.3 Notion d’anneau principal.

4.3.1 DEFINITION. On appelle anneau principal un anneau commutatif unitaire qui est intégre, et
dans lequel tout idéal est principal.

En d’autres termes, quel que soit I un idéal de A, il existe x € A (non unique a priori) tel que I = zA.

Le théoreme suivant fournit une vaste classe d’anneaux principaux.

4.3.2 THEOREME. Tout anneau euclidien est principal.
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Preuve. Soit A un anneau euclidien, de stathme ¢§. Il est intégre, et il s’agit donc de montrer que tout
idéal I de A est principal. C’est clair si I = {0} (alors I = 0A) ousi [ = A (alors I = 1A4). On suppose
donc I # {0} et I # A. On consideére E = {6(z); z € I,z # 0}. C’est une partie non-vide de N, elle
admet donc un plus petit élément n. Il existe z € I, x # 0 tel que n = §(z). Soit alors a € I quelconque;
par division euclidienne de a par z, il existe ¢, € A tels que a = zqg+r avec r = 0 ou §(r) < d(z) = n.
Orr=a—xqaveca € I et x € I, donc r € I par définition d’un idéal. Par minimalité de n, on ne
peut donc pas avoir §(r) < n, et donc nécessairement r = 0, d’ott a = xq. Ceci prouve que tout a € T
appartient a £A. On conclut que I C zA, et donc [ = zA. O

4.3.3 EXEMPLES, CONTRE-EXEMPLES, REMARQUES.

(a) Z, Z][i], et K[X] lorsque K est un corps, sont des anneaux principaux.

Preuve. Résulte immédiatement du théoréme ci-dessus et des exemples 4.2.4. a
(b) L’anneau Z[X] n’est pas principal.

Preuve. On le montre de fagon élémentaire en vérifiant que, par exemple, I'idéal I = 24 + XA
(qui n’est autre que 'idéal engendré par 2 et X) n’est pas un idéal principal.

Par I’absurde, supposons qu’il existe P € A tel que I = PA. Comme 2 € I, il existerait Q € A tel
que 2 = PQ, ce qui impliquerait par un raisonnement sur les degrés que P € Z. Comme de plus
X € 1,1l existerait R € A tel que X = PR, ce qui impliquerait P = £1 (et R = £X). On aurait
donc 1 = £P € I, de sorte qu’il existerait S,T € A tels que 1 = 25 + T X, ce qui est clairement
impossible dans A = Z[X], puisque le coefficient constant de 25 + T'X est pair. a

On retiendra: (A euclidien # A[X] euclidien ) et ( A principal # A[X] principal ).

(¢) La réciproque du théoreme 4.3.2 est fausse. Il existe des exemples d’anneaux principaux qui
ne sont pas euclidiens. On pourra par exemple montrer en TD que:

1+i2\/ 19 est principal et non euclidien.

Panneau Z[w| = {a + wb; a,b € Z} pour w =
4.3.4 PROPOSITION. Dans un anneau principal, tout idéal premier non-nul est maximal (et donc,
pour les idéaux non-nuls, les notions de premier et de maximal coincident).

Preuve. Soit I un idéal premier non-nul de A. 1l existe donc a € A, a # 0, tel que I = aA. Soit J un
idéal de A tel que I C J. Il existe b€ A, b # 0, tel que J = bA. Comme a € I, on a a € J donc il existe
x € A tel que a = bx. Supposons que I # J, c’est-a-dire, d’apres 4.1.2.(1), que b ¢ I. Ainsi a = bz € T
avec b ¢ I, donc le fait que I soit premier implique que = € I. Donc il existe y € A tel que z = ay.
On déduit que a = bz = bay, ou encore a(l — by) = 0. L’intégrité de A implique, puisque a # 0, que
1—0by =0, d’ott by = 1, ce qui prouve que b € U(A). D’apres 2.2.1.(iii), on conclut que J = A. Ainsi,
pour tout idéal J de A tel que I C J et J # I, on a J = A. Donc I est maximal.

Rappelons que, réciproquement, d’aprés 3.2.2, un idéal maximal est toujours premier. a

On a vu en 3.2.3.(c) que Z[X] possede des idéaux premiers non-nuls non maximaux, ce qui fourni-
tune nouvelle preuve du fait que Z[X] n’est pas principal. On a en fait le résultat général suivant:

4.3.5 THEOREME. Soit A un anneau commutatif unitaire. Les trois conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) A est un corps. (ii) A[X] est euclidien; (iii) A[X] est principal.

Preuve. On a déja vu que (i) = (ii) = (iii). Supposons donc maintenant A[X] principal. En particulier,
A[X] est integre, et donc, d’apres 1.5.4.(ii), A est intégre. Considérons I'application f : A[X] — A qui,
& tout polynéme P =3 7" a; X ¢ associe le coefficient ag. Il est facile de voir que f est un morphisme
d’anneaux, qui est clairement surjectif. Donc le premier théoreme d’isomorphisme 3.1.3 conduit a
A[X]/Ker f ~ A. L’intégrité de A implique que A[X]/Ker f est integre, donc, d’apres 3.2.2, Ker f est
un idéal premier non-nul de A[X]. Mais comme A[X] est supposé principal, Ker f est alors, d’aprés
4.3.4, un idéal maximal de A[X], et donc, d’apres 3.2.2, A[X]/Ker f est un corps. On conclut via
I'isomorphisme A[X]/Ker f ~ A que A est un corps. O
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Chapitre 4

Anneaux : divisibilité, arithmétique

1. NOTIONS GENERALES

1.1 Multiples et diviseurs.

1.1.1 RAPPEL (voir 4.1.1 du chapitre précédent). Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient x
et y deux éléments de A. On dit que x est un diviseur de y dans A, ou encore que x divise y dans
A, ou encore que y est un multiple de x dans A, lorsque il existe a € A tel que y = xa. On note
alors: x|y. On a montré que: pour tous x,y € A, on a:

(zly) & (yezxA) & (yACzA).

1.1.2 REMARQUES. On déduit immédiatement que:

(i) Pour tous z,y,z € A, (zly et y|z) = (z|z).

(ii) Pour toutue A, (ueU(A)) & (uA=A) < (uly quel quesoit y € A).
(iii) Pour tous x,u € A, (u€U(A) et zlu) = (ze€U(A)).

1.2 Eléments associés.
1.2.1 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient x et y deux éléments de
A. On dit que x et y sont associés lorsqu’on a a la fois z|y et y|z. On note alors x ~ y.
1.2.2 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient x et y deux éléments
de A. On a:
(z~y) & (zly et ylz) & (zA=yA) < (ilexisteue€ U(A) tel que z =uy ).
Preuve. La premiére équivalence est vraie par définition, la seconde découle directement de 4.1.1. Pour
la derniere, supposons que x ~ y. 1l existe u,v € A tels que x = uy et y = vz, donc = = wvz. Sixz =0,
alors y = 0, et on a z = uy pour tout u € U(A). Si z # 0, on écrit (1 —uv) = 0 et on utilise 'intégrité
de A pour déduire que uv = 1, d’ot u € U(A), ce qui montre le résultat voulu. Réciproquement,

supposons = uy avec u € U(A); on a y|r et, puisque y = u 'z avec u! € A, on a aussi z|y. On
conclut que = ~ y. a

1.2.3 EXEMPLES.
(a) Dans Z, deux entiers m et n sont associés si et seulement si m = +n ; (rappelons en effet que
U(z) ={1,-1}).
(b) Pour tout anneau integre A, deux polynémes P et () de A[X] sont associés si et seulement s’il
existe ¢ € U(A) tel que P = cQ, (rappelons que U(A[X]) = U(A)), et I'on a alors Q = ¢~ 1P.
(c) En particulier, si K est un corps, deux polynémes P et @) de K[X] sont associés si et seulement
s'il existe ¢ € K* tel que P = cQ.

1.2.4 REMARQUE. Deux éléments associés ont les mémes multiples et les mémes diviseurs dans A.

En effet. Supposons x ~y. On a z = uy avec u € U(A). On sait déja (voir 1.2.2) que zA = yA. Soit z
un diviseur de y; il existe a € A tel que y = za. Donc = = uy = uza, et donc z divise z. a
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1.3 Eléments irréductibles, éléments premiers.

1.3.1 DEFINITIONS. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soit x un élément de A.

(a) x est dit irréductible dans A lorsqu’il n’est pas inversible dans A, et vérifie la condition:
si x = ab avec a,b € A, alors a € U(A) ou b e U(A).

(b) « est dit premier dans A lorsqu’il est non-nul et non inversible dans A, et vérifie la condition:

si x divise ab avec a,b € A, alors x divise a ou x divise b.

1.3.2 REMARQUES.

(a) 0 n’est pas irréductible dans A.

(b) Dans la définition 1.3.1.(a), le “ou” est exclusif. En d’autres termes, si x est irréductible dans A
et s'écrit © = ab, alors un seul des deux éléments a, b appartient & U(A) (car si les deux étaient
dans U(A), alors = appartiendrait aussi & U(A), ce qui est contraire & la définition).

(c) Un élément de A peut étre irréductible dans A mais ne plus ’étre dans un anneau contenant A.
Par exemple, 3 est irréductible dans Z, mais ne I'est pas dans Q puisqu’il est inversible dans Q.

1.3.3 PROPOSITION (caractérisation en termes d’idéaux principaux). Soit A un anneau commutatif
unitaire intégre. Pour tout x € A, on a:

(i) ( = irréductible dans A ) < ( zA maximal parmi les idéaux principaux distincts de A ).

(ii) ( @ premier dans A ) < ( xA idéal premier non-nul de A ).

Preuve. Supposons z irréducible. 1’idéal principal M = z A est distinct de A puisque x ¢ U(A). Soit
J = aA un idéal principal de A distinct de A, c’est-a-dire tel que a ¢ U(A), et supposons que M C J.
Alors en particulier z € J, donc il existe b € A tel que x = ab. Puisque a ¢ U(A), lirréductibilité de =
implique que b € U(A). Donc z ~ a, dot M = J. Ceci prouve que M est maximal parmi les idéaux
principaux distincts de A.

Réciproquement soit € A tel que A soit maximal parmi les idéaux principaux distincts de A. Soient
a,b € A tels que x = ab. Alors z € aA, et donc zA C aA. Sia € U(A), alors aA = A. Sinon, aA # A
et la maximalité de zA implique alors que A = aA, donc x ~ a, d’out V'existence de u € U(A) tel que
x = ua. Mais x = ua = ba implique par intégrité de A que b = u, et donc b € U(A).

Ceci prouve (i). L’équivalence (ii) est quant & elle évidente par définition méme d’un idéal premier et
la traduction de la divisibilité en termes d’idéaux principaux rappelée en 1.1.1. ]

1.3.4 COROLLAIRE. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.

(i) Tout élément de A associé a un élément irréductible dans A est encore irréductible dans A.

(ii) Tout élément de A associé a un élément premier dans A est encore premier dans A.

Preuve. Découle de 1.3.3 puisque deux éléments associés engendrent le méme idéal principal. O

1.3.5 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Tout élément premier dans
A est irréductible dans A.

Preuve. Soit © € A premier dans A. On a x ¢ U(A). Supposons que x = ab avec a,b € A. En
particulier z|ab, donc puisque x est premier, x|a ou z|b. Supposons que z|a. Il existe y € A tel que
a = zy, d’ott x = zyb, ou encore (1 —yb) = 0. Comme z est non-nul car premier, et que A est integre,
on conclut que yb = 1, et donc que b € U(A). On prouve de méme que a € U(A) si z|b. O

1.3.6 REMARQUE. La réciproque est fausse en général. Par exemple, dans Panneau Z][i \/5] =
{a +ib\V/5;a,b € Z}, 'élément 3 est irréductible, mais non premier.
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En effet. Posons A = Z[iv/5]. C’est un anneau commutatif unitaire integre (vérifiez-le) qui contient Z
comme sous-anneau.

Montrons d’abord que 3 n’est pas premier dans A. Observons d’abord que 3 ne divise pas 2 + iv/5 dans
A (en effet, on aurait sinon (2 + iv/5) = 3(a 4 iby/5) avec a,b € Z, d’ott 3a = 2 et 1 = 3b, ce qui est
impossible), et que de méme 3 ne divise pas 2 —iv/5. Et pourtant 3 divise 9 = (2 +i1/5)(2 — iv/5) dans
A, puisque 9 = 3.3. On conclut que 3 n’est pas premier dans A.

Montrons maintenant que 3 est irréductible dans A. Il est clair que 3 n’est pas inversible dans A.
Supposons que 3 = zy avec £ = a+ib\/5 et y = c+idv/5, ol a, b, ¢,d € Z. Posons N(z) = |z|*> = a®+5b°
et N(y) = |y|*> = ¢ +5d>. On a: 9 = N(zy) = N(z)N(y) dans N*, et donc trois cas seulement sont
possibles: N(z) = N(y) = 3, ou N(z) = 1et N(y) =9, ou N(z) =9 et N(y) = 1. Or le premier
cas est impossible (car a® 4 5b> = 3 n’a pas de solutions entidres), le second implique que z € U(A)
(car a® 4 5b® = 1 implique a = +1 et b = 0, et donc z = =£1), et le troisitme implique de méme que
y € U(A). On conclut que 3 est irréductible dans A. O

Néanmoins, on a le résultat suivant:

1.3.7 PROPOSITION (cas particulier des anneaux principaux). Si A est un anneau principal, tout
élément irréductible est premier, et donc les notions d’élément premier et d’élément irréductible
coincident dans ce cas.

Preuve. Soit z un élément irréductible de A. Il est non-inversible (par définition), non-nul (voir remarque
(a) de 1.3.2), et I'idéal M = zA est maximal parmi les idéaux principaux de A distincts de A. Mais ici,
tout idéal de A est par hypotheése principal. Donc M est tout simplement un idéal maximal de A. Donc
M est un idéal premier de A (voir 3.2 du chapitre 3), et comme il est non-nul, on déduit de 1.3.3.(ii)
que x est un élément premier dans A. a

1.3.8 EXEMPLES.
(a) Dans Z, les éléments premiers (ou irréductibles) sont les nombres premiers et leurs opposés.
(b) Pour tout corps K, les polynémes de degré un sont toujours irréductibles dans K[X].
(c) Si K = C, les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un.
)

(d) Si K =R, les éléments irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré un, et les polynémes
de degré deux de discriminant strictement négatif.

1.4 Eléments premiers entre eux, plus grand commun diviseur.

1.4.1 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient x et y deux éléments de
A. On dit que z et y sont premiers entre eux, ou étrangers, lorsque les seuls éléments de A qui
divisent a la fois x et y sont les éléments de U(A).

Ezemple. Dans Z l’ensemble des diviseurs de 10 est Dig = {—10, —5,—2,—1,1,2,5,10} et ensemble
des diviseurs de 9 est Dy = {—9,—-3,—1,1,3,9}. On a donc D1o N Dy = {—1,1} = U(Z), donc 10 et 9

sont premiers entre eux. O

Ezercice. Montrer que, dans R[X], les polynémes P = X + 2 et @ = X — 1 sont premiers entre eux. O
Remarque: si x est premier avec y, alors x est premier avec tout élément associé a y.

1.4.2 PROPOSITION. Tout élément irréductible est premier avec tout élément qu’il ne divise pas.

Preuve. Soit x irréductible dans A. Soit y € A tel que x ne divise pas y. Par absurde, supposons que
u soit un diviseur commun de x et y non inversible dans A. On aurait alors x = ua et y = ub avec
a,b e A. Comme z = ua et u ¢ U(A), irréductibilité de x impliquerait que a € U(A). On obtiendrait
uw==xza"' avec a~ ' € A, de sorte que y = za"'b, ce qui contredit le fait que = ne divise pas y.
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1.4.3 DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient x et y deux éléments de
A. On dit que x et y admettent un plus grand commun diviseur dans A lorsqu’il existe un élément
d € A tel que:

d divise x, d divise y, et tout élément qui divise a la fois x et y divise aussi d.

On dit alors que d est un pged de a et b.

1.4.4 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient x,y € A.

(i) Six et y admettent un pged d, alors un élément quelconque d' € A est un pged de x et y si
et seulement si d’' est associé a d.

(ii) « et y sont premiers entre eux si et seulement si 1 est un pged de x et y.

(iii) = et y sont premiers entre eux si et seulement si U(A) est I'ensemble des pged de x et y.

Preuve. Montrons (i). Si d’ est un pged de x et y, il divise z et y, et donc puisque d est un pged de
et y, on a d'|d. De méme, d|d’, et donc d ~ d’. Comme deux éléments associés ont les mémes multiples
et les mémes diviseurs (voir 1.2.4), la réciproque est claire. Les points (ii) et (iii) se déduisent alors
immédiatement de (i) et de 1.4.1. O

1.4.5 REMARQUES.

(a) Siz =0, alors 'ensemble des diviseurs de z est A. Donc, pour tout y € A, un pged de = et y est
y. Les autres pgcd sont les éléments associés a y. En particulier, si x = y = 0, le seul pged de =
et y est 0.

(b) On définit de méme le pged d’un nombre fini quelconque d’éléments de A.

1.4.6 PROPOSITION. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Soient x,y € A non-nuls. Si x
et y admettent un pged d, alors les deux éléments x’ et ' tels que x = dx’ et y = dy’ sont premiers
entre eux dans A.

Preuve. Soit z un diviseur commun & z’ et y’. Il existe a,b € A tels que ' = za et ¥’ = zb. Donc
x = dza et y = dzb. Ceci prouve que dz est un diviseur commun & z et y, donc un diviseur de leur pged
d. Tl existe donc u € A tel que d = dzu, ou encore d(1 — zu) = 0. Comme A est intégre et d # 0 (car z
et y sont non-nuls), on a zu = 1. On conclut que z € U(A). O

1.4.7 EXEMPLES ET REMARQUE.
(a) Dans Z, les pged de 12 et 30 sont 6 et —6.
(b) Dans R[X], les pged de X2 —3X 42 et X2 — 1 sont tous les polynémes a(X — 1) ot a € R*.

De fait, dans les situations que 1'on connait bien de I'arithmétique dans Z ou R[X] ou C[X], deux
éléments quelconques ont toujours des pged, et l'on a des résultats importants dans la pratique
(Théoreme de Bézout, de Gauss,...) qui leur sont liés. On va les retrouver ci-dessous dans le cadre
général des anneaux principaux. On étudiera ensuite a la section 3 une classe d’anneaux encore
plus générale (les anneaux factoriels), qui englobent strictement les anneaux principaux, et o, la
encore, 'existence de pged pour tous les couples d’éléments permet de faire de 'arithmétique.
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2. ARITHMETIQUE DANS LES ANNEAUX PRINCIPAUX

2.1 Pgcd, théoréme de Bézout et applications.

2.1.1 THEOREME. Soit A un anneau principal. Deux éléments quelconques de A admettent
toujours des pged dans A. Plus précisément, quels que soient a et b dans A, tout générateur de
l'idéal principal aA + bA est un pged de a et b.

(destunpgeddeaetb) < (aA+bA=dA)

Preuve. Soient a,b € A fixés. Comme A est principal, I'idéal aA + bA est principal. Il existe d € A tel
que aA+bA = dA. Montrons que d est un pged de a et b. On a d’abord aA C aA+bA, donc aA C dA,
donc d|a. De méme, d|b. Soit maintenant c € A tel que c|a et c|b. Alors aA C cA et bA C cA, donc,
puisque cA est stable par addition, aA + bA C cA, c’est-a-dire dA C cA, et donc c|d. Ceci prouve que
d est un pged de a et b. Réciproquement, soit d’ un pged de a et b. D’apres 1.4.4.(i), on a d’ ~ d, donc
dA = d' A, c’est-a-dire d’A = aA + bA. O

2.1.2 THEOREME DE BEzOUT. Soit A un anneau principal. Pour tous a et b dans A, on a:
(a et b premiers entre eux dans A ) < ( il existe u,v € A tels que au+bv =1)

Preuve. Soient a,b € A fixés. Supposons a et b sont premiers entre eux. D’aprés 1.4.4.(ii), 1 est un
pged de a et b. 11 résulte alors du théoréme précédent que aA + bA = A. En particulier 1 € aA 4 bA,
et donc il existe (u,v) € A? tel que au + bv = 1. Supposons réciproquement qu’il existe u,v € A tels
que au + bv = 1; alors 1 appartient & aA + bA, donc aA + bA = A. Or, si d est un pged de a et b, on a
dA = aA+bA. On déduit que dA = A, donc d € U(A), c’est-a-dire a et b premiers entre eux. a

2.1.3 COROLLAIRE (lemme de Gauss). Soit A un anneau principal. Pour tous a,b,c dans A, on a:
( a divise be, et a premier avec b ) = ( a divise ¢ )

Preuve. Comme a et b sont premiers entre eux, il existe d’aprés le théoréeme de Bézout u,v € A tels que
au + bv = 1. Donc ¢ = cau + cbv. Comme a divise bc, on a bc € aA, donc bev € aA. Par ailleurs il est
clair que acu € aA. Par stabilité de I'idéal a A pour I’addition, on conclut que ¢ = acu + bcv € aA. O

2.1.4 REMARQUES.

(a) Attention, si d est un pged de a et b, il existe d’apres le théoreme 2.1.1 des éléments u,v € A tels
que d = au+bv. Le théoréeme de Bézout montre que la réciproque est vraie aussi si d = 1 (et donc
plus généralement si d € U(A)). Mais si d # 1, lexistence d’un couple (u,v) tel que au + bv = d
n’implique pas que d est le pged de a et b. Par exemple, dans Z, on a 3 X 10 + (—2) x 14 = 2,
mais 2 n’est pas le pged de 3 et —2.

(b) Attention, dans le théoréme de Bézout, il n’y a pas unicité du couple (u, v); le corollaire ci-dessous
du théoreme de Gauss détermine tous les couples (u,v) solutions.

2.1.5 COROLLAIRE. (Une précision sur le théoréeme de Bézout). Soit A un anneau principal. Soient
a et b premiers entre eux dans A. Pour tout couple (u,v) € A? tel que au + bv = 1, I'ensemble de
tous les couples (z,y) € A? tels que ax + by = 1 est égal a {(u,v) + c(—b,a); c € A}.

Preuve. Soit (u,v) € A tel que au + bv = 1. Pour tout ¢ € A, le couple (z,y) = (u,v) + c(=b,a) =
(u—cb,v+ca) vérifie ax+by = a(u—cb)+b(v+ca) = au—acb+bv+bca = au+bv = 1. Réciproquement,
quel que soit (z,y) € A? tel que az +by =1, on a az + by = au+ bv, d’olt a(u — z) = b(y — v). Comme
a et b sont premiers entre eux, il résulte du théoreme de Gauss que a divise y — v. Il existe donc ¢ € a
tel que y — v = ca. On a alors: cab = b(y —v) = a(u — ). Si a # 0, on déduit par intégrité de A que
u —x = cb ; on obtient donc bien x = u — ¢cb et y = v+ ca. Si a = 0, la propriété est claire. a

2.1.6 REMARQUES. Comme on le fait dans Z, on définit naturellement la notion de ppcm (plus petit
commun multiple) dans tout anneau principal A.
(a) On appelle ppcm de deux éléments a,b € A tout élément m € A tel que aANbA = mA.
(b)
(¢) Le produit de tout pged de a et b par tout ppem de a et b est associé & ab.
(d)

(m est un ppcm de a et b ) < (alm, b|m, et tout multiple de a et b est multiple de m ).

En particulier ( a et b sont premiers entre eux ) < ( ab est un ppcm de a et b ).

Comme la notion de pgcd, la notion de ppcm est clairement définie a ’association pres, et s’étend
naturellement & un nombre fini quelconque d’éléments de A.
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2.2 Cas particulier des anneaux euclidiens.

2.2.1. REMARQUE PRELIMINAIRE. Ce que l’on vient de voir sur I’arithmétique dans les anneaux prin-
cipaux, basé sur les idéaux, s’applique en particulier aux anneaux euclidiens (voir 4.3.2 du chapitre 3).
Néanmoins, dans ce cas particulier, on dispose de plus d’un processus algorithmique important basé sur
la division euclidienne, appelé algorithme d’Euclide, qui permet entre autres de calculer les pged.

Quels que soient a,b € A, on convient de désigner par pged(a,b) un pged quelconque de a et b. En
d’autres termes, un élément d € A est un pged de a et b si et seulement si d ~ pged(a,b).

2.2.2. LEMME (fondamental de 'algorithme d’Euclide). Soit A un anneau euclidien. Soient a,b € A
tels que b # 0. Alors, pour tout reste r d’une division euclidienne de a par b, tout pged de a et b
est associé a tout pged de b et r. En d’autres termes, en notant ¢ le stathme de A:

(a=bg+r, avecr =0 ou 0(r) <d(b) ) = ( pged(a,b) ~ pged(b,r) ).

Preuve. 1l résulte de 1'égalité a = bg + r que a € bA + rA; comme bA + rA est un idéal, on en déduit
que ax € bA + rA pour tout = € A, c’est-a-dire aA C bA + rA. Comme par ailleurs bA C bA+rA, la
stabilité de bA + r A pour 'addition implique alors aA +bA C bA +rA. En écrivant ensuite r = a — bq,
on montre de méme que bA + rA C aA + bA. Finalement aA + bA = bA 4+ rA. Donc, en notant d un
pged de a et b, et d’ un pged de b et r, on a dA = d’' A, c’est-a-dire d ~ d’. O

2.2.3 THEOREME (algorithme d’Euclide). Soient a,b € A non-nuls.

(i) il existe k € N* et des éléments q1,...,qk,T0,71,-..,7k € A, avec
ro=b#0, r1#0, 10#0, ... T 9F#0, 7,_17#0, r, =0,
vérifiant la condition:
0(rg—1) < 0(rgp—2) < --- < d(re) <d(r1) < d(ro) = d(b),
et les égalités:
a=bq+r1 =roq1 + 11,
ro =T1q2 + 12,
T1 =T2q3 + 13,
Tk—3 = Tk—2qk—1 + Tk—1,
Tk—2 = Tk—1Gk + Tk = Tk—1qk-
(ii) On a alors: pged(a,b) ~ rg_q.

Preuve. On effectue la division euclidienne de a par b. Notons a = bg1 + 71 avec r1 = 0 ou §(r1) < §(b).
Si r1 = 0, on arréte.
Siry #0,o0nad(ry) <d(b), et on effectue la division euclidienne de b par r;.
Notons b = r1q2 + r2 avec r2 = 0 ou §(r2) < §(r1).
Si r2 = 0, on arréte.
Sirg #0,o0nad(rz) <do(r1) < d(b), et on effectue la division euclidienne de 71 par 2.
Notons r1 = r2q3 + r3 avec r3 = 0 ou §(r3) < d(r2).
Si rg = 0, on arréte.
Sirg #0,0nad(rs) < d(rz) < d(r1) < d(b), et on effectue la division euclidienne de ry par r3.
On itere ainsi le processus. Comme il n’existe pas de suite strictement décroissante dans N, il existe un
rang k € N* tel que r, = 0. En notant ro = b pour la cohérence des notations, ceci prouve le point (i).
Pour (ii), remarquons que le lemme 2.2.2 appliqué dans la premieére égalité de (i) donne pged(a,b) ~
pged(b, 1) ~ pged(ro,r1). De méme dans la deuxieme égalité, on obtient pged(ro,r1) ~ pged(r1,r2).
Puis pged(ri,r2) ~ pged(re, r3), et par une récurrence évidente, pged(a, b) ~ pged(rr—1,7%). Or puisque
ri est nul, pged(rx—1,7%) ~ rK—1, ce qui achéve la preuve. a

On traduit le point (ii) en disant que les pged de a et b sont les éléments associés au dernier reste
non-nul dans la suite des divisions successives de a par b.
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2.2.4 EXEMPLE ET REMARQUE.
Dans I'anneau euclidien Z, soient a = 33810 et b = 4116. La suite des divisions successives donne:
33810 = 4116 x8+ 882 ; 4116 = 882 x4+ 588 ; 882 = 588 x1+4 294 ; 588 = 294 x240
—— =~ ~~ - =~ ~~ - =~ <~ - =~

a b=rg 1 0 1 T2 1 T2 T3 T2 T3

On conclut que pged(a, b) ~ r3 donc pged(33810,4116) ~ 294.
Remarque. L’algorithme d’Euclide permet non seulement de calculer d = pged(a,b) mais aussi, en

remontant les calculs dans la suite des divisions successives, de déterminer un couple (u,v) d’éléments
de A tel que d = au + bv, faisant ainsi apparaitre effectivement d comme un élément de aA + bA.

Ainsi, en reprenant ’exemple ci-dessus, on a:

d =294 = 882 — 588 = 882+ (4 x 882) — 4116 = 5 x (33810 — 8 x 4116) — 4116 = 5 x 33810 — 41 x 4116.

C’est un point crucial pour une bonne compréhension du théoréme de Bézout.

3. ARITHMETIQUE DANS LES ANNEAUX FACTORIELS

3.1 Notion d’anneau factoriel.

3.1.1 DEFINITION. On appelle anneau factoriel un anneau commutatif unitaire qui est intégre, et
dans lequel tout élément non-nul et non-inversible se décompose en un produit d’un nombre fini
d’éléments irréductibles dans A, de facon unique, a 'ordre et au produit par un élément inversible
pres.

Explicitement, cela signifie que A est integre et que 'on a:

(F1) tout élément a € A, a # 0, a ¢ U(A), s’écrit a = riry...ry, avec ri,7e, ...,y irréductibles
dans A;
(F2) sirirg...1, = S182...Sm, &VEC T1,...,Tpn, 81, .., Sy irréductibles dans A, alors m = n, et il

existe une permutation o € S, telle que s; ~ To(;) pour tout 1 <7 < n.

On parlera de la décomposition de a en produit de facteurs irréductibles, bien que I'unicité s’entende
a la relation d’association pres.

Ezxemple. Z est factoriel (la décomposition ci-dessus n’étant autre que la classique
décomposition en produit de facteurs premiers, d’apres 1.3.8.(a)). Ce n’est qu'un cas
particulier du théoreme 3.1.3 ci-dessous.

3.1.2 PROPOSITION (une définition équivalente de la factorialité). Un anneau intégre A est factoriel
si et seulement s’il vérifie la condition (F1) de la définition et la condition suivante:

(F2’) tout élément irréductible dans A est premier dans A.

Preuve. Montrons d’abord que (F1) et (F2) impliquent (F2’). Soit r un élément irréductible de A4; en
particulier 7 # 0 et r ¢ U(A). Supposons que r divise dans A un produit ab, avec a,b € A non-nuls. 1l
s’agit de montrer que r divise a ou b. Soit x € A tel que ab = rz. Sia € U(A), on a alors r divise b.
De méme b € U(A) implique que r divise a. On suppose donc maintenant que a ¢ U(A) et b ¢ U(A).
D’apres la condition (F1), on a des décompositions en produits d’éléments irréductibles: a = a1 ... an,
b=bi...bpetx=z1...2k. DOt ai...anbi...by, =7rz1...25. Comme r est irréductible, le condition
(F2) implique qu’ou bien il existe 1 < ¢ < n tel que r ~ a;, auquel cas r divise a, ou bien il existe
1 < j <m tel que r ~ bj, auquel cas r divise b. On a ainsi prouvé que r est premier dans A.

Montrons maintenant que (F2’) implique (F2). On suppose donc que tout irréductible est premier dans
A. Supposons que ri72...7n = S152...5m avec 1; et s; irréductibles dans A pour tous 1 < i < n et
1 < j < m. L’élément 71 est premier car irréductible, et comme il divise s152...8m, il existe 1 < j <m
tel que r1 divise s;. On a donc s; = ari pour un certain a € A. Comme s; est irréductible et
que 1 ¢ U(A), on a a € U(A), cest-a-dire r1 ~ s;. Par intégrité, on simplifie par r1 pour obtenir
T2...Tn ~ 81...5j-15j+1...5m. On réitere, et le résultat voulu s’en déduit par récurrence. O
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3.1.3 THEOREME. Tout anneau principal est factoriel.

Preuve. Soit A un anneau principal. En particulier, il est integre (par définition) et il vérifie la condition
(F2’) comme on I’a montré en 1.3.7. D’apres 3.1.2, il suffit donc de montrer que A vérifie la condition
(F1). Pour cela, raisonnons par l’absurde, en supposant que A ne vérifie pas (F1). Cela signifie que
I’ensemble:

R={a€ A, a#0, a¢ U(A), a n'est pas produit d’éléments irréductibles}

est non-vide. Il en résulte qu’est également non-vide 'ensemble E des idéaux principaux de A engendrés
par les éléments de R.
E={aA; ac R} #0.

On montre que E est inductif (voir 3.3.1 du chapitre 3) pour Uinclusion. Pour cela, considérons F =
(Ix)kex une famille d’éléments de E totalement ordonnée par l'inclusion. Pour tout k € X, considérons
un élément ar € R tel que I = arA. La réunion [ = UkeX I, est un idéal non-nul de A. Comme A
est principal, il existe b € A, b # 0, tel que I = bA. Puisque b € I, il existe ar € R tel que b € arA,
et donc bA C arA. Comme par ailleurs axA C I = bA, on conclut que I = axA, et donc I € E. En
résumé, toute famille d’éléments de E totalement ordonnée admet un plus grand élément. On conclut
que E est inductif.

D’apres le lemme de Zorn, E admet (au moins) un élément maximal; notons-le cA, avec ¢ € R. Parce
que ¢ € R, il est non-nul, non-inversible, et non-irréductible. Donc il existe z,y € A tel que ¢ = zy avec
x ¢ U(A) et y ¢ U(A). 1l en résulte que cA C xA avec cA # zA, et cA C yA avec cA # yA. De plus,
il est clair que z € R ou y € R (en effet, sinon, x et y seraient produits d’irréductibles, et donc ¢ = zy
aussi), d’ott zA € F ou yA € E. Dans 'un ou lautre cas, il y a contradiction avec la maximalité de cA
dans E. ad

3.1.4 EXEMPLES ET REMARQUES.

(a) II résulte de 3.1.3 qu’en particulier les anneaux Z, K[X] pour K un corps, et Z[i], sont
factoriels, car principaux.

(b) La réciproque du théoreme 3.1.3 est fausse. Il existe des anneaux factoriels qui ne sont pas
principaux. En effet, on démontrera au paragraphe 4.3 un théoréeme fondamental établissant
que, si A est factoriel, alors A[X] est factoriel. On conclura alors que par exemple Z[X] est
factoriel, alors qu’il n’est pas principal, comme on I’a vu en 4.3.3.(b) et 4.3.5 au chapitre 3.

(c) 1l existe des anneaux intégres non factoriels, par exemple 'anneau Z[iv/5] étudié en 1.3.6,
puisqu’il possede des éléments irréductibles non premiers, et ne vérifie donc pas la condition
(F2’) de 3.1.2.

Commentaire. Nous allons voir que les anneaux factoriels vérifient certaines propriétés arithmétiques que nous avons
déja établies pour les anneaux principaux (existence de pged, lemme de Gauss). Sur le plan strictement logique, il est
donc suffisant de les montrer comme en 3.2.3 et 3.2.4 ci-dessous dans le cadre général des anneaux factoriels, puisque
principal implique factoriel. Il n’est néanmoins pas inutile de connaitre les preuves directes que nous avons données
dans le cas particulier des anneaux principaux. Ne serait-ce que pour différencier les arguments généraux de ceux
spécifiques au cas principal, comme le théoréme de Bezout (voir plus loin, remarque 3.2.5).

3.2 Divisibilité dans les anneaux factoriels, lemme de Gauss.

3.2.1 REMARQUES PRELIMINAIRES SUR LES NOTATIONS. Soit A un anneau factoriel.

(a) Dans ’ensemble des éléments irréductibles de A, I'association définit d’apres 1.3.4 une relation
d’équivalence. En choisissant dans chaque classe d’équivalence un représentant particulier,
on définit un systéme de représentants R des éléments irréductibles. En d’autres termes, tout
élément irréductible de A est équivalent & un unique élément irréductible de la famille R.

quel que soit r irréductible dans A, il existe ' € R et u € U(A) uniques tels que r = ur’.
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Exemples.

1. Dans l'anneau Z, on choisit généralement comme systéme de représentants des éléments
irréductibles I’ensemble P des nombres premiers positifs. Tout élément irréductible de Z
est de la forme ep avec p € P et € € U(Z) = {—1,+1}.

2. Dans l'anneau C[X], on choisit généralement comme systéme de représentants des éléments
irréductibles I’ensemble R les polynémes de degré 1 unitaires (c’est-a-dire de coefficient dom-
inant égal & 1). Tout élément irréductible est de la forme a(X — () avec X — 3 € R et
a e U(C[X]) =C.

(b) Soit R un systeme de représentants des éléments irréductibles dans A. Soit a € A non-nul et
non-inversible. Il résulte de la condition (F1) que a s’écrit de fagon unique:

a=ury'ry*...rl, avecu € U(A), r;, € R et n; € N* pour tout 1 <17 < s.

<Tg™y

Exemples.
1. Dans Z, tout élément a non-nul et distinct de +1 s’écrit de fagon unique a = ep('py? ... ps°,
avec € = 1, et n; € N* et p; € P pour tout 1 <i < s.
2. Dans C[X], tout polynéme P(X) de degré > 1 s’écrit de fagon unique:
P(X) = a(X = f1)" (X = B2)" ... (X = Bs)",
avec a € C* et n; € N" et 8; € C pour tout 1 <i < s.

(¢) Soit R un systeme de représentants des éléments irréductibles dans A. Soient a,b € A non-
nuls et non-inversibles. En réunissant les facteurs irréductibles intervenant dans 1’écriture
ci-dessus de a et dans celle de b, et en autorisant alors des exposants nuls dans 'une des
décompositions, a et b s’écrivent de fagon unique:

— n1,.n2 Nq — mi,.m2 Mq
a=ur{'ry?...rg" et b=vr{"ry?...rg?, avec u,v € U(A),

r, €R, n; €N, m; €N, (ng,m;) # (0,0) pour tout 1 <i <gq.

3.2.2 LEMME (diviseurs d’un élément dans un anneau factoriel). Soit A un anneau factoriel. Soit
a € A, non-nul et non-inversible. Avec la notation du 3.2.1.(b) ci-dessus, les diviseurs de a dans A
sont tous les éléments de la forme:

wr'ry?...rg®, 0 <p; <n; pour tout 1 <i<s, we U(A).

Preuve. Soit b un diviseur de a. Si b € U(A), le résultat est clair avec b=w et p1 =pa =--- =ps = 0.
Supposons donc maintenant que b ¢ U(A). Soit r un des facteurs irréductibles intervenant dans la
décomposition de b. Comme b|a, on a r|a, c’est-a-dire que r divise r{try? ... r0*. Puisque r est premier
(car irréductible dans un anneau factoriel, voir 3.1.2), on en tire que 7 est associé a I'un des r;. Ceci
prouve que b est de la forme b =wri'rb? .. . rfs avec w € U(A) et p; > 0 pour tout 1 <14 < s.

Pour montrer que p; < n; pour tout 1 < i < s, raisonnons par ’absurde. Supposons par exemple
(pour fixer les idées) que p1 > ni. En notant a = zb avec x € A, on aurait donc: ury?...ri* =
zwryt M2 L rPs o avec pr — m1 > 0, ce que contredirait la condition (F2). Ce qui achéve la

preuve. O

3.2.3 PROPOSITION (pged et ppem dans un anneau factoriel). Soit A un anneau factoriel.
(i) Deux éléments quelconques admettent toujours un pged, et un ppcm dans A.

(ii) En particulier, si a et b sont deux éléments de A non-nuls et non-inversibles donnés par les

notations 3.2.1.(c), on a:
pged(a,b) ~ ri”rgz . rgq et ppcm(a,b) ~ rflr? . 7‘5",
avec h; = min(n;, m;) et ¢; = max(n;, m;) pour tout 1 <i < q.

Preuve. Soient a,b € A. Sia =0, on a pged(a,b) ~ b. Sia € U(A), on a pged(a,b) ~ a ~ 1. De
méme si b = 0 ou b € U(A). Sinon, a et b sont non-nuls et non-inversibles: le point (ii) résulte alors
immédiatement de 3.2.2 et de la définition des pged et ppcm. O
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3.2.4 THEOREME (dit lemme de Gauss). Soit A un anneau factoriel. Soient a,b,c trois éléments
de A. Si a divise be et si a est premier avec b, alors a divise c. En d’autres termes:

(albc et pged(a,b) ~1) = (alc)

Preuve. On peut sans restriction supposer que a, b, ¢ sont non-nuls et non inversibles. Conformément a
3.2.1.(c), on pose:
n m D
a=uritry? . .rg?, b=ovriry?..rg?, c=writrb? . rg?,  avec u,v,w € U(A).

On suppose albe, donc n; < m; + p; pour tout 1 <4 < g. Par contraposée, supposons que a ne divise
pas ¢, c’est-a-dire qu’il existe au moins un indice j tel que n; > p;. Alors m; > n; —p; > 0. Ainsi
n; > 0 et m; > 0, donc r; divise & la fois a et b, ce qui contredit pged(a,b) ~ 1. O

3.2.5 REMARQUE. L’existence de pgcd et le lemme de Gauss, que nous avions démontrés pour les
anneaux principaux, sont donc vrais dans le cadre plus général des anneaux factoriels. En revanche,
la propriété de Bézout n’est plus forcément vraie dans un anneau qui n’est pas principal (méme s’il
est factoriel).

Par exemple, dans Z[X], les éléments 2 et X sont clairement premiers entre eux, mais pourtant il n’existe
pas de polynémes S, T € Z[X] tels que 25 + XT = 1, comme on I’a montré au 4.3.3.(b) du chapitre 3.
Néanmoins, comme on 1’a déja noté en 3.1.4.(b), et comme on le montrera un peu plus loin, Z[X] est
factoriel. ad

4. FACTORIALITE DES ANNEAUX DE POLYNOMES

4.1 Irréductibilité des polynomes a coefficients dans un anneau factoriel

4.1.1 DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Soit P un élément de A[X] tel que P ¢ A. On
appelle contenu de P, noté ¢(P), un pged dans A des coefficients de P.

Remarque. La notion de contenu n’est définie qu’a 'association dans A[X] pres, c¢’est-a-dire au produit
par un inversible de A preés. Lorsque lon écrit ¢(P) = a, on a aussi ¢(P) = ua pour tout u € U(A). On
peut aussi écrire ¢(P) ~ a.

4.1.2 DEFINITION. Soit A un anneau factoriel. Un polynéme P dans A[X] est dit primitif lorsque
deg P > 1 et lorsque ses coefficients sont premiers entre eux.

( P primitif ) < (degP>1 et ¢(P)=1) < (degP>1 et ¢(P)ecU(A)).
Rappelons que 'on appelle polynome unitaire tout polynéome de coefficient dominant égal a 1.

Remarques.
(1) Tout polynéme unitaire est primitif.
(2) Tout polynome P € A[X] tel que P ¢ A s’écrit P = ¢(P)P; avec Py primitif.

4.1.3 LEMME. Soit A un anneau factoriel. Soient Py et P, primitifs dans A[X]. Soient aj et as
non-nuls dans A. Si a1 Py = a9 P, alors a1 et ay sont associés dans A, et P et P, sont associés

dans A[X].

Preuve. Comme P; est primitif, on a ¢(a1P1) = a;. De méme c(azP2) = as. Donc a; et ag sont
deux pged des coefficients du polynéme a3 P = asP». Ils sont donc associés dans A: il existe
u € U(A) tel que az = uay. On a alors a1 P, = uay Py, ce qui par intégrité de A[X] (puisque
A est integre, voir 1.5.4.(ii) du chapitre 3) implique que P; = uP,. Comme u est un élément
inversible de A[X], on conclut que P; et P5 sont associés. O
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4.1.4 LEMME (Gauss). Soit A un anneau factoriel. Soient P et () deux éléments de A[X]. D’une
part P et QQ sont primitifs si et seulement si PQ) est primitif. D’autre part ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Preuve. Supposons que P et Q) soient primitifs et que PQ ne le soit pas. Comme ¢(PQ) n’est
pas inversible dans ’anneau factoriel A, il est divisible par au moins un élément p irréductible et
donc premier. Considérons I’anneau intégre B = A/pA. La surjection canonique 7 : A — B se
prolonge canoniquement en un morphisme d’anneaux 7 : A[X] — B[X] défini par 7#(>_ a; X?) =
> m(a;) X' Comme c(P) = 1, ’élément p ne divise pas tous les coefficients de P, donc #(P) # 0.
De méme, 7(Q) # 0. L’intégrité de B impliquant celle de B[X], on en déduit que #(P)7(Q) # 0,
c’est-a-dire 7#(PQ) # 0. Or, p divise ¢(PQ), donc tous les coefficients de PQ, donc #(PQ) = 0.
D’ot1 une contradiction. On a ainsi montré que P et ) primitifs implique PQ primitif.

Réciproquement, supposons P@Q primitif. On peut toujours écrire P et @) sous la forme P =
c¢(P)Py et Q = ¢(Q)Q1 avec Py et Q1 primitifs. Alors P;Q est primitif d’apres ce qui précede,
et 1'égalité PQ = ¢(P)c(Q)P1 Q1 implique avec le lemme 4.1.3 que ¢(P)c(Q) est associé a 1 dans
A, c’est-a-dire inversible dans A. D’olt ¢(P) € U(A) et ¢(Q) € U(A), de sorte que P et Q sont
primitifs.

Enfin, plus généralement, en notant P = ¢(P)P1, Q = ¢(Q)Q1 et PQ = ¢(PQ)S1 avec P1, Q1,51
primitifs, 1’égalité ¢(PQ)S1 = ¢(P)e(Q)P1Q1 implique, puisque P1@Q; est primitif d’apres le
début de la preuve, que ¢(PQ) est associé a ¢(P)c(Q) dans A, ce que 'on a convenu d’écrire
aux éléments inversibles pres ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). O

4.1.5 LEMME. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Tout polynéme P € K[X]
tel que P ¢ K peut s’écrire P = qP;, avec q € K* et P, € A[X] primitif dans A[X].

Preuve. Notons P = Zl 0= X tavecn > 1, a; € A, s; non- nuls dans A, et a, # 0. Quitte a
multiplier le numérateur et 1e dénominateur de chaque fraction £ par un méme élément non-nul
de A, on peut écrire toutes les fractions “1 avec un méme denommateur s (par exemple un ppcm
des s; puisque cette notlon existe dans l’anneau factoriel A, ou encore simplement le produit de

s;), sous la forme £ == ?, avec a, € A. Donc P = %Zi:o a,X®. En désignant par d un pged
des a}, et en écrivant a = db,, les b; sont premiers entre eux dans A, de sorte que P = gPl avec
P = E?:o b; X* primitif. m|

4.1.6 THEOREME. Soient A un anneau factoriel et K son corps de fractions. Soit R un élément
non-nul de A[X].

(i) Ou R € A; alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est irréductible dans A.

(ii) Ou R ¢ A; alors R est irréductible dans A[X] si et seulement si R est primitif dans A[X] et
irréductible dans K[X].

Preuve. Rappelons que U(A[X]) = U(A) puisque A est integre (voir 1.5.5 du chapitre 3).

(i) Supposons R € A. Notons alors R = r. Supposons d’abord r irréductible dans A. En
particulier r ¢ U(A) donc r ¢ U(A[X]). Si P et Q dans A[X] sont tels que r = PQ, on a
0 = degr = deg P + deg@ donc P € A et Q € A, de sorte que l'irréductibilité de r dans A
implique P € U(A) ou Q € U(A), c'est-a-dire P € U(A[X]) ou Q € U(A[X]), ce qui prouve que
r est irréductible en tant qu’élément de A[X]. Supposons maintenant que r est irréductible dans
A[X]. En particulier r ¢ U(A[X]) donc r ¢ U(A). Si a,b € A sont tels que r = ab, alors cette
égalité dans A[X] implique a € U(A[X]) ou b € U(A[X]), c’est-a-dire a € U(A) ou b € U(A),
ce qui prouve que r est irréductible en tant qu’élément de A.

(i) Supposons R de degré non-nul dans A[X], primitif dans A[X], et irréductible dans K[X].
Si P et @ dans A[X] sont tels que R = PQ, comme R est irréductible dans K[X], on a P ou
Q dans U(K[X]) = K*. Mais P et @ étant & coefficients dans A, cela signifie que P ou @
appartient & A*. Considérons le cas ou P € A, P # 0. Dans A[X], on peut toujours écrire
Q = ¢(Q)Q1 avec Q1 primitif. On a Pégalité R = Pc(Q)Q1 avec Pc(Q) € A, 1 primitif dans
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A[X] et R primitif dans A[X]. On en déduit avec le lemme 4.1.3 que Pc(Q) € U(A). D’ou a
fortiori P € U(A), ou encore P € U(A[X]). De méme Q € A, @ # 0, implique Q € U(A[X]).
On a ainsi montré que R est irréductible dans A[X].

Récipoquement, supposons R de degré non-nul irréductible dans A[X]. Ecrivons-le sous la
forme R = ¢(R)R; avec Ry primitif dans A[X], de méme degré que R; lirréductibilité de R
implique alors Ry ou ¢(R) inversible dans A[X]. Comme deg R; = deg R > 1, le premier cas
est exclu, donc ¢(R) € U(A[X]), c’est-a-dire ¢(R) € U(A), et donc R est primitif dans A[X].
Pour montrer maintenant que R est irréductible dans K[X], considérons P et @ dans K[X]
tels que R = PQ. Raisonnons par I’absurde en supposant que P et ) ne sont pas dans K ils
sont d’apres le lemme 4.1.5 de la forme P = £ P et Q = Q1 avec a,b, ¢, d non-nuls dans 4, et
Py, @y primitifs dans A[X], de mémes degrés strictement positifs que P et Q respectivement.
L’égalité R = PQ devient bdR = acP1@Q;. Or R est primitif dans A[X] comme on vient de le
voir, et P;@Q1 l'est aussi d’apres le lemme 4.1.4. En appliquant le lemme 4.1.3, on déduit que R
est associé & P1Qq dans A[X]. 1l existe donc u € U(A[X]) = U(A) tel que R = uP1Q;. Comme
R est supposé irréductible dans A[X], il en résulte que P; ou Q1 appartient & U(A[X]) = U(4),
ce qui contredit 'hypothese faite selon laquelle P et @ sont de degrés strictement positifs. C’est
donc que P ou @ appartient & U(K[X]) = K*, ce qui achéve de prouver que R est irréductible
dans K[X]. O

4.2 Premieére application: critéere d’irréductibilité d’Eisenstein

4.2.1 THEOREME. Soit A un anneau factoriel. Soit P = ap, X" 4+ ap 1 X" '+ -+ a1 X + ap un
élément de A[X] de degré n > 1. On suppose qu’il existe dans A un élément p, premier dans A, et
satisfaisant les trois conditions suivantes:

p divise ag,a1,...,0n—1, p ne divise pas an, p? ne divise pas ag.
(i) Alors P est irréductible dans K[X], ou K désigne le corps de fractions de A.

(ii) Si de plus P est primitif dans A[X] (en particulier s’il est unitaire dans A[X]), alors P est
irréductible dans A[X].

Preuve. On montre d’abord le point (ii). Supposons donc P primitif. Par I’absurde, supposons P
non irréductible dans A[X]: il existe donc @, R € A[X] tels que P = QR, avec 0 < deg @ < deg P
et 0 < deg R < deg P. Comme P est primitif, le lemme 4.1.4 implique que @ et R le sont.
Posons Q@ = Y7 (b, X" et R =" ¢; X% avec bj,c; € A,et 0 < g<net0<r<n. Ona
ay = bgcr # 0, et 'hypothese p ne divise pas a,, implique que p ne divise pas b, et ne divise pas
¢r. On a aussi ag = bycy, et donc par hypothese p divise bycy mais p? ne divise pas bocg, ce qui
implique que p ne divise pas by ou p ne divise pas ¢g. Si l'on est dans le cas ou p ne divise pas
bo, alors p divise cg en utilisant le fait que p est premier dans A. On a vu que p ne divise pas
¢r, et on peut donc considérer le plus petit entier k € {1,...,7} tel que p ne divise pas c;. Par
construction, p ne divise pas bocy, et p divise b;jcx—; pour tout i € {1,...,k}. Il en résulte que
p ne divise pas ax = bocg + bi1cg—1 + - -+ + bgcg. Comme 1 < k < r < n, ceci est contraire aux
hypotheses faites au départ sur P. C’est donc que P est irréductible dans A[X].

On ne suppose plus maintenant que P est primitif. Notons P = ¢(P)P; avec P; primitif. Comme
¢(P) est un pged des a; (pour 0 < i < n), il existe ap, al, ..., a], premiers entre eux dans leur
ensemble tels que a; = ¢(P)a) pour tout 0 < i < mn. Donc P, = al, X" + -+ +a}X + aj. On
a clairement p qui ne divise pas a, (sinon il diviserait a,, = ¢(P)al,) et p? qui ne divise pas af,
(par le méme argument). Pour 0 < ¢ <n —1, p divise a; = ¢(P)a} avec p qui ne divise pas ¢(P)
(car sinon p diviserait en particulier a,, ce qui est exclu), et donc p divise a}. Les coefficients
a; du polynéme primitif P; vérifiant donc les conditions du critére, on peut appliquer & P; la
premiére étape, et conclure que P; est irréductible dans A[X]. D’apres le point (ii) du théoréme
4.1.6, il s’ensuit que P; est irréductible dans K[X]. En multipliant par ¢(P) € K* = U(K[X]),
il en est de méme de ¢(P)P; = P. O

4.2.2 EXEMPLE: P = X®+4X3+12X +2 est unitaire donc primitif dans Z[X], et il est irréductible
dans Z[X] par application du critére d’Eisenstein.
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4.3 Seconde application: factorialité de ’anneau des polyndémes sur un anneau factoriel
4.3.1 THEOREME. Si A est un anneau factoriel, alors 'anneau A[X| est factoriel.

Preuve. Montrons que A[X] vérifie (F1). Soit P € A[X], non-nul et non inversible. Sideg P = 0,
alors P € A. Comme A est factoriel, P s’écrit comme un produit d’éléments de A irréductibles
dans A, donc irréductibles dans A[X] d’apreés le point (i) du théoréme 4.1.6. On supposera
dans la suite que n = deg P est strictement positif. On peut sans restriction supposer que P
est primitif (car sinon P = ¢(P)P; avec P; primitif, et ¢(P) se décomposant d’apres ce qui
précede en produit d’éléments irréductibles dans A donc dans A[X], il suffit de trouver une
décomposition en produit d’éléments irréductibles de P; pour en déduire une décomposition de
P). On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, on écrit P = aX + b avec a,b € A premiers
entre eux. Il est clair que P est irréductible dans A[X]. Prenons maintenant n > 1 et supposons
(H.R.) la condition (F1) vérifiée par tout polynéme primitif de degré < n. Si P est irréductible,
c’est fini. Sinon, il s’écrit P = QR avec 0 < deg@ < degP et 0 < deg R < deg P. D’apres
le lemme 4.1.4, @) et R sont primitifs, donc par application de ’hypothese de récurrence, ils se
décomposent en produits d’éléments irréductibles de A[X], d’ott P = QR aussi.

Montrons que A[X] vérifie (F2’). Soit R un élément irréductible de A[X]; montrons qu’il est
premier. Si deg R = 0, alors R est irréductible dans A (point (i) du théoréme 4.1.6), donc
premier dans A puisque A est factoriel (voir 3.1.2). Il s’agit de montrer que I’élément R de
A est premier dans A[X]. Pour cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. Alors R divise
c(PQ) = ¢(P)c(Q), donc divise ¢(P) ou ¢(Q) dans A puisque R est premier dans A, donc a
fortiori divise ¢(P) ou ¢(Q) dans A[X], et finalement R divise P ou @ dans A[X].

Considérons maintenant le cas non trivial ou deg R > 0. D’apres le point (ii) du théoreme
4.1.6, R est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X], ou K est le corps de fractions de
A. Mais comme K est un corps, K|[X] est principal donc factoriel, de sorte que d’aprés 3.1.2,
lirréductibilité de R dans K[X|] implique que R est premier dans K[X]. 1l s’agit de montrer
que R est premier dans A[X]. Pour cela, supposons que R divise PQ dans A[X]. On a a fortiori
que R divise PQ dans K[X], et comme R est premier dans K [X], on déduit que R divise P ou
Q@ dans K[X]. Supposons pour fixer les idées que R divise P dans K[X]. Il existe S € K[X] tel
que P = RS.

Supposons d’abord S ¢ K. D’une part P = ¢(P)P, avec Py primitif dans A[X]. D’autre
part, d’apres le lemme 4.1.5, on a S = gSl avec d, s € A non-nuls et S; primitif dans A[X].
D’ou s¢(P)P; = dRS; dans A[X], avec Py primitif et et RSy primitif (comme produit de deux
polynémes primitifs, voir lemme 4.1.4). On en déduit avec le lemme 4.1.3 que d et sc(P) sont
associés dans A. 1l existe u € U(A) tel que d = usc(P), donc s divise d dans A, donc £ € A, et
finalement S € A[X]. On conclut que R divise P dans A[X]. Si maintenant S € K, on raisonne
comme ci-dessus, mais en prenant S = 1.

Ceci acheve de prouver que R est premier dans A[X]. On a ainsi montré que A[X] vérifie les
conditions (F1) et (F2); on conclut avec 3.1.2 que A[X] est factoriel. O

4.3.2 EXEMPLES.
(a) Z[X] est factoriel (rappelons une fois encore qu’il n’est pas principal).

(b) Pour tout anneau A, on définit I'anneau des polynémes en deux indéterminées A[X,Y] a
coefficients dans A, qui n’est autre & isomorphisme pres que A[X][Y]. Si A est factoriel, A[X]
est factoriel d’apres 4.3.1, et en réappliquant 4.3.1, on déduit que A[X][Y] est factoriel. En
résumé:

( A factoriel ) = ( A[X,Y] factoriel ).

(c) Plus généralement, en définissant par récurrence A[X1, Xo,...,X,] = A[X1,..., Xn_1][X4),
I’application itérée n fois du théoreme 4.3.1 montre que:

( A factoriel ) = ( A[Xy, Xo,...,X,] factoriel ).

Les anneaux de polyndomes en n indéterminées seront étudiés en détail dans 'UE “Groupes et
anneaux 2” du second semestre. Le théoreme de transfert de la factorialité ci-dessus est le premier
résultat important sur ce sujet.
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