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Contrélabilité et problemes inverses

Un systeme controlé

Systeme dynarmque
z(t) = S(t,zo)
)

—
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Un systeme controlé

Systeme dynamique
(t) = S(t, o)
s

Un probléme inverse

Systéme dynamique
z(t) = S(t; z0,¢)

Observations
y(t)
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Contrélabilité et problemes inverses

Exemple 1 : contrdlabilité de I'équation des ondes

yi — Ay = Lyu, dans Qr
Y= O’ sur ZT
y(',O) = Yo, yt(',O) = Y1, dans €.

Trouver u tel que

y(,T) = o, yi(+,T) = z1 dans Q.

!

Qr =2 x(0,7) Yr=Ix(0,7)
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Contrélabilité et problemes inverses

Exemple 1 : contrdlabilité de I'équation des ondes

yir — Ay =0, dans Qr

y=0, sur ZT\(FI X(O,T))
Yy =u, sur 'y x (0,7)

y(+,0) = yo, ye(+,0) = y1, dans €.

Trouver u tel que

y(,T) = o, yi(+,T) = z1 dans Q.

!

Qr =2 x(0,7) Yr=Ix(0,7)
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Contrélabilité et problemes inverses

Exemple 2 : un probléme inverse pour I'équation des ondes

yu — Ay = f, dans Qr
Y= O’ sur ZT
y(',O) = Yo, yt(',O) = Y1, dans €.

Trouver (yo,y1) et/ou f

a partir des mesures de ¥ sur :
> wx (0,7)
> I x (O,T)

!

Qr =2 x(0,7) Yr=Ix(0,7)
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Plan de |'exposé

Controle

Problémes inverses

Autres travaux
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Plan de |'exposé

Controle
Méthodes espaces-temps pour la contrdlabilité de I'équation des ondes
Approximation des contrdles pour une équation de poutre
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Contrélabilité frontiere de |I'équation des ondes

On consideére I'équation des ondes suivante :

Yy — (a(2)yz)s + bz, t)y =0, (z,t) € (0,1) x (0,7
y(0,t) =0, y(1,t) =0(t), te(0,7T) (1)
y(x,0) =yo(z), w(x,0) =y1(z), z € (0,1)=:Q

Probleme de controle

On dit que I'équation (1) est contrélable a 0 en temps T si pour toute donnée initiale
(yo,y1) € L*(Q) x HY(Q) il existe v € L%(0,T) tel que

y(-,T) =y (-, T) = 0 dans Q.
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Inégalité d'observabilité pour le probleme adjoint

Il existe une constante k* > 0 telle que toute solution ¢ du probléme adjoint suivant :

Lp=0 dans Qr
¢ =0 sur ET
(@(,T),¢:(-,T)) = (¢0, ¢1) dans Hj(2) x L*(Q)

vérifie

T
1601171 @) + 1011720y < kr/o la(D)¢a(1,0)[7dt V(do,¢1) € Hy(2) x L(€).

Lo = ¢ — (agz)e + bo
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L'inégalité d'observabilité précédente assure la coercitivité de la fonctionnelle
strictement convexe suivante :

T 1
Tnon) =3 [ la0oa0Pde+ [ wo(w)one.00de = 00,0,

définie pour toute (¢o, #1) € HE(Q) x L3() et ¢ solution du probléme adjoint.
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L'inégalité d'observabilité précédente assure la coercitivité de la fonctionnelle
strictement convexe suivante :

1

J*((Z)Oa d)l) = 5

T 1
/ la(1)ba (1, 1) 2dt + / yo()én(, 0)dz — (1, B, 0))_y
0 0

définie pour toute (¢o, #1) € HE(Q) x L3() et ¢ solution du probléme adjoint.
Le contrdle de norme L? minimale est alors donné par

U(t) = a<1)¢x(1’ t)>

ol ¢ est la solution du probleme adjoint correspondant a la donnée initiale
(¢85, ¢%7) € HE(Q) x L*(Q) minimisant J*.
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L'inégalité d'observabilité précédente assure la coercitivité de la fonctionnelle
strictement convexe suivante :

T 1
Tnon) =3 [ la0oa0Pde+ [ wo(w)one.00de = 00,0,

définie pour toute (¢o, #1) € HE(Q) x L3() et ¢ solution du probléme adjoint.
Le contrdle de norme L? minimale est alors donné par

v(t) = a(1)gx(1,1),
ol ¢ est la solution du probleme adjoint correspondant a la donnée initiale
(¢85, ¢%7) € HE(Q) x L*(Q) minimisant J*.

Difficulté numérique : en général, quand on discrétise I'équation des ondes, en
général, la constante d’'observabilité associée au probleme discret n'est pas uniforme
par rapport au parameétre de discrétisation.
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L'inégalité d'observabilité précédente assure la coercitivité de la fonctionnelle
strictement convexe suivante :

T 1
Tnon) =3 [ la0oa0Pde+ [ wo(w)one.00de = 00,0,

définie pour toute (¢o, #1) € HE(Q) x L3() et ¢ solution du probléme adjoint.
Le contrdle de norme L? minimale est alors donné par

U(t) = a<1)¢x(1’ t)>

ol ¢ est la solution du probleme adjoint correspondant a la donnée initiale
(¢85, ¢%7) € HE(Q) x L*(Q) minimisant J*.

Difficulté numérique : en général, quand on discrétise I'équation des ondes, en
général, la constante d’'observabilité associée au probleme discret n'est pas uniforme
par rapport au parameétre de discrétisation.

= Les controles discrets ne convergent pas vers le contrdle continu !
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Minimiser la fonctionnelle primale

Idée :
Minimiser J(y, v // P lyPdadt + = / pelvl?dt
0 (‘MP)

sujet a (y,v) € C(yo,y1;T)

ott C(yo,y1;T) = {(y,v) : ve L*0,T), y solution contrdlée de (1)}.
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Minimiser la fonctionnelle primale

Idée :

Minimiser J(y, v // P lyPdadt + = / pelvl?dt
0 (‘MP)

sujet a (y,v) € C(yo,y1; T)
ott C(yo,y1;T) = {(y,v) : v e L?0,T), y solution contrdlée de (1)}.

On définit les espaces suivants

={qeC*Qr) : ¢q=0o0nXr}. p=nlr
ou

T
(p, q)P:// p2Lquda7dt+/ pa2a(1)2px(1,t)qx(1,t)dt
Qr 0
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Proposition (N.C., E. Ferndndez-Cara, A. Miinch (2013))

Soit T' > 0 suffisamment grand. Supposons que p et pg sont strictement positives et
vérifient p € C(Qr), po € C([0,T]) et p, po > p > 0. Alors, pour toute donnée initiale

(yo,y1) € L*(2) x H=1() le probléme ( MP ) admet une unique solution.
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Proposition (

Soit T' > 0 suffisamment grand. Supposons que p et py sont strictement positives et
vérifient p € C(Qr), po € C([0,T]) et p,po = p > 0. Alors, pour toute donnée initiale

(yo,v1) € L*(Q2) x H-Y(Q) le probléme ( MP ) admet une unique solution.

Proposition (

Il existe p € P telle que la solution (y,v) € C(yo,y1;T) de ( MP ) est donnée par

y=—p2Lp, v=—(a(x)pyPs)ls=1-

De plus, p € P est I'unique solution de la formulation variationnelle suivante :

g
// p_2Lqudxdt+/0 pa2a2(1)pz(1,t)qz(1,t)dt = (yo,qt(~,0))L2—<y1,Q(',0)>_1’1

pour tout q € P.
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Minimiser la fonctionnelle primale

Une approximation conforme

Si on note
T
m(p,q) = / /Q p2LpLqdudt + /0 o5 20> (Dpa (1, g (L, )dt
T

Uq) = (Yo, @t(-:0)) 12 — (y1,4(-,0)) _q ;-

)

le probleme variationnel s'écrit :

m(p,q) =l(qg) VgeP.
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Minimiser la fonctionnelle primale

Une approximation conforme

Si on note
T
mp,q) = / /Q o2 LpLadrdt + /0 P2 (Vpa(1, g (L, £)dt
T

Uq) = (Yo, @t(-:0)) 12 — (y1,4(-,0)) _q ;-

)

le probleme variationnel s'écrit :

m(p,q) =l(qg) VgeP.

Soit P, C P, P, de dimension finie et

m(pn,qn) = llqn)  VYq € Py
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Minimiser la fonctionnelle primale

Une approximation conforme

Si on note
T
mp,q) = / /Q o2 LpLadrdt + /0 P2 (Vpa(1, g (L, £)dt
T

Uq) = (Yo, @t(-:0)) 12 — (y1,4(-,0)) _q ;-

)

le probleme variationnel s'écrit :

m(p,q) =l(qg) VgeP.

Soit P, C P, P, de dimension finie et

m(pn,qn) = llqn)  VYq € Py

Py — P —> VU — V.
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Une reformulation mixte du probleme de controle

On consideére le probleme de minimisation suivant :

T 1
min J*(6) = & /0 a(1)éx (1B + /0 yo(w)n(a, 0)dz — (31, 6(-,0))_,, (MD))

PEW 2

avec 'espace W défini par :

W ={¢ € L*Qr), ¢ =0sur Xy telle que L = 0 € L*(Qr), ¢2(1,-) € L*(0,T)} .
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Une reformulation mixte du probleme de controle

On consideére le probleme de minimisation suivant :

T 1
min J*(6) = & /0 a(1) (L, 1)[2 + /0 yo(w)n(a, 0)dz — (31, 6(-,0))_,, (MD))

PEW 2

avec 'espace W défini par :

W ={¢ € L*Qr), ¢ =0sur Xy telle que L = 0 € L*(Qr), ¢2(1,-) € L*(0,T)} .

> W est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

T
(6.8),, = /0 0(1)26,(10)8, (1 0)dt,  Wo. B e W,
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Une reformulation mixte du probleme de controle

On consideére le probleme de minimisation suivant :

T 1
min J*(6) = & /0 a(1) (L, 1)[2 + /0 yo(w)n(a, 0)dz — (31, 6(-,0))_,, (MD))

PEW 2

avec 'espace W défini par :

W ={¢ € L*Qr), ¢ =0sur Xy telle que L = 0 € L*(Qr), ¢2(1,-) € L*(0,T)} .

> W est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

T
(6.8),, = /0 0(1)26,(10)8, (1 0)dt,  Wo. B e W,

> si ¢ € W, I'inégalité d'observabilité donne (¢(-,0), #:(+,0)) € H}(Q) x L3().
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Soit ® |'espace suivant contenant W :
® ={¢ € L*(Qr), ¢ =0sur Sy telle que Lp € L*(Qr), ¢(1,-) € L*(0,T)},

équipé du produit scalaire

T
(6,8), = /0 a(1)26,(1, )8, (1, 1)dt + 1 / / LéLddedt,  ¥é,3 € 9,

pour un réel fixé n > 0.
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Soit ® |'espace suivant contenant W :
® = {¢ e L*(Qr), ¢ =0sur I telle que Lo € L*(Qr), ¢4(1,) € L*(0,T)},
équipé du produit scalaire
T
(6,90 = [ al1Peu(103, (L 0dt+n [[ LoLGdzdt oG e,
0 T

pour un réel fixé n > 0.
Considérons formulation mixte suivante : trouver (¢, \) € ® x L*(Qr)

a6, 8)+b@BN) = ((F),  Yoed
{ b, ) = 0, VX € I2(Qr), (FM)

ola:®xdR, alpe) = (s

P
b:®x L*(Qr) = R, b(ep,N\) // Lo(x, )Nz, t)dzdt

)

0:D =R, l(p) = —/0 o(x)pe(x,0)dz + (y1, P(-,0)) 14 -
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Théoreme (
Soit xg < 0, ag > 0 et a € A(xg, ap). Pour tout T'> T*(a) les affirmations suivantes
sont vérifiées :

1. La formulation mixte ( FM ) est bien posée.

2. L'unique solution (¢,\) € ® x L*(Qr) de ( FM ) est I'unique point selle du
Lagrangien suivant :

L:0xIXQr) 2R, L9 2) = g6, 6) + b(6,)) ~ ().

3. La fonction ¢ donnée par 2. satisfait ¢ € W et est I'unique minimiseur de la
fonctionnelle J* sur W. Le multiplicateur de Lagrange \ est |'état de I'équation
des ondes contrélée correspondante, vérifiée au sens faible.

A(zo, ao) :{a € C*([0,1]) : a(x) > ao >0,

| / | , /
i ) + =) ) < i fo@) + 50— ) @) |
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|dée de la preuve

Le fait que la formulation mixte est bien posée est une conséquence des propriétés
suivantes :

» la forme bilinéaire a est continue sur ® x ®, symétrique et positive
» la forme bilinéaire b est continue sur ® x L*(Qr)

» |a forme linéaire £ est continue sur ®
>

a est coercive sur N'(b), ou par N(b) on dénote le noyau de b :
N(b) = {¢ € ® telle que b(¢, \) = 0 pour tout A € L*(Qr)}.

» b satisfait I'inégalité inf-sup habituelle sur ® x L?(Q7) : il existe § > 0 telle que

inf  sup L > 0.
2eL2(Qr) ped |9llalIA 22y
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Discrétisation de la formulation mixte

Soit &, et M}, deux espaces de dimension finie :
o, C ®, M, C L*(Qr).
On consideére les problémes suivants : trouver (¢p, \p) € @), x My, solution de

ar (On, d1) + b(Py, A) = £(d1), Vo), € Oy
b(¢n; An) = 0, VA € M.
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Discrétisation de la formulation mixte

Soit &, et M}, deux espaces de dimension finie :
o, C ®, M, C L*(Qr).
On consideére les problémes suivants : trouver (¢p, \p) € @), x My, solution de

{ ar (0, On) + D(Pns A) = £(ey), Yoy, € P,

Ib(d)h,)\h) =0, VA, € My,.
2 2L yaVAVAVaY
A
AN
A
1.5 L8 [HAAAAAAAA
AN
A
VavaYaVaYaYaVaYarae
U - 3 -
yaVaVaYAVAYAYAYd
AN
A
0.5 0.5 171/ VY
A
AN
A
0 o LA
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Elements finis C!

Bogner-Fox-Schmit (BFS) Hsieh-Clough-Tocher (HCT) réduit

F—

G—
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Exemple

yo(z) = sin(3wzx), yi(x) =0

10 10°
o +
FemTT
4 ___4.—“',9 T ‘__—8
o o O P R B |
< o e 4
. ~ <4-
Lo P4 .0
o - .
10" e ] 107 ° ]
pre
e
-6 -6
10 10 ‘
1072 107 1072 107
h h

(a) (b)

Figure — Evolution de la norme ||v — vn|lz2(0,7) par rapport a h. (a) Eléments finis BFS. (b)
Eléments finis HCT sur un maillage uniforme. r = 1 (+), 7 = 1072 (o), r = h? (<).
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Exemple

(yo,y1) = (4<I’]1((141,~’2>(i1’)~(J,)

0.4
0.35-
0.31
0.25F
0.2r
0.15-
011
——BFS
—©—HCT uniform
—&—HCT non uniform
. . . . 0.05 = =
0 0.5 1 1.5 2 10 10
t h

(a) (b)

Figure — (a) Contrdle de norme L? minimale v et contréle approché vj,. (b) Evolution de la
norme ||v — vp||z2(0,7) par rapport a h.
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Figure — Cinq raffinements successifs du maillage adaptés pour le calcul du contrdle associé a la
donnée initiale (yo,y1) = (4x1(0,1/2)(x),0).
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A, £)

t 00 «

(a) (b)

Figure — Donnée initiale (yo,y1) = (421 9,1/2)(x),0) = (a) la variable duale ¢}, et (b) la
variable primale \j,.
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L'équation des ondes avec contrble distribué

La méme démarche est possible pour des contrdles distribués.

P en particulier, I'écriture variationnelle espace-temps est tres bien adaptée pour les
contrdles a support variable en temps.
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Une équation de poutre

Considérons I'équation modélisant les vibrations d'une poutre élastique encastrée a sa

extrémité gauche et contrdlée a droite :

(x,t) € (0,1) x (0,7),

Utt(fl),t) + ux:m::v(xat) =0,

u(0,t) = u(l,t) =0, te(0,7) B
wn(0,4) = 0, up(1,t) = v(t), te (0,7, ('B)
u(z,0) = ug(z), w(x,0) = ui(x), z € (0,1)
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Une équation de poutre

Considérons I'équation modélisant les vibrations d'une poutre élastique encastrée a sa
extrémité gauche et contrdlée a droite :

ugt (2, 1) + Uggg (2, t) =0, ( t) € (0,1) x (0,7),

u(0,t) = u(1,t) =0, € (0,7) B
wn(0,4) = 0, up(1,t) = v(t), € (0,7, ('B)
u(z,0) = ug(z), w(x,0) = ui(x), € (0,1).

Le probleme de contréle : étant donné T" > 0, pour chaque donnée initiale
(ug,u1) € L?(0,1) x H=2(0,1) on se demande s'il existe un contrdle v € L?(0,T) tel
que :

u(+,T) = u(-,T) = 0 dans (0, 1).
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Une équation de poutre

Inégalité d'observabilité

La contrdlabilité de ( B ) est équivalente a I'inégalité d'observabilité suivante : il existe
une constante K > 0 telle que

T
||(y07yl)”%g((],l)xlﬂ(()’l) < K/O |y:)3x(]-,t)’2dt7

pour tout (yo,y1) € H3(0,1) x L2(0,1), o y est la solution de I'équation adjointe :

Yt (2, ) + Ypzaa (2, ) = 0, (x,t) € (0,1) x (0,7),
y(0,t) = y(1,t) =0, te (0,7T)
yw(ovt) :ym(lat) =0, te (OvT)a
y(a;,O) :yO(x)7 yt(xvo) :yl(x)7 S (07 1)'
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Une équation de poutre

Inégalité d'observabilité

La contrdlabilité de ( B ) est équivalente a I'inégalité d'observabilité suivante : il existe
une constante K > 0 telle que

T
||(y07yl)”%g((],l)xlﬂ(()’l) < K/O |y:)3x(]-,t)’2dt7

pour tout (yo,y1) € H3(0,1) x L2(0,1), o y est la solution de I'équation adjointe :

Yt (2, ) + Ypzaa (2, ) = 0, (x,t) € (0,1) x (0,7),
y(0,t) = y(1,t) =0, te (0,7T)
yw(ovt) :ym(lat) =0, te (OvT)a
y(a;,O) :yO(x)7 yt(xvo) :yl(x)7 S (07 1)'

Question : la constante d'observabilité K est-elle uniforme quand on discrétise en

espace?
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Une équation de poutre

Discrétisation par différence finies

N points de discrétisation dans (0, 1) zj = jh
1 '
h= —_—————— —
N +1 To =10 IN41 =
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Une équation de poutre

Discrétisation par différence finies

N points de discrétisation dans (0, 1) zj = jh
1 i
h= —_—————— —
N +1 Ty = TN+1 =
y(xj—2,t) — 4y(xj—1,t) + 6y(x;, 1) — 4y(zj41,t) + y(x)42,1)

Yzrxzx (xja t) ~ h4
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Une équation de poutre

Discrétisation par différence finies

N points de discrétisation dans (0, 1) zj = jh
ot — — s
N+1 To =10 Ty =1
Y@ t) —dy(xioa,t) + 6y(xy,t) — dy(wiga,t) + y(@j40,0)
yxxm:v(x]at) ~ h4
7T —4 1 0
—4 6 —4 1 .. 0
1 —4 6 —4 1 0o ... 0
0 1 -4 6 —4 1 0 0
A= T
0 0 1 —4 6 —4 1 0
0 0 1 —4 6 —4 1
0 0 1 —4 6 —4
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Une inégalité d'observabilité uniforme ?

P |e probleme adjoint discret :

Yh(t) + Ath(t) =0, t e (0, T)
ol Ah =—A ( Bh )
Yh(O) = Yhoa Yhﬂf(o) = th7
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Une inégalité d'observabilité uniforme ?

P |e probleme adjoint discret :

Yh(t) + Ath(t) =0, t e (0, T)
o ) ol Ah = ﬁA ( Bh )
Yh(O) = Yha Yhﬂf(o) = Yh7

> inégalité d'observabilité discrete : il existe K, telle que pour tout (Y0, V;}) € C2V

2

Yan (1) dt

h2

T
1012+ VA < K /0
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Une inégalité d'observabilité uniforme ?

P |e probleme adjoint discret :

Yh(t) + Ath(t) =0, t e (0, T)
o ) ol Ah = ﬁA ( Bh )
Yh(O) = Yha Yhﬂf(o) = Yh7

> inégalité d'observabilité discrete : il existe K, telle que pour tout (Y0, V;}) € C2V

2

Yan (1) dt

h2

T
1012+ VA < K /0

» question : la constante K, est elle uniforme par rapport a h?
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Théoreme (

Soit T >0 ety € (0,1). Alors il existe Ny € N tel que pour tout N > Ny I'inégalité
d’observabilité discréte est vérifiée, avec K une constante positive ne dépendant pas de
h, pour toute solution de I'équation adjointe avec données initiales dans I'espace Cp(7y)

donné par
YO
Ch(’}/) — (th) = Z anq)nv (an)1§|n|§7N cC
R agnigaN
De plus,
YO 2 Yl 2 0
lim sup 1Y 112 + h2||0 (th> € C? et (Yh ) solution de ( By, ) ¢ = 0.
h Yin (t) Y, Yt

dt

h2

—0 /T
0
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|dée de la preuve

0 0
Si la donnée initiale (?:1) € Cp(7) est donnée par (2&) = D 1<jnj<yn an®", alors la

solution correspondante de (| By, ) est donnée par

< Yh(t) > _ Z ane—i sgn(n) h2‘ l t(I)n

Yau(t) 1<|n|<yN

> localisation précise des valeurs propres de A :

» théoréeme de Rouché pour les hautes valeurs propres ;
» analyse numérique pour les basses valeurs propres;

» forme et propriétés des vecteurs propres de A :
P analyse asymptotique pour |'observabilité des vecteurs propres;

> inégalité d'Ingham.
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Plan de |'exposé

Problemes inverses
Problemes inverses pour I'équation des ondes
Assimilation des données et observateurs
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Un probleme inverse pour I'équation des ondes

On considere I'équation des ondes suivante :
Yy — V- (a(x)Vy) + b(z, t)y = [,

y(z t) 0,
( O) y )7 yt(a:,O):yl(x),

Probleme inverse
Retrouver (yo,y1) et f a partir des observations yobs = ¥|g;-
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Un probleme inverse pour I'équation des ondes

t

On considere I'équation des ondes suivante :

Y — V- (a(2)Vy) + bz, t)y = f, Eaf

)
y(z,t) =0, NIRSDY N
y(x,0) = yo(z), we(x,0) = y1(z), z € (L. _’

Probleme inverse

Retrouver (yo,y1) et f a partir des observations yobs = ¥|g;-
Questions : existence, unicité, stabilité, approximation numérique. . .
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Un probleme inverse pour I'équation des ondes

Cas plus simple : le terme source f est connu
On note X = L2(0,T, H~1(Q)). Soit P: Z — X x L?(qr) 'opérateur défini par
Py = (Ly,Ylq¢r),

ol Z est |'espace suivant :

[ yeC(0,T],L*(Q)) N CL([0,T], H1()) telle que
_{ Ly e L*(0, T; H (), yls, =0 }

Le probléme inverse peut étre reformulé comme suit :

trouver y € Z solution de Py = (f, Yobs)-
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Un probleme inverse pour I'équation des ondes

Cas plus simple : le terme source f est connu

On note X = L2(0,T, H~1(Q)). Soit P: Z — X x L?(qr) 'opérateur défini par
Py = (Ly, ylgr),

ol Z est |'espace suivant :

[ yeC(0,T],L*(Q)) N CL([0,T], H1()) telle que
_{ Ly e L*(0, T; H (), yls, =0 }

Le probléme inverse peut étre reformulé comme suit :

trouver y € Z solution de Py = (f, Yobs)-

Ou encore, on peut considérer le probleme relaxé suivant :
e 1 _
minimiser J(yo,y1) = 5”9 - yObSH%Q(qT) sur LQ(Q) x H 1(Q)

ou y est solution de I'équation des ondes.
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Quelques hypotheses

> En tenant compte que I'équation considérée est linéaire, on peut supposer, sans
restreindre la généralité, que f = 0 dans Q7.
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Quelques hypotheses

> En tenant compte que I'équation considérée est linéaire, on peut supposer, sans
restreindre la généralité, que f = 0 dans Q7.

» On suppose satisfaite I'inégalité d'observabilité généralisée suivante :
il existe une constante Cops = C(w, T, ||allc1 (@), 16l Lo (@) telle que :

196 0) - O aysin-sc0) < oIl + Nl ) Vo€ 2.

Cette estimation est satisfaite si le triplet (w, T, ) vérifie la condition d'optique
géométrique, en particulier si le temps T est suffisamment grand.

» |a forme bilinéaire
T
,7)7 = / / £) dudt + / (Ly(t), LTO) 1@ dt Yy, € Z.

est un produit scalaire sur Z et Z est un espace de Hilbert avec ce produit.
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Une autre écriture du probleme de minimisation

Nous considérons le probleme de minimisation suivant :

1

minimiser J(y) = §Hy - yobs”%z(qT),

sujet a la contrainte y € W,

( PI-MIN )

ou W est le sous-espace fermé de Z défini par
W={yeZ; Ly=0dans X}

et muni de la norme de Z. Ce probleme est bien posé :
» J est continue sur W ;
P J est strictement convexe;
» J(y) — +oo quand |ly|lw — +oc.
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Idée : on traite la contrainte y € W apparaissant dans ( PI-MIN ) a I'aide d'un

multiplicateur de Lagrange.
Plus précisément, nous considérons la formulation mixte suivante :

a(y,y) +b@A) = (7)), VyeZ
Ib(ya)‘) = 0, VX€L2(07T7H01(Q))7

ou

a:Zx7Z—R, a(y,y):// y 7 dadt,
qr

((PI-FM )

T
b:Zx L(0,T: HY(Q) - R, b(F,A) = /0 A). LF®) 1309 111yt

(:7Z =R, ly) = // Yobs Y dxdt.
ar
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Théoreme (

Les affirmations suivantes sont vérifiées :

1. La formulation mixte ( PI-FM ) est bien posée.

2. L'unique solution (y,\) € Z x L*(0,T; H}(Q2)) de ( PI-FM ) est I'unique point
selle du Lagrangien L : Z x L*(0,T; H}(2)) — R défini par

L(y,\) Z%a(y, y) + by, A) — £(y).

3. On a l'estimation suivante :

19l z = 19l L2(gr) < NYobslizzigrys  IMz2mmi@) < 2v/Car + nllyobsl 2 (gr)-
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Quelques remarques

» La formulation mixte ( PI-FM ) est tres similaire a la formulation mixte
permettant de calculer le contrble de norme L? minimale pour I'équation des
ondes :

> mémes difficultés pour la mise en oeuvre numérique : éléments finis de classe C!.
» uniformité de la constante inf-sup discrete ?

» stabilisation de la formulation mixte

» augmentation du Lagrangien. ..
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Quelques remarques

» La formulation mixte ( PI-FM ) est tres similaire a la formulation mixte
permettant de calculer le contrble de norme L? minimale pour I'équation des
ondes :

> mémes difficultés pour la mise en oeuvre numérique : éléments finis de classe C!.
» uniformité de la constante inf-sup discrete ?

» stabilisation de la formulation mixte

» augmentation du Lagrangien. ..

> la méme procédure peut étre mise en place pour le probleme inverse
correspondant a des observations frontiéres :

Yobs = auy’Zl-

» comme pour le cas du contrdle, les espaces changent. ..
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Quelques remarques

» La formulation mixte ( PI-FM ) est tres similaire a la formulation mixte
permettant de calculer le contrble de norme L? minimale pour I'équation des
ondes :

> mémes difficultés pour la mise en oeuvre numérique : éléments finis de classe C!.
» uniformité de la constante inf-sup discrete ?

» stabilisation de la formulation mixte

» augmentation du Lagrangien. ..

> la méme procédure peut étre mise en place pour le probleme inverse
correspondant a des observations frontiéres :

Yobs = auy’Zl-

» comme pour le cas du contrdle, les espaces changent. ..

» une étude similaire a été fait si le terme source est inconnu ou pour des domaines
d’'observation non-cylindriques.
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Figure — (a) Solution de référence (y). (b) Solution reconstruite (y3). (c) Domaine gr.
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Simulations numériques

Exemple en dimension 2

AVAVAVAAVAVAV v

KRS

SRS
NI

Figure — Stade de Bunimovich et partie I' de la frontiere 02 ol les observations sont
disponibles (gauche). Exemple de maillage du domaine Qr (droite).
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Simulations numériques

Identifiant du maillage 1 2 3
Nombre d’éléments 1 860 18 060 158 280
Nombre de noeuds 1216 10 261 84 241

Ax 1.82x 1071 82x1072 3.95x 1072
At (Hauteur des éléments) 0.2 0.1 0.05
h 2.7x1071 129 x 107! 6.37 x 1072

Table — Trois maillages de Q.

{ —Ayp =10,  dans Q s =0 dans Q.

yo =0, sur 012,

Contrdlabilité et problémes inverses pour quelques EDP. Aspects théoriques et numériques



Simulations numériques

15
1
,;;éi‘ifféé{{‘:‘i\{\in
05 N AR
RN

Figure — Donnée initiale yo (gauche). Donnée reconstruite yy, (-, 0) (droite).
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Simulations numériques

AT
;;é&i*%“*y

D

AN
AR

Figure — Donnée

2 yp(+,0) (droite).
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Observateurs pour des systemes abstraits

On consideére le systeme suivant :

{ wy(t) + Agw(t) = 0, t>0, (S)

w(0) = wp, w(0) =wy

ol
» 7 un espace de Hilbert
> Ay :D(Ap) — H est un opérateur auto-adjoint, défini positif et a résolvantes
compactes.
Soit Z un autre espace de Hilbert, et soit Hy € L(D(Ap), Z). On considére
I'observation suivante :

2(t) = How(t). ((OBS)
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Observateurs pour des systemes abstraits

On consideére le systeme suivant :

{ wtt(t) + AOw(t) = 07 t> O’ ( S )

w(0) = wp, w(0) =wy

ol
» 7 un espace de Hilbert

> Ay :D(Ap) — H est un opérateur auto-adjoint, défini positif et a résolvantes
compactes.
Soit Z un autre espace de Hilbert, et soit Hy € L(D(Ap), Z). On considére
I'observation suivante :

2(t) = How(t). ((OBS)

Objectif : retrouver I'état du systéme ('S ) a partir de I'observation ((OBS ).
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Systeme d'ordre 1 et observateurs de Luenberger

En posant z(t) = (;U((?)> on peut écrire ((S ) comme un systeme d’ordre 1 :
t
x4 (t) = Az(t), t>0
z(0) = o,

ol A: D(A) = X, D(A) = D(Ay) x D(AZ), X = D(AZ) x H et A = <_?40 é)

On pose o = <1wuo> et on définit H € L(X, Z) par H = (Hy 0).
1
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Systeme d'ordre 1 et observateurs de Luenberger

En posant z(t) = (;U((?)> on peut écrire ((S ) comme un systeme d’ordre 1 :
t

{ x4 (t) = Az(t), t>0
z(0) = o,

1 1
ou A:D(A) = X, D(A) =D(Ag) x D(A;), X =D(A5) x Het A= < ?4 é)
—Ap
On pose o = <1wuo> et on définit H € L(X, Z) par H = (Hy 0).
1
Pour approcher I'état du systeme en partant des observations on utilise un
observateur de Luenberger :

24(t) = A (t) + v H*(2(t) — Ha (1)), t>0, (L)
z(0) = o.
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Si le couple (A, H) est observable alors ||Z(t) — z(t)||x — 0 exponentiellement quand
t — 400 : il existe M > 0 et u > 0 tels que

I12(t) = 2(t)llx < Me™ |20 — o] -
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Si le couple (A, H) est observable alors ||Z(t) — z(t)||x — 0 exponentiellement quand
t — 400 : il existe M > 0 et u > 0 tels que

12(t) — (t)llx < Me™"" |20 — @02

Quelques questions :
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Si le couple (A, H) est observable alors ||Z(t) — z(t)||x — 0 exponentiellement quand
t — 400 : il existe M > 0 et u > 0 tels que

12(t) — (t)llx < Me™"" |20 — @02

Quelques questions :

» comment discrétiser I'observateur ('L ) de maniere que le systéme discret obtenu
conserve la convergence exponentielle (avec des taux M et u indépendants du
parametre de discrétisation) 7
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Si le couple (A, H) est observable alors ||Z(t) — z(t)||x — 0 exponentiellement quand
t — 400 : il existe M > 0 et u > 0 tels que

12(t) — (t)llx < Me™"" |20 — @02

Quelques questions :
» comment discrétiser I'observateur ('L ) de maniere que le systéme discret obtenu
conserve la convergence exponentielle (avec des taux M et u indépendants du
parametre de discrétisation) 7

P quelle stratégie adopter pour la discrétisation en temps si on dispose des
observations ponctuelles en temps?
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Si le couple (A, H) est observable alors ||Z(t) — z(t)||x — 0 exponentiellement quand
t — 400 : il existe M > 0 et u > 0 tels que

12(t) — (t)llx < Me™"" |20 — @02

Quelques questions :
» comment discrétiser I'observateur ('L ) de maniere que le systéme discret obtenu
conserve la convergence exponentielle (avec des taux M et u indépendants du
parametre de discrétisation) 7

P quelle stratégie adopter pour la discrétisation en temps si on dispose des
observations ponctuelles en temps?
P interpoler les observations en temps;
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Si le couple (A, H) est observable alors ||Z(t) — z(t)||x — 0 exponentiellement quand
t — 400 : il existe M > 0 et u > 0 tels que

12(t) — (t)llx < Me™"" |20 — @02

Quelques questions :

» comment discrétiser I'observateur ('L ) de maniere que le systéme discret obtenu
conserve la convergence exponentielle (avec des taux M et u indépendants du
parametre de discrétisation) 7

P quelle stratégie adopter pour la discrétisation en temps si on dispose des
observations ponctuelles en temps?

P interpoler les observations en temps;
» prendre en compte dans la définition du gain ~ le fait qu'il y a des données
manquantes.
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Plan de |'exposé

Autres travaux
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Autres travaux

» Solutions périodiques des systemes dissipatifs

» équation des ondes faiblement dissipée;
» analyse numérique.

06

Time (t) 0 0
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es travaux

» Solutions périodiques des systemes dissipatifs
» équation des ondes faiblement dissipée;

> analyse numérique. o t=000
~ s s N . ’ i
» Contrdlabilité d'un modeéle fluide structure oo i
> le fluide : équation de Burgers; I A ™
. L, . - i
» |a structure : un point matériel. o1 i
-1 0.8 0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Autres travaux

» Solutions périodiques des systemes dissipatifs

» équation des ondes faiblement dissipée;
» analyse numérique.

» Contrélabilité d'un modeéle fluide structure

» le fluide : équation de Burgers;
» |a structure : un point matériel.

> Modélisation et applications
» modélisation en dialyse;
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Autres travaux

» Solutions périodiques des systemes dissipatifs o

» équation des ondes faiblement dissipée;
» analyse numérique.

» Contrélabilité d'un modeéle fluide structure

» le fluide : équation de Burgers;
» |a structure : un point matériel.

> Modélisation et applications

» modélisation en dialyse;
» mise en évidence de I'effet Segré-Silberberg.
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Conclusion et perspectives

» Conclusion
> contrdlabilité / problemes inverses
» équations des ondes
» équations des poutres
>
» analyse numérique
» modélisation et simulations numériques
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Conclusion et perspectives

» Conclusion
> contrdlabilité / problemes inverses
» équations des ondes
» équations des poutres
>
» analyse numérique
» modélisation et simulations numériques

> Perspectives

> travaux en cours
P contrdlabilité de I'équation de Mindlin-Timoshenko
P optimisation du support du contrdle pour |'équation des ondes
> observateurs pour un systéme fluide / structure

P travaux a commencer
> contrdlabilité (numérique) des fluides non-newtoniens
» enrichir le modéle pour la dialyse
P contrdle optimal en mécanique des solides déformables.

Contrdlabilité et problémes inverses pour quelques EDP. Aspects théoriques et numériques



	Contrôle
	Méthodes espaces-temps pour la contrôlabilité de l'équation des ondes
	Approximation des contrôles pour une équation de poutre

	Problèmes inverses
	Problèmes inverses pour l'équation des ondes
	Assimilation des données et observateurs

	Autres travaux

