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Structure d’un dialyseur

I un grand nombre de fibres : N ≈ 104 ;
Chaque fibre est composée de trois parties :
I un canal central ;
I une membrane ;
I un canal extérieur ;

I dimensions d’une fibre :
I longueur L = 23cm ;
I rayon R = 0.23mm ;
I R1 = 0.1mm ;
I R2 = 0.14mm ;

I on note ε =
R

L
= 10−3
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Simplification de la géométrie
Géométrie initiale du dialyseur
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Simplification de la géométrie
Une seule fibre
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Simplification de la géométrie
Symétrie radiale
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R
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Simplification de la géométrie
Changement de variables
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Trois milieux différents
Canal extérieur : Navier Stokes
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div(w) = 0
+ conditions frontières
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Membrane : Loi de Darcy
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Trois milieux différents
Canal intérieur : Fluide non-newtonien
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
ρ (∂tw + (w · ∇)w) = −∇pd + µ∆w
div(w) = 0
+ conditions frontières


u = −K

µ∇p
div(u) = 0
+ conditions frontières

Dialysat : Navier S
tok

es

M
em

brane : Loi d
e D

ar
cy

Sang :

Fluide
non-newtonien


ρ (∂tv + (v · ∇)v) = −∇pb + div(2µ(|Dv|)Dv)
div(v) = 0
+ conditions frontières



Symétrie radiale
Changement de coordonnées
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Conditions frontières

I conditions sur la pression du sang et du dialysat

pb = pb,in sur Γ`,b, pb = pb,out sur Γr,b

pd = pd,in sur Γr,d, pd = pd,out sur Γ`,d

I conditions de symétrie et de non-pénétrabilité

wr = 0 sur Γd, ∂rwx = 0 sur Γd, ∂rpd = 0 sur Γd

∂rvx = 0 sur Γb vr = 0 sur Γb, ∂rpb = 0 sur Γb

I conditions sur les frontières latérales

∂xvx = ∂xvr = 0 sur Γ`,b ∪ Γr,b,

∂xwx = ∂xwr = 0 sur Γ`,d ∪ Γr,d,

∂xpm = 0 sur Γ`,m ∪ Γr,m.
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Conditions frontières intérieures

I interface sang / membrane (Γbm)
vr = −K

µ
∂rpm,

− ∂rvx =
αBJ√
K
vx,

pm = pb − po
avec αBJ la constante de Beavers-Joseph (coefficient de
frottement dépendant du milieu poreux uniquement) du parois
poreux et po est une pression osmotique.

I interface dialysate / membrane (Γdm)
wr = −K

µ
∂rpm,

∂rwx =
βBJ√
K
wx,

pm = pd,

avec βBJ une autre constante de Beavers-Joseph.
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Adimensionnement et changement d’échelle

Valeurs de quelques constantes

ρ = 103 kg.m−3, µ = 10−3 Pa.s, K = 2.4× 10−18m2.

pb,in = 16× 103 Pa, pb,out = 11× 103 Pa, pd,in = 103 Pa, pd,out = 0.1× 103 Pa.

Quantités de référence
I pression de référence : P = pb,in − pb,out ;

I vitesses de référence : V =
PR2

µL
, W = P1V avec

P1 =
pd,in − pd,out

P
, P2 =

pb,out − pd,in
P

.

I temps de référence :

T =
L

V
.
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T =
L

V
.
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On définit les nombres sans dimension suivants :

ε =
R

L
, Re =

ρRV

µ
, Da =

K

R2
, Bb =

αBJ√
Da

, Bd =
βBJ√
Da

.

Dans le cas de l’exemple on obtient les valeurs suivantes :

ε = 10−3

Re = 124.836

Da = 4.537× 10−11

Bb = 2.5

Bd = 7.3× 103

et on adimensionne :
x = Lx?, r = Rr?, t = T t?,

pa = pb,out + P p?a, for a ∈ {b,m, d, o},
vx = V v?x, vr = εV v?r

ux = W u?x, ur = εW u?r

wx = W w?x, wr = εW w?r .
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Écoulement dans ωb

L’écoulement du sang à l’intérieur du domaine ωb est gouverné par les
équations suivantes :

εRe
(
∂tvx + vx∂xvx +

1
r
vr∂r(rvx)

)
= −∂xpb − ∂xpo + 2ε2∂x

(
G̃(γ̇) ∂xvx

)
+ 1
r
∂r
(
r G̃(γ̇) (∂rvx + ε2∂xvr)

)
,

ε3Re
(
∂tvr + vx∂xvr +

1
r
vr∂r(rvr)

)
= −∂rpb + 2 ε

2

r
∂r
(
r G̃(γ̇) ∂rvr

)
+ε2∂x

(
G̃(γ̇) (∂rvx + ε2∂xvr)

)
,

∂xvx +
1
r
∂r(rvr) = 0,

avec

γ̇ =

√
|∂xvx|2 + |∂rvr|2 +

∣∣∣vr
r

∣∣∣2 + 1

2

∣∣∣1
ε
∂rvx + ε∂xvr

∣∣∣2 ≈ 1√
2|ε|
|∂rvx|

et

G̃(X) = G
(ε2 P

µ
X
)
.
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Écoulement dans ωm

Dans la membrane l’équation de Darcy s’écrit sous la forme
adimensionnée suivante :

ε2∂2
xpm +

1

r
∂r(r∂rpm) = 0,

ux = −DaP1
∂xpm,

ur = − Da
ε2 P1

∂rpm,

N. Ĉındea (UCA) 15 / 31



Écoulement dans ωd

L’écoulement du dialysat est modélisé par l’équation de
Navier-Stokes dans ωd :

εReP1

(
∂twx + wx∂xwx + 1

rwr∂r(rwx)
)

= −∂xpd + ε2P1∂
2
xwx

+P1
r ∂r(r∂rwx),

ε3ReP1

(
∂twr + wx∂xwr + 1

rwr∂r(rwr)
)

= −∂rpd + ε2P1
r ∂r(r∂rwr)

+ε4P1∂
2
xwr,

∂xwx + 1
r∂r(rwr) = 0.
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Le système à résoudre

N. Ĉındea (UCA) 17 / 31


0 = −∂xpb + 1

r
∂r
(
r G̃(γ̇) ∂rvx

)
− ∂xpo,

0 = −∂rpb,
∂xvx + 1

r
∂r(rvr) = 0,

dans ωb


vr = −D̃a ∂rpm,
−∂rvx = Bbvx,

pm = pb − p0.
sur γbm


∂r(r∂rpm) = 0,

ux = 0,

ur = − D̃aP1
∂rpm,

dans ωd


wr = − D̃aP1

∂rpm,

wx = 0,

pm = pd.

sur γdm


0 = −∂xpd + P1

r
∂r(r∂rwx),

0 = −∂rpd,
∂xwx + 1

r
∂r(rwr) = 0.

dans ωd



Le système à résoudre
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
0 = −∂xpb + 1

r
∂r
(
r G̃(γ̇) ∂rvx

)
− ∂xpo,

0 = −∂rpb,
∂xvx + 1

r
∂r(rvr) = 0,

dans ωb


vr = −D̃a ∂rpm,
−∂rvx = Bbvx,

pm = pb − p0.
sur γbm


∂r(r∂rpm) = 0,

ux = 0,

ur = − D̃aP1
∂rpm,

dans ωd


wr = − D̃aP1

∂rpm,

wx = 0,

pm = pd.

sur γdm


0 = −∂xpd + P1

r
∂r(r∂rwx),

0 = −∂rpd,
∂xwx + 1

r
∂r(rwr) = 0.

dans ωd

Conditions frontières extérieures
pb|γ`,b = 1, pb|γr,b = 0,

pd|γr,d = −P2, pd|γ`,d = −P2 − P1,

wr|γd = ∂rwx|γd = 0,

∂rvx|γb = 0.



Résolution numérique

I solution explicite dans la membrane :

pm(x, r) =
1

ln(R2/R1)

(
(pd(x)−pb(x)+po(x)) ln(Rr)+(pb(x)−po(x)) lnR2−pd(x) lnR1

)

I formulation variationnelle ;

I maillage du domaine ;

I approximation par éléments finis P1b × P1.
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Un exemple numérique
pb,in = 16× 103 Pa, pb,out = 11× 103 Pa, pd,in = 103 Pa, pd,out = 0.1× 103 Pa

(a) (b)

Figure – Vitesse pour le modèle Newtonian (a) et pour le modèle
Power-law (b).
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Distribution dans ω. (b) Profile longitudinales en sang et dialysat.
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Quelques remarques

I connaissance des conditions frontières pour la pression :

pb,in = 16×103 Pa, pb,out = 11×103 Pa, pd,in = 103 Pa, pd,out = 0.1×103 Pa?

I pas d’accès au pressions (~P = (pb,in, pb,out, pd,in, pd,out)), mais

au débits ( ~Q = (Qb,in, Qb,out, Qd,in, Qd,out)) ;
I minimisation de la fonctionnelle J (~P ) = 1

2‖Φ(~P )− ~Q‖2 pour
déterminer un jeu de conditions frontières donnant le bon
débit.

I quelle modéle choisir pour le sang ?

G̃(X) =?

modèles non-Newtoniens
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Exemple avec optimisation de la pression
~Q = (300, 290, 500, 510) (ml.min−1)
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Plan de l’exposé

Géométrie simplifiée d’un dialyseur

Modélisation de l’écoulement dans une fibre

Modélisation des échanges chimiques

Conclusion et perspectives
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Cinq espèces chimiques

I concentrations définies sur Ωb, Ωd et Ωm

I c1 : concentration de calcium
I c2 : concentration d’albumine
I c3 : concentration de calcium-albumine
I c4 : concentration de citrate
I c5 : concentration de calcium–citrate.

I réactions chimiques :

calcium + albumine
k1−−⇀↽−−
k2

calcium–albumine

calcium + citrate
k3−−⇀↽−−
k4

calcium–citrate

k1 = 1 mol.m3.s−1, k2 = 10 s−1, k3 = 0.28 mol.m3.s−1, k4 = 0.15 s−1.
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Un système d’advection-réaction-diffusion

∂tci+Si(Ux∂xci + Ur∂rci)︸ ︷︷ ︸
advection

− 1

r
∂r(rDi∂rci)− ∂x(Di∂xci)︸ ︷︷ ︸

diffusion

= Fi(c1, ..., c5)︸ ︷︷ ︸
réaction

.

ci = ci,` sur Γ`,b

ci = ci,r sur Γr,d

∂xci = 0 sur Γ`,d ∪ Γ`,m

∂xci = 0 sur Γr,m ∪ Γr,b,

∂rci = 0 sur Γb ∪ Γd. x

r

Ωb

Ωm

Ωd

Γℓ,b

Γℓ,m

Γℓ,d

Γr,b

Γr,m

Γr,d

Γb

Γd

Γbm

Γdm
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Paramètres du systèmes

I coefficients de tamisage Si : S1 = S4 = S5 ≡ 1 et

Si(x) =

{
1 if x ∈ Ωb ∪ Ωd

0 if x ∈ Ωm,
for i ∈ {2, 3},

I termes de réaction Fi :

F (c1, ..., c5) =


k2c3 + k4c5 − k1c1c2 − k3c1c4

k2c3 − k1c1c2

−k2c3 + k1c1c2

k4c5 − k3c1c4

−k4c5 + k3c1c4

 .

I coefficients de diffusion Di :
Notation Valeur (m2.s−1)

D 10−10

D1 16.6× 10−10

D2 et D3 0.877× 10−10

D4 et D5 7.6× 10−10
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Résolution numérique

I adimensionnement et changement d’échelle ;

I éléments finis en espace ;

I différences finies en temps ;

I résolution � en cascade � du système à l’aide d’un traitement
semi-implicite de la non-linéarité.

I plusieurs jeux de données frontières :

Nom Sang D0 D1 D2 D3

calcium (c1) 1.2 1.5 0.981 1.11 0
albumine (c2) 6.53 0 0 0 0

calcium–albumine (c3) 0.783 0 0 0 0
citrate (c4) 0.0307 0 0.281 0.26 0.8

calcium–citrate (c5) 0.0693 0 0.519 0.54 0

N. Ĉındea (UCA) 26 / 31



Quelques exemples de résultats numériques

a) b) c)

d) e)

Figure – Concentrations ci (en mol.m−3 dans ω au temps T ∗

correspondant à 300 s le dialysat D0 : a) calcium. b) albumine.
c) calcium-albumine. d) citrate. e) calcium-citrate.
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Concentration de calcium (c1)

(a) (b)

(c) (d)

Figure – Concentration c1 (en mol.m−3) au temps 300 s.
(a) Dialysate D0. (b) Dialysate D1. (c) Dialysate D2. (d) Dialysate D3.
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Comparaison des niveau de calcium dans le sang
Dialysats avec plus ou moins de citrate
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Figure – Évolution de la concentration du calcium total dans le sang à
la sortie du dialyseur pour les dialysats D0, D1, D2 et D3.

étude clinique ?
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Géométrie simplifiée d’un dialyseur
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Perspectives

I analyse asymptotique quand ε→ 0 ;

I meilleure prise en charge de la pression osmotique :

I couplage des deux modèles : fluides et espèces chimiques ;

I quel modèle choisir pour la partie chimie quand
l’ultrafiltration est importante ?

I validation clinique du modèle :

I plusieurs espèces chimiques ?

Merci !
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N. Ĉındea (UCA) 31 / 31



Perspectives

I analyse asymptotique quand ε→ 0 ;
I meilleure prise en charge de la pression osmotique :
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Différentes rhéologies

Model Description

Power-law model G̃(X) = m

(
ε2P

µ

)n−1

Xn−1

Carreau model G̃(X) =
1

µ

(
µ∞ +

(
µ0 − µ∞

)(
1 + (λ?X)2

)n−1
2

)
Quemada model G̃(X) =

µp
µ

(
1− 1

2

k0 + k∞
√
X/γ?

1 +
√
X/γ?

φ
)−2

Cross model G̃(X) =
1

µ

(
µ∞ + (µ0 − µ∞)

(
1 +

(
X

γ?

)n)−1 )
Table – Non-Newtonian blood viscosity models.
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Surmortalité chez des patients dialysés avec un liquide
contenant du citrate ?
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Surmortalité chez des patients dialysés avec un liquide
contenant du citrate ?
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