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EQUATIONS DE FERMAT DE TYPE (5,5, p)

NicoLAs BILLEREY

Soient p un nombre premier > 7 et d un entier naturel sans puissances cinquitmes.
Nous mettons en ceuvre les différentes méthodes modulaires connues pour I’étude de
'équation diophantienne z3 +y® = dzP. Nous montrons en particulier qu’elle n’admet
aucune solution propre et non triviale pour p > 7 ou pour une infinité de nombres
premiers, dans certains cas ot d est de la forme 22- 37 .57, Pour d = 3, on énonce un
critére permettant de vérifier, notamment, que tel est le cas lorsque p est < 10°.

Let p be a prime number > 7 and d be a positive integer fifth power free. We use
the known modular methods for the study of the diophantine equation £° + 35 = dz?.
We prove that this equation has no non trivial proper solution for p > 7 or for
infinitely many prime numbers, in some cases where d is of the form 2% - 35 . 57. For
d = 3, we give a criterion which allows us to verify that this holds if p is less than
108.

INTRODUCTION

Soient d un entier naturel sans puissances cinquiémes et p un nombre premier > 7.
On s’intéresse dans cet article 3 I'équation diophantienne suivante:

(1) ® +y° =d7.

Suivant la terminologie de Darmon et Granville ([5]), on dira qu’un triplet d’entiers
(a,b,c) € Z? est une solution de I'équation (1) si I'on a a® + b° = dc?, qu’elle est propre
si a, b et ¢ sont premiers entre eux et qu’elle est non triviale si abc est non nul.

Notons Sp(d) ’ensemble des solutions propres et non triviales de I’équation (1). On
se propose dans cet article de démontrer quelques résultats concernant I’ensemble S,(d).
Une conséquence de la conjecture abc est la snivante:

CONJECTURE 1. Supposons que d ne soit pas la somme de deux puissances cin-
quiémes d’entiers relatifs non nuls. Alors, il existe une constante c(d), qui ne dépend que
de d, telle que si I'on a p > c(d), alors I’équation (1) n’admet aucune solution propre et
non triviale.
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162 N. Billerey [2]

Les travaux de Frey, Ribet, Serre et Wiles sur les représentations modulaires, per-
mettent parfois d’aborder ce type de problémes (voir [7, 17, 19] et [22]). La méthode
maintenant fréquemment utilisée 4 ce sujet est souvent appelée la méthode modulaire.
Elle exploite les propriétés modulaires de certaines courbes elliptiques ainsi que les pro-
priétés galoisiennes de leurs points de p-torsion. Plus précisément, 4 une hypothétique
solution de ’équation (1), on associe ici une courbe elliptique sur @, dont la construction
est diie & Darmon ([4]), dite courbe de Frey ou courbe de Hellegouarch-Frey et dont la
représentation galoisienne dans ses points de p-torsion est liée 3 I'existence d’une forme
modulaire de poids et de niveau précis, qui <essentiellement>> ne dépendent pas de la
solution considérée. On est alors confronté au probleme de démontrer que l'existence
d’une telle forme modulaire conduit & une contradiction. Une étude de la ramification
du corps des points de p-torsion de la courbe de Frey permet parfois d’y parvenir.

Signalons qu’un résultat figurant dans [13] entraine que, p étant donné, '’ensemble
des entiers d sans puissances cinquiémes et sans diviseurs premiers congrus 2 1 modulo
5, pour lesquels S;(d) soit non vide, est fini. Dans cet article, nous mettons en ceuvre
la méthode modulaire et certaines de ses variantes pour 1'étude de I’équation (1). Elle
permet de montrer que Sp(d) est vide pour p > 7, ou seulement pour une infinité de p,
dans certains cas ot d est de la forme 2*-3%-57 avec 0 € , 8,7 < 4.

On énonce par ailleurs un critére, analogue & celui obtenu par Kraus concernant
’équation z° + y® = 2P (voir [12]), permettant souvent de montrer que S,(3) est vide
pour un nombre premier p fixé. On démontre qu’il s’applique également aux petites
valeurs de p (notamment p = 7). On le vérifie numériquement, a 'aide d’un programme
PARI pour tous les nombres premiers p compris entre 7 et 10°.

1. ENONCES DES RESULTATS

E

Soit p un nombre premier > 7. Les résultats décrits ici concernent les entiers d de

la forme
d=2*-3%.5", avec 0<a,B,7<4

Dans le cas_particulier ou d = 1, en utilisant la méthode modulaire classique, on
obtient I’énoncé suivant:

THEOREME 1.1. Soit (a,b,c) un élément de Sp(1). Alorsc est impair. Autrement
dit, la puissance p-iéme d’un entier pair non nul ne peut s’écrire comme la somme de deux
puissances cinquiémes d’entiers premiers entre eux.

Pour quinze valeurs de d sur les cent vingt-cing envisagées ci-dessus, par la méme
méthode que celle utilisée dans le Théoréme 1.1, on obtient une réponse compléte quant
3 la description de Sy(d):

THEOREME 1.2. Supposons que d soit de la forme

d=2°-5" avecac€ {2,3,4} et 0<v<4
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3] Equations de Fermat 163

Alors, Sy(d) est vide.

Pour certaines valeurs de d, nous obtenons une réponse partielle en démontrant que
Sp(d) est vide seulement pour un ensemble de nombres premiers p de densité > 0. En
utilisant la méthode symplectique, décrite dans [8], on obtient a ce sujet I’énoncé suivant:

THEOREME 1.3. Posonsd = 2“-3?.5" et supposons que I'on soit dans I’un des
cas ci-dessous:

1 (8,7 €{(31,21),(3,4>1),(4,2,>1)} etp=5o0u7 (mod 12);
2. (8,7 € {(3:2,> 1),(4,1,> 1),(4,4,> 1)} et p = 7,11,13 ou 17
(mod 24);
3. (eB,7) € {(3,1,0),(3, 4,0),(4,2,0),(4,3,0)} et p=5 ou 19 (mod 24);
4. (a,8,v)=(4,3,>21)etp=3 ou’ (mod 8).
Alors, Sp(d) est vide.

Enoncons maintenant les résultats obtenus concernant le cas ot d = 3. Pour tout
nombre premier p > 7, on démontre un critére qui permet souvent de prouver que Sp(3)
est vide. Considérons pour cela un nombre premier ¢ congru a 1 modulo p. Posons
q = np+ 1. Le groupe un(F,) des racines n-iemes de 1'unité de F, est d’ordre n. On
définit deux sous-ensembles A(n,q) et B(n,q) de us(F,) de la fagon suivante.

1. Soit A(n,q) le sous-ensemble de i (Fy) formé des éléments { pour lesquels:

405 + 62500¢ est un carré dans F,.
A un tel élément ¢, on associe le plus petit entier d1¢ 2 0 tel que
&2, (mod g) = 405 + 62500.

On définit A(n, ¢) comme étant le sous-ensemble de Z(n, q) constitué des éléments ¢ pour
lesquels I’'un au moins des entiers

—225+ 106, et —225— 108,

est un carré modulo g. A tout élément ¢ € A(n,q), on associe alors la cubique sur F,
suivante:

(2) Fie:y=2+ %zz + 25(z.

Son discriminant vaut 6480¢? = 2% - 3*. 5¢2, qui est non nul car on a ¢ > 7. Par suite,
F\ ¢ est une courbe elliptique sur F,. On note n;4(¢) le nombre de points rationnels sur
F, de Fi¢ et ’'on pose

(3) 8,(¢) = g+ 1 —mn1,4(¢).
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164 N. Billerey [4]

2. Soit E(n, g) le sous-ensemble de u,(F,) formé des éléments ¢ pour lesquels:
405 + 20¢ est un carré dans F,.
A un tel élément ¢, on associe le plus petit entier d2,¢ 2 0 tel que
63 (mod g) = 405 + 20¢.

On définit B(n, g) comme étant le sous-ensemble de B (m, g) constitué des éléments ¢ pour
lesquels I’'un au moins des entiers

—225 + 1052,( et —225- 1052,(

est un carré modulo q. A tout élément ¢ € B(n,q), on associe alors la cubique sur F,
suivante:

(4) P y? = 1% + 8507% + 5C2.

Son discriminant 2¢-3%-53(2 est non nul car on a g > 7. Par suite, F5 ¢ définit une courbe
elliptique sur F;. On note n34(¢) le nombre de points rationnels sur F, de Fp¢ et I'on
pose

(5) be(€) = g +1 —ny,(¢).

Les notations étant celles utilisées dans les tables de [3] (& ceci prés que les let-
tres minuscules ont été remplacées ici par des lettres majuscules), on considére les trois
ensembles de courbes elliptiques suivants:

& = {150C1,600A1, 600F1,1200J1};
& = {150A1, 600C1, 1200N1}.

Si F est I'une des courbes des ensembles £, et &; et si £ est un nombre premier > 7,
alors F a bonne réduction en £. On pose

a(F) = £+1 — |F(Fy)|,

ou If’ (F¢)| est le nombre de points rationnels de la courbe F sur F, déduite de F par
réduction modulo £.

Le critére que 'on obtient est le suivant:

THEOREME 1.4. Soit p un nombre premier > 7. Supposons que les deux condi-
tions suivantes soient satisfaites:

1. Pour toute courbe elliptique F appartenant a &), il existe un entier n > 2 tel
que:

(a) lentier ¢ = np + 1 est premier.
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(5] Equations de Fermat 165

(b) On aq,(F)?#4 (mod p).
(c) Pour tout ¢ dans A(n,q), on a

aq(C)2 # aq(F)2 (mod p).

2. Pour toute courbe elliptique F appartenant a &,, il existe un entier n 2> 2 tel que:
(1) Pentier ¢ = np + 1 est premier.
(b) On a ¢, (F)?# 4 (mod p).
(c) Pour tout { dans B(n,q), on a

54(C)* # ag(F)*  (mod p).
Alors, Sp(3) est vide.

En utilisant ce critére et un résultat de L. Dirichlet concernant le cas ou p = 5 ([6]),
on obtient I’énoncé suivant:

PROPOSITION "1.1. Sil'ona5 < p < 105, alors S,(3) est vide.

Le critére du Théoréme 1.1 s’applique pour des valeurs de p considérablement plus grandes
que 10°. Ainsi S,(3) est vide lorsque p = 15485863 qui est le millioniéme nombre premier:
on vérifie en effet que n = 10 satisfait aux conditions du Théoréme 1.1 (pour toute courbe
F des ensembles £; et £;). De méme, Sp(3) est vide pour p = 1000000007. II suffit de
prendre n = 44.

On donne en Appendice un tableau de valeurs d’entiers n satisfaisant aux conditions
du Théoreme 1.1 pour les nombres premiers compris entre 11 et 150, ainsi que quelques
explications heuristiques sur 'efficacité de ce critére pour les «grands>> nombres pre-
miers.

2. LA COURBE ELLIPTIQUE E

On considére un élément (a, b, ¢) de Sp(d). A un tel triplet on associe 'équation de
Weierstrass E définie sur Q:

a5+b5)
a+b T

Ses invariants standard (c4, ¢, A) sont les suivants (voir [21]):

(6) y? = 2% — 5(a® + b%)z? + 5(

( 4 2 2 a® +b° 4 4 3 2 3 4
¢ =2 -5(5(a +9) -3 )=2 - 5(2a* + 3ba® + 7a?b? + 3ab® + 2b%),
5 5
95 . 522 Cr(na2 L p2\2 _ 229 +b
Jes =250 +87)(2-5(a® + 1) 3——a+b)

= 25.5%(a® + 9a%b + 12a*H* + 18a%0® + 12a%b* + 9ab® + b°),
A =25+ b)2(a’ + b°)2.

Puisque (a, b, ¢} appartient & Sp(d), E est une courbe elliptique définie sur Q.
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166 N. Billerey [6]

NOTATIONS 1.
1. On pose

r=HZ,

tled,t£2,5
ou £ parcourt ’ensemble des diviseurs premiers de cd autres que 2 et 5.
2. Si £ est un nombre premier, on note v, la valuation £-adique de Q.
3. On pose
_ a4+ b

(M ¢(a,b) = P = a* - a®b + a?b? — ab® + b,

4. On note A,, le discriminant minimal de E.
REMARQUES PRELIMINAIRES.

1. Les entiers a, b et ¢ sont premiers entre eux deux i deux: cela résulte du fait
que a, b et ¢ sont premiers entre eux dans leur ensemble et que d est sans puissances
cinquiemes. :

2. Supposons d impair. Si a ou b est pair (mais pas les deux), alors c est impair.
Si a et b sont impairs, alors ¢ est pair.

3. Si d est pair, alors ab est impair.

4. Compte tenu des deux remarques précédentes, on peut supposer, ce que 1’on fera
dans toute la suite, que I’on est dans I'un des cas suivants:

(a) d est impair et ac est pair: si ¢ est impair, alors ab est pair et I’on suppose
que c’est a qui est pair.
(b) d est pair et ab impair.

PROPOSITION 2.1. L’équation (6) est minimale en dehors de 2. Elle est min-

imale en 2, auquel cas on a A, = A, sauf dans les trois cas suivants:
1. les entiers d et a sont impairs (et ¢ est pair);
2. les entiers d et ¢ sont pairs;
3. Dentier ¢ est impair et 'on a v;(d) = 2, 3 ou 4.

Dans chacun de ces trois cas, on a alors:

An = 2—?2—
Soit Ng le conducteur de E.
PROPOSITION 2.2. Supposons d impair. On a:
1. Ng=2*-5%rsiv(a)=1;
2. Ng=2%.5%r sivy(a) 2 2;
3. Ng=2-5%r si a est impair.
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(7] Equations de Fermat 167

PROPOSITION 2.3. Supposons d pair.
1. Sic est pair, on 8 Ng = 2-5%r.
2. Sic est impair, alors:
(a) sive(d) =2, on a Ng = 5%r;
(b) siwva(d) =3 oud, onaNg=2-5%;
(¢) siwvy(d) =1, on a Ng =2*.5%r.
Les démonstrations de ces propositions font I’objet des paragraphes 2.1 a 2.5.
2.1. LEMMES PRELIMINAIRES. Les trois lemmes suivants interviennent dans la suite a

plusieurs reprises.

LEMME 2.4. Soit ¢ un nombre premier divisant a + b. On a alors
(8) #(a,b) = 5a%0* (mod £2).
DEMONSTRATION: Si £ un nombre premier divisant a + b, on a
a® + b = —2ab (mod £).
Or
(9) #(a,b) = (a® + b?)? — ab(a® + b* + ab),
d’otr
#(a,b) = 5a%0* (mod &)

et le Lemme 2.4.

LEMME 2.5. Les entiers a + b et ¢(a,b) sont premiers entre eux en dehors de 5.
De plus, si 5 divise a + b, alors vs(¢(a, b)) =1 et vs(a + b) = vs(d) + pus(c) — 1.

DEMONSTRATION: Soit £ un nombre premier divisant a + b et ¢(a,bd). Si £ # 5,0n a
5a2b? # 0 (mod ¢) car £ ne divise pas ab. Donc £ ne divise pas ¢(a,b) (Lemme 2.4). Si
£ = 5, la congruence (8) ci-dessus implique vs(¢(a, b)) = 1. L’égalité (a + b)¢(a, b) = dc?
entraine alors le lemme. '

LEMME 2.6. Soit £ un nombre premier non congru & 1 modulo 5 et divisant
a® + b, Alors, € divise a + b.

DEMONSTRATION: Puisque ¢ divise a® + %, £ ne divise pas ab. Soit b I’inverse de —b
modulo £. On a a® = (-b)® (mod ¢), d’oli (a¥)® = 1 (mod £). Par suite, 'ordre de at/
dans le groupe multiplicatif F} est 1 ou 5. La congruence a¥/ = 1 (mod ¢) conduit 3
a+b=0 (mod ¢). Si ¢ ne divise pas a + b, on en déduit donc que l'ordre de ab’ dans F}
est 5 puis £ =1 (mod 5). D’ol1 le lemme.
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2.2. ETUDE DE LA REDUCTION DE E EN DEHORS DE {2,5}. On démontre le résultat
suivant:

LEMME 2.7. Soit £ un nombre premier distinct de 2 et 5. La courbe E est
semi-stable en £ et 'on a
1 si ¢ divise cd,
v(Ng) = )
0 sinon.

L’équation (6) définit un modéle minimal en £ de E et A,, = A. On a de plus,

4ue(d) (mod p) si € divisea + b,
2vy(d) (mod p) si ¢ ne divise pas a + b.

(10) v(Am) =
En particulier,
(11) p divise ve(A,,) <= ¢ ne divise pas d.
DEMONSTRATION: D’aprés 1'égalité,
A = 2*.5%(a +b)%(a® + b°)?,

on a v(A) = 2ug(a + b) + 2u,(a® + b°). Or

a® +b° = d2,
donc vg(a® + b%) = ve(d) + pue(c). D’odr

(12) ve(A) = 2ug(a + b) + 2v¢(d) (mod p).

Si £ ne divise pas cd, alors d’aprés 1'égalité a® + b° = dc? et le fait que a + b divise
a5 + b%, ¢ ne divise pas A et E a donc bonne réduction en £.

Supposons que £ divise cd. Dans ce cas, ¢ divise a® + b°. On distingue alors deux
cas suivant que a + b est ou non divisible par £.

1. Supposons que £ divise a + b. Alors, ¢(a,b) = 5a* (mod £), d’aprés le Lemme
2.4. On en déduit

cs =24.5%" (mod £)

d’ott ve(cs) = 0. L’équation (6) est donc minimale en £ et E a réduction multiplicative
en £, d’ott v,(Ng) = 1 et v(Ay,) = v(A).

Puisque £ divise a + b, £ ne divise pas ¢(a,b) (Lemme 2.5). On en déduit

ve(a + b) = vy(d) (mod p).
La congruence (12) entraine alors la condition (10). L’équivalence (11) en résulte vu que

'on a 0 < v(d) < 4.
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2. Supposons que £ ne divise pas a+b. On a ¢(a,b) =0 (mod £) car £ divise a°+b°
sans diviser a + b. D’aprés ’égalité (9), £ ne divise pas a? + b” car £ ne divise pas ab. On
en déduit que vg(cs) = 0. Par suite, 'équation (6) est minimale en £ et E a réduction
multiplicative en ¢, d’ol v,(Ng) = 1. D’aprés la congruence (12), on a v,(An) = 2v,(d)
(mod p) et I'on conclut comme ci-dessus.

2.3. ETUDE DE LA REDUCTION DE E EN 5. On démontre le résultat suivant:

LEMME 2.8. La courbe E a mauvaise réduction de type additif en 5 et l'on a
vs(Ng) = 2. L’équation (6) est minimale en 5. L’invariant modulaire j de E est entier
en 5 si et seulement si 5 ne divise pas a + b.

De plus, p divise vs(j) si et seulement si I'une des deux conditions suivantes est
satisfaite:

1. onaa+b#0 (mod 5),
2. onaa+b=0 (mod5) et (p,vs(d)) € {(7,3),(11,4)}.
DEMONSTRATION: On distingue deux cas.

1. Supposons que 5 ne divise pas a + b. Dans ce cas, ¢(a,b) = 1 (mod 5) car

a®+ b =a+b (mod 5), d’oix:

(1}5(04), 1)5(66), 'U5(A)) = (1, 2 2, 3)

Le type de Kodaira de E est donc I1I (voir [16, tableau I, p. 126]) et I’on a ainsi v5(Ng) =
2. L'égalité j = c3/A entraine alors vs(j) = 0.
2. Supposons que 5 divise a + b. On a alors (Lemme 2.4)

a®+ b = —2ab (mod 25) et ¢(a,b) = 5a%0* (mod 25).
On a donc:
551 = 2°.5a’0* (mod 25) et ?—; = 28.5(ab)® (mod 25),
d’ou les égalités:
vs(cs) =2 et uvs(cs) = 3.

On en conclut que la courbe E a mauvaise réduction de type additif en 5 et que 1’équation
(6) est minimale en 5. Le type de Kodaira de E est donc I ou v = 4us(a+b) — 1 et 'on
obtient vs(Ng) = 2 (voir loco citato).

D’aprés le Lemme 2.5, on a:

vg(a® + b°) = vs(a +b) + 1,

d'oli v5(A) = 5+ dvs(a + b) > 9 et I'inégalité vs(j) < 0.
De D’égalité
vs(A) = 5 + 4(vs(d) + pus(c) — 1),
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il vient:
v5(j) = 6 — v5(A) =5 - 4vs(d) (mod p).

Autrement dit,
5 (modp) siwvs(d)=0,
1 (modp) siws(d
vs(j) = ¢ —3 (mod p) si vs(d

-7 (mod p) siwvs(d) =3,
(—11 (mod p) si vs(d) =

Cela établit le lemme.
2.4. ETUDE DE LA REDUCTION DE E EN 2 SI d EST IMPAIR. On démontre le résultat
suivant:
LEMME 2.9. Supposons d impair. La courbe E a mauvaise réduction en 2.
1. Sia est pair, E a réduction de type additifen 2. On a

4 sive(a) =1,

v2(Ng) =
2(Ne) 3 siva(a) 2 2.

2. Si a est impair, E a réduction de type multiplicatif en 2 et l’on a alors
v2(Ng) = 1.
L’équation (6) est minimale en 2 si et seulement si a est pair.
DEMONSTRATION: On est amené 4 distinguer deux cas suivant la parité de a.
1. Supposons a pair. On a alors:

va(ca) 25, wv2cg) =5, v(A)=4.
En fait, on a plus précisément (vz(a),v2(04)) € {(1, 2 6),(Z 2, 5)}. En effet, on a
= =2+3ab®=2+3adb (mod 4)

0 (mod4) sivy(e)=1

(13) = 2 (mod 4) si vy(a) > 2.

Il convient donc de séparer les cas ot v2(a) = 1 et v;(a) > 2.
(a) Supposons vz(a) = 1. On est dans le cas 3 ou 5 de Tate (voir [16, tableau
IV, p. 129]). D’apreés la Proposition 1, p. 124 de loco citato appliquée avec
r =t =1, on est dans un cas > 4 si et seulement si

a® + b® 2 12y
5(a+b)‘5(“ +03) =0 (mod 4),
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ce qui équivaut a
at —a®b+a®b? —ab® + b — (a2 +b6?) =0 (mod 4).

Or on a a* — a3 + a?b? — ab® + b* — (a® + b?) = —ab (mod 4) et comme
vp(a) = 1, l'entier ab n’est pas multiple de 4. On est donc dans le cas 3 de
Tate et 'on a vo(Ng) = 4.

(b) Supposons vz(a) 2 2. On a alors:
vz(cs) =5, wa(ce) =5, v2(A) =4.

On est donc dans le cas 3 ou 4 de Tate. On déduit alors de la congruence
a* — a3b + a?b? — ab® + b* — (a® + b?) = —ab (mod 4), que I'on est dans le
cas 4 de Tate et 'on a vo(Ng) = 3.
2. Supposons a impair. Dans ce cas, d’aprés la remarque préliminaire 4, b est
impair et c est pair. On a ainsi ¢(a,b) = 1 (mod 2), a? + b?> = 2 (mod 4) et 1'égalité
va(a® + b%) = vy(a + b). Compte tenu de I'égalité (1), il en résulte que I’'on a

('Uz(C4),'Ug(C§), ‘Uz(A)) = (4, 6, ? 32)

Vérifions que I’équation (6) n’est pas minimale en 2. On étudie pour cela la congruence
de c6/2¢ modulo 4 ([10, p. 77]). On constate que I’on a

C _
Puisque ab est impair, on a ab = +1 (mod 4), et 'on obtient la congruence cs/2% = —1

(mod 4). Notre assertion résulte alors du corollaire du Théoréme 2 de loco citato. On en
déduit que FE a réduction multiplicative en 2 et I'on a donc v(Ng) = 1.
Cela termine la démonstration du Lemme 2.9.

2.5. ETUDE DE LA REDUCTION DE E EN 2 si d EST PAIR. On démontre le résultat
suivant:
LEMME 2.10. Supposons d pair.

1. Sic est impair et si vo(d) = 2, E a bonne réduction en 2, auquel cas on a
vz(NE) =0.

2. Sic est impair et si v,(d) = 1, E a mauvaise réduction de type additif en
2 et l'on a vo(Ng) = 4.

3. Supposons c pair ou bien que I'on ait v2(d) = 3 ou 4. Alors E a réduction
de type multiplicatif en 2 et 'on a vo(Ng) = 1.

L’équation (6) est minimale en 2 si et seulement si c est impair et vo(d) = 2.
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172 N. Billerey 12]

DEMONSTRATION: Puisque d est pair, les entiers a et b sont impairs. On a donc ¢(a, b)
=1 (mod 2) et vy(a + b) = vy(a® + b°). 1l en résulte que 'on a

va(cs) =4, va(cs) =6, va(A) =4(1 + vo(d) + pr2(c)).-
En particulier, on a

(v2(ca), va(ce), v2(A)) = (4,6, > 8).

Plus précisément, on a

v2(A) =8  si va(d) = 1et si c est impair,
v2(A) =12 si va(d) = 2 et si ¢ est impair,

v2(A) > 12 si vp(d) = 3 ou 4, ou bien si c est pair.

On distingue donc les cas o v2(A) = 8 et 5(A) > 12.
1. Supposons va(A) > 12. On a comme ci-dessus les congruences

S
26
Par suite, ’équation (6) n’est pas minimale en 2. Si l’on a vy(d) = 2 et si ¢ est impair, la
courbe E a donc bonne réduction en 2, c’est-a-dire vo(Ng) = 0. Par ailleurs, si vy(d) = 3
ou 4, ou bien si c est pair, E a réduction multiplicative en 2 et I'on a vo(Ng) = 1.
2. Supposons v2(A)=8. On a

(v2(ca), va(cs), v2(A)) = (4,6,8)

et I’on est dans le cas 6, 7 ou 8 de Tate. D’aprés [16, Proposition 3, p. 124], on est amené
a déterminer si la congruence

=2b+1=-1 (mod4).

5+ 48 5 4 a5
_g2( ) 2(C AN o a2y e
5(a+b) +235r(a+b) 9225r3(a2 +2) +3r' =0 (mod 32)

a ou non une solution r € Z. On vérifie que r = 1 convient. D’aprés la proposition 3 de
loco citato, il existe t € Z tel que

{Ceet

et 'on vérifie que ¢t = 2 convient. Posons

)-a&+wy+1sﬁ (mod 8),

a®+ b 2 .2
u_s(a+b)—aa+b)—&
Vérifions que ’on a vy(u) = 3. Les entiers a® et b? sont congrus & 1 ou 9 modulo 16, de
sorte que l’on a a® = b* (mod 16) ou & = 9%® (mod 16). Par ailleurs, on a v,(d) =1 et
c est impair. D’aprés 1'égalité (1), on a donc la congruence a = b (mod 4), autrement
dit, on a ab=1 ou 5 (mod 8).
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13] Equations de Fermat 173

(a) Supposons a®> = b?> (mod 16). Dans ce cas, on vérifie que ’on a
u=2+6ab (mod 16).

D’aprés I'hypothése faite, on a ab = 1 (mod 8), ce qui entraine notre as-
sertion.
(b) Supposons b? = 9a? (mod 16). On obtient alors

u=2(1—-ab) (mod 16).

Par ailleurs, on a dans ce cas ab =5 (mod 8), d’ou 'assertion.

Il en résulte que ’on est dans le cas 6 de Tate, puis que v2(Ng) = 4. D’oll le lemme 2.10.
Les propositions 2.1, 2.2 et 2.3 résultent alors des Lemmes 2.7 & 2.10.

3. LA REPRESENTATION pf

Soit p un nombre premier > 7 et (a,d,c) un élément de Sp(d). Notons Q la clture
algébrique de Q dans C et Gg = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu de Q. Soit E[p] le
sous-groupe de E(Q) constitué des points de p-torsion de la courbe elliptique E. C’est un
F,-espace vectoriel de dimension 2 sur lequel Gg opére continiment. Par le choix d'une
base de E[p] sur Fy, on en déduit un homomorphisme de groupes

pE : Gq — GLy(F,).

A une telle représentation J.-P. Serre associe un poids k qui est un entier > 2 et un
conducteur N (pf } qui est un entier > 1, premier A p, qui divise le conducteur Ng de E
(voir [19]).

PrOPOSITION 3.1. La représentation pf est irréductible.

DEMONSTRATION: La courbe E a un point d’ordre deux rationnel sur Q. Par suite, si
pf était réductible, le groupe E(Q) possédrait un sous-groupe d’ordre 2p stable par Gg,
de sorte que la courbe modulaire Y3(2p) aurait un point rationnel sur Q. Or, si p > 11, B.
Mazur et M. A. Kenku ont démontré que 'ensemble Yy(2p)(Q) est vide (voir [9]). D’ou
le résultat dans ce cas.

Supposons maintenant p = 7 et p¥ réductible. La courbe modulaire Yp(14) est la
courbe elliptique notée 14A1 dans les tables de {3] ([15, p. 45]). Elle posséde exactement
deux points rationnels sur Q qui correspondent aux deux classes de Q-isomorphisme
de courbes elliptiques d’invariants j = —15% et 255%. Ce sont en effet les invariants
modulaires des courbes notées 49A1 et 49A2 dans les tables de [3] et elles ont bien un
sous-groupe d’ordre 14 stable par Gg. La courbe elliptique E correspond donc & ur point

rationnel sur Q de la courbe modulaire Yy(14). En particulier, on a j = —15% ou 2553.
En posant t = a/b, on en déduit que ¢ est une solution rationnelle de 1’équation:
2t + 383 + 712 + 3t + 2)3
bk ah ) STy
(t+1)%(t5 +1)?
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174 N. Billerey [14]

On vérifie que cela conduit & une contradiction. D’ott la proposition.
PROPOSITION 3.2. Onak=2sipnedivise pasd et k = p + 1 sinon.

DEMONSTRATION: Supposons que p ne divise pas d. Si p ne divise pas c, alors E a
bonne réduction en p (Lemme 2.7) et I’'on a k = 2 d’aprés [19, Proposition 5, p. 191]. Si
p divise ¢, puisque 'on a p 2 7, la courbe E a réduction multiplicative en p (loco citato).
Par ailleurs, p divise v,(A,,) (loco citato), ce qui entraine de nouveau k = 2.

Supposons que p divise d. D’apres le Lemme 2.7, la courbe E a alors réduction de
type multiplicatif en p et p ne divise pas vp(A,;). Cela conduit & k = p+ 1, d’ott le
résultat.

Calcul de N(pF). Posons

r' = H £,

t#2,5p
2d
ou £ parcourt les diviseurs premiers de d distincts de 2,5 et p. Le conducteur N (pf ) de
pf est donné dans les deux énoncés suivants:
PROPOSITION 3.3. Supposons dimpair. Alors:
1. N(pf)=2%5%", siv(a) = 1;
2. N(pF) =235, siva(a) 2 2;
3. N(pf) =2.5%", si a est impair.
PROPOSITION 3.4. Supposons d pair. Alors:
1. N(pF)=2.5%, sivy(d) = 3 ou 4;
2. N(pf) =5, sivy(d) = 2;
3. N(pf)=2.5%", si va(d) = 1 et c est pair.
4. N(pF) =24.5%", si va(d) = 1 et c est impair.
Avant de démontrer ces propositions, on commence par le résultat suivant.

LEMME 3.5. Supposons que E ait réduction de type multiplicatif en 2. Alors,
(14) v2(Ap) = —8 +4v3(d) (mod p).

En particulier, p divise vo(Ay,) si et seulement si ¢ est pair et vo(d) = 2.
DEMONSTRATION: Puisque E a réduction de type multiplicatif en 2, on est dans I'un
des cas suivants (Lemmes 2.9 et 2.10):

1. les entiers d et a sont impairs (et ¢ est pair);

2. les entiers d et c¢ sont pairs;

3. lentier c est impair et 'on a v3(d) = 3 ou 4.
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Dans chacun des trois cas ci-dessus, I'entier ab est impair donc
vo(a + b) = vo(a® + b°).

D’aprés la proposition 2.1, on a: A
On en déduit

'Uz(Am) =4+ 4’1)2(05 + bs) —12.

Or v3(a® + b3) = va(d) + pv2(c) = v2(d) (mod p). D’ou la congruence (14). L’équivalence
du lemme s'en déduit immédiatement car on a 0 < v2(d) < 4.

Démontrons & présent les propositions 3.3 et 3.4. Puisque N (pf) divise Ng, pour
tout nombre premier £ qui ne divise pas 10r, on a v, (N(pF)) = 0.

Considérons un diviseur premier £ de Ng distinct de 2,5 et p. D’aprés le Lemme 2.7
et [11, p. 28], on a
1 si ¢ divise d,

ve(N(pp)) = .
0 sinon.

La courbe FE ayant réduction de type additif en 5, on a vg (N (pf)) = 2 (loco citato).

Il reste & déterminer 'exposant de 2 dans N(pF). La valeur de I'exposant de 2 dans
le conducteur Ng est donnée dans les propositions 2.2 et 2.3. Dans le cas ou F a réduction
de type additif en 2, C’est-a-dire, si v2(Ng) > 2, on a v2(N(pf)) = v2(Ng) (loco citato).
Si E a réduction multiplicative en 2, alors d’aprés le Lemme 3.5, v;(N(p%)) = vy(Ng)
sauf si ¢ est pair et vy(d) = 2 auquel cas on a v (N(pF)) = v2(Ng) — 1, C'est-a-dire,
w(N(EE) = 0

Compte tenu du fait que N (pf ) est premier & p, cela termine la démonstration des.
propositions 3.3 et 3.4.

4. DEMONSTRATIONS DES RESULTATS

On suppose pour toute la suite qu'il existe un élément (a,b,c) € Sp(d) olt p est un
nombre premier > 7. Soit E la courbe d’équation (6) attachée a la solution (a, b, c).

NOTATIONS 2. Si n est un entier > 1, on note S (n) le C-espace vectoriel formé des
newforms paraboliques de poids 2 pour le sous-groupe I'y(n) au sens de [1].

La représentation pf est irréductible, de poids 2 et de conducteur N(pf). D’aprés
les travaux de Ribet (voir [17]), il existe alors une newform

F=g+) an(f)g" € SF(N(pf)) avec g=e*,

n2>2
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et une place P de Q de caractéristique résiduelle p telles que, pour tout nombre premier
£, on ait:

a(f) = a(E) (mod P) si £ ne divise pas pNg,

(15) ae(f)=x(€+1) (mod P) sif divise N et ne divise pas pN(pF).

Par ailleurs, dans le cas ou les coefficients a,(f) sont dans Z, la newform f correspond A
une courbe elliptique A/Q de conducteur N (pf ) unique & isogénie prés. Notons respec-
tivement

Lg(s) =D _an(E)n™* et Ly(s) =D an(A)n™*

n2l n2l
les fonctions L de Hasse - Weil de E et A.
Les représentations pf et p;‘ sont alors isomorphes et 1’on a en particulier:

(16) a/(E) = a/(4) (mod p),

pour tout nombre premier £ ne divisant pas Ng (voir [14]). Il s’'agit de contredire
Pexistence de f.

Soit Q(E[p])/Q V'extension de Q engendrée par les coordonnées des points de p-
torsion de E. C’est une extension galoisienne de Q. On note e son indice de ramification
en 5.

Le lemme suivant intervient dans les paragraphes 4.3 et 4.4.

LEMME 4.1. 1. Si5 divisea+b, on a:

2 si(p,vs(d)) = (7,3) ou (11, 4),

17) e= )
2p sinon.

2. Si5npedivisepasa+b,onae=4.

DEMONSTRATION: Si § divise a + b, la courbe E a potentiellement réduction multiplica-
tive en 5, autrement dit, E' a réduction additive en 5 et son invariant modulaire n’est pas
entier en 5 (Lemme 2.8). L’égalité (17) résulte alors du Lemme 2.8 et de [2, p. 7].

Si 5 ne divise pas a + b, I'invariant modulaire j de E est entier en 5 (Lemme 2.8).
La courbe E a donc potentiellement bonne réduction en 5. La valuation en 5 de son
discriminant minimal vaut 3 (voir Section 2.3). Le défaut de semi-stabilité en 5 de E
(qui est mesuré par I’ordre d’un certain groupe fini ®5) est donc d’ordre 4 ([18, p. 312]),
d’oul le résultat.

4.1. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1. On suppose ici que I'on a d = 1 et que ¢
est pair. L’entier a est impair. D’aprés I'étude faite dans la partie 3, la représentation
pg est irréductible de poids 2 et de conducteur 50. Or une base du C-espace vectoriel
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[17] Equations de Fermat 177

S5 (50) correspond aux deux courbes elliptiques sur Q de conducteur 50 notées 50A1 et
50B1 dans [3] et d’équations respectives:

50A1: 2 +ry+y=123 -1 -2,
50Bl: ¢y’ +zy+y=2"+22-3z+1.

On va alors contredire les congruences (15) avec le nombre premier £ = 3. On remarque
pour cela que 'on a

a3(50A1) = +1,

a3(50B1) = —1.

Par ailleurs, la courbe elliptique E a réduction semi-stable en 3 (Lemme 2.7).
Supposons que E ait réduction multiplicative en 3. Puisque 3 divise Ng, mais pas
50p = pN (pf ), on déduit des congruences (15) que 'on a

+1 =44 (mod p),

ce qui conduit a une contradiction car p 2> 7. La courbe E a donc bonne réduction en 3.
Puisque E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q, a3(E) est pair et I'inégalité |a3(E)| < 2v3
([20, Théoréme 1.1, p.131]) entraine a3(E) = 0 ou +2. D’aprés les congruences (15), on
a donc

+1 = a3(F) (mod p),

ce qui conduit de nouveau & une contradiction. Cela termine la démonstration du
Théoréme 1.1.

4.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. Onar’' = 1. On distingue deux cas suivant
la valeur de v,(d).

1. Supposons v;(d) = 2. D’aprés la proposition 3.4, on a N(pf) = 25. Or
'espace Sy (25) est réduit 4 0. D’ou le théoréme dans ce cas.

2. Supposons vz(d) = 3 ou 4. Dans ce cas, on a N (pf) = 50, ce qui entraine,
par le méme argument que celui utilisé dans le Section 4.1, le résultat.

4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3. Supposons que 1’on soit dans le cas ou les
coefficients a,(f) sont dans Z. Les congruences (16) sont réalisées. On utilise ici la
méthode symplectique reposant sur le lemme suivant ([8, p. 180]). Notons Ap,(A) le
discriminant minimal de A.

LEMME 4.2. Soient ¢, et {; deux nombres premiers distincts, autres que p. Sup-
posons que E et A aient réduction de type multiplicatif en £; et que p ne divise pas
vy, (Arm), auquel cas p ne divise pas non plus vy, (A,,,(A)) (: = 1,2). Alors, les classes
modulo p de vg, (Am)ve,(Am) et vg, (Am(A))ve, (Am(A)) different multiplicativement par
un carré de F,,.
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On suppose ici que d s’écrit
d=2*-3%.5", aveca=30u4d4 et 1<f<4 0<y<4
D’apres la proposition 3.4, on a alors:

N(pF) = 150.

Une base de S5 (150) correspond aux trois classes d’isogénie de courbes elliptiques sur Q
de conducteur 150. Ainsi pF est isomorphe 3 la représentation de Gg dans les points de
p-torsion de I'une des courbes notées 150A1, 150B1 et 150C1 dans les tables de [3]. Par
ailleurs, E a réduction multiplicative en 2 et 3 (Lemmes 2.7 et 2.10) et d’aprés le Lemme
3.5, on a donc:

4 (modp) sia=3

Ap) =
(18) v2(Am) 8 (modp) sia=4.

D’apreés le Lemme 2.6, 3 divise a + b et d’aprés le Lemme 2.7, on a donc:
(19) v3(Am) =48 (mod p).

Les entiers v5(A,) et v3(A,,) ne sont pas divisibles par p.
On distingue alors deux cas suivant la valeur de 1’entier a.

4.3.1. SupPOSONS a = 3. On distingue deux cas selon que 5 divise on non a + b.
1. Supposons que 5 divise a + b. Démontrons que ’on a les assertions suivantes:

(20) 3 (modp)€ (F;)? sif=1o0u4,

6 (modp) € (F;)? sif=2
D’aprés le Lemme 4.1, I'indice de ramification en 5 de I'extension Q(E(p])/Q est 2 ou
2p. Or les courbes notées 150A1 et 150B1 dans [3] ont réduction additive en 5 et leurs
invariants modulaires sont entiers en 5. Les valuations de leurs discriminants minimaux
en 5 sont respectivement 3 et 9. L’indice de ramification en 5 des extensions de Q
engendrées par leurs points de p-torsion vaut donc 4 ([18, p. 312]). Puisque l'on a p # 2,
cela entraine que pf est isomorphe a p;,‘, ou A est la courbe elliptique notée 150C1 dans
[3]. On applique alors le résultat du Lemme 4.2 avec les courbes E et A, et les nombres
premiers £, = 2, &, = 3. On a v2(An(A)) = 4 et v3(An(4)) = 3. D’apres (18) et (19),
on obtient ainsi:

3 (modp)=p (modp) (mod (F;)’),

d’ou les assertions (20).
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2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. Dans ce cas, vérifions que I’on a:

(21)

2 (mod p) € (F;)* sif=1oud
6 (mod p) € (F})? sif=3.

L’invariant modulaire de E est entier en 5. D’apres le Lemme 4.1, I'indice de ramification
en 5 de 'extension Q(E[p])/Q est 4. Or la courbe elliptique notée 150C1 a un invariant
modulaire non entier en 5. Comme ci-dessus, on en déduit que pf est isomorphe a g2, ol
A est 1'une des courbes elliptiques notées 150A1 et 150B1 dans [3]. On a v,(Am(A)) =2
et v3(Am(A)) = 1. D’aprés le Lemme 4.2 et les congruences (18) et (19), on obtient:

2 (modp) = f (modp) (mod (F};)?),

d’ou les assertions (21).
Démontrons le Théoréme 1.3 si &« = 3. Supposons v 2> 1. Dans ce cas, d'aprés
le Lemme 2.6, 5 divise a + b. Par hypothése, on a 8 € {1,2,4}. Par ailleurs, on a les

équivalences:

(22) 3 (modp) ¢ (F})’<=>p=50u7 (mod12),

et

(23) 6 (modp) ¢ (F})?<=>p=17,11,130u17 (mod 24),

d’ou le résultat dans ce cas.

Supposons v = 0, c¢’est-3-dire, 5 ne divise pas d. On a alors 8 =1 ou 4. Et, d'aprés
ce qui précéde, 2 (mod p) ou 3 (mod p) appartient  (F;)? suivant que 5 divise ou non
a+b.

De l'équivalence

(24) 2 (modp) ¢ (F;)?<=>p=3ou5 (modS8),

on déduit:

(25) 3 (modp) & (F;)?’et2 (modp) ¢ (F;)’ <>p=50ul9 (mod 24).
Compte tenu des deux alinéas précédents, cela prouve le Théoréme 1.3 si a = 3.

4.3.2. SUPPOSONS a = 4. La démarche est identique a celle du paragraphe précédent:
seules les congruences obtenues different. On explicitera donc les calculs sans répéter
exhaustivement les raisonnements.

1. Supposons que 5 divise a +b. La représentation gy est alors isomorphe 2 g2, ot
A est la courbe elliptique notée 150C1 dans [3]. On déduit du Lemme 4.2 les congruences:

3 (modp)=2B (modp) (mod (F;)?).
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Autrement dit, on a:
6 (modp)e(F;)? sif=1ou4d
3 (modp)e (F;)® sif=2
2 (mod p) € (F;)? sif=3.

2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. On sait qu’alors pf est isomorphe & p,f, ol
A est I'une des courbes elliptiques notées 150A1 et 150B1 dans [3]. On obtient dans ce
cas:

B (mod p) € (F})2.
Démontrons alors le Théoréme 1.3 si o = 4.

Supposons v = 0, c’est-a-dire, 5 ne divise pas d. Alors par hypothése 8 = 2 ou 3.
D’apres les alinéas ci-dessus, 2 (mod p) ou 3 (mod p) appartient & (F;)%. D’ot le résultat
dans ce cas, d’aprés la congruence (25).

Supposons v > 1. Alors 5 divisea +bet 8 € {1,2,3,4}. Sif=10u4,onale
résultat avec la congruence (23). Les cas ot 3 = 2 et 8 = 3 se déduisent respectivement
des congruences (22) et (24).

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 1.3.

4.4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.4. On rappelle que p est un nombre premier
> 17, (a,b,c) un élément de Sy(3) et E la courbe d'équation (6) attachée i (a,b,c).
D’aprés la proposition 3.3, on a:

150 si a est impair;
N(pF)=1{600 sivs(a)>2;
1200 si vy(a) = 1.

Les newforms appartenant aux espaces S5 (150), SF(600) et S;(1200) sont toutes &
coefficients entiers relatifs. Elles correspondent donc & des courbes elliptiques. Il y a
en trois de conducteur 150, neuf de conducteur 600 et dix-neuf de conducteur 1200, soit
trente-et-une courbes au total. Par commodité pour le lecteur, on donne en Appendice
la liste des équations de ces courbes elliptiques ainsi que la valeur des invariants dont on
aura besoin.

On considére les deux ensembles de courbes elliptiques suivants, avec les notations
des tables de [3]:

F1 = {150C1, 600A1, 600F1, 1200E1, 1200G1, 1200J1, 1200P1};
F» = {150A1, 150B1, 600C1, 600H1, 1200B1, 120011, 1200M1
1200N1, 1200Q1, 1200S1}.

Le lemme suivant décrit les isomorphismes possibles entre pf et les représentations

p;‘ ou A est 'une des trente-et-une courbes elliptiques de conducteur 150, 600 et 1200.
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LEMME 4.3.
1. Si5 divise a + b, alors il existe A dans F; tel que pF soit isomorphe 4 pj;
2. Sib ne divise pas a + b, alors il existe A dans F; tel que pf soit isomorphe

ap.
DEMONSTRATION: La représentation pZ est isomorphe a la représentation p? d'une

(] P
courbe elliptique A de conducteur 150, 600 ou 1200. Définissons 1’ensemble suivant:

G = {150A1, 150B1, 600B1, 600C1, 600D1, 600E1, 600G 1, 600H1, 60011,
1200A1, 1200B1, 1200C1, 1200D1, 1200F1, 1200H1, 120011, 1200K1,
1200L1, 1200M1, 1200N1, 120001, 1200Q1, 1200R1, 1200S1}.

D’aprés le tableau 2 de I’Appendice, ’ensemble G (respectivement F;) correspond
précisément aux courbes de conducteur 150, 600 et 1200 ayant un invariant modulaire j
entier en 5 (respectivement non entier en 5).

On rappelle que la courbe E a réduction additive en 5 (Lemme 2.8).

1. Supposons tout d’abord que 5 divise a + b. D’aprés le Lemme 4.1, I’'indice de
ramification en 5 de I’extension Q(E{p])/Q est 2p (car vs(d) # 3,4). Or les courbes de
I’ensemble G ont toutes réduction additive en 5 et leur invariant modulaire est entier en
5. Leur défaut de semi-stabilité en 5 est alors d’ordre 2, 3, 4 ou 6 (voir le tableau 2).
En particulier, pf n’est isomorphe & la représentation modulo p d’aucune des courbes de
Pensemble G. Autrement dit, p} est isomorphe & p/ ou A est une courbe de I'ensemble
F.

2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. L’invariant modulaire de E est entier
en 5 (Lemme 2.8). D’aprés le Lemme 4.1, I'indice de ramification en 5 de 'extension
Q(E[p])/Q est 4. Or les courbes A de I'ensemble F; ont toutes réduction additive en
5 et leur invariant modulaire n’est pas entier en 5. L’indice de ramification en 5 de
Pextension Q(A[p])/Q est alors 2p (voir tableau 2). En particulier, pf n’est isomorphe &
la représentation modulo p d’aucune de ces courbes.

Par ailleurs, parmi les courbes de I’ensemble G, seules celles de ’ensemble F, ont un
défaut de semi-stabilité en 5 d’ordre 4. On en déduit que dans ce cas, pf est isomorphe
a p# ol A est une courbe de I’ensemble F;.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 4.3.

REMARQUE. Parmi les courbes des ensembles F, et F, du début du paragraphe, les
courbes suivantes ont le méme invariant modulaire j:

— 150C1 et 1200P1, — 150A1, 150B1, 1200M1 et 1200Q1,
— 600A1 et 1200E1, ~ 600C1, 600H1, 1200B1 et 120011,
— 600F1 et 1200G1, — 600D1 et 1200A1,

~ 1200N1 et 1200S1.
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Leur invariant modulaire étant différent de 0 et de 1728, elles sont donc isomorphes sur
une extension quadratique de Q. L’ensemble £, (respectivement £;) du Théoréme 1.4 est
un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des courbes de ’ensemble F;
(respectivement F3).

En particulier, pour toute courbe A de ’ensemble F; (respectivement JF,), il existe
une unique courbe F de ’ensemble &; (respectivement £,) de méme invariant modulaire
que A. On a alors pour tout nombre premier ¢:

(26) at(A)2 = a,t(F)z.

Montrons & présent le Théoréme 1.4. D’aprés le Lemme 4.3, p} est isomorphe 3 o}
ol A est une courbe des ensembles F, et F;. On note F 'unique courbe elliptique des
ensembles £, et £ de méme invariant modulaire que A. Soit alors n un entier > 2 tel
que le couple (F,n) vérifie la condition 1 du Théoréme 1.4 si A appartient & F, et la
condition 2 si A appartient &4 F,. On a le résultat suivant.

LEMME 4.4. La courbe E a bonne réduction en g. Autrement dit, q ne divise
pas c.

DEMONSTRATION: Supposons que ce ne soit pas le cas. Dans ce cas, g divise ¢ et d’apres
le Lemme 2.7, la courbe E a réduction multiplicative en ¢. Comme A a bonne réduction
en g, il vient d’aprés [14, Proposition 3(iii)}:

ag(A) =+(¢g+1)=+2 (mod p).

Or, d’aprés (26), on a a,(A)? = g,(F)?. Clest en contradiction avec les hypothéses du
théoreme. D’ou le lemme.

Désignons par @ et b les réductions de a et b modulo g. On distingue & présent deux
cas.

1. Supposons que 5 divise a + b, c’est-a-dire, F' € £,. D’aprés les Lemmes 2.5 et
2.6, il existe ¢; et ¢c; deux entiers tels que:

5(a +b) =3, ¢(a,b)=5& et c=cics.
De plus d’apres le Lemme 4.4, g ne divise pas c, ainsi

u=c; (modgq) € pu(F,) et v=c (modg) € un(F,).

On a alors:
5(@+b)=3u et ¢(a,b)=>5v.
En posant ~
a - b v
EI:;’ b=a et C=E,
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on obtient:
(27 5(@ +5)=3 et ¢(@,b)=>5C
On en déduit que b est racine du polynéme
6 27 81
=Xt-2Xx%+ 2 _
PX)=X 5X X 1% + — 3125 — ¢ € FglX].

Avec les notations de la partie 1, I'égalité P (b) = 0 entraine alors
¢ € A(n,q).

Choisissons o ¢ une racine carrée de —225+104, ¢ et B, ¢ une racine carrée de —~225-106, ¢
dans une cléture algébrique ¥, de F,. Les racines de P, dans F, sont:

3.o¢ 3 o 3 B 3 By

0750 10 30’ W00 10 50

1l en résulte que 5 est I'un de ces éléments. On en déduit que ay ¢ ou B¢ est dans Fy et
que ¢ € A(n,q). Par ailleurs, on 4 (formule (27))

3

-
ad=--b.
D’ou:

= P o 3 o -3 B 3 B
{“’b}‘{10+50 10 50} ou {“’b}‘{1o+50’10 50

On a donc respectivement

a2 _ S -, 72 _ %y
a‘-+b = Io¢ ou a“+b = 125"

Explicitons & présent ’équation de la courbe sur F, déduite de (6) par réduction modulo
¢. Compte tenu de ce qui précede, il s’agit de ’équation

P =18 — 5u2(@? + 57)1? + 5ule(@, B)z
qui est isomorphe sur F, a la courbe d’équation
(28) y? =18 - 5% +5°)z2 + 56(a, B)x.
5

Sia?+b = —(d1¢)/125, il s’agit de la courbe la courbe F; d’équation

(29) y=r+ "C z* + 25Cz.

Sia?+5" = (61,)/125, il s'agit de la tordue quadratique de Fj ¢ par v/—1, notée Fj ..
Elle a pour équation

&
2 3 01,2
(30) Yy =z - 25 + 25Cz.
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Posons alors

(1) ag(€) = g+1—n1,(¢)

ot n;  (¢) le nombre de points rationnels sur Fq de F] .. On a
a(€) = a,(¢)-

Il en résulte I’égalité

(32) a,(E)? = aq(¢)".

D’apres la congruence (16) et ’égalité (26), on en déduit que:

a4(¢)? = a4(F)* (mod p).

C’est en contradiction avec la condition 1(c) du Théoréme 1.4.
2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. Comme ci-dessus, il existe alors c; et ¢,
deux entiers tels que: ‘

a+b=3d, éab=0¢& et c=co.
D’apreés le Lemme 4.4, g ne divise pas c, ainsi:

u=c] (modq) € u,(F,) et v=c (mod q) € pun(F,).

On a alors:
G+b=3u et ¢(@b) =v.

En posant _

=2 §=2 -

a=_, b_u et C—u4,
on obtient:
(33) Td+5=3 et #@0)=¢
On en déduit que b est racine du polyndme

Pp(X)=X*—-6X%+18X% - 27X + 81 5— $e F,[X).

Avec les notations de la partie 1, 1'égalité Pz,((y) = 0 entraine alors
¢ € B(n,q).

Choisissons oz ¢ une racine carrée de —225+108,,¢ et B¢ une racine carrée de —225—104,¢
dans E. Les racines de P> ¢ dans IF_,, sont alors:

3 Qa ¢

2 10° 2 10’ 2 10°

3 _a¢ 3 P

3 _Bxy
3710
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1l en résulte que b est 'un de ces éléments. On en déduit que az¢ ou fa . est dans F, et
que ¢ € B(n,g). Par ailleurs, on a (formule (33))

@=3-0.
Dot
- 3 ¢ 3 Qg ¢ 7! 3 ﬁ2 < 3 ﬂ2 (4
a =4 25 Z_ 45 a = -4 22 __ 56
@y ={5+35:-2%} o @b ={5+ }
On a donc respectivement
'a'”+5'2=% ou &'2+5'2=—62—’c.
5 5
Explicitons & présent I’équation de la courbe sur F, déduite de (6) par réduction modulo
q. Il s'agit de ’équation
y? = 2% - 5u(@? + 5 )12 + 5u'd(@, )z
qui est isomorphe sur F, a la courbe d’équation
y? =1 -5@%+ 5'2):1:2 + 5¢(@,0)z.
Sia?+5" = —(b¢)/5, il S'agit de la courbe Fy ¢ d’équation
(34) y? = 2% + 6, 02% + 5(z.

Sig?+5° = (82¢)/5, il s’agit de la tordue quadratique de F>¢ par /-1, notée F, .. Elle
a pour équation

(35) y2 =1% — by 07% + 5(z.
Posons alors comme ci-dessus
(36) b5(C) =g +1—n3,(¢)
ol 75 ,(¢) le nombre de points rationnels sur F, de F, .. On a, & nouveau
b:;(() = ibq(()»
puis
37 ao(E)? = by(¢)*.
D’aprés la congruence (16) et I’égalité (26), on en déduit que:
bs(C)? = ag(F)* (mod p),

ce qui contredit la condition 2(c) du Théoréme 1.4.
On aboutit ainsi & une contradiction & ’existence de (a,b,c) € S;(3). Par suite,
S,(3) est vide. Cela termine la démonstration du Théoréme 1.4.
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4.5. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.1. Il s’agit de montrer que 1'équation
7% + 3° = 327 n’admet pas de solution propre et non triviale pour 5 < p < 105, Clest
connu pour p = 5 (voir [6]).

L’équation z° + y® = 327. On suppose que ’'on a p = 7. Pour toute courbe elliptique
A de F, et F,, il s'agit de montrer que pf n’est pas isomorphe i 4 (Lemme 4.3).
Pour certaines de ces courbes A, on utilise pour cela la remarque suivante qui est une
conséquance directe de la démonstration du Théoréme 1.4.
REMARQUE. Soit A I'une des courbes elliptiques de F; (respectivement de F,). Soit F
I'unique courbe de &, (respectivement de &;) ayant le méme invariant modulaire que A.
Si I’on démontre I'existence d’un entier n > 2 pour lequel la condition 1 (respectivement
la condition 2) du Théoréme 1.4 est satisfaite, alors les représentations pZ et o ne sont
pas isomorphes.

En utilisant cette remarque, on parvient a éliminer directement les courbes suivantes:

150A1, 150B1, 150C1, 600A1, 600F 1, 1200E1;
1200G1,1200P1, 1200M1, 1200N1, 1200Q1, 1200S1.
En effet, si A € {150C1, 1200P1}, le couple (F,n) = (150C1, 16) vérifie la condition 1

du Théoréme 1.4. On en déduit, comme au paragraphe précédent, que o¥ et p#! ne sont
pas isomorphes. De méme:

1. si A € {600A1,1200E1}, le couple (F,n) = (600A1, 16) vérifie la condi-
tion 1 du théoréme.

2. Si A € {600F1,1200G1}, le couple (F,n) = (600F1,16) vérifie la condi-
tion 1 du théoréme.

3. Si A € {150A1,150B1,1200M1,1200Q1}, le couple (F,n) = (150A1,4)
vérifie la condition 2 du théoréme.

4. Si A € {1200N1,1200S1}, le couple (F,n) = (1200N1,6) vérifie la condi-
tion 2 du théoréme.

Il reste & montrer que pZ n’est pas isomorphe & p# ol A est I'une des courbes

1200J1, 600C1, 600H1, 1200B1 et 1200I1.

Supposons que p¥ soit isomorphe & pf ot A = 1200J1. D’aprés le Lemme 4.4, E a
bonne réduction en g = 43 car

(38) a,(1200J1) =4 # £2 (mod 7).

De plus, d’aprés le Lemme 4.3, 5 divise a +b. Déterminons les équations possibles de la
courbe de Frey réduite modulo 43. On a

ps(Faz) = {1 (mod 43),6 (mod 43),7 (mod 43),36 (mod 43),
37 (mod 43),42 (mod 43)},
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puis
A(6,43) = {6 (mod 43),7 (mod 43),36 (mod 43),37 (mod 43),42 (mod 43)}

et
A(6,43) = {6 (mod 43),7 (mod 43)}.

Avec les notations du paragraphe précédent, on a donc { =6 (mod 43) ou{ =7 (mod 43).
Supposons que { = 6 (mod 43). Alors, toujours avec les notations du paragraphe
précédent, on a que b est racine du polyndme

Pie(X)=X*"+16X3 - X% -4X +22
= (X + 2)(X +6)(X? + 8X +9) € Fy3[X].

Dot b = -2 (mod 43) ou —6 (mod 43) et
@,5) = (37 (mod 43),—2 (mod 43))

ou .
@,5) = (41 (mod 43),—6 (mod 43)).

La courbe de Frey réduite modulo 43 est alors isomorphe sur Fy3 4 la courbe F{'s
d’équation (voir (28) et (30))

(39) y® = 1’ - 282% + 21z.
Supposons que ¢ =7 (mod 43). Alors, on a que b est racine du polynéme

PaX)=X*+16X3- X2 -4X+21
= (X +23)(X + 28)(X? +8X + 22) € Fy3[X].

D'oit 5 =20 (mod 43) ou 15 (mod 43) et
@,5) = (15 (mod 43),20 (mod 43))

ou
@,5) = (20 (mod 43),15 (mod 43)).

La courbe de Frey réduite modulo 43 est alors isomorphe sur Fy3 & la courbe Fi 7
d’équation (voir (28) et (29))

(40) y? =23 + 1422 + 3z.

Il en résulte que (39) et (40) sont les deux seules équations possibles pour la réduite de
la courbe de Frey modulo 43. En particulier, on a a,(E) = a;(6) = ~8 ou ay(E) = a,(7)
= 10 (voir (3) et (31)). D’apreés I’égalité (38) ci-dessus et la congruence (16), on a donc:

4=-8 (mod7) ou 4=10 (mod 7).
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On en déduit une contradiction. Les représentations pf et p# ot A = 1200J1 ne sont
donc pas isomorphes.

On procéde de méme pour éliminer les isomorphismes entre pgf et pff ou
A = 600C1,1200B1 et 1200I1. On explicite donc certains calculs sans répéter exhaus-
tivement les raisonnements.

Supposons que p¥ soit isomorphe & pf ou A est la courbe 1200B1 ou la courbe
1200I1. Posons n=10et ¢="71. On a

an(1200B1) = ar; (120011) = 4.

Donc, d’aprés le Lemme 4.4, la courbe E a bonne réduction en g. On vérifie qu’il y a
quatre équations possibles pour la réduite de F modulo 71. Il s’agit des courbes suivantes
(voir (5) et (36) et les équations (34) et (35)):

55y =1° —24z% + 25z et b7, (5) =0,
Fo5:y% = 1%+ 2422 + 252 et by (5) =0,
hsr Y =2 —1472+z et b, (57) = -8,
70y =12° — 3222 + 66z et by, (70) = —4.

Par ailleurs, on a les congruences
an(E) = b1 (5), br1(5), b7,(57) ou 43,(70) (mod 7).

D’ou il résulte

4=0,30ub6 (mod?7).
On en déduit une contradiction: les représentations p¥ et pf oii A = 1200B1 ou 120011
ne sont pas isomorphes.

De méme, les représentations pf et pff, o A est la courbe 600C1, ne sont pas
isomorphes. D’aprés le Lemme 4.4, la courbe E a bonne réduction en ¢ = 197 car
a197(600C1) = 6. Comme par ailleurs 5 ne divise pas a + b, on a onze équations possibles
pour la courbe E réduite modulo 197 (voir équations (34) et (35)). De plus,

b197(104) = 4, b’197(113) = 14, b197(113) = 14, %97(120) = 10,
b197(120) = 10, b’197(178) = —12, b197(196) = 8, b’1.97(77) = —18,
big7(77) = —18, b1o;(87) =2, bie7(87) = 2.

On conclut comme ci-dessus que les représentations p¥ et p¢', ou A = 600C1 ne sont pas
isomorphes.

En revanche, pour la courbe A = 600H1 il n’existe aucun entier n tel que
6 < n < 1000 pour lequel la méthode ci-dessus s’applique. Elle s’applique cependant
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avec n = 6, pourvu que |’'on sache montrer que E a bonne réduction en q = 43, ce que le
Lemme 4.3 ne nous permet pas d’affirmer car

a43(600H1) = —12=2 (mod 7).

Pour montrer que E a bonne réduction en 43, on utilise alors le résultat suivant.

LEMME 4.5. Soient g un nombre premier et A une courbe elliptique sur Q ayant
bonne réduction en q. Supposons que p¥ soit isomorphe & p4 et que q vérifie les deux
conditions suivantes:

1. onag=1 (mod7) et qgZ1 (mod 5).
2. Ona 5
a(4) #2(7) (mod 7),
ot (5/q) est le symbole de Legendre.
Alors, E a bonne réduction en gq.

DEMONSTRATION: Supposons que E ait mauvaise réduction en q. Puisque 'on a g # 2, .
5, la courbe E a réduction de type multiplicatif en ¢ (Lemme 2.7). On a donc:

a,(E) = (:;g)

L’hypotheése ¢ # 1 (mod 5) entraine que ¢ divise a + b (Lemme 2.6). Par suite, on a:

—cg=2%.5%% (mod gq),

(5=

g/ \g/

Les représentations pf et p# étant isomorphes et A ayant bonne réduction en ¢, on a
({14, Proposition 3(iii)]):

* d’ott ’'on déduit que I'on a

aq(E)ag(A) =q+1 (mod 7),
et compte tenu de la congruence ¢ =1 (mod 7), on obtient
aq(E)a,(A) =2 (mod 7).

On a donc 5
a4(A) = 2(5) (mod 7),

ce qui contredit la condition 2. D’ou le lemme.
Déduisons-en que g% et p#, pour A = 600H1, ne sont pas isomorphes. Supposons le
contraire. La courbe E a bonne réduction en g = 43. En effet, on a

(41) ag3(A) =~-12=2 (mod 7).
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Puisque (5/43) = -1, 0n a

2= ag(A) £ 2(45—3) (mod 7),

d’ol ’assertion d’aprés le Lemme 4.5.

Par ailleurs, avec les notations de la partie 1, on a B(6,43) = {42 (mod 43)} et I'on
vérifie que 'on a une seule courbe possible pour la réduction de E modulo 43. Elle a
pour équation (voir (35)):

Fj 40 y* =2° - 1627 + 38z.
On en déduit avec les formules (16), (36) et (41) que I'on a
2 =ag3(A) =b3(42) = -1 (mod 7).

On obtient ainsi une contradiction et le fait que p¥ et pf, pour A = 600H1, ne sont pas

isomorphes. v

REMARQUE. La méme démonstration (appliquée & nouveau & ¢ = 43) permettrait de

redémontrer que les représentations pf et pf ol A = 120011 ne sont pas isomorphes.
On a donc montré que S7(3) est vide.

L’équation z°+y° = 327, pour p > 11. Pour p > 11, on utilise le critére énoncé dans le

Théoréme 1.4 et le programme Fermat disponible 4 ’adresse www.math.jussieu.fr/ billerey.
Pour tout nombre premier p tel que 11 < p < 105, et pour toute courbe elliptique

F des ensembles &; et £, on trouve un entier n > 2 tel que le couple (F,n) vérifie la

condition 1 du Théoréme 1.4 si F" appartient & £; et la condition 2 si F' appartient A &,.
On obtient ainsi la proposition 1.1.

REMARQUE. On a indiqué dans le tableau 1 de 'Appendice A, les premiéres valeurs

d’entiers n trouvés pour chaque courbe elliptique de &, et &;.

APPENDICES
A—TABLEAU DE VALEURS. On a vu la Section 4.4 que si ¢ = np + 1 est un nombre
premier congru & 1 modulo p et si E a bonne réduction en ¢, on est dans I'un des cas
suivants (voir (32) et (37)):
1. il existe un élément ¢ € A(n, q) tel que
0q(E) = £a,(¢) (mod p).
2. 1l existe un élément { € B(n, q) tel que

a,(E) = £b,(¢) (mod p).
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11 en résulte qu'il existe au plus 4n valeurs possibles pour la classe de a,(E) modulo p
car les ensembles A(n,q) et B(n,q) sont de cardinal < n. Plus p est grand et n petit et
plus la probabilité (en un sens heuristique) qu’une congruence de la forme

a,(E)” = ay(F)* (mod p),

ol F est I'une des courbes elliptiques des ensembles &, et &, soit réalisée, est faible.

Cela porte a croire que, pour une courbe F des ensembles £, ou £, donnée, I'existence
d’un entier n satisfaisant aux conditions du Théoréme 1.4 est d’autant plus probable que p
est grand. De plus, on constate que pour les petites valeurs de p, on est souvent obligé de
choisir une valeur de n pour chaque courbe elliptique, ce qui est «rarement>> nécessaire
lorsque p est grand (disons p > 10000).

Dans le tableau 1, on a on a indiqué dans la premiére colonne la liste des nombres
premiers p compris entre 11 et 150. Les courbes elliptiques inscrites sur la premieére ligne
sont celles des ensembles £; et £. Pour un nombre premier p et une courbe elliptique
F comme ci-dessus, on lit dans la case correspondante un entier n tel que le couple
(F,n) vérifie la condition 1 du Théoréme 1.4 si F appartient & £, et la condition 2si F
appartient 3 &;.

Ces valeurs ont été obtenues a 1’'aide du programme Fermat disponible & ’adresse
www.math.jusieu.fr/ billerey..

B—COURBES DE CONDUCTEUR 150, 600 ET 1200

Les notations du tableau 2 sont celles des tables de [3]. Pour un représentant F' de
chaque classe d’isogénie de courbes de conducteur 150, 600 ou 1200, on donne successive-
ment:

1. un quintuplet [a;, a3, a3, a4, ag] tel que
y2 +a1zy + a3y = s+ ag:c2 + a4T + ag

soit une équation minimale de Weierstrass de F,

I'invariant modulaire jr de F,

la valuation en 5, v5(jF), de I'invariant modulaire jp de F,

la valuation en 5, vs(Am(F)), du discriminant minimal de F,

Pindice de ramification e en 5 de extension Q(F[p])/Q engendrée par les
coordonnées des points de p-torsion de la courbe F. Si v5(jr) > 0, c'est le
dénominateur de vs(An(F))/12 et si vs(jr) < 0, compte tenu du fait que
p ne divise pas v5(jr), on a e = 2p (voir [2}).

BTl
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150C1 | 600A1 | 600F1 | 1200J1 |j 150A1 | 600C1 | 1200N1
11 2 2 2 2 2 2 2
13 4 4 4 4 6 4 4
17 6 6 6 6 14 8 14
19 10 24 24 10 22 22 12
23 2 2 2 2 2 2 2
29 2 2 2 2
31 10 10 22 22 10 10 42
37 4 4 4 4 4 4 6
41 2 2 2 2 2 2 2
43 4 4 4 4 10 4 4
47 6 6 6 6 6 6 6
53 2 2 2 2 2 2 2
59 12 18 18 12 12 18 12
61 12 6 12 6 12 6 6
67 4 4 4 4 4 4 4
71 8 8 8 8 8 8 8
73 4 4 6 4 4 4 6
79 4 4 18 18 18 4 4
83 2 2 2 2 2 2 2
97 4 4 4 4 4 4 4
101 8 6 6 6 8 36 6
103 6 12 10 12 10 10 6
107 6 6 6 6 6 6 6
109 30 10 10 10 10 10 10
113{ 14 2 14 2 2 2 2
127 4 18 4 4 4 4 4
131 2 2 8 2 2 2 2
137 6 6 6 6 6 6 6
139 4 4 4 4 4 4 4
149 8 8 8 8 8 8 8

Table 1: Tableau des premiéres valeurs d’entiers n vérifiant les conditions du
Théoréme 1.4.
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courbe équation JF vs(jr) | vs (Am(F )) e
150A1 [1,0,0, -3, 3] —24389/12 0 3 4
150B1 [1,1,0,-75,-375] —24389/12 0 9 4
150C1 [1,1,1,37,281] 357911/2160 -1 7 2p
600A1 [0,-1,0, -383,3012 24918016/45 -1 7 2p
600B1 [0,-1,0,7,—3] 5120/3 1 2 6
600C1 |  [0,-1,0,32, —68] 27436/27 0 3 4
600D1 [0,1,0,17, 38] 2048/3 0 6 2
6OOE1 | [0,1,0,—233,1563] | —8780800/2187 | 2 4 3
600F1 [0,-1,0,92, -188] 21296/15 -1 7 2p
600G1 |[0,-1,0,—5833,207037] [ —8780800/2187 2 10 6
600H1 | [0,1,0,792, —6912] 27436/27 0 9 4
60011 [0,1,0, 167, —37) 5120/3 1 8 3
1200A1| [0,-1,0,17,—38] 2048/3 0 6 2
1200B1 | [0, -1,0,792, 6912] 27436/27 0 9 4
1200C1 [0,-1,0,167,37] 5120/3 1 8 3
1200D1 | [0,-1,0,-233,—1563] | —8780800/2187 2 4 3
1200E1 [0,1,0,—-383,-3012] 24918016/45 -1 7 2p
1200F1 0,1,0,7,3] 5120/3 1 2 6
1200G1 [0,1,0,92,188] 21296/15 -1 7 2p
1200H1 | [0, 1,0, —5833, —207037] | —8780800/2187 2 10 6
120011 [0,1,0,32,68] 27436/27 0 3 4
120031 | [0,-1,0, ~8, ~1488] ~1/15 -1 7 2
1200K1 [0,-1,0,27, —243] 20480/243 1 2 6
1200L1 [0,-1,0,-333,3537] —-40960/27 1 8 3
1200M1| [0, 1,0, —48,192] ~24389/12 0 3 4
1200N1 | [0, —1,0, —333, —2088] 131072/9 0 9 4
120001 [0,1,0,-13,23] —40960/27 1 2 6
1200P1 | [0,1,0,592,~16812] | 357911/2160 | ~1 7 2
1200Q1 { [0,1,0,—1208,21588] —24389/12 0 9 4
1200R1 [0,1,0,-133,563] —102400/3 2 4 3
120051 (0,1,0,-13,~-22] 131072/9 0 3 4

Table 2: Classes d’isogénie des courbes elliptiques de conducteur 150, 600 et 1200
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