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Introduction

Cette thése se compose de deux parties principales contenant chacune deux
chapitres. Dans la premiére partie, on étudie quelques équations diophantiennes
a l'aide de la « méthode modulaire ». La seconde partie est consacrée a ’arith-
métique des courbes elliptiques et notamment de leurs points d’ordre fini.

Premiére partie

Elle comporte deux chapitres portant chacun sur un cas particulier de la
conjecture suivante.

Conjecture 0.1 Soient F' € Z[X,Y] une forme homogéne séparable de degré
>3 et d un entier > 1. Il existe une constante Cq r > 0 ne dépendant que de d
et F telle que si p est un nombre premier > Cq r et (a,b,c) un triplet d’entiers
non nuls premiers entre eux vérifiant l’égalité

F(a,b) = dcP,
alors on a ¢ = £1.

Dans toute cette partie, on dit qu’un triplet (a, b, c) d’entiers est une solution
de I’équation
F(z,y) = dz" 1)

si F(a,b) = dcP, qu'elle est propre si a, b et ¢ sont premiers entre eux dans leur
ensemble et qu’elle est non triviale si abc # 0.
Dans le premier chapitre, on s’intéresse au cas ou

F(X,Y)=X5+Y>.

Dans le second chapitre, on considére plus spécifiquement le cas ou F' est une
forme cubique.

Chapitre 1

Etant donné un entier d > 1 libre de puissances cinquiémes et un nombre
premier p, on note S,(d) I'ensemble des solutions propres et non triviales de
I’équation (1) dans le cas ou

F(X,Y)=X°+Y5.
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A tout élément (a,b,c) € Sp(d), Darmon associe la courbe elliptique E(a,b)
suivante :

2 3 2, 12y,2 a’ +b°
y°=x° —5(a” +b°)x —|—5( P> )x

En utilisant les propriétés de modularité de la courbe F(a,b) démontrées par
Wiles (|[Wil95]) et Breuil, Conrad, Diamond et Taylor ([BCDTO01]), on obtient,
pour plusieurs valeurs de 'entier d, des résultats sur les ensembles S, (d) lorsque
p varie.

Ce chapitre a été publié au Bulletin of the Australian Mathematical Society
en 2007 (|Bil07]). Par la suite, Luis Dieulefait et moi-méme avons amélioré ces

résultats dans une publication commune & paraitre a Mathematics of Computa-
tion ([BDOS]).

Chapitre 2

La conjecture 0.1 est une conséquence de la conjecture abc de Masser et
Oesterlé. Dans le cas ott F est de degré 3, on construit! un polynéome G(X,Y, Z)
de degré 3 en la variable Z tel que

disczG(X,Y, Z) = disc(f) - F(X,Y)?,

ou discy désigne le discriminant par rapport a la variable Z et disc(f) le dis-
criminant du polynome f(X) = F(X,1). Cette construction généralise celle de
Frey pour la forme cubique

FX,)Y)=XY(X+Y)
associée a ’équation de Fermat, ainsi que celle de Darmon pour la forme
F(X,Y)=X3+Y3

Etant donnée une solution propre et non triviale (a, b, c) de I’équation (1), cette
construction fournit alors en toute généralité une courbe elliptique d’équation

y* = G(a,b, )

qui a les « bonnes » propriétés de ramification. Cela nous permet, toujours dans
le cas des formes de degré 3, de réduire la conjecture 0.1 & une conséquence
d’une conjecture de Frey et Mazur sur les modules galoisiens des points d’ordre
premier des courbes elliptiques. A titre d’application, on détermine ensuite, pour
plusieurs valeurs de I'entier d, ’ensemble des solutions propres et non triviales
de I’équation (1) dans le cas ou

F(X,Y) =X+ X?Y + XY? 4+ Y3

Les résultats de ce chapitre ont fait ’'objet d’une publication [Bil08a| au Journal
of Number Theory en mai 2008.

1Je remercie Don Zagier de m’avoir signalé cette formulation du résultat.



Seconde partie

Elle traite de I’arithmétique des courbes elliptiques et se compose de deux
chapitres. Dans le premier, on s’intéresse au défaut de semi-stabilité des courbes
elliptiques a réduction additive avec potentiellement bonne réduction définies sur
les extensions finies de Q2. Dans la seconde partie on étudie certaines propriétés
galoisiennes des points d’ordre fini des courbes elliptiques définies sur un corps
de nombres.

Chapitre 3

Soient K une extension finie de Q2 contenue dans une cléture algébrique fixée
Q. de Q5 et E une courbe elliptique définie sur K ayant mauvaise réduction
de type additif sur K et dont 'invariant modulaire j est entier. Il existe alors
une plus petite extension L de la cloture non ramifiée K,,, de K dans Qs oit E
acquiert bonne réduction. Le groupe ® = Gal(L/K,,) est soit cyclique d’ordre
2, 3, 4 ou 6, soit d’ordre 8 et isomorphe & un groupe quaternionien, soit d’ordre
24 et isomorphe a SLo(F3). Sa détermination précise n’a été menée que dans
deux cas : par A. Kraus pour K = Q ([Kra90]) et par E. Cali pour toutes les
extensions finies K /Q2 non ramifiées ([Cal04]).

Dans ce chapitre, on commence par établir en fonction de la valuation de
j modulo 12 plusieurs résultats généraux sur le groupe ®, valables pour toute
extension finie K/Qs. Dans tous les cas restants, la connaissance de la valuation
de j modulo 12 ne suffit pas & déterminer ’ordre du groupe .

D’autre part, dans le cas des extensions quadratiques ramifiées de Qs, on dé-
termine explicitement le groupe ® en fonction des coefficients d’une équation de
Weierstrass de E. Combiné avec les travaux de Cali et Kraus, ce dernier résultat
achéve le calcul du groupe ® pour toutes les extensions de Qo de degré < 2.

Ce chapitre a été soumis en juin 2008 a la revue Dissertationes Mathematicae.

Chapitre 4

Soient K un corps de nombres contenu dans la cloture algébrique Q de Q
dans C et E une courbe elliptique définie sur K. On dit qu'un nombre premier p
est exceptionnel pour le couple (E, K) si la représentation

pp  Gal(Q/K) — Aut(E[p])

donnant I'action de Gal(Q/K) sur le sous-groupe E[p] des points de p-torsion
de E est réductible. On s’intéresse dans ce chapitre & la détermination explicite
de Pensemble des nombres premiers exceptionnels pour le couple (E, K). 1l est
bien connu que si E n’a pas de multiplications complexes sur Q, cet ensemble
est fini. En utilisant des arguments de théorie du corps de classes, on obtient
un critére portant sur la réduction de E en chaque place finie de K permettant
d’aborder la question suivante.

Question 1. Le corps K et la courbe E étant donnés, peut-on décider en toute
généralité si ’ensemble des nombres premiers exceptionnels est fini et si tel est
le cas comment le déterminer explicitement ?

Comme conséquence du résultat principal que l'on obtient a ce sujet, on
démontre notamment que pour toute courbe elliptique définie sur un corps de



degré impair sur Q, I'ensemble des nombres premiers exceptionnels est fini et
qu’il est inclus dans I’ensemble des diviseurs premiers d’une collection explicite
d’entiers (dépendant de (E, K)).

On s’intéresse également dans ce chapitre & la question suivante.

Question 2. FEtant donnés un corps de nombres K et un ensemble infini £
de courbes elliptiques définies sur K, peut-on trouver une constante uniforme
a(&, K) telle que pour toute courbe elliptique E appartenant a &, la représen-
tation p, soit irréductible dés que p > (&, K)?

La réponse a cette question n’est, bien entendu, pas toujours positive. A
I’aide des résultats obtenus au chapitre 3 et d’arguments de la théorie du corps
de classes, on obtient plusieurs énoncés en direction de la question 2 pour des
ensembles £ de courbes elliptiques ayant mauvaise réduction additive en une
place finie de K et un « défaut de semi-stabilité » particulier.

On illustre les résultats obtenus en déterminant explicitement I’ensemble des
nombres premiers exceptionnels de plusieurs couples (F, K), notamment si K
est une extension quadratique de Q.
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Premiére partie

Equations diophantiennes






Chapitre 1

Equations de Fermat de type
(5,5, p)

Ce chapitre reproduit sans modification Uarticle [Bil07] paru au Bulletin of
the Australian Mathematical Society. Signalons que ces résultats ont par la suite
été généralisés par Luis V. Dieulefait et moi-méme et sont a paraitre dans une
publication commune ([BD08]).

Introduction

Soient d un entier naturel sans puissances cinquiémes et p un nombre premier
> 7. On s’intéresse dans cet article a I’équation diophantienne suivante :

x4 y° = d2P. (1.1)

Suivant la terminologie de H. Darmon et A. Granville ([DG95]), on dira qu'un
triplet d’entiers (a,b,c) € Z3 est une solution de I'équation (1.1) si 'on a a® +
b5 = dcP, qu’elle est propre si a, b et ¢ sont premiers entre eux et qu’elle est non
triviale si abc est non nul.

Notons Sp,(d) 'ensemble des solutions propres et non triviales de I’équation
(1.1). On se propose dans cet article de démontrer quelques résultats concernant
I'ensemble S, (d). Une conséquence de la conjecture abe est la suivante :

Conjecture 1.1 Supposons que d ne soit pas la somme de deux puissances
cinquiemes d’entiers relatifs non nuls. Alors, il existe une constante c¢(d), qui
ne dépend que de d, telle que si l'on a p > ¢(d), alors ’équation (1.1) n’admet
aucune solution propre et non triviale.

Les travaux de G. Frey, K. A. Ribet, J.-P. Serre et A. Wiles sur les représenta-
tions modulaires, permettent parfois d’aborder ce type de problémes (cf. [Fre86],
[Rib90], [Ser87] et [Wil95]). La méthode maintenant fréquemment utilisée a ce
sujet est souvent appelée la méthode modulaire. Elle exploite les propriétés
modulaires de certaines courbes elliptiques ainsi que les propriétés galoisiennes
de leurs points de p-torsion. Plus précisément, & une hypothétique solution de
l’équation (1.1), on associe ici une courbe elliptique sur Q, dont la construction
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12 CHAPITRE 1. EQUATIONS DE FERMAT DE TYPE (5,5, P)

est diie & H. Darmon ([Dar97]), dite courbe de Frey ou courbe de Hellegouarch-
Frey et dont la représentation galoisienne dans ses points de p-torsion est liée
a lexistence d’une forme modulaire de poids et de niveau précis, qui « essen-
tiellement » ne dépendent pas de la solution considérée. On est alors confronté
au probléme de démontrer que ’existence d’une telle forme modulaire conduit &
une contradiction. Une étude de la ramification du corps des points de p-torsion
de la courbe de Frey permet parfois d’y parvenir.

Signalons qu’un résultat figurant dans [Kra02] entraine que, p étant donné,
I’ensemble des entiers d sans puissances cinquiémes et sans diviseurs premiers
congrus & 1 modulo 5, pour lesquels S, (d) soit non vide, est fini. Dans cet article,
nous mettons en ceuvre la méthode modulaire et certaines de ses variantes pour
létude de ’équation (1.1). Elle permet de montrer que Sp(d) est vide pour
p > 7, ou seulement pour une infinité de p, dans certains cas ou d est de la
forme 2% - 37 .57 avec 0 < o, 3,7 < 4.

On énonce par ailleurs un critére, analogue a celui obtenu par A. Kraus
concernant I'équation 2° +y3 = 2P (cf. [Kra98]), permettant souvent de montrer
que S,(3) est vide pour un nombre premier p fixé. On démontre qu'il s’applique
également aux petites valeurs de p (notamment p = 7). On le vérifie numeéri-
quement, a l’aide d’'un programme pari/gp pour tous les nombres premiers p
compris entre 7 et 10°.

1.1 Enoncés des résultats

Soit p un nombre premier > 7. Les résultats décrits ici concernent les entiers
d de la forme
d=2%.37.57 avec 0<aq,f,v<A4.

Dans le cas particulier ou d = 1, en utilisant la méthode modulaire classique,
on obtient 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.2 Soit (a,b,c) un élément de S,(1). Alors c est impair. Autrement
dit, la puissance p-ieme d’un entier pair non nul ne peut s’écrire comme la
somme de deux puissances cinquiemes d’entiers premiers entre eux.

Pour quinze valeurs de d sur les cent vingt-cing envisagées ci-dessus, par la
méme méthode que celle utilisée dans le théoréme 1.2, on obtient une réponse
compléte quant & la description de S,(d) :

Théoréme 1.3 Supposons que d soit de la forme
d=2%-57 aveca € {2,3,4} et 0<y<A4.
Alors, Sp(d) est vide.

Pour certaines valeurs de d, nous obtenons une réponse partielle en démon-
trant que S,(d) est vide seulement pour un ensemble de nombres premiers p
de densité > 0. En utilisant la méthode symplectique, décrite dans [HK02], on
obtient & ce sujet I’énoncé suivant :

Théoréme 1.4 Posons d = 2% -3° .57 et supposons que l'on soit dans I'un des
cas ci-dessous :
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1. (o, B,7) € {(3,1,>1),(3,4,>1),(4,2,> 1)} et p=5 ou 7 (mod 12);
2. (,8,7) € {3,2,> 1),4,1,> 1),(4,4,> 1)} et p = 7,11,13 ou 17
(mod 24) ;
3. (o, 8,7) € {(3,1,0),(3,4,0), (4,2,0), (4,3,0)} et p=5 ou 19 (mod 24) ;
4. (o, 8,7)=(4,3,>1) et p=3 ou 5 (mod 8).
Alors, Sp(d) est vide.

Enoncons maintenant les résultats obtenus concernant le cas ot d = 3. Pour
tout nombre premier p > 7, on démontre un critére qui permet souvent de
prouver que S,(3) est vide. Considérons pour cela un nombre premier ¢ congru
a 1 modulo p. Posons ¢ = np + 1. Le groupe p,(F,) des racines n-iémes de
I'unité de Fy est d’ordre n. On définit deux sous-ensembles A(n,q) et B(n,q)
de p,(Fg) de la facon suivante.

1. Soit A(n,q) le sous-ensemble de p, (F,) formé des éléments ¢ pour les-
quels :
405 + 62500¢ est un carré dans F.

A un tel élément ¢, on associe le plus petit entier 01,¢ > 0 tel que

87 ¢ (mod q) = 405 + 62500¢.

On définit A(n,q) comme étant le sous-ensemble de A(n, g) constitué des
éléments ¢ pour lesquels 'un au moins des entiers

—225 + 10(51)( et —225— 10(‘)‘174

est un carré modulo ¢. A tout élément ¢ € A(n,q), on associe alors la
cubique sur F, suivante :

O 2y 25¢. (1.2)

Fie:y?=a"+ o5

Son discriminant vaut 6480¢2 = 24-3%.5(¢2, qui est non nul car on a ¢ > 7.
Par suite, F} ¢ est une courbe elliptique sur F;. On note n 4(¢) le nombre
de points rationnels sur F, de F} ¢ et I'on pose

aq(¢) = g +1—n1,4(C). (1.3)

2. Soit B(n,q) le sous-ensemble de tn(Fy) formé des éléments ¢ pour les-
quels :
405 + 20¢ est un carré dans F,.

A un tel élément ¢, on associe le plus petit entier d2,¢ > 0 tel que
85 (mod q) =405 + 20C.

On définit B(n,q) comme étant le sous-ensemble de B(n, ¢) constitué des
éléments ¢ pour lesquels 'un au moins des entiers

—225+ 1065 et — 225 — 1082
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est un carré modulo ¢. A tout élément ¢ € B(n,q), on associe alors la
cubique sur F, suivante :

Fyc:y? =2 + g 02 + 5. (1.4)

Son discriminant 2% - 3* - 53¢2 est non nul car on a ¢ > 7. Par suite, Fs
définit une courbe elliptique sur F;. On note ng 4(¢) le nombre de points
rationnels sur Fy de I, ¢ et 'on pose

bq(¢) = g+ 1 = n2,4(¢). (1.5)

Les notations étant celles utilisées dans les tables de [Cre97] (& ceci prés
que les lettres minuscules ont été remplacées ici par des lettres majuscules), on
considére les trois ensembles de courbes elliptiques suivants :

& = {150C1,600A1,600F1,1200J1};
& = {150A1,600C1,1200N1}.

Si I est I'une des courbes des ensembles £ et £ et si £ est un nombre
premier > 7, alors F' a bonne réduction en £. On pose

a(F) =L+ 1—|F(Fy),

ot |F(Fy)| est le nombre de points rationnels de la courbe F sur F; déduite de
F par réduction modulo /.
Le critére que 1’on obtient est le suivant :

Théoréme 1.5 Soit p un nombre premier > 7. Supposons que les deux condi-
tions suivantes soient satisfaites :

1. pour toute courbe elliptique F appartenant a &1, il existe un entier n > 2
tel que :

(a) Uentier ¢ = np + 1 est premier.
(b) On a a,(F)*# 4 (mod p).
(¢) Pour tout ¢ dans A(n,q), on a

aq(¢)* # aq(F)*  (mod p).

2. Pour toute courbe elliptique F' appartenant a €, il existe un entier n > 2
tel que :

(a) Uentier g = np+ 1 est premier.
(b) On a a,(F)*# 4 (mod p).
(¢) Pour tout ¢ dans B(n,q), on a
bg(¢)? # aq(F)*  (mod p).
Alors, Sp(3) est vide.

En utilisant ce critére et un résultat de L. Dirichlet concernant le cas ou
p =5 ([Dir28]), on obtient 1’énoncé suivant :

Proposition 1.6 Si l'on a5 < p < 10°, alors S,(3) est vide.



1.2. LA COURBE ELLIPTIQUE E 15

Le critére du théoréme 1.5 s’applique pour des valeurs de p considérablement
plus grandes que 10°. Ainsi Sp(3) est vide lorsque p = 15485863 qui est le mil-
lioniéme nombre premier : on vérifie en effet que n = 10 satisfait aux conditions
du théoréme 1.5 (pour toute courbe F' des ensembles &; et £2). De méme, S,(3)
est vide pour p = 1000000007. 11 suffit de prendre n = 44.

On donne en Appendice un tableau de valeurs d’entiers n satisfaisant aux
conditions du théoréme 1.5 pour les nombres premiers compris entre 11 et 150,
ainsi que quelques explications heuristiques sur 'efficacité de ce critére pour les
« grands » nombres premiers.

1.2 La courbe elliptique £

On considére un élément (a, b, c) de S,(d). A un tel triplet on associe I'équa-
tion de Weierstrass E définie sur Q :

i 5 b5
y? x35(a2+b2)x2+5<aaib >x (1.6)

Ses invariants standard (c4, cg, A) sont les suivants (cf. [Tat75]) :

ci = 24-5(5(a% + 1) — 3CH) = 24 5(2a" + 3ba® + Ta®b? + 3ab® + 2b%),
6 = 2°-5%(a®+0%)(2-5(a® +b?)2 - 32 A7)

= 25.5%(a® + 9a°b + 12a*b? + 18a3b® + 12a%b* + 9ab® + b),

A = 2%.5%(a+b)%*(a® + b%)2.
Puisque (a, b, ¢) appartient & S,(d), E est une courbe elliptique définie sur Q.

Notations.

1. On pose

r:HE,

£)cd 0£2,5
ou ¢ parcourt I’ensemble des diviseurs premiers de cd autres que 2 et 5.
2. Si £ est un nombre premier, on note vy la valuation f-adique de Q.

3. On pose
a® + b°
a-+b

¢(a,b) = =a* - a®b + a®b? — ab® + b (1.7)

4. On note A,, le discriminant minimal de E.

Remarques préliminaires.

1. Les entiers a, b et ¢ sont premiers entre eux deux a deux : cela résulte du
fait que a, b et ¢ sont premiers entre eux dans leur ensemble et que d est
sans puissances cinquiemes.

2. Supposons d impair. Si a ou b est pair (mais pas les deux), alors ¢ est
impair. Si a et b sont impairs, alors ¢ est pair.

3. Si d est pair, alors ab est impair.
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4. Compte tenu des deux remarques précédentes, on peut supposer, ce que
I’on fera dans toute la suite, que I'on est dans 'un des cas suivants :

(a) d est impair et ac est pair : si ¢ est impair, alors ab est pair et I'on
suppose que c’est a qui est pair.

(b) d est pair et ab impair.
Proposition 1.7 L’équation (1.6) est minimale en dehors de 2. Elle est mini-
male en 2, auquel cas on a A, = A, sauf dans les trois cas suivants :
1. les entiers d et a sont impairs (et ¢ est pair) ;
2. les entiers d et ¢ sont pairs;
3. Dentier ¢ est impair et 'on a va(d) =2, 3 ou 4.
Dans chacun de ces trois cas, on a alors :

A

Soit Ng le conducteur de E.

Proposition 1.8 Supposons d impair. On a :
1. Ng =2*-5%r sivg(a) = 1;
2. Ng =23.5%r sivg(a) > 2;
3. Ng =2-5%r sia est impair.
Proposition 1.9 Supposons d pair.
1. Sic est pair, on a Ng = 2 - 5%r.
2. Si ¢ est impair, alors :
(a) siva(d) =2, on a Ngp=5%r;
(b) siva(d) =3 oud, on a Ng=2-5%r;
(c) siva(d) =1, on a Ng = 2% 5%r.

Les démonstrations de ces propositions font I’objet des paragraphes 1.2.1 a 1.2.5.

1.2.1 Lemmes préliminaires

Les trois lemmes suivants interviennent dans la suite & plusieurs reprises.
Lemme 1.10 Soit £ un nombre premier divisant a +b. On a alors
$(a,b) = 5a*b* (mod £?). (1.8)
Démonstration. Si £ un nombre premier divisant a + b, on a
a’? +b* = —2ab (mod £?).

Or
#(a,b) = (a® +b?)* — ab(a® + b* + ab), (1.9)
d’out
#(a,b) = 5a*b*  (mod £?)

et le lemme 1.10
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Lemme 1.11 Les entiers a+ b et ¢(a,b) sont premiers entre euzx en dehors de
5. De plus, si 5 divise a+b, alors vs(¢(a,b)) =1 et vs(a+b) = vs(d)+pvs(c)—1.

Démonstration. Soit ¢ un nombre premier divisant a + b et ¢(a,b). Si £ # 5, on
a 5a%b? # 0 (mod ¢) car ¢ ne divise pas ab. Donc £ ne divise pas ¢(a,b) (lemme
1.10). Si £ = 5, la congruence (1.8) ci-dessus implique vs(¢(a,b)) = 1. L’égalité
(a+ b)p(a,b) = dcP entraine alors le lemme.

Lemme 1.12 Soit £ un nombre premier non congru & 1 modulo 5 et divisant
a® + b5, Alors, ¢ divise a + b.

Démonstration. Puisque ¢ divise a® + b°, ¢ ne divise pas ab. Soit ¥’ 'inverse de
—b modulo /. On a a® = (=b)® (mod ¢), d’ott (ab’)® = 1 (mod ¢). Par suite,
l'ordre de ab’ dans le groupe multiplicatif F} est 1 ou 5. La congruence ab’ =1
(mod ¢) conduit & a+b =0 (mod £). Si £ ne divise pas a+b, on en déduit donc
que lordre de ab’ dans F} est 5 puis £ =1 (mod 5). D’ott le lemme.

1.2.2 Etude de la réduction de £ en dehors de {2,5}

On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.13 Soit £ un nombre premier distinct de 2 et 5. La courbe E est
semi-stable en £ et l'on a

1 it divise cd,

ve(Np) = { 0 sinon.

L’équation (1.6) définit un modele minimal en £ de E et A,, = A. On a de
plus,

= { 48 ) e L

En particulier,

p divise vg(Ap,) <= £ ne divise pas d. (1.11)
Démonstration. D’aprés I'égalité,

A =245%(a 4+ b)*(a® + b°)?,
on a vg(A) = 2ve(a + b) + 2ve(a® + b°). Or
a®+b° = de?,

donc ve(a® + b°) = ve(d) + pve(c). D’ot

ve(A) = 2vp(a +b) +2v¢(d) (mod p). (1.12)

Si ¢ ne divise pas cd, alors d’aprés I'égalité a® + b° = dcP et le fait que a + b
divise a® + b%, ¢ ne divise pas A et E a donc bonne réduction en Z.

Supposons que ¢ divise cd. Dans ce cas, ¢ divise a® + b°. On distingue alors
deux cas suivant que a + b est ou non divisible par /.
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1. Supposons que £ divise a + b. Alors, ¢(a,b) = 5a* (mod /), d’aprés le
lemme 1.10. On en déduit

cy =24.5%*  (mod ¢)
d’ott vg(cq) = 0. L’équation (1.6) est donc minimale en ¢ et E a réduction

multiplicative en ¢, d’ott vo(Ng) =1 et v(A,,) = ve(A).
Puisque ¢ divise a + b, ¢ ne divise pas ¢(a,b) (lemme 1.11). On en déduit

ve(a+b) =ve(d) (mod p).

La congruence (1.12) entraine alors la condition (1.10). L’équivalence (1.11)
en résulte vu que 'on a 0 < v,(d) < 4.

2. Supposons que ¢ ne divise pas a + b. On a ¢(a,b) = 0 (mod ¢) car ¢
divise a® + b° sans diviser a + b. D’aprés 1'égalité (1.9), £ ne divise pas
a? + b? car /£ ne divise pas ab. On en déduit que vy(cs) = 0. Par suite,
léquation (1.6) est minimale en ¢ et E a réduction multiplicative en ¢,
d’ou vp(Ng) = 1. D’aprés la congruence (1.12), on a v(4A,,) = 2v(d)
(mod p) et P'on conclut comme ci-dessus.

1.2.3 Etude de la réduction de E en 5

On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.14 La courbe E a mauvaise réduction de type additif en 5 et l'on a
vs(Ng) = 2. L’équation (1.6) est minimale en 5. L’invariant modulaire j de B
est entier en b si et seulement st 5 ne divise pas a + b.

De plus, p divise v5(j) si et seulement si l'une des deuz conditions suivantes
est satisfaite :

1. onaa+b#0 (mod b),
2. onaa+b=0 (mod5) et (p,vs(d)) € {(7,3),(11,4)}.
Démonstration. On distingue deux cas.

1. Supposons que 5 ne divise pas a + b. Dans ce cas, ¢(a,b) =1 (mod 5) car

a®+ b =a+b (mod 5), d’ot :
(vs(ca), vs(ce), vs(A)) = (1,2 2,3).

Le type de Kodaira de E est donc III (cf. tableau I, p.126 de [Pap93]) et
I'on a ainsi vs(Ng) = 2. L’égalité j = c}/A entraine alors vs(j) = 0.

2. Supposons que 5 divise a + b. On a alors (lemme 1.10)
a’>+b*=—2ab (mod 25) et ¢(a,b) = 5a%b? (mod 25).
On a donc :

%4 =2"54%* (mod 25) et ;—g =20.5(ab)® (mod 25),

d’otl les égalités :
vs(ca) =2 et ws(ce) =3.
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On en conclut que la courbe E a mauvaise réduction de type additif en
5 et que 'équation (1.6) est minimale en 5. Le type de Kodaira de E est
donc I} ot v = 4vs(a+b) — 1 et 'on obtient v5(Ng) = 2 (cf. loc. cit.).

D’aprés le lemme 1.11, on a :
vs(a® + b°) = vs(a + b) + 1,

d'ott v5(A) =5+ 4vs(a + b) > 9 et I'inégalité v5(j) < 0.
De 'égalité

v5(A) = 5+ 4(vs(d) + pvs(c) — 1),
il vient :

v5(j) =6 —v5(A) =5 —dus(d) (mod p).

Autrement dit,

5 (mod p) siwvs(d) =0,

1 (mod p) siwvs(d)=1,

vs(j) = -3 (mod p) siwvs(d) =2,
—7 (mod p) siwvs(d) =3,

—11 (mod p) siwvs(d) =4

Cela établit le lemme.

1.2.4 Etude de la réduction de E en 2 si d est impair
On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.15 Supposons d impair. La courbe E a mauvaise réduction en 2.

1. Sia est pair, E a réduction de type additif en 2. On a

4 sivg(a) =1,
v2(NE):{ 3 sivggagzl

2. Si a est impair, E a réduction de type multiplicatif en 2 et l'on a alors
UQ(NE) =1.
L’équation (1.6) est minimale en 2 si et seulement si a est pair.

Démonstration. On est amené & distinguer deux cas suivant la parité de a.

1. Supposons a pair. On a alors :
va(cs) 25, walcg) =5, wv2(A) =4
En fait, on a plus précisément (va(a),v2(cs)) € {(1,> 6),(> 2,5)}. En
effet, on a

“—913ah® = 2+3ab (mod 4)

2t
{ 0 (mod4) si wg(a)=1
2 (mod4) si wvy(a)>2.

(1.13)

11 convient donc de séparer les cas ot va(a) =1 et va(a) > 2.
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(a) Supposons vz(a) = 1. On est dans le cas 3 ou 5 de Tate (cf. tableau
IV, p.129 de [Pap93]). D’aprés la proposition 1, p.124 de loc. cit.
appliquée avec r =t = 1, on est dans un cas > 4 si et seulement si

<a5 +b°

a+b>5(a2+62) = 0 (mod4),

ce qui équivaut a
a* —ab+a®b? —ab® + b — (a* +0?) = 0 (mod 4).

Or on a a* — a®b + a?b? — ab® + b* — (a® + b?) = —ab (mod 4) et
comme vo(a) = 1, lentier ab n’est pas multiple de 4. On est donc
dans le cas 3 de Tate et 'on a v3(Ng) = 4.

(b) Supposons va(a) > 2. On a alors :
va(ca) =5, wv2(cs) =5, wva(A) =4.

On est donc dans le cas 3 ou 4 de Tate. On déduit alors de la
congruence a* — a3b+ a?b? — ab® +b* — (a® +b%) = —ab (mod 4), que
lon est dans le cas 4 de Tate et 'on a vy(Ng) = 3.

2. Supposons a impair. Dans ce cas, d’aprés la remarque préliminaire 4, b est
impair et ¢ est pair. On a ainsi ¢(a,b) =1 (mod 2), a® + b*> = 2 (mod 4)
et légalité va(a® + b%) = va(a + b). Compte tenu de I'égalité (1.1), il en
résulte que l'on a

(v2(ca), v2(ce), v2(A)) = (4,6, > 32).

Vérifions que ’équation (1.6) n’est pas minimale en 2. On étudie pour cela
la congruence de cg/2% modulo 4 (|[Kra89, p.77|). On constate que I'on a

Co
2 = 2ab+1 (mod 4).

Puisque ab est impair, on a ab = +1 (mod 4), et I'on obtient la congruence
c6/2° = —1 (mod 4). Notre assertion résulte alors du corollaire du théo-
réme 2 de loc. cit.. On en déduit que E a réduction multiplicative en 2 et
lon a donc vy(Ng) = 1.

Cela termine la démonstration du lemme 1.15.

1.2.5 Etude de la réduction de E en 2 si d est pair
On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.16 Supposons d pair.

1. Sic est impair et si va(d) = 2, E a bonne réduction en 2, auquel cas on a
Vo (NE) =0.

2. Sic est impair et si va(d) = 1, E a mauvaise réduction de type additif en
2 et l'on a vo(Ng) = 4.

3. Supposons ¢ pair ou bien que l'on ait va(d) = 3 ou 4. Alors E a réduction
de type multiplicatif en 2 et l'on a vo(Ng) = 1.
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L’équation (1.6) est minimale en 2 si et seulement si ¢ est impair et vo(d) = 1.

Démonstration. Puisque d est pair, les entiers a et b sont impairs. On a donc
#(a,b) =1 (mod 2) et va(a + b) = va(a® + b°). 1l en résulte que 1'on a

vacq) =4, wa(cg) =6, va(A) =4(1+ va(d) + pva(c)).
En particulier, on a

(U2(04), UQ(CG), ’UQ(A)) = (4, 6, Z 8)
Plus précisément, on a

v2(A) =8 si wy(d) =1 et si ¢ est impair,
va(A) =12 si wy(d) = 2 et si ¢ est impair,
v2(A) > 12 si wy(d) = 3 ou 4, ou bien si ¢ est pair.

On distingue donc les cas ou v2(A) = 8 et v2(A) > 12.
1. Supposons v2(A) > 12. On a comme ci-dessus les congruences
Ce
2 = 2ab+1=-1 (mod 4).

Par suite, I’équation (1.6) n’est pas minimale en 2. Si 'on a vy(d) = 2
et si ¢ est impair, la courbe E a donc bonne réduction en 2, i.e. on a
va(Ng) = 0. Par ailleurs, si va(d) = 3 ou 4, ou bien si ¢ est pair, F a
réduction multiplicative en 2 et 'on a vo(Ng) = 1.

2. Supposons v2(A) =8. On a

(v2(ca),v2(c), v2(A)) = (4,6,8)

et ’'on est dans le cas 6, 7 ou 8 de Tate. D’apreés la proposition 3 p.124 de
[Pap93], on est amené a déterminer si la congruence

51 pd 2 54 P
_52( @ + +2.3.512 ety —225r3(a®>+b6%) +3r* =0 (mod 32)
a+b a+b

a ou non une solution r € Z. On vérifie que r = 1 convient. D’apreés la
proposition 3 de loc. cit., il existe t € Z tel que

5<a5+b5

CE(2 12 _ g2
a—i—b) 5(a+b°)+1=¢ (mod ),

et I'on vérifie que t = 2 convient. Posons

a® 4 b° 2, 2
- - B — 3.
u 5< a+b) 5(a? +b2) — 3

Vérifions que 'on a va(u) = 3. Les entiers a? et b? sont congrus a 1 ou 9
modulo 16, de sorte que l'on a a? = b? (mod 16) ou b*> = 9a® (mod 16).
Par ailleurs, on a v2(d) = 1 et ¢ est impair. D’aprés I'égalité (1.1), on
a donc la congruence a = b (mod 4), autrement dit, on a ab = 1 ou 5
(mod 8).
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(a) Supposons a? = b? (mod 16). Dans ce cas, on vérifie que 'on a
u=2+6ab (mod 16).

D’apreés ’hypothése faite, on a ab =1 (mod 8), ce qui entraine notre
assertion.

(b) Supposons b? = 9a? (mod 16). On obtient alors
u=2(1—ab) (mod 16).

Par ailleurs, on a dans ce cas ab =5 (mod 8), d’ou I'assertion.

Il en résulte que 'on est dans le cas 6 de Tate, puis que va(Ng) = 4. D’ou
le lemme 1.16.

Les propositions 1.7, 1.8 et 1.9 résultent alors des lemmes 1.13 & 1.16.

1.3 La représentation p)

Soit p un nombre premier > 7 et (a, b, ¢) un élément de S,(d). Notons Qla
cloture algébrique de Q dans C et Gq = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu
de Q. Soit Elp] le sous-groupe de E(Q) constitué des points de p-torsion de la
courbe elliptique E. C’est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 sur lequel Gq
opére continiment. Par le choix d’une base de E[p] sur F,, on en déduit un
homomorphisme de groupes

pf : Gq — GLy(F,).

A une telle représentation J.-P. Serre associe un poids k qui est un entier > 2 et
un conducteur N (pz‘)E ) qui est un entier > 1, premier & p, qui divise le conducteur
Ng de E (cf. [Ser87]).

Proposition 1.17 La représentation pf est irréductible.

Démonstration. La courbe E a un point d’ordre deux rationnel sur Q. Par
suite, si pf était réductible, le groupe E(Q) possédrait un sous-groupe d’ordre
2p stable par Gq, de sorte que la courbe modulaire Y((2p) aurait un point
rationnel sur Q. Or, si p > 11, B. Mazur et M. A. Kenku ont démontré que
lensemble Y5(2p)(Q) est vide (cf. [Ken82]). D’ou le résultat dans ce cas.

Supposons maintenant p = 7 et p¥ réductible. La courbe modulaire Yy (14)
est la courbe elliptique notée 14A1 dans les tables de [Cre97] (|[Lig75, p.45]). Elle
posséde exactement deux points rationnels sur Q qui correspondent aux deux
classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques d’invariants j = —15> et 2553.
Ce sont en effet les invariants modulaires des courbes notées 49A1 et 49A2 dans
les tables de [Cre97] et elles ont bien un sous-groupe d’ordre 14 stable par Gq.
La courbe elliptique E correspond donc & un point rationnel sur Q de la courbe
modulaire Yy(14). En particulier, on a j = —15 ou 255%. En posant t = a/b,
on en déduit que t est une solution rationnelle de 1’équation :

g (261 + 3% + Tt2 + 3t + 2)3

=153 2555,
(t+ 1)2(t5 + 1) o

On vérifie que cela conduit a une contradiction. D’ou la proposition.
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Proposition 1.18 On a k = 2 si p ne divise pas d et k =p+ 1 sinon.

Démonstration. Supposons que p ne divise pas d. Si p ne divise pas ¢, alors F
a bonne réduction en p (lemme 1.13) et 'on a k = 2 d’aprés la proposition 5
p.191 de [Ser87|. Si p divise ¢, puisque l'on a p > 7, la courbe E a réduction
multiplicative en p (loc. cit.). Par ailleurs, p divise v,(A,,) (loc. cit.), ce qui
entraine de nouveau k = 2.

Supposons que p divise d. D’aprés le lemme 1.13, la courbe E a alors ré-
duction de type multiplicatif en p et p ne divise pas vy(A,,). Cela conduit a
k =p-+ 1, d’ou le résultat.

Calcul de N(p}). Posons

r = H l,
£#£2,5,p
‘|d
ou £ parcourt les diviseurs premiers de d distincts de 2,5 et p. Le conducteur
N (pf ) de pf est donné dans les deux énoncés suivants :

Proposition 1.19 Supposons d impair. Alors :
1. N(pf) = 2452, siva(a) =1;
2. N(pF)=235%", sivs(a) >2;

8. N(pJ) =2.5%", sia est impair.

Proposition 1.20 Supposons d pair. Alors :
1. N(pf) = 2.5%r", siva(d) =3 ou 4;

2. N(pF) =5, sivy(d) =2;
8. N(pJ) =2.5%", sivy(d) =1 et ¢ est pair.
4. N(pf) =245, siva(d) =1 et ¢ est impair.

Avant de démontrer ces propositions, on commence par le résultat suivant.

Lemme 1.21 Supposons que E ait réduction de type multiplicatif en 2. Alors,
vo(Ay,) = =8+ 4vy(d)  (mod p). (1.14)
En particulier, p divise vo(Ay,,) si et seulement si ¢ est pair et va(d) = 2.

Démonstration. Puisque E a réduction de type multiplicatif en 2, on est dans
I'un des cas suivants (lemmes 1.15 et 1.16) :

1. les entiers d et a sont impairs (et ¢ est pair) ;

2. les entiers d et ¢ sont pairs;

3. Dentier ¢ est impair et 'on a va(d) = 3 ou 4.

Dans chacun des trois cas ci-dessus, I'entier ab est impair donc
_ 54 15
va(a + b) = va(a® +b°).

D’aprés la proposition 1.7, on a :
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On en déduit
va(Ap) = 4 + 4vg(a® + b°) — 12.

Or vy(a® + b°) = va(d) + pva(c) = va2(d) (mod p). D’out la congruence (1.14).
L’équivalence du lemme s’en déduit immédiatement car on a 0 < vo(d) < 4.

Démontrons & présent les propositions 1.19 et 1.20. Puisque N (p;;: ) divise
Ng, pour tout nombre premier ¢ qui ne divise pas 10r, on a w(N(pf)) =0.

Considérons un diviseur premier ¢ de Ng distinct de 2,5 et p. D’aprés le
lemme 1.13 et [Kra97a, p.28], on a

1 si/ divise d,
W(N(pf)) - { 0 sinon.

La courbe E ayant réduction de type additif en 5, on a vs(N(p))) = 2 (loc.
cit.).

Il reste & déterminer I'exposant de 2 dans NV (,01];J ). La valeur de Iexposant
de 2 dans le conducteur Ng est donnée dans les propositions 1.8 et 1.9. Dans le
cas ou E a réduction de type additif en 2, i.e. si v3(Np) > 2, on a va(N(p))) =
v2(Ng) (loc. cit.). Si E a réduction multiplicative en 2, alors d’aprés le lemme
1.21, va(N(p))) = va(Ng) sauf si ¢ est pair et vy(d) = 2 auquel cas on a
va(N(p)) = v2(Ng) — 1, ie. v2(N(pf)) = 0.

Compte tenu du fait que N (,01')E ) est premier a p, cela termine la démonstra-
tion des propositions 1.19 et 1.20.

1.4 Démonstrations des résultats

On suppose pour toute la suite qu’il existe un élément (a,b,c) € S,(d) ou
p est un nombre premier > 7. Soit E la courbe d’équation (1.6) attachée a la
solution (a, b, ¢).

Notations. Si n est un entier > 1, on note Sy (n) le C-espace vectoriel formé des
newforms paraboliques de poids 2 pour le sous-groupe I'y(n) au sens de [AL70].

La représentation pf est irréductible, de poids 2 et de conducteur NV (pf ).
D’aprés les travaux de K. Ribet (cf. [Rib90]), il existe alors une newform

f =q+ Z an(f)Q” c S;(N(pf)) avec = €2i7TT7

n>2

et une place P de Q de caractéristique résiduelle p telles que, pour tout nombre
premier £, on ait :

ag(f) = ae(E) (mod P) sif ne divise pas pNg,
{ ae(f) = £(+1) (mod P) si £ divise Ng et ne divise pas pN (pE).
(1.15)
Par ailleurs, dans le cas ou les coefficients a,(f) sont dans Z, la newform f
correspond & une courbe elliptique A/Q de conducteur N (pf ) unique a isogénie
prés. Notons respectivement

Lg(s) = Z an(EYn™° et La(s)= Z an(A)n=?

n>1 n>1
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les fonctions L de Hasse - Weil de F et A.
Les représentations pf et pﬁ sont alors isomorphes et 'on a en particulier :

a¢(E) =a¢(A) (mod p), (1.16)

pour tout nombre premier ¢ ne divisant pas Ng (cf. [KO92|). Il s’agit de contre-
dire Dexistence de f.

Soit Q(E[p])/Q lextension de Q engendrée par les coordonnées des points
de p-torsion de E. C’est une extension galoisienne de Q. On note e son indice
de ramification en 5.

Le lemme suivant intervient dans les paragraphes 1.4.3 et 1.4.4.

Lemme 1.22 1. Si5 divisea+0b, on a :

6:{ 2; zﬁn(fgs(d)) =(7,3) ou (11,4), (1.17)

2. Si5 ne divise pas a+b, on a e =4.

Démonstration. Si 5 divise a + b, la courbe E a potentiellement réduction mul-
tiplicative en 5, autrement dit, £ a réduction additive en 5 et son invariant
modulaire n’est pas entier en 5 (lemme 1.14). L’¢galité (1.17) résulte alors du
lemme 1.14 et de [CK02, p.7].

Si 5 ne divise pas a + b, 'invariant modulaire j de E est entier en 5 (lemme
1.14). La courbe E a donc potentiellement bonne réduction en 5. La valuation
en 5 de son discriminant minimal vaut 3 (cf. §1.2.3). Le défaut de semi-stabilité
en 5 de E (qui est mesuré par ordre d’un certain groupe fini ®5) est donc
d’ordre 4 ([Ser72, p.312]), d’ou le résultat.

1.4.1 Démonstration du théoréme 1.2

On suppose ici que I'on a d = 1 et que c¢ est pair. L’entier a est impair.
D’aprés ’étude faite dans la partie 1.3, la représentation pf est irréductible
de poids 2 et de conducteur 50. Or une base du C-espace vectoriel S (50)
correspond aux deux courbes elliptiques sur Q de conducteur 50 notées 50A1
et 50B1 dans [Cre97] et d’équations respectives :

50A1: 2 +ay+y = 2°—z—2,
50Bl: 9y +ay+y = a3+22—3z+1

On va alors contredire les congruences (1.15) avec le nombre premier £ = 3. On
remarque pour cela que 'on a

{ as(50A1)
as(50B1)

+1,
—1.

Par ailleurs, la courbe elliptique E a réduction semi-stable en 3 (lemme 1.13).
Supposons que F ait réduction multiplicative en 3. Puisque 3 divise Ng, mais
pas 50p = pN(pf), on déduit des congruences (1.15) que l'on a

+1=44 (mod p),
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ce qui conduit & une contradiction car p > 7. La courbe E a donc bonne ré-
duction en 3. Puisque E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q, as(E) est pair
et inégalité |asz(E)| < 2v/3 ([Sil92, th.1.1, p.131]) entraine a3(F) = 0 ou +2.
D’aprés les congruences (1.15), on a donc

+1=a3(F) (mod p),

ce qui conduit de nouveau & une contradiction. Cela termine la démonstration
du théoréeme 1.2.

1.4.2 Démonstration du théoréme 1.3

On a 7’ = 1. On distingue deux cas suivant la valeur de va(d).
1. Supposons vy(d) = 2. D’aprés la proposition 1.20, on a N(pf) = 25. Or
I'espace Sy (25) est réduit a 0. D’ott le théoréme dans ce cas.

2. Supposons ve(d) = 3 ou 4. Dans ce cas, on a N(pf) = 50, ce qui entraine,
par le méme argument que celui utilisé dans le §1.4.1, le résultat.

1.4.3 Démonstration du théoréme 1.4

Supposons que l'on soit dans le cas ou les coefficients a,,(f) sont dans Z.
Les congruences (1.16) sont réalisées. On utilise ici la méthode symplectique
reposant sur le lemme suivant ([HK02, p.180]). Notons A,,(A) le discriminant
minimal de A.

Lemme 1.23 Soient {1 et {5 deur nombres premiers distincts, autres que p.
Supposons que E et A aient réduction de type multiplicatif en ¢; et que p ne
divise pas v, (Ap,), auquel cas p ne divise pas non plus vy, (A (A)) (i =1,2).
Alors, les classes modulo p de ve, (Ap)ve, (Ap,) et ve, (A (A))ve, (An(A4)) dif-
férent multiplicativement par un carré de F,.

On suppose ici que d s’écrit
d=2.3%.57, aveca=3oud et 1<p3<4, 0<~vy <4
D’aprés la proposition 1.20, on a alors :
N(py) = 150.

Une base de S;(150) correspond aux trois classes d’isogénie de courbes ellip-
tiques sur Q de conducteur 150. Ainsi pf est isomorphe a la représentation de
Gq dans les points de p-torsion de I'une des courbes notées 150A1, 150B1 et
150C1 dans les tables de [Cre97]. Par ailleurs, E a réduction multiplicative en
2 et 3 (lemmes 1.13 et 1.16) et d’aprés le lemme 1.21, on a donc :

o) ={ § tmedm) o=t 119

D’aprés le lemme 1.12; 3 divise a + b et d’apreés le lemme 1.13, on a donc :
v3(Ap) =48 (mod p). (1.19)

Les entiers va(A,,) et v3(A,,) ne sont pas divisibles par p.
On distingue alors deux cas suivant la valeur de 'entier «.
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Supposons a =3

On distingue deux cas selon que 5 divise on non a + b.

1. Supposons que 5 divise a + b. Démontrons que 'on a les assertions sui-
vantes :

{ 3 (mod p) € (F};)*> sif=1ou4, (1.20)

6 (mod p) e (Fr)* sif=2.

D’apres le lemme 1.22, I'indice de ramification en 5 de 'extension Q(E[p])/Q
est 2 ou 2p. Or les courbes notées 150A1 et 150B1 dans [Cre97] ont ré-
duction additive en 5 et leurs invariants modulaires sont entiers en 5. Les
valuations de leurs discriminants minimaux en 5 sont respectivement 3 et
9. L’indice de ramification en 5 des extensions de QQ engendrées par leurs
points de p-torsion vaut donc 4 ([Ser72, p.312]). Puisque l'on a p # 2,
cela entraine que pf est isomorphe a p;‘, ou A est la courbe elliptique
notée 150C1 dans [Cre97]. On applique alors le résultat du lemme 1.23
avec les courbes E et A, et les nombres premiers /1 = 2, fo = 3. On a
va(Am(A)) = 4 et v3(A(A)) = 3. D’aprés (1.18) et (1.19), on obtient

ainsi :

3 (modp) = B (modp) (mod (F;)2),

d’ou les assertions (1.20).

2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. Dans ce cas, vérifions que 'on a :

{ 2 (mod p) € (F;)? siff=1ou4 (121)
6 (mod p) € (F;)* sif=3. '
L’invariant modulaire de E est entier en 5. D’aprés le lemme 1.22; I'indice
de ramification en 5 de 'extension Q(E[p])/Q est 4. Or la courbe elliptique
notée 150C1 a un invariant modulaire non entier en 5. Comme ci-dessus,
on en déduit que pf est isomorphe & p;f‘, ou A est I'une des courbes
elliptiques notées 150A1 et 150B1 dans [Cre97]. On a va(A,,(A)) = 2 et
v3(Am(A)) = 1. D’aprés le lemme 1.23 et les congruences (1.18) et (1.19),
on obtient :

2 (modp) = B (modp) (mod (F;)z),

d’ou les assertions (1.21).

Démontrons le théoréme 1.4 si « = 3. Supposons v > 1. Dans ce cas, d’aprés
le lemme 1.12, 5 divise a + b. Par hypothése, on a § € {1, 2, 4}. Par ailleurs, on
a les équivalences :

3 (mod p) ¢ (F;;)2 < p=5ou7 (mod 12), (1.22)

et
6 (modp) ¢ (F})? < p=7,11,130u 17 (mod 24), (1.23)

d’ou le résultat dans ce cas.
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Supposons v = 0, i.e. 5 ne divise pas d. On a alors # = 1 ou 4. Et, d’aprés
ce qui précéde, 2 (mod p) ou 3 (mod p) appartient a (F;)2 suivant que 5 divise
ou non a + b.

De I’'équivalence

2 (mod p) ¢ (F;;)2 < p=3oub (mod8), (1.24)

on déduit :

3 (mod p) & (F;)2 et 2 (mod p) & (F;)2
< p=5o0uld (mod24). (1.25)

Compte tenu des deux alinéas précédents, cela prouve le théoréme 1.4 si o = 3.

Supposons o =4

La démarche est identique a celle du paragraphe précédent : seules les congru-
ences obtenues difféerent. On explicitera donc les calculs sans répéter exhausti-
vement les raisonnements.

1. Supposons que 5 divise a + b. La représentation pf est alors isomorphe &

p;‘, ou A est la courbe elliptique notée 150C1 dans [Cre97]. On déduit du
lemme 1.23 les congruences :

3 (mod p) =28 (modp) (mod (F;)Q)
Autrement dit, on a :

(mod p) € (F;)?> sif=1ou4
Fr)? sif=2
(mod p) € (F3)* sif=3.

2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. On sait qu’alors p{f est isomorphe
a p;f‘, ou A est I'une des courbes elliptiques notées 150A1 et 150B1 dans
[Cre97]. On obtient dans ce cas :

B (mod p) € (F}).

Démontrons alors le théoréme 1.4 si a = 4.

Supposons v = 0, i.e. 5 ne divise pas d. Alors par hypothése 3 = 2 ou 3.
D’apreés les alinéas ci-dessus, 2 (mod p) ou 3 (mod p) appartient a (F;)Q. D’ou
le résultat dans ce cas, d’aprés la congruence (1.25).

Supposons v > 1. Alors 5 divise a+ b et 8 € {1,2,3,4}. Si =1 ou 4, on
a le résultat avec la congruence (1.23). Les cas ot 3 = 2 et 8 = 3 se déduisent
respectivement des congruences (1.22) et (1.24).

Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.4.

1.4.4 Démonstration du théoréme 1.5

On rappelle que p est un nombre premier > 7, (a,b,c) est un élément de
Sp(3) et que E la courbe d’équation (1.6) attachée & (a, b, c).
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D’aprés la proposition 1.19; on a :

150 si a est impair;
N(pE)y=< 600 siuvy(a)>2;
1200 si vg(a) = 1.

Les newforms appartenant aux espaces Sy (150), Sy (600) et Sy (1200) sont
toutes & coefficients entiers relatifs. Elles correspondent donc & des courbes el-
liptiques. Il y a en trois de conducteur 150, neuf de conducteur 600 et dix-neuf
de conducteur 1200, soit trente-et-une courbes au total. Par commodité pour le
lecteur, on donne en Appendice la liste des équations de ces courbes elliptiques
ainsi que la valeur des invariants dont on aura besoin.

On considére les deux ensembles de courbes elliptiques suivants, avec les
notations des tables de [Cre97] :

F {150C1,600A1, 600F1, 1200E1, 1200G1, 1200J1, 1200P1};
F» = {150A1,150B1,600C1,600H1,1200B1, 120011, 1200M1
1200N1, 1200Q1, 120081}

Le lemme suivant décrit les isomorphismes possibles entre pf et les repré-

sentations pﬁ ot A est 'une des trente-et-une courbes elliptiques de conducteur
150, 600 et 1200.

Lemme 1.24 1. 815 divise a + b, alors il existe A dans F; tel que pf soit
isomorphe a pﬁ ;

2. 5i 5 ne divise pas a+b, alors il existe A dans Fo tel que pf soit isomorphe
s A
apy, -

Démonstration. La représentation pf est isomorphe a la représentation p;‘ d’une
courbe elliptique A de conducteur 150, 600 ou 1200. Définissons ’ensemble sui-
vant :

G = {150A1,150B1,600B1,600C1,600D1,600E1, 600G1, 600H1, 60011,
1200A1,1200B1, 1200C1, 1200D1, 1200F1, 1200H1, 120011, 1200K1,
120011, 1200M1, 1200N1, 120001, 1200Q1, 1200R 1, 1200S1}.

D’apreés le tableau 1.2 de I’Appendice, I’ensemble G (resp. F7) correspond préci-
sément aux courbes de conducteur 150, 600 et 1200 ayant un invariant modulaire
J entier en 5 (resp. non entier en 5).

On rappelle que la courbe E a réduction additive en 5 (lemme 1.14).

1. Supposons tout d’abord que 5 divise a +b. D’aprés le lemme 1.22, I'indice
de ramification en 5 de l'extension Q(E[p])/Q est 2p (car vs(d) # 3,4).
Or les courbes de ’ensemble G ont toutes réduction additive en 5 et leur
invariant modulaire est entier en 5. Leur défaut de semi-stabilité en 5
est alors d’ordre 2, 3, 4 ou 6 (cf. le tableau 1.2). En particulier, pf n’est
isomorphe & la représentation modulo p d’aucune des courbes de I’ensemble
G. Autrement dit, pf est isomorphe a pgl ou A est une courbe de ’ensemble
Fi.
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2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. L’invariant modulaire de E est entier
en 5 (lemme 1.14). D’aprés le lemme 1.22, I'indice de ramification en 5
de Pextension Q(E[p])/Q est 4. Or les courbes A de lensemble F; ont
toutes réduction additive en 5 et leur invariant modulaire n’est pas entier
en 5. L’indice de ramification en 5 de l'extension Q(A[p])/Q est alors 2p
(cf. tableau 1.2). En particulier, p;;; n’est isomorphe & la représentation
modulo p d’aucune de ces courbes.

Par ailleurs, parmi les courbes de I’ensemble G, seules celles de I’ensemble
Fo ont un défaut de semi-stabilité en 5 d’ordre 4. On en déduit que dans
ce cas, pf est isomorphe a p;‘ ol A est une courbe de I’ensemble F.

Ceci achéve la démonstration du lemme 1.24.

Remarque. Parmi les courbes des ensembles F; et F5 du début du paragraphe,
les courbes suivantes ont le méme invariant modulaire j :

— 150C1 et 1200P1, — 150A1, 150B1, 1200M1 et 1200Q1,
— 600A1 et 1200E1, — 600C1, 600H1, 1200B1 et 120011,
— 600F1 et 1200G1, — 600D1 et 1200A1,

— 1200N1 et 1200S1.

Leur invariant modulaire étant différent de 0 et de 1728, elles sont donc iso-
morphes sur une extension quadratique de Q. L’ensemble &; (resp. &) du
théoréme 1.5 est un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des
courbes de ’ensemble F; (resp. F2).

En particulier, pour toute courbe A de l'ensemble F; (resp. F2), il existe
une unique courbe F' de ensemble &; (resp. £2) de méme invariant modulaire
que A. On a alors pour tout nombre premier £ :

ar(A)? = ae(F)2. (1.26)

Montrons & présent le théoréme 1.5. D’aprés le lemme 1.24, pf est isomorphe
a p;‘ ou A est une courbe des ensembles F; et F5. On note F' 'unique courbe
elliptique des ensembles &; et &5 de méme invariant modulaire que A. Soit alors
n un entier > 2 tel que le couple (F,n) vérifie la condition 1 du théoréme 1.5
si A appartient & F; et la condition 2 si A appartient & Fo. On a le résultat
suivant.

Lemme 1.25 La courbe E a bonne réduction en q. Autrement dit, q ne divise
pas c.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Dans ce cas, ¢ divise ¢ et
d’aprés le lemme 1.13, la courbe E a réduction multiplicative en q. Comme A a
bonne réduction en g, il vient d’aprés [K092, prop.3(iii)] :

ag(A) =x(¢g+1)==£2 (mod p).

Or, d’aprés (1.26), on a ay(A)? = a,(F)?. C’est en contradiction avec les hypo-
théses du théoréme. D’oil le lemme.

Désignons par @ et b les réductions de a et b modulo ¢. On distingue & présent
deux cas.
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1. Supposons que 5 divise a + b, i.e. F' € . D’apreés les lemmes 1.11 et 1.12,
il existe ¢; et co deux entiers tels que :

5(a+b) =3¢, ¢(a,b) =5 et c=cico.
De plus d’apreés le lemme 1.25, ¢ ne divise pas c, ainsi

u=c] (modgq) € u,(Fy) et v=ch (mod q) € pun(Fy).

On a alors : ~
5(a@+b)=3u et ¢@b)=5
En posant B
7=2 7=2 & ¢=2,
U U U
on obtient : B B
5@ +b)=3 et ¢@,b)=5C. (1.27)

On en déduit que b est racine du polynome

1 2 1
6X3+—8X2——7X 8——(6 F,[X].

P (X)=X*-
1¢(X) 5 25 125 3125

Avec les notations de la partie 1.1, I’égalité PLC(EI) = 0 entraine alors

¢ € An, q).

Choisissons aq ¢ une racine carrée de —225 + 1051Let B1,¢ une racine
carrée de —225 — 1001 ¢ dans une cloture algébrique F; de F,. Les racines
de P, ¢ dans F, sont :

11 en résulte que b’ est 1'un de ces éléments. On en déduit que ay ¢ ou B¢
est dans F, et que ¢ € A(n,q). Par ailleurs, on a (formule (1.27))

=/

D’ou :

—r ¢ 3 o iy _ 3 B 3 Pig
(@0} = { 50 10 50} o {“’b}_{10+50’10 50 [

On a donc respectivement

0 - o
1,¢ ou 6/2 + b/2 1,¢

7/2 —
+5 125 19257

Explicitons & présent 1’équation de la courbe sur F, déduite de (1.6) par
réduction modulo ¢g. Compte tenu de ce qui précéde, il s’agit de I’équation

g2 =a2® —5ut@? + b ):Jc2 +5utp(@, b))
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qui est isomorphe sur F, & la courbe d’équation

y? = 2® — 5@2 +57)2? + 56(@, b ). (1.28)
Si@? + 2 = (12, , il s’agit de la courbe la courbe Fy ¢ d’équation
2 3, 01 91,¢ 2
y =z’ + T + 25(z. (1.29)
Si a? + b7 = 125, il s’agit de la tordue quadratique de Fj . par /-1,
notée F1,,<~ Elle a pour équation
2 3 _ 01 91,¢ 22
Yy =x + 25Cx. (1.30)
25
Posons alors
aq(Q) = g+ 1 —ni4(C) (1.31)

ot n 4(¢) le nombre de points rationnels sur Fy de Fj .. On a

a;(() = iaq(C)'
Il en résulte 1’égalité
aq(E)? = aq(¢)*. (1.32)
D’aprés la congruence (1.16) et 1’égalité (1.26), on en déduit que :
ag(¢)? = a,(F)? (mod p).

C’est en contradiction avec la condition 1(c) du théoréme 1.5.

. Supposons que 5 ne divise pas a +b. Comme ci-dessus, il existe alors c; et

co deux entiers tels que :
a+b=3d, ¢a,b)=ch et c=cico.
D’aprés le lemme 1.25, ¢ ne divise pas ¢, ainsi :

u=c (modq) € u,(Fy) et v=c5 (modq) € u,(Fy).

On a alors : B B
a+b=3u et ¢(ab)=v
En posant B
[ b
,,:g’ b/:7 et = 1)4’
u U u
on obtient : . .
a+b=3 et o¢@,b)=C (1.33)

On en déduit que b est racine du polynome

81— ¢

Pye(X)=X*—6X3+18X? - 27X + —— € F,[X].

Avec les notations de la partie 1.1, 'égalité ngg(gl) = 0 entraine alors

¢ € B(n,q).
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Choisissons aso ¢ une racine carrée de —225 4 1002, et ﬂ% une racine
carrée de —225 — 104, - dans F. Les racines de P, dans F, sont alors :

3 amc¢ 3 o 3 P 3 Pac

2 07 2 07 2 107 2 10 °

Il en résulte que b est I'un de ces éléments. On en déduit que ag ¢ ou Fa ¢
est dans Fy et que { € B(n,q). Par ailleurs, on a (formule (1.33))

@ =3-0.
D’ou :

{a’,b’}={2+ofé<,;—of(’)‘} ou {a’,b'}={3+ﬁ“ 3—5“}

On a donc respectivement

02
<,

Explicitons & présent 1’équation de la courbe sur F, déduite de (1.6) par
réduction modulo ¢. Il s’agit de I’équation

PO _
a2 +0”° = % ou a?+b =

y? =% — 5u*(@? + B/z)xz +5ute(@, b))
qui est isomorphe sur Fy & la courbe d’équation
y =3 —5@? + 5/2):162 +5¢(@, b )a.

12
Sia?+ b = (SQT’C, il s’agit de la courbe Fy ¢ d’équation

y? = 2% + 8y c2? + 5Ca. (1.34)

Sia? 4+ = —&"T", il s’agit de la tordue quadratique de F ¢ par v/—1,

notée FQ/,C' Elle a pour équation
y* =2 — 0y ¢ + 5. (1.35)
Posons alors comme ci-dessus

bg(Q) = g +1 = nj,4(C) (1.36)

ot ny ,(¢) le nombre de points rationnels sur Fy de F ¢- On a, a nouveau

b:;(C) = ibl](g)a

puis
aq(E)? = by(¢)*. (1.37)

D’aprés la congruence (1.16) et 1’égalité (1.26), on en déduit que :

bg(¢)* = aq(F)*  (mod p),

ce qui contredit la condition 2(c¢) du théoréme 1.5.

On aboutit ainsi & une contradiction a l'existence de (a,b,c) € S,(3). Par
suite, S,(3) est vide. Cela termine la démonstration du théoréme 1.5.
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1.4.5 Démonstration de la proposition 1.6

11 s’agit de montrer que I’équation x® + 3° = 32P n’admet pas de solution
propre et non triviale pour 5 < p < 10%. C’est connu pour p = 5 (cf. [Dir28]).

L’équation z° + y® = 327. On suppose que 'on a p = 7. Pour toute courbe
elliptique A de F et F, il s’agit de montrer que p¥ n’est pas isomorphe a ps
(lemme 1.24). Pour certaines de ces courbes A, on utilise pour cela la remarque
suivante qui est une conséquance directe de la démonstration du théoréme 1.5.

Remarque. Soit A T'une des courbes elliptiques de F; (resp. de F3). Soit F
Punique courbe de & (resp. de &) ayant le méme invariant modulaire que A.
Si l'on démontre lexistence d’un entier n > 2 pour lequel la condition 1 (resp.
la condition 2) du théoréme 1.5 est satisfaite, alors les représentations pZ et p2
ne sont pas isomorphes.

En utilisant cette remarque, on parvient & éliminer directement les courbes
suivantes :

150A1, 150B1, 150C1, 600A1, 600F1, 1200E1,
1200G1,1200P1,1200M1, 1200N1, 1200Q1, 1200S1.

En effet, si A € {150C1, 1200P1}, le couple (F,n) = (150C1, 16) vérifie la
condition 1 du théoréme 1.5. On en déduit, comme au paragraphe précédent,
que p¥ et p#' ne sont pas isomorphes. De méme :

- si A € {600A1,1200E1}, le couple (F,n) = (600A1,16) vérifie la condi-

tion 1 du théoréme.

- Si A € {600F1,1200G1}, le couple (F,n) = (600F1,16) vérifie la condi-

tion 1 du théoréme.

~ Si A € {150A1,150B1,1200M1,1200Q1}, le couple (F,n) = (150A1,4)

vérifie la condition 2 du théoréme.

- Si A € {1200N1,1200S1}, le couple (F,n) = (1200N1,6) vérifie la condi-

tion 2 du théoréme.
Il reste & montrer que p¥ n’est pas isomorphe a p# ot A est I'une des courbes

1200J1, 600C1, 600H1, 1200B1 et 120011.

Supposons que pZ soit isomorphe & p# ot A = 1200J1. D’aprés le lemme
1.25, E a bonne réduction en q¢ = 43 car

aq(1200J1) = 4 # £2  (mod 7). (1.38)

De plus, d’aprés le lemme 1.24, 5 divise a+b. Déterminons les équations possibles
de la courbe de Frey réduite modulo 43. On a

46(Faz) = {1 (mod 43),6 (mod 43),7 (mod 43),36 (mod 43),
37 (mod 43),42 (mod 43)},

puis

A(6,43) = {6 (mod 43),7 (mod 43),36 (mod 43),
37 (mod 43),42 (mod 43)}
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et
A(6,43) = {6 (mod 43),7 (mod 43)}.

Avec les notations du paragraphe précédent, on a donc ¢ =6 (mod 43) ou
¢ =7 (mod 43).

Supposons que ¢ = 6 (mod 43). Alors, toujours avec les notations du para-
graphe précédent, on a que b est racine du polynome

Pio(X) = X' +16X° - X% —4X +22
(X +2)(X +6)(X? +8X +9) € Fy3[X].
Dot b = —2 (mod 43) ou —6 (mod 43) et
(@) = (37 (mod 43), -2 (mod 43))

ou
@,0) = (41 (mod 43),—6 (mod 43)).
La courbe de Frey réduite modulo 43 est alors isomorphe sur Fy3 & la courbe
Fi ¢ d’équation (cf. (1.28) et (1.30))
y? =% — 2827 + 21x. (1.39)

Supposons que ¢ = 7 (mod 43). Alors, on a que b’ est racine du polynéme

Pi7(X) = X*4+16X% - X% —4X +21
(X 4 23)(X +28)(X? +8X + 22) € Fy3[X].

Dot b = 20 (mod 43) ou 15 (mod 43) et
@,b) = (15 (mod 43),20 (mod 43))

ou

@,b)=(20 (mod 43),15 (mod 43)).

La courbe de Frey réduite modulo 43 est alors isomorphe sur Fy3 & la courbe
F1 7 d’équation (cf. (1.28) et (1.29))

y? = 2% + 142? + 3. (1.40)

11 en résulte que (1.39) et (1.40) sont les deux seules équations possibles pour la
réduite de la courbe de Frey modulo 43. En particulier, on a a,(F) = a;(6) = —8
ou ay(E) = ay(7) = 10 (cf (1.3) et (1.31)). D’apres légalité (1.38) ci-dessus et

la congruence (1.16), on a donc :
4=-8 (mod7) ou 4=10 (modT).

On en déduit une contradiction. Les représentations p¥ et p#' ot A = 1200J1
ne sont donc pas isomorphes.

On procéde de méme pour éliminer les isomorphismes entre pf et p‘74 ou
A = 600C1,1200B1 et 1200I1. On explicite donc certains calculs sans répéter
exhaustivement les raisonnements.
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Supposons que pf soit isomorphe a p7A ou A est la courbe 1200B1 ou la
courbe 1200I1. Posons n =10 et ¢ = 71. On a

a71(1200B1) = a7 (120011) = 4.
Donc, d’aprés le lemme 1.25, la courbe E a bonne réduction en g. On vérifie

qu’il y a quatre équations possibles pour la réduite de £ modulo 71. Il s’agit
des courbes suivantes (cf. (1.5) et (1.36) et les équations (1.34) et (1.35)) :

Fyg:y® = x°—242° + 25z et b} (5) =0,
Fos:y? = 2% +242% + 252 et by (5) =0,
Fioriy® = a®—1a? 4z et by (57) = -8,
Fyq0:y° = a°—322° 466z et by, (70) = —4.

Par ailleurs, on a les congruences
ar1(E) = b51(5), bz1(5), b7, (57) ou b7 (70) (mod 7).

D’ou il résulte
4=0,30u6 (mod?7).

On en déduit une contradiction : les représentations p¥ et p# ot A = 1200B1
ou 1200I1 ne sont pas isomorphes.

De méme, les représentations pZ et p#', ol A est la courbe 600C1, ne sont pas
isomorphes. D’aprés le lemme 1.25, la courbe F a bonne réduction en ¢ = 197 car
a197(600C1) = 6. Comme par ailleurs 5 ne divise pas a + b, on a onze équations
possibles pour la courbe E réduite modulo 197 (cf. équations (1.34) et (1.35)).
De plus,

b197(104) = 4, blg7(113) = 14, b1o7(113) = 14, b}47(120) = 10,
b197(120) = 10, b)g7(178) = —12, b197(196) =8, o7 (TT) = —18,
b1g7(77) = =18, 1}97(87) = 2, o7 (87) = 2.

On conclut comme ci-dessus que les représentations p? et p‘74, ou A = 600C1 ne
sont pas isomorphes.

En revanche, pour la courbe A = 600H1 il n’existe aucun entier n tel que 6 <
n < 1000 pour lequel la méthode ci-dessus s’applique. Elle s’applique cependant
avec n = 6, pourvu que l'on sache montrer que E a bonne réduction en g = 43,
ce que le lemme 1.24 ne nous permet pas d’affirmer car

a43(600H1) = —12=2 (mod 7).

Pour montrer que E a bonne réduction en 43, on utilise alors le résultat
suivant.

Lemme 1.26 Soient g un nombre premier et A une courbe elliptique sur Q
ayant bonne réduction en q. Supposons que p¥ soit isomorphe p‘74 et que q
vérifie les deux conditions suivantes :

1. onag=1 (mod 7) et g# 1 (mod 5).
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2. Ona
) #2(2) moa ),

ol (2) est le symbole de Legendre.

Alors, E a bonne réduction en q.

Démonstration. Supposons que E ait mauvaise réduction en g. Puisque l'on a
q # 2, 5, la courbe E a réduction de type multiplicatif en ¢ (lemme 1.13). On a

donc :
o ().

L’hypothése ¢ # 1 (mod 5) entraine que g divise a + b (lemme 1.12). Par suite,
on a :
—cg =2°-5%° (mod g),

() -()

q a)

Les représentations p¥ et p? étant isomorphes et A ayant bonne réduction en
q, on a ([KO92, prop.3(iii)]) :

d’ott 'on déduit que I'on a

aq(E)ag(A) =g+1 (mod 7),
et compte tenu de la congruence ¢ =1 (mod 7), on obtient
aq(E)ag(A) =2 (mod 7).

On a donc

q
ce qui contredit la condition 2. D’otu le lemme.

ay(A) =2 (5) (mod 7),

Déduisons-en que p¥ et p7', pour A = 600H1, ne sont pas isomorphes. Sup-
posons le contraire. La courbe E a bonne réduction en ¢ = 43. En effet, on
a

a43(A) =—-12=2 (mod 7). (1.41)

Puisque (4%) =—1,o0on a

2 = ays(A) £ 2 (453) (mod 7),

d’ou ’assertion d’aprés le lemme 1.26.

Par ailleurs, avec les notations de la partie 1.1, on a B(6,43) = {42 (mod 43)}
et I’on vérifie que 1’on a une seule courbe possible pour la réduction de £ modulo
43. Elle a pour équation (cf. (1.35)) :

Fj 491 y° =a° — 162° + 38z.
On en déduit avec les formules (1.16), (1.36) et (1.41) que l'on a

2 =ay3(A) =bj3(42) = -1 (mod 7).
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On obtient ainsi une contradiction et le fait que p¥ et p2', pour A = 600H1, ne
sont pas isomorphes.

Remarque. La méme démonstration (appliquée a nouveau a ¢ = 43) permettrait
de redémontrer que les représentations p¥ et pz ott A = 1200I1 ne sont pas
isomorphes.

On a donc montré que S7(3) est vide.

L’équation 2° + 3° = 3zP, pour p > 11. Pour p > 11, on utilise le critére
énoncé dans le théoréme 1.5 et le programme Fermat disponible a I'adresse
www.math. jussieu.fr/"billerey.

Pour tout nombre premier p tel que 11 < p < 10°, et pour toute courbe
elliptique F' des ensembles &1 et &, on trouve un entier n > 2 tel que le couple
(F, n) veérifie la condition 1 du théoréme 1.5 si F' appartient a & et la condition
2 si F' appartient a &;.

On obtient ainsi la proposition 1.6.

Remarque. On a indiqué dans le tableau 1.1 de I’Appendice A, les premiéres
valeurs d’ entiers n trouvés pour chaque courbe elliptique de €, et Ec.

1.5 Annexe A — Tableau de valeurs

On a vu au §1.4.4 que si ¢ = np+1 est un nombre premier congru & 1 modulo
p et si E a bonne réduction en ¢, on est dans 'un des cas suivants (cf. (1.32) et
(1.37)) :

1. il existe un élément ¢ € A(n, q) tel que

aq(E) = £a4(¢) (mod p).
2. Tl existe un élément ¢ € B(n, q) tel que

aq(E) = £b4(¢) (mod p).

Il en résulte qu'il existe au plus 4n valeurs possibles pour la classe de a,(FE)
modulo p car les ensembles A(n,q) et B(n,q) sont de cardinal < n. Plus p est
grand et n petit et plus la probabilité (en un sens heuristique) qu’'une congruence
de la forme

ag(E)? = ag(F)?  (mod p),

ol F est 'une des courbes elliptiques des ensembles & et &, soit réalisée, est
faible.

Cela porte a croire que, pour une courbe F' des ensembles & ou & don-
née, l'existence d’un entier n satisfaisant aux conditions du théoréme 1.5 est
d’autant plus probable que p est grand. De plus, on constate que pour les pe-
tites valeurs de p, on est souvent obligé de choisir une valeur de n pour chaque
courbe elliptique, ce qui est « rarement » nécessaire lorsque p est grand (disons
p > 10000).

Dans le tableau 1.1, on a on a indiqué dans la premiére colonne la liste des
nombres premiers p compris entre 11 et 150. Les courbes elliptiques inscrites sur
la premiére ligne sont celles des ensembles £ et £. Pour un nombre premier p
et une courbe elliptique F' comme ci-dessus, on lit dans la case correspondante
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un entier n tel que le couple (F,n) vérifie la condition 1 du théoréme 1.5 si F'
appartient a & et la condition 2 si F' appartient a &,.

Ces valeurs ont été obtenues & l'aide du programme Fermat disponible &
ladresse www.math. jussieu.fr/"billerey.

150C1 | 600A1 | 600F1 | 1200J1 || 150A1 | 600C1 | 1200N1
11 2 2 2 2 2 2 2
13 4 4 4 4 6 4 4
17 6 6 6 6 14 8 14
19 10 24 24 10 22 22 12
23 2 2 2 2 2 2 2
29 2 2 2 2 2 2 2
31 10 10 22 22 10 10 42
37 4 4 4 4 4 4 6
41 2 2 2 2 2 2 2
43 4 4 4 4 10 4 4
47 6 6 6 6 6 6 6
53 2 2 2 2 2 2 2
59 12 18 18 12 12 18 12
61 12 6 12 6 12 6 6
67 4 4 4 4 4 4 4
71 8 8 8 8 8 8 8
73 4 4 6 4 4 4 6
79 4 4 18 18 18 4 4
83 2 2 2 2 2 2 2
97 4 4 4 4 4 4 4
101 8 6 6 6 8 36 6
103 6 12 10 12 10 10 6
107 6 6 6 6 6 6 6
109 30 10 10 10 10 10 10
113 14 2 14 2 2 2 2
127 4 18 4 4 4 4 4
131 2 2 8 2 2 2 2
137 6 6 6 6 6 6 6
139 4 4 4 4 4 4 4
149 8 8 8 8 8 8 8

TAB. 1.1 — Tableau des premiéres valeurs d’entiers n vérifiant les conditions du
théoréme 1.5.
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1.6 Annexe B — Courbes de conducteur 150, 600
et 1200

Les notations du tableau 1.2 sont celles des tables de [Cre97|. Pour un re-
présentant F' de chaque classe d’isogénie de courbes de conducteur 150, 600 ou
1200, on donne successivement :

— un quintuplet [a1, as, as, aq, ag] tel que

y2 +a1xy +azy = x>+ a2x2 + asx + ag

soit une équation minimale de Weierstrass de F,

— l'invariant modulaire jr de F,

— la valuation en 5, v5(jr), de I'invariant modulaire jr de F,

— la valuation en 5, v5(A,,(F)), du discriminant minimal de F,

— D’indice de ramification e en 5 de 'extension Q(F'[p])/Q engendrée par les
coordonnées des points de p-torsion de la courbe F. Si vs(jr) > 0, c’est
le dénominateur de vs(A,,(F))/12 et si v5(jr) < 0, compte tenu du fait
que p ne divise pas v5(jr), on a e = 2p (cf. [CK02]).
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courbe équation Jr vs(Jr) | vs(Am(F)) | e
150A1 [1,0,0,—3, 3] —24389/12 0 3 4
150B1 [1,1,0,—75,—375] —24389/12 0 9 4
150C1 [1,1,1,37,281] 357911/2160 -1 7 2p
600A1 [0,-1,0,—383,3012] 24918016/45 -1 7 2p
600B1 0,-1,0,7, —3] 5120/3 1 P 6
600C1 [0,—1,0,32,—68] 27436/27 0 3 4
600D1 [0,1,0,17,38] 2048/3 0 6 2
600E1 [0,1,0,—233,1563] —8780800/2187 2 4 3
600F1 0,-1,0,92, —188] 21296/15 1 7 %
600G1 | [0,—1,0,—5833,207037] | —8780800/2187 2 10 6
600H1 [0,1,0,792, —6912] 27436/27 0 9 4
60011 [0,1,0,167, —37] 5120/3 1 8 3
1200A1 [0,—1,0,17, —38] 2048/3 0 6 2
1200B1 | [0, 1,0, 792,6912] 2743627 0 9 4
1200C1 [0,—1,0,167,37] 5120/3 1 8 3
1200D1 | [0,—1,0,—233,—1563] | —8780800/2187 2 4 3
1200E1 [0,1,0,—383,—3012] 24918016/45 -1 7 2p
1200F1 [0,1,0,7, 3] 5120/3 1 P 6
1200G1 [0,1,0,92, 188] 21296/15 1 7 %
1200H1 | [0, 1,0, —5833, —207037] | —8780800/2187 2 10 6
120011 [0,1,0, 32, 68] 27436/27 0 3 4
1200J1 [0,—1,0,—8,—1488] —1/15 -1 7 2p
1200K1 | [0, —1,0,27, —243] 20480/243 1 P 6
1200L1 | [0, —1,0, —333,3537] —40960/27 1 8 3
1200M1 | [0,—1,0,—48, 192] —24389/12 0 3 4
1200N1 | [0,—1,0,—333, —2088] 131072/9 0 9 4
120001 [0,1,0,—13, 23] —40960/27 1 2 6
1200P1 [0,1,0,592, —16812] 357911/2160 -1 7 2p
1200Q1 [0,1,0,—1208,21588] —24389/12 0 9 4
1200R1 [0,1,0 —133,563] —102400/3 2 4 3
1200S1 [0,1,0,—13,—22] 131072/9 0 3 4

TaB. 1.2 — Classes d’isogénie des courbes elliptiques de conducteur 150, 600 et

1200







Chapitre 2

Formes homogeénes de degré 3
et puissances p-iémes

Ce chapitre correspond a Uarticle [Bil08a/ paru au Journal of Number Theory
a lexception des modifications suivantes :
— ajout de la remarque, de la note de bas de page et de références dans
Uintroduction ;
— ajout du §2.4.1;
— modification de la démonstration de 2.36 pour rendre le résultat effectif.

Introduction

On se propose de faire quelques remarques sur la conjecture suivante.

Conjecture 2.1 (A) Soient F € Z[X,Y] une forme homogéne séparable de
degré > 3 et d un entier > 1. Il existe une constante Cq rp > 0 ne dépendant
que de d et F telle que si p est un nombre premier > Cq r et (a,b,c) un triplet
d’entiers non nuls premiers entre euz vérifiant [’égalité

F(a,b) = dcP,
alors on a ¢ = £1.

Remarque. Lorsque FI(X,Y) = XY (X +Y), 'énoncé de la conjecture ci-dessus
correspond au théoréme de Fermat.

Hormis le cas du théoréme de Fermat, les seuls résultats déja connus sur
cette conjecture concernent certains cas particuliers d’équations de Fermat gé-
néralisées ou d est un entier convenablement choisi et ou F(z,y) est 'une des
formes suivantes (cf. [Kra98, CS09, Ell04, Die05a, Die05b, Dar93, Bil07, BD0S,
Kra02]) :

$3+y37 :v4+y4, $4_y47 CC5+y5 et {,C6+y6.

Les équations F(z,y) = +d d’inconnues x, y dans Z sont appelées équations
de Thue. Elles ont été particuliérement étudiées. On sait par exemple qu’elles
n’ont qu’un nombre fini de solutions (cf. par exemple [HS00, p.363|). Par ailleurs,

43
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sip > 5 est fixé, un théoréme de [DG95] affirme qu’il n’existe qu'un nombre fini
de triplets d’entiers non nuls (a, b, ¢) premiers entre eux tels que F'(a,b) = dcP.
La conjecture (A) entraine donc que 'ensemble des triplets (a, b, ¢) d’entiers non
nuls premiers entre eux pour lesquels il existe un nombre premier p > 5 tel que
F(a,b) = dcP, est fini.

On rappelle dans I’Appendice 2.4 que la conjecture (A) est une conséquence
de la conjecture abc.

Dans cet article, on s’intéresse plus spécifiquement aux équations diophan-
tiennes de la forme
F(z,y) = dz", (2.1)

ou F' est une forme homogéne séparable de degré 3 a coeflicients entiers relatifs,
p un nombre premier > 7 et d un entier > 1.
Le cas particulier de équation (2.1)

2?4y = 2P, (2.2)

a été étudié’ par H. Darmon et A. Granville ([DG95]) et A. Kraus (|[Kra98g]).
Leur approche repose sur I’étude modulaire de la représentation galoisienne des
points de p-torsion d’une certaine courbe elliptique, appelée parfois courbe de
Frey ou courbe de Hellegouarch-Frey, associée a une hypothétique solution de
léquation (2.2).

Conformément a la terminologie utilisée dans [DG95], on dira qu’un triplet
d’entiers (a,b,c) € Z3 est solution de I'équation (2.1) si F(a,b) = dcP, qu'elle
est propre si a, b et ¢ sont premiers entre eux et qu’elle est non triviale si abc
est non nul.

Dans la partie 2.1, on généralise la construction de la courbe de Frey associée
a l'équation (2.2) dans [DG95] a toutes les formes homogeénes séparables de
degré 3

F(z,y) = tox® + t12%y + tawy® + t3y°,

avec tg, t1, to et t3 entiers relatifs. Si (a,b,c) est une solution propre et non
triviale de (2.1), la courbe E que l'on construit a pour équation

E:y2=x3+a2x2+a4x—|—a6,

avec
as = tla — tzb,
a4y = t0t2a2 + (3t0t3 - tltg)ab + t1t3b2,
ag = t%tga?’ — to(t% — 2t1t3)a2b + t3(t% — 2t0t2)ab2 — tot%bg.

On démontre au théoréme 2.5 que si p est assez grand et ¢ # +1, alors E est
une courbe de Frey au sens de la définition 2.4.

Cette construction offre ’avantage de relier le probléme diophantien sou-
levé par I’équation (2.1) a des résultats ou conjectures classiques de théorie des
nombres ou, plus spécifiquement, de la théorie des courbes elliptiques. Tel est
le cas, par exemple, de la conjecture suivante, attribuée & G. Frey et B. Mazur
(cf. [Dar95] et [Kra99]) :

IRécemment, Chen et Siksek ([CS09]) ont montré que I’équation (2.2) n’admet aucune
solution propre et non triviale pour un ensemble de nombres premiers p de densité ~ 0.628.
Leur approche combine la méthode modulaire & des résultats sur les obstructions (de type
Brauer-Manin) a l’existence de points rationnels sur certaines équations hyperelliptiques.
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Conjecture 2.2 (Frey-Mazur) Soit A une courbe elliptique définie sur Q.
On désigne par Fu lensemble des nombres premiers £ pour lesquels il existe
une courbe elliptique AY) définie sur Q, non isogéne a A sur Q, telle que les
modules galoisiens des points de (-torsion de A et AY) soient isomorphes. Alors,
l’ensemble F 4 est fini.

Cette conjecture n’a actuellement été démontrée pour aucune courbe elliptique.
Si A est une courbe elliptique définie sur Q, on sait que 2, 3 et 5 sont dans F4.

En utilisant la construction de F, on montre (proposition 2.11) que la conjec-
ture ci-dessus implique la conjecture (A) pour les formes homogénes de degré 3.

On donne par ailleurs dans I’Appendice 2.5 une démonstration, due a Kraus,
du fait que la conjecture abc implique (via une forme faible de la conjecture
de Szpiro) la conjecture de Frey-Mazur. On a donc en résumé le diagramme
d’implications suivant.

Conjecture de Frey-Mazur <——= Conjecture abc

ﬂ M

Conjecture (A) pour deg(F) =3 Conjecture (A)

Si F est une forme homogéne séparable de degré > 3 a coefficients entiers relatifs,
on pose f(x) = F(z,1). Lorsque d =1 et y = 1, ’équation (2.1) s’écrit

flx) = 2P (2.3)
En 1920, Nagell a démontré que pour le polynome
flxy=2a®+22 +x+1, (2.4)

léquation (2.3) n’admettait pas de solution non triviale (xz # 0) pour p >
3 et seulement (z,z) = (7,20) lorsque p = 2 (|[Nag02, p.73]). Outre le cas
particulier de I’équation de Catalan, 23 4+ 2P = 1, on trouvera d’autres exemples
de résolution de telles équations dans [BVY04] et [BHMO2.

Suivant 'exemple de Nagell, nous illustrons dans la partie 2.2 la construction
de la courbe de Frey précédente avec I'étude de 1’équation (2.1) lorsque F est
la forme homogéne de degré 3 suivante

F(z,y) = 3 + 2%y + xy® + 5. (2.5)

Si (a, b, ¢) appartient & I’ensemble S, (d) des solutions propres et non triviales
de I’équation (2.1) ou F est la forme ci-dessus et d un entier > 1, on lui associe
la courbe E d’équation

E:y* =2+ (a—b)2* + (a +b)*x + a® + a®b — ab® — b°.

Pour certains entiers d libres de puissances troisiémes, on obtient plusieurs ré-
sultats sur S,(d). A titre d’exemple, on montre par des arguments de nature
modulaire (théoréme 2.13) que si d = 2, 6, 10 ou 22, alors S,(d) est vide pour
p > 7. De méme, si £ est un nombre premier vérifiant certaines conditions expli-
cites, alors Sp,(2¢) est vide lorsque p est suffisamment grand. Tel est le cas, par
exemple, lorsque ¢ = 19,43,59,61, 67,83 (théoréeme 2.14).
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Bien que notre construction ne permette pas de retrouver le résultat de Na-
gell (correspondant au cas o d = 1 et y = 1), on explique dans la partie 2.3
comment la théorie modulaire permet d’aborder, voire de résoudre compléte-
ment, certaines équations diophantiennes, certes plus artificielles mais néan-
moins non triviales, de la forme (2.1) ou (2.3) lorsque le polynome considéré est
de degré > 3.

2.1 La courbe elliptique E

On considére dans cette partie une forme homogéne séparable de degré 3 a
coeflicients entiers relatifs

F(z,y) = tox® + 12y + tazy® + tay”.

Posons f(z) = F(z,1). Le polynome F étant séparable, il en va de méme pour f.
On considére un nombre premier p > 7, un entier d > 1 et (a,b,c) une
solution propre et non triviale de ’équation (2.1).

2.1.1 Equation de la courbe E

On commence par supposer tg # 0, i.e. deg(f) = 3. Soit K = Q(a, 3,7)
lextension de Q dans C engendrée par les racines «, 3, 7 du polynéme f. On
a alors la factorisation suivante :

F(z,y) = to(z — ay)(z — By)(z — 7y).
On associe a (a,b,c) une courbe elliptique E/Q comme suit. Posons :

A = to(B—)a—ab)
B = ty(y—a)(a—pb),
C = tola—pF)(a—d).

Par construction, on a
A+B+C=0.

Soit £ la cubique d’équation :
£:Y?=X(X - A)(X +B). (2.6)
Son disciminant est
A(E) =16(AB)*(A+ B)? = 16D (f)F(a,b)?,

ot D(f) est le discriminant du polynéme f. L’entier ¢ étant non nul et le po-
lynome f séparable, on a A(E) # 0. L’équation (2.6) définit donc une courbe
elliptique sur K.

Considérons les trois éléments uj, us et ug de K définis par

uy = to(OéCL + Vﬂb)a
uz = to(Ba+ yab),
us = to(ya+ Babd).
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Ils vérifient les égalités : A = us—wus3, B = uz—u; et C = uy —us. Le changement
de variables
r=X+us, y=Y, (2.7)

transforme alors 1’équation (2.6) en I’équation :
E:y? = (z—w)(r —ug)(z — us).

Cette courbe E a pour équation :

y? = 2° + axa’ + asz + ag, (2.8)
avec
as = tla — th,
ag = t()t2a2 + (3t0t3 - tth)G,b + t1t3b2,
ag = t3tsa® —to(t3 — 2t1t3)a?b + t3(t3 — 2tote)ab® — tot3b3.

La courbe elliptique E est donc définie sur Q et le changement de variables
(2.7) fournit un isomorphisme défini sur K de & sur E. De plus, les invariants
standard ¢4 (F) et A(E) de (2.8) sont inchangés par rapport a ceux de & (cf.
[Tat75]). On les note respectivement ¢4 et A. On a :

4 16((t3 — 3tota)a® + (tita — Ytots)ab + (t3 — 3tits)b?),
A = 169(f)F(a,b)? (2.9)
ot D(f) = —27t3t3 + (18t1tats — 4t3)to — 4t3ts + t3t3.

Supposons to = 0. Dans ce cas, on associe & (a,b,c) la courbe ellipitique
E/Q d’équation

E:y? = 2% 4+ (tia — tob)a® + t1(t3b — toa)bx + t3tzab®.
Il s’agit de la courbe d’équation (2.8) avec to = 0.

Remarque 2.3 Supposons qu’il existe xg € Q racine du polynome f. Alors, E
a un point d’ordre 2 rationnel sur Q. Si xg = 0, tel est le cas du point (t2b,0),

sinon tel est le cas de (toxoa — fg—zb, 0).

2.1.2 La courbe de Frey F

On rappelle que p est un nombre premier > 7 et que (a, b, ¢) est une solution
propre et non triviale de I'’équation (2.1). Notons Q la cloture algébrique de Q
dans C et Gq = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu de Q. Soit A une courbe
elliptique définie sur Q et A[p] le sous-groupe de A(Q) constitué des points de
p-torsion de A. C’est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 sur lequel le groupe
Gq opére contintiment. Par le choix d’une base de A[p] sur F,,, on en déduit un

homomorphisme de groupes
pi : Gq — GLy(F)).

On associe a cette représentation un poids k qui est un entier > 2 et un conduc-
teur N (pl’?) qui est un entier > 1, premier & p, qui divise le conducteur N4 de
A (cf. [Ser87, §1]). Désignons par A4 le discriminant minimal de A. Si ¢ est un
nombre premier, notons vy la valuation ¢-adique de Q.
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Définition 2.4 Soit A/Q une courbe elliptique définie sur Q. On désigne par
Sa Uensemble des nombres premiers de mauvaise réduction de A. Soient S un
sous-ensemble de S et p un nombre premier. On dira que A est une courbe de
Frey associée au couple (p,S) si les trois conditions suivantes sont satisfaites.

1. La représentation pz‘? est irréductible.

2. L’ensemble S est strictement inclus dans S 4.

3. Pour tout nombre premier £ € Sa\S, la courbe A a réduction multiplicative
en ¢ et vg(Ax) =0 (mod p).

Avec la définition ci-dessus, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.5 I existe une constante o(d, F) > 0 ne dépendant que de d et
F telle que si ¢ # £1 et p > a(d, F), alors la courbe E est une courbe de Frey
associée au couple (p,S) ot S est Uensemble des diviseurs premiers de 2dD(f)
de mauvaise réduction.

Démontrons a présent cet énoncé.

Résultats préliminaires

On a la relation suivante :

Ula,b)F(a,b) + V(a,b)cy = —16D(f)b?, (2.10)
ou
Ula,b) = 16(3t0(3t0t2 — 2)a + (3 — 6totits + 27t3t3)b)
V(a,b) = 3tia® + 2totiab + (4tota — t3)b2.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 2.6 Soit ¢ un nombre premier divisant A et ne divisant pas 2dD(f).
L’équation (2.8) est minimale en € et la courbe E a réduction multiplicative
en £. De plus, ve(Ag) est multiple de p.

DEMONSTRATION : Soit £ un nombre premier impair ne divisant pas dD(f)
et divisant A = 24D (f)d?c?P. Nécessairement, ¢ divise I'entier c. Supposons
par Pabsurde que ¢ divise le coefficient c¢4. D’aprés la relation (2.10), ’entier £
divise alors également 16D (f)b*. Or £ ne divise pas 2D(f), donc ¢ divise b. De
I'expression de F(a,b), on en déduit que ¢ divise tpa®. Si £ ne divise pas a, alors
£ divise tg et d’aprés expression du coefficient ¢4 de la courbe E ci-dessus, il
vient que ¢ divise également ¢;. Mais alors ¢ divise ©(f) d’aprés I'expression
(2.9) ci-dessus. C’est une contradiction. Donc ¢ divise a. Comme ¢ divise aussi
b et ¢, c’est contraire au fait que (a, b, c) soit une solution propre de (2.1). On
en déduit que ¢ ne divise pas c4.

La congruence vy(Ag) = 0 (mod p) résulte de P'égalité ve(A) = ve(Ag) et
de Pexpression (2.9) du coefficient A.

Lemme 2.7 Pourp assez grand, la représentation pf est irréductible. S1 E a un
point d’ordre 2 rationnel sur Q, c’est le cas pour p > 11. Si invariant modulaire
j de E est différent de —15° et 2553, la représentation p¥ est irréductible.
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DEMONSTRATION : La représentation pf est irréductible dés que p > 163
d’apres [Maz78].

Supposons que E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q (c’est par exemple le
cas si f est réductible sur Q d’aprés la remarque 2.3). Si pf était réductible,
le groupe E(Q) possédrait un sous-groupe d’ordre 2p stable par Gq, de sorte
que la courbe modulaire Y;(2p) aurait un point rationnel sur Q. Or, si p > 11,
B. Mazur et M. Kenku ont démontré que lensemble Y;(2p)(Q) est vide (cf.
[Ken82]). D’ou le résultat dans ce cas.

Le cas p = 7 se traite en remarquant que la courbe modulaire Yy(14) est
la courbe elliptique notée 14A1 dans les tables de [Cre97] et qu’elle posséde
exactement deux points rationnels sur Q qui correspondent aux deux classes de
Q-isomorphisme des courbes elliptiques d’invariants j = —15% et 255% (|Lig75,
p-45]). D’ot le lemme.

Lemme 2.8 Sip ne divise pas dD(f), alors on a k = 2.

DEMONSTRATION : On suppose que p ne divise pas dO(f). Alors, d’aprés le
lemme 2.6, ’équation (2.8) est minimale en p, la courbe E a réduction semi-
stable en p et 'exposant de p dans le discriminant minimal de E est multiple
de p. D’ou k = 2 ([Ser87, prop. 5]).

Le lemme suivant servira a plusieurs reprises (pour un résultat plus précis,
voir [Spr93, V.§4]).
Lemme 2.9 Soit S’ un ensemble fini de nombres premiers. Il n’existe qu’un
nombre fini de triplets d’entiers (u, v, m) vérifiant les trois conditions suivantes :

1. on a F(u,v) =m,

2. les entiers u et v sont premiers entre eux,

3. lentier m a tous ses diviseurs premiers dans S’.

DEMONSTRATION : Posons S’ = {p1,...,p,}. Soit n € Z\ {0}. L’ensemble

{(x,y) € z[;r | Fey) :n}

est fini ([HS00, p.363]).
On en déduit que si N = {£p{* -+ - pr, avec 0 < ; < 2}, alors Pensemble

F= {(x,y) ez{;r | Fla,y) = n, avecne./\/}

est encore fini.

Soit (u,v,m) un triplet d’entiers vérifiant les trois conditions du lemme. I
existe un unique entier Z > 0 ayant tous ses diviseurs premiers dans S’ tel que
m = Z3n avec n € N. On a alors

u v
F (— —) =n.
VAN
En particulier, il existe r et s tels que

(%,%) =(r,s) € F.
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Les entiers u et v étant premiers entre eux, 'entier Z est le plus petit dénomi-
nateur commun > 0 de r et s. On en déduit qu’il n’existe qu'un nombre fini
de valeurs possibles pour u et v et, par conséquent, pour m. Cela démontre le
lemme.

Notations. Soit S’ un ensemble fini non vide de nombres premiers. On désigne
par Fp s I'ensemble (fini) des triplets (u, v, m) satisfaisant aux trois conditions
du lemme 2.9. On pose alors

N , — max{|m|, (u,v,m) € fF,S/} si fF,S’ 7é Q] (2 11)
FS = 1 sinon. ’

L’entier Np g ne dépend que de F et S'.

Lemme 2.10 [l existe une constante 5(d, F') > 0 ne dépendant que de d et F'
telle que si p > B(d, F), alors l'une des deux conditions suivantes est réalisée :

1. on ac= =1,

2. il existe un nombre premier ne divisant pas 2dD(f) en lequel E a mauvaise
réduction.

DEMONSTRATION : Supposons la seconde condition non réalisée. Alors, d’aprés
le lemme 2.6, l'entier ¢ a tous ses diviseurs premiers dans ’ensemble S’ des
diviseurs premiers de 2dD(f). Par ailleurs, si pged(a,b) désigne le pged de a et
b, alors (pged(a, b))? divise d. Posons

o = —& b’—ib et d'—id
pged(a, b)’ pged(a, b) (pged(a, b))?’

Le triplet (a’,b’,d'cP) vérifie les trois conditions du lemme 2.9, i.e. appartient a
l’ensemble fini Fr g/. Posons (avec les notations précédentes)

IOgNF’S/ >0

pld, F) = log 2

L’ensemble S’ ne dépendant que de F' et d, il en va de méme pour §(d, F'). Si
lon ap > B(d, F), alors d'2? > Npg. On a donc ¢ = £1. Cela démontre le
lemme 2.10.

Fin de la démonstration du théoréme 2.5

Notons S ’ensemble des diviseurs premiers de 2dD( f) en lesquels la courbe F
a mauvaise réduction. D’aprés le lemme 2.7, il existe une constante v(d, F') > 5
telle que si p > ~v(d, F'), alors pf est irréductible. Posons, avec les notations du
lemme 2.10, a(d, F) = max (6(d, F'),v(d, F)). Si ¢ # £1 et p > a(d, F), alors
p > B(d, F) et, d’aprés le lemme 2.10, il existe un nombre premier de mauvaise
réduction qui ne soit pas dans S, i.e. Sg\ S # 0. Par ailleurs, d’aprés le lemme
2.6, pour tout nombre premier £ € Sg \ S, F a réduction multiplicative en ¢ et
ve(Ag) =0 (mod p). D’ou le théoréme.
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2.1.3 Lien avec la conjecture de Frey - Mazur

Notation. Soit A une courbe elliptique définie sur Q. On pose, avec les notations
de la conjecture de Frey-Mazur,

va=max{l |l Fu}.
D’aprés cette conjecture, vy € N.

Proposition 2.11 La conjecture de Frey-Mazur implique la conjecture (A) pour
les formes de degré 3.

DEMONSTRATION : D’aprés les lemmes 2.7 et 2.8, on peut sans restriction
supposer la représentation pf irréductible et de poids 2. Le conducteur N (pf )
est majoré par une constante M indépendante du quadruplet (a,b,c,p). En
effet, si ¢ est un diviseur premier de N (pZ];J ), alors, d’aprés le lemme 2.6 et
[Kra97a, p. 28], £ divise 2dD(f). De plus, on a v2(N(p))) < 8, vs(N(pf)) <5
et si £ > 5, v(N(p))) < 2 (cf. [Pap93]). On peut donc, par exemple, choisir
M = (2d9(f))".

Par ailleurs, d’aprés le théoréme 3 de [Kra97h], il existe une constante 14 p ne
dépendant que de d et F telle que si p > ng r, alors il existe une courbe elliptique
A définie sur Q de conducteur Ny = N (pf ) telle que les représentations pf et
p}‘;‘ soient isomorphes.

Supposons 'inégalité suivante vérifiée

p > vgp = max{ngr,va | A" courbe elliptique sur Q telle que Ny < M} .

L’entier M ne dépendant que de d et F, il en va de méme pour v4 . Consi-
dérons alors ¢ un nombre premier divisant ¢ et ne divisant pas 2dD(f)N4. En
particulier, ¢ divise A sans diviser 2d®D(f), donc, d’aprés le lemme 2.6, la courbe
E a mauvaise réduction multiplicative en £. De plus, comme p > vg F > v4, les
courbes E et A sont Q-isogénes d’apreés la conjecture de Frey-Mazur et on a

1 =v¢(Ng) =ve(N4) =0, car £ ne divise pas Ny.

C’est une contradiction. On en déduit que ¢ a tous ses diviseurs premiers inclus
dans l’ensemble S’ des diviseurs premiers de 2dD(f) [ Na- ou le produit porte
sur I'ensemble fini (cf. [Sil92, IX §6]) des classes de Q-isomorphisme de courbes
elliptiques A’ définies sur Q de conducteur < M.
Si pged(a, b) désigne le pged de a et b, alors (pged(a, b))? divise d. Posons
!/ a / b U d

ad=—- b=—F— e d=———.
pged(a, b) pged(a, b) (pged(a, b))?
Le triplet (a’,b, d’'cP) vérifie les trois conditions du lemme 2.9, i.e. appartient a
I'ensemble fini Fp g/. Posons (avec les notations (2.11))

log N S’
Cop = 2L

)

> 0.

log2 —

L’ensemble S’ ne dépendant que de F et d, il en va de méme pour Cy p. Et,
si p > Cqp, alors d'2? > Npg. On a donc ¢ = 1. C’est ’énoncé de la
conjecture (A) .



52 CHAPITRE 2. FORMES HOMOGENES DE DEGRE 3

2.2 Etude d’un exemple

A titre d’exemple, on applique, dans cette partie, la construction précédente
au cas particulier de la forme homogéne
F(zy) =2° + 2%y +ay® + 4>

Soient p un nombre premier > 7 et d un entier > 1. Rappelons que S, (d) désigne
I’ensemble des solutions propres et non triviales de I’équation

F(z,y) = 2 + 2%y + xy® + 3> = d2P. (2.12)
Dans toute cette partie, on fait 'hypothése suivante :

I’entier d libre de puissance troisiéme.

Sous cette hypothese, si (a,b,c) appartient & S,(d), alors les entiers a, b et ¢
sont premiers entre eux deux-a-deux.

En utilisant la courbe E d’équation (2.8) associée un élément de Sy,(d), et la
méthode modulaire (dont le principe est résumé au début du paragraphe 2.2.3),
on démontre plusieurs résulats sur I’équation (2.12).

Le premier concerne le cas d = 1.

Théoréme 2.12 Soit (a,b,c) un élément de Sp(1). Alors, Uentier ¢ est impair.
Pour certaines valeurs de I'entier d, on a un résultat complet.
Théoréme 2.13 Les ensembles S,(2), S,(6), Sp(10) et S,(22) sont vides.

Soit ¢ est un nombre premier > 13. On souhaite montrer, comme au théoréme
précédent pour ¢ = 3, 5 et 11, la vacuité de 'ensemble S;,(2¢) (au-moins lorsque
p est grand). Cela sera le cas si £ vérifie certaines conditions. Plus précisément,
on désigne par g la fonction définie sur N* par

50 , log(n) ; 9
3 Tog(® sin <27,

g(n) =q 18+218L 29 <p < 2362
0B sin> 292

On dira que ¢ satisfait a la propriété (P) si pour tout entier k vérifiant 'inégalité
2<k<g(0),

aucun des entiers £ — 1, £ — 2% £+ 2F et 2% — ¢ n’est un carré.
On a alors le résultat suivant.

Théoréme 2.14 On suppose que ¢ vérifie la propriété (P). Il existe une cons-
tante k() ne dépendant que de ¢ telle que si p > k({), alors ensemble Sp(2()
est vide.

Remarque 2.15 On peut par exemple prendre () = (4\/Z—|— 1+ 1)
L’amélioration de cette borne est, dans la pratique, limitée par la connaissance
des newform (au sens de [AL70]) de poids 2 et de niveau 64£. Par exemple, pour
¢ =11, on a (11) ~ 7-10%, alors que S,(22) est vide pour p > 7 d’aprés le
théoréeme 2.13. Les nombres premiers 13 < £ < 200 satisfaisant & la condition
(P) sont

¢ =19,43,59,61,67,83,107, 109, 131, 139, 149, 157, 163, 167, 179, 181 et 191.

4(e—1)

La suite de la partie 2.2 est consacrée & la démonstration des théorémes 2.12,
2.13 et 2.14.
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2.2.1 La courbe elliptique F

Soit (a, b, c) un élément de S,(d). A un tel triplet on associe la courbe ellip-
tique E/Q définie par I'équation (2.8) avec tg =t =to =t3 =1:

y?> =23+ (a —b)2® + (a + b)*x + a® + a®b — ab® — V*. (2.13)

La courbe E posséde un unique point d’ordre 2 rationnel sur Q, & savoir
(b—a,0).

On a D(f) = —16 et les invariants standard (c4, cg, A) associés a E sont les

suivants (cf. (2.9) et [Tat75]) :

cy = —32(a®+ 4ab+v?),
g = —128(5a3 + 3a?b — 3ab® — 5b3), (2.14)
A = -28F(a,b)? = —28c%d2.

Rappelons que Ng désigne le conducteur de E et Ag son discrimant minimal.

Posons
r= H /.
£)ed, 0+£2

Lemme 2.16 La courbe E est semi-stable en dehors de 2. Elle a réduction
additive en 2. L’équation (2.13) est globalement minimale.
1. Supposons d impair. Alors, ab# 1 (mod 4) et on a
N — 200 siab=—1 (mod 4),
E= 27 siab est pair.
L’invariant modulaire j de E est entier en 2 si et seulement si ab est pair.

2. Supposons va(d) = 1. Alors on a
ab=—-1 (mod4) et Ng=2%

L’invariant modulaire j de E n’est pas entier en 2.

3. Supposons va(d) = 2. Alors ab est impair et on a

No — 257 siab=1 (mod 4),
E= 250 siab=—1 (mod 4).

L’invariant modulaire j de E est entier en 2 si et seulement si ab = 1
(mod 4).

De plus, si £ est un nombre premier impair, alors p divise vy(Ag) si et
seulement si £ ne divise pas d.

DEMONSTRATION : Soit £ un nombre premier impair. Supposons tout d’abord
que lentier ¢ divise A. D’aprés l'expression (2.14) ci-dessus, l'entier ¢ divise

alors
F(a,b) = (a +b)(a® + b*) = dcP. (2.15)

Remarquons que ¢ ne divise pas ab. Dans le cas contraire, I’entier a, par exemple,
serait divisible par ¢. Cela entrainerait que ¢ divise b (car ¢ divise F'(a,b)) ce
qui est contraire au fait que les entiers a et b sont premiers entre eux.
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On en déduit que ¢ ne divise pas c4. En effet, on a

_J —2%b (mod ¢) si{ divise a+ b,
“=1 —27ab (mod ) si ¢ divise a® + b2

L’équation (2.13) est donc minimale en ¢ et la courbe E a mauvaise réduction
de type multiplicatif en £. On a v(A) = v(Ag).

D’autre part, si £ ne divise pas A, la courbe E a bonne réduction en ¢ et
léquation (2.13) est minimale en /.

Par ailleurs, on a dans les deux cas,

ve(Ag) = ve(A) = 2vp(d) (mod p).

En particulier, p divise vy(Ag) si et seulement si £ ne divise pas d.
Etudions & présent la minimalité de (2.13) et le type de réduction de E en
2.

1. Supposons ab impair. Alors,
F(a,b) =2(a+b) (mod 8) et wva(cy)=06.

(a) Siab=1 (mod 4), alors va(F(a,b)) = 2 donc nécessairement vy (d) =
2 et ¢ est impair. On vérifie que 'on a

(UQ(C4), 1]2(06), UQ(A)) = (6, Z 97 12). (2.16)

D’apreés le tableau IT de [Pap93], équation (2.13) est minimale en 2
et on est dans le cas I} avec v = 2 ou v = 3. Avec l'algorithme de
Tate ([Tat75, p.50]) on trouve v = 3 et on a vy(Ng) = 5. De plus,
I'invariant j est entier en 2 dans ce cas.

(b) Siab=—1 (mod 4), alors va(F(a,b)) > 3, donc ¢ est pair. De plus,
v2(A) = 8 + 2v2(d) + 2pua(c) > 22.

Par ailleurs, on a

Co
% 544 3h-3a—5b=4 :
128 5a + 3b—3a —5b=4a (mod 8)

On en déduit
(v2(ca), va(cs), v2(A)) = (6,9, > 22).

D’apres [Pap93], I'équation (2.13) est minimale en 2 et on a v2(Ng) =
6. L’invariant j n’est pas entier en 2.

2. Supposons ab pair. La solution (a, b, ¢) étant propre, a est pair et b impair
(ou a est impair et b pair). On en déduit que c et d sont nécessairement
impairs. D’ou

(1)2(04),’02(66),’02(A)) = (5,7,8) (217)

D’aprés [Pap93], 'équation (2.13) est minimale en 2 et on a v2(Ng) = 7.
L’invariant 5 de E est entier en 2.

D’ou le résultat.
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2.2.2 La représentation p/

Lemme 2.17 La représentation pf est (absolument) irréductible.

DEMONSTRATION : La courbe E a un point d’ordre 2 rationnel sur Q, donc
d’aprés le lemme 2.7, la représentation pgfj est irréductible pour p > 11. Posons
t = a/b. Alors, 1'égalité j = —15% ou 255% (o1t j est I'invariant modulaire de E)
conduit &

o7 (t2 + 4t +1)3

t3+t2+t+1=—153 ou 255°.

Or ces équations n’ont pas de solution rationnelle comme on le vérifie facilement.
Cela démontre lirréductibilité de p¥ et le lemme.

Lemme 2.18 On a k =2 si p ne divise pas d et k =p+ 1 sinon.

DEMONSTRATION : Supposons que p ne divise pas d. Alors d’aprés les lemmes
2.8 et 2.16, on a k = 2.

Supposons que p divise d. D’aprés le lemme 2.16, la courbe E a alors ré-
duction de type multiplicatif en p et p ne divise pas v,(Ag). Cela conduit a
k=p+1, dou le résultat.

Posons

r = H L.

4|d,#2,p

Lemme 2.19 1. On suppose que d est impair. Alors, ab £ 1 (mod 4) et
on a
267" siab=—1 (mod 4)
E\ _ )
Nlpy) = { 27r" i ab est pair.

2. On suppose que vo(d) = 1. Alors on a
ab=-1 (mod4) et N(pJ)=2%"
3. On suppose que va(d) = 2. Alors ab est impair et on a

257" siab=1 (mod 4)
EN\ )
Nlpy) = { 267" siab=—1 (mod 4).

DEMONSTRATION : Soit £ # p un nombre premier impair de mauvaise réduction.
D’aprés le lemme 2.16, ¢ divise cd, I’équation (2.13) est minimale en ¢ et E a
mauvaise réduction de type multiplicatif en /.

Supposons que £ ne divise pas d. Alors, v(Ag) est multiple de p (loc. cit.).
On en déduit que ve(N(pF)) = 0 ([Kra97a, p.28]).

Supposons que ¢ divise d. Alors, vy(Ag) n’est pas multiple de p (lemme 2.16)
et on a ve(N(pF)) =1 ([Kra97a, p.28]).

D’aprés le lemme 2.16, la courbe E a donc réduction additive en 2 et on a
v2(N(pF)) = v2(Ng) (loc. cit.). D’ou le lemme.
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2.2.3 Démonstrations des théorémes 2.12, 2.13 et 2.14

On suppose dans tout ce paragraphe qu’il existe (a,b,c) € S,(d) ou p est
un nombre premier > 7 et d 'un des entiers considérés dans les énoncés des
théorémes 2.12, 2.13 et 2.14.

Notations et rappels. Soit n € N*. On désigne par Sy (n) I'espace des newform
(au sens de [AL70]) de poids 2 pour le sous-groupe I'g(n) de SLao(Z). On dit que
f € S5 (n) est normalisée si son développement de Fourier & l'infini s’écrit

f=q+ Z am(f)q™, avec q = e*"7.

m>2

Il y a exactement dimg (S5 (n)) formes normalisées dans Sy (n). Pour une telle
forme, notons Ky le corps de rationalité des coefficients a,, (f), m > 2 et N, /q
la norme de l'extension K;/Q.

Si A/Q est une courbe elliptique, on note

La(s)= > am(A)ym™*
m>0

sa fonction L de Hasse-Weil.
Rappelons le résultat bien connu suivant (cf. par exemple [Ser96]).

Proposition 2.20 Il existe f € S,:'(N(pf)) normalisée telle que pour tout
nombre premier £, les conditions suivantes soient réalisées.

1. Si { divise Ng et ne divise pas pN(pE), alors
p divise Ng, /q(ae(f) £ (£ +1)).
2. Si { ne divise pas pNg, alors il existe un entier r < \/1 tel que
p divise Ng, q(ae(f) £ 2r).

Pour D’assertion 2, on utilise le fait que, comme F a un point d’ordre 2 rationnel
sur Q, le coefficient ay(E) est pair. On a de plus |ag(E)| < 2v/¢ d’aprés les
bornes de Weil.

Si f, vérifiant les conditions de la proposition 2.20, a ses coefficients a, (f)
dans Z, alors elle correspond & une courbe elliptique E; de conducteur N (pf )

définie sur Q et les représentations pf et pf / sont isomorphes.

Soit Q(E[p])/Q lextension de Q engendrée par les coordonnées des points
de p-torsion de E. C’est une extension galoisienne de Q. Soit e son indice de
ramification en 2.

Lemme 2.21 Supposons ab= —1 (mod 4). On a e = 2p.

DEMONSTRATION : Supposons ab = —1 (mod 4). D’aprés lemme 2.16, l'inva-
riant modulaire j de E n’est pas entier en 2. De plus, on a

v2(j) = 18 — (8 + 2v5(d) + 2puva(c)) =10 — 2u3(d) Z0 (mod p)

car va(d) = 0 ou 1 par hypothése. On en déduit e = 2p ([CK02, cor. 1]).
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Démonstration du théoréme 2.12

Supposons d = 1. D’aprés le lemme 2.19, on a

26 siab= -1 (mod 4)
EN )
Nlpp) = { 27 si ab est pair.

Supposons ab = —1 (mod 4). L’espace Sy (64) n’est constitué que dune seule
classe de Q-isogénie de courbe elliptique de conducteur 64. Par ailleurs, la courbe
FE a potentiellement réduction multiplicative en 2 et son défaut de semi-stabilité
en 2 est d’ordre 2p (lemme 2.21). Or, les courbes de conducteur 64 ont réduction
additive en 2 et leur invariant modulaire est entier. Si A est une telle courbe, ’in-
dice de ramification en 2 de 'extension Q(A[p])/Q est 8 (cf. [Cre97] et [Kra90]).
Les représentations pf et pl‘;‘ ne sont donc pas isomorphes. On en déduit que ab
est pair. D’ou le théoréme 2.12.

Démonstration du théoréme 2.13

Supposons que d € {2,6,10,22}. D’aprés le lemme 2.19, on a ab = —1
(mod 4) et
260 sid=2,
26.3 sid=6,
N(py)=4 20-5 sid=10,

20.11 sid=22etp#11,
26 sid=22et p=11.

De plus, d’aprés le lemme 2.21, on a e = 2p.

Supposons d = 2. On a alors N(pf) = 64. On montre, avec le méme argu-
ment qu’au paragraphe 2.2.3, que 'ensemble S, (2) est vide.

Supposons d = 6. L’espace Sy (192) est de dimension 4 et engendré par
quatre classes de Q-isogénie de courbes elliptiques définies sur Q (cf. [Ste06]).
Toutes ont réduction additive en 2 et un invariant modulaire entier en 2. Leur
défaut de semi-stabilité en 2 est d’ordre 8 ou 24 (cf. [Cre97| et [Kra90]). En
particulier, il est différent de 2p. On en déduit que 'ensemble S, (6) est vide.

Supposons d = 10. L’espace 83(320) est engendré par six classes de Q-
isogénie de courbes elliptiques de conducteur 320 et deux formes modulaires f;
et fo dont les coefficients de Fourier sont conjugués sur Q(v/2) (cf. [Ste06]).
La forme f = fi ou f est & coeflicients dans I’anneau d’entiers du corps Ky
engendré sur Q par une racine a du polynéme X2 — 8 (loc. cit.). Avec les
notations de la proposition 2.20, on a pour ¢ = 3, le tableau suivant.

as(f) NKf/Q(a3(f) 14) NKf/Q(a3(f)) NKf/Q(a’?)(f) :l:2)
« 8 -8 —4

La forme f ne vérifie donc pas les conditions de la proposition 2.20. On en
déduit que pf est isomorphe a la représentation p;‘ d’une courbe elliptique
A/Q de conducteur 320. C’est absurde car elles ont toutes réduction additive
en 2 et un invariant modulaire entier en 2 (leur défaut de semi-stabilité en 2
divise 24 d’aprés [Ser72, p.386], en particulier il est différent de 2p). L’ensemble
Sp(10) est donc vide.
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Supposons d = 22 et p # 11. L’espace S;(704) est constitué de douze
classes de Q-isogénie de courbes elliptiques de conducteur 704 et de huit formes
modulaires. Chacune de ces huit formes est conjuguée par ’action de Gq a I'une
des quatre formes notées 704M1, 704N1, 70401 et 704P1 dans [Ste06]. Avec les
notations de la proposition 2.20, on a le tableau suivant pour ¢ = 3.

Newform f 704M1 7T04N1 70401 704P1
Polynéme Py tel que
Ki=Q(a)et Ps(a) =0 | X? 4+ X -4 | X’ - X -4 | X+ X -4 |X*-X -4

as(f) a o o o
Nr,/qlas(f) +4) 8 16 8 16
Nk, /qlas(f) —4) 16 8 16 8
N, /qlas(f)) —4 —4 —4 —4
NKf/Q((L3(f) + 2) -2 2 —2 2
Nk, /qlas(f) —2) 2 -2 2 2

Aucune de ces formes ne vérifiant les conditions de la proposition 2.20, on en
déduit que pf est isomorphe a la représentation p;‘ d’une courbe elliptique A/Q
de conducteur 704. C’est absurde car elles ont toutes réduction additive en 2
et un invariant modulaire entier en 2. L’ensemble S,(22) est donc vide dans ce
cas.

Supposons d = 22 et p = 11. La représentation pi; est irréductible, de poids
12 (lemme 2.18) et de conducteur 64. Je remercie le referee de m’avoir signalé
que p¥ « provient » alors d’une newform de poids 2 et de niveau 12 - 64 = 704
(voir [Rib94, (2.2)] et [Dia95, lem. 2.1]). Autrement dit, de fagon analogue a la
proposition 2.20, il existe f € S; (12 - 64) normalisée telle pour tout nombre
premier £ # 2, 11, les conditions suivantes soient réalisées :

1. si £ divise N, alors 11 divise N /q(ae(f) £ (£ +1)).

2. Tl existe un entier r < v/ tel que 11 divise Nk, /qlac(f) £ 2r).
On contredit alors I'existence d’une telle forme par les mémes arguments qu’a
lalinéa précédent. On en déduit que ensemble S11(22) est vide.

Cela démontre le théoréme 2.13.

Démonstration du théoréme 2.14

Supposons d = 2/, ou £ est un nombre premier > 13 satisfaisant & la propriété
(P). La représentation pf est alors irréductible pour p > 7 et de poids 2 dés que
p # ¢ (lemmes 2.17 et 2.18). On a alors ab = —1 (mod 4) et N(pf) = 2°¢.

D’aprés [Kra97b, th.3], il existe une constante x(¢) > ¢ ne dépendant que de
¢ vérifiant la condition suivante : si p > k({), alors il existe une courbe elliptique
E’ définie sur Q, de conducteur N (pf ) = 26/, telle que les représentations pf

et p;;:/ soient isomorphes.

Quitte & augmenter (£), on peut de plus supposer que E’ a un point d’ordre
2 rationnel sur Q (cf. démonstration du th. 4 de [Kra97b| et [Ser68, IV-6]).

Lorsqu’il n’existe pas de courbe elliptique sur Q de conducteur 64¢ ayant au-
moins un point d’ordre 2 rationnel sur Q, on a une contradiction. Or c’est préci-
sément le cas lorsque ¢ vérifie la propriété (P) d’aprés un théoréme de W. Ivorra
(cf. [Ivo04]). D’apres [Kra97b|, on peut prendre x(¢) = (4vC+1+ 1)4“_1). On
en déduit le théoréme 2.14.
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Remarque 2.22 Pour caractériser ’existence de courbe elliptique sur Q ayant
un point d’ordre deux rationnel sur Q et un conducteur 644, Ivorra ([lvo04])
utilise les bornes données par Beukers (corollaires 1 et 2 de [Beu81]) sur les
solutions de l’équation de Ramanugjan-Nagell. Ces bornes ont depuis été amélio-
rées par Bauer et Bennett ([BB02]). Notre définition de la fonction g prend en
compte ces améliorations (lorsque 2° < n < 232 on a adapté la démonstration
du corollaire 2 de [Beu81] auz nouvelles bornes).

2.3 Remarques en degré > 3

2.3.1 Courbe de Frey en degré 6

Soit F' un polynéme homogéne de degré 6 séparable a coefficients entiers.
Sous certaines conditions portant sur F', on peut, comme & la partie 2.1, cons-
truire une courbe elliptique ayant de bonnes propriétés de réduction, associée a
l’équation (2.1).

Par exemple, pour F(z,y) = ®g(x,y) = 2%+ 23y3 + y°, on obtient la courbe
elliptique suivante :

y2 =23+ a2x2 + aqx + ag,

avec
as = 3ab,
ay = —3(a* —a®b+2a%b? — ab® + b),
ag = a%—9ab+ 9a*b? — 194363 + 9a?b* — 9ab® + b,

Son discriminant est A = 2% . 3% . ®g(a,b)?. Elle est semi-stable en dehors de
2 et 3. Une telle courbe devrait permettre d’obtenir des résultats analogues &
ceux de la partie 2.2 pour la forme F' = ®g.

2.3.2 Détermination des solutions entiéres de certaines
équations superelliptiques

Dans les parties 2.1 et 2.2, on a associé une courbe de Frey & une équation
diophantienne donnée. On illustre ici sur un exemple la possibilité de montrer
la vacuité de I’ensemble des solutions d’'une équation en partant de la donnée
d’une courbe elliptique bien choisie.

Soit ¢ une indéterminée. On considére la courbe E/Q][t] d’équation :

B:y? +toy =23 + (1 +t)x.
Ses coefficients A(t) et c4(t) sont les éléments suivants de Q][t] :
A(t) =18+ 2t° + t* — 643 — 192t% — 192t — 64,
ca(t) = t* — 48t — 48.
De plus, si R désigne leur résultant, on a :
R=2".

Autrement dit, aprés spécialisation en t entier, la courbe F est semi-stable en
dehors de 2. Si t est divisible par 4, la valuation en 2 de A(¢) est 6. De méme, si
va(t) = 1, alors vy (A(t)) = 4. Enfin, si ¢ est impair, A(¢) est pair et ¢4(t) impair.
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Par ailleurs, (0,0) est un point d’ordre 2 de E rationnel sur Q. La représen-
tation pf est donc irréductible pour p > 11 (lemme 2.7). De plus, 'invariant
modulaire j de E est différent de —15% et 255%. On en déduit que p¥ est égale-
ment irréductible (loc. cit.).

On suppose a présent qu’il existe un entier ¢ tel que t vérifie I’équation
superelliptique :

A(t) = P,

ol p est un nombre premier > 7. D’aprés les remarques ci-dessus, ¢ est impair.
Dans ce cas, la courbe E est semi-stable et la représentation pf est de poids 2
et de conducteur 1. C’est absurde. Cela contredit I'existence de c.

2.4 Annexe A — La conjecture abc implique la
conjecture (A)

Dans [Lan99a], M. Langevin montre que la conjecture abe est équivalente a
la conjecture suivante.

Conjecture 2.23 Soient F' € Z[X,Y] une forme homogéne séparable de degré
> 3 et e un réel > 0. Il existe une constante C. g > 0 ne dépendant que de ¢ et
F telle que pour tout couple (a,b) d’entiers non nuls premiers entre eux, on a :

rad(F (a,b)) > Ce,p mas(Jal, o 7)<,
ot rad(n), n € N*, désigne le produit de tous les nombres premiers divisant n.

Remarque. Par convention rad(0) = oco.

L’objectif ce cette Anneze est d'une part de démontrer le résultat de Lange-
vin en suivant une méthode géométrique esquissée dans 'article de [GT02] (voir
également [Hin08, pp.244-246]) et d’autre part d’en déduire la conjecture (A).
2.4.1 Le résultat de Langevin

On commence par rappeler ’énoncé de la conjecture abc sous sa forme clas-
sique.

Conjecture 2.24 (abc) Soit € un réel > 0. Il existe une constante C(g) > 0
telle que pour tout triplet (a,b, c) d’entiers non nuls premiers entre eux vérifiant
a+b=c, on ait

rad(abc) > C(e) max(|al, |b])! 5.

L’objectif de ce § est de démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.25 La conjecture abc est équivalente a la conjecture 2.23.

La conjecture 2.23 implique la conjecture abc : il suffit de prendre
F(X,)Y)=XY(X+Y).

Intéressons-nous donc a la réciproque. La démonstration requiert plusieurs
étapes.
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1. Le théoréme de Mason

Notation. Etant donné un polynéme f € Z[X], la notation {f =0} désigne
I’ensemble des racines complexes de f. En particulier, |{f = 0}| est le nombre
de racines de f comptées sans multiplicité.

Théoréme 2.26 (Mason) Soient a, b et ¢ trois polynémes de Z[t] non cons-
tants et premiers entre eux vérifiant :

a(t) + b(t) = c(t).
Alors, on a :

max(deg(a), deg(b), deg(c)) < |{abc = 0}] — 1. (2.18)

Démonstration. On considére a, b et ¢ comme dans ’énoncé du théoréme. L’ap-
plication
a(t)

¢ tH@

est une application rationnelle P! — P! non constante définie sur Q. De plus,
remarquons que

— si ¢(00) # 0, alors ¢~1(0) = {a = 0}

— si ¢p(00) # 00, alors ¢~ (o0) = {c = 0},

— si ¢p(00) # 1, alors ¢~ 1(1) = {b = 0}.
Par ailleurs, oo appartient a 'un, au plus, des ensembles ¢~1(c0), ¢~ 1(1) et
¢~ 1(0). Appliquons & présent la formule de Riemann - Hurwitz & ¢ qui est de
degré d = max(deg(a),deg(c)). On a :

—2=-2d+ Y (d— |67\ (w)]).

yeP?!

Chacun des termes de la somme (finie) du membre de droite de 1’¢galité ci-dessus
étant > 0, on a la minoration suivante :

2> -2+ Y (d—|o7'W)). (2.19)

ye{0,1,00}

(Avec égalité si ¢ est non ramifiée hors de {0,1,00}.) On en déduit
~22> =2d+3d — (|71 (0)] + ¢~ (1] + ¢~ (c0)]) -
Soit encore
d <671 0) + o~ ()] + o7 (c0)] — 2.
Or, les polynomes a, b et ¢ étant premiers entre eux on a d’aprés ce qui précéde :
671 0)] + 67 (1) + |67 (00)| < [{abe = 0}| + 1. (2.20)
(Avec égalité si ¢({oo}) C {0,1,00}.) On en déduit 'inégalité
d < |{abc = 0}] — 1.

Comme par ailleurs, b =c¢ — a, on a

deg(b) < d
puis d = max(deg(a), deg(b), deg(c)). D’ou le résultat.
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2. Le théoréme de Belyi

Adoptons la définition usuelle suivante.

Définition 2.27 Soit S un ensemble fini de P*(Q). On appelle fonction de
Belyi associée o S toute application rationnelle non constante ¢ : P! — P!
définie sur Q vérifiant les propriétés suivantes :

1. la fonction ¢ est non ramifiée hors de 0, 1 et co;

2. on a $(S) C {0,1,00}.
Concernant I'existence de telles fonctions on a le résultat suivant (cf. [Ser97]).

Théoréme 2.28 (Belyi) Soit S C PY(Q) un ensemble fini. Alors, il eriste
une fonction de Belyi associée a S.

Vu la démonstration du théoréme de Mason donnée ci-dessus, on a le lemme
suivant.

Lemme 2.29 Soit ¢ une fonction de Belyi associée a {oo} et a(t), c(t) deux
polynémes de Z[t] non constants et premiers entre eux tels que ¢(t) = a(t)/c(t).
Alors, on a I’égalité

max(deg(a), deg(b), deg(c)) = [{abc = 0}] — 1,
ot l'on a posé b(t) = c(t) — a(t).

Démonstration. Dans la démonstration du théoréme 2.26, on a deux inégalités
dont résulte celle du théoréme : (2.19) et (2.20). On a égalité dans (2.19) si ¢ est
non ramifiée hors de {0, 1, 00}. On a égalité dans (2.20) si ¢({oo}) C {0, 1, c0}.
Or c’est bien le cas par définition d’une fonction de Belyi. D’ott le lemme.

3. Sur certains cas d’égalité dans le théoréme de Mason

Proposition 2.30 Soit f € Z[t] un polyndéme séparable. Alors, il existe a(t),
b(t) et c(t) trois polynomes non constants de Z[t] premiers entre euz tels que :

1. a(t)+b(t) =c(t);
2. max(deg(a), deg(b),deg(c)) = [{abc =0}| —1;

3. deuzx des trois polynomes a, b et ¢ sont de méme degré et le troisieme est
de degré strictement plus petit ;

4. le polynome f divise abc.

Démonstration. Soit S = {f = 0} U{oc}. C’est un sous-ensemble fini de P1(Q).
D’aprés le théoréme 2.28, il existe une fonction de Belyi ¢ associée & S. Posons,
¢ = a/c, o a et ¢ sont deux polynomes de Z[t] premiers entre eux et non
constants, puis b = ¢ — a. Comme {oco} C S, lapplication ¢ est en particulier
une fonction de Belyi asscoiée & {oo}. D’aprés le lemme 2.29, les polyndmes a,
b et ¢ satisfont aux conditions 1 et 2.

Notons d = max(deg(a), deg(b),deg(c)). D’aprés la condition 1, les trois
polynomes a, b et ¢ ne sont pas tous de degrés différents. Il y en a donc au moins
deux de méme de degré, et c’est d. Par ailleurs, on a supposé que co € S, et
donc ¢(c0) =0, 1 ou co. Autrement dit, il y a au plus deux des trois polynémes
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a, b et ¢ qui sont de méme degré. Finalement, parmi les trois polynémes a, b et
¢, deux exactement sont de méme degré d. C’est la condition 3.

Par ailleurs, soit ¢t € P1(Q) tel que f(¢) = 0. Alors, par définition,on at € S.
Comme ¢ est une fonction de Belyi pour S, on a ¢(t) =0, 1 ou co. Autrement
dit, t vérifie :

(abe)(t) = 0.

Le polyndéme f étant séparable on en déduit qu’il divise le produit abe. Cela
démontre la proposition.

4. Fin de la démonstration

On considére F' comme dans la conjecture 2.23 et on pose f(t) = F(t,1). Le
polynéme f est séparable de degré

deg(f) > deg(F) — 1. (2.21)

Soient m et n deux entiers non nuls et premiers entre eux tels que F'(m,n) # 0.

Quitte & changer F(X,Y) en F(Y,X), on peut supposer que 'on a m < n.
De méme, quitte & changer F(X,Y) en F(—X,Y), on peut supposer que 'on a
m > 0. On suppose donc & partir de maintenant que 'on a

O<m<n.

Le polynéme f étant séparable, il existe d’aprés la proposition 2.30, trois poly-
nomes a, b et ¢ non constants de Z[t] premiers entre eux tels que :

1. a(t) +b(t) = c(t);
2. max(deg(a), deg(b),deg(c)) = [{abc = 0}| — 1;

3. deux des trois polynoémes a, b et ¢ sont de méme degré et le troisiéme est
de degré strictement plus petit ;

4. le polynéme f divise abc.

Posons d = max(deg(a),deg(b), deg(c)) et homogénéisons les polynomes a, b et
c en degré d :

AX)Y) =Y(X/Y),
B(X,Y) =Y%(X/Y),
C(X,Y) =Yde(X)Y).

D’aprés la condition 1, on a
A(m,n) + B(m,n) = C(m,n).

Les entiers A(m,n), B(m,n) et C(m,n) ne sont pas nécessairement premiers
entre eux. Notons D leur pged.

Lemme 2.31 L’entier D est majoré indépendamment de m et n.

Démonstration. Quitte & échanger les polynémes a, b et ¢, on peut supposer
(dans cette démonstration) que l'on a

dega = degb =d.
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Posons alors
a(t) =aot’ +---+aq et b(t)=Dbot + -+ bg.

Par définition, le résultant de a et b ([Bou8l, A IV.71]), noté Res(a,b), est le
déterminant de la matrice de Sylvester M de a et b (de taille (2d) x (2d)) rappelée
ci-dessous :

127 S | 0
0 apsg ... ... Qa4g—1 Qq
ap aq [ /2
M:
bo ... ... ... bag
0 by ... ... bgq by
0 bp b1 ... ... bg

On note {C;}1<i<24 les colonnes de la matrice M. D’aprés les propriétés du
déterminant, on a

X%21gy ... ... ... aqg 0
0 apg ... ... Q4—1 Qg
2d—1 _ ag A1 ... ... Gq
X¥ Res(a,b) =det | yoqqy
0 bo ... ... bg—1 bg
0 bo by ... ... by

Puis, en ajoutant a la premiére colonne de la matrice ci-dessus X2 Y*~1(;
pour tout 2 < i < 2d, on ne modifie pas la valeur du déterminant, et on obtient
ainsi

XUTAX,Y) oo e ag 0
X92YAX,)Y) ag ... ... aq_1 aq
_ Yd_lA(X Y) a a e @
2d—1 _ ) 0 1 d
XT Res(a,b) =det | vaipixyy L by
X92YB(X,Y) bo ... ... bai ba
Yd_lB(X, Y) bo by cee ... by

D’ot, en développant le déterminant ci-dessus par rapport a la premiére colonne :
X2 1Res(a,b) € (A, B)Z[X,Y].

En raisonnant comme ci-dessus (en remplagant la colonne Csy de la matrice M
par Y29=1(Cy, et en ajoutant a celle-ci la somme des colonnes X 2¢~Y*~1C; pour
1 <i<2d-1), on montre de méme que l’on a

Y24=1Res(a, b) € (A, B)Z[X,Y].
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Or, le pged D de A(m, n), B(m,n) et C(m,n) est le méme que celui de A(m,n)
et B(m,n). Donc, en spécialisant les relations ci-dessus, on a en particulier,

D | n**1Res(a,b) et D |m>* 'Res(a,b).

Les entiers m et n étant premiers entre eux, on en déduit que D divise le
résultant de a et b. L’entier D est donc majoré indépendamment de m et n.
D’oit le lemme 2.31.

Quitte a interchanger a, b et ¢, on peut supposer que 'on a A(m,n) > 0,
B(m,n) >0 et C(m,n) > 0.

D’aprés le lemme précédent, on peut appliquer la conjecture abc aux entiers
positifs, A(m,n), B(m,n) et C(m,n). Pour € > 0, on obtient :

rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n)) >. r max(A(m,n), B(m,n))'~¢. (2.22)

La fin de la démonstration de la proposition 2.25 consiste & minorer convena-
blement le membre de droite de 'inégalité ci-dessus et majorer celui de gauche.

Majoration. Etant donné un polynéme H de l'anneau (factoriel) Z[X,Y],
on désigne par rad(H) le polynome (bien défini au signe preés)

rad(H) = [[ P,

P|H
ot le produit porte sur les éléments irréductibles P de Z[X,Y].
On aura besoin du lemme suivant.
Lemme 2.32 Le polynome F(X,Y) divise rad(A(X,Y)B(X,Y)C(X,Y)).

Démonstration. Par construction, le polynéme f divise le produit abc. Posons

(abe)(t) = f(t) - g(t), ou deg(g) = deg(abe) — deg(f).

AX,Y)B(X,Y)C(X,Y) = YSda(éﬁ(é)c(%)

)
— y3d—deg(P) p( x| Y)g(;)

Or, par construction, deux seulement des polynoémes a, b et ¢ sont de degré d et
le troisiéme est de degré < d. Donc on a

3d — deg(F) > deg(abc) — deg(F) + 1,
puis d’apreés la formule (2.21)
3d — deg(F) = deg(abc) — deg(f) = deg(g).

Autrement dit, le polyndome

Y3d7deg(F)g (é) € Z[X,Y]
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et F divise le produit ABC. Or, F est séparable par hypothése, donc F' divise
rad(ABC). D’ou le lemme 2.32.

D’aprés le lemme 2.32, posons :
rad(ABC) =F - G,
ou G € Z[X,Y]. On en déduit
rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n)) | rad(ABC)(m,n) = F(m,n)G(m,n),

puis
rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n)) < rad(F(m,n))|G(m,n)|. (2.23)

Or, I'un des trois polyndémes a, b et ¢ est de degré < d et les deux autres sont
de degré excatement d, d’out

deg(rad(ABC)) = |{abc = 0}] + 1.
Or, par construction |{abc = 0} =d+ 1. D’ou :
deg(rad(ABC)) = d + 2.
On en déduit que G est de degré d + 2 — deg(F). D’ou
(Gm,n)| << max(|ml, o] 42 4e5()

et la majoration suivante d’aprés Uinégalité (2.23)

rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n)) <p rad(F(m,n)) max(|m)|, |n|)?+2~desF),
(2.24)

Minoration. On rappelle que ’on s’est placé dans la situation ou
0<m<n et A(m,n), B(m,n)et C(m,n)>0.
On a alors

max (A(m,n), B(m,n)) = n® max (a (%) ,b (m>)

n

= ma(fml, ) max (a () b (™))

> max(|ml, |n])? inf (max (|a(t)|, b(t)]) )

Or les polynémes a et b étant premiers entre eux, on a, d’aprés un lemme de
K. Mahler (¢f. [Lan99b]) rappelé ci-dessous,

inf (max (Ja(0), (1)) ) > 0.
On en déduit la minoration suivante

max (A(m,n), B(m,n),C(m,n)) >p max(|m|, |n|)?. (2.25)
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Lemme 2.33 (Mabhler) Soient P et QQ deux polyndémes complexes sans zéro
commun. Alors,

inf (max (1P| 1(2)])) > 0.
Démonstration. Posons
Pz)=a(z—x1)...(z—xp) et Q(z)=blz—y1)...(z—yq)-
Par hypothése, z; # y; pour tout ¢, j. Soit 2 € C. Supposons que ’on ait
minlz = ;| 2 minjz — 2]
Soit alors i tel que |z — x;,| < min|z — y;|. Alors, pour tout 1 < j < ¢, on a
d’apreés I'inégalité triangulaire ’
[io — sl < |2io — 2 + 12 = y5| < 2z — ;1.
D’ou |Q(z)| > 277|Q(z;,)| puis

Q(2)| = rri{ijn(2_p|P(yj)|72_"IQ($¢)|)~

Si min|z — y;| < min|z — z;|, on obtient de méme
j i

1P| 2 min(2| PGy, 2 1Q(w)).
D’ou
max (| P(z)],|Q(2)[) = rg{gn(Q_plP(yj)lv2_q|Q($i)|) > 0.

Cela démontre le lemme car 'infimum d’un ensemble est le plus grand de ses
minorants.

Conclusion. En combinant les inégalités (2.24) et (2.25), on obtient
rad(F(m, n)) max(|m/, |n|)+2=95F) s o max(|m, [n])40—2).

D’ou le résultat en remplacant € par £/d dans (2.22). Cela achéve la démons-
tration de la proposition 2.25.

2.4.2 La conjecture abc implique la conjecture (A)

Déduisons a présent la conjecture (A) de la conjecture abe telle qu’elle est
formulée au § précédent.

Proposition 2.34 La conjecture abc implique la conjecture (A).

DEMONSTRATION : Soient F' une forme homogéne séparable de degré > 3 a
coefficients entiers relatifs et d un entier > 1. On considére (a, b, ¢) une solution
propre et non triviale de (2.1). Posons

VL R
~ pged(a, b) ~ pged(a,b)’
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ot pged(a, b) désigne le pged de a et b. Les entiers a, b et ¢ étant premiers entre
eux, on en déduit que (pged(a, b))4°8) divise d. On a alors
d

!N 3l N oA —
F(a',b')=d'cP, oud = (pacd(a, b) )3 (2.26)

Les entiers a’ et b’ étant premiers entre eux, on déduit de la conjecture ci-dessus
que pour tout € > 0, il existe une constante C; > 0 ne dépendant que de € et
F telle que

rad(F(a’,b')) > C. p max(|a’|, |b'])des(F) =2, (2.27)

Or, d’apreés (2.26), on arad(F(a’,b")) < |d'c|. Par ailleurs, il existe une constante
Mp ne dépendant que de F' telle que

max(|a’|, ['])3) > Mp|d'cP|.

On déduit alors de (2.27) I'inégalité suivante

[e% 2+8
dc| > C.p(Mp|dcP)™, la=1————.
|d'c| = Ce,p (Mpld'c?])”, o« dea(F)

Supposons € < 1. On a alors 0 < a < 1 et
I 1—a
‘C|ap71 < ‘d|

— a’
e F M

Pour p suffisamment grand, cela implique ¢ = £1. C’est le résultat voulu.

2.5 Annexe B — La conjecture abc implique la
conjecture de Frey-Mazur

A. Kraus a montré que la conjecture de Frey et Mazur est une conséquence
d’une inégalité conjecturale de Szpiro entre le conducteur et le discriminant
minimal d’une courbe elliptique?. Rappelons-en 1’énoncé ici (c.f. [Oes88, Szp90]).

Conjecture 2.35 (Szpiro) Pour tout € réel > 0, il existe une constante C(g)
telle que pour toute courbe elliptique E définie sur Q de conducteur N et de
discriminant minimal A, on a

|A| < C(e)NS*e. (2.28)

L’objet de cette annexe est de montrer qu'une version effective de la conjecture
de Szpiro implique une version effective de la conjecture de Frey - Mazur. Plus
précisément, on montre le résulat suivant.

Proposition 2.36 Soit E une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N .
Supposons que la conjecture de Szpiro soit vérifiée. Alors, la conjecture de Frey -
Mazur ’est également et, si p € Fg, on a de plus :

p < max <log2(C(€)) + (64 ¢)(1+logy N),2.6N/1+ loglogN) .

2Ce résultat figure sous forme de notes non publiées, dans les Comptes - Rendus du Sé-
minaire de Théorie des Nombres de Caen (exposé XVIII, année 1989 - 1990, c.f. [Bil08a,
App.B])
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La démonstration présentée ici est celle donnée dans [Bil08a, App.B] o l'on a
employé le lemme 2.37 a la place du lemme B.2.

Commencgons par un lemme général. Soient E et E’ deux courbes ellip-
tiques définies sur Q de méme conducteur N. Notons S ’ensemble des nombres
premiers ¢ en lesquels E (ou E’) a réduction multiplicative et ap, # aj. Sui-
vant [Del85, C.p.253|, on définit alors ’entier

N(@S)=N]]¢

Les

et pour n > 1, la fonction multiplicative

MWZZIIQ+2)

ln

Lemme 2.37 Supposons que les modules galoisiens E[p](Q) et E'[p](Q) soient
isomorphes pour un nombre premier p > 4\/u(N(S)). Alors, les courbes E et
E’ sont isogénes.

Démonstration. D’aprés [KO92, prop.3], 'hypothése implique que l'on a
ag=a, (mod p), pour tout £{N.

Soit ¢ un nombre premier < pu(N(S)) n’appartenant pas & S. Si £ | N, on a
ag = ay car E et E' ont méme réduction en £ et £ ¢ S. Si 1 N, on a ay = a
(mod p) d’aprés la congruence ci-dessus.

Dans les deux cas, p divise |a; — aj|. Or, d’aprés les bornes de Weil, on a

lag — aj)| < 4Vl < 4\/u(N(S)).

Or par hypothése p > 44/p(N(S)), ot ay = aj,. Par ailleurs d’aprés [Del85,
C. p. 253], cela implique que l'on a a; = aj pour tout nombre premier ¢. On
conclut alors avec le théoréme de Faltings (|[Fal86, §5,cor.2|).

Démontrons & présent la proposition 2.36. Soient E une courbe elliptique
définie sur Q de conducteur N et discriminant minimal A. Soit p > 7 un nombre
premier de bonne réduction appartenant & Fg, c’est-a-dire pour lequel il existe
une courbe elliptique E) définie sur Q, non isogéne a E sur Q, telle que
les représentations pf et pf(p) solent isomorphes. D’aprés [Kra97a, p.28], si
p > logy|Al, on a

N (py) =N, (2.29)

ou NV (pﬁJ ) est le conducteur de la représentation pf donnant ’action du groupe

de Galois Gal(Q/Q) sur la p-torsion de E (c’est la partie premiére a p du

E(®)

» étant

conducteur d’Artin de pJ, c.f. [Ser87, §1]). Les représentations pl’ et p
isomorphes, on a, en particulier,

(»)
N (oF) =N (oE"). (2.30)
On en déduit que N divise Ngp). On écrit
NE(p) =N- Up- (231)
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Montrons alors que ug divise le discriminant minimal A ;) de E®,
On considére pour cela un nombre premier ¢ # p. Alors

v (N pEm = (Ngw)
(v (o))

sauf si E(®) a en ¢ réduction multiplicative et p divise vy (Agw ) ([Kra97a, p.28]).
Autrement dit, si ¢ divise u,, alors, d’aprés les égalités (2.29) et (2.30) et la
remarque ci-dessus, E®® a en ¢ réduction multiplicative et p divise ve(Agm ).
En particulier, ve(up) = 1.

La courbe E a bonne réduction en p par hypothése. Donc le poids de pf est

2 ([Ser87]). On en déduit que la représentation pf(p) est également de poids 2
et que 'on est dans 'un des cas suivants :

1. la courbe E(® a bonne réduction en p;

2. la courbe E(®) a mauvaise réduction multiplicative en p et I'exposant de
p dans A est multiple de p;

3. la courbe E?) a mauvaise réduction additive en p.

Or d’aprés [Kra97a, p.6], si E(?) a mauvaise réduction additive en p et si pf(p)
est de poids 2, alors p < 7. C’est absurde car on a supposé p > 7. Le cas 3 ne
peut donc pas se produire.

On en déduit donc, comme annoncé, que ub divise Age). On applique a

présent I'inégalité de Szpiro a la courbe E(®). Soit ¢ > 0, on a :
|Apm| < Ce)Npts-
Or d’apres I'égalité (2.31) et le fait que u} divise Age), on a
|up‘p7(6+5) < O(e) N+,
Donc si p > logy(C(e)) + (6 +¢)(1 + logy N), alors u, = 1. On en déduit
Ngw = N.
D’aprés le lemme 2.37 appliqué aux courbes E et E®)| on a une contradiction

p =4/ p(N(S)),

ot S désigne I'ensemble des nombres premiers £ ou les courbes E et E®) ont ré-
duction multiplicative et a¢(E) # a¢(E’). Comme N (S) divise N2, on a en parti-
culier une contradiction dés lors que p > 44/pu(N?). Par ailleurs, d’aprés [Kra95,

M], on a
44/1(N?) < 2.6N /1 +loglog N.
Par ailleurs, on a d’une part,
log,(C(€)) + (6 + £)(1 + logy N) > log,|A|
d’aprés l'inégalité de Szpiro appliquée a E. D’autre part,
2.6N/1+loglogN > N > 7.

Donc, si p > 2.6N+/1+loglog N, alors p > 7 et p ne divise pas N. D’ou le
résultat.
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Chapitre 3

Défaut de semi-stabilité des
courbes elliptiques

Ce chapitre reproduit le texte [Bil08b] soumis en juin 2008 & la revue Dis-
sertationes Mathematicae a l’exception de l’annexe C qui a été ajoutée.

Introduction

Etant donnés un nombre premier p, une cloture algébrique CTP de Q, et une
extension finie K de Q,, contenue dans Q,, on considére une courbe elliptique £
définie sur K ayant mauvaise réduction de type additif sur K et dont 'invariant
modulaire j est entier. Il existe alors une plus petite extension L de la cloture
non ramifiée K,,. de K dans C,Tp ou FE acquiert bonne réduction. Si E,, désigne le
groupe des points de n-torsion de E, on a L = K,,,.(E,,) pour tout entier n > 3
non divisible par p ([ST68, 2.cor.3.]). Le groupe ® = Gal(L/K,,) est connu
dans le cas ou p > 3 ([Kra90]). Lorsque p = 2, il est soit cyclique d’ordre 2, 3,
4 ou 6, soit d’ordre 8 et isomorphe & un groupe quaternionien, soit d’ordre 24
et isomorphe & SLy(F3). La détermination précise du groupe @ lorsque p = 2
n’a été menée que dans deux cas : par A. Kraus pour K = Qy ([Kra90]) et par
E. Cali pour toutes les extensions finies K/Qg non ramifiées (|Cal04]).

Le présent travail a deux objectifs : d’une part, établir en fonction de la
valuation de 7 modulo 12 plusieurs résultats généraux sur le groupe ®, valables
pour toute extension finie K/Qy et, d’autre part, le déterminer explicitement
en fonction des coefficients d’'une équation de Weierstrass de E dans le cas des
extensions quadratiques ramifiées de Q2. Combiné avec les travaux de Cali et
Kraus, ce dernier résultat achéve le calcul du groupe ® pour toutes les extensions
de Q2 de degré < 2.

3.1 Enoncés des résultats

Soient K une extension finie de Q2 d’indice de ramification e, m une uni-
formisante de K et v la valuation de K normalisée par v(w) = 1. Soit E une
courbe elliptique définie sur K d’invariant modulaire j ayant mauvaise réduction
de type additif sur K et dont I'invariant modulaire est de valuation > 0.

73
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L’article se compose de deux parties. Dans la premiére on établit ’ordre du
groupe ® pour certaines valeurs de la congruence de v(j) modulo 12. Les seuls
résultats généraux connus sont les suivants ([Kra90, th.2]) :

1. siw(j) =0, alors on a || = 2.
2. supposons v(j) > 12e.
(a) Siwv(j) est divisible par 3, on a |®| = 2;

(b) Si v(j) n’est pas divisible par 3, on a |®| = 3 si le type de Néron de
E est IV ou IV* et |®| = 6 sinon.

En particulier, aucun résultat n’a été démontré si 'on a 0 < v(j) < 12e. Dans
ce cas, on obtient ’énoncé suivant.
Théoréme 3.1 Supposons 0 < v(j) < 12e.
1. Supposons v(j) = £3 (mod 12), alors |®| = 8.
2. Supposons v(j) = +1 (mod 12) ou v(j) = +5 (mod 12), alors |®| = 24.
3. Supposons v(j) = £2 (mod 12) et |6e — v(j)| > 2e, alors |P| = 24.
Dans tous les autres cas, la valuation de j ne suffit pas a déterminer 'ordre du

groupe ® (cf. [Cal04] et le Théoréme 3.2 ci-dessous).

Dans la seconde partie de ce travail, on détermine le groupe ® lorsque K est
une extension quadratique ramifiée de Qs. Il y a exactement six telles extensions
que l'on regroupe en deux ensembles de la fagon suivante :

Q1 = {Q2(vV—1),Qa(V3)}

et

Q = {Q2(v2), Q2(V-2), Q2(V6), Q2(v/—6)}.

On suppose E donnée par une équation de Weierstrass entiére, non nécessai-
rement minimale, et dont (c4,cq,A) sont les invariants standard ([Tat75]) qui
lui sont associés. On a j = ¢3/A. Dans le cas oil jcg est non nul, on pose

cg =7, g =7V,
A=a"®A et j =N
On désigne par (C1), (C1’), (C2), et (C3) les conditions suivantes :

A'=1+7 (mod2) (C1)

¢y =1+7 (mod 2) (C1)

i =1+7% (mod 7?) (C2)

=147 (mod4) ou ¢,=1+7> (mod 4). (C3)

Remarques.

1. Les conditions ci-dessus sont indépendantes du modeéle choisi pour repré-
senter la courbe F. En particulier, il n’est pas nécessaire qu’il soit minimal.
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2. Elles ne dépendent pas non plus du choix de I'uniformisante de K.

Notations. On note € 'unité de 'anneau des entiers de K définie par

2
2
e=3-|{—=) -
(=)
On définit alors les ensembles suivants de couples d’unités de ’anneau des entiers
de K :

Ly = {(—52 +6+n0 77, =), (—2 + 2t + 6+ 70 + 77, —e + %)

(=2 + 6+ 70, —e +7°), (e + 20 + 6 4+ 75, —c + 7 + 7°),
(—e® +2em? + 6 — 7 + 7%, —e + 72), (—? + 2en® + 6 + 7t + 76, —e + 72 4+ 1),
(—e?+ 2?4+ 6 —nt+ 78+ 07, —e+ 72+ 7°), (—2 + 2em? + 6+ 1t + 70 + 77,

—e+ 712+t +7°), (—e? + 2em + 6, — + 1), (—€? + 2em® 4 6 + 274,
—e+m 1Y), (= +2em + 6+ 77, —e + 7 +7°), (=€ + 2em + 6 + 21t + 7,
—e+ 7+t +75), (—e® + 2em? + 26 — 7t + 6, —¢ + 7% + 1),
(—€? + 2em? 4 2em® + 1 + 6, —¢ + 7% + 2 4+ 7,
(—e? +2en® 4 2em® —n* 4+ 6+ 717, —e + 7% + 72+ 7°),
(—? 4 2em® + 2+t + 6+ 77, —c+n* + 70 + 7t +7°) };

2 2 2
EQZ{(—l,z),<—1+TF2+ﬂ'372),(172+7T2>,
s s ™
2 2 2
<1+7T2+7T372+7T2>,<—1+7T3,2+7T3>7(—1+7T2,2+7T3)7
™ 7T s

2 2
<1+7T3,2+7r2+7r3>,(1+7r2,2+7r2+7r3)}.
m m

Théoréme 3.2 On suppose que extension K/Qsq est quadratique ramifiée. On
est dans l'un des cas suivants.

1. Siv(j) =0, on a |P| =2.
2. Siv(j) € {1,2,5,7,10,11,13, 14,17, 19,22, 23}, on a |B| = 24.
3. Siv(j) €{3,9,15,21}, on a || =8.
4. Supposons v(j) = 4.
(a) Supposons que la condition (C1) soit satisfaite.
On a |®| = 3 si les conditions suivantes sont satisfaites :
i. on av(A)=8 (mod 12);
ii. SiK€Q, onacy=1+nm2 (mod4) oucy=1+n> (mod 4) ;
iii. Si K € Qa, onacy=1 (mod 4) oucy=1+ 72+ 7 (mod 4).
On a |®| =6 sinon.
(b) Sila condition (C1) n’est pas satisfaite, on a |®| = 24.
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5. Supposons v(j) =6. On a

@] = 4 sila condition (C1) est satisfaite,
| 8 sinon.

6. Supposons v(j) = 8.
(a) Supposons que la condition (C2) soit satisfaite.
On a |®| = 3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
i. on av(A)=4 (mod 12);
ii. il eziste (a,b) € Ly tel que ¢ = a (mod 7®) et ¢ = b (mod 7°).
On a |®| =6 sinon.
(b) Sila condition (C2) n’est pas satisfaite, on a |®| = 24.
7. Supposons v(j) = 12.
(a) Si2v(cg) =3v(cy) +1, on a |P| =8.
(b) Si2v(cg) = 3v(cq) + 2.
. SiKeQ, ona

@] = 4 sila condition (C1°) est satisfaite,
| 8 sinon.

1. Si K € Qs, on a

8 si la condition (C1’) est satisfaite,
|®| =< 2 sila condition (C3) est satisfaite,
4 sinon.

(c) Si2v(cg) =3v(ca)+3, on a

@] = 8 st K €Qq,
- 4 si K € Q.
(d) Si2v(ce) — 3v(cq) > 4.
. Si K €Qq, ona

@] = 2 si la condition (C3) est satisfaite et v(cq) est pair,
"1 4 sinon.

ii. Si K € Qa, on a |®| = 8.
8. Supposons v(j) = 16.
(a) Supposons que la condition (C2) soit satisfaite.

On a |®| = 3 si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :

i. on a v(A) =8 (mod 12);

ii. il existe (a,b) € Lo tel que ¢j = a (mod 4) et ¢ =b (mod 4).
On a |®| =6 sinon.

(b) Si la condition (C2) n'est pas satisfaite, on a |®| = 24.
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9. Supposons v(j) =18. On a

®| = 4 sila condition (C1°) est satisfaite,
] 8 sinon.

10. Supposons v(j) = 20.
(a) Supposons que la condition (C1’) soit satisfaite.
On a |®| =3 si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :
i. on a v(A) =4 (mod 12);
ii. on acy = %2 +2 (mod 4) ou cf = %2+7r3 (mod 4).
On o |®| =6 sinon.
(b) Sila condition (C1’) n'est pas satisfaite, on a |®| = 24.
11. Supposons v(j) > 24.
(a) Si3 divise v(A), on a |P| = 2.
(b) Supposons que 3 ne divise pas v(A).
On a |®| = 3 si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :
i. on av(A)=4 (mod 12) ou v(A) =8 (mod 12);
it. on a ¢ = %2 (mod 4) ou ¢y = 7%24—2—4—71'3 (mod 4).

On a |®| =6 sinon.

Dans I’Appendice 3.4, on montre que chacun des cas ci-dessus se réalise.

3.2 Le cas des extensions quelconques

3.2.1 Lemmes sur les carrés

On reprend les notations de la section 3.1. Il existe une unique extension
quadratique non ramifié¢e de K dans K. On la note N. Lorsque l'extension
K/Qy est totalement ramifiée, le corps résiduel de N est de cardinal 4 et un
systéme de représentants est puz U {0}, ot 3 est 'ensemble des racines cubiques
de l'unité. On note Ok (resp. Opn) Panneau des entiers de K (resp. de N) et
Uk (resp. Un) ses unités.

Par commodité, on rappelle le résultat suivant ([Kra90, lem.7]).

Lemme 3.3 Soit x un élément de Ui congru a 1 modulo 40k . Alors, x est un
carré dans K, .

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 3.4 Soit x un élément de Ui . Alors, x est un carré dans K, si et
seulement si il existe un élément y de Uy tel que

r=y> (mod 40y).
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Démonstration. La condition est nécessaire car si x est un carré dans K,,.,
c’est un carré dans une extension quadratique non ramifiée de K, donc dans
N. Réciproquement, ’il existe un élément y de N tel que z = y? (mod 40y),
alors, d’aprés le lemme 3.3, x est un carré dans la cléture non ramifice de NV
dans K. Or N,,, = K,,, car N/K est non ramifiée. D’ou le lemme.

Lorsque l'extension K/Qs est totalement ramifiée, on a le résultat plus précis
suivant.

Lemme 3.5 Supposons Uextension K/Qq totalement ramifice. Soit x un élé-
ment de U . Alors, x© est un carré dans K,, si et seulement si il existe un
élément y € Uy tel que x = y? (mod 40k). Autrement dit, x est un carré dans
K, si et seulement si il existe des éléments ag,aq,...,a._1 tels que les deux
conditions suivantes soient satisfaites :

I.onaag=1leta;=0o0ul pourl <j<e-—1;

2. ona )
r = (ao—l—alﬂ'—l—---—l—ae,lwe_l) (mod 40k). (3.1)

Démonstration. La condition est suffisante d’aprés le lemme précédent.

Réciproquement, supposons que x soit un carré dans K,,. Il existe alors
y dans Oy tel que £ = y2. On choisit comme systéme de représentants du
corps résiduel de N l’ensemble pg3 des racines cubiques de l'unité. On écrit le
développement de Hensel de y modulo 2 :

y=ag+a1m+ -+ ae_1m° ! (mod 20y), oua; € uz U{0}.
Soit 4 un entier > 0 et P(i) la proposition de récurrence suivante :
«ag,...,a; =0oul».

Montrons P(0). L’extension K/Q étant totalement ramifiée, = est congru a
1 modulo 7O, d’ott y?> = 1 (mod 7Of). Or 7 est une uniformisante de N,
donc 7Oy est un idéal premier de On. On en déduit y = £1 (mod 7Oy). Puis,
comme —1 =1 (mod ), il vient y =1 (mod 7Oy). Cela démontre P(0) et on
aag = 1. Si e =1, cela démontre le résultat.

Supposons e > 1. Soit i > 0 tel que i < e—1 et P(i) vraie. Montrons P(i+1).
Posons

z= 71_1,1“(;1/— (1+a17r+---+ai7ri)).

L’élément z est dans Op. Calculons z2
D’une part, on a

(mod 7Op) de deux facons différentes.

1 . )
z2:7T2(Z.+1)(y2—2y(1+a17r+~-~+ai7rl)—|—(1—|—a17r—|—-~-—|—ai7r”)2>.

Or
214+ a7+ 4+ a;7m) =21 + a1 + -+ + a;7)?  (mod 7T Oy).

Comme z = 2, on en déduit donc,

1 ) .
2,’2 = W(x (1+a1ﬂ'+~--+aiﬂ'l)2> (HlOd ﬂ'eiliZON).
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Posons
1 .
772(1—5-1)(I (1+a17r+"'+aﬂz)2>'

Alors, par hypotheése de récurrence, @« € Oy N K = Ok et on a, en particulier,

o=

a=0oul (modwOp).

On en déduit alors
z2=00oul (mod 7Oy).
D’autre part, on a

2

z=a;+1 (mod 7Oy), puisz?=da?; (mod 7Oy).

On en déduit a;417 = 0 ou 1. D’ou le résultat par récurrence. On a donc, z =
(1+a1m+ -+ + ae_17"1)? (mod 40y) avec ay,...,a._1 =0 ou 1. D’olt

(x —-l4+ar+---+ ae,lwefl)Q) e OnNK =0g.

N

D’ou la congruence annoncée.

Lemme 3.6 Soit x un élément de K, de valuation 0. Alors, toutes les racines
cubiques de x dans K sont dans K.

Démonstration. L’élément x est une unité des entiers de K(z). Elle s’écrit en
particulier, x = £ - b, o £ est une racine de 'unité d’ordre impair et b une unité
principale des entiers de K(x), i.e. b=1 (mod 7Ok,)). Or, & est un cube dans
K, et le lemme de Hensel appliqué au polynéme X2 —b de O K (z)[X] montre
qu’il en va de méme pour b. D’oit le résultat.

On rappelle que e désigne 'indice de ramification de l’extension K/Qa.

Lemme 3.7 Soient K'/K,, une extension finie de degré n impair, x ety deux
éléments de K' de valuation > 0 et p un rationnel positif. On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites.

1.v(z—y)=p;
2. p=r/s, avec r et s entiers premiers entre eux et r impair;

3. p < 2e.

Alors, l'un au-moins des éléments x et y n’est pas un carré dans K'.

Démonstration. Supposons que z = a® et y = b® soient des carrés dans K’. On
av(2b) =e+v(b) =e+v(y)/2 > p/2 par hypothése.

Supposons v(a — b) < p/2. Alors, d’aprés I'égalité a + b = a — b + 2b, on en
déduit v(a 4+ b) = v(a —b) < p/2. Or, c’est absurde car v(a — b) +v(a +b) =
v(a? — b*) = p. On a donc v(a — b) > p/2 et de méme, v(a +b) > p/2. Do,
v(a—b) = v(a+b) = p/2. Mais, r et n étant impairs, p/2 ¢ v(K') C 1Z. Dot
une contradiction et le lemme.
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3.2.2 La courbe E

On reprend les notations de la section 3.1. En particulier, e désigne l’indice
de ramification de K/Q2 et on note encore v le prolongement de la valuation
normalisée v de K a une cloture algébrique K de K . On choisit une racine
cubique A'/3 de A dans K. On note M ’extension de K, engendrée par A/3.
D’apres le lemme 3.6, si v(A) est divisible par 3, alors A3 est dans K, i.e.
Pextension M/K,, est triviale. Réciproquement, si A3 est dans K., alors
v(A) est divisible par 3 car v(K,,) C Z.

On pose, pour ¢t dans ’ensemble u3 des racines cubiques de 'unité :

Ay =g — 121AY3 et B, = 2 4+ 12t AY3 + (12tAY/3)2,

Lorsque t = 1, on retrouve les éléments A; = A et B; = B de [Kra90, th.3]. On
a également A;B; = cZ. De plus, d’aprés le lemme 3.6, A; et B; sont dans K,
si et seulement si 3 divise v(A), i.e. si et seulement si 3 divise v(j). On désigne
par j1/3 la racine cubique de j dans K définie par égalité

j1/3 — C4/A1/3.

On fait ’hypothése v(j) > 6e. L’équation suivante définit alors un modéle
entier d’une courbe elliptique, notée E, sur K :

i e
3(j— 1728)" " 33(j — 1728)"

y? 4 2xy = 2 + (3.2)

Les coefficients standard (¢, ¢g, ﬁ) de E sont donnés par les égalités suivantes :

1728 A 1728 A
~ 4 10 3 ~ 6 12 3
“ j— 1728 @ T T8 a B3
et
- 1728 IA2
A= —212,778]3 — 8. g3l (3.4)
(j — 1728) cl

On vérifie que Pon a v(A) = v(j). De plus, on a j = ¢5° /A = 17282/, d’olt en

particulier, v(j) = 12e — v(j).
On choisit de noter A'/3 la racine cubique de A définie par 1'égalité :

AVS = 96,3 T _ g0
j— 1728 2

1/3 C4A2/3
2
Pour t € p3, on définit, comme pour E ci-dessus, le coefficient
By = &% + 12t A3 + (12tA1/3)2.

A nouveau, B, est dans K, si et seulement si 3 divise v(j). Posons a présent

1/3
wt:24-3-t2A )
Ce

Proposition 3.8 On est dans l'un des cas suivants :

1. supposons v(j) divisible par 3, alors wy appartient & K, ;
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2. supposons v(j) non divisible par 3, alors w; n’appartient pas o K, et w;
appartient & M qui est l'unique extension de degré 3 de K.

De plus, on a, pourt € us, B
B; = w} Bye.

Démonstration. Les deux premiéres assertions résultent du lemme 3.6. On a

AN1/3
12. A~ _ 1 _“
C4 12 Al/B

D’ou

~ ~ 2
B Al/3 Al/3 2
R R T +<12t S R +<t - )

4 Ca Cy 12 Al/3 12 A3
2
Cq 2 2A1/3 2A1/3 cs 2 B
_ ti) 1+ 12t 12¢ _ (t7> B
( 12A1/3 ( + o + ” AT :
D’otl, comme ¢; = —2'9-33A/c2, on a
~ A4/3
Bt = 216 . 34 . t2 C4 Bt2 _ w?BtQ
6

et la proposition.

On note, comme } £0, ¢ = m(g/, A = 7 B)A et 5 = ﬂ“(g)}’. On vérifie
alors d’apres les formules (3.3) et (3.4) que l’on a le résultat suivant.

Lemme 3.9 On a

~ 2\ 18 /3A2 ~ 9\ 12
A= -3%. <) Ue— et ji =3 () :
C

e e
s 6 ™

3.2.3 Démonstration du théoréme 3.1

On suppose que I'on a 0 < v(j) < 12e. On reprend les notations introduites
a la section 3.2.2 et on choisit une racine carrée B'/2 de B dans K. On pose
alors :

C=2 <C4 +6AY3 ¢ 31/2> :
La proposition suivante est & peu de choses prés [Cal04, prop.1].

Proposition 3.10 Supposons cg # 0 et v(j) = 0 (mod 3). Alors, si pour tout
t dans pgz, By n’est pas un carré dans Ky, on a |®| = 8.

Démonstration. D’aprés [Kra90, th.3], il s’agit de montrer que C' n’est pas un
carré dans K, (B'/?). On a A,B, = 2 qui est non nul par hypothése. Donc Ay
est un carré dans K, si et seulement si By U'est. De plus, on a ¢4 # 0 (car By
n’est pas un carré dans K,,,.). Posons

B1/2
v=1+ .
Cq
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Alors, (1,v) est une base de K,,,.(B'/?) sur K,,,. Supposons que C' soit un carré
dans KnT(Bl/2). Il existe deux éléments a et b de K, tels que

C = (12573 4 20) = (a4 bv)2 (3.5)

Or, on vérifie que on a v? = 2u + 12571/3 4 144572/3. Mais, j'/® € K,,, car
v(j) =0 (mod 3), donc d’aprés (3.5), il vient

¢y =bla+D)
12¢45 713 = a2 4 b2(12571/3 4 144572/3),

puis, a? — 12abj—1/3 + 144b%j=2/3 = 0. Autrement dit, il existe ¢t # 1 dans us
tel que a = —12tbj /3. D’ow, ¢4 = b?(1 — 12t51/3). Or, A; = cu(1 — 1265 1/3),
donc A; = b*(1 — 12t57Y/3)? est un carré dans K,,, et B, l'est aussi et ceci
contredit 'hypothése. D’otu le résultat.

Démonstration de ’assertion 1

On fait ’hypothése v(j) = +3 (mod 12). On a en particulier, v(j) = 0
(mod 3), donc j/3 € K,,.

Supposons dans un premier temps, v(j) < 6e de sorte que v(12j~'/3) =
2¢ — v(7)/3 est impair et vérifie I'inégalité 0 < v(125-Y/3) < 2e. Alors, pour
l € s,

B 44 1265713 4 (12t571/3)2
c

est une unité de K,,, et

5 .
v (C; - 1) = 0(12tj /%) = 2¢ — @
4

D’aprés le lemme 3.7 appliqué & K’ = K,,., v = By/ci,y=1let p=2e—0v(j)/3,

B; n’est pas un carré dans K,,,. D’apreés la proposition 3.10, on a donc |®| = 8 .
Par ailleurs, si v(j) > 6e, alors la courbe E d’équation (3.2) a un invariant

modulaire j de valuation 12¢ — v(j). Autrement dit, E satisfait aux hypotheéses

précédentes. Donc, pour tout t € us, ét n’est pas un carré dans K,,,.. Or, d’aprés

la proposition 3.8, cela vaut aussi pour By2. Ainsi, pour tout t dans psz, B2 n’est

pas un carré dans K. D’aprés la proposition 3.10, cela implique |®| = 8.
Cela démontre I'assertion 1 du théoréme 3.1.

Démonstration de ’assertion 2

On fait hypothése v(j) = +1 (mod 12) ou v(j) = £5 (mod 12). En parti-
culier, v(j) est impair et n’est pas divisible par 3.

Supposons dans un premier temps, v(j) < 6e de sorte que v(12j71/3) =
2e —v(j)/3 est > 0. On a alors,

B ~ o) e —u(j)
Z 1) =0(12i7Y3) = 2¢ — = < 2e.
U(Q21 ) v(125 ) =2e 3 3 < 2e

Or, par hypothése, 6e — v(j) est impair et n’est pas divisible par 3. D’apres
le lemme 3.7 appliqué & K’ = K,.(AY3) = M, x = B/c}, y = l et p =
(6e —v(7))/3, B n’est pas un carré dans M.
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Par ailleurs, si v(j) > 6e, alors la courbe E d’équation (3.2) a un invariant
modulaire } de valuation 12e — v(j). Autrement dit, E satisfait aux hypothéses
précédentes. Donc, B nest pas un carré dans M. Or, d’aprés la proposition 3.8,
cela vaut aussi pour B.

D’aprés [Kra90, th.3], cela implique |®| = 24 et ’assertion 2 du théoréme 3.1.

Démonstration de 1’assertion 3

On a v(j) = £2 (mod 12) de sorte que v(j) n’est pas divisible par 3. Sup-
posons tout d’abord v(j) < 6e. Alors,

B —1/3 _2/3
g =1412j + 1445

est une unité de M. Notons 7y une racine cubique de 7 dans K et supposons
que B soit un carré dans M. Il existe alors a, b et ¢ dans K, tels que

B
- = ((L+ bﬂ'(] + C7Tg)2
€y

= (a® + 2bcr) + (1 + 2ab)mg + (b? + 2ac)7a. (3.6)
Or, v(mg) = 1/3, donc v(a), v(bmg) et v(cm) sont distinets puis, d’aprés 1'égalité
B
0=v (2) = 2v(a + by + end),
¢y
il vient, v(a) = 0, v(b) > 0 et v(c) > 0. Posons par ailleurs
1/3

J
@

On a u3 = j" et v(j') = 0, donc u € K,,,- en vertu du lemme 3.6.
On distingue a présent deux cas selon la congruence de v(j) modulo 12.

Supposons v(j) =2 (mod 12). Ecrivons v(j) = 12k + 2, k > 0. On a alors,

1/3 1_—12k—2 u”! 2/3 u?
7 = U ’/TO = 7T4k+17'('0 et ¥ = 77-[-8]6"!‘27(0’
puis,
B ut w2
= =1412——my+ 144— 72
c Ak+1 m8k+270

et 'on peut identifier dans (3.6) les coefficients de la décomposition dans la base
(1,79, 73). Il vient en particulier (comme u € K,,.) :

2 — 19—/ dkt1
{c7r+2ab 12-u= /7 (3.7)

b% + 2ac = 144 - u=2 /78k+2,

Supposons 2v(b) > 4e — 8k — 2 = v(144u~2 /7% +2). Alors, d’aprés (3.7), on
a v(2ac) = e + v(c) > 4e — 8k — 2. Puis, comme e + v(b) > 2e — 4k — 1, on a
v(?r) =2v(c) + 1 =2e — 4k — 1, i.e. v(c) = e — 2k — 1. Or,

e—2k—12>3e—8k—2= v(j) > 4e.
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Si v(j) < 4e, on a une contradiction et I'hypothése 2v(b) > v(144u=2/x8%+2)
est absurde.
Supposons que tel soit le cas, i.e. v(j) < 4e. On a alors 2v(b) < 4e — 8k — 2,
puis d’aprés (3.7), e+v(c) = 2v(b), d’ott 2v(c)+1 = 4v(b) — 2e+ 1. On distingue
a présent trois cas.
1. Supposons 2v(c) +1 = e + v(b). Alors, 3(v(b) —e) +1 = 0, d’out une
contradiction en réduisant cette égalité modulo 3.

2. Supposons 2v(c) +1 > e + v(b), i.e. 4v(b) —2e + 1 > e+ v(b). Alors,
d’aprés (3.7), e+ v(b) = 2e—4k—1,i.e. v(b) = e—4k—1. Or, 4v(b)—2e+1 >
e + v(b) par hypothése. Donc v(j) < 0. C’est une contradiction.

3. Supposons 2v(c)+1 < e4v(b). Alors, d’apres (3.7), 2v(c)+1 = 2e—4k—1,
puis v(c) = e — 2k — 1. Or, 2v(b) = v(c) + ¢, donc 2v(b) = 2e — 2k — 1. On
en déduit une contradiction en réduisant cette égalité modulo 2.

Apreés examen de tous les cas possibles, on a finalement montré que ’hypo-
thése B est un carré dans M est absurde si v(j) =2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Supposons v(j) = —2 (mod 12). Ecrivons v(j) = 12k+10, k > 0. On a alors,

/ 12k—10 _ u' / u?
—1/3 —1_—12k— 2 ._2/3
=u T = ——m; et = ———7
J 0 TAkta 0 J 8k+7 105
puis,

B w2 u~t

= =1+4+144——my+ 12—

Ci 8k+7 ak+170

et on peut identifier dans (3.6) les coefficients de la décomposition dans la base
(1,79, 73). Il vient en particulier (comme u € Kp,.) :

(3.8)

An + 2ab = 144 - u=2 /n8k+7
b2+ 2ac =12 - u~t/pk+e,

On distingue trois cas.

1. Supposons 2v(b) > 2e—4k—4, i.e. v(b) > e—2k—2. Alors, d’aprés (3.8), on
aetv(c) =2e—4k—4,ie v(c) =e—4k—4. Donc 2v(c) +1 = 2e—8k—7,
puis 2v(c) + 1 < de — 8k — 7 = v(144u~2 /78 +7). Alors, d’aprés (3.8),
v(2ab) = e+v(b) = 2v(c)+1 = 2e—8k—7. Autrement dit, v(b) = e—8k—7,
d’ott e — 8k — 7 > e — 2k — 2. Or cela équivaut a v(j) < 0. D’oi une
contradiction.

2. Supposons 2v(b) < 2e — 4k — 4, i.e. v(b) < e — 2k — 2. Alors, d’apres (3.8),
on a e+ v(c) = 2v(b), puis 2v(c) + 1 = 4v(b) — 2e + 1. En réduisant en
modulo 3, on constate que I'égalité e +v(b) = 4v(b) —2e+ 1 est impossible.
De plus,

1
2v(c) + 1 =4v(b) —2e+1>e+v(b) < v(b) >e—§ < v(b) > e,
car e et v(b) sont entiers. Or, 'hypotheése faite entraine v(b) < e. On a alors
20(c)+1=4v(b) —2e+1 =4e—8k—7, puis 2v(b) = 3e — 4k — 4. Comme
20(b) < 2e — 4k — 4, on en déduit e < 0. C’est donc une contradiction et
I’hypothése 2v(b) < 2e — 4k — 4 était absurde.



3.3. LE CAS DES EXTENSIONS QUADRATIQUES 85

3. On a donc finalement 2v(b) = 2e — 4k — 4, i.e. v(b) = e — 2k — 2. Donc
e+v(b) =2e—2k—2<4e—8k -7 <= v(j) < 4e.

Autrement dit, si v(j) < 4e, il vient, d’aprés (3.8), 2v(c) + 1 = e+ v(b) =
2¢ — 2k — 2. D’ol une contradiction en réduisant cette égalité modulo 2.

Apreés examen de tous les cas possibles, on a finalement montré que ’hypothése
B est un carré dans M est absurde si v(j) = —2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Il reste donc & voir que si v(j) = £2 (mod 12) et v(j) > 8e, alors B n’est

pas un carré dans M. On considére pour ce faire, la courbe F d’équation (3.2).
On a

v(j) =12 —v(j) = —v(j) = £2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Autrement dit, la courbe E satisfait aux hypothéses précédentes, donc B nlest
pas un carré dans M et B non plus, d’aprés la proposition 3.8.

D’aprés [Kra90, th.3], on a donc |®| = 24. Cela démontre bien I’assertion 3
du théoréme 3.1 et achéve sa démonstration.

3.3 Le cas des extensions quadratiques

On reprend les notations ds sections 3.1 et 3.2.1 et I'on suppose 'extension
K/Q2 quadratique ramifiée. Désignons par 7y une racine cubique de 7 dans K.
C’est une uniformisante de lextension K, (mg)/ Ky

3.3.1 Lemmes généraux

Lemme 3.11 Soit x un élément de Uy . Alors,

2_ | 1 (mod 4m) siz=1 (mod 2)
TE1 1402478 (mod4) siz=14+n (mod 2).

En particulier, on a x> =1 (mod 2).

Démonstration. Si z =1 (mod 2), alors il existe a dans Ok tel que x = 1 + 2a.
Puis 22 = 1 +4a(a + 1). Or, a(a+ 1) = 0 (mod 7), donc 22 = 1 (mod 4). De
méme, si x = 1+ 7 (mod 2), alors il existe a dans Ok tel que © = 1 + 7 + 2a.
Puis 22 = 1 + 72 + 27 (mod 4). Or, 2 est associé¢ a 72, d’ot1 21 = 7® (mod 4)
et la congruence annoncée. Dans les deux cas, on a 2 = 1 (mod 2). Dot le
résultat.

Lemme 3.12 Soit x un élément de Uy . Alors, x est un carré dans K, si et
seulement si x =1 ou 1+ 72 + 73 (mod 4).

Démonstration. D’aprés le lemme 3.5, x est un carré dans K, si et seulement
si x est un carré modulo 40k . On conclut alors avec le lemme précédent.

Lemme 3.13 Soient x un élément de Ur congru a 1 modulo 4 et \/x une racine
carrée de x dans K. Alors, on a v/x =1 (mod 20k, ).
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Démonstration. D’aprés le lemme 3.12, \/z € K,,,. Supposons v(y/z — 1) < 2.
Alors, d’apres Végalité, /z+1 = /xr—1+2, il vient, v(y/z+1) = v(/z—1) < 2.
Donc v(x — 1) < 4 ce qui est contraire aux hypothéses. D’ott le lemme.

Pour chacune des six extensions quadratiques ramifiées de Qs, on indique
dans le tableau ci-dessous un choix d’uniformisante.

K| Qo(v=1) | Qa(v3) | Qa(v2) | Qa(v=2) | Q2(V6) | Qa(v/=6)
ml eV 1+V3 ] V2 | V=2 | VB | V-6

Avec ces choix d’uniformisantes, si K est dans {21, on vérifie que 'on a

2=m?+7% (mod4) et —1=1+4+72+7> (mod 4). (3.9
De méme, si K est dans {29, on a
2=7n% (mod4) et —1=1+7> (mod 4). (3.10)

Remarque. On vérifie que le développement de Hensel de 2 modulo 4 est indé-
pendant du choix de 'uniformisante de K.

On rappelle que 'on a posé
9\ 2
e=3- (772> . (3.11)

1 (mod 4) st K ey
—1=1+7% (mod4) siK € Q.

Lemme 3.14 On a

€

En particulier, e = 1 (mod 2).

Démonstration. D’aprés les congruences (3.9) et (3.10), on a

2
2

{ 147 (mod2) siKey
7r

1 (mod 2) si K € Q.

D’ou le résultat en élevant au carré.

3.3.2 Carrés dans l’extension quadratique non ramifiée
de K

Par unicité d’une extension quadratique non ramifiée de K dans K, on a
N = K(({) ou ¢ est une racine primitive cubique de 'unité dans K.

Lemme 3.15 Soit z une unité de l’anneau d’entiers de K({) congrue modulo 4
a l'un des éléments suivants :

1+¢m2, 14372 14+Cn2+¢nd, 1+ Cn% + 3nd.

Alors, x n’est pas un carré dans Kp,.
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Démonstration. On raisonne par ’absurde. D’aprés le lemme 3.4, il existe un
élément y dans 'unique extension quadratique non ramifiée N’ de K({) tel que

r=y* (mod 40n).

Notons R un systéme de représentants du corps résiduel de N’ contenant I’en-
semble {O, 1,¢, CQ}. Le développement de Hensel de y modulo 2 s’écrit :

y=ao+am (mod 20y/),
avec ag € R\ {0} et a; € R. Les éléments 2 et 72 de K étant associés, on en
déduit
r=y*=al +ain® +apar®  (mod 40n). (3.12)
Par unicité du développement de Hensel, on a,
ai=1 et a}=(Couc?

Or, les polynémes X2 —1, X2 —(et X2 (% de Ok (¢)[X] ont toutes leurs racines
dans Ok (¢). On en déduit donc :

ap=1 et a; =¢oucl’

En substituant ces valeurs dans ’équation (3.12), on obtient x = 1+ (72 + (273
(mod 4) ou z =1+ ¢(*7% + (73 (mod 4). D’ott une contradiction et le lemme.

3.3.3 Carrés dans l’extension cubique K ()

Lemme 3.16 Soit © une unité des entiers de K(my) congrue modulo 4 & l'un
des éléments suivants

1+78, 1+7mp+al+ns, 1+mg+nd+n5+n°, 1472 +n3+72h+mk,

ot h et k sont, soit nuls, soit des sommes de puissances > 0 de 3. Alors, x
n’est pas un carré dans K, (mg).

Démonstration. On raisonne par I'absurde. L’extension K (mg)/Q2 étant totale-
ment ramifiée, il existe, d’aprés le lemme 3.5, un élément y de Ug (. tel que
xr =y? (mod 40k (r,))- Notons 1+aymo+asms +a3ms +asmh +asmy, avec a; = 0
ou 1, le développement de Hensel de y modulo 2. On a

— 2 — 2.2, 2.4, 26 28 210 2 3
r=y  =1+ajmy +aymy + azmg +ajmy +azmy + 2a1m + 2a2my + 2a37

+ 2a47r3‘ + 2a57r8 + 2a1a27r8 + 2a1a37ré + 2a1a47r8 + 2a2a37r8 (mod 40k (r,))-
Six=1+m3+ng+ ndh+ nik (mod 4), alors, par unicité du développement
de Hensel, on a a; = as = 1. Si az = 1, le coefficient devant 7r8 dans le membre

de droite de la congruence ci-dessus est non nul, ce qui est absurde. On a donc
az =0.Or, 2 =75 (mod 7J) car 2 =72 (mod 73)& D’ott

o= 14ni+mi+mih+ask = 1472+ +75 +(ag+ )75 +7) +asmy’  (mod 4)

ce qui est & nouveau absurde car le coefficient devant 79 est nul dans le membre
de gauche et non nul dans celui de droite.
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Donc nécessairement, r # 1+ 72 + 7§ + 7mgh + ngk (mod 4) et a; = 0.
Autrement dit, le coefficient de 7} dans le développement de z est nul. On en
déduit x =1 + 75 (mod 4), i.e. a; = az = a3 = 0. Comme 2 est associé a 7§, il
vient alors :

=1+ aqmy + aimy’ + 2a4mg + 2a57) (mod 4) et ay =as = 1.

Puis, comme 2 = 7§ (mod 7)), on a x = 1+ 75 + 74! (mod 4). D’ott la contra-

diction et le lemme.

Lemme 3.17 Lunité 1 + 75 + mjt est un carré dans K, (mo). On a les équi-
valences suivantes :

1+ 7y + 75 + w0 est un carré dans K, (mo) <= K € O

et
1+ wé + wg est un carré dans K, (mp) <= K € Q.

Démonstration. D’aprés la relation 2 = 72 (mod 7®), on a 2 = 7§ (mod 77),
d’ou
L+ 75+ mgt = (145 +75)% (mod 4)

et le fait que 1+ 7§ + 73! est un carré dans K,,,(mo) (lemme 3.4). Par ailleurs,
on a

A+7g +7s+ 1A+ 75 +75)=1+75 (mod 4)
et 147§ n’est pas un carré dans K, (m) d’aprés le lemme précédent. Autrement
dit, si l'un des éléments 1+7g +7§+7d0 et 1473 +75 est un carré dans K,,.(m),
alors 'autre ne 'est pas.
Si K € Qy, d’aprés la relation (3.9), on a
L47mg+78+m° =1 +72 +75)% (mod 4).

Donc 1+ 7§ + 75 + 79 est un carré dans K,,,.(mo) et 1 + w3 + 7§ ne Pest pas.
Si K € Q,, d’apres la relation (3.10), on a

L+my+n5=(1+72)? (mod 4).

Donc 1 + 74 + 7§ est un carré dans K,,,.(m) et 1 + 74 + 7§ + 739 ne l'est pas.
D’ou les équivalences annoncées.

3.3.4 Carrés dans une extension quadratique ramifiée de K

D’aprés le lemme 3.12, 'unité 1 + m de K n’est pas un carré dans K,,.
Notons v une solution dans K de ’équation & coefficients dans O

x2_2x_r—o (3.13)
m

Lemme 3.18 L’¢lément v est une uniformisante de K(\/1+ 73)/K et on a

7=~v*++% (mod 2).



3.3. LE CAS DES EXTENSIONS QUADRATIQUES 89

Démonstration. D’aprés 'équation (3.13), on a v(y) = 1/2 et v € K (/1 + 7).
Donc «y est bien une uniformisante de extension K (1/1 + n3)/K. Par ailleurs,
on a? = (2/m)y +m, donc v3 = (4/7%)y + 2 + my. D’ott

. 2
i ;7+7T—|—7T’yz7r (mod 2),

car 4/7* =2/7 + 7 =0 (mod 2). D’ott le lemme.

Lemme 3.19 Soient x un élément de Ui et \/x une racine carrée de x dans

K. On suppose x = 1+ 73 (mod 4). Alors, K,(v/T) = Kpr(\/1 +73) et Jz =
1 + ’)/3 (mod 20Km~(\/§))

Démonstration. La premiére assertion résulte du lemme 3.3. D’aprés le lem-
me 3.18, v est une uniformisante de K (/1 + m3)/K. Notons ag + a1y + azy? +
azy?, avec a; = 0 ou 1, le développement de Hensel de /z modulo 2 (il est

indépendant du choix de la racine carrée). Alors, d’aprés le lemme 3.18, on a
2

72 =% 4+ 4% (mod 4), 7® = 75 + 47 (mod 4) puis, comme 2 est associé & 72,
2 =+* (mod ~%). Donc
14+7° =2 = a5 + aiy* + a37* + a37° + 200017 + 2a9az7”  (mod ~7)
= aZ + aiy? + a2yt + apary® + (a2 + apaz)y®  (mod A7).
Par unicité du développement de Hensel, on en déduit :
ap=1, a;=ay=0 et azg=1.

D’ou le lemme.

Lemme 3.20 Soit © une unité des entiers de K(1/1+ m3). On suppose que x
vérifie l'une des deux conditions suivantes :

1. lunité x est congrue modulo 4 & l'un des quatre éléments
L+7" 490497, 14+9% 149°% 1495
2.onax=1+~2+~% (mod 2).
Alors, x n'est pas un carré dans K, (/1 + m3).

Démonstration. On raisonne par I'absurde. L’extension K (1/1+ 73)/Qz étant
totalement ramifiée, il existe, d’aprés le lemme 3.5, une unité y des entiers de
K (/1 4+ 73) telle que x = y? (mod 4). Notons 1+a;y+asy? +azy?, avec a; = 0
ou 1, le développement de Hensel de y modulo 2. On a alors
r=y? =1+ a2y? +a3y* + 2a17y + a29° + 2a27% + 2a37®  (mod 4).
Par unicité du développement de Hensel, x ne vérifie pas la seconde condition
(le coefficient de v est nul). Il vient alors a; = 0, puis
=1+ a2y + a2+ + 2a979* 4 2a37®  (mod 4).

Or,on a2=~* (mod ~°%) car 2 =72 (mod 7). Donc

1 (mod 4) si
1+~4*++5 (mod4) si
1+4°%+47 (mod4) s
1+4*+47 (mod4) s

D’ou la contradiction et le résultat.
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3.3.5 Carrés dans Km(\/g)

D’aprés le lemme 3.12 et les relations (3.9) et (3.10), 3 est un carré dans
E”T si et seulement si K est dans Q. Notons v/3 une racine carrée de 3 dans
K. Soient z un élément de Uk et \/x une racine carrée de x dans K.

Lemme 3.21 Supposons K € Q; et =3 (mod 4). Alors, on a
V3=vVz=1+7 (mod 20k, ).

Démonstration. Supposons v(v/3 — /) < 2. Alors, d’aprés 1'égalité, v/3 ++/x =
V3 — x4+ 2y/x, on av(v3 — z) = v(V3+ x) < 2 puis v(3 — x) < 4 ce qui
est absurde. Do, v(v/3 — /) > 2 ou, autrement dit, /3 = v/ (mod 20k, ).
L’extension K (y/z)/K est non ramifiée (elle est méme éventuellement triviale).
En particulier, on peut choisir un systéme de représentants R du corps résiduel
de K (y/z) contenu dans {0, 1, ¢, (?}. Notons alors ag + a;7 le développement de
Hensel modulo 20k, , de /z. On a ag,a; € R C {0,1,¢,¢?}. Puis, d’apreés la
relation (3.9),

3=1+724+7°=ak +ain® +aparm® (mod 40k, ).

Par unicité du développement de Hensel, on en déduit, ap = a3 = 1. D’ou le
lemme.

On suppose désormais K € ()5 de sorte que 3 n’est pas un carré dans K.

Lemme 3.22 Supposons K € Q. L’unité x est un carré dans Km(\/g) si et
seulement si x =1 (mod 2).

Démonstration. Supposons que = soit un carré dans Km(\/g). Il existe alors a
et b deux éléements de K, tels que z = (a + by/3)%. Puis, comme (1,v/3) est
une base de I'extension K,,,(v/3)/K,, on a x = a® +3b® et ab = 0. Si b = 0,
on en déduit que x est un carré dans K, et si a = 0 que /3 est un carré dans
K. Réciproquement, si z ou x/3 est un carré dans K, alors  est un carré
dans Km(\/g). Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.12, x est un carré dans K,, si
et seulement si # = 1 (mod 4) ou # = 1 + 72 + 72 (mod 4). De plus, d’aprés la
relation (3.10), on a 3 =1 + 72 (mod 4). Donc, d’aprés le lemme 3.12, 2/3 est
un carré dans K, si et seulement si x = 1+ 7% (mod 4) ou z = 1+73 (mod 4).
On en déduit le résultat avec I’équivalence précédente.

Notons 7 une uniformisante de K(v/3). C’est une extension quadratique
de K.

Lemme 3.23 Supposons K € Qy et =3 (mod 4). Alors, K,,.(v/z) = K (V/3)
et on a

m=n*+n° (mod 20k (v3) et Ve=v3=1+79? (mod 20k, (v3)
Démonstration. L’égalité résulte du lemme 3.3. L’extension K(v/3)/K étant

totalement ramifiée, 7 est associé¢ a 72 et on a

7 =n° (mod 20k (y3)) ou m= n* +n°  (mod 20k (y3))-
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Dans les deux cas, on a, d’aprés la relation (3.10), 2 = n* (mod 1°). Notons
ag + a1m + a2n2 + a3773, avec a; = 0 ou 1, le développement de Hensel de V3
modulo 2. D’aprés la relation (3.10), on a alors :

3=147%=a +a?n* + a2n* + a2n’
+ 2apa1m + 2apasn? 4 2agasn® + 2a1a:n>  (mod 4).

Par unicité du développement de Hensel, comme 72 est associé a n*, il vient
ag=1,a; =0 et az = 1. D’oi1, comme 2 = n* (mod 7n°),

3=1+n"+ (a3 +1)n° +azn” (mod 4)

{1+774+176 (mod 4) siaz=0,

1+n*+n7 (mod4) siaz=1L. (3.14)

Supposons ™ = n? (mod 2). Alors, d’aprés la relation (3.10), on a 2 = 72 = n*

(mod 4) et donc, 3 = 1 +n* (mod 4). D’aprés (3.14), c’est une contradiction.
On a donc nécessairement,

T=n>+n* (mod QOK(\/;;)).
D'oii, 2 =n* + 7% (mod 40¢(,/3)) et, en remplacant dans (3.14),
Lt 408 =140 + (a2 + 1)n° +azn”  (mod 4).

On en déduit az = 0. D’ott v/3 =1+ 7% (mod 20k (v3))-

Supposons v(v/3 — /x) < 2. Alors, d’aprés 1'égalité, V3 + /2 = V3 — Vo +
2/, on a v(v3 — z) = v(v/3 4+ /x) < 2 puis v(3 — x) < 4 = v(4) ce qui est
absurde. D’ot1, v(v/3 — /) > 2 ou, autrement dit, v/3 = \/z (mod 20k, (v3))-
D’ott le lemme.

Lemme 3.24 Supposons K € Q. L'unité 3 + 2v/3 de Uanneau d’entiers de
K(V/3) nest pas un carré dans K, (v/3).

Démonstration. L'extension K (v/3) / Q2 est totalement ramifiée. Supposons que
3 4 2v/3 soit un carré dans K,,.(v/3). Alors, d’aprés le lemme 3.5, il existe
une unité y des entiers de K (v/3) telle que 3 + 2v/3 = y? (mod 40 (3))- Or,
d’aprés le lemme 3.23, on a 3 +2v3 = 1 +2n?> = 1 +1° (mod 4). Notons
ap + a1n + asn? + asn3, avec a; = 0 ou 1, le développement de Hensel de y
modulo 2. En utilsant la relation 2 = 1+7*+n° (mod 4) déduite du lemme 3.23
et de la relation (3.10), on a

3+2V3=1+41°=af +ain’ + azn* + agarn® + (a3 + agaz)n’

+ (apa1 + agas + araz)n”  (mod 4(9K(\/§))-

Par unicité du développement de Hensel, il vient ap = 1, a3 = 0 et ag = 0. On
a donc
6 — 2.6 7
1+n°=1+a39° +azn’ (mod 4(9K(\/§)).

D’ott une contradiction car ag = 0 ou 1. D’ou le lemme.
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Lemme 3.25 Soit y une unité des entiers de K(v/3). On suppose que y est un
carré dans K,,.(\/3). Alors,

y=1 (mod QOKM(\/§)) ou y=1+n? (mod 2OKM(\/§))~

Démonstration. 1 extension K (v/3)/Qy est totalement ramifice. Comme 3 est
un carré dans K,,,(v/3), il existe d’aprés le lemme 3.5, une unité z des entiers
de K(v/3) telle que y = 22 (mod 4). Notons 1 + a7, avec a; = 0 ou 1, le
développement de Hensel de z modulo 5. Alors,

y=2>=1+ain® (mod 20y 3))-

D’ou le lemme car a; = 0 ou 1.

3.3.6 Notations et préliminaires aux démonstrations

On reprend les notations introduites aux sections précédentes en explicitant
le choix de la racine cubique A'/3 de A. D’aprés le lemme de Hensel appliqué
au polynoéme X3 — A’ de Ok [X], A’ posséde une unique racine cubique dans
K. On la note §. On choisit alors de prendre

AL/3 — 7TS(A)(;

de sorte que si v(A) = 0 (mod 3), on a A3 € K. Notons 6 'unité de K définie
par

)
0=c—. (3.15)
Cy4
On choisit une racine B'/2 de B dans K et on pose

C = 2(cy + 6AY3 4 BY/2),

C B1/2 12—v(y
— =< [2 (1 += ) +Om, (”} (3.16)

Alors,

est une unité de K (B'/?).

Cas ou v(j) < 12

On a, pour ¢ dans us,

Bt - . 12—v(y 12—v(y
Z =l U3 4144425723 = 1+ 107270 4 (t0md> )2 (3.17)

car 125713 = 3(2/72)2my> "5/ ¢y = hmy” V).
Par ailleurs, I'égalité c¢j — ¢ = 1728A s’écrit

7'('31)(04)0213 o 7_‘_211(06)0232 — 33 A 267TU(A)A/7

puis .
B — 2 = B2l (3.18)
car 2v(cg) = 3v(cyq). D’ou
C/2 19— (i 3
_ C% = ((971'0 (])) . (319)

4
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Lemme 3.26 Supposons v(j) < 8. Alors,

d=cdi=c? (mod4).
Démonstration. En réduisant l’égalité (3 19) modulo 2, on en déduit avec le
lemme 3.11, ¢, = 1 (mod 2), puis ¢} = ¢;® (mod 4). Les congruences annoncées
résultent alors de la méme égalité réduite modulo 4, car v(j) < 8.

Cas ou v(j) =12

Pour t dans ps, on a

B
S5 o= 141265713 1 144635723 = 1+ 10 + (19)*. (3.20)
€4

Le corps K étant totalement ramifié, pour ¢t = 1, B/c? est une unité de Of.
Par ailleurs, I'égalité ¢; — ¢ = 1728A s’écrit comme & la relation (3.19),
1 — p2v(ee)=3v(c) €6 _ g3 (3.21)

La somme de deux unités n’en étant pas une, on a 2v(cg) — 3v(cq) > 0.

Cas ou v(j) > 12

On considére alors la courbe E d’équation (3.2). Son invariant modulaire j
est de valuation v(j) = 24 — v(j) < 12.
Lemme 3.27 On a

A'=d, (mod?2) et j-j7=1 (mod4).

Démonstration. Cela résulte des lemmes 3.9 et 3.11.

3.3.7 Démonstration du théoréme 3.2

L’assertion 1 du théoréme 3.2 résulte de lassertion (i) de [Kra90, th.2].
L’assertion 11 résulte de Passertion (iv) de [Kra90, th.2] et de la proposition 3.69.
On suppose donc désormais que 'on a 1 < v(j) < 23. D’ou en particulier, j # 0.

L’ assertion 2 lorsque v(j) # 10 et v(j) # 14 ainsi que l'assertion 3 résultent
directement du théoréme 3.1.

Démontrons a présent les autres assertions du théoréme 3.2 (la détermination
des types de Néron est reportée a la section 3.3.8).

Démonstration de ’assertion 2 lorsque v(j) = 10 ou 14
Supposons v(j) = 10. On vérifie, avec la relation (3.17) que l'on a
B
C4
Or, e = £1 (mod 4) (lemme 3.14), donc, d’aprés la relation (3.15), § = +6/c)
(mod 4). D’aprés les relations (3.9) et (3.10), on a alors

B
2= =1+n2+ 74 +72h+n5k (mod 4),
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ot h et k sont, soit nuls, soit des sommes de puissances > 0 de m3. D’aprés
le lemme 3.16, B n’est pas un carré dans M. D’ou |®| = 24 dans ce cas
d’apres [Kra90, th.3(ii)].

Supposons v(j) = 14. Alors, la courbe E d’équation (3.2) a un invariant
modulaire j de valuation v(j) = 10. Autrement dit, B n’est pas un carré dans
M. D’aprés la proposition 3.8, il en va de méme pour B et donc |®| = 24
d’aprés [Kra90, th.3(ii)].

Démonstration de ’assertion 4

On suppose v(j) = 4.

Lemme 3.28 On a
=1+75A" (mod 4).

S

De plus, B est un carré dans M si et seulement si A’ =1+ 7 (mod 2).
Démonstration. D’apreés les lemmes 3.11 et 3.14, on a
e=1 (mod2) et §=A" (mod 2).

De plus, d’aprés les lemmes 3.11 et 3.26, on a ¢ = ¢ = 1 (mod 2). Do,
6 = A’ (mod 2), puis 75 = 7§A’ (mod 4). La congruence annoncée résulte
alors de l'égalité (3.17) appliquée a ¢ = 1. On en déduit que B est un carré
dans M si et seulement si l'unité 1+ 7§ A’ de anneau des entiers de K (7o) Pest
(lemme 3.3). Or,

14 rSA = 1475 (mod 4) siA"=1 (mod 2)
O Tl 1+ 4+t (mod4) siA’=1+7 (mod 2).

On conclut a I’équivalence annoncée avec les lemmes 3.16 et 3.17.

Lorsque la condition (C1) n’est pas satisfaite, ’assertion 4 résulte du lemme
précédent et de [Kra90, th.3(i7)]. Lorsque la condition (C1) est satisfaite, l’as-
sertion 4 se déduit alors du lemme précédent, de I’assertion (i7) de [Kra90, th.3]
et des propositions 3.45 et 3.46.

Démonstration de ’assertion 10

On suppose v(j) = 20. La courbe E d’équation (3.2) a un invariant modulaire
}de valuation v(}) = 4. D’aprés la proposition 3.8, B est un carré dans M si
seulement si B Dest. Or, d’aprés le lemme 3.28, c’est le cas si et seulement si
A" =147 (mod 2). D’apreés le lemme 3.27, c’est équivalent & dire ¢j =1+
(mod 2).

Lorsque la condition (C1’) n’est pas satisfaite, 'assertion 10 résulte de ’équi-
valence ci-dessus et de 1’assertion (i¢) de [Kra90, th.3]. Lorsque la condition (C1’)
est satisfaite, I’assertion 10 se déduit alors de I’équivalence ci-dessus, de ’asser-
tion (i#4) de [Kra90, th.3] et de la proposition 3.64.

Démonstration de ’assertion 5

On suppose v(j) = 6.
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Lemme 3.29 On a, pour tout t € ug,
By

725

1+ tA'7%  (mod 4).
C4

De plus, By est un carré dans K,, si seulement si
t=1 e A'=1+7 (mod2).

Démonstration. D’aprés le lemme 3.14, on a ¢ = 1 (mod 2) et d’apreés le lem-
me 3.11, § = A’ (mod 2). Puis d’aprés le lemme 3.26, ¢} = ¢ = 1 (mod 2). On
en déduit § = A’ (mod 2). D’ou la congruence annoncée avec la relation (3.17).
De plus, B, est un carré dans K, si et seulement si I'unité 1 + tA’72 de N
Pest. Supposons que tel soit le cas. Alors, comme A’ =1 ou 1 + 7 (mod 2), on
a, d’aprés le lemme 3.15, t = 1, puis A’ = 1+ 7 (mod 2). Réciproquement, si
t=1let A'=1+7 (mod 2), alors 1 +tA'7? = (1+7)? (mod 4) et B = B est
un carré dans K,,.. D’ou le lemme.

Supposons A’ = 1+ 7 (mod 2). Alors, d’une part, d’aprés le lemme précé-
dent, B = Bj est un carré dans K,,,, donc |®| = 2 ou 4, d’aprés [Kra90, th.3(i)].
D’autre part, By pour ¢t # 1, n’est pas un carré dans K., donc |®| = 4 ou 8
(loc. cit.). On en déduit que nécessairement, |®| = 4.

Supposons A’ # 1 + 7 (mod 2). Alors, d’aprés le lemme précédent, pour
tout ¢t € ug, By n’est pas un carré dans K,,. Donc d’apreés la proposition 3.10,
ona |®| =8 (on acg # 0 car v(j) # 12).

Démonstration de 1’assertion 9
Supposons v(j) = 18. La courbe E d’équation (3.2) a un invariant modulaire
j de valuation v(j) = 6. D’aprés la proposition 3.8, si t € ug, B; est un carré
dans K, si seulement si B2 I'est. Or, d’aprés le lemme 3.29, on a
BpeKp?est=1 et A =147 (mod?2).
D’aprés le lemme 3.27, on en déduit 1’équivalence
BieKp?<=t=1 et ¢,=14+r (mod2).

L’assertion 9 résulte alors, comme au paragraphe précédent, de I’équivalence
ci-dessus et de l'assertion (¢) de [Kra90, th.3].

Démonstration de 1’assertion 6

Supposons v(j) = 8.

Lemme 3.30 On a

=1+¢j'ny+my (mod 4).

S

De plus, B est un carré dans M si et seulement si j' = 1+ 72 (mod 73).
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Démonstration. L’élément ¢} /0 est une unité de K, donc d’aprés le lemme 3.11,
on a .

/ /3

(?) =1 (mod4), douj = % =

D’aprés les lemmes 3.14 et 3.11, on a

0
—  (mod 4).
€4

e2§”?718 =n§  (mod 4).

D’ou la congruence annoncée d’aprés (3.17).
Supposons K € ;. Alors, d’aprés le lemme 3.14, e =1 (mod 4). Donc

1+mg+n§ (mod 4) sij/=1 (mod 7?),
B _ ) 1+ny+mj+n (mod4) sij/=1+nm (mod 7%),
) l4+my+ms+m” (mod 4) sij/=1+n% (mod 73),

L+mg+nl+75+m° (modd4) sij/=1+7+7% (mod ).

On vérifie alors avec les lemmes 3.16 et 3.17 que B est un carré dans M si
et seulement si ;' = 1+ 72 (mod 72).

Supposons K € Q. Alors, d’aprés le lemme 3.14, e = —1 = 1+ 72 (mod 4).
Donc

1+ 74+ 7§ + 7m0 (mod 4) sij/=1 (mod 7?),
B _ | 1+7mi+al+nm5+7% (mod4) sij/=1+7 (modr?),
7] l+ni+n5 (mod4) sij’=1+72 (mod 7?),
1+mg+nd+75 (mod 4) sij/=1+n+7% (mod 73).

On vérifie alors avec les lemmes 3.16 et 3.17 que B est un carré dans M si et
seulement si 5/ = 1+ 72 (mod 7). D’ot le lemme.

Lorsque la condition (C2) n’est pas satisfaite, ’assertion 6 résulte du lemme
ci-dessus et de l'assertion (i) de [Kra90, th.3]. Lorsque la condition (C2) est
satisfaite, 1’assertion 6 résulte alors du lemme ci-dessus, de assertion (ii) de
[Kra90, th.3] et de la proposition 3.53.

Démonstration de ’assertion 8

Supposons v(j) = 16. La courbe E d’équation (3.2) a un invariant modulaire
Ede valuation v(;) = 8. D’aprés la proposition 3.8, B est un carré dans M si
seulement si B lest. Or, d’aprés 'assertion 6 du théoréme 3.2, c’est le cas si et
seulement si 3’ = 1+ 72 (mod 7). D’aprés le lemme 3.27, c’est équivalent &
dire 7' =1+ 72 (mod 73) car on a j' = 1/j/ (mod 73).

Lorsque la condition (C2) n’est pas satisfaite, ’assertion 8 résulte de I’équiva-
lence ci-dessus et de l'assertion (#i) de [Kra90, th.3]. Lorsque la condition (C2)
est satisfaite, l'assertion 8 résulte alors de 1’équivalence ci-dessus, de 'asser-
tion (i4) de [Kra90, th.3] et de la proposition 3.58.

Démonstration de ’assertion 7a
On av(j) =12 et 2v(cg) — 3v(cq) = 1.

Lemme 3.31 On a, pourt dans us,

B
0=14+m (mod?2) et C—;EI+t—|—t2+t7r (mod 2).
4
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Démonstration. D’aprés la relation (3.21),on a #% = 1+7 (mod 2). Puis, d’aprés
le lemme 3.11, on a 6 =1 (mod 2), d'ott § = 6> =1 + 7 (mod 2). La seconde
congruence résulte alors de la premiére et de la relation (3.20). D’ou le lemme.

Supposons t = 1. Alors, B/cZ = 1+ (mod 2). Donc, d’aprés le lemme 3.12,
B n’est pas un carré dans K,,..

Supposons t # 1. Alors, v(B;) = 1 est impair. Donc, B; n’est pas un carré
dans K,,,.

Autrement dit, pour tout ¢ dans p3, B; n’est pas un carré dans K, . D’aprés
la proposition 3.10, on a |®| = 8.

Cela démontre assertion 7a du théoréme 3.2.

Démonstration de 1’assertion 7b

On a v(j) = 12 et 2v(cg) — 3v(ca) = 2. En particulier, v(cy) est pair.
Lemme 3.32 On q,

=1+7%c, (mod4) et =3+ 7%, (mod 4).

S

Démonstration. D’aprés la relation (3.21), on a #3 = 1 (mod 2). Donc, d’aprés
le lemme 3.11, on a 6 = 62 = 1 + 72¢), (mod 4). La seconde congruence résulte
alors de la premiére et de I’égalité (3.20) appliquée a ¢ = 1. D’ou le lemme.

Lemme 3.33 Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
I.onaKeQ etcy=1+m (mod 2);
2. ona K€Dy etcdy=1 (mod 2).

Alors, Kp.(BY?) = K, puis

B'/? C
=1 (mod?20k, ) e ———=c,+7* (mod 4Ok, ).

Cy qv(ca)

Démonstration. Sous ces hypothéses, on a, d’apreés les relations (3.9) et (3.10)

et le lemme 3.32,
B

— =1 (mod 4).
Cy
D’aprés le lemme 3.13, il vient BY/2/c; =1 (mod 20k, ). En particulier,
B1/2

Cq

+1=0 (mod 20k,,).

Donc, d’apres I'égalité (3.16), on a

¢ y = cyf  (mod 40k, ).

v(es

Puis, d’aprés le lemme 3.32, ¢j0 = ¢} + 72 (mod 4). D’out le résultat annoncé.

On reprend les notations du §3.3.4. En particulier, v est une uniformisante

de K(y/1+ m3).
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Lemme 3.34 Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
1. onaKeQ etcy =1 (mod 2);
2.onaK e etcy=1+7 (mod 2).

Alors, Km(Bl/2) = Kw(m) est une extension quadratique de Ky, puts

B1/2
Cy

=1+ 73 (mod 20Knr(\/1+7))

et
)Ecg+74+76+77 (mod 40Knr(\/1+7))'

mv(ea
Démonstration. Sous ces hypothéses, on a, d’aprés les relations (3.9) et (3.10)

et le lemme 3.32,
B

S =1+7" (mod4).

€y
D’aprés le lemme 3.19, on a donc K, (BY?) = K,.(\/1+73) et BY?/¢c, =
1 +~% (mod 20, ~(\/1+7))’ d’ott la premiére congruence. Puis, d’aprés ’éga-

lité (3.16), on a

m = 82(2’}/3 + 0) (mod 40Knr)'

Or, 2 est associé a y*, donc 2¢}7® =77 (mod 4). Et, d’aprés le lemme 3.18, on

72 = 4% + 45 (mod 4). Donc, d’aprés le lemme 3.32, on a ¢} = ¢}, + 72 =

¢y +v*+45 (mod 4). D’ott le lemme.

On procéde comme suit pour la fin de la démonstration de ’assertion 7b.

1. Supposons K € ;. Si la condition (C1’) est satisfaite, on est alors dans un

cas d’application du lemme 3.33. En particulier, B est un carré dans K.
De plus, comme v(cyq) est pair, C' est un carré dans K, si et seulement
si 'unité ¢} + 72 de Ok lest. Or, d’aprés le lemme 3.12, ce n’est jamais
le cas car ¢ + 72 = 1+ 7 (mod 2) (condition (C1%)). On en déduit que
|®| = 4 dans ce cas ([Kra90, th.3(i)]).
Si la condition (C1’) n’est pas satisfaite, on est alors dans un cas d’appli-
cation du lemme 3.34. En particulier, B n’est pas un carré dans K,,. De
plus, comme v(cy) est pair, C est un carré dans K,,,.(B'/?) si et seulement
si Punité ¢, +v* 4+ % +~7 des entiers de K (/1 + m3) l'est. Or, d’aprés le
lemme 3.18, on a

1+79*+1954+~7 (mod4) sic,=1 (mod 4),
1+~7 (mod4) sici=1+72 (mod4),
1+~* (mod4) sici=1+7> (mod4),
1+45 (mod4) sici=1+72+7> (mod 4).

Gyt 2+ =

D’aprés le lemme 3.20, C' n’est donc pas un carré dans K,,.(B/?) et
|®| = 8 dans ce cas ([Kra90, th.3(i)]).

2. Supposons K € Q. Si la condition (C1’) est satisfaite, on est alors dans
un cas d’application du lemme 3.34. En particulier, B n’est pas un carré
dans K. De plus, comme v(c4) est pair, C est un carré dans Knr(Bl/Q)
si et seulement si I'unité ¢ +v* + 4% + 77 des entiers de K (/1 + 73)
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lest. Or, ¢y +7* +79° ++9" =, =1 +~2 ++3 (mod 2). Donc, d’aprés le
lemme 3.20, C n’est pas un carré dans K,,,.(B'/2) et |®| = 8 dans ce cas
([Kra90, th.3(1)]).

Si la condition (C1’) n’est pas satisfaite, on est alors dans un cas d’appli-
cation du lemme 3.33. En particulier, B est un carré dans K. De plus,
comme v(cyq) est pair, C est un carré dans K, si et seulement si 'unité
¢y + 72 de Ok T'est. Autrement dit, d’aprés le lemme 3.12, C est un carré
dans K, si et seulement si ¢j = 1+ 72 (mod 4) ou ¢y =1+ 7% (mod 4).
D’aprés [Kra90, th.3(i)], on a donc dans ce cas :

@] = 2 si la condition (C3) est satisfaite,
| 4 sinon.

Cela achéve de démontrer ’assertion 7b du théoréme 3.2.

Démonstration de 1’assertion 7c

On a v(j) = 12 et 2v(cg) — 3v(cq) = 3.
Lemme 3.35 On a, pour tout t dans us,

. B .

0=1+7> (mod4) et —Qt =1+t+t*+tr® (mod 4).

€

Démonstration. D’aprés la relation (3.21), on a 6 = 1 (mod 2) et d’aprés le
lemme 3.11, % = 1 (mod 2), d’oi, # = 1 (mod 2). D’aprés loc. cit. et la rela-
tion (3.21) on a alors, @ = 6% =1 + 73 (mod 4). La seconde congruence résulte
alors de la premiére et de ’égalité (3.20). D’ou le lemme.

On déduit du lemme 3.35 que pour ¢t # 1 dans g, v(B¢) = 1 est impair. En
particulier, B; n’est pas un carré dans K.
On procéde comme suit pour la fin de la démonstration de 1’assertion 7c.

1. Supposons K € Q. Alors, d’aprés le lemme 3.35 et la relation (3.9), on a

B

— =3+ =1+7% (mod 4).
€1

Autrement dit, d’aprés le lemme 3.12, B n’est pas un carré dans K,,,.. Par

suite, pour tout ¢ dans pus3, B; n’est pas un carré dans K,,. D’aprés la

proposition 3.10, cela implique |®| = 8.

2. Supposons K € Q5. Alors, d’aprés le lemme 3.35 et la relation (3.10), on

a
B

6—253+7r351+772+7r3 (mod 4).
4

Autrement dit, d’aprés le lemme 3.12, B est un carré dans K,,. D’aprés
[Kra90, th.3(i)], on a donc |®| = 2 ou 4. Or, pour ¢ # 1 dans us, B; n’est
pas un carré dans K., donc |®| = 4 ou 8 (loc. cit.). Cela implique que
Pon a nécessairement |®| = 4 dans ce cas.

Cela achéve la démonstration de ’assertion 7c¢ du théoréme 3.2.
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Démonstration de 1’assertion 7d

On av(j) =12 et 2v(cg) — 3v(cq) > 4.

Lemme 3.36 On aq,

=1 (mod4) et =3 (mod 4).

Sl

Démonstration. D’aprés la relation (3.21), on a 6 = 1 (mod 2) et d’aprés le
lemme 3.11, %2 = 1 (mod 2), d’ot1, § = 1 (mod 2). D’aprés loc. cit. et la rela-
tion (3.21) on a alors, # = > =1 (mod 4). La seconde congruence résulte alors
de I’égalité (3.20). D’ou le lemme.

Lemme 3.37 Supposons K € Q4. Alors, K,,”.(Bl/Q) =K,, et on a

B'/? C
=1+4+7 (mod20k, ) e ——=c,+7° (mod4Ok, ).
C4 nr 7-(-1)(64) nr

Démonstration. D’aprés le lemme 3.36, on a K,,,.(BY/?) = K,,.(v/3). Or, 3 est
un carré dans K, car K est dans ;. D’ou ’égalité annoncée. La premiére
congruence résulte du lemme 3.21 et de la congruence B/c3 = 3 (mod 4) du
lemme 3.36. D’apreés Pégalité (3.16), le lemme 3.36 et la premiére congruence
ci-dessus, on a

c /

—— =c
77”(54) 4

(2r+1) (mod 40k,,.).

D’oit le résultat car 2¢jm = 72 (mod 4).

On reprend les notations du §3.3.5. En particulier,  désigne, lorsque K € s,
une uniformisante de K (v/3).

Lemme 3.38 Supposons K € Q5. Alors, KnT(Bl/2) = K,.(V/3) et on a

Bl/2
o =V3=1+4+7n> (mod 20k, (v3))
et o
— = & (342Vv3) (mod 40k (v3))-

Démonstration. 1’égalité et la premiére congruence résultent des lemmes 3.36
et 3.23. La seconde résulte de la premiére congruence, du lemme 3.36 et de
légalité (3.16).

On procéde comme suit pour la fin de la démonstration de ’assertion 7d.

1. Supposons K € Q;. Si v(cq) = v(C) est impair, alors C n’est pas un carré
dans K,,.(BY?) = K,,. Donc |®| = 4 d’aprés [Kra90, th.3(i)]. Si v(cs) est
pair. Alors, d’aprés le lemme 3.37, B est un carré dans K,,.. De plus, C
est un carré dans K, si et seulement si I'unité ¢j + 73 de Ok Dest. Or,
d’aprés le lemme 3.12, c’est le cas si et seulement si la condition (C3) est
satisfaite. D’ou le résultat d’aprés [Kra90, th.3(i)].
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2. Supposons K € Q. Alors, d’aprés le lemme 3.38, B n’est pas un carré
dans K. Si v(c4) est impair, on a

c
D12 = A4BB+2vV3) (mod 40, 5,

oil 3 est une unité des entiers de K (v/3) telle que 7 = n?f. On en dé-
duit que C est un carré dans Km(Bl/Q) = K,(V/3) si et sculement si
I'unité ¢, 3(3 + 2v/3) de K(v/3) est un carré dans K,,.(v/3). Or, d’aprés
le lemme 3.23, on a 8 = 1+ 71 (mod n?). D’ott ¢,B(3+2V3) = 1+
(mod 7n?). On en déduit, avec le lemme 3.25 que C n’est pas un carré dans
K,-(V/3). D'oit |®| = 8 dans ce cas d’aprés [Kra90, th.3(i)].

Supposons v(c4) pair. Alors, C est un carré dans K,,.(B'/?) = K,.(v/3)
si et seulement si I'unité ¢ (3 + 2v/3) de K(v/3) l'est. Si ¢} est un carré
dans K,,(v/3), alors C n’est pas un carré dans K,,.(v/3), car d’aprés le
lemme 3.24, 3 + 2v/3 ne l'est pas. Si ¢}, n’est pas un carré dans K,,,.(v/3),
alors d’aprés le lemme 3.22, on a ¢j = 147 (mod 2). D’apreés le lemme 3.23,
on a alors

AB+2v3)=1+r=1+7" 47" (mod 20y (/g)-

Donc, d’aprés le lemme 3.25, ¢ (34-2+/3) n’est pas un carré dans K,,.(v/3)
et il en va de méme pour C' d’aprés I'équivalence ci-dessus. D’ou |®| = 8
dans ce cas d’aprés [Kra90, th.3(i)].

Cela achéve la démonstration de I'assertion 7d du théoréme 3.2.

3.3.8 Calculs des types de Néron
D’aprés [Tat75], la courbe E admet un modéle de Weierstrass de la forme

Y2:X3—C—4X %6

487 864 (Wo)

Ce modeéle est entier si et seulement si on a v(cs) > 8 et v(cg) > 10. Dans toute
cette section, on note A,, le discriminant minimal de F.

Cas ou v(j) =4

On suppose que le modéle de Weierstrass de E vérifie v(j) = 4 et la condi-
tion (C1), i.e. A’ =14 7 (mod 2). D’aprés la formule (3.18), on a

A — e =N (3.22)
2
ou l'on a posé € = 3 (%) .
Lemme 3.39 La courbe E n’est pas de type IV . Supposons qu’elle soit de ty-
pe IV*. Alors, on a v(Ap,) = 8.

Démonstration. D’apres [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV, on a v(A,,) = 4.
C’est en contradiction avec la condition v(j) = 4. Par ailleurs, si E est de type
IV*, on a alors v(A,,) = 8. D’ou le lemme.
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Lemme 3.40 Supposonsv(A) =8 (mod 12). Alors, v(A,,) = 8 si et seulement
sicg =1 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(A) =8 (mod 12). D’aprés appendice 3.5, quitte
a faire un changement de variables, on peut supposer que 'on a

(v(ca),v(ce),v(A)) = (8,12,20).

La courbe E correspond alors & un cas 7 de Tate ou & un cas non minimal. Le
modéle (W) de E est entier et, avec les notations de [Tat75], on a

CI
by =0; by = o _ g4, = — .
2T 48 g2’ 864 3’

c4\? 2C4
v ()’ --
8 48 Sy

Examinons a présent a quelle condition le systéme suivant de congruences admet
une solution (r, s) dans Ok :

bg +3r2by +3r* =0 (mod 4r)

r=s2 (mod 2).
Comme v(bg) = 0, si (r, s) est une solution, on a nécessairement r € Ug, donc s
est également une unité et, d’apres la seconde congruence, r = 1 (mod 2) (et on
peut choisir s = 1). On a alors, 72 = 7* =1 (mod 47) et de méme, 2 =c* =1
(mod 4m). Donc

—9¢? —18¢, +3=0 (mod 4r).

Autrement dit, le systéme précédent admet une solution si et seulement si ¢2 +
2¢), = 3 (mod 47r) Or, d’apres la relation (3.22) et le lemme 3.11, on a =1
(mod 2) puis ¢ =1 (mod 4r) et ¢ = ¢ (mod 47). Donc, on a3 = c2+2¢) =

1+ 2¢Z (mod 4r). Mais, par ailleurs, on a

1422 = 3 (mod 4m) sicg=1 (mod 2)
3+ 7% (moddr) sicg=1+7 (mod 2).

On en déduit qu’il existe une solution (7, s) au systéme de congruences ci-dessus
si et seulement si ¢ = 1 (mod 2). On conclut alors au lemme avec [Pap93,

prop.4|.
Lemme 3.41 Supposons cg =1 (mod 2). Alors, on a
d=0+m1-c)+1+75+7° (mod «'?).

Démonstration. On a ¢ = +1 (mod 4), d’oi, €2 = 1 (mod 7°), puis * = 1
(mod 7®) (lemme 3.14). En réduisant I'égalité (3.22) modulo 2, on obtient ¢} =
1 (mod 2). Puis, d’aprés le lemme 3.11, on a ¢j = ¢ (mod 4r) et, comme
cg =1 (mod 2), ¢ = 1 (mod 47). Comme d’aprés la relation (3.22), on a
AP =cf (mod 47), il vient ¢ = 1 (mod 47). On en déduit ¢Z = 1 (mod 77),
puis ¢ = ¢} (mod 77). D’ou c4 = ch (mod 77) avec la relation (3.22) réduite

modulo 77. Posons donc ¢ = ¢ + 77a, avec a € Ok. On a

A =cf +3rcta (mod 7).
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Or, ¢t =1 (mod 7®) et 3 = 1 + 72 (mod 72), donc ¢} = ¢ + 7n7a + 7a
(mod 1), puis
B =cdd—cZ+na+na (mod r'?).

Mais, comme ¢ = 1 (mod 7°) car ¢ =1 (mod 2), on a c¢f +1 =2 (mod 7°)
et

=R HD(E-1)=2(cF-1)=2(c), —7Ta—1) (mod 7'°).
Autrement dit, on a ¢ —cZ = 2¢,—2—7"a+7%a (mod 7°) et P —c = ) +cF—
2+7% (mod 7'?). Par ailleurs, d’aprés Uhypotheése (C1), on a ¢ —c2 = 78+
(mod 71%). On en déduit donc
dh=—ct+2+7m+n%a+1) (mod ™).
Or,onan?(a+1) = 72(c)—cZ+7"). Donc (1-72)c), = —(1+7?)cZ +2+7S+

(mod 71%). D’ou

(1—c)+1+78+7° (mod 7'°).

1— 72

Enfin, on a (14+72)/(1—-72) = 1+7* (mod 7°) et donc le résultat car ¢z —1 = 0
(mod 7°). Cela démontre le lemme.

1 /3, _ 173, , _
a2:71'2<606_1)7 a4:7r4(€2(06—c4)—4 ;

1

Cg /2 /
as = — 6—3(06 —364—2)—4 .

76

Posons

Proposition 3.42 Supposons (v(cs),v(ce),v(A)) = (4,6,8). Alors, I’équation
2 2 4 3 2
y —I—Exy—i—ﬁy::v + a2x” + a4z + ag, (W)

définit un modeéle de Weierstrass entier de E pour lequel on a

6

ar=— (¢ —1) +e (mod 4), a6£€2<€+1)+7r2—|—773 (mod 4)
m

2
ag +cag =7 (mod 4), 7as (Clg + 2) =a4—¢ (mod 4).
i

Démonstration. Le changement de variables

1 ¢ 2
X:x—l——c—G; Y:y—i-g-&-f
2 e T m
transforme le modéle (Wp) de E en le modéle de la proposition.
Les éléments 2/m et 4/72 sont entiers. D’aprés le lemme 3.40, on a cj = 1
(mod 2). Donc, d’aprés le lemme 3.14, le coefficient agy est entier. Vérifions que
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les coefficients a4 et ag le sont aussi et qu’ils satisfont aux congruences annoncées.
D’aprés le lemme 3.41, on a

3

o= G (ef —(L+a)(1—¢f) —1) =4 (mod 7°)

563(2+7r)( 2_1)_4 (mod ).

Or, ¢ —1=0 (mod 7°), donc v(as) = 0 et a4 est une unité de Ok . Puis, on a
7r4a4 =2(c — 1) —4 (mod 7%) et

ay = (;) %(cg? —1) - (;)2 (mod 4).

On en déduit la congruence annoncée pour ay car v(cg —1) > 5 et 2/7% est une
unité.
Examinons & présent le coefficient ag. On a, d’apreés le lemme 3.41,

C,
ﬂ'Gaﬁ =
€

(cf —3cy—2)—4

/
-6
3
/
c—g (cf =31+ (1—cf)—5)+7m°+7" -4 (mod n'?)
%

" (4+37")(cg—1)—4)+7°+7° -4 (mod 7'%).

Or, 4+ 37* =0 (mod 7°) et ¢ —

0 (mod 7°), donc 78ag = —4cf/e® — 4+
78 + 72 (mod 7'?). Puis, comme 1(

i (mod 7%), on a

7r6a64< >+7T + 7 (mod «'?).

D’ou v(ag) > 0 car ¢g/e +1 =0 (mod
a65—<7r22)27r12<c6+1>+7r2+7r3 (mod 4).

D’ou la congruence annoncée pour ag par définition de e.
On en déduit que 'on a

2) et on a

_€ (3 2 3
3ag = = (608 + 3) + 7+ 7 (mod 4).
Or,3=-5=-1-4 (mod 7°), donc

_ (3, 4 2 3
3a6:7r2<506_1>_7r2€+7r +7°  (mod 4).
Or, 4 =7* (mod 7%), donc, par définition du coefficient az, on a 3ag = eay + 7
(mod 4). C’est la congruence voulue.

Enfin, on a, par définition du coefficient ag,

2 1 /3, 3, C1/(9 ,
as <a2+ 7r2> = <€c6 - 1> <566+ 1) = (6206 -1 (mod 4)

L =1) (mod4) car 9/t =1 (mod x°)

=a4—¢ (mod 4)
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d’aprés la premiére congruence. Cela achéve la démonstration de la proposi-
tion 3.42.

Posons

r= % +7 et t=m.
Notons by, by, bg et b les invariants standard associés au modeéle (W) de E.
Lemme 3.43 Supposons (v(cs),v(cs),v(A)) = (4,6,8). Alors, on a
bg + 3rbg 4+ 3r2by + 13by + 3r* =0 (mod 7°).

De plus, la courbe E correspond a un cas > 7 de Tate si et seulement si on a
(az +1)(72 + 2a2) + 2 = w2 + 72 (mod 4).

Démonstration. On considére le modele (W) de E de la proposition 3.42. On a
2\? 23 4\°
by = () +4az; ba=—; +2a4; bg= <3> + 4ag;
™ T T
2\ 2 3 94
bs = (> ag — —704 + 4asag + a2 — CLZ.
T T T
On en déduit que l'on a les congruences suivantes :
by = —en® 4 4ay;  (mod 47), by =2(ag—e)=0 (mod 4r),
be = 72 +4ay (mod 4r), bs = m2(ag — cag) +1+4as =1 (mod 47)

car as — £ag = 2as (mod 7).
L’entier r de Ok est une unité de Ok et on a

bs + 3rbg + 3r2by + r3by + 3r* = 1+ 3rw? + day — er®n® + das + 3 (mod 4)
=4+ 7%3—er?) (mod 4n)

=4+ 72 ((732)2 — 7"2) (mod 4).

Or, r?2 = (2/7?)%? + 72 (mod 7). Donc 4 + n2((2/7%)? — r?) = 0 (mod 4n).
Autrement dit, r = 2/72 + 7 vérifie la condition (a) de [Pap93, prop. 3]. On a
alors, d’aprés les congruences de la proposition 3.42,

2 2 ? 2 °
a6+ra4+r2a2+r3=a6+<2+7T>a4+(2+7r) a2+(2+7r)
i ™ e

— 3 2 2 2
=7n" —eag + 72+7T e+ m as a2+7
7T' 7T

+ (732 + F)QGQ + (732 - 7r>3 (mod 4) (3.23)

3 2 2 4 9
T —caxgte| = + e + 2a9 az + — | —eaz + —az +maz
T T T

2
6(2>+7r5+2+7r3 (mod 4)
T

73 (agy + 1) + 2as(ay + 1) + 2 = (az + 1)(7 + 2a) +2  (mod 4).
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Par ailleurs, on a v((az + 1)(73 + 2a2)) > 3, donc en particulier,
ag +rag +rlay +r°=2=7% (mod 73).

On a alors, avec t = T,

4 ) 2
t{= )+ +rt(=
s s

2 2 2 2 2 d
Ll +7° 42 = +7 (mod 4)
=l 47?24+ 72 +7° (mod 4) (3.24)
=2+ (mod 4).

Donc, en particulier, t(4/7%) + t2 + rt(2/7) = 72 (mod 7). On déduit alors
de [Pap93, prop. 3] appliqué a r et ¢ et des congruences (3.23) et (3.24) que l'on
est dans un cas > 7 de Tate si et seulement si (ag + 1)(73 + 2az) +2 = 7% + 73
(mod 4). D’ou le lemme.

Lemme 3.44 Supposons cy =1 (mod 2). Alors, v((az + 1)(7® + 2az)) > 3. De
plus, on a (az + 1)(m3 + 2a2) = 7 (mod 4) si et seulement si az =0 ou 1+ 7
(mod 2).

Démonstration. D’aprés ’hypothése faite, le coefficient ay est entier et 'on a
v((az + 1)(7® + 2az2)) > 3. De plus, (az + 1)(7® + 2a2) = 7 (mod 4) si et
seulement si v((ag + 1)(73 + 2a2)) = 3. Or, v((az + 1)(7% + 2as)) = 3 si et
seulement si v(az) > 2 ou v(az + 1) = 1. D’ou le résultat.

Proposition 3.45 Supposons K € Q1. On a |®| = 3 si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites

1. on av(A) =8 (mod 12);
2. onacy=1+m? (mod4) ouchy =1+ (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’aprés [Kra90, th.2(i)], E est de type
IV ou IV*. Donc, d’aprés le lemme 3.39, E est de type IV* (cas 8 de Tate) et
v(A,,) = 8. Quitte a faire un changement de variables, on peut de plus supposer
que 'on a (v(cq),v(cg), v(A)) = (4,6,8). Puis, d’aprés le lemme 3.40, on a cg = 1
(mod 2). Comme on est dans un cas > 7 de Tate, on a, d’aprés le lemme 3.43,
(a2 +1)(73 +2a) +2 = 7% + 73 (mod 4). Donc, comme K est dans €, il vient
(az + 1)(7® + 2a3) = 0 (mod 4). Autrement dit, d’aprés le lemme 3.44, on a
az = 1 ou 7 (mod 2). Or, par définition du coefficient as, lorsque K est dans
Qq, on a, d’aprés le lemme 3.14,

n2ay = —cy — 1 (mod 4), d’ou ¢ = w2ag — 1

=nlay+ 1+ 7>+ 73 (mod 4).

On en déduit que 'on a cf =1+ 72 (mod 4) ou ¢y =1+ 72 (mod 4).
Réciproquement, supposons les deux conditions de I’énoncé satisfaites. Alors,
c¢g = 1 (mod 2) et, d’aprés le lemme 3.40, on a v(A,,) = 8. Quitte a faire
un changement de variables, on peut supposer que l'on a (v(eq),v(cg), v(A)) =
(4,6, 8). D’aprés 'appendice 3.5, E correspond alors & un cas 6, 7 ou 8 (type IV*)
de Tate. Par ailleurs, comme K est dans (4, on a ay = (3¢ — 1)/7% (mod 2),
d’ottag = 1oun (mod 2). Donc, d’aprés le lemme 3.44, on a (ag+1)(73+2az) =
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0 (mod 4), puis, comme K est dans Q, (a2 +1)(72+2a2)+2 = 72 +73 (mod 4).
Autrement dit, d’aprés le lemme 3.43, on est dans un cas > 7 de Tate. Vérifions
que 'on est alors dans un cas 8 de Tate. Toujours d’apreés le lemme 3.43, comme
la condition (a) de [Pap93, prop. 4] est vérifiée, on doit s’assurer qu’il existe un
entier s de Ok tel que

az+r=s*+st (mod 2).

Or, c’est bien le cas car ag = 1 oun (mod 2) et r =1 (mod 2). En effet, on a ou
bien az +1 =0 (mod 2) et on choisit s =0, ou bien ag +1 =1+ 7 (mod 2) et
on choisit s = 1. La condition (b) de [Pap93, prop. 4] est donc vérifiée et on est
bien dans un cas 8 de Tate. On conclut alors que |®| = 3 avec [Kra90, th.2(i)].
Cela démontre la proposition.

Proposition 3.46 Supposons K € Qy. On a |®| = 3 si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites

1. v(A) =8 (mod 12);
2. cg=1 (mod4) oucy=1+nr2+ 7 (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’aprés [Kra90, th.2(i)], F est de type
IV ou IV*. Donc, d’apreés le lemme 3.39, F est de type IV* (cas 8 de Tate) et
v(A,,) = 8. Quitte a faire un changement de variables, on peut de plus supposer
que Pon a (v(cq), v(cg), v(A)) = (4,6,8). Puis, d’aprés le lemme 3.40, on a ¢ = 1
(mod 2). Comme on est dans un cas > 7 de Tate, on a, d’aprés le lemme 3.43,
(az +1)(73 +2a) +2 = 72+ 73 (mod 4). Donc, comme K est dans {2, il vient
(az + 1)(m3 + 2a2) = 7® (mod 4). Autrement dit, d’aprés le lemme 3.44, on a
as =0oul+7m (mod 2). Or, par définition du coefficient aq, lorsque K est dans
Qo, on a, d’apreés le lemme 3.14,

m2ay = — 1 (mod 4), d’ou ¢ = m2ags +1 (mod 4).

On en déduit que 'on a ¢f = 1 (mod 4) ou ¢f = 1+ 72 + 73 (mod 4).

Réciproquement, supposons les deux conditions de I’énoncé satisfaites. Alors,
cg = 1 (mod 2) et, d’aprés le lemme 3.40, on a v(A,,) = 8. Quitte a faire un
changement de variables, on peut supposer que l'on a (v(cq),v(cs),v(A)) =
(4,6, 8). D’aprés 'appendice 3.5, E correspond & un cas 6, 7 ou 8 (type IV*) de
Tate. Par ailleurs, comme K est dans Qs, on a ay = (5 — 1)/72 (mod 2), d’ott
az = 0ou l+7 (mod 2). Donc, d’aprés le lemme 3.44, on a (ag + 1) (7% +2a2) =
7% (mod 4), puis, comme K est dans Qo, (ag + 1)(73 + 2a2) + 2 = 72 + 73
(mod 4). Autrement dit, d’aprés le lemme 3.43, on est dans un cas > 7 de
Tate. Vérifions que 'on est alors dans un cas 8 de Tate. Toujours d’aprés le
lemme 3.43, comme la condition (a) de [Pap93, prop. 4| est vérifiée, on doit
s’assurer qu’il existe un entier s de O tel que

as +7r=s+st (mod 2).

Or, c’est bien le cas car aa = 0 ou 1 + 7 (mod 2) et r = 1 + 7 (mod 2). En
effet, on a ou bien as + 1+ 7 = 1+ 7 (mod 2) et on choisit s = 1, ou bien
az +1+7 =0 (mod 2) et on choisit s = 0. La condition (b) de [Pap93, prop.
4] est donc vérifiée et on est bien dans un cas 8 de Tate. On conclut alors que
|®| = 3 avec [Kra90, th.2(i)]. Cela démontre la proposition.
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Cas ou v(j) =8

On suppose que le modéle de Weierstrass de E vérifie v(j) = 8 et la condi-
tion (C2), i.e. 7/ =1+ 72 (mod 27). D’aprés la formule (3.18), on a

- =N (3.25)

Lemme 3.47 La courbe E n’est pas de type IV*. Supposons qu’elle soit de
type IV . Alors, on a v(A,,) = 4.

Démonstration. D’aprés [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV*, on a v(A,,) = 8.
C’est en contradiction avec la condition v(j) = 8. Par ailleurs, si E est de type
IV, on a v(A,,) = 4. D’ou le lemme.

Lemme 3.48 Supposonsv(A) =4 (mod 12). Alors, v(A,,) = 4 si et seulement
sicg =1 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(A) =4 (mod 12). D’aprés appendice 3.5, quitte
a faire un changement de variables, on peut supposer que 'on a

(v(ca),v(ce),v(A)) = (8,12, 16).

Le modéle (Wy) de E est alors entier et la courbe E correspond & un cas 7 de
Tate ou & un cas non minimal. Exactement comme dans la démonstration du
lemme 3.39, on montre qu’il n’est pas minimal si et seulement si on a ¢g = 1
(mod 2). D’ou le lemme.

Lemme 3.49 Supposons cs =1 (mod 2). On a ¢} = ¢ + en* (mod 77).

Démonstration. On a ¢ = +1 (mod 4), d’oi, €2 = 1 (mod 7°), puis ¢* = 1
(mod 78) (lemme 3.14). En réduisant I'égalité (3.25) modulo 2, on obtient ¢} =
1 (mod 2). Puis, d’aprés le lemme 3.11, on a ¢} = ¢ (mod 47) et ¢ = 1
(mod 47) car ¢g = 1 (mod 2). Comme d’aprés la relation (3.25), on a ¢ =
cZ + 7t (mod 4r), il vient
dy=14+7" (mod 4r). (3.26)
On en déduit ¢2 =1+ 27* =1+ 7% (mod 473), puis
B =c,+7% (mod 473). (3.27)

Par ailleurs, d’aprés la relation (3.26), on a, en particulier, ¢j = 1 (mod 27),
donc I'hypothése 5/ = 1 + 72 (mod 27) implique

A'=1+4+7* (mod 27). (3.28)
Autrement dit, on a, d’aprés I'égalité (3.25) et la congruence (3.27),

&= +er* (modn’),
car e2 =1 (mod 7°%) donc, en particulier, €2 =1 (mod 27). D’oit le résultat.

Posons
4 72 /) .

1, 13
agzﬁ(?)scﬁ—l); a4:ﬁ;2(5 cg — ¢y

1 ¢
_ 6 6 /2 .t 2
a5 = —5 3 (5 cg — 3cy€ 2) .
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Proposition 3.50 Supposons (v(cs),v(ce),v(A)) = (4,6,4). Alors, I’équation
2

v+ ;acy = 22 + asz® + a4z + ag, (W)

définit un modeéle de Weierstrass entier de E pour lequel on a ay = 1 (mod 2)
et ag =1 (mod 7).

Démonstration. Le changement de variables

/
£Cg

X =+ —;

a2’ Y:y+

x
s
transforme le modeéle (W) de E en le modéle de la proposition.

Le coefficient 2/7 est entier. D’aprés le lemme 3.48, on a ¢ = 1 (mod 2).
De plus, d’aprés le lemme 3.14, le coefficient as est entier. Vérifions que les
coefficients a4 et ag sont entiers et satisfont aux congruences annonceées.

On a

3 3 4
mtay = (' — ¢)) = 5(c§ —¢)) =3— = (mod 7°),
€ € €
car e* =1 (mod 7°) et, d’aprés le lemme 3.49, ¢} = ¢ +7* (mod 7%). Dot le
fait que ag =1 (mod 2).

Examinons & présent le coefficient ag. On a, d’aprés le lemme 3.49,

3
6—,71'6% =c2c — 3cje? — 2% (mod 47%)
Ce
=c2(f -3¢, —2) =e?(—2¢f, — 2 —en?)  (mod 473),
care* =1 (mod 77). Or, —en* = —12 et, d’aprés le lemme 3.49 et la congruence

cg=1 (mod 2),onac),+1=2+7* (mod 47). Donc
e 4 6 3
—7mlag = —21" =7n°  (mod 47°).
6

Comme &3 /cf est une unité de Ok, il en résulte ag = 1 (mod 7) et la proposi-
tion.

Lemme 3.51 Supposons (v(cq),v(cg),v(A)) = (4,6,4). Alors, E ne correspond
pas a un cas 4 de Tate.

Démonstration. D’aprés I'appendice 3.5, la courbe E correspond & un cas 3
(II),4 (IIT) ou5 (IV) de Tate. Soit (W) le modéle de E de la proposition 3.50.
Supposons qu’il corresponde & un cas > 4 de Tate. D’aprés la congruence a4 = 1
(mod 2), r = 1 satisfait a la premiére relation de divisibilité de [Pap93, prop.
2]. On a par ailleurs, avec les notations de [Tat75],

by =72 (mod 27); by=n> (mod2m); bg=0 (mod 27);

2a6 —1 (mod 27).

Donc, bg + 3bg +3by +bs +3 = 72ag +2 = 7%(ag +1) (mod 27). D’oti le résultat
d’apres [Pap93, prop. 2] et la congruence ag =1 (mod ).

ngﬂ'
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Lemme 3.52 Supposons (v(cq),v(ce),v(A)) = (4,6,4). Alors, az et ag sont
entiers et on a

1
ay = — (ecg+1) (mod2), cg=n’az—e (mod4).
m

et

1
ag = —(cf —3c4 —2) (mod2), c=—cf+6+n’a (modr®).
m
Démonstration. Les éléments as et ag sont entiers d’aprés la proposition 3.50.
On a, 3¢ = —¢ (mod 4), d’ou les deux premiéres congruences. De plus, on a
et =1 (mod 7®) et 2 =2¢? (mod 78). Donc

/
ag = %6 (¢ —3c,—2) (mod 2).

1
76
Do la troisiéme congruence car c;/e =1 (mod 2). On en déduit

1
¢y = mlag + 5(0’62 —2) (mod 7).
Or, 1/3 = —1 (mod 27) et ¢ — 1 = 0 (mod 4r) car ¢ = 1 (mod 2). Donc,

(@ —1)/3=1—c} (mod 7®). Comme par ailleurs, —1/3 =5 (mod 7%), on en
déduit la derniére congruence et le lemme.

Proposition 3.53 On a |®| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites

1. on av(A) =4 (mod 12) ;
2. il existe (a,b) € L1 tel que ¢j = a (mod 78) et ¢y =b (mod 7).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’aprés [Kra90, th.2(i)], E est de type IV
ou IV*. Donc, d’aprés le lemme 3.47, E est de type IV (cas 5 de Tate) et
v(A,,) = 4. La premiére condition est donc satisfaite et d’aprés le lemme 3.48,
onacg =1 (mod 2). De plus, quitte a faire un changement de variables, on peut
supposer que l'on a (v(eq),v(cg), v(A)) = (4,6,4). D’apreés la proposition 3.50,
le modele (W) de E est entier. Exprimons & présent le fait que ’on n’est pas
dans un cas 3 de Tate. On a ag =1 (mod 2), donc r = 1 satisfait a la premiére
relation de divisibilité de [Pap93, prop. 1].

Supposons az = 1 (mod ). Alors, ¢ = 0 satisfait a la seconde relation. Puis,

as+as=ag+as+ax+1=0 (mod 2),

car on est dans un cas > 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]).
Supposons as =0 (mod 7). Alors, t = 1 satisfait a la seconde relation. Puis,

2
agt+astays——=as+tag+1+7=0 (mod 2),
™

car on est dans un cas > 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]). Dot as +ag =1+ 7
(mod 2). Autrement dit, on a as +ag =0 ou 1 + 7 (mod 2). De plus, d’aprés le
lemme 3.52, on a

cg=mag —¢ (mod4) et c¢y=—cZ+6+7% (mod7®). (3.29)
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Par ailleurs, d’aprés la proposition 3.50 et les congruences as +ag =0ou 1+
(mod 2), on a

(az (mod 2),as (mod 2)) € {(0,1+7),(1,1),(w,1),1+m,1+m)}.

On déduit alors des congruences de la formule (3.29) les quatre couples (¢} + ¢
(mod 7®), ¢4 (mod 4)) possibles. A chaque classe ¢ (mod 4) correspond quatre
valeurs possibles pour ¢ (mod 7%). En remplacant ¢ (mod 78) par sa va-
leur dans la seconde congruence de (3.29), on obtient ainsi les seize couples
(¢} (mod 78),cf (mod 7%)) de I'ensemble L;.

Réciproquement, supposons les conditions de I’énoncé satisfaites. Alors, on
a cg = 1 (mod 2) et, d’aprés le lemme 3.48, v(A,;,) = 4. Quitte a faire un
changement de variables, on peut supposer que 'on a (v(cq),v(cg),v(A)) =
(4,6,4). Alors, d’aprés Uappendice 3.5, E correspond a un cas 3, 4 ou 5 de Tate.
Montrons que E ne correspond pas & un cas 3 de Tate. Comme a4 est une unité,
r = 1 satisfait a la premiére relation de divisibilité de [Pap93, prop.1]|. De plus,
d’aprés le lemme 3.52, on a

as = % (ecg+1) (mod2) et ag= %(c&2 -3¢y —2) (mod 2).
On vérifie alors que pour chacun des seize couples de I’ensemble L1, on a as +
ag =0oul+n (mod 2).

Supposons as + ag = 0 (mod 2). Alors, t = 0 satisfait a la seconde relation
de divisilité de [Pap93, prop.1] et ag + a4 + az + 1 = 0 (mod 2), donc on est
dans un cas > 4 de Tate. De méme, si as + ag = 1 + 7 (mod 2), alors, t = 1
convient et ag + a4 + az —2/m = 0 (mod 2) et on est encore dans un cas > 4
de Tate. Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.51, on n’est pas dans un cas 4 de Tate.
On est donc dans un cas 5 (type I'V) et |®| = 3, d’aprés [Kra90, th.2(i)].

Cas ou v(j) = 16

On suppose que le modeéle de Weierstrass de E vérifie v(j) = 16 et la condi-
tion (C2), i.e. 7/ = 1+ 72 (mod 27).

Lemme 3.54 La courbe E n’est pas de type IV . Supposons qu’elle soit de ty-
pe IV*. Alors, on a v(A,,) = 8.

Démonstration. D’aprés [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV, on a v(A,,) = 4.
C’est en contradition avec la condition v(j) = 16. Par ailleurs, si E est de
type IV*, alors v(A,,) = 8. D’ou le lemme.

/ /

c 2\ ¢
ay = —3—3 et as=—|—=3 =,
€ ™

Posons

Proposition 3.55 Supposons (v(cy),v(cs),v(A)) = (8,10,8). Alors, ’équa-
tion

y? =123 +agr + ag (W)
définit un modéle de Weierstrass entier de E. De plus, les coefficients a4 et ag
sont deux unités de Ok satisfaisant aur congruences suivantes :

2

as=c, (mod4), ag= (2> ¢g  (mod 4)
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et
a;=1 (mod?2), a4=a2+nr* (mod 2n).

Démonstration. Sous 'hypotheése (v(eq), v(cg),v(A)) = (8,10,8), le modéle pro-
posé n’est rien d’autre que le modéle (Wy) de E. En effet, on a

C4 cy Ce 2\ ¢
48 2 C 864 <w2> EA

Les coefficients a4 et ag sont deux unités de Og. De plus,

o ;o
a4 = -5 =0 (mod 4)

2\ ¢ (7,
a6:—(71_2>€?):(2>c6 (mod 4)

car €2 =1 (mod 4). On a enfin

8 3 3
2 a a
-/ 4 e
= (2) % =% (40d 27).
J (71'2> a +4(as/3)%  a? (mo )

et

D'ou a} = a2 + 72 (mod 27), d’aprés la condition (C2). Or, ag étant une unité
de Ok, onaa =1 (mod 2). D'ott ay =1 (mod 2) et a3 =1 (mod 4). Dot le
résultat.

Lemme 3.56 Supposons que E soit de type IV*. Alors, cj = 2/7? (mod 2).

Démonstration. D’aprés le lemme 3.54, on a v(A,,) = 8. Donc, quitte a faire
un changement de variables, on peut supposer que 1’on a (v(cs),v(cg),v(A)) =
(8,10,8). On considére alors le modéle (W) de E de la proposition 3.55. On a
ag =1 (mod 2) et ag = (7%/2)cy (mod 2). D’aprés [Pap93, prop.1] appliquée a
r =t =1, on a alors, comme F correspond & un cas 8 de Tate,

2
0=as+tar=1+ (2> cg  (mod 2).

D’ou le résultat.

Lemme 3.57 Supposons que l'on a (v(cs),v(ce),v(A)) = (8,10,8) et cy = 2/m?
(mod 2). Alors, la courbe E est de type IV* si el seulement si ag + ag = 0 ou
72 + 73 (mod 4).

Démonstration. D’aprés 'appendice 3.5, la courbe E correspond & un cas 3, 4,
6, 7 ou 8 (type IV*) de Tate. Pour le modele (W) de E de la proposition 3.55,
on a, avec les notations de [Tat75],

6, 2\ ¢
b2:0; b4:2a4:78—2c4; bg = dag = —4 <7T2) 573’
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D’aprés les hypothéses faites et la proposition 3.55, on a ag = (72/2)cy = 1
(mod 2) et ay = 1 + 72 (mod 27). Donc, d’aprés [Pap93, prop.1| appliqué a
r =t =1, on est dans un cas > 4 de Tate. De plus, comme ¢ = £1 (mod 4), on
a

bs 4+ 3bg+3by+by+3=-9—-4—18(1+72)+3=0 (mod 4n).

Donc d’apres [Pap93, prop.2] appliqué a r = 1, on est dans un cas > 5 de Tate.
Vérifions que l'on n’est jamais dans un cas 7 de Tate. En effet, d’aprés ce qui
précéde, r = 1 satisfait a la condition (a) de [Pap93, prop. 3| et s = 1 satisfait
a la condition (b). D’ou le fait que l'on n’est jamais dans un cas 7 de Tate.
Autrement dit, on est dans un cas 8 de Tate si et seulement si on n’est pas dans
un cas 6, c’est-a-dire, d’aprés [Pap93, prop.3(b)], si et seulement si il existe ¢
dans O tel que ag + a4 + 1 =t? (mod 4). Or, ag + a4 + 1 étant une unité de
Ok, on en déduit que t € Uk et on conclut avec le lemme 3.11.

Proposition 3.58 On a |®| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites

1. on av(A) =8 (mod 12) ;
2. il existe (a,b) € Lo tel que ¢ = a (mod 4) et ¢ =b (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’aprés [Kra90, th.2(i)], E est de type IV
ou IV*. Donc, d’aprés le lemme 3.54, F est de type IV* (cas 8 de Tate) et
v(A,,) = 8. Quitte a faire un changement de variables, on peut supposer que
l'on a (v(ca),v(cs),v(A)) = (8,10,8). D’aprés le lemme 3.56, on a de plus,
cg = 2/7? (mod 2). Donc d’aprés le lemme 3.57 on a a4 + ag = 0 ou 72 + 73
(mod 4). Or, d’aprés la proposition 3.55, on a

2

as+ag =y + (7;) cg  (mod 4)

On en déduit que l'on a, ou bien ¢, = —(7%/2)cs (mod 4), ou bien, ¢j, =
—(7%/2)cg+m2+m3 (mod 4). En distinguant chaque fois selon les quatre valeurs
possibles pour ¢ (mod 4), on obtient les huit couples (¢} (mod 4),c¢f (mod 4))
possibles. On vérifie alors qu’il existe (a,b) € Lo tel que a (resp. b) soit un
représentant de ¢ (resp. ¢;) modulo 4.

Réciproquement, si les deux conditions de I’énoncé sont satisfaites, alors
d’aprés I'appendice 3.5, quitte & faire un changement de variables, on peut sup-
poser que l'on a (v(cq),v(cs),v(A)) = (8,10,8). On vérifie de plus que l'on a
nécessairement c; = 2/72 (mod 2). D’aprés la proposition 3.55 et la seconde
hypotheése, il vient alors :

2

a4+a6502+(7;)06500u772+7r3 (mod 4)

Donc d’aprés le lemme 3.57, F est de type IV*. D’ou |®| = 3 d’aprés [Kra90,
th.2(i)].
Cas ou v(j) =20

On suppose que le modeéle de Weierstrass de E vérifie v(j) = 20 et la condi-
tion (C1’), ie. ¢y =1+ 7 (mod 2).
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Lemme 3.59 La courbe E n’est pas de type IV*. Supposons qu’elle soit de
type IV . Alors, on a v(A,,) = 4.

Démonstration. D’aprés [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV*, on a v(A,,) = 8.
C’est en contradiction avec le condition v(j) = 20. Par ailleurs, si E est de type
IV, alors v(A,,) = 4. D’ou le lemme.

Lemme 3.60 Supposons v(A) = 4 (mod 12). Alors, on a v(A,,) = 4 si et
seulement si ¢ = 72 /2 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(A) = 4 (mod 12). Alors, d’aprés Pappendice 3.5,
quitte a faire un changement de variables, on peut supposer que ’on a

(v(cq),v(ce),v(A)) = (12,14, 16).

Le modele (Wp) de E est alors entier. D’aprés Pappendice 3.5, il correspond a
un cas 10 de Tate ou & un cas non minimal. Examinons donc & quelle condition
il est minimal. Avec les notations de [Tat75], on a, pour le modéle (Wy) de E :

Ce 3 2Ch (C4>2
by = —4—0 = 937256, po—  (£4)7
6 864 T 48

En particulier, on a v(bg) = 8, donc r = 0 satisfait a la condition de [Pap93,
prop.6]. S’il existe un entier x de K tel que

b = x> (mod 7'?),

alors on a nécessairement v(z) = 4, car v(bg) = 8. Puis, il vient

o = (W;) (;ﬂ)Q (mod 2).

D’ott ¢ = 72/2 (mod 2) car x/27% € Ux.
Réciproquement, si Pon a c¢j = 72/2 (mod 2), alors z = 22 convient. Avec
[Pap93, prop.6], cela démontre le lemme.

2
_ cﬁL_ 11 2 , 3 2
04—-3;, 0/6——;? ﬁ CG+E ﬁ .

Proposition 3.61 Supposons (v(ca),v(cs),v(A)) = (8,8,4). Alors, I’équation

Posons

4
v+ ﬁy:x?’—i—aw—i—a(g, (W)

définit un modéle de Weierstrass entier de E pour lequel on a ay = 1+ 7
(mod 2).

Démonstration. Le changement de variables

2
X =uz; Y=y+—5
™
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transforme le modéle (Wp) de E en le modéle de la proposition.

Le coefficient 4/7% est entier. Vérifions que les coefficients ay et ag sont
également entiers et que 'on a ag =1+ 7 (mod 2).

On a

C/
ay = 735—‘; =-31+7)=14+7 (mod?2),

car ¢y =1+ 7 (mod 2) d’apreés la condition (C1’).
D’aprés le lemme 3.60, on a cj = 72/2 (mod 2). D’ou

1 ((2 2\?
2. _ T _
mag =3 ((71_2) cg ¢ (71_2) ) =0 (mod 2),

car ¢ =1 (mod 2) (lemme 3.14). D’ou la proposition.

Lemme 3.62 Supposons (v(cq),v(cg),v(A)) = (8,8,4). Alors, E ne correspond
pas a un cas 4 de Tate.

Démonstration. D’aprés 'appendice 3.5, la courbe E correspond a un cas 3
(II),4 (IIT) ou 5 (IV) de Tate. Soit (W) le modéle de E de la proposition 3.61.
Supposons qu’il corresponde & un cas > 4 de Tate. D’aprés la congruence ay =
1+ 7 (mod 2), r = 1 satisfait & la premiére relation de divisibilité de [Pap93,
prop. 2|. On a par ailleurs, avec les notations de [Tat75],

c 4\?
by =0; by= —65—3 =n% (mod 27); bg= <7r3) +4ag = *  (mod 27);
f 2 2
b8:—95—4 =—-(1+n)=—-(1+7") (mod 2m).

Donc, bg + 3bg + 3by + by +3 = —(1+72) + 372 + 372 +3 =0 (mod 27). D’out
le résultat d’aprés [Pap93, prop. 2.

Lemme 3.63 Supposons (v(cq),v(ce),v(A)) = (8,8,4). Alors, ag est entier et
l’on a les congruences

1 2 , _m
a6:ﬁ 1— = g (mod 2) et 06:74—2@6 (mod 4).

Démonstration. Sous '’hypothése faite, on a on a ¢ = 72/2 (mod 2) et I'élément
ag est entier. Comme € = +1 (mod 4), on a de plus,

2 2\?_/2\? 2
2 _
—mag = (71_2> ecg + <7T2) = <ﬂ_2) (1 +3 <7r2) cg) (mod 4).
Or, (2/72)2 =1 (mod 2) et v(1 + 3(2/72)c}) > 2, d’ott
2 — 2 /
mrag =1 — — )% (mod 4)

et la premiére congruence. On en déduit alors la seconde car 7 = 4 (mod 7).
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Proposition 3.64 On a |®| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites

1. on av(A) =4 (mod 12);

2. onacgz%2+2 (mod 4) oucgz%z—kﬂ'g (mod 4).

Démonstration. Supposons |®| = 3. D’apreés [Kra90, th.2(i)], E est de type IV
ou IV*. Donc, d’aprés le lemme 3.59, E est de type IV (cas 5 de Tate) et
v(A,,) = 4. Donc, quitte a faire un changement de variables, on peut supposer
que 'on a (v(cq),v(cs),v(A)) = (8,8,4). De plus, d’aprés le lemme 3.60, on
a ¢y = 72/2 (mod 2). Les coefficients a4 et ag sont alors entiers d’aprés la
proposition 3.61. Exprimons le fait que 'on n’est pas dans le cas 3 de Tate.
On a ag =1 (mod 7), donc r = 1 satisfait a la premiére relation de divisibilité
de [Pap93, prop.1].
Supposons ag = 1 (mod 7). Alors, t = 1 vérifie t> — ag =0 (mod 7). Puis,

as+ag—7m=0 (mod 2),

car on est dans un cas > 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]|). Donc ag =1 (mod 2) car
ay =1+ 7 (mod 2) d’aprés la proposition 3.61.
Supposons ag = 0 (mod 7). Alors, t = 0 vérifie t> — ag =0 (mod 7). Puis,

as+ag+1=0 (mod 2),

car on est dans un cas > 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]). D’oit ag = 7 (mod 2) car
ay =147 (mod 2) d’apreés la proposition 3.61. La troisiéme condition est donc
satisfaite. Autrement dit, on a ag =1 ou 7 (mod 2). Or, d’apreés le lemme 3.63,
on a

2

g = =t 2a¢ (mod 4).
D’ou la seconde condition.

Réciproquement, supposons les deux conditions de I’énoncé satisfaites. Alors,
on a ¢y = n2/2 (mod 2). D’apreés le lemme 3.60, on a donc v(A,,) = 4 et on
peut supposer que 'on a (v(cq), v(cg), v(A)) = (8,8,4). D’aprés 'appendice 3.5,
FE correspond & un cas 3, 4 ou 5 de Tate. Montrons que E ne correspond pas a
un cas 3 de Tate. On considére le modéle de F de la proposition 3.61. Comme
a4 est une unité, r = 1 satisfait a la premiere relation de divisibilité de [Pap93,
prop.1].

Par ailleurs, d’apres le lemme 3.63, on a

e k(1 (2)4)

Do, ag =1 ou 7 (mod 2).

Supposons ag = 1 (mod 2). Alors, ¢ = 1 satisfait a la seconde relation de
divisilité de [Pap93, prop.1l] et ag + ag — 7 = 0 (mod 2), donc on est dans
un cas > 4 de Tate. De méme, si ag = 7 (mod 2), alors, ¢t = 0 convient et
as+ag+1 =0 (mod 2) et on est encore dans un cas > 4 de Tate. Par ailleurs,
d’aprés le lemme 3.62, on n’est pas dans un cas 4 de Tate. On est donc dans un
cas 5 (type IV) et |®| = 3, d’apres [Kra90, th.2(i)].
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Cas ou v(j) > 24

On suppose que le modeéle de Weierstrass de F vérifie v(j) > 24 et que 3 ne
divise pas v(A).

Lemme 3.65 On suppose (v(cq),v(c 6) v(A)) = (> 11,10 8) Alors, E est de
ch =

7\'

type IV* si et seulement si on a ¢y = 5 (mod 4) ou ¢y = 5 +2+73 (mod 4).

Démonstration. On considére le modeéle (Wy) de E. Sous ’hypothése faite, ce
modéle est entier et il correspond a un cas 3, 6 ou 8 (type IV*) de Tate (d’apreés
Pappendice 3.5). De plus, on a

43 )-8 6 _ 2 06
S TialLi ()=8¢ et i <7T2) = (3.30)

Les deux premiéres relations de congruence de [Pap93, prop.1] sont satisfaites
par r =0 et t =1, puis

— 2 /

Autrement dit, on est dans un cas > 4 si et seulement si ¢ = 72/2 (mod 2).
Avec les notations de [Tat75], on a by = —(c4/48)2, donc v(bg) > 6 et r = 0
satisfait la condition (a) de [Pap93, prop.3]. On conclut alors que E est de
type IV* si et seulement si il existe ¢ dans Ok tel que —cg/864 = 2 (mod 4).
D’aprés le lemme 3.11 et la seconde égalité (3.30), c’est le cas si et seulement si

ch = %2 (mod 4) ou ¢ = %2 +2+4 73 (mod 4). D’out le lemme.

Lemme 3.66 On suppose v(A) = 4 (mod 12). Alors, on a v(A,) = 4 si et

2
seulement si ¢y = 5 (mod 2).

Démonstration. D’aprés 'appendice 3.5, quitte a faire un changement de va-
riables, on peut supposer que l'on a (v(cq),v(cg),v(A)) = (> 14,14,16). Le
modeéle (W) de E est alors entier. De plus, on a v(A,,) = 4 si et seulement
si ce modéle est non minimal, c’est-a-dire, toujours d’aprés ’appendice 3.5, si
et seulement si il ne correspond pas & un cas 10 de Tate. Avec les notations
de [Tat75], on a bg = —(c4/48)? et v(cs/48) > 6, donc v(bg) > 12. On en déduit
que r = 0 satisfait la premiére relation de congruence de [Pap93, prop.6]. Par
ailleurs, pour ce modéle, on a bg = —4cg/864 = —8m%cf/e3. Puis, le modeéle (W)
est non minimal si et seulement si il existe x dans Ok tel que
2C6 _ 2 10
—8r =7 (mod 7).

Autrement dit, si et seulement si il existe x dans Ok tel que 872cy = 22

(mod 7'Y). Comme cf est une unité de Ok, si un tel z existe, on a néces-
sairement v(z) = 4 et la congruence ci-dessus équivaut a ¢y = (72/2)(z/2m?)?
(mod 2), puis ¢ = 72/2 (mod 2) d’aprés le lemme 3.11. Réciproquement, si
¢t = 72/2 (mod 2), alors * = 272 satisfait a la congruence ci-dessus. Cela

démontre le lemme.

Posons

/ 1
ag = =35m0 ag = (4 +2m 262)
£ 6 9
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Proposition 3.67 Supposons (v(ca),v(cs),v(A)) = (> 10,8,4). Alors, I’équa-
tion A
y* + ﬁy=$3+a4$+a6, (W)

définit un modele de Weierstrass entier de E.

Démonstration. Le changement de variables
2
X =u; Y=y+ =
7r

transforme le modéle (W) de E en le modéle de la proposition. Les coefficients
4/m3 et a4 sont entiers. Vérifions que c’est également le cas pour ag. D’apreés le

lemme 3.66, on a ¢ = %2 (mod 2). Puis,
/
—7%ag = 4 + 27726—2 =44 2r%c¢; (mod 7%).
5

Comme 4 = 7* (mod 7°), on a donc —7%ag = 0 (mod 7%) et ag est entier. D’ou
la proposition.

Lemme 3.68 On suppose (v(ca),v(cs),v(A)) = (> 10,8,4). Alors, E est de
2
type IV si et seulement si on a ¢ = 5 (mod 4) ou ¢f = 5 + 247 (mod 4).

Démonstration. On considére alors le modéle (W) de E' de la proposition 3.67. 11
correspond, d’aprés 'appendice 3.5, & un cas 3 ou 5 (type IV) de Tate. Comme
v(ag) > 2 (car v(eq) > 10), r = 0 satisfait a la premiére relation de congruence
de [Pap93, prop.1]. On est donc dans un cas 5 de Tate si et seulement si il existe ¢
dans Ok tel que ag = t> +t7 (mod 2), autrement dit, si et seulement si ag = 0
ou 1 + 7 (mod 2). Or, comme —m%ag = 4 + 2n%ecy (mod 7°), la congruence
ag = 0 (mod 2) équivaut a c; = = 72/2 (mod 4). De méme, ag = 1+ 7

T 272e
6 7

(mod 2) équivaut & cf = — 55 + 55 + 5oz = 12/2+ 24 7% (mod 4). D'oit le

lemme.

Proposition 3.69 On a |®| = 3 si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites

(mod 4) ou g = 5 +

4 (mod 12) ou v(A) =8 (mod 12);

)
Démonstration. On suppose que 'on a |®| = 3. Alors, d’aprés [Kra90], E est
de type IV ou IV*. Supposons qu’elle soit de type IV. Dans ce cas, v(A,,;) =

4 et quitte & faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a
2

(v(ea),v(ce),v(A)) = (= 10,8,4). Puis d’aprés le lemme 3.68, on a ¢f = &
(mod 4) ou ¢ = %2 +2+ 7% (mod 4). D’out la premiére condition de 1’énoncé.
De méme, si la courbe E est de type IV*, alors, d’aprés [Kra90], on a v(A,,) =
8 et quitte a faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a

(v(ca),v(ce),v(A)) = (> 11,10,8). D’apres le lemme 3.65, on a donc cg = %2
2
(mod 4) ou ¢ = 5 +2+ 7 (mod 4).
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Réciproquement, supposons que les deux conditions de ’énoncé soient sa-
tisfaites. Si v(A) = 4 (mod 12), comme cf = 72/2 (mod 2), on a v(A,,) = 4
d’apreés le lemme 3.66. Quitte a faire un changement de variables, on peut suppo-
ser que l'on a (v(eq),v(cg),v(A)) = (> 10,8,4). On conclut avec le lemme 3.68
que la courbe E est de type IV. De méme, si v(A) =8 (mod 12), alors d’apreés
lappendice 3.5, quitte & faire un changement de variables, on peut supposer
que T'on a (v(cq),v(cs),v(A)) = (> 11,10, 8) et on conclut que la courbe E est
de type IV* avec le lemme 3.65. Autrement dit, E est de type IV ou IV* et
|®| = 3 d’apres [Kra90, th.2]. D’ou la proposition.

3.4 Annexe A — Exemples

On montre dans cet appendice que tous les cas du théoréme 3.2 se réalisent.
C’est immédiat pour les assertions 1, 2 et 3 en raison de ’existence d’une courbe
elliptique sur K d’invariant j donné. On adopte dans toute cette section les
notations de [Tat75].

3.4.1 Casouwv(j)>24

La courbe d’équation

3 71_13 7T12

2* —_— —_——
Y =T 7487 864

vérifie v(j) = 27 et v(A) = 12. D’aprés le théoréme 3.2, on a |®| = 2 et le
cas 11(a) se réalise.
Vérifions qu’il en va de méme du cas 11(b). La courbe d’équation

3 ’/TH 7T10a

y2:l' 74781:7@, a,VeCCLEUK7

vérifie v(j) = 25 et v(A) = 8. D’aprés le théoréme 3.2, on a donc
1®| = { 3 sia=2/m? (mod4)oua=2/7>+2+7 (mod4)

6 sinon.

et le cas 11(b) se réalise également.

3.4.2 Cas ou U(j) =16, 18 et 20
Pour ¢ = 16, 18 ou 20, ’équation

3678 i2
—1728" " T — 1728

y* + oy = 2° — (3.31)

définit un modéle entier d’une courbe elliptique sur K d’invariant modulaire
j = 7. En particulier, on a j' = 1. De plus, on a

172878 1
8 8
“ mt — 1728 < 1 - - )

1728

7.(.8+i

i k
™
= 1
7o |1 2 (1728)

E>1
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Donc, en particulier, v(cs) = 8+ — 12 et ¢, = % = 1/e3 = 1 (mod 2).

Autrement dit, la courbe ci-dessus ne vérifie ni la condition (C1’), ni la condi-

tion (C2). Cela démontre que les cas 8(b) et 10(b) du théoréme 3.2 se réalisent.
La courbe d’équation

2 3 7712(1+7T)x_L15’
48 864

vérifie v(j) = 18 et ¢ = 1+ 7. La condition (C1’) est donc vérifiée. Avec
I'exemple précédent pour 7 = 18, cela montre que le cas 9 se réalise également.

(3.32)

Cas ot v(j) = 16 et la condition (C2) est vérifiée
On commence par démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.70 Supposons que E soit donnée par une équation de Weiers-
trass entiére de la forme
y2 =3 + asx + ag,

avec ay et ag deux unités vérifiant ay = a% + 72 (mod 27). Alors, on a
(v(ca),v(ce),v(A)) = (8,10,8) et j =1+7* (mod 2r).
Démonstration. On a by = 0, by = 2ay, bg = 4ag et bg = —a3. Donc,
cy = —48a4, cg= —864ag et A= —16(4a3 + 27a?).

Comme ay et ag sont deux unités de O, on a, en particulier, (v(cy),v(cg), v(A)) =
(8,10,8). De plus, on a

-/ a’?l a’i ( d 2 )
=—5————=—(mod 27).
J a? +4(aq/3)3  a?

Or, a3 = 1 (mod 27), car as = a2 (mod 2). D'ot, j/ = ay/a? = 1 + 72
(mod 27). Cela démontre la proposition.

Exemple 3.71 La courbe E d’équation
V= —z+1
vérifie (v(ca),v(ce),v(A)) = (8,10,8), la condition (C2) et |®| = 3.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.70.
De plus, on a
8 1,

—e*=-1 (mod4) et cg=

864  2°.3° 2
™ 3

710 7o 7 g2

¢ = (mod 4).

Le couple (—1,2/7m2) € Ly est alors un représentant modulo 4 du couple (¢}
(mod 4), ¢ (mod 4)). On conclut que l'on a |®| = 3 avec 'assertion 8 du théo-
réme 3.2.

Exemple 3.72 La courbe E d’équation
V=4t +1+7
vérifie (v(ca),v(cs),v(A)) = (8,10,8), la condition (C2) et |®| = 6.
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Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.70.

De plus, on a

864 2
cp = _ﬁ(l +m) = S+ (mod 2).

En particulier, il n’existe aucun couple (a, b) de Lo tel que ¢ =b (mod 4). On
conclut que l'on a |®| = 6 avec lassertion 8 du théoréme 3.2.

Cela démontre que tous les cas de ’assertion 8 se réalisent.

Cas ou v(j) = 20 et la condition (C1’) est vérifiée
On commence par démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.73 Supposons que E soit donnée par une équation de Weiers-
trass entiére de la forme

2 4 3
Y+ 3y =27+ asT + ae,
T

avec ay =14 7w (mod 2). Alors, on a

(v(cq),v(ce),v(A)) =(8,8,4) et c¢y=1+7 (mod 2).

Démonstration. On a by = 2a4 et donc v(by) = 2. On en déduit que ¢4 = —24by
vérifie v(cy) = 8, puis ¢ = —%a;; =-3 (%) as =1+ 7 (mod 2). De méme,

on a bg = (4/73)? 4 4ag et donc v(bg) = 2. D’ott, cg = —216bg vérifie v(cg) = 8.
Enfin, A = —8b3 — 27b2 vérifie v(A) = 4. D’ott la proposition.

Exemple 3.74 La courbe E d’équation
4
y2+ﬁy:x3+(1+w)x+1

vérifie (v(ca),v(ce),v(A)) = (8,8,4), la condition (C1°) et |®| = 3.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.73.
De plus, on a

432 8 8 72
/ — —
=2 <2+6> =2+ 5= +2 (wod4)

On conclut que 'on a |®| = 3 avec l'assertion 10 du théoréme 3.2.
Exemple 3.75 La courbe E d’équation
4
2 _ .3
v+ gy=u + 1+

vérifie (v(cq),v(ce),v(A)) = (8,8,4), la condition (C1’) et || = 6.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.73.

De plus, on a
3456 1 (w2 2
/o = — _ 4 = —
G6=—" 5 = 3(2)5_2 (mod 4).

On conclut que l'on a |®| = 6 avec l'assertion 10 du théoréme 3.2.

Cela démontre que tous les cas de I'assertion 10 se réalisent.
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3.4.3 Casouuv(j) =12

La courbe d’équation

9 14
3 T

2 —_— —_— — —_— ——
T T
vérifie v(j) = 12 et 2v(cg) = 3v(cq)+1. Cela montre que le cas 7a du théoréme 3.2
se réalise.
La courbe d’équation
, 4 7% 16

- - ) U
48$ 864’ ouac Uk

vérifie v(j) = 12 et 2v(cg) = 3v(cq) + 2. Elle vérifie la condition (C1’) si et
seulement si a = 1+ 7 (mod 2). Elle vérifie la condition (C3) si et seulement si
onaa=1+7? (mod4)oua=1+m3 (mod 4). Cela montre que le cas 7b du
théoréme 3.2 se réalise.

La courbe d’équation

vérifie v(j) = 12 et 2v(cg) = 3v(ca)+3. Cela montre que le cas 7c du théoréme 3.2
se réalise.
La courbe d’équation
» 5 % 7

Kl._@’ OUGEUK

vérifie v(j) = 12, v(cq) = 10 et 2v(cg) — 3v(ca) = 4. Elle vérifie la condition (C3)
si et seulement si on a a =1+ 72 (mod 4) ou a =1+ 73 (mod 4). Cela montre
que le cas 7d du théoréme 3.2 se réalise.

Cela démontre que tous les cas de ’assertion 7 se réalisent.

3.4.4 Casouv(j)=4,6o0us’

On considére la courbe E d’équation (3.2) déduite de la courbe d’équa-
tion (3.31). Elle vérifie v(j) = 24 — 4, ou i = 16, 18 ou 20, c’est-a-dire v(j) = 4,

6 ou 8. Ses invariants standard sont notés (cy,cg, A) et satisfont d’apres le
lemme 3.27 aux congruences suivantes :

A=c, (mod2) et j7=1 (mod 4).

En particulier, E ne vérifie ni la condition (C1), ni la condition (C2). Cela
démontre que les cas 4(b) et 6(b) du théoréme 3.2 se réalisent.

De méme, la courbe E d’équation (3.2) déduite de la courbe d’équation (3.32)
vérifie v(j) = 6 et la condition (C1). Avec 'exemple précédent, cela montre que
le cas 5 se réalise également.
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Cas ou v(j) =4 et la condition (C1) est vérifiée

On commence par démontrer le résultat suivant qui est une réciproque par-
tielle & la proposition 3.42.

Proposition 3.76 Supposons que E soit donnée par une équation de Weiers-
trass entiére de la forme

2 2 4 3 2
Yo+ —rYy + Y =" + 27" + a4 + ag,
s s
avec
_ .3 2 2 _
ag +eaz =7 (mod 4) et wag ag+— | =as—¢ (mod 4).
7r

Alors, on a
(v(ca),v(ce),v(A)) = (4,6,8), cg=1 (mod2) et A'=1+7 (mod 2).

Démonstration. On a tout d’abord,

2\? 23 4\?
b2 = <) —+ 4a2; b4 = — + 2@4; b6 = (3> +4a6;
s s s

2 3 4
2 2 2
bg = (> ag — 7&4 + 4a2a6 + —6a2 - ai
7 7 T
On en déduit, avec la définition de €, que l'on a

2 2 2
bg = %5 + 4(12; b4 = g{:‘ -+ 2a4; b6 = %52 -+ 4(16

et

2 2
™ 2 ™ 4

bg = —eag — —¢ca dasa —e%ay — a2
3 3% ~ 3 4+ 26+9 2 4

En utilisant les congruences as = ag (mod 2) et ag =& (mod 27), il vient alors
’U(bg) = 27 ’U(b4) Z 5, U(bﬁ) =2 et U(bs) =0.

On en déduit que cq = b3 — 24by vérifie v(cy) = 4 et cg = —b3 + 36byby — 216bg
vérifie v(cg) = 6. De plus, on a ¢y = —b3 /7% (mod 2), puis, comme by /7% =
(mod 2), il vient ¢5g =1 (mod 2).

Il reste donc & montrer que l'on a, d’une part v(A) = 8 et, d’autre part
A’ =1+ 7 (mod 2). C'est équivalent & montrer A = 7% + 7% (mod 719). On
utilise pour ce faire les congruences suivantes que ’on démontre ci-dessous.

b3 = 7t + 27%y + 7%a3  (mod 7')
—27bg =74 + 78 + 27 + 71'8@% (mod 7'°)
bs =1+ 7° + 4a3 + 27%a;  (mod 7°)

abybs = 27t (ay — )  (mod 710).

D’aprés les égalités précédentes, on a

4 2
b2 = %52 +16a2 + S%eaQ.
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Or, on a €2/9 = 1 (mod 7%), 4 = 7* (mod 7°) et 16 = 7® (mod 7'?). Cela
démontre la congruence (3.33). Pour les mémes raisons, on a

a4

2

bz = ?54 + 16aZ + 8%5(16 = 7'+ 2n%; + 78aZ  (mod 7).

Puis, —27 = -3 =1+ 7* (mod 7). D’oi1 la congruence (3.34).
Montrons a présent la congruence (3.35). On a

71_2 2

™
by = —cag — —cay + 4dasag + —e2as — a2
§ = 37806 — 3€da + dazae + 9 2 — (g

= —n?cag + 2cay + dagag + w2az — a3 (mod 7%).
Or, ay +cag = 7 (mod 4) et ay = ¢ (mod 27). En particulier, —a2 = 1 — 2eay
(mod 7%) car €2 =1 (mod 7%). On en déduit donc que 1'on a

bg = 12(2ay + ) + 1 +4a3 = 1 + 7° 4 4a3 + 27%ay  (mod 7%).

Enfin, on a by = bg = 72 (mod 7°) et by = 2(ay — €) (mod 7°). On en déduit
alors la congruence (3.36).
Déduisons alors des congruences (3.33)-(3.36) celle annoncée pour A. On a

A = —b3bg — 8bj — 27b3 + babab.
D’aprés les congruences (3.33) et (3.34) et 'hypothése a2 = ag (mod 2), on a
—27h2 = b3 +7°  (mod 7'0).
Comme v(8b3) > 10, on a, d’aprés la congruence (3.36) et 1’égalité ci-dessus
A =03(1 —bg) + 7%+ 2n*(ag —e) (mod 7'Y).
D’aprés les congruences (3.33) et (3.35), il vient alors
A =7® + 7% 4+ 4nta3 + 2n%as + 27%(ay — ) (mod 7'0).

Or, d’aprés la congruence de 1'énoncé, ay — ¢ = 7w2a3 + 2az (mod 4), on a
+27%(ay — €) = 47*a3 + 27%ay (mod 71°). En remplagant dans la congruence
ci-dessus, on obtient alors

A=7%4+7° (mod 7'?),
ce qui était le résultat cherché. Cela achéve de démontrer la proposition 3.76.

Exemple 3.77 Supposons K dans . La courbe E d’équation
2, 2 4 3 2 3 3
y+;xy+;y::z: —z*+(1+m)z+14+7

vérifie (v(ca),v(cs),v(A)) = (4,6,8), la condition (C1) et |®| = 3.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.76.

De plus, on a
) 96 20 95
=-37T— —-3-5— +3— d 4).
% 12 5 T35 (mod4)
Dot ¢ = &+ 2+ 72 (mod 4). Or, comme K est dans ;, on a cg = 1 + 73
(mod 4). On conclut que l'on a |®| = 3 avec I’assertion 4 du théoréme 3.2.
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Exemple 3.78 Supposons K dans Q1. La courbe E d’équation
2 4
v+ oy + Sy=2"+z+n°
T T
vérifie (v(cq),v(cs),v(A)) = (4,6,8), la condition (C1) et |®| = 6.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

/ 26 2 25
Or, comme K est dans Q;, on a ¢y =1+ 72+ 73 (mod 4). On conclut que 'on
a |®| = 6 avec l'assertion 4 du théoréme 3.2.

Exemple 3.79 Supposons K dans €y. La courbe E d’équation
2 4
y2+fxy+—3y=x3—x—|—7r3
T T
vérifie (v(cq),v(ce),v(A)) = (4,6,8), la condition (C1) et |®| = 3.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

26 25

_ 22" _
cg——37ﬁ+3 =c+2 (mod4).

w8
Or, comme K est dans {22, on a ¢ = 1 (mod 4). On conclut que l'on a |®| = 3
avec ’assertion 4 du théoréme 3.2.

Exemple 3.80 Supposons K dans Q. La courbe E d’équation
2, 2 4 3 2 3
Yy o+ —ey+ my=a +at —o+1l+w
s s
vérifie (v(ca),v(cs),v(A)) = (4,6,8), la condition (C1) et |®| = 6.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

20 26 25
/o

Dot ¢ = e+ 2+ 7% (mod 4). Or, comme K est dans {23, on a cf = 1 + 72
(mod 4). On conclut que 'on a |®| = 6 avec I'assertion 4 du théoréme 3.2.

Cela démontre que tous les cas de I'assertion 4 se réalisent.

Cas ou v(j) = 8 et la condition (C2) est vérifiée

On commence par démontrer le résultat suivant.
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Proposition 3.81 Supposons que E soit donnée par une équation de Weiers-
trass entiére de la forme

9, 2 3 2
Yy —|—;xy:x + asx” + a4 + ag,

avec ag =1 (mod 2) et ag =1 (mod 7). Alors, on a
(v(ca),v(ce),v(A)) = (4,6,4), cz=1 (mod?2) et j'=1+7> (mod 27).
Démonstration. On a tout d’abord,

2\? 2\?
by = () + 4as; by = 2a4; bg =4ag; by = () ag + 4asag — ai.
™ T

En particulier, il vient
U(bg) = 2, ’U(b4) = 2, U(bﬁ) =4 et ’U(bg) =0.

On en déduit que cg = b3 — 24by vérifie v(cy) = 4 et cg = —b3 + 36baby — 216bg
vérifie v(cg) = 6. De plus, on a ¢ = —b3 /7% (mod 2), puis, comme by /7% =
(mod 2), il vient c¢5 =1 (mod 2).

Enfin, on a A = —b3bg — 8b3 — 27b2 + 9babsbs. Donc, en particulier, v(A) = 4
et on a

/3
s a1 1
] —ﬁ:—g:—m (lllOd 27T).

Or, ay = 1 (mod 2), donc a? =1 (mod 27) et 5/ = 1 + w2 (mod 27). D’out la
proposition 3.81.

Exemple 3.82 La courbe E d’équation
2 2 3
Y —&—;:Uy:x +rz+14+m7
vérifie (v(eq),v(ce),v(A)) = (4,6,4), la condition (C2) et |®| = 3.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.81.

De plus, on a
4 4
2 2 1 1
- _af2) _t2_ 1 2.4
Cy = (71_2) 3 (77) 95 35 m.

Donc, en particulier, ¢j = —e? — 6 + 7* (mod 7®). De méme, on a
26 25 25 25
r_ 24 3% 35
i ptd 53 5733

Dot ¢f = —¢/3+ 2+ 272 + 7° =5e + 2 + 272 + 7° (mod 7).
Supposons a présent K € €. Alors, on a

d=—?—6+nt=-2+2r' +6+ 70+ 77 (mod 7°)

et
g=5c+2+2m + 75 =+ (mod 7%).
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Autrement dit, le couple (a,b) = (—2+27*+6+7°+ 77, —e+7?) de 'ensemble
L, vérifie ¢ = a (mod 7°) et ¢ = b (mod 7%). On conclut que l'on a |®| =3
avec 'assertion 6 du théoréme 3.2.

Supposons alors K € Q5. Alors, on a

dh=—-?—6+nt=-2 46421 = -2 +6+7° (mod 7®)

et
ch=5e+2+2m°+71°=—+7° (mod 7%).

Autrement dit, le couple (a,b) = (—&2 + 6 + 7%, —c + 7°) de Pensemble £
vérifie ¢j = a (mod 7®) et cf = b (mod 7°). On conclut que l'on a |®| = 3 avec
l’assertion 6 du théoréme 3.2 dans ce cas également. D’ot le résultat en général.
Exemple 3.83 La courbe E d’équation
2, 2 3
y° + ;xy =z +z+1

vérifie (v(ca),v(ce),v(A)) = (4,6,4), la condition (C2) et || = 6.

Démonstration. Les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.81.

De plus, on a
4 4
2 2 1 1
r_ a2 _t2 L2
Cy = <7r2) 3(7r> 96 35 .

Donc, en particulier, ¢, = —e2 — 6 + 7* (mod 7®). De méme, on a
) 1% y 4 9
26 25 2%
/o e 24 3%
6 n T3 5735

Dot ¢ = —€/3+ 2+ 272 = 5e + 2 + 272 (mod 7).
Supposons & présent K € ;. Alors, comme dans ’exemple précédent, on a
dh=—-e2+211 +6+ 75+ 77 (mod 7°) et

g=5c+2+2r= -+t +7° (mod 7).

Il n’existe alors aucun couple (a,b) de Pensemble £; vérifiant ¢} = a (mod 7°)
et ¢ = b (mod 7). On conclut que 'on a |®| = 6 avec I'assertion 6 du théo-
réme 3.2.

Supposons alors K € 5. Alors, comme dans l’exemple précédent, on a
ch=—e2+6+7° (mod 78) et

g =5c+2+2r"=—¢ (mod 7°).

Il n’existe alors aucun couple (a,b) de I'ensemble £; vérifiant ¢ = a (mod %)
et ¢g = b (mod 7). On conclut que l'on a |®| = 6 avec l'assertion 6 du théo-
réme 3.2 dans ce cas également. D’ou le résultat en général.

Cela démontre que tous les cas de I'assertion 6 se réalisent.
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3.5 Annexe B — Tableaux de Papadopoulos

On explicite dans cet appendice le Tableau V' de [Pap93] dans le cas ou, avec
ses notations, A = 2 (i.e. e = 2).

Type de Néron 11
Cas de Tate 3
v(cy) 4 >8 >8 4 8 8 4 8 >9
v(cg) 6 8 10 | 6| 11 | >12 12 | 11
v(A) 4 4 8 6 10 12 13 10
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 4 4 8 6 10 12 7 13 10
Type de Néron I
Cas de Tate 4
v(cy) 4 8 8 4 8 9 9 9 9 9
v(cg) 6 8 10 6 11 8 10 12 13 >14
v(A) 4 4 8 6 10 4 8 12 14 15
Conditions sup. * * * * * * *
v(N) 3 3 7 5 9 3 7 11 13 14
Type de Néron I\Y
Cas de Tate 5
v(cy) 4 8 > 10
v(ce) 6 8 8
v(A) 4 4 4
Conditions sup. * * *
v(N) 2 2 2
Type de Néron I
Cas de Tate 6
v(ey) 8 4 8 8 8 > 10 > 10 > 10
v(ce) 10 6 >12 12 12 10 12 13
v(A) 8 | 8 12 14 15 8 12 14
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 4 4 8 10 11 4 8 10
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Type de Néron I I3
Cas de Tate 7 7
v(cy) 4 8 10 4 8 10
v(ce) 6 10 10 >12 12
v(A) 8 8 8 11 12 12
Conditions sup. * * * *
v(N) 3 3 3 4 5 5
Type de Néron I I%
Cas de Tate 7 7
v(cq) 4 8 10 4 8 10
v(ce) 12 14 12 15
v(A) 13 16 16 15 19 20
Conditions sup. * * * *
v(N) 4 7 7 4 8 9
Type de Néron I3
Cas de Tate 7
v(cy) 8 8 8 4 10 10 10 10
v(ce) >12 | 12 | 12 12 | 14 | >15 | 15
v(A) 12 14 16 10 12 16 18 19
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 6 8 10 4 6 10 12 13
Type de Néron I;
Cas de Tate 7
v(cey) 8 8 4 10 10 10
v(ce) 12 12 14 >15 15
v(A) 16 | 17 | 12 | 16 18 20
Conditions sup. * * * * *
v(N) 8 9 4 8 10 12
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Type de Néron I§
Cas de Tate 7
v(cy) 4 8 10 10
v(ce) 6 12 15 15
v(A) 14 18 20 21
Conditions sup. * * * *
v(N) 4 8 10 11
Type de Néron Ir,v>8
Cas de Tate
v(cy) 4 8 10
v(ce) 6 12 15
v(A) 8+ v 12+ v 14+v
Conditions sup. * * *
v(N) 4 8 10

On notera a cet endroit que si (v(cs),v(cg), v(A)) est le triplet (10,15, 14+v)
et si v est impair > 9, Papadopoulos ne donne pas de condition supplémentaire *,
mais il en existe une pour ce triplet si v est pair > 8.

Type de Néron v
Cas de Tate 8
v(cq) 4 8 >11
v(cg) 6 10 10
v(A) 8 8 8
Conditions sup. * * *
v(N) 2 2 2
Type de Néron I+
Cas de Tate 9
v(ey) 4 8 8 11 11 11 11 11
v(cg) 6 12 >12 12 14 15 16 > 17
v(A) 10 14 12 12 16 18 20 21
Conditions sup. * * * * *
v(N) 3 7 5 5 9 11 13 14
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Type de Néron IT*
Cas de Tate 10
v(cy) > 12 > 12 > 12 8 4 8 8
v(ce) 15 12 14 >12 6 12 12
v(A) 18 12 16 12 11 17 16
Conditions sup. * * * * * *
v(N) 10 4 8 4 3 9 8
Type de Néron Equation non minimale
v(cy) >12 >12 >12 8 4 8 8
v(cg) > 16 12 14 >12 6 12 12
v(A) >20 12 16 12 >12 16 > 18
Conditions sup. * * * * * *

3.6 Annexe C — Le cas de Qy

Dans cette annexe, on explicite le groupe ® dans le cas ot K = Qs en termes
de la valuation de 'invariant modulaire j (autant qu’il est possible). Cette étude
a déja été menée par Kraus ([Kra90, Cor.]) et Cali ([Cal04]). L’énoncé ci-dessous
ne differe donc des précédents que dans sa formulation (& ceci prés qu’on ne
suppose pas le modeéle minimal).

Théoréme 3.84 On suppose K = Qs. On est dans l'un des cas suivants.
1. Siv(j) =0, on a |P| =2.
2. Siv(j) €{1,2,5,7,10,11}, on a |P| = 24.
3. Siv(j) € {3,9}, on a |P| =8.
4. Supposons v(j) = 4.
(a) Supposons A" = —1 (mod 4). Alors

@] = 3 sicg=-1 (mod4) etv(A)=8 (mod 12),
| 6 sinon.

(b) Supposons A’ =1 (mod 4). Alors |®| = 24.
5. Supposons v(j) = 6.

(a) Si2v(ce) =3v(cq) +1, on a |®| =4.

(b) Si2v(cg) > 3v(ca) +1, on a || =8.
6. Supposons v(j) = 8.

(a) Supposons cj = —1 (mod 4). Alors

@] = 3 sicg=1 (mod4) etv(A)=4 (mod 12),
| 6 sinon.
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(b) Supposons c¢j =1 (mod 4). Alors |®| = 24.
7. Supposons v(j) > 12.

(a) Si3 divise v(A), on a |P| = 2.

(b) Supposons que 3 ne divise pas v(A). On a

1®] = 3 sicg=1 (mod4) etv(A)=4ou8 (mod 12),
“ 1 6 sinon.



Chapitre 4

Critéres d’irréductibilité pour
les représentations
des courbes elliptiques

Introduction

Soient Q la cloture algébrique de Q dans C et K un corps de nombres
contenu dans Q. Etant donnés une courbe elliptique F définie sur K et un
nombre premier p, on note E[p] le groupe des points de p-torsion de la courbe E.
C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps F, = Z/pZ muni d’une
action du groupe de Galois Gx = Gal(Q/K). Cela fournit un homomorphisme

pp : Gx — Aut(E[p]) ~ GLo(F)).

Serre a démontré ([Ser72]) que pour toute courbe elliptique E/K sans multi-
plication complexe sur Q, il existe une constante c¢(E, K) telle que pour tout
nombre premier p > ¢(E, K), la représentation p, est surjective. Il a également
posé la question (toujours ouverte, y compris pour K = Q) de savoir si ¢(E, K)
peut étre choisie indépendamment de E ([Ser79]).

Etant donnée une courbe E, on dit qu’un nombre premier p est exception-
nel si la représentation p, est réductible. Si la courbe F est sans multiplication
complexe, la finitude de ’ensemble des premiers exceptionnels résulte du théo-
réme de Shafarevich ([Sil92, p.265] ou §4.2.1). Sur un corps K fixé, il n’y a
qu’un nombre fini de classes de Q-isomorphismes de courbes elliptiques & mul-
tiplications complexes définies sur K. Par ailleurs, étant donnée une courbe a
multiplications complexes définie sur K, ’ensemble des premiers exceptionnels
peut étre fini ou infini. Par exemple, la représentation p, de la courbe définie
sur K = Q(v/—3) par I'équation y? = 23 + 1, est réductible pour tout nombre
premier p = 1 (mod 3) (c.f. §4.6, ex. 4.36). Dans ce travail, on s’intéresse no-
tamment & la question suivante.

Question 1. Le corps K et la courbe E étant donnés, peut-on décider en toute
généralité si ’ensemble des nombres premiers exceptionnels est fini et si tel est
le cas comment le déterminer explicitement ?

133
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Lorsque E est sans multiplication complexe, Masser et Wiistholz ([MW93]),
puis Pellarin ([Pel01]) ont obtenu des estimations de la constante ¢(E, K) comme
conséquence de leurs travaux sur le théoréme d’isogénie. Ces résultats ne se
prétent cependant pas & une détermination explicite de I’ensemble des nombres
premiers exceptionnels. En utilisant des arguments de théorie du corps de classes,
on obtient un critére (théoréme 4.1) portant sur la réduction de E en chaque
place finie de K permettant d’aborder la question 1. On montre notamment que
pour toute courbe elliptique définie sur un corps de degré impair, I’ensemble des
nombres premiers exceptionnels est fini et qu’il est inclus dans ’ensemble des
diviseurs premiers d’une collection explicite d’entiers (corollaire 4.3).

Ce critére est illustré numériquement dans le §4.6 ot 'on détermine expli-
citement ’ensemble des nombres premiers exceptionnels de plusieurs courbes
elliptiques (notamment sur des corps quadratiques).

On s’intéresse également dans ce travail a la question suivante.

Question 2. FEtant donnés un corps de nombres K et un ensemble infini £
de courbes elliptiques définies sur K, peut-on trouver une constante uniforme
a(€, K) telle que pour toute courbe elliptique E appartenant a &, la représen-
tation p, soit irréductible dés que p > (&, K)?

Bien entendu, la réponse & cette question n’est pas toujours positive. Cela
s’explique par la présence éventuelle des courbes elliptiques & multiplications
complexes. Cependant, dans le cas ot K = Q et £ est I'ensemble de toutes les
courbes elliptiques définies sur Q, Mazur a montré ([Maz78]) que tel est le cas
avec a(€, Q) = 163. Momose ([Mom95]) a étendu ce résultat avec une constante
non effective a tous les corps quadratiques qui ne sont pas des corps quadratiques
imaginaires de nombre de classes 1. Dans le cas ou £ est ’ensemble des courbes
semi-stables, Kraus a également obtenu des résultats uniformes et effectifs pour
différents corps de nombres, par exemple les corps de degré 2, 3, 5, 7 ou sur
ceux de degré n sur Q dont la cloéture galoisienne a un groupe de Galois sur Q
isomorphe au groupe symétrique S,, ([Kra96, Kra07]). Dans ce travail, on géné-
ralise aux corps de nombres plusieurs critéres connus pour Q (propositions 4.5
et 4.6). On obtient ainsi quelques résultats dans la direction de la question 2
pour des ensembles £ de courbes elliptiques ayant mauvaise réduction additive
en une place finie de K et un « défaut de semi-stabilité » particulier. Ces résul-
tats sont particuliérement utiles d’un point de vue numérique et sont illustrés
au §4.6.

4.1 Enoncés des résultats

4.1.1 Notations

On note Mz le sous-ensemble de Z[X] constitué des polynomes unitaires ne
s’annulant pas en 0. L’application

Mz x Mz — Z[X]
(P,Q) — (P*Q)(X):ReSZ(P(Z)’Q(X/Z)ZdegQ)

ou Resy désigne le résultant par rapport & la variable Z, définit une loi de
monoide commutatif sur Mz d’élément neutre X — 1 (lemme 4.22). De plus, les
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racines complexes de P * () sont exactement les produits d’une racine de P et
d’une racine de @) comptées avec multiplicités (loc. cit.).
Soient P € Mz et r > 1. Il existe alors un unique polynéome P(") € Mg tel

que
r—1

PO(XT) = (—1)r D e TT P(¢EX),
k=0

ol ¢, est une racine r-iéme de I'unité dans C (lemme 4.23). De plus, les racines
complexes de P(") sont exactement les puissances r-iémes des racines complexes
de P comptées avec multiplicités et Papplication P — P() est un morphisme
de monoides pour la loi x (loc. cit.).

4.1.2 Reésultats

Soient K un corps de nombres contenu dans Q et E une courbe elliptique
définie sur K. On note d le degré de K sur Q, Dg son discriminant et Og son
anneau d’entiers.

Soit q un idéal premier de Ok en lequel E a bonne réduction. On pose

Py(X) = X% —t,X + N(q) € Z[X]
ot N(q) est le cardinal du corps résiduel Ok /q et
tg=N(aq) +1—Aq,

ot Ay est le nombre de points sur le corps résiduel Ok /q de la réduction de £
en q.
Soit £ un nombre premier et
(0 = H gva®
qle

la décomposition de /O en produit d’idéaux premiers de Og. On suppose que
FE a bonne réduction en chaque idéal premier au-dessus de £. Dans ce cas, on
définit le polynome de P, de Z[X] par la formule

ﬁ:ﬁﬁmﬂﬂ (4.1)
q

Le polynoéme P ne dépend que de la famille de triplets d’entiers {(tq, v4(£), fq)}qje
ott N(q) = ¢/a et ses racines complexes sont de module ¢5¢ (lemme 4.25). On
considére 'entier :

(5]
Béd) — H Pé* (gl?k)
k=0

ou [d/2] désigne la partie entiére de d/2.

Dans la direction de la question 1 de I'Introduction, on montre le critére
suivant qui est le résultat principal de ce travail.

Théoréme 4.1 Soit p un nombre premier exceptionnel pour E. Alors, on est
dans l'une des situations suivantes :
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1. p divise 6D ;
2. il existe un idéal premier p de Ok divisant p en lequel E a mauvaise
réduction additive avec potentiellement bonne réduction supersinguliére.

3. pour tout nombre premier £ tel que E a bonne réduction en chaque idéal

premier de O au-dessus de £, le nombre premier p divise l’entier Béd)
(sid=1, on suppose £ £ p).

Supposons que E soit donnée par une équation de Weierstrass a coeflicients
dans 'anneau Ok de discriminant Ag et notons Ny /qQ la norme de I'extension
K/Q. On déduit du théoréme 4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 4.2 Soit p un nombre premier exceptionnel pour E. Alors, on est
dans lune des situations suivantes :

1. p divise 6Dk Ng,q(AE) ;
2. pour tout nombre premier £ tel que E a bonne réduction en chaque idéal

premier de Ok au-dessus de ¢, le nombre premier p divise l’entier Béd)
(sid =1, on suppose £ # p).

Les racines complexes de P; étant de module 25 on a en particulier :
. : (d)
d impair = B,” # 0.
On déduit alors du théoréme 4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 4.3 (cas du degré impair) On suppose que l'extension K/Q est
de degré d impair. Alors, l’ensemble des nombres premiers exceptionnels pour
E est fini et inclus dans ’ensemble des diviseurs premiers de I’entier non nul

6Dk Ni,q(Ag)BLY,

pour tout nombre premier ¢ tel que E a bonne réduction en chaque idéal premier
de Ok au-dessus de L.

Remarque. Plus généralement, peut-on caractériser ’ensemble des corps de nom-
bres K possédant la propriété suivante 7

« Pour toute courbe elliptique E définie sur K, ’ensemble Exc(E) est fini. »
D’aprés [Dav08, th. I], tel est le cas si K ne contient pas le corps de classes de
Hilbert d’un corps quadratique imaginaire.

La situation est plus compliquée dans le cas des extensions de degré pair.
Cela s’explique a priori par la présence de courbes & multiplications complexes
avec une infinité de premiers exceptionnels.

Dans le cas particulier des corps quadratiques (d = 2), on a une description
plus explicite des polynémes FP;. On rappelle que pour tout entier n > 1, il
existe un unique polynéme T,, appartenant & Z[X] tel que pour tout nombre
réel 6, on ait

T, (cos 0) = cos(nb).

Le polynome T,, s’appelle le n-iéme polynoéme de Tchebychev (de premiére es-
péce). On a en particulier,

Tio(X) = 2048 X% — 6144 X' +6912X°® — 3584 X° 4 840X* — 72X?% + 1
et T24(X) = 2T12(X)2 —1.
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Proposition 4.4 Soit £ nombre premier tel que E a bonne réduction en chaque
idéal premier de Ok divisant £. On est dans l'une des situations suivantes.

1. Soit £ est ramifié dans K, (O = q° et on a

Pp(X) = PPY(X) = (X — £12)2 4 202 (1 — Ty (;\q@» X

En particulier, on a
Pr(02) = —0"282(t2 — 0% (12 — A0) (12 — 20)*(t2 — 30)%(t5 — 4lt2 + 7)*.

Ainsi P;(0*?) = 0 si et seulement si ty = 0 (mod £) (c’est-a-dire pour
¢ >5, si et seulement sitq =0).

2. Soit 0 est inerte dans K, (O = q et on a

P{(X) = Py (X) = (X — £2)7 4 207 (1 ~Ti> @)) +

En particulier, on a
Py = —612tﬁ(t§ — 62)2(1% — 462)(t§ —30%)%,

Ainsi P;(0*%) = 0 si et seulement si tq = 0 (mod {), c’est-a-dire si et
seulement si tq =0, ££ ou £2¢.

8. Soit £ est décomposé dans K, Ok = q1q2 et on a

Py (X) = (Py,  Py,) ™2 (X)
= (X7 — 1) — 40 <T12 (ﬁ/@) Tis (;&) X2 <T12 (;'/2)2

o (39) ) xema i) e (3))

En particulier, on a

PE%) = 90 (22, — 2% (2, + 12, —30% — £,2)° (8, + 22, — )’

q1792
2 2 2 2 42 )2
X ((tCIl g, 0"~ 3tq1tq2) :
Ainsi P;(01%) = 0 si et seulement si l'une des conditions suivantes est
satisfaite :
.2 2 _ap. 42 2 _
tg, = Etqy; Ty, g, Tlate, =36 1ty +1t5, = 4L
Remarques/questions.

1. Dans le cas ot d = 1 (i.e. K = Q) et £ > 5, on a P;({%) # 0 si et
seulement si F a bonne réduction ordinaire en ¢. Or on sait que I’ensemble
des nombres premiers supersinguliers a pour densité 0 dans I’ensemble des
nombres premiers si E est sans multiplication complexe et 1/2 sinon. Il
existe donc une infinité de nombres premiers £ tels que P;(¢°) # 0.
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2. Dans le cas ot d = 2, on a
BY = Pr(1)- P (") et P/(1) #0.

Pour autant, on ne sait pas caractériser ’ensemble des courbes elliptiques
oo . (2) .

pour lesquelles il existe un nombre premier £ tel que B,” soit non nul.

Par exemple, est-ce toujours le cas si E est sans multiplication complexe 7

D’aprés la proposition 4.4, cela résulterait en particulier de I’énoncé sui-

vant : il existe un idéal premier de degré 2 en lequel E a bonne réduction

ordinaire.

3. Toujours dans le cas d = 2, si F n’est pas une Q-courbe (i.e. E n’est pas
isogéne a sa conjuguée galoisienne), on montre en utilisant [Ser72, th.6]

et [Fal86] qu’il existe un nombre premier ¢ décomposé dans K ((Ox =

q1q2) tel que tq, # £tg,. Cela ne suffit pas a assurer le fait que Bf) soit

non nul.

4. Plus généralement, si d > 2 et E est sans multiplication complexe, existe-
t-il un nombre premier ¢ tel que P;(¢£69) #£07?

Dans la direction de la question 2 de I'Introduction, on généralise aux corps
de nombres plusieurs résultats connus sur Q. Soit q un idéal premier de O de
caractéristique résiduelle £. On a

N(q) = |0k /q| = ¢',

ou fq est le degré résiduel de q. On suppose que E a mauvaise réduction additive
en ¢ avec potentiellement bonne réduction. Alors, pour tout nombre premier
p > 3 tel que p # ¢, action de I, sous-groupe d’inertie en g, sur E[p] se fait
par l'intermédiaire d’un certain quotient fini ®4 de I, ([ST68]) :

Iy — @4 — Aut(E[p]).

On a alors les deux résultats suivants. Ceux-ci sont connus pour K = Q et ont
été utilisés par Serre dans [Ser72, §5] pour traiter des exemples numériques.

Proposition 4.5 On suppose que le groupe ®q n'est pas cyclique. Alors, la
représentation p, est irréductible pour tout nombre premier p > 5.

Proposition 4.6 On suppose que pour tout entier n > 0, l’ordre du groupe ®,
ne diwvise pas N(q)"(N(q) — 1). Alors, la représentation p, est irréductible pour
tout nombre premier p > 3 tel que p # L.

Remarque. Si £ > 5, on peut remplacer I’hypothése par : I'ordre du groupe @,
ne divise pas N(q) — 1.

Comme corollaires des propositions ci-dessus, on obtient les résultats sui-
vants dans le cas ou q divise 2 ou 3.

Corollaire 4.7 On suppose que q divise 2 et que l'une des conditions suivantes
est satisfaite :

1. le groupe @, est d’ordre 8 ou 24 ;

2. le groupe @4 est d’ordre 3 ou 6 et le degré résiduel fq est impair.
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Alors, la représentation py est irréductible pour tout nombre premier p > 5.

Lorsque q divise 2, I’étude faite au Chapitre 3 permet parfois de calculer ’ordre
du groupe ®, directement & partir de la valuation de I'invariant modulaire de
(théoréme 3.1). Si K est une extension quadratique de Q (ou plus généralement
si le degré sur Qg du complété de K en q est < 2), le théoréme 3.2 avec le
théoréme 3.84 et [Cal04] fournissent en toute généralité 'ordre du groupe &, en
fonction des coefficients d’une équation de Weierstrass de F.

Remarque. La condition de parité dans le corollaire précédent est nécessaire. En
effet, soient K l’extension de QQ engendrée par une racine du polynoéme

2%.133
(X2 45X +1)3(X? + 13X +49) — X

et E la courbe elliptique définie sur K par ’équation
P =3 —2? —dx — 4

Alors, le degré résiduel de K en I'unique idéal po de O divisant 2, est f,, = 2
et la courbe E a un défaut de semi-stabilité d’ordre 6 en ps. Pour autant la
représentation p; : Gxg — GL2(F7) est réductible car K correspond au sous-
corps de Q laissé fixe par le stablilisateur dans Gal(Q/Q) d’un sous-groupe

d’ordre 7 de E(Q) ([KO92, p.273]).

Lorsque g divise 3, on a le corollaire suivant.
Corollaire 4.8 On suppose que q divise 3 et que 'une des conditions suivantes
est satisfaite :

1. le groupe ®4 est d’ordre 12 ;

2. le groupe @4 est d’ordre 4 et le degré résiduel fq est impair.

Alors, la représentation py est irréductible pour tout nombre premier p > 5.

4.2 Rappels

Dans toute cette section, on fixe un corps de nombres K contenu dans Q et
une courbe elliptique E définie sur K. Soit p un nombre premier exceptionnel.
Le groupe E[p] posséde alors une droite D stable par G . Notons X le caractére
donnant l'action de Gi sur D. On l'appelle caractére d’isogénie associé a D.
Dans une base convenable de E[p] sur F), la représentation p, est représentable

matriciellement par
Ak
O )\/ I

ou X et \ g'interprétent comme des caractéres de Gx a valeurs dans F,. On a
detp, =X N = xp, (4.2)

ol X, est le caractére donnant I’action de Gg sur les racines p-iémes de I'unité
(caractére cyclotomique).

La représentation p, se factorise a travers le groupe de Galois de I’extension
K(E[p])/K, ot K(E[p]) est le corps engendré sur K par les coordonnées des
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points de p-torsion de E. On note encore p,, A, X' et x, les morphismes passés
au quotient.

Soit q est un idéal premier de Og. On note I; un sous-groupe d’inertie en g
de Gal(K(E[p])/K). Si E a bonne réduction en q et q ne divise pas p, ’extension
K(E[p])/K est non ramifiée en q par le critére de Néron-Ogg-Shafarevich. On
note o4 une subsitution de Frobenius en q de Gal(K(E[p])/K) (bien définie &
conjugaison pres).

Le résultat suivant est bien connu (c.f. [Sil92, Th.2.4]).

Proposition 4.9 (Hasse — Weil) Soit q est un idéal premier de Ok en lequel
E a bonne réduction. Les racines compleres de Py sont de module N(q)'/?. En
particulier, on a

ltq| < 2N (q)'/2.
Si de plus q ne divise pas p, le polyndme caractéristique de pp(oq) est ?q =P,

(mod p) € F,[X]. En particulier, on a
Py(A(og)) =0.

4.2.1 Courbes sans multiplication complexe

Dans ce § on démontre la finitude de I’ensemble des nombres premiers ex-
ceptionnels dans le cas des courbes sans multiplication complexe & partir du
corollaire suivant du théoréme de Shafarevich (lui-méme conséquence du théo-
réme de Siegel).

Proposition 4.10 (Shafarevich) Il n'existe qu’un nombre fini (¢ K-isomor-
phisme pres) de courbes elliptiques E' définies sur K et isogénes & E sur K.

On a le résultat suivant ([Sil92, cor. 6.3]).

Proposition 4.11 (Serre) On suppose que la courbe E est sans multiplication
complexe. Alors, I’ensemble des nombres premiers exceptionnels pour E est fini.

Démonstration. Soit p un nombre premier exceptionnel. Il existe alors un sous-
groupe cyclique stable d’ordre p, noté D,,, une courbe elliptique notée E, définie
sur K et une isogénie définie sur K

¢p B —E,

telle que ker ¢, = D,,. Supposons que ’ensemble des nombres premiers excep-
tionnels de F soit infini. D’aprés la proposition précédente, il existe alors une
infinité de nombres premiers p tels que les courbes FE), correspondantes appar-
tiennent a la méme classe d’isomorphisme. Soient p et p’ deux nombres premiers
exceptionnels tels que E, ~ E,,. La composition

by
BB, ~E, B,
ol ¢, est Visogénie duale de ¢, fournit un endomorphisme de E de degré

(deg ¢p)(deg ) =p - p'.

Or, par hypothése, End(E) = Z, donc chaque endomorphisme de E est de degré
n? pour un certain entier n € Z. D’ott p = p’ et les courbes E,, sont deux-a-deux
non isomorphes. On en déduit la finitude de ’ensemble des nombres premiers
exceptionnels.
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4.2.2 Ramification et caractére d’isogénie

On suppose que p est un nombre premier exceptionnel pour E. L’objectif de
ce § est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 4.12 Supposons p > 5 non ramifié dans K.

1. Le caractére A2 est non ramifié en dehors des idéaux premiers de Ok
divisant p.

2. Soit p un idéal de Ok divisant p. On suppose que E n’a pas mauvaise
réduction additive en p avec potentiellement bonne réduction de hauteur 2
(supersinguliere). Alors, il existe un entier o, € {0,12} tel que

A12 |Ip: X;‘P |Ip .

Remarque. Dans une base convenable, la représentation sur les points de p-
torsion de la courbe E/D est représentable matriciellement par

DY

0 M7
Autrement dit, d’aprés 1’égalité (4.2), on peut toujours, si on le souhaite, rem-
placer la famille {ay },), par la famille {12 — ay }p,.

La proposition 4.12 se déduit de I’étude locale, donnée aux §§4.2.2-4.2.2, de
la restriction de p, aux sous-groupes d’inertie de Gal(K (E[p])/K). Ces résultats
étant connus, nous les admettrons tout en donnant les références ot trouver les
détails (voir aussi [Dav08, §1| pour une discussion similaire).

Notations. On note j linvariant modulaire de F, Sgp I'ensemble des idéaux
premiers de Ok en lesquels E a mauvaise réduction et S% le sous-ensemble de
SE constitué des idéaux premiers de mauvaise réduction additive. Pour un idéal
premier q de O, on note v, la valuation en q de K normalisée par vq(K*) = Z.

Etude de la représentation pp hors de p

Soit q un idéal premier de Ok ne divisant pas p. Le résultat suivant résulte
du critére de Néron-Ogg-Shafarevich ([Sil92, p.184]).

Proposition 4.13 Si q n’appartient pas 6 Sg, alors E a bonne réduction en q
et Iq agit trivialement sur Elp).

Le résultat suivant est une conséquence de la théorie de la courbe de Tate

(c.f. [Ser68, IV]).

Proposition 4.14 Supposons que q appartienne o Sg et vq(j) < 0. Alors :

1. soit E a mauwvaise réduction multiplicative en q et on a

1 =
pp ‘Iq: O )

ot Iy agit trivialement si et seulement si vq(j) =0 (mod p).
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2. Soit E a mauvaise réduction additive en q (avec potentiellement réduction

multiplicative) et on a
€ *
Py 11, 0 ¢)’

oue : Iy — {£1} est un caractére quadratique.
Le résultat suivant utilise '’hypothése p > 5.

Proposition 4.15 Si q appartient a Sp, et vg(j) > 0, alors l'image de I par A
dans ¥}, est isomorphe au groupe @ ; c’est un sous-groupe cyclique d’ordre 2,
3, 4 ou 6.

Etude de la représentation pPp enp

Soit p un idéal premier de Ok divisant p. On rappelle que p est > 5 et non
ramifié dans K. On note A, le discriminant d’une équation de Weierstrass de
FE minimale en p.

Le résultat suivant se trouve dans [Ser72, §§1.11-1.12].

Proposition 4.16 Si p n’appartient pas G S, alors E a soit mauvaise réduc-
tion multiplicative, soit bonne réduction ordinaire en p et on a

X *
= (3 7).

Le résultat suivant est I’énoncé de la prop. 10 de [Kra97a].

Proposition 4.17 Si p appartient & S et v,(j) <0, alors, on a

A . p—1
Pp |Ixa2 ( pO Xa)a OUOZZT.
P

Le résultat suivant résulte de [Kra97a, prop.1] et [Kra97a, lem.2].

Proposition 4.18 Sip appartient a ST, vp(j) > 0 et E a potentiellement bonne
réduction de hauteur h = 1. Alors, le nombre o = (p — 1)vp(Ay)/12 est entier

et on a .
Xp &
p|1~(p )
P Ilp 0 Xg

Démonstration de la proposition 4.12

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.19 Soit H un sous-groupe de Gal(K (E[p])/K). On suppose que dans
deux bases de E[p] sur ¥, la restriction de p, a H est représentable matriciel-

lement par
A TR
o x) =« (5

Alors, on a {\ X'} = {u, '} (ot Uon note encore A et X' les restrictions des
caractéres o H et ou p, ' sont des caractéres de H a valeurs dans Fp).
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Démonstration. Notons (Py, Py) et (P3, Py) les deux bases de E[p] sur F,, o

0
Pour 1 <4 < 4, notons D; la droite engendrée par P;. Si D # D3, alors dans
la base (P1, Ps), pp | o est représentable matriciellement sous la forme

A0
0 un)’
On a alors A = p/ car pour tout ¢ dans H, les valeurs propres de p,(c) sont

w(o) et p'(o). Dou X' = p. Si D1 = D3, alors H agit sur une méme droite par
les caractéres A et p. Done, A = p et par suite, A = p’. D’ou le lemme 4.19.

, . . A % T
Pp |H est représentable respectivement par les matrices Y et o)

Démontrons & présent la proposition 4.12. On distingue deux cas.

1. Soit q un idéal premier de Ok ne divisant pas p. D’aprés 1’étude locale du
§4.2.2, on est dans 1'une des situations suivantes.

(a) La courbe E a bonne réduction en q et d’aprés la proposition 4.13,
E[p] est non ramifié¢ en q, donc A également et par conséquent sa
puissance 12-iéme.

(b) La courbe E a potentiellement réduction multiplicative (y compris
réduction multiplicative) en ¢ et d’aprés la proposition 4.14 et le
lemme 4.19, on a

=1

En particulier, A'? est non ramifié en .

(¢) La courbe E a mauvaise réduction additive en q et d’apres la propo-
sition 4.15, on a

A" [, =1, avecn =2,3,40u 6.

En particulier, A'? est non ramifié en gq.
Cela démontre le premier point de la proposition 4.12.

2. Soit p un idéal premier de Ok divisant p. D’aprés I'étude locale du §4.2.2
et les hypothéses de I’énoncé, on est dans 'une des situations suivantes.

(a) La courbe E a soit mauvaise réduction multiplicative, soit bonne
réduction ordinaire en p et d’aprés la proposition 4.16 et le lemme 4.19
on a
)‘ |Iu: XP |Ip ou )‘ |Ip: L
D’ou
A= Xp* |1, avec ap =0 ou 12.

(b) La courbe E a mauvaise réduction additive avec potentiellement
réduction multiplicative en p et d’aprés la proposition 4.17 et le
lemme 4.19 on a

)1271201 )1204’ oﬁa:p_l.

on A= (s .

Al |Ip: (XP |Ip
Or, xp |1, est d’ordre p — 1 et 12a =0 (mod (p — 1)). Donc, on a

A2 = Xp® |1, avec ap =0 ou 12.
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(¢c) La courbe E a mauvaise réduction additive avec potentiellement
bonne réduction de hauteur A = 1 en p. D’aprés la proposition 4.18
et le lemme 4.19 on a alors h =1 et

)12—1204 )1204

A= (xp 1, A= (0 ln)

ot a = (p — 1)vp(Ay)/12. Or, xp |1, est dordre p — 1 et 12a = 0
(mod (p — 1)). Donc, on a

A2, =x5v |5, avec ap =0 ou 12.

Cela achéve la démonstration de la proposition 4.12.

Remarques.

1. On peut montrer en utilisant la description locale de p, donnée dans la
proposition [Kra97a, prop.2| que si p divise p et E a mauvaise réduction
additive en p avec potentiellement bonne réduction supersinguliére, alors
il existe un entier o, € {4, 6,8} tel que

A2 = X" |1, -

2. Dans sa thése ([Dav08]), A. David démontre que si K ne contient pas le
corps de classes de Hilbert d’un corps quadratique imaginaire, il existe
alors une constante effective C(K), ne dépendant que de K (et donc pas
de E) telle que si p > C(K), on a a, = 6 pour tout idéal premier p de Ok
divisant p (voir également [Mom95]). Nous n’utiliserons pas ces résultats.

4.2.3 Théorie du corps de classes et caractére d’isogénie

On reprend les hypothéses et notations précédentes. En particulier, p est
un nombre premier > 5 non ramifi¢ dans K et on suppose que pour tout idéal
premier p de O divisant p, F n’a pas mauvaise réduction additive en p avec
potentiellement bonne réduction de hauteur 2. Etant donné un idéal premier p
de Ok au-dessus de p, on désigne par

Ny : (Ok/p)" — F)

le morphisme norme. L’objectif de ce § est de démontrer la proposition ci-
dessous. Elle figure déja sous une forme légérement différente dans la thése
de David ([Dav08, prop.2.2.1]).

Proposition 4.20 (David) Soit ¢ un nombre premier # p et Ok =[], qva®
la décomposition de Qg en produit d’idéauzx premiers de O . On suppose que
pour tout idéal premier q de Ok divisant £, EE a bonne réduction en q. Alors,
on a :

[T Aoa) 2@ =TT Ny + )7,

ql¢ plp

ot ayy € {0,12} est défini a la proposition 4.12.
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Un lemme de la théorie du corps de classes

Soient L l'extension de K trivialisant le caractére A'2 et p, le groupe de
racines p-iémes de I'unité dans Q. D’aprés l’accouplement de Weil, on a tp C
K (EIp]). Donc L(u,) est une sous-extension abélienne de K (E[p])/K. On note
Ik le groupe des idéles de K et

P I — Gal(L(,)/K),

le morphisme de réciprocité global donné par la théorie du corps de classes. Il
est surjectif et son noyau contient les idéles principales.

Soit v une place de K. On note K, le complété de K en v et on identifie K
a un sous-corps de K,. On désigne par

ry Ky — Ix — Gal(L(up)/K)

la composée de I'injection de K dans Ix par le morphisme de réciprocité global.

Si g est un idéal premier de Ok de bonne réduction ne divisant pas p,
on rappelle que l'extension K (E[p])/K est non ramifiée en q. La restriction a
Gal(L(pp)/K) d’une substitution de Frobenius en q du groupe Gal(K (E[p])/K)
(bien définie & conjugaison prés) est unique. On la note encore 4. De méme, on
note encore X, (resp. A) la restriction du caractére cyclotomique (resp. d’isogé-
nie) a Gal(L(up)/K).

Le résultat suivant regroupe plusieurs résultats classiques de la théorie du
corps de classes qui seront utiles & la démonstration de la proposition 4.20. La
démonstration du troisiéme point est tirée de [Kra07, App. 1 prop. 1].

Lemme 4.21 Soit v une place de K.
1. Siwv est une place infinie de K, on a \2(r,(£)) = 1.

2. Siv=q est une place finie de K ne divisant pas p, on a

rq(Us) = {1},

ot Uy est le groupe des unités de l’anneau d’entiers du corps Kq. Si de
plus, q divise £, alors

TCI (Wq) = Uqa
ot mq est une uniformisante de Kg.

3. Siv = p est une place finie de K divisant p, alors ry(¢) appartient au
sous-groupe d’inertie en p de L(p,)/K et on a

Xp (rp(€)) = Np(£+p)~".

Démonstration. Soit v une place de K. On distingue trois cas.

1. Supposons que v soit une place infinie de K. Soit L’ I'extension de K
trivialisant le caractére A,

M I — Gal(L (1) /K,

le morphisme de réciprocité global donné par la théorie du corps de classes
et

K e T - Gal(L () /).

v
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L’image de Dapplication 7/ est d’ordre < 2. Par ailleurs, I'image par
A2 d’un élément de Gal(L'(p,)/K) ne dépend que de sa restriction a
Gal(L(up)/K). Dou :

N2 (ry(0)) = A2(r,(6)),

puis

D’otu le résultat.

. Supposons que v = ¢ soit une place finie de K ne divisant pas p. Alors,

d’aprés [Neu86|, I'image par rq de U, est un sous-groupe d’inertie en
q de l'extension L(p,)/K. Or celle-ci est non ramifiée en q d’aprés le
lemme 4.19. D’ou I'égalité

rq(Us) = {1}.

Si de plus q divise ¢ alors E a bonne réduction en q et d’aprés [Neu86],
I'image par ry de mq est la substitution de Frobenius en q de ’extension
L(pp)/K. Autrement dit, rq(7mq) = 0.

Supposons que v = p soit une place finie de K divisant p. On note @ une
cloture algébrique de Q. Comme p est non ramifi¢ dans K, on identifie
K, a l'extension non ramifiée de Q, contenue dans CTP dont le degré sur
Q, est le degré résiduel de p sur p. On note K b la cloture abélienne de
K dans Q, K{jb la cloture abélienne de K, dans Q,,

O, : Kj — Gal(K{"/K,)
le morphisme de réciprocité local en p et
Res, : Gal(K{"/K,) — Gal(L(y,)/K)

le morphisme de restriction. D’aprés la compatibilité entre la théorie du
corps de classes locale et globale, on a, pour tout z € Ky,

Resy (0 (2)) = 7y (2). (4.3)
Or, d’apres le corollaire de [Kra07, App. 1 prop. 1], on a
Op(O)(¢) =¢"
ol n est un entier tel que
Npy({+p)=n (mod pZ).

D’ou le résultat voulu, d’aprés 1’égalité (4.3).

Cela termine la démonstration du lemme 4.21.
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Démonstration de la proposition 4.20

L’image par le morphisme de réciprocité global de I'idéle principale (¢), est
triviale, i.e.

[Ir.(0)=1. (4.4)

v

Si v est une place infinie de K, alors d’aprés le lemme 4.21, on a
M2 (r,(0)) = 1. (4.5)

Si v = q est une place finie de K ne divisant ni p, ni £ on a ¢ € Uy, . D’aprés
loc. cit. on a donc rq(¢) = 1.
Si v = q est une place finie de K divisant £. Alors,

{= u-7r:“(£)

ol mq est une uniformisante de Ky et u € Uk,. D’aprés loc. cit. on a donc

rq(6) = o4, puis
A2 (rg(£)) = (A2(09)) "D = A(oq) 200, (4.6)

Si v = p est une place finie de K divisant p, alors d’apreés loc. cit., 7, (¢) appar-
tient au sous-groupe d’inertie en p de L(p,)/K et on a

Xp (rp(£)) = Np(£+p) 7"
Or, d’aprés la proposition 4.12, on a
M L=x0r i, -
On en déduit que l'on a
N2 (1, () = Ny (€ 4 p) = (4.7)

D’aprés les égalités (4.4)—(4.7) ci-dessus, on a
1=]]A"2(ro(0)
v
= [T Moo 2@ [T (e 4+ p) 0

ql¢ plp

Cela démontre la proposition 4.20.

4.3 Démonstration du théoréme 4.1

Soient K un corps de nombres contenu dans Q, F une courbe elliptique
définie sur K et p un nombre premier exceptionnel. On suppose p > 5, p non
ramifié dans K et pour tout idéal premier p de O divisant p, E n’a pas mauvaise
réduction additive en p avec potentiellement bonne réduction de hauteur 2.

Soit £ un nombre premier tel que E ait bonne réduction en tout idéal premier
de Ok divisant {. Il s’agit de montrer que p divise Béd).
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La démonstration du théoréme 4.1 comporte plusieurs étapes. On commence
par définir pour tout anneau intégre A une loi de monoide commutatif sur le
sous-ensemble de A[X] constitué des polynomes unitaires ne s’annulant pas
en 0 (lemme 4.22). Cela nous permet de démontrer les propriétés suivantes du
polynome P; (lemme 4.25) :

— ses racines complexes sont de module £6%

— le membre de gauche de 1’égalité de la proposition 4.20 est une racine de

Py =P} (mod p).
Le théoréme 4.1 se déduit alors d’une reformulation du membre de droite de la
proposition 4.20.

4.3.1 Loi de monoide

Soit A un anneau intégre de corps des fractions L et L une cléture algébrique
de L. On note M4 le sous-ensemble de A[X] constitué des polynomes unitaires
ne s’annulant pas en 0.

Lemme 4.22 L’application

Max My — AlX]
(P,Q) +— (P*Q)(X)=Resz (P(2),Q(X/Z)7=Q)

a une image contenue dans M. Elle définit une loi de monoide commutatif
sur M d’élément neutre Py(X) = X — 1. De plus, si P, Q € M4 s’écrivent

P =T[(X —a) e QX)=T[X-5)
i=1 j=1
dans L[X], on a
Pe@)= T[ (X-aify).

En particulier,
(P " Q)(O) _ (_1)(1eg P'degQP(O)deg QQ(O)degP.

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que pour tout P, Q) et R € M4, on a
1. PxQ € My,
2. PxPy=FyxP=P;
3. (PxQ)*xR=Px(QxR);
4. PxQ =Q * P.

On suppose que le polyndéme @ s’écrit
QX)=X"+bp 1 X™ 4+ 4+ b1 X +by, avec by # 0.

Alors,

X
Q <Z) Z™ =boZ" + 01 XZ™ by 1 XML Z 4 X € A[X][Z]
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et degz(Q(X/Z2)Z™) = m = deg @ (car by # 0). Par définition du résultant de
deux polynomes ([Bou81, A IV.71 §6 Déf. 1]), on a donc P * Q € A[X]. Par
ailleurs, supposons que les polynémes P et ) se factorisent sur L de la facon

suivante
n

P(X):_H(X*Oévz) ot Q(X)=[[(x -8

Alors, on a

H (X — Oéiﬂj) .

C’est la formule de I’énoncé. On en déduit que 'on a :

— (P*Q)(0) = (~1)%e QP (0)eQQ(0)48 F # 0, donc P+ Q € Ma;

- PxPy=PyxP=P,;

- PxQ=Qx*P;
De plus, les polyndmes (P * Q) * R et P * (Q % R) ont les mémes racines dans
L comptées avec multiplicités. Comme ils sont unitaires, ils sont égaux. D’otl le
lemme.

Pour tout entier » > 1, on note ;- une racine r-iéme de 'unité dans L.

Lemme 4.23 Soientr > 1 et P € My. Il existe un unique polynome P(") € My

tel que
r—1

POI(X™) = (—1)0 e P TT P(¢EX). (4.8)
k=0

L’application P +— P() est un morphisme de monoides pour la lot . De plus,
si P € My se factorise sur L de la fagon suivante

3
=
I
.

(X 7051')3

on a
n

POX) =] (X -«f). (4.9)

i=1
Démonstration. Soit P € M. L’unicité d’'un polynome P() vérifiant la rela-

tion (4.8) étant immédiate, on montre I'existence a partir de la formule proposée.
On suppose :

PX)=X"4+ap, 1 X" '+ 4+ a1 X +ao

= H(X —a;) avec a; € L.
i=1
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On pose alors
POX) =T (X —af).
i=1
On doit vérifier :
1. P e My;
2. PI(XT) = (~1)(r+Ddes P [T L p(chX),

Notons {ox}1<k<n la famille des polynomes symétriques élémentaires en n va-
riables. Soit k& un entier compris entre 1 et n. Le polynéme o (X7,..., X))
est symétrique. D’aprés [Bou81, A IV.58 §6 Th. 1], il existe donc un polyndéme
Qi € A[Y1,...,Y,] tel que

op( X1, ., X)) =Qro1( X1, ..., Xn), oy on(X1, .., X0n))-
Donc d’aprés les relations entre coefficients et racines d’un polynéme, on a

op(af,...;al) = Qrlor(a,...,an), ... ,on(01,. .., ap))
= Qr(—an-1,...,(=1)"ap) € A.

Donc P") € A[X]. Comme de plus, P(")(0) = (—1)rtDdes Pp(0)r £ 0 et P(")
est unitaire, on a P(") € M 4. Vérifions & présent que 1’on a bien 'égalité (4.8) :

n n r—1
POX) =[x —ap) = I] (X - ¢ *a)
i=1 =1 k=0
r—1 Nr—1 n
(M) TITes o
k=0 k=01i=1
rr—ny\ P T X
- (Cr 2 ) H P( T‘X)

e

On en déduit la formule recherchée et le fait que ’application P — P() est bien
définie.

Vérifions enfin qu’il s’agit bien d’un morphisme de monoides. On a PO(T) =
Py. Soient P et @ dans M4. D’aprés le lemme 4.22 et la formule (4.9), les
polynomes (P Q)" et P(") x Q") ont les mémes racines dans L comptées avec
multiplicités. Ils sont donc égaux. D’otu le lemme 4.23.

Lemme 4.24 Soient A et B deux anneaux intégres et ¢ : A — B un mor-
phisme d’anneaux. L’ensemble

Mj =A{P € Ma | ¢(P(0)) # 0}
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est stable pour la loi x. L’application ¢ : A[X]| — B[X] définie par
<p( Z aiXi) = Z ga(ai)Xi.

induit un morphisme de monoides (encore noté ¢)
¢ :M3§ — Mpg.

Soient P € M% et r > 1. Alors, P(") € M% et on a

((P)") = p(PM).

Démonstration. D’apres le lemme 4.22, si P, Q € M C My, ona PxQ € My
et
(P+Q)(0) = (—1)s P ez @ p(o)dez (o) ieer”

D’ou
P (P Q)(0) = (~1)4 P P(0)) 145 24p(Q(0)) 5 £ 0

car (P(0)) # 0, p(Q(0)) # 0 et B est intégre. Donc MY est bien un sous-
ensemble de M4 stable pour la loi . On a ¢(Py) = Py et la relation

©(P*Q) = ¢(P)*¢(Q), pour P, Qe MY,

résulte de la définition du résultant de deux polynémes ([Bou8l, A IV.72 §6])
en termes de déterminant de Sylvester.
Soient P € MY et r > 1. Alors, d’aprés le lemme 4.23, on a PU) e My et

p(P1(0)) = (~1)TFVIEPH(P(0))" # 0

car p(P(0)) # 0 et B est intégre. Dot P(") € M¥. Posons :

P(X)=X"+ an 1 X" '+ a1 X 4+ag= H(X — ;) avec o; € L;
i=1
PO(X) = X"+ by 1 X" 4+ 0 X + b = [[(X = af) € A[X];
i=1
@(P)(T')(X) =X" 4, X" 44X+ avec ¢ € B.
11 s’agit de montrer que pour tout 1 < k < n, on a @(b,—x) = ¢p—k. Notons

{0k} 1<k<n la famille des polyndémes symétriques élémentaires en n variables.

Soit k un entier compris entre 1 et n. Le polynome o (XT7,..., X)) est symé-

trique. D’aprés [Bou81, A IV.58 §6 Th. 1], il existe donc un unique polynéme
Qr,a € AlY1,...,Y,)] (vesp. Qk.g € B[Y1,...,Y,]) tel que

U}C(XI,...,X,Z) = Qk’A(Jl(Xh...,Xn),...,O'n(X17...7Xn))

(resp. ok (X7, ..., X0) = Qrplo1(X1, ..., X0), ..., on(X1,. .., X0))).

Donc d’aprés les relations entre coefficients et racines d’un polynoéme, on a

(—l)kbn,k =op(a],...,a;) = Qralo1(aa,...,an),...,on(a1,...,ap))
- Qk,A(_anflv sy (_1)na0)
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Or, par unicité, ¢(Qx,a) = Q5. Donc,
(_1)k@(bn7k) = Qk,B(_w(anflx teey (_1)7L(p(a0)) = (_1)kcn7k

a nouveau par les relations entre coefficients et racines d’un polynéme. D’ou
Pégalite (p(P))") = @(P™M) et le lemme 4.24.

4.3.2 Le polyndéme F;

Soit qué 41" la décomposition de I'idéal £Of en produit d’idéaux premiers
de Ok. On note gy le cardinal de ’ensemble {q | ¢}. On rappelle que E a
par hypothése bonne réduction en tout idéal premier q de Ok divisant £. Le
polynéme P/ donné par la formule (4.1) est alors bien défini et a coefficients
entiers.
D’aprés le lemme 4.24, Papplication de réduction ¢ : Z — Z/pZ induit un
morphisme de monoides
Mg — M,
P +—— P.

En particulier, P * Q = P % Q pour tout P, Q € M.
Lemme 4.25 Le polynéme P} appartient a Mz et vérifie :
Py (0) = (122 (4.10)

Ses racines complexes sont de module (5¢. Si de plus £ # p, alors Py e Mj et
on a
P =0, ou Q=][Aog)* €F,.

ql¢

Démonstration. Pour tout q | £, le polynéme P, est unitaire, a coefficients entiers
et vérifie (prop. 4.9) :
Py(0) = N(q) = ¢/n.

En particulier, P; € Mgz. D’aprés les lemmes 4.22 et 4.23, le polynéme P
est bien défini (la loi * est associative) et indépendant de l'ordre des idéaux
premiers dans la décomposition de ¢ dans K (la loi * est commutative). De
plus, P; appartient & Mz C Z[X].

Soient Pi,..., P, € M4 de degrés respectifs dy,...,d,. On montre par ré-
currence sur n, a partir de la formule pour n = 2 du lemme 4.22 que 'on a

(Pl % Pn)(()) _ (_1)(n+1)d1...d" H PZ(O)H”’“ dj.
i=1

De plus, d’aprés le lemme 4.23, pour tout P € Mz et tout entier » > 1, on a
P (0) = (—1)r+Ddee P p(0)". Comme pour tout idéal q | £, on a deg Py = 2,
on en déduit

P;(0) = Hpq(o)qu (0)-29¢=" _ H (gfq)l%q(fﬂ”*l = 1227 T fava(6)
ql¢ qle

Drott la formule car 3°, favq(£) = d.
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Par ailleurs, d’aprés la proposition 4.9, les racines complexes de P, sont de

module N(q)'/? = ¢/4/2, Donc, d’aprés le lemme 4.23, celles de Pq(lzvq @) sont
de module ¢6fa7a(0) D’apres le lemme 4.22, celles de P} sont de module

Hngq”q(e) — gﬁzqu fava(£) — 054
alt

Supposons a présent ¢ # p. Alors, d’aprés la formule (4.10), on a P; € Mj.
D’aprés la proposition 4.9, on a

?q(/\(aq)) =0.
Donc d’aprés le lemme 4.23, on a :
?q(qu(z)) ()\(O_q)l%q(z)) -0 (mod p). (4'11)
Puis,

oF 12v4 (£ |
PZ (Q) — k Pq( al ))(H}\(Uq)muq(l))
qle

_ <* Pq(12vq(f))> (H/\(O_q)l%q(z)> (1emme 4'24)

al¢
=0 (mod p) (d’aprés le lemme 4.22 et la relation (4.11)).

D’ou le lemme 4.25.

4.3.3 Fin de la démonstration du théoréme 4.1

On reprend les notations de I'Introduction et des §§4.1-4.2. En particulier,
A désigne le caractére d’isogénie associé & une droite stable.

On rappelle que 'on a supposé p > 5, non ramifié dans K et pour tout
idéal premier p de Ok divisant p, E n’a pas mauvaise réduction additive en p
avec potentiellement bonne réduction de hauteur 2. Il s’agit de montrer que p
divise Béd).

Supposons p = £. Alors, pour d > 2, par définition de BZ(,d), il existe un entier
k> 0 tel que Pr(p'?*) divise B,(,d). D’ou p divise B,(jd) car

*( 12k — p*
By(p™) = B£;(0)  (mod p)
=0 (mod p) d’apres le lemme 4.25.

Supposons p # £. D’aprés la proposition 4.20, on a :
Q=] Mog) @ =] Np(£ +p)>. (4.12)
ale plp
Or, par définition on a

Npy(l+p) = et (mod p)
= ¢’ (mod p)
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oit N(p) = |Ok /p| = ¢'». D’ou
TT e (£ +p)e = 2w oo, (4.13)
plp
Or, oy € {0,12} d’apres la proposition 4.12 et on pose

k= Z prO

plp
ap=12

de sorte que

> foay = 12k, (4.14)

plp

Comme p est non ramifié dans K, on a

d=>_fp. (4.15)

plp

Or, d’apreés la remarque suivant la proposition 4.12, on peut toujours, si on le
souhaite, remplacer la famille {ay },, par la famille {12 — oy },,, donc on peut

supposer que ’'on a :
pr% < pr(12 — ap).
plp plp

Autrement dit, d’apres les égalités (4.14) et (4.15)

12k < 12(d — k)

< [1].

D’apreés les égalités (4.13) et (4.14) on a

soit encore

[ Mo +p)> =% (mod p). (4.16)
plp

Par ailleurs, d’apreés le lemme 4.25, on a

Donc, d’aprés les égalités (4.12) et (4.16), il vient
77 (02 =0

c’est-a-dire
Py (") =0 (mod p).

D’ou le théoréme 4.1.
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4.4 Démonstration de la proposition 4.4
On considére la famille {7}, },,>1 des polynomes de Tchebychev. En particu-
lier, on a
T3(X)=4X? -3X; 1-T3(X)=—-(X-1)(2X +1)%
1+ T3(X) = (X +1)(2X —1)% 273(X)?2—1=(2X%2 - 1)(16X* —16X2 +1).
On rappelle que pour tout entier n > 1, on a :
1—T5,(X)=2(1—-T,(X)?) ouencore 1+7T5,(X)=2T,(X)> (4.17)

Soit £ nombre premier tel que E a bonne réduction en chaque idéal premier
de Ok divisant £. On distingue trois cas selon la décomposition de ¢ dans K.

1. Supposons ¢ ramifi¢ dans K avec {Ok = q? et posons
Pi(X)=X?—t,X +0= (X —a)(X - B).

D’aprés la prop. 4.9, on a |a| = |3] = V/£. Posons donc a = v/fe'? avec
0 € R. D’aprés le lemme 4.22, on a

P/(X) = (X = a®)(X - 5*).
D’ou
Pi(X)=X?— (™ + 38X + 0%
= X2 — 20" cos(240) X + ¢*1.
Or, cos(246) = Tya(cos ) et 2v/€cosd = t,, d'ot

t
Pr(X)= X2 -—202T (q)X+£24
) (X) 2\ 507

= (X — ') 4 202 (1 —Tyy (;\}Z» X

On en déduit immeédiatement

P;(0'%) = 20* <1 — Thy (215\“'/2)) :
Or, d’aprés les relations (4.17), on a
1= Toy = 2°(1 = T3) (1 + T3)T5 (275 — 1)%.
D’ou la factorisation

Pr(02) = =022 (12 — 02 (82 — 40)(t2 — 20)* (2 — 30)>(tg — 4442 + (7)?

t tq 9
% (Gor) = 5 (590
t 1 2.
1 2
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On en déduit que 'on a P} (¢£!?) = 0 si et seulement si
(a) soit £ >5etty =03
(b) soit £ =3 et t; =0 ou £3;
(c) soit £ =2 et ty =0 ou £2.
Autrement dit, si et seulement si t, = 0 (mod £) car [t,| < 2V/7.

2. Supposons £ inerte dans K avec /O = q et posons
Py(X)=X? 1, X+ = (X —a)(X - p).

D’aprés la prop. 4.9, on a |a| = |3| = £. Posons donc a = £e* avec 6 € R.
D’aprés le lemme 4.22, on a

Pi(X) = (X —a®)(X - ).
D’ou

PZ*(X) _ X2 _ (a12 +,812)X +£24
= X2 — 2012 cos(120) X + (4.

Or, cos(126) = Tha(cos8) et 2¢cosd = tq, d’ont

Pi(X) = X? = 20T, (;2) X 4

= (X — 1) 4 2*2 (1 — Ty (;2)) X.

On en déduit immeédiatement

w(pl2y _ op24 (1 _ tq
Pf(e=)y=2¢ (1 Tlg(% .

Or, d’apres les relations (4.17), on a
1—Tio =8(1—T3)(1+T3)T5.
D’ou la factorisation
P;(0'?) = —éutﬁ(tﬁ — 62)2(t§ — 462)(t§ — 30%)?

car

1
1— T3 (%) =~z (ta = 20)(tq +0)%

tgy _ 1 2
14 Ty (%) = 75 (ta +20)(tg — 0.

On en déduit que Uon a P} (£*?) = 0 si et seulement si tq = 0, ¢ ou +2/.
Autrement dit, si et seulement si t; =0 (mod ) car |tq] < 2¢.
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3. Supposons ¢ décomposé dans K avec (O = q1q2 et posons
P (X)=X*—t,X +{=(X —a;)(X — 3;), avecj=12.

D’aprés la prop. 4.9, on a |a;| = |3;] = £. Posons donc o = fe'i avec
0; € R. D’aprés le lemme 4.22, on a

P/ (X) = (X = on®0®) (X — 01?82°) (X — B1%0”) (X — B1°52°).
D’ou
P (X) = (X220 cos(12(0;+02)) X +024) (X2 —20"% cos(12(6 —62)) X +£*4).
Or,

cos(12(01 + 62)) + cos(12(6; — 62)) = 2cos(126) cos(1265)
{ cos(12(01 + 02)) - cos(12(0; — 02)) = cos?(1261) + cos?(1263) — 1

et cos(120;) = Tia(cos ;) et 2Vl cosf; = tq;. Dot
P;(X) = X" — 40T, (tq) e ( fas ) X3 42024 | 2T, < fq, )2
¢ 21 21 2v/1
te, \7 t t
+2T q2> — 1| X% 45T (““)T ( °'2>X+€48
12(2\/Z ) 12\ 577 ) 12\ 57
— (X% 242 a0 1y, <%> oy < lgs > X2 -2 (1, <%)2
20 20 20

o () ) (2 2)

C’est bien la formule de I’énoncé. On en déduit immédiatement

Pp(0?) = 40 (le (;qﬂ) - T (2@2))2 '

Or, d’aprés les relations (4.17), on a

T12(X) — T12(Y) = 4(T3(X) — T3(Y))(T3(X) + T3(Y))(T6(X) + T6(Y))
8(T3(X) — Ts(YV))(T5(X) + T5(Y))(T5(X)* + T5(Y)* — 1).

De plus,

t t 1
() g q2>:t —tq,)(ts, + 7, + tq, tq, — 30);
3(%/2) 3<2\/Z %x/z( o)l farta, =30

t t 1
T 2 +T<°’2> ——(tg, +ta,) (2 2 —ty tg, — 30);
3(2\/2) 3 2\/@ 26\/@(‘1 q)(ou q2 9179 )

et

2 2
tCI1 tq 1 2 2 2 2 2 2 42
T; (2\/1?) +T; (2\/22> —1 = 5 (5, g, —40) ((t5, + 13, — 0% =3t5.13,) .
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D’ou la factorisation

%7912 36 (12 2\2 (/.2 2 2 2 ,2\2 /.2 2 2
PE (f ) =Y (tql - t%) ((t(h + t(n - 35) - tqlt%) (tql +t‘12 - 44)
2
x ((t§1 +t§2 - 6)2 - 3t31t§2) :

On en déduit que Pon a P} (£'?) = 0 si et seulement si 'une des conditions
suivantes est satisfaite :

tq, = Ftay to, il Ttgte, =36 2+t =4l

Cela achéve la démonstration de la proposition 4.4.

4.5 Bornes uniformes

4.5.1 Démonstration de la proposition 4.5

Soit g un idéal premier de Ok tel que le sous-groupe ®4 soit non cyclique.
Compte-tenu de la structure des groupes @, 'idéal premier q a nécessairement
caractéristique résiduelle £ = 2 ou 3 ([Ser72, §5.6(a)|) et |®4| = 8 ou 24 (resp. 12)
si £ = 2 (resp. £ = 3). L’irréductibilité de p, résulte alors de la proposition 4.15.
On peut également invoquer le lemme 4.26 ci-dessous et le fait que ®4 se plonge
dans Aut(E[p]) (car £ # p et p > 3, [Ser72, §5.6(a)]).

Notation. On rappelle qu’un sous-groupe maximal de Aut(FE[p]) stabilisant une
droite de E[p] est appelé sous-groupe de Borel.

Lemme 4.26 Soit H un sous-groupe de Gal(K(E[p])/K). On suppose H non
abélien fini. Si p ne divise pas l'ordre de H, alors H ne se plonge pas dans un
sous-groupe de Borel de Aut(E[p]).

Démonstration. Supposons qu’il existe un morphisme injectif + de G dans un
sous-groupe de Borel B de Aut(E[p]). Dans une base convenable de E[p] sur
F,, B est représentable matriciellement par le Borel standard

G 2)

Il contient alors le sous-groupe S d’ordre p engendré par I’élément

(11
u=1{y 1]
C’est un sous-groupe distingué de B. Comme l'ordre de H est premier a p, le
morphisme composé

H << B— B/S

est injectif. Par ailleurs, B/S est abélien. D’ou une contradiction car H est
supposé non abélien.
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4.5.2 Démonstration de la proposition 4.6

Soient p > 3 un nombre premier exceptionnel et q un idéal premier de Ok
de caractéristique résiduelle ¢ # p en lequel F a mauvaise réduction additive
avec potentiellement bonne réduction. On souhaite montrer qu’il existe un entier
n > 0 tel que Pordre du groupe @, divise N(q)"(N(q) —1).

Vu la théorie du corps de classes, le caractére A\ s’interpréte comme un ho-
momorphisme

A Gal(K™/K) — F,

ou m est le conducteur de A et K™ le corps de classes de rayon m. Alors,
d’aprés les propositions 4.14 et 4.15, le caractére A est ramifié en ¢ et on a une
factorisation du type

m=m'-q"", oun>0 et (m,q) =1

L’ordre du groupe ®, divise I'indice de ramification en g de extension K™ /K.
Or lextension intermédiaire K m// K est non ramifiée en g. Donc l'ordre de @,
divise le cardinal du groupe Gal(K‘“/_/K"“/). Notons Ay (resp. hm/) le cardinal
du groupe Gal(K™/K) (resp. Gal(K™ /K)). Alors, d’aprés [Coh00, cor.3.2.4],
o m m’ B (u  Unis 1) n
|Gal(K™ /K™ )| = e mN(CI) (N(q) — 1),

ol U1 (resp. U 1) désigne le sous-groupe du groupe des unités U de O
qui sont congrues & 1 modulo m (resp. m’) au sens de [Coh00, Def.3.2.2]. Or,
comme m’ divise m, I'indice de Uy 1 dans U divise celui de Uy, 1. Donc, l'ordre
de Gal(K™/K™) divise N(q)"(N(q) — 1) et il en va de méme en particulier
pour 'ordre de ®,. D’ou la proposition 4.6.

Remarque. Lorsque £ > 5, on a |®4| = 2, 3, 4 ou 6 ([Ser72, p. 312]). Or N(q)
est premier a 12, donc |®4| divise N(q)™"(N(q) — 1) pour un certain entier n si
et seulement si |®,| divise N(q) — 1. Cela justifie la remarque aprés la proposi-
tion 4.6.

4.5.3 Démonstration des corollaires 4.7 et 4.8

Supposons que q divise 2. Lorsque |®4| = 8 ou 24, le groupe ®, n’est pas
abélien ([Ser72, 5.6(a)|) et la conclusion résulte de la prop. 4.5. Pour |®4| = 3 ou
6, supposons la représentation p, réductible. Alors, d’aprés la prop. 4.6, I’ordre
de @, divise 2/4(2/a —1). Or, 2/a — 1 =1 (mod 3) car f, est impair. D’olt une
contradiction et le corollaire 4.7.

Supposons que q divise 3. Lorsque |®4| = 12, le groupe @4 n’est pas abélien
([Ser72, 5.6(a)]) et la conclusion résulte comme ci-dessus de la prop. 4.5. Pour
|®4| = 4, supposons la représentation p, réductible. Alors, d’aprés la prop. 4.6,
Vordre de ®, divise 3/4(3/a —1). Or, 3/a — 1 = 2 (mod 4) car f, est impair,
d’ott une contradiction et le corollaire 4.8.

4.6 Exemples numériques

Etant donnée une courbe elliptique E, on désigne par Exc(E) l'ensemble de
ses nombres premiers exceptionnels. L’objet de cette section est de déterminer
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explicitement, pour certaines courbes elliptiques E définies sur des corps de
nombres, 'ensemble Exc(E).

4.6.1 Stratégie

Pour chacune des courbes considérées, on commence par déterminer son type
de réduction en chaque idéal premier. Si pour I'un d’entre eux, on est dans un
cas d’application des « résultats uniformes » (prop. 4.5 et 4.6 et cor. 4.7 et 4.8)
du §4.1, il ne reste plus alors a traiter que le cas p = 2 et éventuellement
p =3 et p=~/oul est un nombre premier > 5. Sinon, on applique le critére du
théoréme 4.1. On cherche alors un nombre premier ¢ de « bonne réduction » pour
lequel Béd) soit non nul. Si d est impair, ¢’est automatique (cor. 4.3). Si d est pair
il faut et il suffit que I'on ait P/ (¢54) # 0. Bien que 'on ne sache pas montrer que
pour une courbe sans multiplication complexe, il existe toujours un tel nombre
premier, cela ne pose aucun probléme d’en trouver un dans la pratique. Aprés
quelques itérations du théoréme 4.1, on obtient alors un ensemble trés restreint
de nombres premiers contenant 2, 3 et les premiers ramifiés dans le corps. On
traite alors « & la main » ceux qui restent. Soit on trouve un idéal premier q de
bonne réduction ne divisant pas p tel que Py soit irréductible modulo p et alors
p n’est pas exceptionnel, soit on montre que E posséde un sous-groupe stable
d’ordre p et alors p est exceptionnel.

4.6.2 Notations

La courbe E est donnée sous forme d’une équation de Weierstrass
2 _ .3 2
Y© +a1xy +azy = 7 + a2x” + a4x + as,

avec a; € Ok. On adopte les notations standard de Tate ([Tat75]). Pour chaque
idéal premier p de Og, on note v, la valuation en p de K normalisée par
vp(K*) = Z.

Etant donné un nombre premier ¢, on note &
premiers de Béd). Lorsque E est définie sur un corps quadratique, on dispose de
deux programmes pari : I'un, TraceOfFrobenius, permet de calculer la famille

Ed) I’ensemble des diviseurs

{tq}q¢; l'autre, ExceptionalPrimes, de déterminer I’ensemble Gf) (et aussi
Pentier Bf)).

4.6.3 Corps quadratiques

On suppose que K est un corps quadratiques, i.e. d = 2.

Courbes semi-stables et corps quadratiques

Dans le cas ot £ est I'ensemble des courbes semi-stables, Kraus a obtenu
plusieurs résultats en direction de la question 2 ([Kra96, Kra07]). Dans le cas
des corps quadratiques, il montre notamment le résultat suivant ([Kra96, th.
p.246]) en utilisant les bornes de Merel ([Mer96]) sur les points de torsion des
courbes elliptiques sur les corps de nombres.
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Théoréme 4.27 (Kraus) Soit K un corps quadratique. Il existe une constante
effective ¢(K) ne dépendant que de K telle que pour toute courbe elliptique semi-
stable F définie sur K et pour tout nombre premier p > ¢(K), la représentation
pp est irréductible.

Remarque. D’aprés un résultat non publié de Oesterlé et en suivant la démons-
tration de loc. cit., on montre que ’on peut choisir

¢(K) = max ((1+3h;)2,DK'M(K)> )

ol h; est le nombre de classes de K au sens restreint et

M(K) = 1 si K est imaginaire;
~ | Ngjq(u? —1) si K est réel d’unité fondamentale w.
Courbes non semi-stables et corps quadratiques

Exemple 4.28 On suppose K = Q(\/5). On considére la courbe E d’équation
1+V5

V=342 +wr o w= 5

Alors, Exc(E) = {2} et (0,0) est un point d’ordre 2.

Démonstration. On a

cy =244 - 3w)
ce = 25(—8 + 9w)
A =-250.

Or, w est une unité de Ok . En particulier, la courbe E a bonne réduction en
dehors de (I'idéal premier) 20k. On a :

(UQ(C4), 1}2(66), UQ(A)) = (47 6, 6)

Donc E a mauvaise réduction additive en 2. On note ®5 son défaut de semi-
stabilité en 2. On a v3(j) = 6 et 3vua(cq) = 2v2(cs). L'extension K/Q étant non
ramifié en 2, on a d’aprés [Cal04], |®2| = 4 ou 8. Or, avec les notations de loc.
cit. la condition (C2) n’est pas satisfaite. On en déduit que l'on a [Py = 8.
Et, d’aprés le cor. 4.7, p,, est irréductible pour tout nombre premier p > 5. La
courbe F a bonne réduction en l'idéal premier 7Ok et d’aprés le programme
TraceOfFrobenius, on a t7 = —12. D’ol

Pr(X)=X?—t;X+49=X?+1 (mod 3).

Donc ps est également irréductible. La représentation ps, en revanche, est ré-
ductible car (0,0) est un point d’ordre 2.

Exemple 4.29 On suppose K = Q(v/—3). On considére la courbe E d’équation

14+v-3

V=4t +14+2w, ot w= 5

Alors, 'ensemble Exc(FE) est vide.
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Démonstration. On a

Cq4 = 724 -3

ce = —25-33(1 + 2w)

A =277 — 216w).
En particulier, Ng,q(A) = 28 . 157 - 229 et, ni 157, ni 229 ne divisent c4. Donc
la courbe E a mauvaise réduction multiplicative en un idéal premier au-dessus

de 157 et en un idéal premier au-dessus de 229 (157 et 229 sont tous deux
décomposés dans K). Par ailleurs, I'idéal 20k est premier et

(U2(C4)’ UQ(CG)’ UQ(A)) = (47 5, 4)'

En particulier, £ a mauvaise réduction additive en 2 avec potentiellement bonne
réduction. Comme v2(j) = 8, on a d’apres [Cal04], |P2| = 3, 6 ou 24. Or,

g _J
]’:ﬁzl (mod 4)

donc pour tout v € {1,w,w?}, j' Zv* + 29> (mod 4). Autrement dit, avec les
notations de loc. cit., la condition (C3) n’est pas satisfaite. On en déduit que
lon a |®2| = 24. Donc d’aprés le cor. 4.7, la représentation p,, est irréductible
pour tout nombre premier p > 5. Il ne reste plus qu’a traiter les cas p = 2 et
p = 3. La courbe F a bonne réduction en chacun des idéaux premiers divisant
7 et 11 et d’apres le programme Trace0OfFrobenius, on a

{tq}qw = {07 —2} et t11 = —5.

Donc le polynéme
P(X)=X?+5X + 112

est irréductible modulo 2. Et, si p7 désigne I'idéal premier de Ok au-dessus de 7
tel que ¢, = 0, le polynome

Py (X)=X?+7
est irréductible modulo 3. On en déduit le résultat annoncé.

Exemple 4.30 On suppose K = Q(v/13). On considére la courbe E d’équation

1 13
y =2 — (313 +240w)z — 17 ot w= %\/»
Alors, lensemble Exc(FE) est vide.

Démonstration. On a

cg =24 3(11 + 8w)?
Ce = 25 . 33 <17
A =24 .5(11 + 8w)2(213629 4 167568w).

De plus, Nk /q (213629 +167568w) = —1153 - 2430503 et ni 1153, ni 2430503 ne
divisent ¢4. Donc la courbe E a mauvaise réduction multiplicative en un idéal
premier au-dessus de 1153 et un idéal premier au-dessus de 2430503. Le nombre
premier 2 est inerte dans K et

(v2(ca), v2(c6), v2(A)) = (4,5, 4).
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Donc v2(j) = 8 et d’aprés [Cal04], on a |P2| = 3, 6 ou 24. Comme par ailleurs,

. J

j' = 5% = —1 (mod 4),
la condition (C3) de loc. cit. est satisfaite avec v = 1 et |P3] = 3 ou 6 (en fait
|®2| = 6 d’apres loc. cit.). Puisque fa = 2 est pair, le cor. 4.7 ne s’applique pas.
Cependant, en I'idéal premier py7 = (15 + 4v/13)Ok, on a

(UP17(C4)7 Upiz (06)7 UPN(A)) - (27 1, 2)

Donc E a mauvaise réduction additive en pi7 avec potentiellement bonne ré-
duction. Son défaut de semi-stabilité ®,,, est d’ordre 6 ([Ser72, p.312]). Or,
6 ne divise pas N(p17) — 1 = 16. Donc, d’aprés la prop. 4.6, la représenta-
tion pj, est irréductible pour tout nombre premier p > 3 et p # 17. Si p3 désigne
un idéal divisant 3, alors E a bonne réduction en p3 et d’aprés le programme
TraceOfFrobenius, on a

tp, = —3.

Donc le polynoéme P,,(X) = X? 4+ 3X + 3 est irréductible modulo 2 et 17. On
en déduit le résultat.

Exemple 4.31 On suppose K = Q(v/—1). Pour tout entier a € Z[v/—1], on
considere la courbe E, d’équation

y2:x3+ax+a.

Supposons que Uon ait vp,(a) = 0,1,3,4,5,6 ou 7, ot p est l'unique idéal de
Ok au-dessus de 2. Alors, l’ensemble Exc(E,) est contenu dans {2,3}.

Démonstration. On a

C4(Ea) = —24 -3-a
c6(Ey) =—2%-3-a
A(B,) = —24 - a(da + 27).

En particulier, vy, (ca(Ea)) = 8 + vy, (), 0p, (A(Ea)) = 8+ 20y, (a) et
Upsy (J(Ea)) =16+ Vp, (a) > 0.

Donc E, a mauvaise réduction additive en po avec potentiellement bonne ré-
duction. Par ailleurs, 2 est ramifié dans K (donc fp,, = 1 est impair) et

vpy (5(Eq)) € {16,17,19,20, 21,22, 23}.

Donc, d’aprés [Bil08b], on a |®,,| € {3,6,8,24}. On conclut avec le cor. 4.7.

Avec les notations de I'exemple précédent, lorsque vy,(a) = 2 ou > 8, le
corollaire 4.7 ne s’applique pas toujours. On traite ci-dessous un exemple dans
le cas ol vy, (a) = 2.

Exemple 4.32 On suppose K = Q(v/—1). On considére la courbe E d’équation
y? =2+ 23+ 2V -1Dx +2(3+2v-1). (4.18)

Alors, ensemble Exc(FE) est vide.
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Démonstration. On a

ey =—2°-3(34+2V-1)
Ce — —26 . 33(3 + 2\/j1)
A=-253+2y=1)2- (51 + 16y/—1).

On a 20k = p% ot py = (1 +/—1)Of et
(”pz (04)’ Up, (66)7 Up, (A)) = (107 12, 12)

Donc, d’aprés [Pap93], I'équation (4.18) correspond & un cas 6 ou 7 de Tate. En
particulier, il est minimal en p, et E a réduction additive en ps. Déterminons &
présent lordre |®y,| de son défaut de semi-stabilité en ps. On a vy, (j) = 18 et
m =14 +/—1 est une uniformisante de K,,. De plus,

C4

35 = 1+7 (mod 2).
Donc, d’aprés [Bil08b, th.2], on a |®,,| = 4. On ne peut donc pas appliquer le
cor. 4.7.

Notons pi3 I'idéal premier de Ok engendré par 3 + 2y/—1. On a

(UP13(C4)7 Upis (A>) = (1’ 2)7

d’out vy,,(j) = 1. L’équation (4.18) est minimale en pq3 et E a mauvaise réduc-
tion additive en pi3 avec potentiellement bonne réduction. Son défaut de semi-
stabilité est d’ordre 6 (c.f. [Ser72, p.312]). Comme 6 divise N(p13) — 1 =12, la
prop. 4.6 ne donne aucune majoration de Exc(F). Par ailleurs, on a vy, (A) =2
et d’aprés [Kra97a, lem.1] (ou la prop. 4.18), E' n’a pas potentiellement bonne
réduction de hauteur 2 en py3.

Notons pogs7 Iidéal premier de Ok engendré par 51 + 164/—1. La courbe E
a mauvaise réduction multiplicative en pogs7. En dehors de pa, p13 et pagsr, la
courbe E a bonne réduction.

Vu I’étude précédente, aucun des résultats « uniformes » du §4.1 (prop. 4.5
et 4.6 et cor. 4.7 et 4.8) ne s’appliquent. Pour cette courbe, on a donc recours
au critére du th. 4.1. Soit p > 5 un nombre premier exceptionnel. D’aprés le
programme TraceOfFrobenius, on a

{tatqs = {—2,1} et t;=6.

D’aprés le th. 4.1 appliquée & £ = 5 et £ = 7, p divise chacun des entiers Bé2) et
B;2). Or, d’aprés le programme ExceptionalPrimes, on a

B =928 .316.539 . 112.17.61 .73 277 - 397 - 557 - 653 - T57 - 23833
et )
B = 2. 3852713 . 11.135 . 37% . 2089 - 2689 - 3889.

D’ou
pecPne? ={235 11}.

Il ne reste donc plus qu’a traiter les cas p = 2, 3, 5 et 11. Or, E a bonne réduction
en l'idéal premier 30k et d’aprés le programme TraceOfFrobenius, on a

Py(X)=X?*+3X+9.
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Donc Ps est irréductible modulo 2, 5 et 11. Et, si p5 est un idéal premier au-
dessus de 5, on a t,, = —2 ou 1, et

Py (X)=X?+2X +2 (mod 3).

Donc P, est irréductible modulo 3. On en déduit que p, est également irréduc-
tible pour p = 2, 3, 5 et 11. D’otu le résultat.

Exemple 4.33 On suppose K = Q(v/—6). On considére la courbe E d’équation
y* =2® —2(5+6V—6)x — 2% . 3. (4.19)
Alors, 'ensemble Exc(FE) est vide.

Démonstration. On a
ca =2°-3(5+6y—6)
Ce = 28 . 38
A = —29(3191761 + 8461/—6)

et Nk /q(3191761 + 8461/ —6) = 7 - 249947 - 5822573. La courbe E a mauvaise
réduction multiplicative en un idéal au-dessus de 7, 249947 et 5822573. Par
ailleurs, 2 est ramifi¢ dans K. Posons 20k = p3. En py, on a

(UPQ (04)’UP2 (CG)7UP2 (A)) = (107 16, 18)

Donc E a mauvaise réduction additive en po avec potentiellement bonne réduc-
tion. De plus, on a vy, (j) = 12 et 2vy,(cg) = 3vp,(cs) + 2. Posons m = /—6.
C’est une uniformisante de K, et on a

% = —% =1+ +7° (mod 4Z3[vV—6]).
Donc, d’aprés [Bil08b, th.2], ni la condition (C1’), ni la condition (C3) n’est
satisfaite et |®,,| = 4.

Vu l'étude précédente, aucun des résultats « uniformes » du §4.1 (prop. 4.5
et 4.6 et cor. 4.7 et 4.8) ne s’appliquent. Pour cette courbe, on a donc recours
au critére du th. 4.1. Les premiers ramifiés dans K sont 2 et 3. Soit p > 5 un
nombre premier exceptionnel. D’aprés le programme TraceOfFrobenius, on a

{tq}q\ll = {_4,3} et t13 = —8&.

Donc d’aprés le théoréme 4.1 appliqué & £ = 11 et £ = 13 et le programme
ExceptionalPrimes, on a

pe6iyne ={2,57).

11 ne reste donc plus qu’a traiter les cas p = 2, 3, 5 et 7 (car 3 est ramifié
dans K). D’aprés le programme TraceOfFrobenius, on a

{tq}q\5 = {737 *2} et {tq}q|11 = {7473}'

On désigne par ps (resp. ps) l'idéal premier au-dessus de 5 tel que t,, = —3
(resp. tpz = —2). Alors,

Py (X)=X*+3X +5
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est irréductible modulo 2 et 7. Par ailleurs, le polynome
Pir(X)=X?+2X +5

est irréductible modulo 3. De méme, on désigne par p1; I'idéal premier au-dessus
de 11 tel que t,,, = —4. Alors,

Py (X)=X?+4X +11
est irréductible modulo 5. D’otu le résultat.
Exemple 4.34 On suppose K = Q(v/2) et on pose

A = —3%.5.173(428525 + 303032v/2)
B = 2.3%.5.173(62176502533 + 439655519561/2).

On considére la courbe E d’équation
y> = 2%+ Az + B.
Alors, Exc(E) = {13}.
Démonstration. On vérifie que pour le modéle choisi, on a
Ngq(A) = —220.318. 50721715 . 236 . 796,

En particulier, la courbe E a bonne réduction en les idéaux premiers divisant
11, 13, 19, 29 et 41 et d’aprés le programme TraceOfFrobenius, on a

tin=4; tiz=—14 t19=26; tyg=1 et {tg}qu ={-3,2}.
Soit p un nombre premier exceptionnel n’appartenant pas a I’ensemble
{2,3,5,7,17,23,79}.
Alors, d’aprés le corollaire 4.2, on a en particulier
pe&ne.
D’ou, d’aprés le programme ExceptionalPrimes,
p€{2,3,5,7,13}.

Autrement dit, il ne reste plus qu’a traiter les cas o p = 2,3,5,7,13,17,23 et
79. Or le polynéme Pj; est irréductible modulo 5, 23 et 79. De méme, P;3 est
irréductible modulo 7, P;g modulo 17 et P9 modulo 2. Si p4; désigne l'idéal
premier de Ok au-dessus de 41 tel que t,,, = 2, alors P,,, est irréductible
modulo 3. On en déduit que 2,3,5,7,17,23 et 79 ne sont pas exceptionnels. En
revanche 13 est un nombre premier exceptionnel. En effet, la courbe modulaire
X0(13) paramétrisant les courbes elliptiques munies d’un sous-groupe stable
d’ordre 13 est de genre 0 et un isomorphisme avec P! est donné par la fraction
rationnelle suivante ([Mes80, §2.2]) :

(X2 +5X +13)(X*+7X3 +20X2% + 19X +1)3

J(Xo(13)(X) = =

On vérifie alors que 'on a j(X((13))(v/2) = j. Cela montre que 13 est excep-
tionnel et le résultat annoncé.
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Exemple 4.35 On suppose K = Q(v/3) et on pose

ar = 22.7V3(1+2v3)(2—V3) =252 - 1123
ag = 2-3%2-7%/3(1+2v/3)? = 10584 + 114661/3
ag = 2%-3-T3(1+2v3)4(7 — 4V/3) = —24202080 + 15616104+/3.

On considere la courbe E d’équation
v+ arzy = 23 + agr + ag. (4.20)

Alors, la courbe E a des multiplications complexes par le corps Q(v/—1) et
Exc(E) = {2,3}.

Démonstration. On a

ey =-2°-32.72.112(-1+2V/3)(2 — 3V/3)% 2
cg =22-3%.71 1131+ 2v3)(2 — 3v3)3
A =-29.34.75.115/3(2 — 3/3)6c4

oil £ = 2 4+ /3 est Punité fondamentale de Q(\/g) On en déduit que

§=20-3-V3(—1+2V3)3(2 - 3v3)%c2
= 76771008 — 44330496\/3

est entier de polynéme minimal sur Q
P(X) = X? — 153542016 X — 1790957481984.

Vérifions que E a des multiplications complexes par l'ordre de Q(v/—1) de
conduteur 3. En effet, il n'y a qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques ayant des multiplications complexes par un ordre de discri-
minant D fixé. De plus, le polyndme minimal sur Q de I'invariant modulaire
d’une telle courbe elliptique est

2p(X) = [] (Xj (W))

ou j désigne la fonction modulaire et (a, b, ¢) parcourt I'ensemble des triplets
d’entiers tels que la forme quadratique az? + bxy + cy? soit primitive positive
réduite de discriminant D ([Coh93, Th. 7.2.14]). Dans le cas ou D = —36,
on a exactement deux représentants des classes d’équivalence de telles formes
quadratiques donnés par

22+ 9y% et 222+ 2zy + 5y°.

On vérifie alors que I'on a

P_s6(X) = (X —j(3V~1)) <X —J (—1+23ﬁ>>

= X? — 153542016 X — 1790957481984 = P(X)
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j-a (PR,

Cela établit ’assertion.
Par ailleurs, d’aprés 'expression des coeflicients ¢4, cg et A ci-dessus, F a
réduction additive en I'idéal ps = v/30x et

(Vps (€a), Vpy (c6), vy (A)) = (4,6,9).

En particulier, on a d’aprés [Kra90, th. 1], |®,,| = 4 ou 12. Donc, d’aprés le
cor. 4.8, la représentation p, est irréductible pour tout nombre premier p > 5.
Par ailleurs, la courbe modulaire X((3) paramétrisant les courbes elliptiques
munies d'un sous-groupe stable d’ordre 3 est de genre 0 et un isomorphisme
avec P! est donné par la fraction rationnelle suivante :

(X +3)3(X +27)

J(Xo(3)(X) = —

On vérifie alors que l'on a j(Xo(3))(243 — 162v/3) = j. Cela montre que 3 est
exceptionnel. On vérifie enfin que le point de coordonnées affines

z = —22.7(15+8V3)
{y = 2°.3.72(13+4V3)

est un point d’ordre 2 de E. En particulier, 2 est exceptionnel. D’oit le résultat.

Remarques.

1. Pour montrer la finitude de ’ensemble exceptionnel, on aurait pu appliquer
directement le cor. 4.2 (au lieu du cor. 4.8) par exemple avec le nombre
premier £ = 5 pour lequel BéZ) #0.

2. Etant donné un entier d > 1, il existe un nombre fini de classes de Q-
isomorphismes de courbes elliptiques & multiplications complexes définies
sur un corps de nombres de degré < d. Pour un entier « raisonnable » d
donné, il est de plus possible de calculer explicitement la liste des invariants
modulaires des courbes & multiplications complexes définies sur un corps
de degré < d. Nous avons entrepris de le faire dans le cas ol d = 2 mais par
manque de temps nous n’avons pas fini ces calculs. L’invariant modulaire
j de la courbe d’équation (4.20) ci-dessus fait partie de cette liste.

Exemple 4.36 On suppose K = Q(v/—3). On considére la courbe E définie
sur K par l’équation
Y =2 4 1.

Alors, E a mauvaise réduction additive en l’idéal premier 20k avec un défaut
de semi-stabilité d’ordre 3 et

Exc(E) ={2,3}U{p premier |p=1 (mod 3)}.

Démonstration. 1l s’agit de la courbe d’invariant modulaire nul notée 36 A1 dans
les tables de Cremona [Cre97]. Sur Q elle a réduction additive en 2 et son dé-
faut de semi-stabilité est d’ordre 3 ([Kra90, cor. p.357]). Il en va méme sur K
car 2 est non ramifi¢ dans K. Le point de coordonnées (—1,0) est d’ordre 2 et
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(0,1) d’ordre 3. Soit p un nombre premier > 5. Vu la théorie de la multiplica-
tion complexe, si p =1 (mod 3), alors la représentation p, : Gqg — GL2(F)) a
pour image le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé de GLo(F)).
Sa restriction & Gk a précisément pour image ce sous-groupe de Cartan dé-
ployé. En particulier, elle est réductible. En revanche, si p = 2 (mod 3), alors
d’aprés [Ser72, p. 275|, 'image par p, de Gq est le normalisateur d’un sous-
groupe de Cartan non déployé de GLy(F),). La restriction de p, & Gg a alors
pour image ce sous-groupe de Cartan non déployé. En particulier, elle est irré-
ductible. D’oui le résultat.

4.6.4 Un exemple sur un corps cubique

Exemple 4.37 On suppose K = Q(a) ot a est une racine dans Q du polynome
X3 —3X + 1. On considére la courbe E d’équation

y? =23+ 2(1 4+ o)’z + 24a(2 + ).
Alors, 'ensemble Exc(E) est vide.

Démonstration. On a D = 3% et 30 = p3 ol p3 est I'idéal de Ok engendré
par 1+ «. De plus, on vérifie que l'on a

ca =-25(1+a)’(1l+a-—a?)
ce =-221+a)?(1+a—a?
A =-2214a)f-5-11

;
)%

et 14+ o — a? est une unité de O. La courbe E a mauvaise réduction mul-
tiplicative en les idéaux premiers 5Ok et 110g. En l'idéal premier ps, la
courbe a mauvaise réduction additive avec potentiellement bonne réduction et
Up,s (Ap,) = vp,(A) = 6. Donc, d’aprés [Kra90, th.1], on a |®,,| = 2 ou 6. En
Iidéal premier 20, la courbe E a mauvaise réduction additive avec potentiel-
lement bonne réduction et

(va(ca), v2(ce),v2(A)) = (5,8,9)
d’ott v2(j) = 6 et 2va(cg) = 3va(cy) + 1. Comme de plus

,,_i'_(l—&-a)g(l—&—a—oﬂ)?’_ 33
7 =96 T 5.11 T 511

=1 (mod 4),

d’apres [Cal04], on a |®2| = 4. Partout ailleurs, la courbe E a bonne réduction.

Vu I'étude précédente, aucun des résultats « uniformes » du §4.1 ne s’ap-
pliquent. Les nombres premiers 17, 19, 37 et 53 sont (totalement) décomposés
dans K et on vérifie que ’'on a

{tq}q|17 = {—37 —3,3}; {tq}qllg = {_5> —5,5};
{tatqzr ={-7,-7,7} {tqtqs3 = {-3,3,3}.

Soit p un nombre premier exceptionnel > 5. D’aprés le th. 4.1, on a en particulier,

pe6Pnelynely ={2,3,5}.



170 CHAPITRE 4. CRITERES D’IRREDUCTIBILITE

Il ne reste donc plus qu’a traiter les cas ou p = 2,3 ou 5. Or, si p53 désigne un
idéal premier de Ok au-dessus de 53, le polynéme P, est irréductible modulo 2
et 5. Par ailleurs, 1'idéal 7O est premier et t; = —36, donc le polyndéme

Py(X)=X?+36X +7°

est irréductible modulo 3. On en déduit le résultat annoncé.
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