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Arithmétique modulo 2

On note F» I'ensemble {0, 1} muni des deux lois d'addition et de
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

Arithmétique modulo 2

On note F» I'ensemble {0, 1} muni des deux lois d'addition et de
multiplication suivantes

= O X
o OO
= Ol
— ol+
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

Arithmétique modulo 2

On note F» I'ensemble {0, 1} muni des deux lois d'addition et de
multiplication suivantes

x |0 1 +]0 1
00 0 00 1
10 1 1|10

@ L'ensemble F, ainsi construit est un corps.
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

Arithmétique modulo 2

On note F» I'ensemble {0, 1} muni des deux lois d'addition et de
multiplication suivantes

@ L'ensemble F, ainsi construit est un corps.

= O X
o OO
= Ol
— ol+
= OO
O R

@ Un élément de |'ensemble F; s'appelle un bit.
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

Arithmétique modulo 2

On note F» I'ensemble {0, 1} muni des deux lois d'addition et de
multiplication suivantes

@ L'ensemble F, ainsi construit est un corps.

= O X
o OO
= Ol
— ol+
= OO
O R

@ Un élément de |'ensemble F; s'appelle un bit.

@ Une suite de bits s'appelle un mot (binaire).
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa

ASCIl

Un intérét pratique

Les bits forment les briques du langage des ordinateurs :
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa

ASCIl

Un intérét pratique

Les bits forment les briques du langage des ordinateurs :
0 < le circuit est ouvert (le courant ne passe pas)
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa

ASCIl

Un intérét pratique

Les bits forment les briques du langage des ordinateurs :
0 < le circuit est ouvert (le courant ne passe pas)
1 <> le circuit est fermé (le courant passe)
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa

ASCIl

La représentation ASCII

@ On dispose de 128 caractéres (caractéres latins, chiffres, signes
de ponctuation, etc) :
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

La représentation ASCII

@ On dispose de 128 caractéres (caractéres latins, chiffres, signes
de ponctuation, etc) ;

V" #$%&" ()
0123456789:
@ABCDEFGHIJKLMNO

PQRSTUVWXYZ[\]1"
“abcdefghijklmno
pqrstuvwxyz{|}~
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

La représentation ASCII

@ On dispose de 128 caractéres (caractéres latins, chiffres, signes
de ponctuation, etc) ;

V" #$%&" ()
0123456789:
@ABCDEFGHIJKLMNO

PQRSTUVWXYZ[\]1"
“abcdefghijklmno
pqrstuvwxyz{|}~

@ Chaque caractére est représenté par un mot de 7 bits.
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Les chiffres et les lettres

Le corps Fa
ASCII

La représentation ASCII

@ On dispose de 128 caractéres (caractéres latins, chiffres, signes
de ponctuation, etc) ;

V" #$%&" ()
0123456789:
@ABCDEFGHIJKLMNO

PQRSTUVWXYZ[\]1"
“abcdefghijklmno
pqrstuvwxyz{|}~

@ Chaque caractére est représenté par un mot de 7 bits.
@ Par exemple, a correspond a 1100001, et 1111000 a x.
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Les codes détecteurs dans la vie courante
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Comment faire?
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Comment faire?

Il faut ajouter de la redondance...
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Comment faire?

Il faut ajouter de la redondance...

Codage Canal Décodage
a m m' a?
—_— _— e
Erreur e
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Comment faire?

Il faut ajouter de la redondance... mais pas trop !

Codage Canal Décodage
a m m' a?
—_— _— e
Erreur e
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité : définition

@ mot de 7 bits ~» mot de 8 bits (=octet).
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é eurs oz
Détecter les erreur: Gadle dle (e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité : définition

@ mot de 7 bits ~» mot de 8 bits (=octet).
o Le 8-iéme bit, appelé bit de parité, vaut

0 sile nombre de 1 du mot de 7 bits est pair
1 sile nombre de 1 du mot de 7 bits est impair
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étecter les erreurs i
Détecter rreur Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité : définition

@ mot de 7 bits ~» mot de 8 bits (=octet).
o Le 8-iéme bit, appelé bit de parité, vaut

0 sile nombre de 1 du mot de 7 bits est pair
1 sile nombre de 1 du mot de 7 bits est impair

e Maintenant a est codé par 11000011 et x par 11110000
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et addition dans F,

Définition

On appelle code de parité I'ensemble des mots de 8 bits de la forme
b1b2b3b4b5b6b7(b1 + by + b3 + bsy + bs + bg + b7)

ol b; = 0 ou 1 et I'addition est celle de F».
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et addition dans F,

Définition

On appelle code de parité I'ensemble des mots de 8 bits de la forme
b1b2b3b4b5b6b7(b1 + by + b3 + bsy + bs + bg + b7)

ol b; = 0 ou 1 et I'addition est celle de F».

e 01101010, 10101010, 00001111 sont des éléments du code de
parité.
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et addition dans F,

Définition

On appelle code de parité I'ensemble des mots de 8 bits de la forme
b1b2b3b4b5b6b7(b1 + by + b3 + bsy + bs + bg + b7)

ol b; = 0 ou 1 et I'addition est celle de F».

e 01101010, 10101010, 00001111 sont des éléments du code de
parité.
@ 00001110, 11000001, 01010111 ne le sont pas.
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et détection
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et détection

@ Si on change 1 bit dans un octet du code de parité, le résultat
n'est plus dans le code de parité (et vice-versa).
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et détection

@ Si on change 1 bit dans un octet du code de parité, le résultat
n'est plus dans le code de parité (et vice-versa).

@ Le code de parité détecte donc 1 erreur, mais il ne la corrige
pas.
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Détecter les erreurs i
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Code de parité et détection

@ Si on change 1 bit dans un octet du code de parité, le résultat
n'est plus dans le code de parité (et vice-versa).

@ Le code de parité détecte donc 1 erreur, mais il ne la corrige
pas.

@ On parle de code détecteur.
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Détecter les erreurs

Code de parité

Les codes détecteurs dans la courante




Détecter les erreurs .
Code de parité

Les codes détecteurs dans la vie courante

Le numéro INSEE

carte d'assurance maladie

vitale
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Le numéro INSEE

carte d'assurance maladie

vitale

@ Les deux derniers chiffres du numéro INSEE correspondent a la
cle.
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Le numéro INSEE

carte d'assurance maladie

vitale

@ Les deux derniers chiffres du numéro INSEE correspondent a la
cle.
o La clé est définie par

97 — (le reste de la division euclidienne de N par 97),

ot N est le nombre formé des 13 premiers chiffres.
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Détecter les erreurs @adle e e

Les codes détecteurs dans la vie courante

Comment corriger les erreurs trouvées ?
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Interlude : un tour de prestidigitation

@ Choisir un entier entre 0 et 15.
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Interlude : un tour de prestidigitation

@ Choisir un entier entre 0 et 15.

@ Répondre aux sept questions suivantes. On a le droit de mentir
au plus UNE fois.
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Interlude : un tour de prestidigitation

@ Choisir un entier entre 0 et 15.

@ Répondre aux sept questions suivantes. On a le droit de mentir
au plus UNE fois.

L'entier choisi
L'entier choisi
L'entier choisi
L'entier choisi
L'entier choisi

L'entier choisi

000000

L'entier choisi

est-il inférieur ou égal a 77

est-il dans I'ensemble {0,1,2,3,8,9,10,11}7?
est-il dans I'ensemble {0,1,4,5,8,9,12,13} 7
est-il pair?

est-il dans 'ensemble {0,2,5,7,9,11,12,14} 7
est-il dans 'ensemble {0,3,4,7,9,10,13,14} 7
est-il dans |'ensemble {0,3,5,6,8,11,13,14} 7
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Correction et distance
Détecter et corriger
D'un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Sommaire

© D'un mot a l'autre
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Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »
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Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »

trigvent
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Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »

trigvent

7

trouvent
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Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »

trigvent

N

trouvent prouvent

Nicolas Billerey 1+ 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »

trigvent

N

trouvent prouvent
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Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »

trigvent

AN

trouvent prouvent
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Correction et distance
Détecter et corriger

D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
trigvent, on en cherche. »

trigvent
/ \
trouvent prouvent

On corrige au plus proche.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Une distance entre les mots binaires ?

Définition intuitive : pour m et m’ deux mots de méme longueur,
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Une distance entre les mots binaires ?

Définition intuitive : pour m et m’ deux mots de méme longueur,

d(m, m’) = #{bits différents entre m et m'}
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Une distance entre les mots binaires ?

Définition intuitive : pour m et m’ deux mots de méme longueur,

d(m, m’) = #{bits différents entre m et m'}

Propriétés élementaires

dim,m)=0 et d(m,m')=d(m, m)

quels que soient m et m'.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

galité triangulaire
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

galité triangulaire
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

L'inégalité triangulaire

d(m,m’) < d(m,m")+ d(m", m)
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming (7, 4,

Distance de Hamming et détection
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Correction et distance
Détecter et corriger
D'un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection

Définition

Un code est un ensemble de mots de méme
longueur. La longueur du code est la
longueur des mots.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection

Un code est un ensemble de mots de méme

longueur. La longueur du code est la
longueur des mots.

4

La distance de Hamming dy d'un code est

la distance minimale entre deux mots
distincts du code.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection

Un code est un ensemble de mots de méme

longueur. La longueur du code est la
longueur des mots.

4

La distance de Hamming dy d'un code est
la distance minimale entre deux mots
distincts du code.

o La distance de Hamming du code de parité est
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection

Un code est un ensemble de mots de méme

longueur. La longueur du code est la
longueur des mots.

4

La distance de Hamming dy d'un code est
la distance minimale entre deux mots
distincts du code.

o La distance de Hamming du code de parité est 2.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection

Un code est un ensemble de mots de méme

longueur. La longueur du code est la
longueur des mots.

4

La distance de Hamming dy d'un code est
la distance minimale entre deux mots
distincts du code.

o La distance de Hamming du code de parité est 2.

@ Un code de distance de Hamming d détecte d — 1 erreurs.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction

trigvent

—

trouvent
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction

trigvent

N

trouvent trichent
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction

trigvent

trouvent < > trichent
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction

trigvent

trouvent < > trichent

Lequel choisir ?
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction

trigvent

trouvent < > trichent

Lequel choisir 7 On ne sait pas!
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction

trigvent

trouvent < > trichent

Lequel choisir 7 On ne sait pas!

Définition

Un code C est dit t-correcteur s'il permet de corriger t erreurs,
autrement dit, si pour tout mot m’, il existe au plus un élément
m € C tel que d(m’, m) < t.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction (suite)

@ Un code de distance de Hamming d est -correcteur.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction (suite)

@ Un code de distance de Hamming d est L J—correcteur.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D’un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et correction (suite)

@ Un code de distance de Hamming d est L J—correcteur.

3—-1
@ En particulier, un code de distance 3 corrige LTJ =1

erreur...
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Correction et distance
Détecter et corriger
D'un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3] est le code de longueur 7 constitué
des seize mots suivants :

0000000, 0001111, 0010011, 0011100, 0100101,

0101010, 0110110, 0111001, 1000110, 1001001, 1010101,
1011010, 1100011, 1101100, 1110000, 1111111
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Correction et distance
Détecter et corriger
D'un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3] est le code de longueur 7 constitué
des seize mots suivants :

0000000, 0001111, 0010011, 0011100, 0100101,

0101010, 0110110, 0111001, 1000110, 1001001, 1010101,
1011010, 1100011, 1101100, 1110000, 1111111

C'est I'ensemble des mots de la forme
b1bab3ba(b1 + by + ba)(b1 + b3 + bs)(b2 + b3 + by)

avec b; = 0 ou 1.
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Correction et distance
Détecter et corriger
D'un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3] (suite)

Le code de Hamming [7, 4, 3] correspond (bijectivement) a I'image
de F4 par la matrice

S M7,4(F2)

()

Il
O R OOOHRK
H O, OOKFO
= = O 0O+ OO
= == O OO
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Correction et distance
Détecter et corriger
D'un mot a l'autre Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3] (suite)

Le code de Hamming [7, 4, 3] correspond (bijectivement) a I'image
de F4 par la matrice

1 000
0100
0 010
G=1]0 0 0 1| ¢€ M7,4(F2)
1 101
1 011
0111

appelée matrice génératrice.
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Correction et distance
Détecter et corriger
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Le code de Hamming [7, 4, 3] (suite)

Le code de Hamming [7, 4, 3] correspond (bijectivement) a I'image
de F4 par la matrice

1 000
0100
0 010
G=1]0 0 0 1| ¢€ M7,4(F2)
1 101
1 011
0111

appelée matrice génératrice. C'est donc un sous-espace vectoriel de
dimension 4 de F. Sa distance de Hamming vaut 3.
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Le tour déjoué

1:1 , . . N . .
Ona {0,...,15} <~ F3 par |'application qui & un entier N associe
ses décimales (b1, by, b3, bs) dans son écriture binaire :

N = b4+2b3—|—4b2+8b1.

b =0« N<7
b,=0«<— N€{0,1,2,3,8,9,10,11}
bs =0<—= N € {0,1,4,5,8,9,12,13}
by = 0 <= N est pair
bi+ by+ bs=0<= N€{0,2,57,9,11,12,14}
b1+ b3+ bs=0<= N € {0,3,4,7,9,10,13, 14}
by + b3+ bs=0<= N € {0,3,5,6,8,11,13, 14}
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© Il existe une notion de code sur tout corps fini.
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@ Pour tout entier r > 2, il existe un code binaire, linéaire,
1-correcteur parfait de paramétres [2" —1,2" —r — 1, 3].

@ |l existe un seul code t-correcteur parfait avec t > 1 : le code
de Golay Gp3 (de longueur 23, dimension 12 avec
dH(G23) = 7).

© Il existe une notion de code sur tout corps fini.

@ Les codes de Reed-Solomon sont utilisés pour les transmissions
par satellite ou la lecture des codes QR.
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