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Arithmétique modulo 2
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Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



16/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
triqvent, on en cherche. »

triqvent
2

xx

3

&&
trouvent prouvent

On corrige au plus proche.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



16/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

« Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui
triqvent, on en cherche. »

triqvent
2

xx

3

&&
trouvent prouvent

On corrige au plus proche.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



17/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

Une distance entre les mots binaires ?

Définition intuitive : pour m et m′ deux mots de même longueur,

d(m,m′) = ]{bits différents entre m et m′}

Propriétés élémentaires

d(m,m) = 0 et d(m,m′) = d(m′,m)

quels que soient m et m′.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



17/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

Une distance entre les mots binaires ?

Définition intuitive : pour m et m′ deux mots de même longueur,

d(m,m′) = ]{bits différents entre m et m′}

Propriétés élémentaires

d(m,m) = 0 et d(m,m′) = d(m′,m)

quels que soient m et m′.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



17/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

Une distance entre les mots binaires ?

Définition intuitive : pour m et m′ deux mots de même longueur,

d(m,m′) = ]{bits différents entre m et m′}

Propriétés élémentaires

d(m,m) = 0 et d(m,m′) = d(m′,m)

quels que soient m et m′.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



18/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

L’inégalité triangulaire

m

m''

m'

d(m,m′) ≤ d(m,m′′) + d(m′′,m′)

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



18/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

L’inégalité triangulaire

m

m''

m'

d(m,m′) ≤ d(m,m′′) + d(m′′,m′)

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



18/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

L’inégalité triangulaire

m

m''

m'

d(m,m′) ≤ d(m,m′′) + d(m′′,m′)

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs



19/26

Les chiffres et les lettres
Détecter les erreurs

Interlude : un tour de prestidigitation
D’un mot à l’autre
Pour aller plus loin

Correction et distance
Détecter et corriger
Le code de Hamming [7, 4, 3]

Distance de Hamming et détection
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longueur. La longueur du code est la
longueur des mots.
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La distance de Hamming dH d’un code est
la distance minimale entre deux mots
distincts du code.
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d − 1
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Distance de Hamming et correction

triqvent

2

xx
trouvent

trichent

Lequel choisir ? On ne sait pas !

Définition
Un code C est dit t-correcteur s’il permet de corriger t erreurs,
autrement dit, si pour tout mot m′, il existe au plus un élément
m ∈ C tel que d(m′,m) ≤ t.
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Un code de distance de Hamming d est

⌊d − 1
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⌋

-correcteur.

En particulier, un code de distance 3 corrige
⌊3− 1
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⌋
= 1
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Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le code de Hamming [7, 4, 3] est le code de longueur 7 constitué
des seize mots suivants :

0000000, 0001111, 0010011, 0011100, 0100101,

0101010, 0110110, 0111001, 1000110, 1001001, 1010101,

1011010, 1100011, 1101100, 1110000, 1111111

C’est l’ensemble des mots de la forme

b1b2b3b4(b1 + b2 + b4)(b1 + b3 + b4)(b2 + b3 + b4)

avec bi = 0 ou 1.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs
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Le code de Hamming [7, 4, 3] (suite)

Le code de Hamming [7, 4, 3] correspond (bijectivement) à l’image
de F4

2 par la matrice

G =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1


∈M7,4(F2)

appelée matrice génératrice. C’est donc un sous-espace vectoriel de
dimension 4 de F7

2. Sa distance de Hamming vaut 3.

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs
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Le code de Hamming [7, 4, 3]

Le tour déjoué

On a {0, . . . , 15} 1:1←→ F4
2 par l’application qui à un entier N associe

ses décimales (b1, b2, b3, b4) dans son écriture binaire :

N = b4 + 2b3 + 4b2 + 8b1.

b1 = 0⇐⇒ N ≤ 7
b2 = 0⇐⇒ N ∈ {0, 1, 2, 3, 8, 9, 10, 11}
b3 = 0⇐⇒ N ∈ {0, 1, 4, 5, 8, 9, 12, 13}
b4 = 0⇐⇒ N est pair

b1 + b2 + b4 = 0⇐⇒ N ∈ {0, 2, 5, 7, 9, 11, 12, 14}
b1 + b3 + b4 = 0⇐⇒ N ∈ {0, 3, 4, 7, 9, 10, 13, 14}
b2 + b3 + b4 = 0⇐⇒ N ∈ {0, 3, 5, 6, 8, 11, 13, 14}

Nicolas Billerey 1 + 1 = 0 ou comment corriger les erreurs
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Michel Demazure. Cours d’algèbre. Primalité. Divisibilité.
Codes. Cassini, Paris, 1997. xviii+302 pp.
Jean-Guillaume Dumas, Jean-Louis Roch, Eric Tannier,
Sébastien Varrette. Théorie des codes. Compression, cryptage,
correction. Dunod, 2013 - 2ème édition - 384 p.
http ://www.sagemath.org/

1 Pour tout entier r ≥ 2, il existe un code binaire, linéaire,
1-correcteur parfait de paramètres [2r − 1, 2r − r − 1, 3].

2 Il existe un seul code t-correcteur parfait avec t > 1 : le code
de Golay G23 (de longueur 23, dimension 12 avec
dH(G23) = 7).

3 Il existe une notion de code sur tout corps fini.
4 Les codes de Reed-Solomon sont utilisés pour les transmissions

par satellite ou la lecture des codes QR.
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