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Introduction

Ce texte est une introduction aux groupes quantiques, des objets qui généralisent
naturellement les groupes. Il est issu d’un cours de master 2 d’une trentaine d’heures
donné a l'université Blaise Pascal en 2008.

L’objectif principal est de décrire les représentations du groupe quantique SLg(2).
Les prérequis sont trés modestes, et les outils techniques nécessaires sont introduits dans
des chapitres préliminaires.
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Chapitre 1

Prélude : la dualité de Pontryagin
pour les groupes abéliens finis

Si V est un C-espace vectoriel, on lui associe classiquement son dual V* = Hom¢(V, C).
On a une application linéaire injective

yV— V*
v (¢ — ¢(v), Vo € V7)
qui est un isomorphisme lorsque V' est de dimension finie.

On obtient donc une “dualité” sur les espaces vectoriels de dimension finie, qui est
connue pour rendre bien des services en algebre linéaire.

On veut étendre cette situation au cas des groupes arbitraires. Soit G un groupe
(multiplicatif). Le candidat naturel pour étre le dual de G est le groupe

G = Hom(@, C*)
ou C* est le groupe multiplicatif des nombres complexes non nul. La loi de groupe de
G est définie par
GxG—G
(9,0) — ¢4, d.4p(x) = ¢p(x)Y(2), Yz € G,

La encore on a un morphisme de groupe naturel

ith—>é

z— (¢ — ¢(x), Vo € G)

Le groupe G étant toujours abélien, on n’a aucun espoir que ig soit un isomorphisme
pour les groupes non abéliens.

Par contre, pour les groupes abéliens finis, on a le résultat suivant, qui est ’analogue
de la dualité pour les espaces vectoriels de dimension finie.
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Théoréme 1.0.1 (Dualité de Pontryagin pour les groupes abéliens finis) Soit
G un groupe abélien fini. Le morphisme de groupes précédent

ic:G—G
est un isomorphisme.

La preuve est divisée en plusieurs étapes.

Etape 1. Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Alors G =2 G.

En effet : Soit x € G un générateur de G : G = (x). Pour toute racine n-iéme de
l'unité w € py,, on a un unique morphisme de groupes ¢, : G — p, tel que ¢, (x) = w.
Cela donne une application

,UJn—’a

w — @y,

qui est un morphisme de groupes, injectif car x engendre G. Réciproquement, si ¢ € @,
on a ¢(z)" = ¢(z™) = ¢(1) = 1, donc ¢(z) € py,. Puisque = engendre G, on en déduit
que ¢ = ¢, pour w = ¢(x). Ainsi on a un isomorphisme p,, = é, et u, étant lui méme
un groupe cyclique (engendré par exemple par 62%), on a bien l'isomorphisme annoncé.
Etape 2. Soient G et H des groupes. Alors GxH=Gx .

En effet : on vérifie que ’application

0:m—>éxff
¢ — (poiy,Ppoiy),

ouiy:G—GxH,g— (g,1)etio: H— Gx H, h— (1,h), désignent les injections
respectives, est un isomorphisme de groupes.
Etape 3. Soit G un groupe fini abélien. Les groupes G et G sont isomorphes.

En effet : le théoréme de structure des groupes abéliens finis affirme en particulier
que G est isomorphe & un produit de groupes cycliques. Il suffit donc de combiner les
étapes 1 et 2 pour avoir le résultat.

Etape 4. Soit ¢ € G un groupe abélien fini. Pour g € G'\ {1}, il existe ¢ € G tel que

o(g) # 1.
En effet : supposons dans un premier temps G cyclique d’ordre n : G = (x). On a
g = xzF, pour k € {1,...,n — 1}. Si w est une racine primitive n-iéme de l'unité, on a

alors (notations de la preuve de 'étape 1) ¢, (g9) = ¢ (2)F = w* # 1.

Si G n’est pas cyclique, il est isomorphe & un produit de groupes cycliques, et le cas
cyclique et I’étape 2 donnent le résultat.

On peut maintenant démontrer le théoréme. L’étaApe 4 assure que le morphisme ig
est injectif, et puisque par ’étape 3 on a G = |@| = |§|, la finitude de G assure que ig
est un isomorphisme. [
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Pour construire une bonne dualité pour les groupes (finis), il faudra sortir de la
catégorie des groupes et considérer des objets algébriques plus généraux : les algébres
de Hopf, qui correspondent exactement & ce que 1’on appelle les groupes quantiques.

On précisera d’abord ce que 'on entend exactement par “dualité”, ce qui méne dans
le chapitre 2 & introduire le langage des catégories et foncteurs. Le chapitre 3 est consacré
au produit tensoriel, une construction algébrique primordiale dans notre contexte. Le
chapitre 4 est consacré aux présentations d’algébres par générateurs et relations.

Commentaires

On peut adapter les constructions de ce paragraphe pour obtenir une dualité (tou-
jours appelée dualité de Pontryagin) sur les groupes abéliens localement compacts : voir
par exemple [11].



Chapitre 2

Catégories et foncteurs

Ce chapitre est une bréve introduction au langage des catégories et des foncteurs,
utile dans toutes les branches des mathématiques. On introduit seulement les notions
minimales pour nos besoins : formuler la non-existence d’une dualité sur les groupes
d’une part, et formaliser la correspondance entre algébres et ensembles (espaces).

2.1 Catégories

Définition 2.1.1 Une catégorie C est la donnée

a) d’une classe ob(C) d’objets de C,

b) pour tout couple (X,Y) d’objets de C d’un ensemble noté Home(X,Y') dont les
éléments sont appelés morphismes de X dans Y de C (avec la notation f : X — Y
pour f € Home(X,Y) ) tels que

e pour tout triplet (X,Y,Z) d’objets de C, on a une application

Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z)
(f,9)—gof

appelée composition des morphismes, qui est associative ;

e pour tout objet X de C, il existe un élément 1x € Home (X, X), appelé identité
de X (noté parfois aussi idx ), tel que Vf € Home(X,Y), on a folx = f et Vf €
Home (Y, X), onalxo f = f.

Exemples. (a) Ens : la catégorie des ensembles. Les morphismes sont les applications,
la composition est la composition des applications.

(b) Grp : la catégorie des groupes. Les morphismes sont les morphismes de groupes.

(c) Top : la catégorie des espaces topologiques. Les morphismes sont les applications
continues.

(d) Soit G un groupe. On construit une catégorie C(G) de la maniére suivante : ob(C(G)) =
{*} et Hom¢ (%, *) = G. La composition est le produit dans G.

Remarque. On désigne souvent une catégorie par le nom de ses objets. En fait ’essentiel
de l'information est contenue dans les morphismes (voir le dernier exemple).
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Définition 2.1.2 Une catégorie C est dite petite si ob(C) est un ensemble.
Exemple. Ens n’est pas une petite catégorie.

Définition 2.1.3 Soit C une catégorie. On appelle catégorie opposée de C la catégo-
rie, notée C°P, dont les objets sont les mémes que ceux de C et telle que si X, Y sont
des objets de C°P, on a Homeop(X,Y) = Home (Y, X).

Définition 2.1.4 Soit C une catégorie. Une sous-catégorie C' de C est la donnée
d’une sous-classe ob(C') de ob(C) d’objets de C', et pour tous objets X,Y de C' d’un
sous-ensemble Home: (X,Y) de Home(X,Y), tels que

e si X est un objet de C', on a 1x € Home/ (X, X) ;

e si X,Y,Z sont des objets de C' et si f € Home(X,Y), g € Home/ (Y, Z), on a
go f € Home (X, Z)

Une sous-catégorie C' de C est dite pleine si pour tous objets X,Y de C', on a
Homer (X, Y) = Home(X,Y)

Une sous-catégorie est elle-méme, pour la composition induite, une catégorie.

Exemples. (a) Soit k£ un corps commutatif. La catégorie Vects(k) des k-espaces vec-
toriels de dimension finie est une sous-catégorie pleine de la catégorie des k-espaces
vectoriels Vect(k) (les morphismes sont les applications linéaires).

(b) Ab, la catégorie des groupes abéliens, est une sous-catégorie pleine de Grp.

Définition 2.1.5 Soit C une catégorie et X un objet de C. On dit que X est un objet
initial (resp. objet final) de C si pour tout objet A de C ’ensemble Home (X, A) (resp.
Home¢ (A, X)) est réduit a un élément.

Exemples. (a) Le groupe trivial & un élément est un objet initial et final de Grp.
(b) Z est un objet initial dans Ann, la catégorie des anneaux, alors que ’anneau nul est
un objet final.

Définition 2.1.6 Soient C une catégorie et f € Home(X,Y). On dit que f est un
(a) monomorphisme siVg,h € Home(Z,X), on a

fog=foh=g=h
(b) épimorphisme si Vg, h € Home(X, Z), on a
gof=hof=g=h
(c) isomorphisme s’il existe g € Home(Y, X) tel que fog=1y et go f = 1x.
Exemples.(a) Dans Ens, Grp ou Vect(k) : monomorphisme = morphisme injectif, épi-

morphisme = morphisme surjectif, isomorphisme = morphisme bijectif = monomor-
phisme + épimorphisme.
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(b) Un isomorphisme est un monomorphisme et un épimorphisme. La réciproque n’est
pas vrai : dans Ann, I'inclusion Z C Q est un monomorphisme et un épimorphisme, mais
pas un isomorphisme.

Parmi les assertions (a), la seule qui dont la preuve n’est pas facile est quun épi-
morphisme de groupes est nécessairement surjectif. Nous utiliserons ce résultat dans la
suite, et nous en donnons donc une preuve.

Proposition 2.1.7 Un épimorphisme dans la catégorie des groupes (resp. la catégorie
des groupes finis) est surjectif.

Preuve. Il faut montrer qu'un morphisme de groupes qui n’est pas surjectif n’est pas
un épimorphisme, et donc il suffit de montrer que si H ;Cé G est un sous-groupe strict
d’un groupe G, il existe un groupe K et des morphismes de groupes o, 5 : G — K tels
que oy = B et a # B.

Si H est un sous-groupe normal de G, on peut prendre « = 7 : G — G/H la
surjection canonique et 3 le morphisme trivial.

Si [G: H] = 2, le sous-groupe H est nécessairement normal, donc on peut supposer
[G : H] > 3 et existence d’une permutation v de G/H = {Hz, x € G} dont le seul
point fixe est H. On va considérer le groupe symétrique de G, K = Sg, et le premier
morphisme « : G — Sg est obtenu en faisant agir G sur lui-méme par multiplication :
a(g)(z) = gz, Vg, z € G. L’idée, pour construire f : G — S, est de “perturber” « en
utilisant . On proceéde ainsi.

Soit § : G/H — G une application telle que 7o 6 = idg,y et 6(H) = 1. Tout
élément de G s’écrit de maniére unique comme produit d’un élément de H et d’un
élément de 0(G/H), car

Vo € G, = z0(n(x))"10(r(x))

En effet, 20(w(z))~t € H car n(z) = w(0(n(x))), et si hd(r(z)) = WO(x(z')) pour
xz,2' € Get hyh € H,on a w(x) = n(0(n(x))) = m(0(n(2"))) = n(2) et enfin h = h'.
Soit A : G — G défini par

Yz € G, Az) = 20(n(z))"0(y(r(x)))

Alors A est une bijection (unicité dans la décomposition précédente) et Vo € G, A\(x) =
x <= x € H (car H est le seul point fixe de ).

Soit alors 3 : G — Sg, B(9) = Atoa(g)oA. Il est clair que 3 est un morphisme de
groupes et on vérifie sans probléme que a(g) = (9) <= ¢ € H. On a bien construit
les morphismes «, § désirés, et la preuve fonctionne aussi dans la catégorie des groupes
finis car si G est fini, le groupe symétrique Sg 'est aussi. [J

Proposition 2.1.8 Un objet initial (resp. final) d’une catégorie est, s’il existe, unique
G isomorphisme preés.
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Preuve. Soient X et Y des objets initiaux d’une catégorie C, et soient f, g les uniques
morphismes respectifs de Home (X, Y) et Home (Y, X). Alorsona fog = 1y et gof = 1x
car Home(Y,Y) et Home (X, X) sont réduits & un élément. La preuve pour les objets
finaux est identique. [J

Définition 2.1.9 Soient C et C' des catégories. La catégorie produit C x C' est la
catégorie dont les objets sont les couples (X, X') d’objets de C et C', dont les morphismes
sont définis par

Homeyer (X, X'), (Y, Y’)) = Home(X,Y) x Home (X', Y)

et dont la composition des morphismes est induite par les compositions respectives des
morphismes de C et C'.

2.2 Foncteurs

Définition 2.2.1 Un foncteur (covariant) F d’une catégorie C vers une catégorie C’,
F:C— (', estla donnée

(a) Pour tout objet X de C d’un objet F(X) de C.

(b) Pour tout couple d’objets (X,Y) de C et tout f € Home(X,Y), d'un F(f) €
Home (F(X), F(Y)) tel que

e pour tout objet X de C, F(1x) = 1p(x);

o Vf e Home(X,Y), Vg € Home(Y, Z), on a F(go f) = F(g) o F(f).

Exemples. (a) Le foncteur identité 1¢c : C — C, X — X, f —— f.

(b) Le foncteur oubli Grp — Ens, qui & un groupe associe ’ensemble sous-jacent.

(c) Le foncteur Ann — Grp qui associe & un anneau le groupe de ses éléments inversibles.
(d) Le foncteur Grp — Ab qui & un groupe G associe son abélianise G/[G, GI.

(e) Soit X un objet d’une catégorie C. Alors Hom¢ (X, —) est un foncteur de C dans Ens
avec pour f:Y — Z,

Home (X, —)(f) = fo—: Home(X,Y) — Home (X, 2)

ur— fou

Définition 2.2.2 Un foncteur contravariant F' d’une catégorie C vers une catégorie
C' est un foncteur covariant F : C — C'°P.

Exemple. Soit X un objet d’une catégorie C. Alors Home(—, X) est un foncteur contra-
variant de C dans Ens, avec pour f:Y — Z,

Home(—, X)(f) = —o f : Home(X, Z) — Home(X,Y)

u+—— uof
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Définition 2.2.3 Soient F,G : C — C' deuz foncteurs. Un morphisme de fonc-
teurs (ou transformation naturelle) de F dans G, ¢ : F — G, est la donnée pour
chaque objet X de C d’un morphisme ¢x € Home/ (F(X), G(X)) tel que Vf € Home(X,Y),
on a G(f)odx = ¢y o F(f), c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif

F(X) -2 G (x)

lF(f) lG(f)
F(Y) -2~ a(y)

Un morphisme de foncteurs ¢ est un isomorphisme si ¢x est un isomorphisme pour
tout objet X de C.

Exemple. Soient X et X’ deux objets d’une catégorie C et soit f € Home (X, X'). Alors
f induit in morphisme de foncteurs f, : Home (X', —) — Homge (X, —) défini par

(f+)y : Home(X',Y) — Home(X,Y)

ur—uof
Le morphisme de foncteurs f, est un isomorphisme si f est un isomorphisme.

Définition 2.2.4 Deux catégories C et C' sont dites

(a) isomorphes s’il existe des foncteurs F : C — C' et G : C' — C tels que
FoG = 1¢r et Go F = 1¢. On dit alors que F et G sont des isomorphismes de
catégories.

(b) équivalentes s’il existe des foncteurs F : C — C' et G : C' — C et des
tsomorphismes de foncteurs F'o G >~ 1¢r et Go F ~ 1¢. On dit alors que F' et G sont
des équivalences de catégories. On dit alors que G est un quasi-inverse de F'.

Lorsque les foncteurs précédents sont contravariants, on parle d’anti-isomorphisme
et d’anti-équivalence de catégories.

Le théoréme 2.2.6 & suivre est trés utile pour montrer qu’'un foncteur est une équi-
valence de catégories. On a d’abord besoin d’un peu plus de vocabulaire.

Définition 2.2.5 Soit F': C — C’ un foncteur. On dit que F est fidéle (resp. plein,
resp. pleinement fidéle) si pour pour tous les objets X, Y de C lapplication

HOI’I]C(X, Y) - HOIHC/(F(X), F(Y))
fr—F(f)
est injective (resp. surjective, resp. bijective).

On dit que F est essentiellement surjectif si pour tout objet X' de C' il existe un
objet X de C tel que F(X) est isomorphe a X'.
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Théoréme 2.2.6 Soient C et C' des catégories et F' : C — C' un foncteur. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) F est une équivalence de catégories.

(b) F est essentiellement surjectif et pleinement fidéle.

Preuve. (a) = (b) Supposons que F' est une équivalence de catégories : il existe
un foncteur G : ¢’ — C et des isomorphismes de foncteurs n : 1oz — F o G et
0:GoF — lc. Pour U € (', le premier ismorphisme U = F(G(U)) assure que F'
est essentiellement surjectif. Soit f: X — Y un morphisme de C. Alors le diagramme
suivant est commutatif :

GF(X) 2> x
o |
GR(Y) Dy
Ainsi si F(f1) = F(f2), on a

fi=0yoGF(f1) 00" =0y o GF(f2) 005" = fo

est F' est fidele. De méme on montre que G est fidéle en utilsant . Soit g : F(X) —
F(Y) un morphisme de C’. Alors g = F(f) pour f := 6y o G(g) o 0". En effet

Oy o GF(f) 003" = f =0y 0 G(g) 0 0"

et ainsi GF(f) = G(g), d’ou g = F(f) puisque G est fideéle. Ainsi F est pleinement
fidele.

(b) = (a) Supposons F' pleinement surjectif et essentiellement fidéle. Pour chaque
objet W de C’, choisissons un objet G(W') de C et un isomorphisme ny : W = F(G(W)).
Pour g : W — W' un morphisme de C’, considérons

v ogony : FG(W) — FG(W')

Le foncteur F étant pleinement fidele, il existe un unique morphisme G(g) : G(W) —
G(W') tel que

F(G(g)) =nwrogo 77[;/1 : FG(W) — FG(W'")
Vérifions que G est un foncteur. On a G(lw) = lgw) car F(G(1w)) = nw o 77‘;,1 =
lpawy = F(lgaw)- Soient g : W — W' et h: W' — Z. Alors

F(G(hog)) =nzohogony' =mnzohonyonw ogony
=F(G(h)) o F(G(g)) = F(G(h) o G(g))

ce qui donne G(h o g) = G(h) o G(g) par fidélité de F. Ainsi G est un foncteur et par
construction 7 : 1¢» — F oG est un isomorphisme de foncteurs. Pour un objet X de C,
on définit Oy : G(F (X)) — X comme 'unique morphisme tel que F(fx) = 77;(1)() (F
est pleinement fidele). Les fx sont des isomorphismes car F est fidéle. Si f: X — Y
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est un morphisme de C, pour montrer que f o0y = 0y o GF(f), il suffit, par fidélité de
F, de voir que F(f)o n;(lx) = n;(ly) o FGF(f), ce qui est vrai par construction de 7 et

G. O

Exemple. Soit C la sous-catégorie pleine de Vecty(k) dont les objets sont les espaces
vectoriels k", n € N (k est par convention I'espace vectoriel nul). Le foncteur inclusion
C C Vect(k) est une équivalence de catégories.

Définition 2.2.7 Une catégorie est dite essentiellement petite si elle est équivalente
a une petite catégorie.

2.3 Dualité

On peut maintenant définir la notion de dualité sur une catégorie.

Définition 2.3.1 Une dualité sur une catégorie C est un foncteur D : C — C°P tel
qu’il existe un isomorphisme de foncteurs 1¢ ~ D?> = Do D.

On note Aby la catégorie des groupes abéliens finis. Le théoréme de dualité de
Pontryagin se reformule ainsi :

Théoréme 2.3.2 Le foncteur G — G = Hom(G, C*) est une dualité sur Aby.

Preuve. La seule chose & vérifier que les isomorphismes i : G =2 G définissent bien un
isomorphisme de foncteurs. C’est un exercice facile. [J

On peut maintenant énoncer rigoureusement la non-existence d’une dualité sur les
groupes.

Théoréme 2.3.3 Il n’existe pas de dualité sur Grpy, la catégorie des groupes finis.
Pour démontrer le théoréme, on introduit un peu plus de langage.

Définition 2.3.4 Soit C un catégorie ayant un objet initial et final noté 1. On dit
qu’un objet X de C est simple si pour tout épimorphisme f : X — Y, alors f est
un isomorphisme ou Y est isomorphe a 1. On dit que X est cosimple si pour tout
monomorphisme f:Y — X, alors f est un isomorphisme ou 'Y est isomorphe a 1

Le résultat suivant utilise des résultats bien connus de théorie des groupes, et le fait
qu’un épimorphisme de groupes est surjectif.

Lemme 2.3.5 Dans la catégorie des groupes finis Grpy, dont l'objet initial et final est
le groupe trivial {1}, les objets simples sont exactement les groupes simples (les groupes
G dont les seuls sous-groupes normaux sont sont {1} et G), et les objets cosimples sont
exactement les groupes cycliques Z, pour p premier.
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Lemme 2.3.6 Soient F': C — D une anti-équivalence de catégories et f € Home(X,Y).
Alors

(a) f est un monomorphisme si et seulement si F(f) est un épimorphisme.

(b) f est un épimorphisme si et seulement F(f) est un momorphisme.
Si X est un objet de C, alors X est simple <= F(X) est cosimple et X est cosimple
< F(X) est simple.

La preuve est laissée a titre d’exercice, ainsi que celle du résultat suivant.

Lemme 2.3.7 Soient F': C — D une anti-équivalence de catégories et X un objet de
C. Alors X est un objet initial (resp. final) de C si et seulement si F(X) est un objet
final (resp. initial) de D.

Preuve du théoréme 2.3.3. Montrons plus généralement qu’il n’existe pas d’équiva-
lence de catégories Grpy — Grp;’cp. Supposons donc 'existence d’une telle équivalence
F:Grpy — Grp(}p. Le groupe trivial 1 étant un objet a la fois initial et final dans Grpy,
le lemme 2.3.7 assure que D(1) = 1.

Soit p un nombre premier, et notons Zj, le groupe cyclique d’ordre p. Alors Zj, est
un objet simple de Grpg, donc F'(Z) est un objet cosimple de Grp; (lemme 2.3.6), et
ainsi par le lemme 2.3.5 il existe un nombre premier ¢ tel que F(Z,) = Z,.

Si maintenant G est un groupe fini simple non-abélien (par exemple G = Ajs), alors
F(G) est un objet cosimple de Grp; (lemme 2.3.6), et donc F'(G) = Z;, pour un nombre
premier p par le lemme 2.3.5. Alors F'(G) est un objet simple de Grpy, et (lemme 2.3.6)
G est un objet cosimple, Mais alors G = Z, pour un nombre premier ¢ (lemme 2.3.5
encore), ce qui est manifestement faux. [J

On remarque que la méme preuve fonctionne pour montrer qu’il n’existe pas de
dualité sur Grp, la catégorie des groupes.

Remarque. On peut montrer aussi que la catégorie Grpy n’est pas équivalente a la
catégorie Grp(}p en utilisant les notions de produit et sommes directe dans une catégorie,
mais cela nous menerait & considérer le produit libre de groupes, qui est en dehors de
nos préoccupations.

Exercice. Montrer qu’il n’existe pas de dualité sur la catégorie des ensembles finis.

2.4 Algébres diagonales et ensembles finis

Dans ce chapitre on établit une correspondance (en fait une anti-équivalence de
catégories) entre ensembles finis et certaines algébres commutatives. Ce cadre, techni-
quement trés simple, permet déja d’appréhender quelques-unes idées de la géométrie
non-commutative, ou les algebres, a priori non commutatives, sont vues comme des al-
geébres de fonctions sur des espaces imaginaires, dits “non commutatifs”, ou “quantiques”.

Soit k un corps commutatif. Rappelons qu’une k-algébre est un anneau A qui est
aussi un k-espace vectoriel, et dont la multiplication m : A x A — A est k-bilinéaire.
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On note Alg;, la catégorie des k-algebres : les morphismes sont les morphismes d’anneaux
k-linéaires.

Pour n € N*, on note k" la k-algébre dont les lois sont les lois produit de celle de k,
et on fait la convention que k° est I’algébre nulle.

Définition 2.4.1 Une k-algébre A est dite diagonale s’il existe un entier n € N telle
que les k-algébres A et k™ soient isomorphes. La catégorie Diagy, des k-algébres diago-
nales est la sous-catégorie pleine de Alg, dont les objets sont les algébres diagonales.

Soit X un ensemble. On note k¥ la k-algébre des fonctions de X dans k, et on
note kX la k-espace vectoriel des fonctions a support fini (c’est une sous-espace de kX,
stable pour la multiplication, qui contient I’élément unité si et seulement si X est fini, et
c’est donc une sous-algébre dans ce cas). On fait la convention que kY est I'algebre nulle.
Siu: X — Y est une application, elle induit un morphisme d’algébres u, : k¥ — kX,
us(f) = f ou. On obtient donc un foncteur contravariant Ens — Alg;,.

On se restreint maintenant aux ensembles finis.

Lemme 2.4.2 Soit X un ensemble fini. Alors kX est une k-algebre diagonale.

Preuve. Ecrivons X = {z1,...,7,} et notons e,, la fonction caractéristique de x;. On
vérifie sans difficulté que 'application

k" — KX
(>\17 ) An) — Z )\iexi
i=1

est un isomorphisme de k-algébres. [J
On obtient donc un foncteur contravariant Fy : Ens; — Diagy,, X +—— k(X).

Théoréme 2.4.3 Le foncteur contravariant Fj, : Ensy — Diagy, est une anti-équivalence
de catégories.

Lemme 2.4.4 Soit X un ensemble fini. Alors on a une bijection

ix 1 X — Homk_alg(k(x), ]{Z))
z— (f — f(2))

Preuve. La définition du produit dans £X) assure que i x(z) est bien un morphisme
d’algeébres. En utilisant les fonctions caractéristiques, on voit facilemement que iy est
injective. Ecrivons X = {z1,...,2,} et notons e,, = e; la fonction caractéristique de
z;. La famille eq, ..., e, est une base de kX telle que

n

E €; — 1, eiej = 6ij€i

i=1
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on vérifie alors sans probléme que pour ¢ € Homk_alg(k:(X ), k), qu'il il existe un unique
i tel que ¢(e;) =1 et ¢(e;) =0si j #i. On a donc ¢ = ix(z;). O

On a maintenant besoin d’une autre caractérisation des algeébres diagonales.

Lemme 2.4.5 Soit A une k-algébre de dimension finie. Alors A est diagonale si et
seulement st sa transformée de Gelfand

YA : A SN kHomkfalg(Avk)

a+—a, a(¢) = ¢(a)
est un 1somorphisme.

Preuve. Si la transformée de Gelfand est un isomorphisme, alors kHomk-aiz(45) et de
dimension finie et donc Homy_14(A, k) est fini, et le lemme 2.4.2 donne le résultat.

Réciproquement, supposons que A est diagonale de dimension n. L’isomorphisme
k™ = A fournit une base eq,...,e, de A telle que

n
E €; = 1, €i€j = 52‘]‘62'
i=1

Pour ¢ € Homy,_a15(A, k), il existe, de méme que dans le lemme précédent, un unique i
tel que ¢(e;) =1 et ¢(e;) = 0 si j # i. Réciproquement pour i € {1,...,n}, on vérifie
qu’il existe un unique morphisme d’algébres ¢; : A — k satisfaisant les conditions
précédentes. On a donc Homy_a15(A, k) = {¢1,...,én}, et le cardinal de cet ensemble
est n. Il est clair que é; = ey,, Vi, et donc la transformée de Gelfand, qui transforme
une base de A en une base de k(Homy_,15(A4,k)), est donc un isomorphisme. [J

Preuve du théoréme 2.4.3. On considére le foncteur G : Alg, — Ens, A —
Homy,_a14(A, k), que l'on restreint a Diagy, et qui induit, par les lemmes 2.4.2 et 2.4.4,
un foncteur G : Diag, — Ensy. Pour des k-algébres A, B, u € Homy_,5(A, B), des
ensembles X, YV et f : X — Y, il est immédiat que les diagrammes suivant sont
commutatifs :

A2 k(Homy_ag(A, k) X —> Homy_ag (), k)

iu |- l / |-or

B —> k(Homy—aig(B,F))  y —» Homy_, (k™) k)

Ainsi les isomorphismes des lemmes 2.4.4 et 2.4.5 induisent des isomorphismes de fonc-
teurs lgns, > G o Fj et 1piag, =~ Fj 0 G, et donc Fj, et G sont des anti-équivalences de
catégories. [

La donnée d’un ensemble fini est donc “équivalente” & celle de son algébre de fonc-
tions. Ceci suggére donc que les algebres générales peuvent étre vues comme des algebres
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de fonctions sur des espaces imaginaires, dits quantiques. Ce point de vue de “géométrie
non commutative” est extrémement fécond.

Pour des espaces plus structurés que les ensembles finis (espaces topologiques, en-
sembles algébriques affines...), on a aussi des théorémes du type 2.4.3, les algébres as-
sociées étant elles aussi évidemment plus structurées (C*-algebres, algébres affines...).

Commentaires

Pour (beaucoup) plus d’informations sur les catégories, on peut consulter par exemple
[16], [20] ou [6]. On peut montrer que si k est algébriquement clos, alors une k-algebre
commutative de dimension finie n’ayant pas d’élément nilpotent non nul est diagonale :
voir par exemple [6], 5.1.6.



Chapitre 3

Produit tensoriel

Dans ce chapitre k£ est un corps commutatif. Au vu du théoréme 2.4.3, il est natu-
rel de chercher 'opération sur les algebres (diagonales) correspondant au produit des
ensembles. Ceci méne au produit tensoriel, que I'on considére dans un cadre plus général.

3.1 Applications bilinéaires et produit tensoriel

Soient U, V, W des k-espaces vectoriels. On considére le probléme suivant :
Peut-on réaliser les applications k-bilinéaires U x V' — W comme des applications

linéaires d’un certain espace vectoriel construit & partir de U et V, & valeurs dans W 7
Ce probléeme méne & la notion de produit tensoriel.

Construction du produit tensoriel
e Soit L le k-espace vectoriel de base les symboles e, .y, € U, y € V (on peut voir
L comme Despace vectoriel k(U*Y) des fonctions a support fini de U x V dans &, la
fonction e(, ) étant la fonction caractéristique de (z,y)).
e Soit f : UxV — W une application. Alors f se prolonge en une (unique) application
linéaire f: L — W telle que f = foj, ot j:U x V — L est définie par j((z,y)) =
C(z,y)- On a f(e(x,y)) = f((mvy))

e L’application f est bilinéaire si et seulement si f s’annule sur les éléments de la forme

Clatyz) ~ Cx2) T Ey2)  Clay+a) T Elay) T E(z,2)

€0ay) ~ AC(zy)r  C(Ay) — AC(ay)

ce qui est encore équivalent & ce que f s’annule sur @, le sous-espace de L engendré
par ces éléments. Si f est bilinéaire, on a donc, par passage au quotient, une unique
application linéaire f L/Q — W telle que fop f, oup: L — L/Q estlasurjection
canonique. On note 4 I'application bilinéaire i = poj: UxV — W, i(z,y) = p(e(zy))-

Définition 3.1.1 L’espace vectoriel L/Q est noté U ®p V, et est appelé le produit
tensoriel de U et V.

18
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On a montré le résultat suivant.

Théoréme 3.1.2 Soient U, V., W des k-espaces vectoriels et soit f : U XV — W une
application k-bilinéaire. Alors il existe une unique application k-linéaire f: U ®,V —

W telle que foi = f

Notation. Pour (z,y) € U x V, on note i(z,y) = z ® y. Un élément de cette forme est
appelé un tenseur élémentaire.
Tout élément de X € U ® V s’écrit de maniére non unique

X= > Xyz®y, Ayck

2,y finie
Dans U ® V, on a les relations (z,2' € U, y,y/ € V, A € k) :
(z+2)@y=ry+2' ®y
rR@Wy+yY)=20y+ry

MRYy=NMzy) =2 \y

Remarque. Le produit tensoriel U ®; V est différent du produit direct U x V. En effet,
on verra plus loin que si U et V sont des espaces de dimension finie, alors dim(U ®; V') =
dim(U) dim(V'), tandis que dim(U x V') = dim(U) + dim(V').

Proposition 3.1.3 Soient U,V,W des k-espaces vectoriels. On a des isomorphismes
k-linéaires

(a)
ko, UZ2UZ2UQRkk
ART > AL «—~ TR\
(b)

Tuv U@V E=Ve,U
TRY— YT

avyvw : (U@p V)@ W =2UQ; (VepW)
(zRY) @z~ 1R (YR 2)
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Preuve. (a) L’application k x U — U, (A, z) — Az, est bilinéaire. Elle induit donc
une application linéaire k@, U — U, A®x —— Ax. L’application linéaire U — k® U,
z +—— 1 ® x est alors I'isomorphisme réciproque. De méme on construit I'isomorphisme
U=U ® k.

(b) L’application U x V. — V @ U, (z,y) — y ® z, est bilinéaire et induit donc
un application linéaire U @ V — VU, x ® y — y ® x. On construit de maniére
identique l'isomorphisme inverse V @y U — U®,V |, y®@x — x®y (pour vérifier que
les deux morphismes sont bien inverses, on utilise le fait que les tenseurs élémentaires
engendrent linéairement le produit tensoriel).

(c) Soit z € W, et considérons Iapplication bilinéaire f, : U x V. — U ®; (V @ W),
(z,y) — 2®(y®2). Elle induit une application linéaire f, : U®,V — Uk (V@ W),
TRy r— @ (y®2). Soit alors f : (Ui V)xW — U (VerW), (X, 2) — f,(X).
Cette application est bilinéaire et donc induit une application linéaire

FrUep V)@r W — (U V)@ W, (X,2) — f.(X),
avec f((r®y) ®2) = 2 ® (y ® 2). On construit de maniére analogue I'isomorphisme
inverse. [

La partie (¢) de la proposition permet de construire, sans se soucier d’un ordre
dans les parentheses, le produit tensoriel de n espaces vectoriels Vi, ..., V,. On le note
simplement

Me...oV,

On peut aussi le construire directement, et il transforme applications n-linéaires en
applications linéaires.

Théoréme 3.1.4 Soient (U;)ier et V des k-espaces vectoriels. Alors on a un isomor-

phisme k-linéaire
(@ Ui) oy V=P Uier V)

i€l i€l

Preuve. Pour z € ®;c;U;, on a x = (x;);cr avec x; € U;, x; = 0 sauf pour un nombre
fini d’indices. L’application

(@U,) xV— PUev)

iel iel
(i), y) — (Ti @ Y)ier

est bilinéaire et induit donc une application linéaire

(GB Ui) oV — PUieV)

icl icl
(73) @y — (z; @ Y)ier
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Pout x; € U;, on note v(x;) 1'élément de @;crU; tel que v(z;); = x; et v(x;); = 0 si
j # 4. L’application bilinéaire

Ui x V — (@U> @k V

i€l
(@i, y) — v(zi) @y

induit une application linéaire

fi U@V — (@M) ®rV

el
T @y r— v(z;) @Y

On obtient une application linéaire

Pwixv) — (@ Ul) RV

el el

(Xi) — Z fi(wq)

On vérifie sans difficulté que les deux applications linéaires construites sont des isomor-
phismes inverses. [

On peut utiliser ce résultat pour déterminer une base d’un produit tensoriel. En fait
on fera cela dans le prochain paragraphe, en utilisant des produits tensoriels d’applica-
tions linéaires.

3.2 Produit tensoriel d’applications linéaires

Proposition 3.2.1 Soient f : U — U’ et g : V. — V' des applications linéaires.
Alors il existe une unique application k-linéaire, notée f @ g : U @V — U’ @ V',
telle que

V(z,y) eU XV, foglz@y) = f(z)®g(y)

Preuve. L’application
UxV —U @V
(z,y) — fz) @ g(y)

est bilinéaire, donc on peut appliquer la propriété universelle du produit tensoriel (le
théoréme 3.1.2) pour obtenir application linéaire désirée. O

On vérifie sans difficulté que si (f,g) et (f',¢") sont des couples d’applications li-
néaires composables, alors

(fogl@(ffog)=(faf)o(geyd)
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Ainsi le produit tensoriel définit un foncteur
— ®p — : Vect x Vect — Vect
La notation f ® g suggére que 'on a considéré I’élément
f® g € Homy(U,U") @ Homy(V, V'),

c’est un abus de notation, qui sera pleinement justifié un peu plus loin (théoréme 3.2.6).
Voici une premiére application du produit tensoriel d’applications linéaires.

Théoréme 3.2.2 Soient U,V des k-espaces vectoriels, et U' C U, V' C V des sous-
espaces. L’application linéaire
U Rk Vi —U RV
d Ry @y
est injective et permet donc d’identifier U' Q@ V' & un sous-espace de U @3 V
Preuve. Notons v 'application linéaire de I’énoncé. Soient p: U — U’, q: V — V'’

des application linéaires telles que pjp» = idy et gjy» = idy~. Il est clair que (pRq)ov =
idgrgy, et donc v est injective. U

On utilise maintenant les produits tensoriels d’applications linéaires pour trouver

des bases dans les produits tensoriels d’espaces vectoriels.

Théoréme 3.2.3 Soient U et V des k-espaces vectoriels. Soit (x;);er une base de U.
Alors tout élément de U @, V s’écrit de maniére unique sous la forme

Y i@y, i€V
i€l

Preuve. La famille famille (z;);c; engendre linéairement U, donc les régles de cal-
cul dans le produit tensoriel assure que tout élément de U ®; V' s’écrit sous la forme
annoncée. Supposons maintenant que

Z%@yz‘ = Z%@Zz‘
i€l el
Soient (v;);er les formes linéaires sur U telles que v;(x;) = 0;, Vi,j € I. Pour ig € I,
on a
Yip = Vip @ idy <Z T ® yz) = 1, @ idy (Z T ® zz) = Zi,
i€l el

ce qui donne le résultat. [
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Corollaire 3.2.4 Soient U et V des k-espaces vectoriels. Soit (x;);c; des éléments
linéairement indépendants de U. Alors pour des éléments (y;)icr de V', on a

d wi@y=0=y=0Viel
iel

Preuve. 1l suffit de compléter en une base de U et d’appliquer le résultat précédent. [J

Théoréme 3.2.5 Soient U et V' des k-espaces vectoriels. Soient (x;)icr et (yj)jes des
bases respectives de U et V. Alors <I’i®yj>(i’j)€[><] est une base de UV . En particulier
st U etV sont de dimension finie, il en est de méme de U ® V', et on a

dim(U @, V) = dim(U) dim(V')

Preuve. Le résultat se montre en utilisant la méme technique que dans la preuve du
théoréme précédent. [

On peut maintenant justifier maintenant 1’abus de notation pour les produits tes-
noriels d’applications linéaires.

Théoréme 3.2.6 Soient U,U',V,V' des k-espaces vectoriels. On a une application li-
néaire injective

T : Homy (U, V) ®j Homk(U', V/) — Homy (U ® U/, V @y V/)
fegr—T(f,9)=f®g z@y+— f(z)®@9(y)

Si de plus U et U’ sont de dimension finie, alors T est un isomorphisme.

Preuve. L’application linéaire T' est construite en utilisant une application bilinéaire
adéquate. Soit Y ;" | f; ® g; un élément du noyau de T', avec fi,..., f, linéairement
indépendants. Alors

Ya,a) €U U, ) file) ®gi(a’) =0
1=1
=V(z,2') € U x U,V € V*, Y " 9b(gi(a')) filx) = 0

i=1

= V2 € U,V € V¥, Y (gi(2)) fi = 0
=1

et par I'indépendance linéaire des f;, on a
Vi, Vip € V¥, V2! € U 4(gi(2")) = 0 = Vi, g; = 0.

Ainsi T' est injective. Soit maintenant (e;);e; une base de U, et y € V. On note ¢, ,
I'unique application linéaire U — V telle que ¢, y(ex) = d;xy. Si maintenant (f;);es
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est une base de V', les (¢, 1,)(i,j)erxs forment une partie linéairement indépendante de
Homy (U, V) (et méme une base si U est de dimension finie).
Considérons aussi des bases (¢])icr et (f})jes de U’ et V'. Alors on a

T(dest; ® bet,.1,) = besofy el o1,

et si U et U’ sont de dimension finie, alors T" envoie une base du premier espace sur une
base du second : c’est un isomorphisme [

Corollaire 3.2.7 Si U etV sont des espaces de dimension finie, alors on a un isomor-
phisme linéaire U* @ V* = (U @ V)*.

On décrit maintenant le noyau d’un produit tensoriel d’applications linéaires.

Proposition 3.2.8 Soient f : U — U’ et g : V. — V' des applications linéaires.
Alors
Ker(f ® g) = Ker(f) ® V + U @ Ker(g)

Preuve. L’inclusion D est claire. Soit (x;);c; une base de Ker(f) que 'on compléte
pour obtenir une base (z;)icr U (y;)jes de U. La restriction de f & W = Vect(y;,j € J)
est injective. Soit X € Ker(f ® g) : X s’écrit de maniére unique

X=me®zi+2yj®tj
el jed

et on a donc > . ; f(y;) ® g(t;) = 0, avec les f(y;) linéairement indépendants, donc
g(tj) =0, Vj, et on a bien X € Ker(f) @ V + U @ Ker(g). O

On termine ce paragraphe par un résultat technique relatif & I'intersection des pro-
duits tensoriels, qui ne sera pas utilisé avant les chapitre 5 et 7.

Lemme 3.2.9 Soient V,W des espaces vectoriels et soient (X );c;r CV et (Yj)jeqs CW
des sous-espaces. Alors on a

(MierXi) @k (MjesYy) = [ (Xi @k Y))
icljeJ

(MicrXi) @ W = ()(X; @ W)
el
(NierXi) @ (NierXi) = [ (Xi @ X;) = [)(Xi @k X))
ieljel iel
Preuve. La remarque essentielle est que Vo € V* Vi) € W*, on a

peid( () (Xi@pY)) CNjes; et (idey)( [ (Xi®Y)) CNierX;
iel jeJ iel jeJ
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L’inclusion C dans la premiére égalité est claire. Soit
te ﬂ (Xi @, Yj)
i€l jed

Fixons ig € I et jo € J et écrivons t = >, vy @ wy, avec Vk, vy € X;, et wy € Yj,
et avec les wy linéairement indépendants. En utilisant des formes linéaires adéquates
("duales" des wy), on voit que Vk, on a vy € NicrX;, et donc t € (NierX;) @k Y.
On peut donc écrire t = Y, v) @ w), avec Vk, vj, € NicrX; et wy, € Yj,, avec les vy,
linéairement indépendants. On voit alors que V&, wj, € N;csYj, et on a bien le résultat.
La deuxiéme égalité et un cas particulier de la premiére, et la troisiéme se montre de
maniére similaire. [J

3.3 Produit tensoriel d’algébres
On peut maintenant construire le produit tensoriel d’algebres.

Proposition-Définition 3.3.1 Soient A et B des k-algébres. 1l existe sur A®y B une
unique structure de k-algébre telle que

Va,a' € A, Vbt € B,(a®b).(d @V') = ad’ @ bb’

L’algebre obtenue, toujours notée AQy B, est appelée le produit tensoriel des algébres
A et B.

Preuve. Soient (a,b) € A x B et considérons I’application bilinéaire
Ma7b5A><B—>A®]€B
(a',b') — ad’ @ bt
qui induit une application linéaire mgp : A®r B — A®j, B. Ceci induit une application
bilinéaire
Ax B — Homk(A Rk B, ARy B)
(a,b) — mqp

qui induit & son tour une application linéaire m : A @ B — Homy(A ® B, A @ B).
On obtient finalement 'application bilinéaire

(A®y B) x (A®, B) — Homy (A @i B, A®y, B)
(X,Y) — mx(Y)
qui munit A ®, B du produit demandé. Le produit est associatif car ceux de A et B

le sont (il suffit, par bilinéarité, de le vérifier sur les tenseurs élémentaires) et 1’élément
neutre est 1 ® 1. [J

Le produit tensoriel d’algébres a la propriété universelle suivante. La preuve ne
présente aucune difficulté.
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Proposition 3.3.2 Soient A, B,C des k-algébres et soient ¢p1: A — C et ¢po: B — C
des morphismes d’algébres tels que Y(a,b) € A x B, ¢1(a)pa(b) = ¢d2(b)p1(a). Alors il
existe un unique morphisme de k-algébres ¢ : AQpB — C' tel que ¢p(a®b) = ¢1(a)p2(b),
V(a,b) € A x B.

On peut également considérer les produits tensoriels de morphismes d’algébres.

Proposition 3.3.3 Soient A, A, B, B’ des k-algébres et soient ¢ : A — A’ et : B —
B’ des morphismes d’algébres. Alors l'application linéaire ¢ @) : A® B — A’ @ B’
est un morphisme d’algébres.

La preuve est immeédiate. Le résultat suivant assure la compatibilité du produit
tensoriel d’algébres avec le produit cartésien d’ensembles, un des objectifs de départ du
chapitre.

Proposition 3.3.4 Soient X et Y des ensembles. Alors on a un morphisme d’algébres
mjectif
ICX Q% kY N kXXY
f@g— ((z,y) = f(z)g9(y))

qui induit, lorsque X et Y sont finis, un isomorphisme k) @, k(Y) 22 p(XxY),
Preuve. On constuit le morphisme d’algébres en utilisant la proposition 3.3.3. Il envoie,
lorsque X et Y sont finis, la base (e; ® ey)uex,ycy) du premier espace vers la base
e xxv, et est donc un isomorphisme dans le cas fini. Revenons au cas général :
(zy/(z,y)EX % &
soit Y ' . fi®g; un élément du noyau, avec fi, ..., f, linéairement indépendantes. Alors
i=1 g yau, P

Yz, y) € X xY, > filx)gi(y) =0= Yy e, > giy)fi= Vi,gi=0
i=1 i=1

ce qui assure l'injectivité de notre morphisme. [

3.4 Vers la notion d’algébre de Hopf

Un groupe est ensemble muni d’une structure additionelle : une loi. Les ensembles
finis correspondent, par une anti-équivalence de catégorie, aux algébres diagonales. Les
axiomes de groupes doivent donc pouvoir se traduire dans la catégorie des algébres, ce
qui meéne a la notion d’algebre de Hopf.

Soit G un groupe fini. La multiplication m : G x G — G induit un morphisme
d’algébre

A ¢ k(O s (6x6) s (G) g, k(G)

L’associativité de la multiplication se traduit par

(Aid)c A= (id® A)o A
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L’axiome d’élement unité se traduit par une application 1 — G, 1 +— 1, qui & son tour
induit un morphisme d’algébres

e: k@ —k

fr—1Q)

vérifiant

(e®id)oA=id= (id®e)o A

Enfin, I’axiome d’inversibilité des éléments peut étre traduit par l'existence d’une cer-
taine application G — G induisant une application linéaire S : k(@) — K@) telle
que

mo (S®id)oA=uoe=mo(id® S)o A

(ou u: bk — k(G X — A1).

On a ainsi écrit tous les axiomes des algébres de Hopf, qui seront étudiées de facon
systématique au chapitre 5. Avant cela, on va introduire, dans un dernier chapitre pré-
liminaire, une nouvelle maniére de construire des algébres, trés intéressante dans notre
contexte.

Commentaires

On peut définir plus généralement, de maniére analogue, le produit tensoriel de
modules. Certains résultats ne sont alors plus vrais, notamment le théoréme 3.2.2. Pour
plus d’informations, on peut consulter par exemple [15] ou [6].



Chapitre 4

Algébres définies par générateurs et
relations

4.1 L’algébre d’un monoide

Si X est un ensemble, on note k(X) le k-espace vectoriel des fonctions a support fini
de X dans k. Il admet pour base la famille (e;).cx, ou e, est la fonction caractéristique
de z € X. Lorsque X est un monoide, on peut définir un produit sur X : le produit
de convolution (différent en général, lorsque X est fini, du produit usuel des fonctions).
On obtient ainsi des algébres extrémement intéressantes.

Soit donc M un monoide, c’est a dire que M est muni d’une loi associative possédant
un élément unité.

Proposition-Définition 4.1.1 Munissons k™) d’une loi
M) o (M) __, (M)

(f,9)— frg, Frglx)=>_ fwg(z)

YZ=x

appelée le produit de convolution. Pour x,y € M, on a e; * ey = egy.
Le produit de convolution munit k™) d’une structure de k-algébre, et on note k[M]
le k-algébre obtenue, appelée la k-algébre du monoide M.

Preuve. C’est un simple exercice (le neutre est ey et I'associativité provient de celle du
monoide M). O

Notons iy : M — k[M] Papplication (injective) qui envoie x sur e,. L’algebre du
monoide M a la propriété universelle suivante.

Théoréme 4.1.2 Soient M un monoide, B une k-algébre et f: M — B une applica-
tion multiplicative (f(zy) = f(x)f(y) et f(1) = 1). Alors il existe un unique morphisme

28
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de k-algébres f : k[M] — B tel que foiy = f.

Preuve. L’application f est définie par f(3, Avez) = Y., Auf(2), et on vérifie sans
peine qu’elle a toute les propriétés désirées. [1

Si M et M’ sont des monoides, un morphisme de monoides f: M — M’ induit un
unique morphismes d’algebres f : k[M] — k[M'] tel f(e;) = ef(y), Yo € M. On vérifie
sans difficulté que cela induit un foncteur

E[—] : Mon — Alg,,

Exemple 1 : ’algébre des polynomes k[z1,...,xz,].

Soit n € N*. Considérons le monoide additif N™. Pour i € {1,...,n}, notons x; =
€(0,...,1,..,0), ot le 1 est situé & la i-éme place. Par définition du produit dans k[N"], on
a, pour (i1,...,i,) € N, ‘ '
= x?ll ... wln

e( n

i1:~~~7in)
Les %' ---xin, (i1,...,i,) € N forment donc une base de k[N"], et on écrit alors
EIN"| = k[x1,. .., 2]

L’algebre k[x1,...,z,] est algébre des polynéme a n variables. Sa propriété uni-
verselle est la suivante.

Théoréme 4.1.3 Soient B une k-algébre et by,...,b, € B des éléments commutant
deuz & deuz. Il existe une unique morphisme de k-algébres

fik[z,...,xn] — B
tel que f(z;) =b;, Yie {1,...,n}.
Preuve. On considére d’abord 'application N — B, (i1,...,i,) — bil1 - binqui
est multiplicative car les b; commutent deux & deux. On applique ensuite la propriété

universelle de l’algébre du monoide N". [J

Exemple 2 : I’algébre libre k{z1,...,z,}

Soit S = {s1,...,Sn} un ensemble a n éléments. On considere M (S), le monoide
libre engendré par S. Les éléments sont les suites finies (mots) d’éléments de S notées
Siy -+ Siy,- La loi sur M(S) est la juxtaposition des suites (concaténation des mots), et

le neutre est le mot vide, noté 1. On note s; - - - 5; = s3.
——

«a fois
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Notons z; = es; € k[M(S)]. Tout élément de k[M(S)] s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire d’éléments de la forme
l’il"'l‘ik, keN, ij#i]qu, ay € N*
De tels éléments sont appelés monomes. L’algeébre k[M(S)] est notée k{xi,...,zn},
est appelée la k-algébre libre engendrée par n variables , ou encore ’algébre des
polyndmes non commutatifs en n variables. Sa propriété universelle est la suivante.

Théoréme 4.1.4 Soient B une k-algébre et by,...,b, € B. Il existe une unique mor-
phisme de k-algébres
fik{z1,...,2n} — B

tel que f(x;) =b;, Vi e {1,...n}.
Preuve. En reprenant les notations précédentes, il existe une unique application multi-

plicative fy : M(S) — B telle que fo(s;, - - si,) = bi; - - - bj,,, et on applique la propriété
universelle de k[M (S)] pour avoir le morphisme d’algébres voulu. [J

4.2 Présentations par générateurs et relations

A partir des algébres libres, on peut construire des algébres par générateurs et re-
lations. Soient (P;);cr des éléments de k{x1,...z,}. La k-algébre présentée par les
générateurs z1,...,r, et soumise aux relations P, = 0, Vi € I, est le quotient de
k{z1,...x,} par I'idéal (bilatére) engendré par les P;, i € I. On la note

kE(x1,...,zo | P, =0, Vi€ I)
ou encore
E{x1,...xn}/(P;, i € 1)
Sa propriété universelle est la suivante.
Théoréme 4.2.1 Soient B une k-algébre et by, ..., b, € B. Soient (P;);cr des éléments
de k{x1,...,zn}, avec P;j(by,...,by,) = 0, Vi € I. Il existe une unique morphisme de

k-algebres
fik{xy,...,zn | Pb=0,Viel) — B

tel que f(xz;) =b;, Vi € {1,...n}.
Preuve. Soit fy : k{z1,...,z,} — Bl'unique morphisme d’algébres tel que f(z;) = b;,
Vi = 1,...,n. Alors par hypothese fo(P;) = 0, Vi € I, et fp étant un morphisme

d’algebres, il s’annule sur I’ideal engendré par les P;, d’ou le résultat par passage au
quotient. [

Remarques sur les notations. Souvent dans l'écriture k(z1,...,z, | P, =0, Vi € I),
on remplace ’expression P; = 0 par une expression équivalente. par exemple

k(r,y | vy —yz = 0) = k{z,y | 2y = y,)
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Exemple 1. On a un isomorphisme de k-algébres
klzy, ..., xn) =2 k{z1, ..., 20}/ (xizj = 2524, Y1, §)
que ’on construit en utilisant les propriétés universelles des deux algébres considérées.

Exemple 2 : polynémes de Laurent. Considérons 'algébre A = k{z,y | yzr =
1 = zy). Alors A est isomorphe a ’algébre du groupe groupe monogéne infini (qui est
isomorphe & Z). On la note k[z,27!], c’est I'algébre des polynémes de Laurent en une
variable (une k-base est (z"),cz).

Exemple 3 : algébres diagonales. Soit n € N*. On a un isomorphisme de k-algebres :

n
]{,‘<:L‘1, cey T | Z:El =1, Tixj = 5UZE2,VZ,]> >~ k"
=1

L’isomorphisme est construit en utilisant la base canonique de k.

Exemple 4 : algébres de matrices, 1. Soit n € N*. On a un isomorphisme de
k-algebres :

n
k(zij,1 <i,j <n | xjjon = dwa, Vi, 5,k 1, qu =1) = M,(k)
i1

En effet : Les relations imposées assurent que tout élément de notre algébre (appelons-la
A) est combinaison linéaire des z;;, et ainsi A est de dimension finie, avec dim(4) < n?.
Considérons maintenant, pour 1 < 7,5 < n, dans la matrice élémentaire E;; € M, (k)
(qui vaut 0 partout sauf sur la i-éme ligne et la j-éme colonne, ou elle vaut 1). Les
matrices élémentaires satisfisfont aux relations

n
Eszkl = jkEih Viajakala ZEM =1
=1

et donc il existe un unique morphisme d’algebres ¢ : A — M,, (k) tel que ¢(z;;) = Ejj,
Vi, j. Le morphisme ¢ est bien str surjectif, donc dim(A) > n?, et finalement dim(A) =
n? et ¢ est un isomorphisme.

Exemple 5 : algébres de matrices, 2. Soit n € N*. On suppose que k contient une
racine primitive n-iéme de de I'unité w. Alors

k(z,y | 2" =1=y", yz = waxy) = M, (k)

En effet : Les relations imposées assurent que tout élément de notre algébre (appelons-la
A) est combinaison linéaire des z'y/, 0 < 4,7 <n — 1, et ainsi A est de dimension finie,
avec dim(A) < n?. Soit V un k-espace vectoriel de dimension n, de base (€;);ez/nz-
On définit alors deux endomorphismes linéaires f,g : V — V par f(e;) = w'e; et
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g(e;) = €iq1, Vi € Z/nZ. Les endomorphismes f, g de Endy (V') satisfont aux relations
qui définissent A, et on montre alors le résultat d’'une maniére analogue & l’exemple
précédent.

Exemple 6 : ’algébre des quaternions. On considére la R-algébre
H=Rz,y|2* = -1=y> yz=—uy)

Alors H est une R-algébre de dimension 4 et est un corps non commutatif, appelé le
corps des quaternions.

En effet : Les relations imposées dans H assurent que tout élément est combinaison
linéaire des 1, z,y, xy, et ainsi H est de dimension finie, avec dim(H) < 4. Considérons

les éléments
i 0 0 1
A= <O —i> et B= (_1 0)

de la R-algébre Mo (C). Alors A2 = —I = B? et AB = —BA, donc il existe un unique
morphisme de R-algébres H — Mjy(C) qui envoie x sur A et y sur B. Les éléments
I, A, B, AB sont linéairement indépendants, et on en déduit bien que dim(H) = 4. La
non-commutativité de H est claire. En écrivant x = 4, y = j et xy = k, un élément h
de H s’écrit h = a + ib + jc + kd (a,b,c,d € R) et si h # 0, 'éléement (a® + b? + ¢ +
d*)~1(a — ib — ic — id) est inverse de h. O

Autres exemples-exercices. (a) Notons C), le groupe multiplicatif d’ordre n. Alors
k(z | 2" =1) 2 k[C,)]
E(z,y | 2" =1=9y™, yx = xy) 2 k[C),, x Cp,]
et si k contient une racine primitive n-iéme de 1'unité,
E{x | 2™ =1) =2 k"
(b) Soit D,, le groupe diédral d’ordre 2n. Alors
kKlz,y | 2" =1 =% yo=a""y) = k[D,]

(c) L’algebre k(x | ™ = 0) est de dimension n.

(d) L’algebre
k{x1,xo,y1,y2 | yixj = 8ij, x1y1 + x2y2 = 1)

est de dimension infinie.
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4.3 Le plan quantique et le g-calcul

Soit g € k*. On définit une algébre

kglz,y) = k(z,y | yz = qzy)

que l'on appelle ’algébre des fonctions polynomiales sur le plan quantique,
ou plan quantique plus simplement (quand ¢ = 1, ki[z,y] = k[x,y] est 'algebre des
polynomes sur le plan usuel k2).

Théoréme 4.3.1 (a) Soient A une k-algébre et a,b € B tels que ba = qab. Il eziste
une unique morphisme de k-algébres

[ kolw,y] — B

tel que f(z) =a et f(y) =b.
(b) La famille {x'y?,i,7 € N} est une base de ky[z,y)].

Preuve. L’assertion (a) est une conséquence immédiate de la définition de kq[x,y]. La
relation assure yz = gxy assure que tout élément de kq[x, y] est une combinaison linéaire
des x'y’, i, j € N, et pour montrer (b), il reste & voir que ces éléments sont linéairement
indépendants. Pour montrer cela on construit une représentation concréte de kg[z, yl.
Soit V' I'espace vectoriel de base les e ;, (i,7) € N x N. Soient o et 7 les éléments de
End (V') définis par

a(eg) = ey T(€ag) = degrn), Vi

On atoo = goor, et il existe donc un unique morphisme d’algebres k,[z, y] — Endy (V)
qui envoie x sur o et y sur 7. On vérifie alors sans difficulté que les o7/, (i,5) € Nx N,
sont des éléments linéairement indépendants de Endg(V'), et on a le résultat. O

On veut maintenant obtenir une généralisation de la forme du binéme pour des
variables qui g-commutent. Soit n € N*. On pose

' —1
qg—1

(n)g=1+q+...+¢" 1 =(Gig#1)

On convient que (0), = 0. On définit alors les g-factorielles

(¢—-1)--(¢" - 1)
(g—=1)"

avec la convention habituelle (0)!; =1 et les g-polynémes de Gauss (0 < k < n)

(n)lg=(1)g---(n)g =
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Proposition 4.3.2 Soit k € {0,...,n}

(a) <Z> est un polyéme en q a coefficients entiers.

(b) On a
(1), = (),

(c) On a les q-identités de Pascal (0 <k<n-—1):

n\ (n-—1 L n—1
k) " \k—1) TTN\ &
q q q
Preuve. Les formules (b) et (c) sont des calculs immédiats. La formule (a) se montre

par récurrence & partir de (c). O

Proposition 4.3.3 (La ¢-formule du binéme) Soit A une k-algébre et a,b € A tels
que ba = qab. Pour n € N*, on a :

(a+b)" = Zn: <Z>q b

k=0

Preuve. Le formule se montre par récurrence sur n en utilisant les ¢g-relations de Pascal.
0

Le corollaire suivant sera utile pour construire les algeébres de Taft.

Corollaire 4.3.4 Soit A une k-algébre et a,b € A tels que ba = qab. Si q # 1 est une
racine n-iéme de l'unité, on a (a + b)"™ = a™ + b".

Preuve. Pour 1 <k<n-1,ona

(Z)q =0 car (n);=0

et donc la g-formule du binéme donne le résultat. [

Commentaires

On peut trouver de plus amples informations sur le g-calcul dans [14] ou [13].



Chapitre 5

Algéebres de Hopf

On introduit dans ce chapitre les objets mathématiques correspondant aux groupes
quantiques : les algébres de Hopf. Dans la suite k& est un corps commutatif. On note
simplement ® = ®y.

5.1 Algébres et cogébres

Commengons par reformuler la notion d’algébre. Le produit bilinéaire A x A —
A induit une application linéaire et les axiomes d’associativité et d’élément unité se
traduisent aisément en termes de produit tensoriels d’applications linéaires. La définition
précise est la suivante.

Définition 5.1.1 Une k-algébre A = (A,m,u) est un triplet o A est un k-espace
vectoriel et m: AQ A — A et u: k — A sont des applications k-linéaires telles que
les diagrammes suivant soient commutatifs :

Associativité :
A9AoA—"  4ga
imm lm
A® A = A

Unité :

agu 0o uBida

idg lm idg

A

Pour définir les cogébres, on renverse simplement le sens des morphismes dans la
définition précédente.

35
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Définition 5.1.2 Une k-cogébre C' = (C,A,¢e) est un triplet ou C est un k-espace
vectoriel et A : C — C R C ete: C — k sont des applications k-linéaires telles que
les diagrammes suivant soient commutatifs :

Co-associativité :

C cCeC
iA lA@mc
CoC—2% cgcecC

Co-unité :

id id
k@O~ coc—2C ok

\AT /

C

L’application A est appelée la comultiplication (ou le coproduit) de C, et 'application
€ est appelée la co-unité de C.

Exemples (a) Le corps de base k est lui-méme une cogébre.
(b) Soit X un ensemble. Considérons k(X) I’espace vectoriel des fonctions & support fini
sur X. Alors les formules

Aley) =e; ®ez, eleg) =1, VeeX

définissent sur structure de cogebre sur £(X). On note k[X] cette k-cogebre.
(¢) kK™ est une cogebre pour

A(en) = Z e; X ej, 6(61') = do;

i+j=n

(d) La cogébre opposée. Soit C' = (C,A,¢e) une cogebre. Soit A°® = 70 A, o
T=10c:C®C — C®C est 'isomorphisme défini par 7(x ® y) = y ® = (voir
chapitre 3). Alors (C, A°P, ¢) est une cogebre, appelée la cogébre opposée de C' et notée
CCOp.

Définition 5.1.3 On dit qu’un cogébre C = (C,A,e) est cocommmutative lorsque
AP = A,

Exemple. Les cogebres précédentes k[X] et kM sont cocommutatives.

Pour définir les morphismes de cogébres, on dualise simplement la notion de mor-
phisme d’algébres. Un morphisme d’algebres f : (A,ma,ua) — (B, mp,up) est une
application linéaire f : A — B telle que fomyg =mpo (f® f) et fous = up. Cela
meéne a la définition suivante.
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Définition 5.1.4 Un morphisme de k-cogébres f : (C,A,e) — (C', A’ e) est une
application linéaire f: C — C' telle que

ANof=(fof)oA e of=c¢

c’est a dire que les diagrammes suivant sont commutatifs :

c—r o ¢ L
lA lA' \ /
cocL org e K

On vérifie sans difficulté que la composée de deux morphismes de cogébres est encore
un morphisme de cogébres, et on obtient ainsi la catégorie des k-cogébres, notée
Cogk.

Proposition 5.1.5 Le dual d’une cogébre C' = (C,A,e) est une algébre, avec unité
u = ¢ et produit défini par la composée

C* @ — (C®0) 2 o
C’est-a-dire que pour ¢, € C*, le produit de ¢ et 1 est défini par ¢ -1 = (¢ @1) o A.

Si f: C — D est un morphisme de cogébres, alors f* : D* — C* est un morphisme
d’algébres.

Preuve. La bilinéarité du produit est immédiate. Soient ¢, 1, x € C*. On a
(@) x=(¢-P)@x)oA=((¢@Y)oA)@x)c A
=((p@v@x)e(A®ide))c A= (¢@P©x)o(A®ide)o A

=(@eyex)o(lde®A)cA=(p@((Y®Xx)oA)) oA
=@ -x)oA=9¢-(¢ x)

ce qui donne l'associativité. On a aussi

p-e=(pRe)oA=¢o(ide®e)oA=¢
et de méme €- ¢ = ¢. Si f : C — D est un morphisme de cogébres, on a
[ (@-4)=(¢-Y)of=(0@¢)oApof
=)o (f@floAc=((¢of)@@Wof))oAc= [ (o) [ (¥)
et f*(ep) =epo f=ec : f* est un morphisme d’algebres. O

Proposition 5.1.6 Le dual d’une algébre de dimension finie A = (A, m,u) est une
cogébre, avec co-unité u € A C (A*)* et comultiplication définie par la composée

A: AT (AR A) —Z> A* @ A*

Si ¢ € A*, alors A(¢p) = D1 Vi®Xi, 0U s, xi € A* vérifient p(ab) = D 1" 1 ¥i(a)xi(b),
Va,b € A. Si f : A — B est un morphisme d’algébres, alors f* : B* — A* est un
morphisme de cogébres.
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Preuve. La formule donnée découle directement de la définition de A. Soit ¢ € A*,
avec A(¢) = D7 1 ® xi- Pour 1 < ¢ < n, considérons des éléments aé,ﬂj e A",
1<j <mi, 05, € A% 1<k <p;, ot

my Di
Aly) =Y ai®Bl, Al) =Y "o
j=1 k=1

On a alors
n  m; n pi ) )
(A®ida)oA(9) =) Y ai@pfi@x; et (ida@A)oA(d ZZ i ®7% ® ol
=1 j=1 i=1 k=1

Pour comparer ces deux éléments de A* ® A* ® A*, il suffit de les voir, via 'inclusion
A*QA*@A* C (A A® A)*, comme des formes linéaires sur AQ A® A. Pour a,b,c € A,
on a

ZZ LB @xi)(a®b®c) Zioc b)xi(c) = ¢i(ab)xi(c)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
= ¢((ab)e) = d(a(be) =D ia)xi(be) ZZ k(c)
i=1 i=1 k=1
n o Pi
= > Wiohea)cebecd)
i=1 k=1

ce qui assure la co-associativité de A. La co-unité est par définition ¢ : A* — Kk,
¢ — ¢(1). En reprenant les notations précédentes, on a

(®@ida) o A(¢) =Y di(xi=¢ =D xi(1)¢i = (ida- ® £) 0 A()
=1 ;=1

(car ¢(a) = ¢(al) = ¢(la)) et 'axiome de co-unité est bien vérifié.
Soit f : A — B un morphisme d’algebres et ¢ € B* avec Ag=-(¢) = > 1", i @ Xi.
Pour a,d' € A, on a ¢o f(ad) = $(f(@)/(a)) = 0y $1(f(a))xi(/(@)), et donc

n

Ax-(f5(¢) =D (io f)® (xio f) = Zf () ® f*(xi) = (f* @ f*) 0 Ap=(9)

i=1

Enfin on a
eas(f*(¢)) = ¢(f(1a)) = ¢(1B) = ep+(¢)
et f* est donc un morphisme de cogébres. [
11 est clair que les contructions des propositions 5.1.5 et 5.1.6 définissent des fonc-

teurs, qui sont des anti-équivalences inverses en restriction aux algeébres et cogébres de
dimension finie.
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Exemple : la cogébre matricielle. Considérons ’algeébre des matrices M, (k). La
proposition fournit une structure de cogebre sur My, (k)*. Notons E;; les matrices élé-
mentaires de M, (k) et z;; les éléments de la base duale. On vérifie alors que

n
A(a:,]) = szk ®xp; et E(l‘ij) = 0;j
k=1

La bigebre M, (k)* n’est pas cocommutative si n > 1.

Définition 5.1.7 Soit C = (C, A, ) une cogébre. Un co-idéal de C est un sous-espace
vectoriel I C C tel que

Al)cI®C+C®I et ¢(C)=0

Une sous-cogébre de C' est un sous-espace D C C tel que A(D) C D ® D. Il est clair
que (D,A|p,e|p) est une cogébre.

Proposition 5.1.8 Soient C et C' des cogebres, et f : C — C' un morphisme de
cogébres.

(a) Im(f) est une sous-cogebre de C" et Ker(f) est un co-idéal de C.

(b) Si I est un co-idéal de C, il existe sur C/I une unique structure de cogébre telle
que la surjection canonique p : C — C'/I soit un morphisme de cogébres.

(¢) f induit un isomorphisme de cogébres C/Ker(f) = Im(f).

Preuve. (a) On a

A'(f(C) =(fe AIAC) c(fe lCal)=f(C)& f(C)

ce qui montre que Im(f) est une sous-cogébre de C’. Pour x € Ker(f), on a e(x) =

£(f(x)) = 0 et
0= A(f(@) = (f ® N)(A)) = Alx) € Ker(f ® f) = Ker(f) ® C + C @ Ker(f)

ce qui montre que Ker(f) est bien un co-idéal.

(b) L’application linéaire (p®@p)o A : C — C/I ® C/I s’annule sur I, et donc induit
une unique application linéaire A : C/I — C/I ® C/I telle Aop = (p®@p) o A. De
méme la co-unité induit une application linéaire € : C/I — k telle que Eop = £. On
vérifie sans difficulté que (C'/I, A, Z) est une cogébre.

(c) L’application linéaire f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre C'/Ker( f)
et Im(f), dont on vérifie facilement qu’il est un morphisme de cogebres. Il est ensuite
facile de vérifier que l'inverse d’un morphisme de cogébres bijectif est lui-méme un
morphisme de cogébres. J

Proposition 5.1.9 Les intersections et les sommes de sous-cogébres sont des sous-
cogébres.
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Preuve. L’assertion sur les sommes est immédiate, alors que 1’assertion sur les inter-
sections provient directement du lemme 3.2.9. [

Les notations de Sweedler. On introduit maintenant les notations de Sweedler, trés
utiles pour faire des calculs dans les cogebres. Soit C' = (C, A, &) une cogébre. Pour
x € C, on notera

Afz) =) oq) @)
L’axiome de co-associativité se traduit par ’équation et la notation

D A(z) @ 29) = 21) © Alw(z) = T(1) ® T(2) ® 2(3)

et plus généralement

ot AW . 0 — C®™ est le n-ieme itéré de A. L’axiome de co-unité se traduit par

Ze(aj(l))x@) =r= 25(5'32))55(1)

Enfin f: C — C’ est un morphisme de cogebres si et seulement si

Vo e C, Zf(gﬁ)(l) ® f(x)2) = flza) @ f(ze) , €(f(x)=e(x)

Proposition-Définition 5.1.10 (Produit tensoriel de cogébres) Soient C = (C, Ac,ec)
et D = (D,Ap,ep) des cogébres. Alors les applications

A = (ide ® o.p ®idp) o (Ac ® Ap) : C@D — C®D®C®D

e=ec®ep:CR®D —k

munissent CQ®D d’une structure de cogébre, appelée le produit tensoriel des cogébres
CetD

Preuve. On vérifie directement les axiomes de cogébre a partir des morphismes donnés,
ou on peut aussi utiliser les notations de Sweedler. [

5.2 Bigébres

Une bigebre est a la fois une algébre et une cogébre, avec une condition de compa-
tibilité naturelle.

Définition 5.2.1 Une k-bigébre est un quintuplet B = (B, m,u, A, ¢) ot (B, m,u) est
une algébre, (B, A, ) est une cogébre, et o4 A: B — B® B et ¢ : B — k sont des
morphismes d’algébres.
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Avec les notations de Sweedler, les axiomes se traduisent par

Yo,y € B, Azy) = (3y)a) @ (@0)2) = Y r1)¥n) @ Teye)

Exemple : la bigébre d’un monoide. Soit M un monoide. Considérons k[M], 1’al-
gébre (de convolution) de M. Alors k[M] admet une unique structure de bigebre telle
que Vz € M,

Aleg) =e; ®ey, cleg) =1

On dit que k[M] est la bigebre du monoide M. C’est une bigébre cocommutative.

Le lemme suivant est trés utile pour construire des structures de bigébre sur une
algeébre définie par générateurs et relations.

Lemme 5.2.2 Soit A = (A, m,u) une algébre et soient A: A — AR Aete: A—
k des morphismes d’algébres. Soient (a;)icr une famille de générateurs de A (comme
algébre). SiVie€ I, on a

(A ®idg) o Ala;) = (idg @ A) 0o A(a;) et (e®ida) o Aa;) = a; = (idg ® &) o A(ay),
alors (A, m,u, A, e) est une bigébre.
Preuve. On doit montrer que Va € A, on a
(A®ida)oAla) = (ida ® A)o A(a) et (e®ida)o Ala) =a = (ida ® €) 0 A(a)

Les applications (A ® id4) o A, (ida ® A)o A, (e ®1ida) 0 A, et (ida ® €) o A sont des
morphismes d’algébres, donc il suffit de vérifier ces identités pour des générateurs de
l’algebre A. O

Exemple : bigébre des polynémes. Soient
A k[zy,...,zn] — K[z, .o x| @Kz, 2] et ekl ] — K
les uniques morphismes d’algébres tels que
Alz)) =1z +x;, 01 et e(z;) =0, Vi

IIs munissent k[x1, ..., x,| d'une structure de bigébre (commutative et cocommutative).
Cet exemple s’adapte d’une maniére évidente aux algébres libres k{x1,...,z,}, et on
obtient une bigébre cocommutative.

Exemple : bigébre des matrices. Notons O(M,(k)) l'algébre de polynomes
O(My(k)) = klzijh<ij<n
Les morphismes d’algebres

A+ O(My (k) — O(My(k)) ® O(M, ()

n
Tijj — E Tik & Ty
k=1
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et

e: O(Mp(k)) — k
Tij — ij
munissent O(M,,(K)) d’une structure de bigébre commutative et non cocommutative

si n > 2. L’exemple s’adapte de maniére immédiate a 'algebre libre k{x;;}1<ij<n, ce
qui donne une bigébre ni commutative ni cocommutative.

Définition 5.2.3 Soient B et B’ des bigébres. Un morphisme de bigébres B — B’
est une application linéaire qui est a la fois un morphisme d’algébres et de cogébres.

On obtient ainsi la catégorie des k-bigebres, notée Bigy,.

Définition 5.2.4 Soit B = (B, m,u, A, ¢) une bigébre. Un bi-idéal de C est un idéal
(bilatére) I C B qui est aussi un co-idéal.
Une sous-bigébre de B est une sous-algébre A C B qui est aussi une sous-cogébre.

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition 5.1.8.

Proposition 5.2.5 Soient B et B’ des bigébres, et f : B — B’ un morphisme de
bigébres.

(a) Im(f) est une sous-bigébre de B’ et Ker(f) est un bi-idéal de B.

(b) Si I est un bi-idéal de B, il existe sur B/I une unique structure de bigébre telle
que la surjection canonique p : B — B/I soit un morphisme de bigébres.

(c) [ induit un isomorphisme de bigébres B/Ker(f) = Im(f).

Les constructions duales des propositions 5.1.5 et 5.1.6 induisent une dualité sur la
catégorie des bigébres de dimension finie.

Proposition 5.2.6 Soit B = (B, m,u,A,¢) une bigébre de dimension finie. Alors les
structures respectives d’algébre et de cogébre sur B* données par les propositions 5.1.5
et 5.1.6 munissent B* d’une structure de bigébre. Le foncteur contravariant B —— B*
définit une dualité sur la catégorie des bigébres de dimension finie.

Preuve. Rappelons que dans B* on a, pour ¢, € B*,

= (P oA, ¢-1p(b) =D dbu)t
et
Ap(¢) = du) ® d(), avec Va,b € B, => ¢ula
On a
¢ - 1p(ab) = dlag b@)) =" by(aw) b (ba)ta)(ae) e (be)
= <f><1) a(1))P()(@2)) 02 (b)Y 2) (b(2))
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et donc
Ap(¢-19)=> o) ¢ ) Y2) = Ap+ () Ap= (V)

De plus Ap«(g) = e®e¢ car € est un morphlsme d’algeébres. Ainsi Ap+ est un morphisme
d’algébres. On a aussi

ep=(¢0-9) = ¢-P(1) = 6(1)9(1) = ep+(d)ep-(¢) et ep-(e) = (1) =1

donc e g+ est un morphisme d’algébres, et B* est bien une bigébre. On a bien le foncteur
contravariant annoncé. Il reste & voir que pour toute bigébre de dimension finie B,
Iisomorphisme canonique i : B — B** (qui est fonctoriel) est bien un isomorphisme
de bigébres. Soient a,b € B et ¢,9 € B*. On a

i(ab)(¢ Z ¢ 1) ¢(2) Z i(“)(¢(1))i(b)(¢(2))
=(Z( ) ®i(b)) o Ap+(¢) = i(a) - i(0)(0),
i(1)(¢) = ¢(1) = ep=(¢) = i(1) = 1B,
Ape(i(a)) =Y ilag)) ®ilam) = (i®i)oAp(a) car i => ¢(a
ep=(i(a)) = i(a)lp- = i(a)(e) = 6(@),
et donc on a notre résultat. [

Exemple : la bigeébre des fonctions sur un monoide fini. Soit M un monoide fini.
On munit k") d’une structure de bigebre grace aux morphismes d’algebres (induits par
le produit de M et son unité)

A kM) (M) @ (M) A(e,) = Z ey X e,

Yz=T

e kM ko f— f(1)

On vérifie sans difficulté que 'on a un isomorphisme de bigebres k(M) = E[M]*, qui
envoie e, sur e,

On termine le paragraphe par deux constructions classiques, dont les détails sont
laissés au lecteur.

Proposition-Définition 5.2.7 Soient A et B des bigébres. Alors A ® B, muni des
structures de cogébre et d’algébre définies précedemment, est une bigébre, appelée le
produit tensoriel des bigébres A et B.

Proposition 5.2.8 Soit B = (B, m,u, A, ¢) une bigébre. Alors
B? = (B,m u,A,e) et B®“P=(B,m,u, AP ¢)

sont des bigébres, ainsi que B°PP = (B, m°P u, A°P ¢).
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5.3 Antipode et algébres de Hopf

On a vu que l'algébre d’un monoide M admet une structure naturelle de bigébre. Si
M est un groupe, ’existence d’un inverse pour chaque élément de M se traduit par une
application M — M, qui induit une application linéaire k[M]| — k[M]. Les axiomes
correspondant & I'axiome d’existence d’inverses se traduisent en termes de diagrammes
commutatifs, de la maniére suivante.

Définition 5.3.1 Une Algébre de Hopf est un sextuplet H = (H,m,u,A,e,S) ot
(H,m,u,A,e) est une bigébre et S : H — H est une application linéaire, appelée
’antipode de H, telle que

mo(S®idyg)oA=uoe=mo (idyg ®S)o A

c’est-a-dire que les diagrammes suivant sont commutatifs :

H—2HoH H—SHeH

€ HQH € H®H
/ /

k—2—=H k———H

Avec les notations de Sweedler, les axiomes d’antipode se traduisent par

Ve € H, Z S(x(l))x(z) = 6(.%')1 = Zl’(l)S(x(z))

Exemple : algébres de Hopf associées a4 un groupe. Soit G un groupe. Alors la
bigébre k[G] posséde un antipode défini par

S(ez) =e,-1, Vred

et donc est une algebre de Hopf. Si le groupe G est fini, alors la bigebre k(¢) possede
un antipode défini par
S(ey) =ez-1, YVred

et est donc une algébre de Hopf.

Pour montrer 'unicité de 'antipode, on utilise le résultat suivant, dont la preuve
est laissée en exercice.

Proposition-Définition 5.3.2 Soient A = (A, m,u) une algébre et C = (C, A, ) une
cogébre. Pour f,g € Homy(C, A), on pose

frg=mo(feg)oA

et on dit que f*g est le produit de convolution de f et g. Alors (Homy(C, A), %, uo¢)
est une k-algébre.
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Corollaire 5.3.3 Soit B une bigébre. Alors idp est inversible pour x si et seulement si
B admet un antipode. En particulier 'antipode d’une algébre de Hopf est unique.

Preuve. La premiére assertion est une conséquence directe des axiomes d’antipode, et
la deuxiéme est une conséquence de I'unicité de 'inverse éventuel d’un élément dans un
monoide. [J

Il faut maintenant définir les morphismes de groupes. Le résultat suivant est la
généralisation du fait qu'un morphisme de groupes préserve les inverses.

Proposition-Définition 5.3.4 Soient H et H' des algébres de Hopf. Un morphisme
d’algébres de Hopf f : H — H' est un morphisme entre les bigébres sous-jacentes.
On a alors S'o f = foS.

Preuve. On va vérifier que foS et S’of sont tous deux inverses de f pour la convolution,
ce qui donnera le résultat. Pour x € H, on a

(foS)x f(z) = f(Su))flxe) = Zf(S(x(l))x@)) = fle(x)l) = ()1
fx(S => flzw)S => f(x) ) 2) = €' (f(2))1 = e(2)1

Cela montre que f est bien inversible pour x, d’inverse fo S = S"o f. O

On obtient ainsi la catégorie des k-algébres de Hopf, notée Hopf,. La catégorie
des k-algebres de Hopf de dimension finie est notée Hopfy, ;. La dualité dans les algébre de
Hopf sera présentée dans le paragraphe 5.5. Avant cela, on présente quelques propriétés
et exemples de base.

Tout d’abord on a les propriétés importantes suivantes de ’antipode.

Théoréme 5.3.5 Soit H une algébre de Hopf.
(a) S: H — H°P est un morphisme d’algébres :

Va,y € H, S(zy) =S(y)S(x), S(1)=1
(b) S H— H®P est un morphisme de cogébres :
Vo € H, A(S(x)) =Y _ S(z@) ® S(z1)), €05=S5
(c) Si H est commutative ou cocommutative, alors S? = idy.

Preuve. (a) Soient z,y € H. On a

S(ay) =) ¢ (f’«"u)y() ZS y)S @)z @)y (>5(“f'( ()
=> Sy S((ivy)( 2)S((@y)3) =Y Syay)S(za)e(ze)e(ye))
= S(y)S(ﬂ?)
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On a aussi S(1)1 =¢(1)1 = 15(1), donc S(1) =
(b) Soit z € H. On a

D S(xe) ® S(aq) =
(e(z@)1e1)

- (A(z(3)S(x4))))

(23 @) - AS(2(5))

8
—~
=
=
N
o —

(c) On montre dans les deux cas que S? est inverse de S pour x. Si H est commutative,
on a pour x € H,

SxS%(z) =) S = S(S(z@)x
—Zs 1)5 :5( (z )1):5(95)1
et si H est cocommutative, on a
Sx8%(x) =) S(x1))S(S(x@2) = Y _ S(x2)S(S(x(1)))
= S8(S(zq x@)) = S(e(x)1) = e(x)1
Ce qui donne le résultat. [J

L’antipode étant I'analogue de I'inversion dans les groupes, il est naturel de se de-
mander si on a toujours S? = id. On verra un peu plus loin que ce n’est pas toujours
vrai. Pire, il y des cas (un peu exotiques quand méme) ou 'antipode n’est pas bijectif.

Corollaire 5.3.6 Soit H = (H,m,u,A,¢e,S) une algébre de Hopf. Alors
HOPP = (H,m° u, A°P ¢, S)

est une algébre de Hopf et S : H — H°P°P est un morphisme d’algébres de Hopf. Si
de plus l'antipode est bijectif, alors

H = (H,m°® u,A,e,S71) et H®P = (H,m,u, A% e, S
sont des algébres de Hopf, isomorphes via S.
La preuve est laissée en exercice.

Définition 5.3.7 Soit H = (H,m,u,A,¢,S) une algébre de Hopf. Un idéal de Hopf
de H est un bi-idéal I C H tel que S(I) C I
Une sous-algébre de Hopf de H est une sous-bigébre A C H telle que S(A) C A.
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Le résultat suivant est une conséquence de la proposition 5.1.8.

Proposition 5.3.8 Soient H et H' des bigébres, et f : H — H' un morphisme d’al-
gebres de Hopf.

(a) Im(f) est une sous-algebre de Hopf de H' et Ker(f) est un idéal de Hopf de H.

(b) Si I C H est un idéal de Hopf, il existe sur H/I une unique structure d’algébre
de Hopf telle que la surjection canonique p : H — H/I soit un morphisme d’algébres
de Hopf.

(c) f induit un isomorphisme d’algébres de Hopf H/Ker(f) = Im(f).

Proposition-Définition 5.3.9 Soient A et B des algébres de Hopf. Alors la bigebre
A ® B posséde un antipode, qui est Sp ® Sp. L’algébre de Hopf obtenue est le produit
tensoriel des algébres de Hopf A et B.

La preuve est laissée en exercice. Le produit tensoriel permet de construire facilement
des exemples d’algébres de Hopf qui ne sont ni commutatives ni cocommutatives. En
effet si G est un groupe non abélien, alors 'algebre de Hopf k[G] ® k(G est de ce
type. On obtient donc en particulier une algébre de Hopf non commutative et non
cocommutative en dimension 36. Des exemples plus sophistiqués sont étudiés dans le
paragraphe suivant.

5.4 Quelques exemples

Le lemme suivant est trés utile pour construire des algébres de Hopf. Sa vérification
est un simple exercice laissé au lecteur.

Lemme 5.4.1 Soit A = (A,m,u) une algébre et soient A: A — AR A, e: A—k
et S : A — A°P des morphismes d’algébre. Soient (a;);cr une famille de générateurs

de A. SiVi €1, on a
(A®idg) o A(a;) = (ida @ A) o A(ay),

(6 &® idA) o A(al) =a; = (idA & 6) o A(ai),
mo (S®ida) o Ala;) =¢e(a;)l =mo (ida ® 5) o A(as),
alors A= (A,m,u,A,e,S) est une algébre de Hopf.
Exemple. Les bigébres de polynomes k[z1,...,x,] et k{x1,...,z,} construites dans le

paragraphe précédent sont des algébres de Hopf, avec antipode S défini par S(z;) = —a;,
Vi.

Exemple : les algébres de Taft. Soit n > 2. On suppose que k contient une racine
primitive n-iéme de l'unité q. On pose

To(q) =k(z,g| g" =1, 2" =0, zg = qgx)
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Alors Tj,(q) est une k-algébre de dimension n? et admet une strucure d’algébre de Hopf
avec comultiplication A, co-unité ¢ et antipode S définis par

Alg)=g®g, Alx)=1r+rg

e(g)=1, e(x)=0
S(g) =97 S(z)=—zg""

Les algebres de Hopf T),(q) sont les algébres de Taft. Elles ne sont ni commutatives
ni cocommutatives, et I’antipode est bijectif d’ordre 2n.

En effet : notons T,, = T,,(q). Il est clair que T, est linéairement engendrée par les
gl 0<1i,j <n—1,et donc est de dimension < n?. Soit V 'espace vectoriel de base
les e(; jy, 0 <4,j <n —1. On définit deux endomorphismes o et 7 de V' définis par

o(ei ) =€+, 0<i<n—2,0<j<n—1
o(e(n-14)) =€), 0<j<n—1

T(ei ) = q'eij1), 0<i<n—1,0<j<n-2
7(e(in-1)) =0, 0<i<n—1

On vérifie que o et 7 satisfont aux relations de définition de 7;, et on en déduit un
morphisme d’algébres T;, — Endy (V) qui permet de montrer I'indépendance linéaire
des g'z7, 0 <i,j <n —1, et donc dim(T},) = n?.

On construit les morphismes d’algébres A, € et S en utilisant la définition par
générateurs et relations de T, : la seule identité non immeédiate est (1®@x+z® g)" = 0,
qui provient du corollaire 4.3.4. On vérifie sans probléme les identités du lemme 5.4.1,
et on conclut que 'on a bien l’algébre de Hopf annoncée. L’assertion sur l'ordre de
I'antipode se verifie sans difficulté. [

Quand n = 2, I'algébre de Hopf T3 de dimension 4 est die a Sweedler. C’est le plus
petit exemple possible d’algébre de Hopf non commutative et non commutative. Mais
la premiére algébre de Hopf non commutative et non cocommutative non triviale a été
découverte par Kac et Palyutkin (1963).

Exemple : ’algébre de Kac-Palyutkin et ses généralisations. On considére main-
tenant une famille d’algébre de Hopf contenant ’exemple historique d’algébre de Hopf
ni commutative ni cocommutative, di & Kac et Palyutkin. Soit n > 2. On considére les
algébres suivantes

A(n) = k(z,a,t | 2" 1= a2 = t27 tz = zn*lt7 az = za, at = ta>

B(TL) = k(z,a,t | Zn =a, CLQ =1= t27 tz = z2n_1t’ az = za, at = ta>

Alors on a les résultats suivant :

e A(n) et B(n) sont des algebres de dimension 4n, isomorphes respectivement aux
algebres de groupes k[D,] @ k[Z2] et & k[Da,]. En particulier A(n) est non commutative
si m > 3 et B(n) est non commutative pour n > 2.
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e A(n) et B(n) possédent toutes deux des structures d’algebres de Hopf, définies par
(mémes formules pour les deux algébres) :

1 1-— 1 1-—
A(z) = =( +a)®z+z( D@t Alt) =t +a)®t+t( 5 Yotz
Ala) =a®a, e(z) =1=¢(t) =¢(a)
Sz) = 2= w1 (Y s =112 S0y —a
2 2 2 2
et sont non cocommutatives.
e On a 5% =id.

En effet : ce sont des vérifications directes, mais pénibles, et assez peu instructives.

L’algebre de Hopf B(2) est I’algébre de dimension 8 de Kac-Palyutkin. Ces exemples
seront ré-examinés un peu plus tard.

5.5 Dualité sur les algébres de Hopf

On revient a l'objectif fixé au départ, & savoir I’extension de de la dualité de Pon-
tryagin a une catégorie plus large qui contient celle des groupes finis.

Théoréme 5.5.1 (Dualité pour les algébres de Hopf de dimension finie) Soit H
une algébre de Hopf de dimension finie. Alors S* : H* — H™ est un antipode sur H*,
qui est donc une algébre de Hopf. On a un isomorphisme d’algébres de Hopf H = H**,
et le foncteur ainsi défini est une dualité sur la catégorie Hopfy ;.

Preuve. Soient ¢ € H* et x € H. On a

> S (éy) ZS”‘ ¢(1 )(z Zqﬁu (z1)d2) ()

= qu $(1) l‘(g 1 :> ZS* 2) = qb(l)s

et de méme
> da) - S (b)) = d(1)e
ce qui montre que S* est un un antipode pour H*. La derniére assertion provient de
celle pour les bigébres. UJ
Exemple. Soit G un groupe fini. Les algebres de Hopf k(¢ et k[G]* sont isomorphes.

Le foncteur dualité sur la catégorie des algébres de Hopf de dimension finie nous
permet de généraliser la dualité de Pontryagin :
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Théoréme 5.5.2 Notons Dy : Aby — Aby le foncteur dualité sur la catégorie des
groupe abéliens finis, et D : Hopfc ; — Hopfc ; le foncteur dualité sur la catégorie des
algébres de Hopf complezes de dimension finie. Alors on a des diagrammes commutatif

de foncteurs

Ab; — 2 . Ab, Ab; — 2 . Ab;

lC[—] J{CH lc” l({:()

HOpf(CJ 4D> Hopf(c’f Hopf(cyf i> HOpf(CJ'

La preuve de la commutativité des diagrammes de foncteurs se résume essentiel-
lement, en vertu de l'isomorphisme C[G]* = C(©), a montrer que si G est un groupe
abélien fini, alors le morphisme (fonctoriel) d’algébres de Hopf

(C[@] — (C(G), ey — X,

est un isomorphisme. Pour cela il suffit de voir que les caractéres sur un groupe sont
linéairement indépendants (car |G| = |G|) : c’est le lemme de Dedekind, dont on va
donner une généralisation.

Proposition-Définition 5.5.3 Soit C une cogébre. Un élément x € C' est dit group-
like si A(x) = x @z et e(x) = 1. On note G(C) l'ensemble des group-like de C. Si
C = B est une bigébre, alors G(B) est un monoide pour la multiplication de B, et c’est
groupe si B est une algébre de Hopf.

La vérification est immédiate. Le résultat suivant généralise le lemme de Dedekind.

Lemme 5.5.4 Soit C' une cogébre et soient x1,...,x, des éléments de G(C), deuz
deuz distincts. Alors ils sont linéairement indépendants.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est immeédiat.
Montrons le résultat pour n = 2. Si A\jz1 + Aoxo = 0, alors en appliquant € on obtient
Ao = —A1, donc A\j(x1 — x2) = 0 et on a le résultat. Supposons maintenant le résultat
montré au rang n — 1. Soient z1,...,x, des éléments de G(C), deux a deux distincts et
A,y An € k tels que Y Aiz; = 0. Alors on a ) ;" | Aiz; ® x; = 0. Par hypothese
de récurrence, les éléments x1,...,x,_1 de C sont linéairement indépendants, et donc
il existe ¢1,...,¢p—1 € C* tels que ¢;(x;) = ;5. Pour ig € {1,...,n—1},on a

bip ® idc(z At @ x;) = 0= Aig iy + An@ig (Tn)Tn
i=1

Le cas n = 2 donne \;, = 0 pour tout ¢y < n — 1, et finalement \,, = 0. O
Le lemme suivant est donc une conséquence du lemme précédent, et termine la

preuve du théoréme 5.5.2.

Lemme 5.5.5 Soit G un groupe abélien fini. Alors on a un isomorphisme d’algébres de
Hopf (fonctoriel) C[G] = C(@), e, — x.
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Pour compléter le tableau, il reste & étudier les images des foncteurs

k[—]:Gpy — Hopfy ;| k) Gpy — Hopfy, ;
Proposition 5.5.6 Soit H une algébre de Hopf. Alors Algy(H, k) = Homy_q4(H, k),

muni du produit de convolution, est un groupe.
La preuve est laissée en exercice (I'inverse de ¢ est ¢ o0 S).
Exemple. La bigebre O(M,(k)) du paragraphe 5.2 n’est pas une algebre de Hopf.

Si H = k(@) est Ialgebre des fonctions sur un groupe fini, alors la bijection
G — Alg, (K9 k)

du lemme 2.4.4 est un isomorphisme de groupes. Dés lors le lecteur vérifiera aisément
les détails de la preuve du résultat suivant.

Théoréme 5.5.7 (a) Le foncteur k() Gp; — Hopfy, s induit une anti-équivalence
de catégories entre groupes finis et algébres de Hopf diagonales.

(b) foncteur k(-] : Gpy — Hopfy ; induit une équivalence de catégories entre
groupes finis et algébres de Hopf dont le dual est une algébre diagonale.

En fait, avec des hypothéses adéquates sur k£, on a un résultat bien plus fort, que
I’on ne démontrera pas.

Théoréme 5.5.8 Supposons que k est algébriguement clos de caractéristique zéro.
(a) Soit H une algébre de Hopf commutative de dimension finie. Alors il existe un
groupe G, unique a isomorphisme preés, tel que H = k(). Le foncteur

k) : Gpy — Com-Hopfy

induit une anti-équivalence de catégorie entre groupes finis et algébres de Hopf commu-
tatives de dimension finie.

(b) Soit H une algébre de Hopf cocommutative de dimension finie. Alors il existe un
groupe G, unique & isomorphisme pres, tel que H = k[G]. Le foncteur

k[—]: Gpy — CoCom-Hopf}, ;

induit une anti-équivalence de catégorie entre groupes finis et algébres de Hopf cocom-
mutatives de dimension finie.

Conclusion. Soit H un algébre de Hopf de dimension finie. On peut écrire
H =k = k[
ou G et I' sont des groupes quantiques duaux
r=G, G=T

La catégorie des groupes quantiques finis est définie comme la catégorie op-
posée a celle des algébres de Hopf. Elle est, par dualité, équivalente & la catégorie des
algeébres de Hopf.



CHAPITRE 5. ALGEBRES DE HOPF 02

Commentaires

La notion d’algébre de Hopf est née des travaux de Hopf en topologie algébrique dans
les années 40. Elles d’abord été utilisées comme des outils dans le cadre des groupes
algébriques et algébres de Lie (voir [26]), avant le début de I’étude interne dans les
années 60.

La réference la plus populaire dans le domaine est [21], mais citons également le
récent |5], ou encore les classiques [23] et [1].

Il existe de nombreuses méthodes pour construire de nouvelles algébres de Hopf
& partir d’anciennes : produit bicroisé et ses multiples variantes, twisting... Voir par
exemple [17, 13, 14].



Chapitre 6

Groupes algébriques et algébres de
Hopf

On veut maintenant définir maintenant les groupes quantiques infinis. Une possibilité
est de voir une algébre de Hopf H comme l'algébre d'un groupe quantique discret I" :
H = K[I']. On va plutot s’intéresser au point de vue dual, c’est-a-dire considérer les
algebres de Hopf comme des algébres de (bonnes) fonctions sur des groupes avec des
structures supplémentaires : les groupes algébriques. Dans tout le chapitre k est un
corps infini.

6.1 Ensembles algébriques affines

On introduit ici quelques rudiments de géométrie algébrique.

Les éléments de l'algébre de polynémes P € k[x1,...,x,] peuvent étre vus comme
des fonctions P sur k", et cette application P — P est injective car k est infini. Plus
généralement on a le lemme suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme 6.1.1 Soit P € k[x1,...,xz,], et notons P la fonction polynéme associée sur
k™. Sl existe des parties infinies Si,...,5S, de k telles

ﬁ‘S1><-~~><Sn =0
alors P =0

Plus généralement on peut définir les fonctions polynomes sur un espace vectoriel
de dimension finie, sans se soucier du choix d’une base.

Proposition-Définition 6.1.2 Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n. Soit

e=(e1,...,ey) une base de V, de base duale €3, ..., el. Le morphisme d’algébres
Ve k[xy, ...,z — kY
X — e

53
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est injectif. De plus l'image de W, et ne dépend pas du choix de la base e. On note
O(V) = Im(¥,) la sous-algébre de kY obtenue, et on dit que O(V) est l’algébre des
fonctions polynomes sur V.

La preuve est un simple exercice d’algébre linéaire. Le choix d’une base identifie
OV) et kl[z1,...,x,], et quand V = k", on identifie O(k") et k[z1,...,x,] via le
morphisme précédent.

Définition 6.1.3 Soit V' un espace vectoriel de dimension finie.
(a) Soit S C O(V). On note

V(S)={veV | flv)=0, ¥f € S}

l’ensemble des zéros communs des éléments de S.
(b) Soit X C V. On note

J(X)={fe€0OV) | f(z) =0, Vz € X}
l’ensemble des fonctions polynomes sur V qui s’anulent sur X.

Définition 6.1.4 Un ensemble algébrique affine est une partie X CV d’un espace
vectoriel de dimension finie V qui est l’ensemble des zéros d’une famille de polyndmes :
X = V/(S) pour une partie S C O(V).

Si X C V est un ensemble algébrique affine, on dira souvent simplement : soit X un
ensemble algébrique affine, I’espace V' étant sous-entendu. En général cela ne causera
pas de confusion.

Exemples. (a) k™ et V sont des ensembles algébriques affines.
b) X = {(a,b) € k? | b= a®} est un ensemble algébrique affine.
a [
o sttt = (2
d) Les ensembles finis X C k™ sont des ensembles algébriques affines.
e) X = {(a,b) € k? | ab = 1} est un ensemble algébrique affine. L’application k* — X,
A — (A, A71), permet d’identifier k* et X, et ainsi on voit k* comme un ensemble
algébrique affine.
(f) Soit X = {(u,A) € Endg(V) x k, det(u)\ = 1} : c’est un ensemble algébrique affine.
L’application GL(V) — X, u — (u,det(u)~!) identifie GL(V) et X, et ainsi on voit
GL(V) comme un ensemble algébrique affine.

) € Ms(k), ad — By = 1} est un ensemble algébrique affine.

(
(
(
(

Les propriétés élémentaires suivantes sont laissées en exercice.

Lemme 6.1.5 (a) Soient SCT C O(V). On a V(T) C V(S).

(b) Soient X CY C V. Alors on a J(Y) C J(X).

(c) Soit S C O(V). On a V(S) =V ((S)), ou (S) est l'idéal de O(V') engendré par S.
(d) Soit X C V. Alors J(X) est un idéal de O(V').

(e) Soit X C V. Alors X est un ensemble algébrique affine si et seulement si X =
V(T(X)).
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Proposition-Définition 6.1.6 Soit X C V un ensemble algébrique affine. La restric-
tion des fonctions polynomiales

oOWV) — k¥
f— f\X

est un morphisme d’algébres dont l'image est notée O(X). Les éléments de O(X) sont
appelés les fonctions polynomiales sur X, et on a un isomorphisme d’algébres

oWV)/J(X)=0(X).

La derniére propriété découle directement de la définition de J(X). La encore la
notation O(X) est un peu abusive, puisque la construction de O(X) dépend de l'inclu-
sion X C V. Pour trouver une présentation par générateurs et relations de O(X), il
faut souvent un peu de travail et les divisions euclidiennes peuvent étre bien utiles.

Exemple. On a un isomorphisme d’algébres
kla,b,c,d])/(ad — bc — 1) = O(SLa(k))

En effet : On utilise 'identification kla, b, ¢,d] = O(Mz(k)) ou a, b, ¢,d sont vus comme
les fonctions coordonnées sur Mo (k). On a SLa(k) = V(ad — be — 1), et donc

ad—bc—1€ J(V(ad —bc—1)) = (ad —bc—1) C J(V(ad — bc — 1))

Il s’agit de montrer que réciproquement, si P € J(V (ad—bc—1)), alors P € (ad—bc—1).
Soit donc P € kla, b, c,d]| qui s’annule sur SLa(k). On plonge k[a, b, ¢, d] dans ’anneau
k[a,a=1,b,c,d], et on effectue, dans I'anneau kla,a', b, c|[d], la divison euclidienne de
P par ad — bc — 1 (le coefficient dominant de P est inversible dans k[a,a™!,b,¢]). On
obtient
P=(ad—bc—1)g+r, q € kla,a™t,b,c,d], r € kla,a™*,b, ]

Il existe i € N tel que ' = a'r € k[a,b,c], et on a a'P = a‘(ad — be — 1)q + r'.
Alors Vo, 3,7,0 € k tels que ad — By = 1, on (o, 8,v) = 0. Donc ' s’annule sur

k* x k x k, et par le lemme 6.1.1 on a 7’ = 0 et r = 0. Ainsi P € (ad — bc — 1), et
J(V(ad —bc—1)) = (ad —bc—1) O

Définition 6.1.7 Soient X C V et Y C W des ensembles algébriques affines. Un
morphisme d’ensembles algébriques affines f : X — Y est une application ¢
de X dans'Y telle que Vg € O(Y), on a go f € O(X). On dit aussi qu’un morphisme
d’ensemble algébriques affines est une application polynomiale.

On obtient ainsi la catégorie des ensembles algébriques affines, notée EAffy.

De fagon plus concréte, si X C k™ et Y C k™ sont des ensembles algébriques affines,
un morphisme X — Y est une application de la forme

E">X —Y CkE™

(aty...,an) — (Pi(a1,...,apn), ..., Pp(a,...,ay))
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ouPy,..., Py, € k[xy,...,2,]. Un morphisme écrit sous cette forme est noté (P,. .., Pp).
Cela justifie la terminologie “application polynomiale” pour un morphisme d’ensembles
algébriques affines.

Par construction, un morphisme d’ensembles algébriques affines f : X — Y induit
un morphisme d’algeébres f, : O(Y) — O(X), f —— fop. On obtient ainsi un foncteur
contravariant O(—) : EAff, — Algy,.

Avant d’étudier ce foncteur, notons qu’on peut toujours reconstruire un ensemble
algébrique affine X a partir de O(X).

Proposition 6.1.8 Soit X C V un ensemble algébrique affine. Alors on a une bijection

i: X — Homy_q4(O(X), k)

Preuve. Notons d’abord que les fonctions polynomiales séparent les points d’un en-
semble algébrique affine (il suffit d’utiliser les fonctions coordonnées), ce qui assure que
Papplication i est injective. Si X = V il est clair que i est surjectif, car O(V) est
isomorphe a ’algébre de polynomes k[x1, ..., zy].

En général, soit 7 : O(V) — O(X) la surjection canonique de noyau J(X). Soit
¢ € Homy_q14(O(X), k). Alors ¢ o € Homy_q14(O(V), k) et il existe donc a € V tel
que pom =i, : VP € O(V), on a ¢pomw(P) = P(a). Alors comme ¢o7 s’annule sur J(X),
onaac€V(J(X)) =X.8ifeOX),il existe P € O(V) tel que f = 7(P) = Px,
d’ou ¢(f) = ¢(n(P)) = P(a) = f(a), et ¢ =i, pour a € X. O

Proposition 6.1.9 Le foncteur contravariant O(—) : EAffy — Alg, est pleinement
fidele.

Preuve. Soient X C Vet Y C V des ensembles algébriques affines, et soit ¢ : O(Y) —
O(X) un morphisme d’algébres. On a un diagramme commutatif de morphismes d’al-
geébres

oY) —2= 0(X)
OW) == 0(V)

ou my et mx sont les surjections canoniques respectives (de noyaux respectifs J(Y")
et J(X)) et ol g est un morphisme d’algébres choisi pour faire commuter le dia-
gramme. Ce morphisme ¢( existe car mx est surjectif et O(W) est une algebre de
polynomes. Choisissons des bases de V' et W de telle sorte que ’on ait les identifica-
tions O(V) = klz1,...,x,) et O(W) = kly1,...,Ym]. Solent Py, ..., Py, € klz1,..., 2]
tels que po(y;) = P;, 1 < i < m. Considérons ’application polynomiale

FiV—W

(aty...,an) — (Pi(a1,...,apn), ..., Pp(a,...,ay))
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Vérifions que f(X) C Y. Soit ¢ € J(Y). Puisque ¢o(J(Y)) € J(X), on a ¢o(q) €
J(X). Par construction de f on a,

qu((ll,...,CLn) = SDO(Q)(al"'WaTL)

doncsi (aq,...,an) € X onagqof(a,...,a,) =0etainsi f(X)C V(J(Y)) =Y. Ainsi
fix + X — Y est un morphisme d’ensembles algébriques affines, et par construction
¢ = (fix ), car pour ¢ € O(W), on a

(fix)«(qy) = qo fix = vo(q)x = ¢(qy)

Le foncteur est donc plein. Pour la fidélité, la vérification est facile, en écrivant les
morphismes sous forme polynomiale. []

On veut maintenant étudier I'image du foncteur O(—). L’outil essentiel est le résultat
suivant.

Théoréme 6.1.10 (Théoréme des zéros de Hilbert) Supposons le corps k algébri-
quement clos. Soit I C k[xy,...,xy] un idéal. Alors on a

J(V(I)) =Rad(I)
ou Rad(l) = {f € k[z1,...,2,] | In € N* tq f* € I}

Le théoréme des zéros de Hilbert, souvent appelé nullstellensatz, est le résultat
fondamental de base en géométrie algébrique. On ne le démontre pas ici.

On peut maintenant caractériser les algébres qui sont les algébres de fonctions poly-
nomiales sur un ensemble algébrique affine. On dit qu'une algébre est affine si elle est
de type fini comme algebre, et on dit qu’elle est réduite si son seul élément nilpotent
est 0.

Théoréme 6.1.11 Supposons k algébriquement clos. Soit A est une k-algébre com-
mutative affine réduite. Alors il existe un ensemble algébrique affine X, unique & iso-
morphisme prés, tel que A = O(X). Le foncteur contravariant O(—) induit donc une
anti-équivalence de catégories entre la catégories des ensembles algébriques affines et
celle des algébres affines commutatives réduites.

Preuve. L’algébre A est affine commutative donc il existe un isomorphisme d’algebres
klxy,...,zp]/I = A

pour un certain idéal I. Comme A est réduite, on a Rad(I) = I, et donc par le théoréme
des zéros, on a I = J(V(I)). Ainsi A = O(X), pour ’ensemble algébrique affine X =
V(I). Le foncteur O(—) est donc essentiellement surjectif, il est pleinement fidéle par
une proposition précédente et on a donc notre anti-équivalence de catégories. L’unicité
provient du fait que l'on a une équivalence de catégories, ou encore de la proposition
6.1.8. I
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Remarque. Si A est une algebre affine commutative, alors le choix de générateurs de
A permet toujours de munir X4 = Homy_q4(A, k) d’une structure algébrique. En effet
un tel choix donne un isomorphisme A = k[z1,...,x,|/I et alors X 4 s’identifie & V(I).
L’algébre O(X4) est alors isomorphe a A/Nil(A), ou Nil(A) est I'idéal des éléments
nilpotents de A.

Les espaces quantiques algébriques correspondent donc aux algébres affines. L’hy-
pothése "réduite" serait certainement trop restrictive, car elle exclurait les algebres de
matrices.

Avant de passer aux groupes, on a besoin du produit d’ensembles algébriques affines.

Proposition 6.1.12 Soient X CV et Y C W des ensembles algébriques affines. Alors
X XY CcV xW est un ensemble algébrique affine, et on a un isomorphisme d’algébres

OX)®0(Y)=0(X xY)
f@gr—((z,y) — f(2)9(y))
Preuve. Si f € O(V), on note f’ Iélément de O(V x W) défini par f/(v,w) = f(v), et
de méme si f € O(W), on note f” I'éléement de O(V x W) défini par f”(v,w) = f(w).
Alors si X = V(I) et Y = V(J), on voit facilement X x Y = V(I' U J”) et donc
X xY CV x W est un ensemble algébrique affine.

L’application de la proposition est la restriction aux fonctions polynomiales de I’in-
jection de la proposition 3.3.3 : O(X) ® O(Y) — kX*Y 1l est clair que cette injection
envoie f®g € O(X)@O(Y) sur f'g” € O(X xY), avec les notations précédentes. Ainsi
on a bien 'injection annoncée O(X)®@ O(Y) — O(X xY). Enfinsi f € O(X xY), on
peut écrire f = Y. f/g/, pour des f; € O(X), g; € O(Y). Cela est clair si l'on passe
aux coordonnées :

OWV) =k[xy,...,zn], OW) =Ekly1,...,ym| et OV x W) =k[z1,...,Tn, Y1, - Ym]
Alors f est I'image de ), fi ® g; et on a bien la surjectivité. O]

Exemple : le produit des matrices. Considérons O(M,(k)), I’algébre des fonctions
polynomiales sur les matrices. On a O(M,,(k)) = k[z;j]1<i j<n o0 les z;; sont les fonc-
tions coordonnées. On a déja muni cette algébre d’une structure de bigébre dans le
paragraphe 2 du chapitre 5. En fait le coproduit provient du produit des matrices. En
effet soit A le morphisme d’algébre composé

O(My (k) == O(My (k) x My (k) == O(My (k) @ O(Mp (k)
On a .
A(:U”) = Z Tik & xkj
k=1
car pour M = (m;;) et N = (n;j), on a

wif(MN) = (MN);j = mgngg = > wi(M)zg(N).
k

Cette formule pour la comultiplication va étre d’un usage constant dans la suite.
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6.2 Groupes algébriques affines

Définition 6.2.1 Un groupe algébrique affine est un groupe G qui est un ensemble
algébrique affine, tel que la loi de groupe G X G — G et Uinversion G — G soient
des morphismes d’ensembles algébriques affines.

De méme que dans le paragraphe 3 du chapitre 4, si G est un groupe algébrique
affine, la multiplication m : G x G — G induit un morphisme d’algébres

A:OG) > 0(G x G) —== 0(G) ® O(G)

L’élément unité induit un morphisme d’algébres € : O(G) — k, f — f(1), et l'in-
version G — G induit un morphisme d’algeébres S : O(G) — O(G). Les axiomes de
groupe assurent que O(G) est une algébre de Hopf.

On définit de maniére évidente la catégorie des groupes algébriques affines :
les morphismes sont les morphismes de groupes qui sont des applications polynomiales.

On vérifie sans probléme qu’une application polynomiale entre deux groupes algé-
briques affines G et H est un morphisme de groupes si et seulement si le morphisme
d’algebres correspondant O(H) — O(G) est un morphisme d’algébres de Hopf. Ainsi,
quand k est algébriquement clos, la catégorie des groupes algébriques affines est anti-
équivalente & la catégorie des algébres de Hopf commutatives affines et réduites. On
peut résumer la discussion et les résultats du paragraphe précedent.

Théoréme 6.2.2 Un groupe G est un groupe algébrique affine si et seuleument s’il
existe une algébre de Hopf commutative affine et réduite H telle que que l'on ait un
isomorphisme de groupes G = Homy_q14(H, k).

Mieux, si k est de caractéristique zéro, un théoréme de Cartier (que nous ne mon-
treront pas, voir [26] ou [21]) affirme qu'une algébre de Hopf est toujours réduite.

Les exemples qui suivent sont les groupes algébriques "classiques". Les vérifications
des détails (présentations par générateurs et relations, formules pour le coproduit...)
sont des exercices (importants) laissés au lecteur. On pourra suposer que le corps de
base est a de caractéristique zéro : le théoréme de Cartier assure alors que les algebres
de Hopf sont automatiquement réduites.

Exemple 1 : le groupe linéaire. On a vu GL, (k) est un ensemble algébrique affine.
C’est un groupe algébrique affine et on a

O(GLy(k)) = k[zij, 2l1<ij<n/(Dz = 1)

ou

D= e(0)T15(1) " Tno(n)
oc

n

n
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est le déterminant de la matrice x = (z;5). Les x;; correspondent aux fonctions coor-
données. La structure d’algébre de Hopf est donnée par

Aziy) = Z%k Rz, Az) =2®z,
k=1

e(ziy) =0y, e(z) =1, S(zy)=(z""y, S(z)=D

ot 71 est l'inverse de la matrice z = (z).

Exemple 2 : le groupe spécial linéaire. Le groupe SL,, (k) est un groupe algébrique
affine et on a
O(SLn(k)) = klwijli<ij<n/(D = 1)

ou

D = Z 6(0’)1‘10(1) © Tpo(n)

UES’n

est le déterminant de la matrice # = (z;;). Les z;; correspondent aux fonctions coor-
données. La structure d’algébre de Hopf est donnée par

Alwy) =)z @ xpj,  elzyg) =g, S(ay) = (a71)y
k=1
ott 7! est 'inverse de la matrice z = (xi;). Avec les notations du paragraphe précédent
pour O(SLa(k)) (engendré par a,b, c,d) les formules précédentes deviennent :
Ala)=a®a+b®c, A(b)=a®b+b®d, Alc)=c®a+d®c, A(d) =cRb+d®d
g(a) =¢e(d) =1, g(b) =¢(c) =0,

S(a) =d, S(b) =—b, S(c) =—¢, S(d)=a

Exemple 3 : le groupe orthogonal. Le groupe orthogonal est
On(k) ={M € M, (k) | ‘MM =1I,}
C’est un groupe algébrique affine, avec
O(0,(k)) = k‘[l’ij]lgi,jgn/(tiﬂl’ =1, =2'%)

Ici z est la matrice () et la notation ‘zz = I signifie que 'on quotiente k[x;;] par

toutes les relations équivalentes a la relation matricielle tzz = I, = 2z, c’est-a-dire

n n
Vioj, Y wkidk =05 = > Tk,
k=1 k=1
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La structure d’algébre de Hopf est donnée par
n
Alay) =Y min @arj, (@) =65, S(wiy) = i (= (37)y)
k=1

Evidemment, le groupe spécial orthogonal SO, (k) = O,(k) N SL,(k) est un groupe
algébrique affine.

Exemple 4 : le groupe symplectique. Considérons la matrice

O In
J = <_In 0n> € Mgn(k‘)

Alors le groupe symplectique
Spon (k) = {M € Ms,(k) | 'XJX = J}
est un groupe algébrique affine. On peut vérifier que Spy(k) = SLa(k) (exercice).

Bien sir, les groupes quantiques algébriques vont étre ceux correspondant aux
algeébres de Hopf affines non nécessairement commutatives.

Définition 6.2.3 Soit G un groupe algébrique affine. Une représentation linéaire
de G est un couple (V,my) ot V est un espace vectoriel de dimension finie et ot my :
G — GL(V) est un morphisme de groupes algébriques.

En fait tout groupe algébrique affine admet une représentation linéaire fidéle (c’est-a-
dire avec 7y injectif), ce qui justifie la terminologie équivalente "groupes algébriques
linéaires". On montrera ce résultat plus loin, comme une conséquence immeédiate de
résultats sur les comodules.

Définition 6.2.4 Soient (V,my et (W, mw) sont des représentations de G. Un mor-
phisme de représentations de (V,my dans (W, mw ), ou encore G-morphisme, est
une application linéaire f : V. — W telle que Vg € G, on a

mw(g)o f= fomy(g)

On obtient donc la catégorie des représentations de G, notée Rep(G). Que 'on
travaille sur les groupes ou les groupes quantiques, I’étude des représentations linéaires
est un objectif extrémement important.

6.3 Algébres de Hopf comatricielles

La formule générale pour les coproduit dans les groupes algébriques linéaires se
généralise en fait parfaitement pour les algébres de Hopf non commutatives. On a le
résultat suivant, trés utile pour construire des algébres de Hopf.
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Théoréme 6.3.1 Soit A = (A, m,u) une algébre munie de morphismes d’algébres
A:A—ARA, e:A—k, e S:A— A%®

Supposons qu’il existe des matrices u® = (uf‘j) € Mg, (A), A € A, dont les coefficients
engendrent A comme algébre et vérifient VA € A, Vi, j € {1,...,dy\},

n
A A A
A(uz;) = Z Ujp & Ul
k=1

dx dx
5(“2'\]‘) = dij, Zuf\ks(uéj) = 0ij = Z S(uf\k)ugj
k=1 k=1

Alors A = (A, m,u,A,e,S) est une algébre de Hopf.
La preuve est une application directe du lemme 5.4.1, et est laissée en exercice.
Exemple : A,(n). Considérons l’algébre
¢ ¢

Au(n) = k(uij,vij, 1 <i,5 <n|uv=1I, ="u="uv =v'u)

ot u = (u;5) et v = (v;;) et on met exactement les relations sur les u;; et les v;; telles
que les relations matricielles écrites soient vérifiées. Alors on a des morphisme d’algébres

A:Au(n) — Ay(n) ® Ay(n), e:Au(n) —k, et S:Au(n) — Au(n)?P
définis par
A(u”) = Z Uik X ukj, A(’Uij) = Z Vik ® Ukj
k=1 k=1
e(uij) = dij = e(vij),  Suij) =vji, S(vij) = uji
qui munissent A,(n) d’une structure d’algébre de Hopf, non commutative et non-

cocommutative si n > 2. On a un morphisme surjectif d’algébres de Hopf A,(n) —
O(GL,(k)), qui est non injectif si n > 2. L’algebre de Hopf A, (n) est die & Wang [25].

Remarque. Pour des matrices dont les coefficients appartiennent & une algébre non
commutative, on n’a pas en général la relation ‘(M N) = IN'M. De méme une matrice
carrée peut étre inversible a gauche sans I’étre & droite. Ceci explique 'abondance de
relations dans la définition de A, (n), qui sont bel et bien nécessaires.

Exemple : A,(n). Considérons ’algebre
Ao(n) = k{5, 1 <i,5<n| r'e = I, = 'vx)
ol = (z;5). Alors on a des morphismes d’algébres

A:A(n) — As(n) ® Ao(n), e:A)(n) —k, et S:Ay(n) — Ay(n)°®
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définis par (1 <i,7 <n)
Awij) =D wi @y, elwy) =i, S(wig) = w5
k=1

qui munissent A,(n) d’une structure d’algébre de Hopf, non commutative et non-
cocommutative si 7 > 2. On a un morphisme surjectif d’algebre de Hopf A,(n) —
O(0y(k)), qui est non injectif si n > 2. L’algebre de Hopf A,(n) est die & Dubois-
Violette et Launer [8] et indépendamment & Wang [25].

Les algebres de Hopf A, (n) et A,(n) sont les analogues "libres" des groupes GL,, et
On.

Exercice. Montrer que les algébres de Hopf A(n) et B(n) construites en 5.4 sont des
quotients de A,(2).
6.4 Le groupe quantique SL,

On présente maintenant I'exemple le plus célébre de groupe quantique : le groupe
quantique SLo.

Définition 6.4.1 Soit ¢ € k*. L’algébre Oy4(SLa(k)) est l'algébre engendrée par des
générateurs a, b, c,d et soumise auz relations

ba = gqab, ca = qac, db=qbd, dc=qcd
be=cb, ad—da= (¢! —q)bc
ad — g 'be =1

Quand ¢ =1, on a O1(SL2(k)) = O(SLa(k)), ce qui mene a dire que Oy(SLa(k) est
une "déformation" de O(SLa(k)). La structure d’algebre de Hopf de O(SLa(k)) "survit"
a la déformation :

Proposition 6.4.2 L’algebre Oy(SLa(k)) est une algebre de Hopf, avec coproduit, co-
unité et antipode définis par les formules :

Ala)=a®a+b®c, A(b)=a®@b+b®d, Alc)=cRa+d®c, Ald) =c®b+dxd

e(a) =¢e(d) =1, e(b) =¢(c) =0,
S(a) =d, S(b) = —gb, S(c) = —q ¢, S(d) =a



CHAPITRE 6. GROUPES ALGEBRIQUES ET ALGEBRES DE HOPF 64

La preuve, laissée en exercice, utilise le théoréme 6.3.1.

L’algebre de Hopf O4(SLa(k)) est donc I'algebre de Hopf des fonctions polynomiales
sur un groupe quantique (algébrique), appelé le groupe quantique SLy, que l'on note
souvent SLg(2) (ou encore SLy(2,k) si I'on ne veut pas oublier le corps de base). On
peut alors écrire O4(SLa(k)) = O(SL4(2,k)).

Le fait remarquable ici est que la plupart des propiétés du groupe classique Slo
restent encore vraies, dans un sens appropriés et pour g générique, pour la version
quantique : c’est notamment le cas de la structure de la catégorie des représentations.
Par exemple on a

Proposition 6.4.3 L’ensemble
{a'V'*, | i,k e NV U{bIddR | i,j €N, ke N}
est une base du k-espace vectoriel Oy(SLa(k)).

Ce résultat se démontre avec des techniques similaires & celles qui permettent de
trouver une base de kq[z, y].

A ce stade, la question naturelle est : d’ott vient cette algebre de Hopf Oy(SLa(k)) ?
L’approche standard, diie a Manin [19], est de chercher les bigébres qui co-agissent sur
I'algébre des fonctions sur le plan quantique O, (k?) = ky[,y] (de la méme maniére que
SLo(k) agit sur le plan k?). On arrive a la bigebre Oy(Mas(k)), et des considérations
naturelles sur le "déterminant quantique" meénent a la présente définition de O,4(SL(2)).
Voir également [13] pour cette approche.

On peut aussi, en vertu de ’égalité SLo(k) = Sps(k), chercher les groupes quantiques
qui "agissent" sur certaines formes bilinéaires. C’est ’approche de Dubois-Violette et
Launer (8], que I'on étudiera en 7.7.

Commentaires

On peut trouver une preuve du théoréme des zéros de Hilbert dans [15], ou encore
dans [10], qui offre une trés agréable introduction & la géométrie algébrique.

Il existe de nombreux textes dédiés aux groupes algébriques : citons par exemple
[12], [22] ou |26].

Le groupe quantique SL(2) est da a Drinfeld [7], et indépendamment & Woronowicz
|27| dans un cadre technique un peu différent.

On peut construire plus généralement des déformations O, (G) pour tous les groupes
classiques du paragraphe 2 : voir [14].



Chapitre 7

Modules et comodules

Pour obtenir des informations sur les algébres, on étudie leurs modules (ou représen-
tations). Pour les cogebres, c’est le concept dual de comodule qui s’impose. Cette section
est consacrée & ces notions. Nous privilégieront la notion de comodule, car si G est un
groupe algébrique affine, les représentations de G s’identifient aux O(G)-comodules de
dimension finie. On travaille toujours sur un corps quelconque & (qui est supposé infini
deés qu'il est question de groupes algébriques).

7.1 Modules sur une algébre

Rappelons d’abord la définition d’un module, d’'une maniére similaire a celle d'une
algebre.

Définition 7.1.1 Soit A = (A, m,u) une algébre. Un A-module (a gauche) est une
paire (V,puy) ot V' est un espace vectoriel et py : AV — V est une application
linéaire telle que les diagrammes suivant soient commutatifs :

m®idv u®idv

ARARV ARV EQV————ARQYV

lid\/@uv lllv R %
123% Vv

ARV V

Comme a 'accoutumée, on note av ou a.v ’élément py (a ® v) de V.

Si V est un espace vectoriel, la donnée d’une structure de A-module sur V est
équivalente a la donnée d’un morphisme d’algebres A — End (V).

Les morphismes de A-modules sont les applications A-linéaires. Si (V, uy) et (W, pw)
sont des A-modules, un morphisme de A-modules est donc une application k-linéaire
f:V — W telle que le diagramme suivant soit commutatif.

AV sy

iidA®f J{f

AW s w

65
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La catégorie des A-modules est notée Mod(A), et la catégorie des A-modules de di-
mension finie (ceux qui sont de dimension finie comme k-espaces vectoriels) est notée

MOdf(A)

7.2 Modules sur une algébre de Hopf

Si A est une algebre et V,W sont des A-modules, il n’existe pas en général de
structure de A-module sur I'espace vectoriel V ® W. On peut cependant définir une
telle stucture si A est une bigébre.

Proposition-Définition 7.2.1 Soit B = (B,m,u,A,e) une bigébre et soient V =
(Vouy) et W = (W, uw) des B-modules. L’application linéaire

tvew = (uy @ pw)o (idp @ Tpw ®idy) o (A®idy @idw) : B&VOW — VoW

munit V@ W d’une structure de B-module. Le B-module (V @ W, uygw) est appelé le
produit tensoriel des B-modules V et W. Pour v eV etw € W etb € B, on a
donc

b.(v@w) = Z b)-v ® b(g)-w

La vérification est laissée en exercice, ainsi que celle du résultat suivant (on peut
utiliser les notations de Sweedler).

Proposition 7.2.2 Soit B une bigébre, soient V,V' . W, W' des B-modules et soient f :
V— V' g: W — W des applications H-linéaires. Alors fRqg: VW — V' @ W’
est H-linéaire.

Proposition-Définition 7.2.3 Soit B = (B, m,u, A, ¢) une bigébre. Alors la co-unité
€ : B — k munit k d’une structure de B-module (b.A = £(b))\), appelé le B-module
trivial.

Proposition 7.2.4 Soit B une bigébre et soient U, V, W, des B-modules. Alors les iso-
morphismes naturels de la proposition 3.1.3

EU=2U=2Uk e (UQV)W2ZU® (VW)
sont des isomorphismes de B-modules.

Cette proposition, dont la vérification (facile) est laissée au lecteur, permet ici aussi
de construire des produits tensoriels "multiples" de B-modules sans s’inquiéter d’un
ordre dans les parenthéses.

Finalement, si H est une algebre de Hopf, on peut munir le dual d’'un H-module
d’une structure de H-module. La encore la vérification est laissée en exercice.

Proposition-Définition 7.2.5 Soient H une algébre de Hopf V un H-module. Alors
il existe sur V* une unique structure de H-module telle que

Vee H VfeV* YveV, (z.f)(v) = f(S(x).v)

L’application “évaluation” V* @V — k, f @ v+— f(v), est alors H-linéaire.
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7.3 Comodules sur une cogébre

Le concept de comodule est dual de celui de module.

Définition 7.3.1 Soit C = (C, A, €) une cogébre. Un C-comodule (a droite) est une
paire (V,ay) ot V est un espace vectoriel et ay : V. — V & C est une application
linéaire telle que les diagrammes suivant soient commutatifs :

ay

1% Vec 1% v =6,
lav . lav®idc \ ;%V@E
idy ®A
Ve ———Ve(CC Vek

On dit que Uapplication linéaire avy : V — V Q@ C est la co-action de C sur V.

Définition 7.3.2 Soient C une cogébre et V. = (V,ay) et W = (W,aw) des C-
modules. Un morphisme de C'-comodules est une application k-linéaire f : V. — W
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

% W
P e
veclfw e o

On dit aussi qu’un morphisme de C-comodules est une application C-colinéaire, et
on note Home(V, W) l'ensemble des morphismes de C-comodules de V' dans W .

La catégorie des C-comodules est notée Comod(C'), et la sous-catégorie pleine des
C-comodules de dimension finie (ceux qui sont de dimension finie comme k-espaces
vectoriels) est notée Comod¢(C).

Notations de Sweedler pour les comodules. Soit V = (V,ay) un C-comodule.
Pour v € V' on notera

av(v) =Y v @ )

Les axiomes se traduisent par

(idy ® A) o oy (v) = (ay ®ide) o ay(v) = > v() @ V(1) ® vy

et Zs(v(l))v(o) =

Exemple : (C,A) est un C-comodule.

Exemple : si G est un groupe algébrique affine, on verra au paragraphe 6 que la caté-
gorie des O(G)-comodules de dimension finie est équivalente a celle des représentations
linéaires de G.

Exemple : soit X un ensemble, et considérons la cogebre k[X]. Pour un k-espace
vectoriel V', il est équivalent de se donner :
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1. une structure de k[X]-comodule sur V,
2. une X-graduation sur V', c’est-a-dire une décomposition en somme directe V =
Drex Vx
En effet : Soit a: V — V ® k[X] une structure de k[X]-comodule sur V. Pour z € X,

posons
Vei={veV|av)=v®ez}

et montrons que V = @,cx V. Soit v € V. Ona a(v) = > | v;®e,, pour des éléments

z1,...,2, de X deux a deux distincts. On a v =), e(ey, )v; et
n n n
Za(vi) ® ey, = Zvi ® Aleg,) = Zvi ® ez, D ey,
i=1 i=1 i=1

ainsi v; € V, pour tout i et V.= V.. Si 3" v; = 0 pour des v; € V, (avec
toujours z1,...,z, € X deux a deux distincts), alors 0 = (D1 v;) = > 1" | V; @ €qy,
et donc on a v; = 0, Vi, et la somme est bien directe.

Réciproquement, si V' = @,ex Vy, on vérifie que 'on définit une structure de k[ X]-
comodule sur V' en posant, pour v € V,,, a(v) = v ® e,. O

Exemple : Munissons I’espace vectoriel k™ de sa base canonique e, ..., e,, et considé-
rons 'application linéaire

ap k" — k" @ M, (k)*
n
€ — Z ek @ Tk
k=1
Alors (K™, o) est un M, (k)*-comodule.

Il est souvent utile de décrire une co-action en utilisant une base de I'espace vectoriel
sous-jacent, ce qui méne & la définition suivante.

Définition 7.3.3 Soit C' une cogébre, et x = (z;5) € M, (C) une matrice a coefficients
dans C. On dit que x est une matrice multiplicative si Vi, j, on a

Alwy) =) zix @ zrj,  e(wiy) = 5y
k=1

’exemple précédent fournit des exemples de matrices multiplicatives.

Proposition 7.3.4 Soient C une cogébre et V= (V,ay) un C-comodule de dimension
n > 0. Soit v1,...,v, une base de V. Il existe une matrice multiplicative x = (x;5) €

M, (C) telle que Vi,
ozv(vi) = Z’Uj &® n
j=1

Réciproquement si x = (x;5) € M, (C) est une matrice multiplicative, pour chaque base
de V', la formule précédente définit sur V une structure de C-comodule.
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Preuve. Pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe des éléments z;; de C tels que ay(v;) =
> j=1vj ®@zji- On a alors

n

UZ_Z e(xji)v; et Z?@@A xj;) Zav Vj) ® T = Z v @ Thj @ T

7,k=1

ce qui montre que x = (x;;) est une matrice multiplicative. La réciproque est identique
& la vérification de 'exemple précédent. [

La notion de morphisme de comodules s’interpréte en termes de matrices multipli-
catives.

Proposition 7.3.5 Soient C' une cogébre et V.W des C-comodules de dimension res-
pectives n et m. Choisissons des bases de V et W, et soient © = (z45)1<ij<n et
Yy = (Yki)i<k,i<m les matrices multiplicatives associées. Soit f : V. — W une appli-
cation linéaire, et soit M € My, ,(k) sa matrice dans les bases choisies. Alors f est un
morphisme de C'-comodules si et seulement si yM = Max.

Preuve. Soient eq,...,e, et €),...el, des bases respectives de V et W, avec
n
ay(e) = E er@xp; et awle Z €1 @ Y1
k=1

Notons M = ()j;) la matrice de f dans ces bases. Comme f est linéaire, alors f est un
morphisme de comodules si et seulement si,

Vie{l,...,n}, aWOf(el) (f ®ide) o av(ei)

—Vie{l,...,n}, Zq@ Z)\ﬂyzj Ze ®(Z>\lk$ki)
=1 =1 k=1

ce qui donne bien le résultat. [l.

Pour étudier un comodule, il est souvent utile de lui associer une cogébre, de la
maniére suivante.

Proposition-Définition 7.3.6 Soient C' une cogébre et V = (V, ay) un C-comodule.
Alors
C(V) ={(¢p®ide)(ay(v)), pcV*, veV}cCC

est une sous-cogébre de C', appelée la cogébre associée a V. Si 'V est de dimension
finde et si x = (x;5) € My, (C) est la matrice multiplicative associée au choiz d’une base

de V', alors on a
C(V) = Vect(z5,1 <1i,j <n)
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Preuve. Soit v € V avec a(v) = > 7" | v; ® x;, ont les v; € V sont linéairement indépen-
dants. En utilisant des formes linéaires duales des v;, on voit que les z; sont dans C(V').
On a

D@ A@) =YY (i) ® (v:)) @
i=1 i=1

et donc pour tout i,
Alr) =Y ) 0i((0)0)(v)) @25 € C(V) @ C(V)
j=1

Ainsi V¢ € V*, on a A(é(vg))va)) € C(V) @ C(V) et C(V) est une sous-cogébre
de C. Si V est de dimension finie, on fixe une base de V, de matrice multiplicative

associée x = (w;5) € M,(C) et on voit facilement, en utilisant une base duale, que
C(V) = Vect(z5,1 <i,j <n). O

Définition 7.3.7 Soient C' une cogébre et (V, ay) un C-comodule. Un sous-comodule
de V' est un sous-espace vectoriel W C 'V tel que ay (W) C W ® C.

Il est clair qu’un sous-comodule est lui-méme un comodule.

Proposition 7.3.8 Soit C' une cogébre, soient V et W des C-comodules et f : V — W
un morphisme de C-comodules.

(a) Im(f) est une sous-comodule de W et Ker(f) est un sous-comodule de W.

(b) Si M est un sous-comodule de V, il existe sur V/M wune unique structure de
C-comodule telle que la surjection canonique p : V. — V/M soit un morphisme de
C-comodules.

(¢) [ induit un isomorphisme de C-comodules V/Ker(f) = Im(f).
Preuve. (a) On a
aw (f(V)) = (f @ide)(av(V)) C (f@ide)(V e ) = f(V)© C
ce qui montre que Im(f) est un sous-comodule de W. Pour z € Ker(f), on a
0=aw(f(z)) = (f ®idc)(av(z)) = av(z) € Ker(f ®idc) = Ker(f) ® C

ce qui montre que Ker(f) est bien un sous-comodule de V.

(b) L’application linéaire (p®idg)oay : V. — V/M ®C s’annule sur M, et donc induit
une unique application linéaire ay : V/M — V/M ® C telle ay op = (p ® id¢) o ay.
On veérifie sans difficulté que (V/M,ay) est bien un C-comodule.

(c) L’application linéaire f induit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre V/Ker(f)
et Im(f), dont on vérifie facilement qu’il est un morphisme de comodules. Il est ensuite
facile de vérifier que l'inverse d’un morphisme de comodules bijectif est lui-méme un
morphisme de comodules. [J
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Proposition 7.3.9 Soit C' une cogébre, soit V. un C-comodule et soient (V;);cr des
sous-comodules de V.

(a) > ic; Vi est un sous-comodule de Vet C(Y_c; Vi) = > .c; C(V5).

(b) Nicr V1 est un sous-comodule de V.

Preuve. La premiére assertion est une vérification immeédiate, et la deuxiéme provient
du lemme 3.2.9. [J

On peut maintenant montrer un résultat fondamental pour 1’étude des comodules.

Théoréme 7.3.10 (Théoréme fondamental de finitude des comodules) Soient C
une cogébre et V un C-comodule. Toute partie finie de V est contenue dans un sous-
comodule de dimension finie de V.

Preuve. Montrons d’abord le résultat pour une partie & un élément. Soit v € V,
avec a(v) = Y I v; ® xj, ou les x; € C sont linéairement indépendants. Soit X, =
Vect(vy,...,v,). Montrons que v € X, et que X, est un sous-comodule de V. On a
v=>,¢e(x;)v;, donc v € X,. On a

n

Y aw) @ai=> Y 0i® (1)) @ (22
=1

=1

Si 1; est une forme linéaire sur C' telle que ¢;(x;) = 6;5, Vi, on voit donc que
a(v) =) u® (Z wj((xi)(z))(xz‘)(l))

ce qui montre X, est un sous-comodule de V.
Si maintenant vy, ..., v, sont des éléments de V, le sous-comodule de dimension
finie X, + --- + X,,, contient nos éléments. [

Ce résultat montre la différence entre modules et comodules : il n’est pas vrai en
général qu'un élément d’un module est contenu dans un sous-module de dimension finie.

Corollaire 7.3.11 (Théoréme fondamental de finitue des cogébres) Soit C' une
cogébre. Toute partie finie de C' est contenue dans un sous-cogébre de dimension finie

de C.

Preuve. Soit S une partie finie de C' et soit V un sous-C-comodule de dimension finie
de C contenant S : on a A(V) C V®C. Pour v € V, on a v = ) e(vq))v(), donc
ve C(V). Ainsi V. .C C(V), et C(V) est donc une sous-cogebre de dimension finie de
C contenant S. O

On termine ce paragraphe en reliant comodules et modules.
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Théoréme 7.3.12 Soient C' une cogébre et V.= (V,ay) un C-comodule. L’application
linéaire

C*RV —V
¢®U'—>Z¢(01)UO

munit V d’une structure de C*-module. Cette construction définit un foncteur pleine-
ment fidele
Comod(C) — Mod(C™)

qui est une équivalence de catégories st C est de dimension finie.

Preuve. Soit v € V et ¢, € C*. On a

(pp).v = Z(@ﬁ Z¢ V(1)) (v2))v Z ¢-(Y(vay)vy) = ¢-(Y.v)

et e.v =Y e(va))v) = v, donc V est bien un C*-module. Soient V, W des C-comodules
et f € Homg(V,W). Pour ¢ € V* on a

= Z¢(U(1) Z¢ v) 1) f(v)) = ¢-f(v)

donc f € Home+(V,W), et on a bien votre foncteur Comod(C) — Mod(C*). Soit
f € Homex«(V, W). Pour montrer que ayw o f = (f ® id¢) o ayy, il suffit de voir que
Vo € C*, on a (idy @ @) ocaw o f = (idw ® ¢) o (f ®ide) oay. Pour v € V, on a

(idw ® ¢) 0 aw o f(v) =D ¢(f(v) 1)) f (V) (o) = ¢.f(v) = f(pv)
= fle(v = (idw ® ¢) o (f ®id¢) o ay (v)

et ainsi f € Home(V, W), notre foncteur est donc pleinement fidéle.

Pour montrer la derniére assertion, il reste & montrer qu’il est essentiellement sur-
jectif si C est de dimension finie. Supposons donc C' de dimension finie et soit x1, ..., 2y
une base de C, de base duale z7, ..., z;. Soit V un C*-module. On définit une applica-
tion linéaire a: V. — V ® C par a(v) =Y ;" zF.v ® x;, Yo € V. Montrons que (V, «)
est un C-comodule. On a

n

(idy @ e)(a(v)) = O _e(@)a))v=cv=1

i=1
Il faut ensuite montrer que
n n
Za(azf.v) Q@ = fo.v@A(mi) eVelel
i=1 i=1
c’est-a-dire que

n

ij (xjv) @a; @a; = ZZ$ VR Ty ® Ty(2)

ij=1
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C’est équivalent & montrer que Vj, k, on a

(xgv) ZZ%‘ Ti1)) T (Ti(2) )77 v

Mais on a
n

ZZ{L‘ (zi(2))7i v = Z(:E;kx’,;)(xz)va = (zjrp).v = xj.(2}.v)

=1

et ainsi (V, a) est bien un C-comodule. II est alors clair que la structure de C*-module
donnée par la foncteur du théoréme est la méme que la structure initiale, et le résultat
est donc montré. [J

Exemples. 1. soit X un ensemble fini. La catégorie des k[X]-comodules est équivalente
a la catégorie des k(X)-modules, car k(X) 2 E[X]*.

2. Soit G' un groupe fini. La catégorie des k(%)-comodules est équivalente a la ca-
tégorie des k[G]-modules, car les algébres (k(G))* et k[G] sont isomorphes. Ainsi la
catégorie des représentations de GG étant de maniére évidente équivalente & la catégorie
des k[G]-modules de dimension finie, la catégorie des représentations de G est équi-
valente a celle des k(%)-comodules de dimension finie. On généralisera ce résultat aux
groupes algébriques affines au paragraphe 6.

7.4 Comodules sur une algébre de Hopf

On dualise les constructions du paragraphe 7.2. Tout d’abord, si B est une bigébre,
on peut construire un produit tensoriel de comodules.

Proposition-Définition 7.4.1 Soit B = (B,m,u,A,¢) une bigébre et soient V =
(V,ay) et (W,aw) des B-comodules. L’application linéaire

aygw = (idy @ idy @ m) o (idy @ 7w ®@idp) o (ay @aw) : VAW — VW B

munit V@ W d’une structure de B-comodule. Le comodule (V @ W, aygw) est appelé
le produit tensoriel des comodules V et W. Pour v eV et w e W, on a donc

avew (v @w) =Y V() ® we) @ V)W)
La vérification (directe) est laissée en exercice, ainsi que celle du résultat suivant.

Proposition 7.4.2 Soit B une bigébre, soient V,V' W, W' des B-comodules et soient
f:V—V' g: W — W des applications H-colinéaires. Alors f@¢g:V QW —
V' @ W' est H-colinéaire.

Proposition-Définition 7.4.3 Soit B = (B, m,u, A, €) une bigébre. L’application li-
néaire k — k® B, 1 — 1 ® 1, munit k d’une structure de B-comodule, appelé le
B-comodule trivial.
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Proposition 7.4.4 Soit B une bigébre et soient U, V,W des B-comodules. Alors les
1somorphismes naturels de la proposition 3.1.3

EoU=U=2U®k e (UV)aW=Ug (VeW)
sont des isomorphismes de B-comodules.

Cette proposition, dont la vérification (facile) est laissée au lecteur, permet ici aussi
de construire des produits tensoriels "multiples" de B-comodules sans s’inquiéter d’un
ordre dans les parenthéses.

On peut aussi construire le dual d’un comodule sur une algébre de Hopf, en utilisant
le résultat suivant.

Proposition 7.4.5 Soient H une algébre de Hopf et soit © = (v;5) € Mp(H) une
matrice multiplicative. Alors = est inversible, d’inverse S(x) = (S(zij)).

Preuve. Le résultat est une conséquence directe des axiomes d’antipode. [J

Proposition-Définition 7.4.6 Soit H = (H,m,u,A,¢e,S) une algébre de Hopf et soit
V = (V,ay) un H-comodule de dimension finie. Il existe une structure de H-comodule
ayx : V* — V*QH sur V* telle que l'application “évaluation” V*QV — k, fRv +—
f(v), soit H-colinéaire. L’application linéaire avy~ est définie ainsi : si vy, ..., vy, est une
base de V' avec ay(v;) = 3 ;v; @ uji, on a ay=(v]) = >, v; @ S(uij). Lapplication
linéaire oy : k — V@ V*, 1— > v; ® v}, est H-colinéaire.

La vérification est laissée en exercice, tout comme celle du résultat suivant.

Proposition 7.4.7 Soit B = (B, m,u,A, ) une bigébre et soient V. = (V,ay) et
(W, apy) des B-comodules. On a B(V @ W) = B(V)B(W). Si B = H est une algébre
de Hopf et si V est de dimension finie, alors H(V*) = S(H(V)).

7.5 Comodules sur une bigébre de type fini

On étudie maintenant les comodules sur une bigébre qui est de type fini comme
algébre. Le fait remarquable est l'existence d’'un comodule & partir duquel on peut
construire tous les autres.

Proposition-Définition 7.5.1 Soit B une bigébre. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(a) B est de type fini comme k-algébre.

(b) 1l existe un B-comodule de dimension finie V tel que B(V') engendre B comme
k-algébre.

(c) Il existe un B-comodule de dimension finie V tel que B =) . B(V)".

(d) I existe un B-comodule de dimension finie V tel que B =Y, . B(V®")

(e) Il existe une matrice multiplicative x € M, (B) dont les coefficients engendrent
B comme k-algébre.

Un B-comodule générateur est un B-comodule de dimension finie satisfaisant a
l'une des conditions équivalentes (b), (c) ou (d).
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Preuve. Les équivalences (b) <= (¢) <= (d) proviennent de la derniére proposition
du paragraphe précédent, et 1’équivalence (b) <= (e) provient de la proposition 7.3.6.
Il est clair que (e) = (a), et donc il reste & montrer que (a) = (b). Si S une partie de
B qui engendre B comme algébre, soit V' un sous-comodule de dimension finie de B
contenant S. Ona S C V C B(V), et donc B(V) engendre B comme algebre. [J

Notations. Si B est une bigebre et V est un B-comodule. Pour k € N, on note VI* le
B-comodule VM = ko Vo V®2 g ... 0 VO,

Le résultat suivant est important : il assure que si V' est un comodule générateur
d’une bigébre, alors on peut construire tous les B-comodules de dimension finie & partir
de V.

Théoréme 7.5.2 Soit B une bigébre de type fini et soit V un B-comodule généra-
teur. Soit W un B-comodule de dimension finie. Alors il existe des entiers ki, ..., kp,
mi,...,my, et des sous-comodules My C (Vikalyma = M, C (VIFDyme tels que W soit
isomorphe & un sous-comodule de (VIFI)y™ /My @ .. @ (VIRDym /M,

On a besoin d’une série de lemmes.

Lemme 7.5.3 Soient C' une cogébre, V. un C-comodule et M un k-espace vectoriel.
L’application linéaire idpy @ ay - M QV — M@V & C munit M ® V d’une structure
de C-comodule. St M est de dimension finie, alors le comodule obtenu M ® V est
isomorphe o Vdm(M),

Preuve. La preuve est une vérification directe. [

Lemme 7.5.4 Soient C une cogébre et V. un C-comodule de dimension n. Alors on a
un isomorphisme de comodules V" /M = C(V') pour un certain sous-comodule M C V™.

Preuve. On fixe une base vq,...,v, de V, de matrice multiplicative associée (x;;) :
ay(vi) = 32;vj ® zj;. L'application linéaire f: V* @ V — C(V), v} ® vj — x;j, est
C-colinéaire pour la structure de C-comodule sur V*®V fournie par le lemme précédent,
qui assure aussi que V" /M = C(V), pour M = Ker(f), en tant que C-comodule. [J

Lemme 7.5.5 Soient C une cogébre et V.= (V, ay) un C-comodule. Notons Vy l’espace
vectoriel sous-jacent (on oublie la structure de C-comodule sur V') et considérons le C-
comodule Vo @ C' du lemme 7.5.3. Alors la co-action oy est un morphisme injectif de
comodules V — Vo @ C.

Preuve. La co-action ay : V — Vp ® C' est un morphisme de comodules, et est
injective, par définition d’un comodule. [J

Preuve du théoréme. Premier cas : supposons dans un premier temps que W est un
sous-comodule du comodule régulier B = (B, A). Comme W est de dimension finie,
il existe £ € N tel que W C ZfZOB(V)i = B(VIH), et W est un sous-comodule
de B(VI*)). L’avant denier lemme assure l'existence de m € N et d'un sous-comodule
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M c (VIE)™ tel que les comodules B(VI¥]) et (VI¥)™ /M sont isomorphes, et ainsi W
est isomorphe & un sous-comodule de (VI¥)™ /M.

Cas général : si maintenant W est un comodule quelconque, les lemmes 7.5.5 et 7.5.3
assurent que W est isomorphe & un sous-comodule de B¥, oi k = dim(W), et notons
6 : W — B* I'injection B-colinéaire associée. Notons p1, . .., py les k projections B¥ —
B, qui sont des morphismes de B-comodules. Pour ¢ € {1,...,k} soit W; = p;(6(W)),
c’est un sous-comodule de B, et W est isomorphe & un sous-comodule de W & - - - @ Wy.
Le premier cas permet de conclure. [

7.6 Représentations de groupes algébriques et comodules

On va appliquer les résultats précedents aux représentations de groupes algébriques.
Montrons tout d’abord que les représentations d’un groupe algébrique affine G corres-
pondent aux O(G)-comodules de dimension finie.

Théoréme 7.6.1 Soit G un groupe algébrique affine. Soit V. un O(G)-comodule de
dimension finie. Pour g € G, l'application linéaire my(g) : V — V, v+ > v1)(9)v(0)
est bijective, et on obtient ainsi une représentation linéaire de G

my : G — GL(V)
Cette construction définit un foncteur
Comodf(O(G)) — Rep(G)
qui est une équivalence de catégories.

Preuve. Soient g,h € Get v e V. On a

mv(gh)(v) =) vy (gh)vey = > va)(9)ve)(h)v)
=mv(9)O_ vy (W) = mv(g) o Ty (h)(v)

Comme 7y (1) = idy, ce calcul montre & la fois que 7y (g) est un isomorphisme et
que 7wy est un morphisme de groupes. Vérifions que my est un morphisme de groupes
algébriques. Fixons une base e, ..., e, de V : elle permet d’identifier GL(V') et GL,(k),
et soit (m;;) € M,(O(G)) la matrice multiplicative correspondante :

n
a(ei) = Zej & T4
j=1

Alors via l'identification entre GL(V) et GL,(k), my(g) est la matrice (m;;(g)). La
matrice (7;;) est inversible dans M,,(O(G)) d’aprés une proposition précédente, et donc
I'inverse de son déterminant est dans O(G). Notons x;; les fonctions coordonnées sur
GLy, (k) (exemple 1 du paragraphe 6). On a alors z;; o 1y = m;; € O(G) pour tous 1, j,
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et aussi det(x;;) 1 o my = det(m;;) ! € O(G). Ceci montre que Vf € O(GL,(k)), on a
fomy € O(G), et donc my est bien un morphisme de groupes algébriques affines.

Soient V' et W sont des O(G)-comodules de dimension finie, et f € Homg(V, W).
En utilisant la caractérisation matricielle des morphismes de comodules (proposition
7.3.5), on voit facilement que f € Homg(V,W) <= f € Homgg) (V,W). Ainsi on
définit bien un foncteur Comod(O(G)) — Rep(G), qui est pleinement fidéle.

Soit my : G — GL(V') une représentation de G. En fixant une base vy, ..., v, de
V, on identifie GL(V') et GL, (k) et on peut écrire my = (m;;), avec Vi, j, mj; € O(G)
car my est une application polynomiale. On a

n n
mii(gh) = (mv(gh))ij = (v (@)mv (0)ij = > (wv(9))in(mv (h))k; = D min(g)ma;(h)
k=1 k=1
d’ou A(Trij) = 22:1 Tik @ Tkj et E(T['ij) = 5@']‘ (car Fij(l) = (5”) Ainsi (ﬂ'ij) est une
matrice multiplicative et on a une structure de O(G)-comodule sur V' définie par a(v;) =
> ;Ui @i Il est clair que la représentation 7y provient de cette structure de comodule,
et ainsi notre foncteur est essentiellement surjectif, et est une équivalence de catégories.

0

Théoréme 7.6.2 Soit G un groupe algébrique affine. Alors G admet une représentation
fidéle : il existe un espace vectoriel de dimension finie V' et un morphisme injectif de
groupes algébriques affines my : G — GL(V).

Preuve. L’algebre O(G) est de type fini, donc il existe u = (u;5) € M,(O(G)) une
matrice multiplicative dont les coefficients engendrent O(G) comme algébre. La matrice
u est inversible par la proposition 7.4.5, donc il existe un morphisme d’algébre de Hopf
surjectif f : O(GL,(k)) — O(G), qui induit un morphisme de groupes algébriques
affines G — GL,(k), qui est injectif. [J

Les constructions du paragraphe 7.4 s’appliquent a ’algébre de Hopf O(G), et donc

aux représentations de G. Ainsi si 7y : G — V, et 1y : G — GL(W) sont des
representations de (G, leur produit tensoriel est

mvew : G — GL(V @ W)
g+— 1v(9) @ Tw(g)

On a également la représentation duale my« : G — GL(V™), définie par my«(g)(¢) =

gomy(g™), Vo e V.
Le théoréme 7.5.2 se traduit alors de la maniére suivante.

Théoréme 7.6.3 Soit G C GL(V') un groupe algébrique affine, et considérons la re-
présentation X = V @ V*. Soit W une représentation linéaire de G. Alors il existe
des entiers ki, ..., kp, mi,...,mp, et des sous-représentations M; C (X[kl])ml, ce
M, C (XFelyme tels que W soit isomorphe a un sous-représentation de (X*11y™ /My @
@ (Xm0,

Preuve. Le comodule X est générateur pour I'algebre de Hopf O(G), et ainsi le résultat
est une reformulation du théoreme 7.5.2. J
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7.7 Une des origines du groupe quantique SLy

Une idée naturelle pour trouver de nouveaux groupes est de chercher des sous-
groupes de groupes connus, qui vont preserver certaines structures. Par exemple, si V
est un espace vectoriel et ¥ : V @ V — k est une application linéaire, le groupe des
automorphismes de v est le sous-groupe de GL(V') défini par

Aut(y)) = {g € GL(V) | g(v) ® g(v') =v @, Vu,0' € V}

On obtient ainsi, par exemple, les groupes orthogonaux et symplectiques.
Dubois-Violette et Launer [8] ont défini un analogue quantique de cette constuction
de groupes. La remarque-clé est que l'application linéaire ¢ : V ® V. — k est un
morphisme de représentations de Aut(¢)). Il faut donc chercher les algébres de Hopf H
telles que V soit un H-comodule et ¢ : V ® V. — k soit H-colinéaire. La construction
de base est la suivante. La preuve est laissée en exercice (on utilise le théoréme 6.3.1).

Proposition-Définition 7.7.1 Soit E € GL, (k). On pose
B(E) = k(aij, 1<i,j<n| E 'YFa=1I, =aE "aE)
ot a = (ai;). Alors on a des morphismes d’algébres
A:B(E) — B(E)®B(E), e:B(E)—k, et S:B(E)— B(E)®

définis par (1 <i,j <n)
Alaij) =Y aw @ agj, elay) = by,  S(a)y = (E~"ak);
k=1

qui munissent B(E) d’une structure d’algébre de Hopf,

Le résultat suivant montre que ’algébre de Hopf B(FE) est I’analogue quantique du
groupe des automorphismes de la forme bilinéaire associée & F.

Théoréme 7.7.2 Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, de base eq, ..., en,
soit E = (ay;) € GLy (k) et soit g : V@V — k lunique forme linéaire telle que Vi, j,
V(e @ ej) = aij.

(a) Munissons V de la structure de B(E)-comodule o : V — V @ B(E) telle que
Vi, afe;) = > €5 ® aji. Alors Y : V@V — k est B(E)-colinéaire.

(b) Soit H une algébre de Hopf, et :V — V @ H une structure de H-comodule
sur V telle que ¥g : V®V — k soit H-colinéaire. Alors il existe un unique morphisme
d’algébres de Hopf f : B(E) — H tel que = (idy ® f) o a.

Preuve. Soit H une algébre de Hopf et soit § : V — V ® H une co-action avec
Blei) = > €j ® bji. Alors on voit facilement que 1 est H-colinéaire si et seulement
si bEb = E, avec b = (b;j), c’est-a-dire si E~1Eb = I,,. Cela montre donc la partie
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(a) du théoréeme. En revenant au cas général, la matrice multiplicative b est inversible,
et donc nécessairement l'inverse est E'BE, d’ott bE~YE = I,,, et ainsi il existe un
unique morphisme d’algebres (de Hopf) f : B(E) — H tel que f(ai;) = byj, Vi, j, et la
derniére condition du théoréme est vérifiée. .

Le groupe classique SLa(k) = Spy(k) est le groupe des automorphismes de la forme

0 1
-1 0
perturbant légérement cette matrice.

bilinéaire associé a la matrice ) On obtient le groupe quantique SLg(2) en

Proposition 7.7.3 Pour q € k*, on a

B ((_qo_l é)) — O, (SLa(k))

La vérification directe est laissée en exercice.



Chapitre 8

Cogebres et algebres de Hopf
cosemisimples

Si C est une cogébre, un objectif important est de décrire tous les C-comodules
a isomorphisme prés. C’est un probléme extrémement ardu en général, mais il existe
des classes de cogebres pour lesquelles le probléme classification des comodules est plus
raisonnable, par exemple les cogébres cosemisimples. Ce chapitre est consacré a cette
notion. Le corps k est quelconque dans les paragraphes 8.1 et 8.2, et on supposera k = C
dans le paragraphe 8.3.
8.1 Comodules semisimples

Dans la suite C' est une cogebre.

Définition 8.1.1 Un C-comodule V est dit stmple s’il est non nul et si les seuls sous-
comodules de V' sont (0) et V.

Proposition 8.1.2 Soit V un C-comodule simple. Alors V est de dimension finie.

C’est une conséquence immeédiate du théoréme 7.3.10.
Le résultat suivant fournit les premiers exemples de comodules simples.

Proposition 8.1.3 Soit V = (V,«) un C-comodule de dimensionn > 0. Soitey,..., e,
une base de V' et soient x;5, 1 <1i,j <n, les éléments de C tels que, Vi € {1,...,n},

a(ei) = Z € ® T4
J

Si les €léments x;5, 1 < 4,7 < n, sont linéairement indépendants, alors V est un C-
comodule simple. En particulier k™ est un M, (k)*-comodule simple.

80
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Preuve. Soit (0) & W & V un sous-comodule. Choisissons une base vy, ...,v, de V
telle que v1, ..., vy soit une base de W, et considérons la matrice multiplicative associée
y = (yi5) € Mp(C). Pour i < p, on a

a(vi):Zvj(X)yjiEW@C

J

donc y;; = 0 si j > p. Ainsi lespace vectoriel C(V) est de dimension < n?, et les
coefficients de la matrice multiplicative donnée x = (z;;) ne sont donc pas linéairement
indépendants. [

Remarque. Si k£ est algébriquement clos, la réciproque de ce résultat est vraie : si V
est simple, alors les éléments x;;, 1 < 4,5 < n, sont linéairement indépendants.

Le résultat suivant, de preuve trés simple, est fondamental.

Théoréme 8.1.4 (Lemme de Schur) Soient V et W des C-comodules simples.
1. Si'V et W ne sont pas isomorphes, alors Homea(V, W) = (0).
2. End¢c (V) est un corps.
3. Si k est algébriquement clos, alors Endc (V) = k.

Preuve. Soit f € Home(V, W). Montrons que f = 0 ou que f est un isomorphisme.
Supposons f # 0. Alors Ker(f) # V et est un sous-comodule du comodule simple V,
donc f est injectif. De méme Im(f) # (0), donc Im(f) = W. Ainsi f est un isomor-
phisme, et ce raisonnement montre les deux premiers points. Si k est algébriquement
clos et f € Endg(V), considérons une valeur propre A de f. Alors le morphisme de
comodules f — Aidy est non injectif, et il est donc nul. [J.

Définition 8.1.5 Un C-comodule est dit semisimple s’il est somme directe de sous-
comodules simples.

On autorise éventuellement une somme directe vide, de telle sorte que le comodule
nul est semisimple. Le théoréme suivant donne diverses caractérisations équivalentes de
la semisimplicité d’un comodule.

Théoréme 8.1.6 Soit V un C-comodule. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. V est semisimple.
2. 'V est somme de sous-comodules simples.

3. Pour tout sous-comodule W C V, il existe un sous-comodule W' C V tel que

V=waoeWw.

4. Pour tout C-comodule W est tout morphisme surjectif de C-comodules f :V —
W, il existe un morphisme de C-comodules s : W — V tel que fos=idy.

On commence la démonstration deux lemmes.
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Lemme 8.1.7 Soit V' un C-comodule avec V = )\ Vi, ot les V) sont des sous-
comodules simples. Soit W un sous-comodule de V. Alors il existe Q C A tel que V =
W @ (©reaVh)-

Preuve. Soit £ 'ensemble des parties {2 de A telles que la somme W + (3, V) soit
directe. L’ensemble &£ est non vide car la partie vide est un élément de £. On vérifie
sans difficulté que I'ensemble ordonné (€, C) est inductif, et le lemme de Zorn fournit
alors une partie maximale Q C A telle que la somme W + (3, Va) = M soit directe.
Montrons maintenant que M = V. Comme V = >, \ Vy, il suffit de montrer que
Vy C M pour tout A € A. Si V), ¢ M, alors A € Q et VN M = (0) car V) est simple,
et ainsi la somme M + V), est directe, ce qui contredit la maximalité de €. [J

Lemme 8.1.8 Soit V un C-comodule non nul. Alors V contient un sous-comodule
simple.

Preuve. Soit W un sous-comodule de dimension finie (> 0) de V' : il contient un sous-
comodule de dimension minimale non nulle, qui est donc un sous-comodule simple de

V.Od

Preuve du théoréme 8.1.6. On suppose bien sir que V est non nul, sinon il n’y a
rien & montrer. (1) = (2) est immédiat et le lemme 8.1.7 assure que (2) = (3).

Montrons que (3) = (2). Comme V contient un sous-comodule simple, on peut
considérer S, la somme de tous les sous-comodules simples de V. Par (3), il existe
M un sous-comodule tel que V.= S & M. Si M # (0), il contient un sous-comodule
simple qui devrait étre un sous-comodule de S, et alors S N M # (0), ce qui donne une
contradiction. On a donc V' = § et le résultat cherché.

On montre (2) = (1) grace au lemme 8.1.7, en prenant W = (0).

Montrons maintenant (3) = (4) : soit f : V. — W une application C-colinéaire
surjective : Ker(f) est un sous-comodule. Soit M un sous-comodule de V tel que V =
Ker(f) @ M. Alors f induit un isomorphisme de C-comodules M = W, d’inverse sq :
W — M qui induit un morphisme de C-comodules s : W — V tel que f o s = idw.

Il reste & montrer que (4) = (3) : soit W C V un sous-comodule, et considérons
la surjection canonique p : V. — V/W. Il existe alors une application C-colinéaire
5: V/W — V telle que pos = idyyy, et on vérifie sans difficulté que V' =W @ Im(f).
O

Corollaire 8.1.9 Soit V un C-comodule avec V = Z)\GA Vy, ot les V) sont des sous-
comodules simples. Soit W un sous-comodule de V. Alors il existe Q C A tel que W =
©arcaVi-

Preuve. Par le théoréme 8.1.6 il existe un sous-comodule M tel que V = W & M.
Alors par le lemme 8.1.7 il existe Q C A tel que V.= M @ (©reqV)) et on a alors
W 2V/M = @reaVih. O

Corollaire 8.1.10 Soit V un C-comodule semisimple. Tout sous-comodule et tout co-
module quotient de V' est semisimple.
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Preuve. Le corollaire précédent assure que tout sous-comodule de V' est semisimple.
Soit W un comodule quotient : il existe une application C-colinéaire surjective f : V —
W. Soit M un C-comodule tel que V' = Ker(f) & M (théoréme 8.1.6) : f induit un
isomorphisme de comodules M = W, et puisque M est semisimple il en est de méme
pour W. U

On termine ce paragraphe par des résultats d’unicité de la décomposition d’un co-
module semisimple en somme directe de comodules simples.

Proposition 8.1.11 Soient V un C-comodule simple et W un C-comodule.

(a) V est isomorphe a un sous-comodule de W si et seulement si Home(V, W) # (0).
(b) Si W est semisimple avec W = @iV, les Vi, i € I, étant simples, alors V est
1somorphe a un sous-comodule de W si et seulement si il existe © tel que V' soit isomorphe
a V.

Preuve. (a) Si V est isomorphe & un sous-comodule de W, il est clair que Hom¢ (V, W) #
(0). Réciproquement, si f est un élément non nul de Homg (V, W) # (0), alors Ker(f) #
V et donc f est injectif car V' est simple.

(b) Si maintenant W est semisimple avec W = @;<;V;, le corollaire 8.1.9 assure que
si V est isomorphe a un sous-comodule de W, alors il existe ¢ € I tel que V =2 V;. La
réciproque est immeédiate. [

Proposition 8.1.12 Soit C' une cogébre semisimple et soit (Vy)xen un ensemble de
représentants des classes d’isomorphisme de C-comodules simples. Soient X € A et V
un C'-comodule de dimension finie. On pose

_ dim(Homeg (V)y, V)
V) = fn(Endo (V)

(a) On a mx(V) € N et un isomorphisme de C-comodules
~ mx(V)
V=P
AEA

(b) SiV,V' sont des C-comodules semisimples de dimension finie, alors V=V’ (comme
C-comodules) si et seulement si VA € A, on a mx(V) = my(V').

(c) Si V.,W, W' sont des C-comodules semisimples de dimension finie tels que V& W =
VoW, aors W=W',

Preuve. (a) On sait que I'on a un isomorphisme de C-comodules
Y d
Vv
AEA
pour des entiers dy € N, qui induit, pour A\g € A, un isomorphisme d’espaces vectoriels

Homc(V)\O, V) = HomC(V)\O, @ V)fb‘) = @ Homc(V,\O, V)\)dA = Endc(V)\o)dAO
AEA AEA
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(le dernier isomorphisme provient du lemme de Schur) et ainsi on a dy, = my, (V).
L’assertion (b) résulte de maniére immédiate de la précédente. Enfinsi VoW = VeW’,
on a, pour tout A € A, my(V) + my(W) = my(Vae W) =my(Vae W) =my(V)+
mx(W'), Aot mx(W) = my(W'), et I'assertion (b) permet de conclure. [J

8.2 Cogébres cosemisimples

Définition 8.2.1 On dit qu’une cogébre C est cosemisimple si tout C-comodule est
semisimple. On dit qu’une bigébre ou une algébre de Hopf est cosemisimple si elle est
cosemisimple en tant que cogébre.

On dit qu’un groupe algébrique affine G est linéairement réductif si O(G) est
cosemisimple.

Exemples. (1) Soit X un ensemble. La cogébre k[X] est cosemisimple.
(2) Soit C' la cogebre de dimension 2, de base e, x, telle que

Ale) =e®e, Alz)=e@r+ax®e, e(e) =1, e(z) =0

Alors C' n’est pas cosemisimple.
(3) Le groupe algébrique G = (k,+) n’est pas linéairement réductif.

En effet : (1) Cela résulte de la description de k[X]-comodules donnée dans le para-
graphe 3 du chapitre 7.
(2) Supposons au contraire que C' est cosemisimple : en particulier le comodule C' est
semisimple. Soit V' = ke, c’est un sous-comodule de C, et il existe un sous-comodule
M de C tel que C = M @ V. On a M = km pour m € C, et puisque M est un
sous-comodule de C), il existe w € C tel que A(m) =m @ w. On a alors

Alw)=w@w et e(w)=1

On voit facilement que e est le seul élément de C' vérifiant ces propriétes, donc A(m) =
m®e, et m € ke =V : contradiction avec C = M ®V = km & ke.

(3) On a O(G) = k[z], avec A(x) = 1@z +2®1 et e(zr) = 0. On démontre que
O(G) n’est pas cosemisimple de maniére similaire au cas précédent, en construisant un
comodule non semisimple de dimension 2. Les détails sont laissés en exercice. [

Proposition 8.2.2 Soit C une cogébre. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) C est cosemisimple.
(b) le C-comodule C est semisimple.
(¢) Tout C-comodule de dimension finie est semisimple.

Preuve. (a) = (b) est immédiat. Supposons que le comodule C est semisimple, et
soit W un comodule de dimension finie n. Alors par les lemmes 7.5.3 et 7.5.5, W est
isomorphe & un sous-comodule du comodule semisimple C”, et donc est semisimple par
le corollaire 8.1.10, et on a donc (b) = (¢). Supposons finalement que tout comodule de
dimension finie est semisimple et soit V' un C-comodule quelconque. On peut écrire V/
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comme une somme de sous-comodules de dimension finie (7.3.10), qui sont sommes de
comodules simples, donc V' est semisimple par 8.1.6, et on a (¢) = (a). O

Exemple : La cogebre C = M, (k)* est cosemisimple.

En effet : Soit V' le C-comodule de base eq, ..., e, telle que a(e;) = Zj ej ® xj;. Le
comodule V' est simple par la proposition 8.1.3, et le lemme 7.5.4 et sa preuve assure
qu’en tant que C-comodule, on a C = V™. 0O

Proposition 8.2.3 Soit C une cogébre cosemisimple et soit V un C-comodule. Alors
V' est simple si et seulement si Endc (V') est un corps.

Preuve. Si V est simple, alors End¢(V') est un corps par le lemme de Schur. Récipro-
quement, si V' n’est pas simple, soit {0} & W & V un sous-comodule non trivial, et
W’ un sous-comodule tel que V=W & W’ (C est cosemisimple). Soit p: V — V la
projection sur V' parallelement & W : on a p € Ende(V), pop =p, p # 0 et p # idy,
ce qui montre que Endgo (V) n’est pas un corps. O

Proposition 8.2.4 Soient B une bigébre et V un B-comodule générateur. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

1. B est cosemisimple.
2. Vn € N, le B-comodule V€™ est semisimple.

Si l'une de ces conditions est vérifiée, tout comodule simple de dimension finie est iso-
morphe & un sous-comodule de VE™ pour un certain n € N.

Preuve. Il est immédiat que (1) = (2). Réciproqument, supposons que Vn € N, le
B-comodule V& est semisimple. Alors Vk € N, le B-comodule V¥ = ko V@ ... @ V-
est semisimple, ainsi que ses sous-comodules et ses quotients (par 8.1.10). Le résultat
est donc une conséquence immédiate du théoréme 7.4.6 et du corollaire 8.1.10. [

Exemple : L’algébre B = k{z;;}1<; j<n, munie de I'unique stucture de bigebre telle
que la matrice (z;;) soit multiplicative, est cosemisimple.

En effet : Soit V' le B-comodule de base eq,...,e, dont la co-action est définie par
afe;) = ., e; ® xji. Cest un comodule générateur de B, et la proposition 8.1.3 assure
que les comodules V&, n € N, sont simples. [].

8.3 Algébres de Hopf compactes

Dans ce paragraphe k = C. On cherche un moyen naturel d’assurer qu'une algébre
de Hopf est cosemisimple. Un des moyens classiques pour construire un supplémentaire
pour un sous-espace est de considérer son orthogonal, pour un produit scalaire sur le
grand espace ambiant. Cette idée méne aux considérations suivantes.

Définition 8.3.1 Une x-algébre est une algébre A munie d’une application *x : A —
A, a+— a* telle que _
(a) * est semi-linéaire : Ya,b € A, VA € C, on a (a+ \b)* = a* + \b*.
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(b) * est antimultiplicative : Va,b € A, on a (ab)* = b*a*.

(c) * est involutive : Ya € A, on a (a*)* = a™* = a.
Si A et B sont des x-algébres, un morphisme de x-algébres (ou un x-morphisme) de A
vers B est un morphisme d’algébres f: A — B tel que Ya € A, on a f(a*) = f(a)*.

Exemples. (a) C est une -algébre, avec \* = )\, VA € C.

(b) Soit X un ensemble fini : CX) est une x-algebre, avec pour f € CX) | f*(z) = f(z),
Ve e X.

(c) Soit G un groupe : I'algébre du groupe C[G] est une *-algebre, avec Vg € G, e, = ¢,
(d) Si V est un espace de Hilbert de dimension finie, I’algébre End (V') est une *-algébre :
pour u € End(V), u* est 'adjoint usuel de wu.

—1.

Si A et B sont des x-algébres, 1'algébre produit tensoriel A ® B est naturellement
une *-algebre, avec (a ® b)* = a* ® b*.

Définition 8.3.2 Une x-algébre de Hopf est une algébre de Hopf H, qui est une
x-algébre, telle que la comultiplication A : H — H @ H soit un x-morphisme.

Exemples. (a) Si G est un groupe fini, I'algeébre de Hopf C(©) est une *-algebre de
Hopf.
(b) Si G est un groupe, 'algeébre de Hopf C[G| est une x-algébre de Hopf.

Notations. Si V est un espace vectoriel, on note V ’espace vectoriel conjugué de
V : on a une bijection jiy : V — V, v — 7, et la structure d’espace vectoriel de V est
définie par

Yo,w €V, VAEC, T+wW=0v+w, AXU=Av
La bijection jy : V — V est alors un isomorphisme semi-linéaire. Si A est une algébre,
alors A est également une algébre, avec, Va,b € A, ab = ab.

Proposition 8.3.3 Soit ¢ € R*. L’algébre de Hopf O4(SL2(C)) admet une structure de
x-algébre de Hopf définie par

a*=d, b'=—qle, ¢f=—¢b, d"=a

Preuve. Notons A = O,4(SL2(C)). On construit sans probléme un morphisme d’algebres
v:A— A tel que

v(a) =d, v(b) = —q1e, v(c) = —qb, v(d) =d

et alors application * : j;l ov:A — A munit A d’une structure de x-algébre. On
vérifie ensuite sans difficulté que la comultiplication est un *-morphisme. []

On peut aussi définir le conjugué d’'un comodule, de la maniére suivante (la vérifi-
cation est immeédiate) :
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Proposition-Définition 8.3.4 Soient H une x-algébre de Hopf et V = (V,ay) un
H-comodule. L’application linéaire

felva V- —-VeH
T T @ vy
munit V d’une structure de H-comodule, appelé le comodule conjugué de V.

On peut maintenant introduire la notion de produit scalaire invariant sur un como-
dule.

Définition 8.3.5 Soient H une x-algébre de Hopf et V = (V,ay) un H-comodule. Un
produit scalaire H-invariant sur V est une application linéaire ¢ : V@V — C
vérifiant les conditions suivantes :

(a) ¥ est un morphisme de H-comodules,

(b) Yo,w €V, on a (TR w) =Y(WRw),

(c)VveV, p(TRv)=0=v=0.

On peut caractériser ’existence d’un produit scalaire invariant en utilisant les ma-
trices multiplicatives. On a d’abord besoin de la définition suivante.

Définition 8.3.6 Soit A une x-algébre. On dit qu’une matrice v = (u;;) € M, (A) est
unitaire si elle est inversible, d’inverse uw*, ot u* est la matrice transposée de u = (ufj)

Proposition 8.3.7 Soient H une x-algébre de Hopf et V. = (V,ay) un H-comodule.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe un produit scalaire H-invariant sur V.

2. Il existe une base ey, ..., e, de'V telle que si Vi, ay(e;) = Zj ej ® xji, la matrice
multiplicative x = (x;5) est unitaire.

Preuve. (1) = (2) Soit H un produit scalaire H-invariant sur V' et soit ey, ..., e, une
base orthonormée : ¢(& ® e;) = d;;. Soit & = (x;;) la matrice multiplicative associée
Alors comme ¢ est un morphisme de H-comodules, on a, pour tous 1, j,

8ij = ) Thikj
k

et ainsi 'inverse de la matrice x est z*.

(2) = (1) Supposons qu'il existe une base ey, ..., e, de V telle que si Vi, ay(e;) =
Zj e; ® x4;, la matrice multiplicative & = (x;;) est unitaire. Soit alors ¢ : V@V — C
l’application linéaire définie par ¢(€; ® ej) = d;; Alors ¢ est un produit scalaire sur V/,
et est H-invariant si z est unitaire. [J

Proposition 8.3.8 Soient H une x-algébre de Hopf et V = (V,ay) un H-comodule.
Sl existe un produit scalaire H-invariant sur V, alors V' est semisimple.
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Preuve. Soit ¢ : V@V — C un produit scalaire H-invariant, soit W un sous-comodule
de V, et soit Wt ={z €V |p(w®T) =0, Yw € W}. On sait que V=W @ W=, et il
suffit donc de voir que W+ est un sous-comodule de V. L’application linéaire

V —Ww*
U— (T ® —)

est H-colinéaire car elle est égale & la composée d’applications H-colinéaires (¢®@idy«)o
(idy ® dv) avec §y définie en 7.4.6. Notons X le noyau : ona v € Wt <= v € X, et
X étant un sous-comodule de V, on voit facilement que W+ est un sous-comodule de
V. O

Définition 8.3.9 Une algébre de Hopf est dite compacte si elle admet une structure
de x-algébre de Hopf H telle que tout H-comodule de dimension finie posséde un produit
scalaire H-invariant.

La terminologie “compacte” provient de certaines algébres de Hopf de fonctions sur
des groupes topologiques compacts.
Le résultat suivant une conséquence immeédiate de la proposition 8.3.8.

Théoréme 8.3.10 Une algébre de Hopf compacte est cosemisimple.
Les premiers exemples d’algébres de Hopf compactes sont obtenu & partir de groupes.

Théoréme 8.3.11 Soit G un groupe fini. Alors Ualgébre de Hopf C'%) est compacte, et
ainsi G est linéairement réductif.

Preuve. Soit V un C()-comodule de dimension finie et 7 : G — GL(V) la représen-
tation correspondante. Soit ¢ : V®V — C un produit scalaire et soit 1) : V@V — C
défini par

Vo,w eV xV, pew) = ¢ ())& nlg)w))

geG
On vérifie sans difficulté que 1 est un produit scalaire sur V, et est un morphisme
de représentations de G (la stucture de représentation de V étant induite par celle de
C(@-comodule, c’est-a-dire que 7@ : G — GL(V) est défini par 7(g) () = 7(g)(v), pour
g € GetveV). Ainsi ¢ est un produit scalaire C(G)-invariant (ou plus simplement
G-invariant). O

Théoréme 8.3.12 Soit G un groupe. Alors l'algébre de Hopf C[G] est compacte.

Preuve. Soit V un C[G]-comodule de dimension finie. Alors il existe une base ey, ..., e,
de V et des éléments g1,...,g9, de G tels que Vi, ay(e;) = e; ® ey,. L'existence d’'une
telle base provient de la description des C[G]-comodules comme des espaces vectoriels
G-gradués (début du paragraphe 3 du chapitre 7). La matrice multiplicative (d;5e4,) est
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alors unitaire (Vg € G, on a e, = e,-1), et donc la proposition 8.3.7 assure I'existence

d’un produit scalaire C[G]-invariant. [J

On cherche maintenant un critére simple qui assure qu’une x-algébre de Hopf est
compacte, et qui évitera de vérifier que tous les comodules possédent des produits
scalaires invariants.

Lemme 8.3.13 Soient H une x-algébre de Hopf et soient V,W des H-comodules.
(1) On a un isomorphisme de H-comodules V@W — WV, 1@ w — W Q.
(2) Si'V et W possédent des produits scalaires invariants, alors V@ W posséde un
produit scalaire H-invariant.

Preuve. Le premier isomorphisme est construit facilement, notons le 6. Soient v :
VeV — Cet ¢ : W@W — C des produits scalaires H-invariants. Alors la
composée

0Ridy ow idv@’lﬁ@idv

VawWeVeWw WeVeVeWw WoWw —2 C

est H-colinéaire, et est un produit scalaire (on le voit en prenant des bases orthonormées
de Vet W). O

Théoréme 8.3.14 Soit H une x-algébre de Hopf. Supposons que H est engendrée,
comme algebre, par les coefficients d’une matrice multiplicative unitaire v = (u;j) €
M, (H). Alors H est une algébre de Hopf compacte, et est donc cosemisimple.

Preuve. Soit V' le H-comodule de base e1, ..., e, défini par a(e;) = >, e; ® uj;. Alors
il existe un unique produit scalaire sur V tel que la base ey, . . ., e, soit orthonormée, qui
est H-colinéaire car la matrice u est unitaire. Par le lemme précédent, pour tout n € N,
le comodule V®" posséde un produit scalaire H-invariant. Tous ses sous-comodules
possédent donc un produit scalaire invariant, ainsi que tous ses comodules quotients
(car ils sont isomorphes & des sous-comodules, utiliser le supplémentaire orthogonal).
Par hypothese le H-comodule V' est générateur, et donc le théoréme 7.5.2 permet de

conclure que tout H-comodule posséde un produit scalaire invariant, et est semisimple.
a

Théoréme 8.3.15 Pour q € R*, lalgébre de Hopf Oy(SL2(C)) est compacte, et est
donc cosemisimple.

Preuve. L’inverse de la matrice multiplicative
a b
c d

S(a) S\ [ d —gb\ [a* ¢\  [(a b\

Se) Sd)) \—q¢tec da ) \b* d) \c d

On peut donc appliquer le théoréme précédent. U

est
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Théoréme 8.3.16 Les algébres de Hopf O(GL,,(C)), O(SL,,(C)), O(0,(C)), O(SO,(C))
et O(Sp,,,(C)) sont compactes, donc cosemisimples. Les groupes algébriques correspon-
dant sont donc linéairement réductifs.

Preuve. On construit pour chacune de ces algébres de Hopf une structure de *-algébre
de Hopf telle la matrice multiplicative dont les coefficients engendrent (par définition)
I’algebre sous-jacente, et le théoréme 8.3.14 donne le résultat. [

Commentaires

On peut développer de méme une théorie des modules semisimples, avec des énoncés
identiques ainsi que leurs preuves, a ’exception notable du lemme 8.1.8, dont la preuve
pour les modules est beaucoup plus compliquée.

La notion d’algébre de Hopf compacte est inspirée par les structures présentes sur
les algebres de Hopf de fonctions représentatives sur des groupes compacts. Voir [3]. Par
exemple l'algebre de Hopf O(GL,,(C)) est ’algebre des fonctions représentatives sur le
groupe compact U(n).

On peut montrer qu’il existe au plus (& isomorphisme prés), sur une algébre de Hopf
donnée H, une structure de x-algébre de Hopf sur H telle que H soit compacte : voir

12).



Chapitre 9

Les représentations du groupe
quantique SLg(2)

On décrit dans ce chapitre les représentations du groupe quantique SL,(2) lorsque
q est réel. Dans ce cas on sait que Oy(SL2(C)) est cosemisimple, et il suffit donc de
construire les O, (SLa(C))-comodules simples. Ces comodules seront construits en utili-
sant une co-action de Oy(SL2(C)) sur l'algebre C,[z, y] des fonctions sur le plan quan-
tique, qui est la généralisation de l’action naturelle du groupe algébrique SLy(C) sur le
plan C2.

9.1 Action sur le plan quantique

Dans ce paragraphe k est un corps quelconque. Le concept suivant est la dualisation
de la notion de groupe opérant sur un ensemble : si G est un groupe algébrique affine
agissant a droite sur un ensemble algébrique affine X via une application polynomiale
X X G — X, on obtient un morphisme d’algébres

OX) — O0(X xG)=20(X)®0(G)
satisfaisant des axiomes. Cette notion est formalisée de la maniére suivante.

Définition 9.1.1 Soit H une algébre de Hopf. Une algébre H-comodule est une paire
(A, «) ot A est une algébre et ot o : A — A® H est un morphisme d’algébres tel que
(A, «) soit un H-comodule.

Exemple. Si H est une algébre de Hopf, alors H = (H, A) est une algébre H-comodule.

Proposition 9.1.2 Soit H une algébre de Hopf et A une algébre H-comodule. Alors la
multiplication de A, my : AQ A — A, est un morphisme de H-comodules.

Preuve. Soient a,b € A. On a
aomy(a®b) = a(ab) = ala)a(b) = Z ayb) @ ayby = (ma ®idy) o aagala ®b)
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ce qui signifie bien que my : A ® A — A est un morphisme de H-comodules. [J

Pour constuire des algébres H-comodules, le lemme suivant est trés utile. La preuve,
trés similaire a celle du lemme 5.2.2, est laissée en exercice.

Lemme 9.1.3 Soient H une algébre de Hopf, A une algébre et « : A — A® H un
morphisme d’algébre. Soit (a;)ier des générateurs de 'algébre A. Supposons que Vi € I,
on a

(a®idpg) o ala;) = (idg ® A)oa(a;) et (iddg®e)oala;) =a;

Alors (A, ) est une algébre H-comodule.
On construit maintenant une structure d’algebre O,(SLa(k))-comodule sur

kqla,y] = k(z,y | yz = quy)
Pour n € N, notons k,[z,y], = Vect(z'y"%, 0 < i < n). C’est un sous-espace de
dimension n + 1 de kq[z, y].

Proposition 9.1.4 [ existe un unique morphisme d’algébres
a: kglz,y] — kqlz,y] ® Og(SLa(k))

tel que a(z) =z ®@a+y@cet aly) =r@b+y®d, qui munit kylx,y] d’une stucture
d’algébre Oy(SLa(k))-comodule. On a, pour 0 < i <mn,

a(xiynfi) _ Z xjynfj ® Z <;> <TL S_ Z) q(ifr)sarbscifrdnfifs
7 >

7=0 r4+s=j
0<r<i
0<s<n—i

et pour tout n € N, ky[z,yl, est un sous-comodule de kq[z,y].

Preuve. La construction du morphisme d’algébres « est laissée en exercice. Le lemme
précédent assure que o munit kq[z, y] d'une structure d’algebre O,4(SLa(k))-comodule.
Ona (y®c)(z®a) =q¢*(r®a)(y®c), et donc la g*-formule du binéme (4.3.3) donne

i .
alz)=az)=z@at+y®c) = Z (i) 2Ty T @ T
q2

r=0

De méme on a

n—

ay" N =aly)" = (z@b+yRd" " = Z <

s

n— Z> CL,synfifs ® bsdnfifs
S q2

On obtient bien la formule annoncée pour a(x’y™™?), et il est clair que ky[z,y], est un

sous-O,4(SLa(k))-comodule de kg[z,y]. O
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9.2 C(lassification des représentations irréductibles et for-
mules de Clebsch-Gordan

Les comodules V,, = Cg[x, y],, du paragraphe précédent permettent d’obtenir tous les
Oy (SL2(C))-comodules simples lorsque g est réel. Le but du paragraphe est de montrer
le résultat suivant.

Théoréme 9.2.1 Soit ¢ € R*.

(a) L’algebre de Hopf O4(SL2(C)) est cosemisimple.

(b) Pour tout n € N, le Oy(SLa(C))-comodule V;, = Cylx,y], est simple de dimension
n+ 1, et tout Oy(SL2(C))-comodule simple est isomorphe & l'un des V,.

(c) Pour tout m,n € N, On a les formules (de Clebsch-Gordan)

min(n,m)

Vo ® Vi = V|n—m| S5 V|n—m\+2 SSRRRNNY Vn+m72 %) Vn+m = @ Vn+m72i
=0

On a déja montré la partie (a) au chapitre précédent, et les parties (b) et (c) seront
des conséquences du résultat suivant. Ici k est & nouveau un corps quelconque.

Théoréme 9.2.2 Soit ¢ € k*. Supposons que les deux conditions suivantes sont réali-
sées.

(A)VneN,ona(n)y=1+q+...+¢" 1 £0.

(B) L’algébre de Hopf O,4(SLa(k)) est cosemisimple.

Alors
(1) Pour tout n € N, le Oy4(SLa(k))-comodule V,, = ky[z,y], est simple de dimension
n+ 1, et tout Oy(SLa(k))-comodule simple est isomorphe a l'un des V,.
(2) Pour tout m,n € N, On a les formules (de Clebsch-Gordan)

min(n,m)

Vn ® Vm = V|n—m| S V|n—m\+2 G- Vn+m—2 S¥ Vn+m = @ Vn+m—2i
=0

Il est clair que si k = C et si ¢ € R, alors les conditions (A) et (B) précédentes sont
réalisées, et le théoréme 9.2.1 est donc une conséquence immédiate du théoréeme 9.2.2.
Le but du paragraphe est donc maintenant de démontrer le théoréme 9.2.2.

Proposition 9.2.3 Soit n € N. Supposons que Vi <n, ona (i) =1+q+...+¢ 1 £0
(cela est vrai si k est de caractéristique zéro et si ¢ = +1 ou q n’est pas une racine de
lunité). Alors on a

Endo, (sLy k) (Va) = k

Ainsi si de plus Og(SLa(k)) est cosemisimple, alors les V,,, n € N, sont des Oy(SLa(k))-
comodules simples, deux a deux non isomorphes.
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Preuve. Pour i € {0,...,n}, posons e; = z'y" ", et travaillons dans la base (eq, ..., e,)

de Vi, = kqlz,y]n. Soit f € Endoq(SLQ(k))(Vn), de matrice (\ij)o<ij<n dans la base
(eg,...,en). Pour i, j € {0,...n}, posons

U i n—1 (i—7r)s, ris i—r gn—i—s
Tji Z <7">q2< 5 >q2q a"b’c"d

r4+s=j
0<r<i
0<s<n—1t

La matrice (z;;) est la matrice multiplicative associée a la base (eq, ..., ey), et on a, par
la proposition 7.3.5,

Vi, l € {0,...,n}, Z/\ijxﬂ = Zwij/\jl (%)
=0 =0

Considérons maintenant le morphisme d’algébres ¢ : O, (SLa(k)) — k[z,271] défini
par ¢(a) = z, ¢(d) = z71 et ¢(b) = ¢(c) = 0 (on vérifie que ¢ existe bien). Un
calcul immédiat montre que ¢(x;;) = ;27" et en appliquant ¢ & (x), il vient
Nz "2 = Nz 2 d’ont Ay = 0 si i # 1. Les égalités (x) deviennent

Vi,l c {0, o ,TL}, )\iixil = All‘ril

et pour montrer que la matrice (\;j) est scalaire, il suffit donc de voir que z; # 0. Pour
cela considérons 'algébre

1

B=k(g,g 'x|gg 't =1=g""g, zg=qgz)

On vérifie sans probléme que la famille g'z7, i € Z, j € N, est une base de B. On vérifie
aussi l'existence de deux morphismes d’algébres

¢ Oy(SLa(k)) — B et ¢~ : Oy(SLa(k)) — B
tels que

¢t(a)=g=9¢(a),0 () =0=9"(0),06"(b) =2 = ¢ (¢), 6" (d) = g~' = ¢~ (d)
On a, si j > 1,

o (250) = <7?:Z?) (DG ik i
J ¢

L’hypothése assure que le coefficient binomial de gauche est non nul, et donc ¢ (z;;) #
0.5ij5 <4 ona

1/ 2

et donc on a de méme ¢~ (z;;) # 0. Ainsi les comodules V;, sont simples, et deux a deux
non isomorphes car de dimensions différentes. [
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Proposition 9.2.4 Pour n > 1, on a une suite exacte de Oy(SLa(k))-comodules

0 Vn—l a Vn®VI a Vn+1 0

c’est-a-dire que v et p sont des morphismes de Oqy(SLa(k))-comodules, v est injectif, p
est surjectif, et Ker(pu) = Im(v). Si de plus Oy(SLa(k)) est cosemisimple, alors on a un
isomorphisme de O4(SLa(k))-comodules

Vn X Vi = Vn—l D Vn+1

Preuve. On définit x comme la restriction de la multiplication sur kq[z,y] & V;, ® V4.
On a donc, pour i € {0,...,n},

M(xiyn—i ® :L') _ qn—ixi—&-lyn—i et M(xi n—i ® y) — .I'i n+1—1

On a bien u(V, ® Vi) C V41 et p est un morphisme de comodules car la multiplication
d’une algebre comodule est un morphisme de comodules (proposition 9.1.2). Par ailleurs
il est clair que p est surjectif. Considérons ’application linéaire

0 k—VieW
l— —qzQ@y+yxx

On vérifie sans difficulté que ¢ est Oy(SLa(k))-colinéaire. On définit alors v comme la
composée

ian71®5 M@idV
Viei®@VieW -

Vn—l Vn & ‘/1

Alors v est un morphisme de O4(SLa(k))-comodules et on a, pour i € {0,...,n — 1},
V(xiyn—l—i) _ _qn—il,z'+1yn—1—i QY+ xiyn—z' ®

On voit facilement que v est injectif et que pov =0, d’ou Im(v) C Ker(u). On a

dim(Ker(u)) = dim(V;,) dim(V1) — dim(Im(p)) =2n — (n +1) = n — 1 = dim(Im(v))

donc finalement Im(v) = Ker(u), et on a bien la suite exacte annoncée. Si Oy4(SLa(k))
est cosemisimple, soit s : V41 — V,, ® V] une application O4(SLa(k))-colinéaire telle
que pos = idy, . Soit alors p = sopu : V, ® Vi — V,, ® V} : p est un projecteur
O,(SLa(k))-colinéaire, et on a V,, @ Vi = Ker(p) & Im(p) = V;,—1 & Vppy1. O

Preuve du théoréme 9.2.2. Rappelons que 1’on suppose

(A)VneN,ona (n)g=1+q+...+¢" 1 #0;

(B) L’algebre de Hopf O, (SLa(k)) est cosemisimple.

La proposition 9.2.3 est valable sous ces hypothéses, donc les V,,, n € N sont des
O4(SLa(k))-comodules simples. D’autre part V; est un O,4(SLa(k))-comodule généra-
teur, donc la proposition 8.2.4 assure que tout O,4(SLa(k))-comodule simple est iso-
morphe & un sous-comodule d’un V1®m, m € N. D’autre part une récurrence facile a



CHAPITRE 9. LES REPRESENTATIONS DU GROUPE QUANTIQUE SL,(2) 96

partir de la proposition précédente assure que les V1®m, m € N, sont somme directe
de comodules V;, i € N. Ainsi si W est un O4(SL2(k))-comodule simple, la proposition
8.1.11 assure qu'il existe i € N tel que W =V}, et la partie (1) est donc démontrée.
Pour démontrer les formules de Clebsch-Gordan, on peut supposer n, m > 1. Fixons
n > 1 et montrons par récurrence sur m. Pour m = 1, le résultat est donné par la
proposition 9.2.4. Supposons m > 1 et le résultat montré au rang m. On a alors

min(n,m) min(n,m)

Va®Vp) @V = EB Vigm—2i | @ V1 = @ Vitm—2i @ V1

((EB? 0 Vn+m 1-2i) D (B 0 Vitm+1-2i) sin<m-—1
= <@ V2n 1— 21) @ (@ =0 VvZnJ,-l 27,) @Vl sin=m
(Do Vatm—1-2i) D (B2 Vatm+1-2i) sin>m+1

et

Va® (Vi @ V1) 2V @ (Vi1 © Ving 1)
min(n,m—1)

= @ Vigm—1-2i @(Vn®vm+1)

( (@?:0 Vn+m—1—2i) @(Vn & Vm+1) sin<m-—1
<Y V2n7172i) DV @ Vig1) sin=m
@ﬁal Vn+m7172i> @(Vn & Vm+1) sin>m+1

I

On conclut en utilisant la proposition 8.1.12 que

min(n,m+1)

Vn & Vm—i—l = @ Vn—i—m 1-2¢

et la formule de Clebsch-Gordan est démontrée. [

Commentaires

La description des représentations du groupe quantique SL4(2) (¢ € R*) est dae a
Woronowicz [27]. On peut trouver diverses preuves dans la littérature, voir le livre [14]
et ses références.

La preuve relativement simple donnée ici combine diverses idées bien connues. En
particulier, la démonstration de la formule de Clebsch-Gordan, en utilisant seulement
les isomorphismes V,, ® Vi = V,,_1 @ V41, est tirée de [9].



Chapitre 10

Compléments sur les algebres de
Hopf cosemisimples

10.1 Structure des cogébres cosemisimples
10.2 Mesure de Haar et relations d’orthogonalité
10.3 Caractéres

10.4 Retour sur les algébres de Hopf compactes
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