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Introduction

Ce texte est une introduction aux groupes quantiques, des objets qui généralisent
naturellement les groupes. Il est issu d'un cours de master 2 d'une trentaine d'heures
donné à l'université Blaise Pascal en 2008.

L'objectif principal est de décrire les représentations du groupe quantique SLq(2).
Les prérequis sont très modestes, et les outils techniques nécessaires sont introduits dans
des chapitres préliminaires.
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Chapitre 1

Prélude : la dualité de Pontryagin

pour les groupes abéliens �nis

Si V est un C-espace vectoriel, on lui associe classiquement son dual V ∗ = HomC(V,C).
On a une application linéaire injective

iV : V −→ V ∗∗

v 7−→ (φ 7→ φ(v), ∀φ ∈ V ∗)

qui est un isomorphisme lorsque V est de dimension �nie.
On obtient donc une �dualité� sur les espaces vectoriels de dimension �nie, qui est

connue pour rendre bien des services en algèbre linéaire.
On veut étendre cette situation au cas des groupes arbitraires. Soit G un groupe

(multiplicatif). Le candidat naturel pour être le dual de G est le groupe
Ĝ = Hom(G,C∗)

où C∗ est le groupe multiplicatif des nombres complexes non nul. La loi de groupe de
Ĝ est dé�nie par

Ĝ× Ĝ −→ Ĝ

(φ, ψ) 7−→ φ.ψ, φ.ψ(x) = φ(x)ψ(x), ∀x ∈ G,

Là encore on a un morphisme de groupe naturel

iG : G −→ ̂̂
G

x 7−→ (φ 7→ φ(x), ∀φ ∈ Ĝ)

Le groupe Ĝ étant toujours abélien, on n'a aucun espoir que iG soit un isomorphisme
pour les groupes non abéliens.

Par contre, pour les groupes abéliens �nis, on a le résultat suivant, qui est l'analogue
de la dualité pour les espaces vectoriels de dimension �nie.
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CHAPITRE 1. PRÉLUDE : LA DUALITÉ DE PONTRYAGIN 5

Théorème 1.0.1 (Dualité de Pontryagin pour les groupes abéliens �nis) Soit
G un groupe abélien �ni. Le morphisme de groupes précédent

iG : G −→ ̂̂
G

est un isomorphisme.

La preuve est divisée en plusieurs étapes.
Étape 1. Soit G un groupe cyclique d'ordre n. Alors G ∼= Ĝ.

En e�et : Soit x ∈ G un générateur de G : G = 〈x〉. Pour toute racine n-ième de
l'unité ω ∈ µn, on a un unique morphisme de groupes φω : G −→ µn tel que φω(x) = ω.
Cela donne une application

µn −→ Ĝ

ω 7−→ φω

qui est un morphisme de groupes, injectif car x engendre G. Réciproquement, si φ ∈ Ĝ,
on a φ(x)n = φ(xn) = φ(1) = 1, donc φ(x) ∈ µn. Puisque x engendre G, on en déduit
que φ = φω pour ω = φ(x). Ainsi on a un isomorphisme µn ∼= Ĝ, et µn étant lui même
un groupe cyclique (engendré par exemple par e 2iπ

n ), on a bien l'isomorphisme annoncé.
Étape 2. Soient G et H des groupes. Alors Ĝ×H ∼= Ĝ× Ĥ.

En e�et : on véri�e que l'application

θ : Ĝ×H −→ Ĝ× Ĥ

φ 7−→ (φ ◦ i1, φ ◦ i2),

où i1 : G → G×H, g 7→ (g, 1) et i2 : H → G×H, h 7→ (1, h), désignent les injections
respectives, est un isomorphisme de groupes.
Étape 3. Soit G un groupe �ni abélien. Les groupes G et Ĝ sont isomorphes.

En e�et : le théorème de structure des groupes abéliens �nis a�rme en particulier
que G est isomorphe à un produit de groupes cycliques. Il su�t donc de combiner les
étapes 1 et 2 pour avoir le résultat.
Étape 4. Soit g ∈ G un groupe abélien �ni. Pour g ∈ G \ {1}, il existe φ ∈ Ĝ tel que
φ(g) 6= 1.

En e�et : supposons dans un premier temps G cyclique d'ordre n : G = 〈x〉. On a
g = xk, pour k ∈ {1, . . . , n − 1}. Si ω est une racine primitive n-ième de l'unité, on a
alors (notations de la preuve de l'étape 1) φω(g) = φω(x)k = ωk 6= 1.

Si G n'est pas cyclique, il est isomorphe à un produit de groupes cycliques, et le cas
cyclique et l'étape 2 donnent le résultat.

On peut maintenant démontrer le théorème. L'étape 4 assure que le morphisme iG
est injectif, et puisque par l'étape 3 on a G = |Ĝ| = | ̂̂G|, la �nitude de G assure que iG
est un isomorphisme. �
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Pour construire une bonne dualité pour les groupes (�nis), il faudra sortir de la
catégorie des groupes et considérer des objets algébriques plus généraux : les algèbres
de Hopf, qui correspondent exactement à ce que l'on appelle les groupes quantiques.

On précisera d'abord ce que l'on entend exactement par �dualité�, ce qui mène dans
le chapitre 2 à introduire le langage des catégories et foncteurs. Le chapitre 3 est consacré
au produit tensoriel, une construction algébrique primordiale dans notre contexte. Le
chapitre 4 est consacré aux présentations d'algèbres par générateurs et relations.

Commentaires

On peut adapter les constructions de ce paragraphe pour obtenir une dualité (tou-
jours appelée dualité de Pontryagin) sur les groupes abéliens localement compacts : voir
par exemple [11].



Chapitre 2

Catégories et foncteurs

Ce chapitre est une brève introduction au langage des catégories et des foncteurs,
utile dans toutes les branches des mathématiques. On introduit seulement les notions
minimales pour nos besoins : formuler la non-existence d'une dualité sur les groupes
d'une part, et formaliser la correspondance entre algèbres et ensembles (espaces).

2.1 Catégories

Dé�nition 2.1.1 Une catégorie C est la donnée
a) d'une classe ob(C) d'objets de C,
b) pour tout couple (X,Y ) d'objets de C d'un ensemble noté HomC(X,Y ) dont les

éléments sont appelés morphismes de X dans Y de C (avec la notation f : X −→ Y
pour f ∈ HomC(X,Y ) ) tels que

• pour tout triplet (X,Y, Z) d'objets de C, on a une application

HomC(X,Y )×HomC(Y, Z) −→ HomC(X,Z)
(f, g) 7−→ g ◦ f

appelée composition des morphismes, qui est associative ;
• pour tout objet X de C, il existe un élément 1X ∈ HomC(X,X), appelé identité

de X (noté parfois aussi idX), tel que ∀f ∈ HomC(X,Y ), on a f ◦ 1X = f et ∀f ∈
HomC(Y,X), on a 1X ◦ f = f .

Exemples. (a) Ens : la catégorie des ensembles. Les morphismes sont les applications,
la composition est la composition des applications.
(b) Grp : la catégorie des groupes. Les morphismes sont les morphismes de groupes.
(c) Top : la catégorie des espaces topologiques. Les morphismes sont les applications
continues.
(d) SoitG un groupe. On construit une catégorie C(G) de la manière suivante : ob(C(G)) =
{∗} et HomC(∗, ∗) = G. La composition est le produit dans G.
Remarque. On désigne souvent une catégorie par le nom de ses objets. En fait l'essentiel
de l'information est contenue dans les morphismes (voir le dernier exemple).
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Dé�nition 2.1.2 Une catégorie C est dite petite si ob(C) est un ensemble.

Exemple. Ens n'est pas une petite catégorie.

Dé�nition 2.1.3 Soit C une catégorie. On appelle catégorie opposée de C la catégo-
rie, notée Cop, dont les objets sont les mêmes que ceux de C et telle que si X,Y sont
des objets de Cop, on a HomCop(X,Y ) = HomC(Y,X).

Dé�nition 2.1.4 Soit C une catégorie. Une sous-catégorie C′ de C est la donnée
d'une sous-classe ob(C′) de ob(C) d'objets de C′, et pour tous objets X,Y de C′ d'un
sous-ensemble HomC′(X,Y ) de HomC(X,Y ), tels que

• si X est un objet de C′, on a 1X ∈ HomC′(X,X) ;
• si X,Y, Z sont des objets de C′ et si f ∈ HomC′(X,Y ), g ∈ HomC′(Y, Z), on a

g ◦ f ∈ HomC′(X,Z)
Une sous-catégorie C′ de C est dite pleine si pour tous objets X,Y de C′, on a

HomC′(X,Y ) = HomC(X,Y )

Une sous-catégorie est elle-même, pour la composition induite, une catégorie.
Exemples. (a) Soit k un corps commutatif. La catégorie Vectf (k) des k-espaces vec-
toriels de dimension �nie est une sous-catégorie pleine de la catégorie des k-espaces
vectoriels Vect(k) (les morphismes sont les applications linéaires).
(b) Ab, la catégorie des groupes abéliens, est une sous-catégorie pleine de Grp.

Dé�nition 2.1.5 Soit C une catégorie et X un objet de C. On dit que X est un objet

initial (resp. objet �nal) de C si pour tout objet A de C l'ensemble HomC(X,A) (resp.
HomC(A,X)) est réduit à un élément.

Exemples. (a) Le groupe trivial à un élément est un objet initial et �nal de Grp.
(b) Z est un objet initial dans Ann, la catégorie des anneaux, alors que l'anneau nul est
un objet �nal.

Dé�nition 2.1.6 Soient C une catégorie et f ∈ HomC(X,Y ). On dit que f est un
(a) monomorphisme si ∀g, h ∈ HomC(Z,X), on a

f ◦ g = f ◦ h⇒ g = h

(b) épimorphisme si ∀g, h ∈ HomC(X,Z), on a

g ◦ f = h ◦ f ⇒ g = h

(c) isomorphisme s'il existe g ∈ HomC(Y,X) tel que f ◦ g = 1Y et g ◦ f = 1X .

Exemples.(a) Dans Ens, Grp ou Vect(k) : monomorphisme = morphisme injectif, épi-
morphisme = morphisme surjectif, isomorphisme = morphisme bijectif = monomor-
phisme + épimorphisme.
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(b) Un isomorphisme est un monomorphisme et un épimorphisme. La réciproque n'est
pas vrai : dans Ann, l'inclusion Z ⊂ Q est un monomorphisme et un épimorphisme, mais
pas un isomorphisme.

Parmi les assertions (a), la seule qui dont la preuve n'est pas facile est qu'un épi-
morphisme de groupes est nécessairement surjectif. Nous utiliserons ce résultat dans la
suite, et nous en donnons donc une preuve.

Proposition 2.1.7 Un épimorphisme dans la catégorie des groupes (resp. la catégorie
des groupes �nis) est surjectif.

Preuve. Il faut montrer qu'un morphisme de groupes qui n'est pas surjectif n'est pas
un épimorphisme, et donc il su�t de montrer que si H $ G est un sous-groupe strict
d'un groupe G, il existe un groupe K et des morphismes de groupes α, β : G −→ K tels
que α|H = β|H et α 6= β.

Si H est un sous-groupe normal de G, on peut prendre α = π : G −→ G/H la
surjection canonique et β le morphisme trivial.

Si [G : H] = 2, le sous-groupe H est nécessairement normal, donc on peut supposer
[G : H] ≥ 3 et l'existence d'une permutation γ de G/H = {Hx, x ∈ G} dont le seul
point �xe est H. On va considérer le groupe symétrique de G, K = SG, et le premier
morphisme α : G −→ SG est obtenu en faisant agir G sur lui-même par multiplication :
α(g)(x) = gx, ∀g, x ∈ G. L'idée, pour construire β : G −→ SG, est de �perturber� α en
utilisant γ. On procède ainsi.

Soit θ : G/H −→ G une application telle que π ◦ θ = idG/H et θ(H) = 1. Tout
élément de G s'écrit de manière unique comme produit d'un élément de H et d'un
élément de θ(G/H), car

∀x ∈ G, x = xθ(π(x))−1θ(π(x))

En e�et, xθ(π(x))−1 ∈ H car π(x) = π(θ(π(x))), et si hθ(π(x)) = h′θ(π(x′)) pour
x, x′ ∈ G et h, h′ ∈ H, on a π(x) = π(θ(π(x))) = π(θ(π(x′))) = π(x′) et en�n h = h′.
Soit λ : G −→ G dé�ni par

∀x ∈ G, λ(x) = xθ(π(x))−1θ(γ(π(x)))

Alors λ est une bijection (unicité dans la décomposition précédente) et ∀x ∈ G, λ(x) =
x ⇐⇒ x ∈ H (car H est le seul point �xe de γ).

Soit alors β : G −→ SG, β(g) = λ−1 ◦α(g)◦λ. Il est clair que β est un morphisme de
groupes et on véri�e sans problème que α(g) = β(g) ⇐⇒ g ∈ H. On a bien construit
les morphismes α, β désirés, et la preuve fonctionne aussi dans la catégorie des groupes
�nis car si G est �ni, le groupe symétrique SG l'est aussi. �

Proposition 2.1.8 Un objet initial (resp. �nal) d'une catégorie est, s'il existe, unique
à isomorphisme près.
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Preuve. Soient X et Y des objets initiaux d'une catégorie C, et soient f, g les uniques
morphismes respectifs de HomC(X,Y ) et HomC(Y,X). Alors on a f◦g = 1Y et g◦f = 1X
car HomC(Y, Y ) et HomC(X,X) sont réduits à un élément. La preuve pour les objets
�naux est identique. �

Dé�nition 2.1.9 Soient C et C′ des catégories. La catégorie produit C × C′ est la
catégorie dont les objets sont les couples (X,X ′) d'objets de C et C′, dont les morphismes
sont dé�nis par

HomC×C′((X,X ′), (Y, Y ′)) = HomC(X,Y )×HomC(X ′, Y ′)

et dont la composition des morphismes est induite par les compositions respectives des
morphismes de C et C′.

2.2 Foncteurs

Dé�nition 2.2.1 Un foncteur (covariant) F d'une catégorie C vers une catégorie C′,
F : C −→ C′, est la donnée

(a) Pour tout objet X de C d'un objet F (X) de C.
(b) Pour tout couple d'objets (X,Y ) de C et tout f ∈ HomC(X,Y ), d'un F (f) ∈

HomC′(F (X), F (Y )) tel que
• pour tout objet X de C, F (1X) = 1F (X) ;
• ∀f ∈ HomC(X,Y ), ∀g ∈ HomC(Y, Z), on a F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Exemples. (a) Le foncteur identité 1C : C −→ C, X 7−→ X, f 7−→ f .
(b) Le foncteur oubli Grp −→ Ens, qui à un groupe associe l'ensemble sous-jacent.
(c) Le foncteur Ann −→ Grp qui associe à un anneau le groupe de ses éléments inversibles.
(d) Le foncteur Grp −→ Ab qui à un groupe G associe son abélianisé G/[G,G].
(e) Soit X un objet d'une catégorie C. Alors HomC(X,−) est un foncteur de C dans Ens
avec pour f : Y −→ Z,

HomC(X,−)(f) = f ◦ − : HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Z)
u 7−→ f ◦ u

Dé�nition 2.2.2 Un foncteur contravariant F d'une catégorie C vers une catégorie
C′ est un foncteur covariant F : C −→ C′op.

Exemple. Soit X un objet d'une catégorie C. Alors HomC(−, X) est un foncteur contra-
variant de C dans Ens, avec pour f : Y −→ Z,

HomC(−, X)(f) = − ◦ f : HomC(X,Z) −→ HomC(X,Y )
u 7−→ u ◦ f
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Dé�nition 2.2.3 Soient F,G : C −→ C′ deux foncteurs. Un morphisme de fonc-

teurs (ou transformation naturelle) de F dans G, φ : F −→ G, est la donnée pour
chaque objet X de C d'un morphisme φX ∈ HomC′(F (X), G(X)) tel que ∀f ∈ HomC(X,Y ),
on a G(f) ◦ φX = φY ◦ F (f), c'est-à-dire que le diagramme suivant est commutatif

F (X)
φX //

F (f)
��

G(X)

G(f)
��

F (Y )
φY // G(Y )

Un morphisme de foncteurs φ est un isomorphisme si φX est un isomorphisme pour
tout objet X de C.

Exemple. Soient X et X ′ deux objets d'une catégorie C et soit f ∈ HomC(X,X ′). Alors
f induit in morphisme de foncteurs f∗ : HomC(X ′,−) −→ HomC(X,−) dé�ni par

(f∗)Y : HomC(X ′, Y ) −→ HomC(X,Y )
u 7−→ u ◦ f

Le morphisme de foncteurs f∗ est un isomorphisme si f est un isomorphisme.

Dé�nition 2.2.4 Deux catégories C et C′ sont dites
(a) isomorphes s'il existe des foncteurs F : C −→ C′ et G : C′ −→ C tels que

F ◦ G = 1C′ et G ◦ F = 1C. On dit alors que F et G sont des isomorphismes de
catégories.

(b) équivalentes s'il existe des foncteurs F : C −→ C′ et G : C′ −→ C et des
isomorphismes de foncteurs F ◦ G ' 1C′ et G ◦ F ' 1C. On dit alors que F et G sont
des équivalences de catégories. On dit alors que G est un quasi-inverse de F .

Lorsque les foncteurs précédents sont contravariants, on parle d'anti-isomorphisme
et d'anti-équivalence de catégories.

Le théorème 2.2.6 à suivre est très utile pour montrer qu'un foncteur est une équi-
valence de catégories. On a d'abord besoin d'un peu plus de vocabulaire.

Dé�nition 2.2.5 Soit F : C −→ C′ un foncteur. On dit que F est �dèle (resp. plein,
resp. pleinement �dèle) si pour pour tous les objets X,Y de C l'application

HomC(X,Y ) −→ HomC′(F (X), F (Y ))
f 7−→ F (f)

est injective (resp. surjective, resp. bijective).
On dit que F est essentiellement surjectif si pour tout objet X ′ de C′ il existe un

objet X de C tel que F (X) est isomorphe à X ′.
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Théorème 2.2.6 Soient C et C′ des catégories et F : C −→ C′ un foncteur. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) F est une équivalence de catégories.
(b) F est essentiellement surjectif et pleinement �dèle.

Preuve. (a) =⇒ (b) Supposons que F est une équivalence de catégories : il existe
un foncteur G : C′ −→ C et des isomorphismes de foncteurs η : 1C′ −→ F ◦ G et
θ : G ◦ F −→ 1C . Pour U ∈ C′, le premier ismorphisme U ∼= F (G(U)) assure que F
est essentiellement surjectif. Soit f : X −→ Y un morphisme de C. Alors le diagramme
suivant est commutatif :

GF (X)
θX //

GF (f)
��

X

f

��
GF (Y )

θY // Y

Ainsi si F (f1) = F (f2), on a

f1 = θY ◦GF (f1) ◦ θ−1
X = θY ◦GF (f2) ◦ θ−1

X = f2

est F est �dèle. De même on montre que G est �dèle en utilsant η. Soit g : F (X) −→
F (Y ) un morphisme de C′. Alors g = F (f) pour f := θY ◦G(g) ◦ θ−1

X . En e�et

θY ◦GF (f) ◦ θ−1
X = f = θY ◦G(g) ◦ θ−1

X

et ainsi GF (f) = G(g), d'où g = F (f) puisque G est �dèle. Ainsi F est pleinement
�dèle.

(b) =⇒ (a) Supposons F pleinement surjectif et essentiellement �dèle. Pour chaque
objetW de C′, choisissons un objet G(W ) de C et un isomorphisme ηW : W ∼= F (G(W )).
Pour g : W −→W ′ un morphisme de C′, considérons

ηW ′ ◦ g ◦ η−1
W : FG(W ) −→ FG(W ′)

Le foncteur F étant pleinement �dèle, il existe un unique morphisme G(g) : G(W ) −→
G(W ′) tel que

F (G(g)) = ηW ′ ◦ g ◦ η−1
W : FG(W ) −→ FG(W ′)

Véri�ons que G est un foncteur. On a G(1W ) = 1G(W ) car F (G(1W )) = ηW ◦ η−1
W =

1FG(W ) = F (1G(W ). Soient g : W −→W ′ et h : W ′ −→ Z. Alors

F (G(h ◦ g)) =ηZ ◦ h ◦ g ◦ η−1
W = ηZ ◦ h ◦ η−1

W ′ ◦ ηW ′ ◦ g ◦ η−1
W

=F (G(h)) ◦ F (G(g)) = F (G(h) ◦G(g))

ce qui donne G(h ◦ g) = G(h) ◦ G(g) par �délité de F . Ainsi G est un foncteur et par
construction η : 1C′ −→ F ◦G est un isomorphisme de foncteurs. Pour un objet X de C,
on dé�nit θX : G(F (X)) −→ X comme l'unique morphisme tel que F (θX) = η−1

F (X) (F
est pleinement �dèle). Les θX sont des isomorphismes car F est �dèle. Si f : X −→ Y



CHAPITRE 2. CATÉGORIES ET FONCTEURS 13

est un morphisme de C, pour montrer que f ◦ θX = θY ◦GF (f), il su�t, par �délité de
F , de voir que F (f) ◦ η−1

F (X) = η−1
F (Y ) ◦FGF (f), ce qui est vrai par construction de η et

G. �

Exemple. Soit C la sous-catégorie pleine de Vectf (k) dont les objets sont les espaces
vectoriels kn, n ∈ N (k0 est par convention l'espace vectoriel nul). Le foncteur inclusion
C ⊂ Vect(k) est une équivalence de catégories.

Dé�nition 2.2.7 Une catégorie est dite essentiellement petite si elle est équivalente
à une petite catégorie.

2.3 Dualité

On peut maintenant dé�nir la notion de dualité sur une catégorie.

Dé�nition 2.3.1 Une dualité sur une catégorie C est un foncteur D : C −→ Cop tel
qu'il existe un isomorphisme de foncteurs 1C ' D2 = D ◦D.

On note Abf la catégorie des groupes abéliens �nis. Le théorème de dualité de
Pontryagin se reformule ainsi :

Théorème 2.3.2 Le foncteur G 7−→ Ĝ = Hom(G,C∗) est une dualité sur Abf .

Preuve. La seule chose à véri�er que les isomorphismes iG : G ∼= ̂̂
G dé�nissent bien un

isomorphisme de foncteurs. C'est un exercice facile. �

On peut maintenant énoncer rigoureusement la non-existence d'une dualité sur les
groupes.

Théorème 2.3.3 Il n'existe pas de dualité sur Grpf , la catégorie des groupes �nis.

Pour démontrer le théorème, on introduit un peu plus de langage.

Dé�nition 2.3.4 Soit C un catégorie ayant un objet initial et �nal noté 1. On dit
qu'un objet X de C est simple si pour tout épimorphisme f : X −→ Y , alors f est
un isomorphisme ou Y est isomorphe à 1. On dit que X est cosimple si pour tout
monomorphisme f : Y −→ X, alors f est un isomorphisme ou Y est isomorphe à 1

Le résultat suivant utilise des résultats bien connus de théorie des groupes, et le fait
qu'un épimorphisme de groupes est surjectif.

Lemme 2.3.5 Dans la catégorie des groupes �nis Grpf , dont l'objet initial et �nal est
le groupe trivial {1}, les objets simples sont exactement les groupes simples (les groupes
G dont les seuls sous-groupes normaux sont sont {1} et G), et les objets cosimples sont
exactement les groupes cycliques Zp pour p premier.
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Lemme 2.3.6 Soient F : C −→ D une anti-équivalence de catégories et f ∈ HomC(X,Y ).
Alors

(a) f est un monomorphisme si et seulement si F (f) est un épimorphisme.
(b) f est un épimorphisme si et seulement F (f) est un momorphisme.

Si X est un objet de C, alors X est simple ⇐⇒ F (X) est cosimple et X est cosimple
⇐⇒ F (X) est simple.

La preuve est laissée à titre d'exercice, ainsi que celle du résultat suivant.

Lemme 2.3.7 Soient F : C −→ D une anti-équivalence de catégories et X un objet de
C. Alors X est un objet initial (resp. �nal) de C si et seulement si F (X) est un objet
�nal (resp. initial) de D.

Preuve du théorème 2.3.3. Montrons plus généralement qu'il n'existe pas d'équiva-
lence de catégories Grpf −→ Grp

op
f . Supposons donc l'existence d'une telle équivalence

F : Grpf −→ Grp
op
f . Le groupe trivial 1 étant un objet à la fois initial et �nal dans Grpf ,

le lemme 2.3.7 assure que D(1) ∼= 1.
Soit p un nombre premier, et notons Zp le groupe cyclique d'ordre p. Alors Zp est

un objet simple de Grpf , donc F (Zp) est un objet cosimple de Grpf (lemme 2.3.6), et
ainsi par le lemme 2.3.5 il existe un nombre premier q tel que F (Zp) ∼= Zq.

Si maintenant G est un groupe �ni simple non-abélien (par exemple G = A5), alors
F (G) est un objet cosimple de Grpf (lemme 2.3.6), et donc F (G) ∼= Zp pour un nombre
premier p par le lemme 2.3.5. Alors F (G) est un objet simple de Grpf , et (lemme 2.3.6)
G est un objet cosimple, Mais alors G ∼= Zq pour un nombre premier q (lemme 2.3.5
encore), ce qui est manifestement faux. �

On remarque que la même preuve fonctionne pour montrer qu'il n'existe pas de
dualité sur Grp, la catégorie des groupes.
Remarque. On peut montrer aussi que la catégorie Grpf n'est pas équivalente à la
catégorie Grpop

f en utilisant les notions de produit et sommes directe dans une catégorie,
mais cela nous mènerait à considèrer le produit libre de groupes, qui est en dehors de
nos préoccupations.
Exercice. Montrer qu'il n'existe pas de dualité sur la catégorie des ensembles �nis.

2.4 Algèbres diagonales et ensembles �nis

Dans ce chapitre on établit une correspondance (en fait une anti-équivalence de
catégories) entre ensembles �nis et certaines algèbres commutatives. Ce cadre, techni-
quement très simple, permet déjà d'appréhender quelques-unes idées de la géométrie
non-commutative, où les algèbres, à priori non commutatives, sont vues comme des al-
gèbres de fonctions sur des espaces imaginaires, dits �non commutatifs�, ou �quantiques�.

Soit k un corps commutatif. Rappelons qu'une k-algèbre est un anneau A qui est
aussi un k-espace vectoriel, et dont la multiplication m : A× A −→ A est k-bilinéaire.
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On note Algk la catégorie des k-algèbres : les morphismes sont les morphismes d'anneaux
k-linéaires.

Pour n ∈ N∗, on note kn la k-algèbre dont les lois sont les lois produit de celle de k,
et on fait la convention que k0 est l'algèbre nulle.

Dé�nition 2.4.1 Une k-algèbre A est dite diagonale s'il existe un entier n ∈ N telle
que les k-algèbres A et kn soient isomorphes. La catégorie Diagk des k-algèbres diago-
nales est la sous-catégorie pleine de Algk dont les objets sont les algèbres diagonales.

Soit X un ensemble. On note kX la k-algèbre des fonctions de X dans k, et on
note k(X) la k-espace vectoriel des fonctions à support �ni (c'est une sous-espace de kX ,
stable pour la multiplication, qui contient l'élément unité si et seulement si X est �ni, et
c'est donc une sous-algèbre dans ce cas). On fait la convention que k∅ est l'algèbre nulle.
Si u : X −→ Y est une application, elle induit un morphisme d'algèbres u∗ : kY −→ kX ,
u∗(f) = f ◦ u. On obtient donc un foncteur contravariant Ens −→ Algk.

On se restreint maintenant aux ensembles �nis.

Lemme 2.4.2 Soit X un ensemble �ni. Alors k(X) est une k-algèbre diagonale.

Preuve. Écrivons X = {x1, . . . , xn} et notons exi la fonction caractéristique de xi. On
véri�e sans di�culté que l'application

kn −→ k(X)

(λ1, . . . , λn) 7−→
n∑
i=1

λiexi

est un isomorphisme de k-algèbres. �

On obtient donc un foncteur contravariant Fk : Ensf −→ Diagk, X 7−→ k(X).

Théorème 2.4.3 Le foncteur contravariant Fk : Ensf −→ Diagk est une anti-équivalence
de catégories.

Lemme 2.4.4 Soit X un ensemble �ni. Alors on a une bijection

iX : X −→ Homk−alg(k(X), k))
x 7−→ (f 7−→ f(x))

Preuve. La dé�nition du produit dans k(X) assure que iX(x) est bien un morphisme
d'algèbres. En utilisant les fonctions caractéristiques, on voit facilemement que iX est
injective. Écrivons X = {x1, . . . , xn} et notons exi = ei la fonction caractéristique de
xi. La famille e1, . . . , en est une base de k(X) telle que

n∑
i=1

ei = 1, eiej = δijei
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on véri�e alors sans problème que pour φ ∈ Homk−alg(k(X), k), qu'il il existe un unique
i tel que φ(ei) = 1 et φ(ej) = 0 si j 6= i. On a donc φ = iX(xi). �

On a maintenant besoin d'une autre caractérisation des algèbres diagonales.

Lemme 2.4.5 Soit A une k-algèbre de dimension �nie. Alors A est diagonale si et
seulement si sa transformée de Gelfand

γA : A −→ kHomk−alg(A,k)

a 7−→ â, â(φ) = φ(a)

est un isomorphisme.

Preuve. Si la transformée de Gelfand est un isomorphisme, alors kHomk−alg(A,k) est de
dimension �nie et donc Homk−alg(A, k) est �ni, et le lemme 2.4.2 donne le résultat.

Réciproquement, supposons que A est diagonale de dimension n. L'isomorphisme
kn ∼= A fournit une base e1, . . . , en de A telle que

n∑
i=1

ei = 1, eiej = δijei

Pour φ ∈ Homk−alg(A, k), il existe, de même que dans le lemme précédent, un unique i
tel que φ(ei) = 1 et φ(ej) = 0 si j 6= i. Réciproquement pour i ∈ {1, . . . , n}, on véri�e
qu'il existe un unique morphisme d'algèbres φi : A −→ k satisfaisant les conditions
précédentes. On a donc Homk−alg(A, k) = {φ1, . . . , φn}, et le cardinal de cet ensemble
est n. Il est clair que êi = eφi

, ∀i, et donc la transformée de Gelfand, qui transforme
une base de A en une base de k(Homk−alg(A, k)), est donc un isomorphisme. �

Preuve du théorème 2.4.3. On considère le foncteur G : Algk −→ Ens, A 7−→
Homk−alg(A, k), que l'on restreint à Diagk, et qui induit, par les lemmes 2.4.2 et 2.4.4,
un foncteur G : Diagk −→ Ensf . Pour des k-algèbres A, B, u ∈ Homk−alg(A,B), des
ensembles X, Y et f : X −→ Y , il est immédiat que les diagrammes suivant sont
commutatifs :

A
γA //

u

��

k(Homk−alg(A, k))

(−◦u)∗
��

B
γB // k(Homk−alg(B, k))

X
iX //

f

��

Homk−alg(k(X), k))

−◦f∗
��

Y
iY // Homk−alg(k(Y ), k))

Ainsi les isomorphismes des lemmes 2.4.4 et 2.4.5 induisent des isomorphismes de fonc-
teurs 1Ensf ' G ◦ Fk et 1Diagk

' Fk ◦G, et donc Fk et G sont des anti-équivalences de
catégories. �

La donnée d'un ensemble �ni est donc �équivalente� à celle de son algèbre de fonc-
tions. Ceci suggère donc que les algèbres générales peuvent être vues comme des algèbres
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de fonctions sur des espaces imaginaires, dits quantiques. Ce point de vue de �géométrie
non commutative� est extrèmement fécond.

Pour des espaces plus structurés que les ensembles �nis (espaces topologiques, en-
sembles algébriques a�nes...), on a aussi des théorèmes du type 2.4.3, les algèbres as-
sociées étant elles aussi évidemment plus structurées (C∗-algèbres, algèbres a�nes...).

Commentaires

Pour (beaucoup) plus d'informations sur les catégories, on peut consulter par exemple
[16], [20] ou [6]. On peut montrer que si k est algébriquement clos, alors une k-algèbre
commutative de dimension �nie n'ayant pas d'élément nilpotent non nul est diagonale :
voir par exemple [6], 5.1.6.



Chapitre 3

Produit tensoriel

Dans ce chapitre k est un corps commutatif. Au vu du théorème 2.4.3, il est natu-
rel de chercher l'opération sur les algèbres (diagonales) correspondant au produit des
ensembles. Ceci mène au produit tensoriel, que l'on considère dans un cadre plus général.

3.1 Applications bilinéaires et produit tensoriel

Soient U, V,W des k-espaces vectoriels. On considère le problème suivant :
Peut-on réaliser les applications k-bilinéaires U ×V −→W comme des applications

linéaires d'un certain espace vectoriel construit à partir de U et V , à valeurs dans W ?
Ce problème mène à la notion de produit tensoriel.

Construction du produit tensoriel
• Soit L le k-espace vectoriel de base les symboles e(x,y), x ∈ U , y ∈ V (on peut voir
L comme l'espace vectoriel k(U×V ) des fonctions à support �ni de U × V dans k, la
fonction e(x,y) étant la fonction caractéristique de (x, y)).
• Soit f : U×V −→W une application. Alors f se prolonge en une (unique) application
linéaire f : L −→ W telle que f = f ◦ j, où j : U × V −→ L est dé�nie par j((x, y)) =
e(x,y). On a f(e(x,y)) = f((x, y)).
• L'application f est bilinéaire si et seulement si f s'annule sur les éléments de la forme

e(x+y,z) − e(x,z) − e(y,z), e(x,y+z) − e(x,y) − e(x,z)

e(λx,y) − λe(x,y), e(x,λy) − λe(x,y)

ce qui est encore équivalent à ce que f s'annule sur Q, le sous-espace de L engendré
par ces éléments. Si f est bilinéaire, on a donc, par passage au quotient, une unique
application linéaire f̃ : L/Q −→W telle que f̃◦p = f̃ , où p : L −→ L/Q est la surjection
canonique. On note i l'application bilinéaire i = p◦ j : U ×V −→W , i(x, y) = p(e(x,y)).

Dé�nition 3.1.1 L'espace vectoriel L/Q est noté U ⊗k V , et est appelé le produit

tensoriel de U et V .

18
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On a montré le résultat suivant.

Théorème 3.1.2 Soient U, V,W des k-espaces vectoriels et soit f : U × V −→W une
application k-bilinéaire. Alors il existe une unique application k-linéaire f̃ : U ⊗k V −→
W telle que f̃ ◦ i = f

U × V
f //

i

%%KKKKKKKKKK W

U ⊗k V
f̃

;;v
v

v
v

v

Notation. Pour (x, y) ∈ U × V , on note i(x, y) = x⊗ y. Un élément de cette forme est
appelé un tenseur élémentaire.

Tout élément de X ∈ U ⊗ V s'écrit de manière non unique

X =
∑

x,y finie

λx,yx⊗ y, λx,y ∈ k

Dans U ⊗ V , on a les relations (x, x′ ∈ U , y, y′ ∈ V , λ ∈ k) :

(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y

x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′

λx⊗ y = λ(x⊗ y) = x⊗ λy

Remarque. Le produit tensoriel U⊗k V est di�érent du produit direct U×V . En e�et,
on verra plus loin que si U et V sont des espaces de dimension �nie, alors dim(U⊗kV ) =
dim(U) dim(V ), tandis que dim(U × V ) = dim(U) + dim(V ).

Proposition 3.1.3 Soient U, V,W des k-espaces vectoriels. On a des isomorphismes
k-linéaires

(a)

k ⊗k U ∼= U ∼= U ⊗k k
λ⊗ x 7→ λx � x⊗ λ

(b)

τU,V : U ⊗k V ∼= V ⊗k U
x⊗ y 7→ y ⊗ x

(c)

aU,V,W : (U ⊗k V )⊗k W ∼= U ⊗k (V ⊗k W )
(x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ (y ⊗ z)



CHAPITRE 3. PRODUIT TENSORIEL 20

Preuve. (a) L'application k × U −→ U , (λ, x) 7−→ λx, est bilinéaire. Elle induit donc
une application linéaire k⊗kU −→ U , λ⊗x 7−→ λx. L'application linéaire U −→ k⊗kU ,
x 7−→ 1⊗ x est alors l'isomorphisme réciproque. De même on construit l'isomorphisme
U ∼= U ⊗k k.
(b) L'application U × V −→ V ⊗ U , (x, y) 7−→ y ⊗ x, est bilinéaire et induit donc
un application linéaire U ⊗ V −→ V ⊗ U , x ⊗ y 7−→ y ⊗ x. On construit de manière
identique l'isomorphisme inverse V ⊗kU −→ U ⊗k V , y⊗x 7−→ x⊗y (pour véri�er que
les deux morphismes sont bien inverses, on utilise le fait que les tenseurs élémentaires
engendrent linéairement le produit tensoriel).
(c) Soit z ∈ W , et considérons l'application bilinéaire fz : U × V −→ U ⊗k (V ⊗k W ),
(x, y) 7−→ x⊗(y⊗z). Elle induit une application linéaire fz : U⊗kV −→ U⊗k (V ⊗kW ),
x⊗y 7−→ x⊗(y⊗z). Soit alors f : (U⊗kV )×W −→ U⊗k (V ⊗kW ), (X, z) 7−→ fz(X).
Cette application est bilinéaire et donc induit une application linéaire

f : (U ⊗k V )⊗k W −→ (U ⊗k V )⊗k W, (X, z) 7−→ fz(X),

avec f((x ⊗ y) ⊗ z) = x ⊗ (y ⊗ z). On construit de manière analogue l'isomorphisme
inverse. �

La partie (c) de la proposition permet de construire, sans se soucier d'un ordre
dans les parenthèses, le produit tensoriel de n espaces vectoriels V1, . . . , Vn. On le note
simplement

V1 ⊗ . . .⊗ Vn

On peut aussi le construire directement, et il transforme applications n-linéaires en
applications linéaires.

Théorème 3.1.4 Soient (Ui)i∈I et V des k-espaces vectoriels. Alors on a un isomor-
phisme k-linéaire (⊕

i∈I
Ui

)
⊗k V ∼=

⊕
i∈I

(Ui ⊗k V )

Preuve. Pour x ∈ ⊕i∈IUi, on a x = (xi)i∈I avec xi ∈ Ui, xi = 0 sauf pour un nombre
�ni d'indices. L'application(⊕

i∈I
Ui

)
× V −→

⊕
i∈I

(Ui ⊗ V )

((xi), y) 7−→ (xi ⊗ y)i∈I

est bilinéaire et induit donc une application linéaire(⊕
i∈I

Ui

)
⊗k V −→

⊕
i∈I

(Ui ⊗ V )

(xi)⊗ y 7−→ (xi ⊗ y)i∈I
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Pout xi ∈ Ui, on note ν(xi) l'élément de ⊕i∈IUi tel que ν(xi)i = xi et ν(xi)j = 0 si
j 6= i. L'application bilinéaire

Ui × V −→

(⊕
i∈I

Ui

)
⊗k V

(xi, y) 7−→ ν(xi)⊗ y

induit une application linéaire

fi : Ui ⊗k V −→

(⊕
i∈I

Ui

)
⊗k V

xi ⊗ y 7−→ ν(xi)⊗ y

On obtient une application linéaire
⊕
i∈I

(Ui × V ) −→

(⊕
i∈I

Ui

)
⊗k V

(Xi) 7−→
∑
i

fi(xi)

On véri�e sans di�culté que les deux applications linéaires construites sont des isomor-
phismes inverses. �

On peut utiliser ce résultat pour déterminer une base d'un produit tensoriel. En fait
on fera cela dans le prochain paragraphe, en utilisant des produits tensoriels d'applica-
tions linéaires.

3.2 Produit tensoriel d'applications linéaires

Proposition 3.2.1 Soient f : U −→ U ′ et g : V −→ V ′ des applications linéaires.
Alors il existe une unique application k-linéaire, notée f ⊗ g : U ⊗k V −→ U ′ ⊗k V ′,
telle que

∀(x, y) ∈ U × V, f ⊗ g(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y)

Preuve. L'application
U × V −→ U ′ ⊗k V ′

(x, y) 7−→ f(x)⊗ g(y)

est bilinéaire, donc on peut appliquer la propriété universelle du produit tensoriel (le
théorème 3.1.2) pour obtenir l'application linéaire désirée. �

On véri�e sans di�culté que si (f, g) et (f ′, g′) sont des couples d'applications li-
néaires composables, alors

(f ◦ g)⊗ (f ′ ◦ g′) = (f ⊗ f ′) ◦ (g ⊗ g′)
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Ainsi le produit tensoriel dé�nit un foncteur

−⊗k − : Vect× Vect −→ Vect

La notation f ⊗ g suggère que l'on a considéré l'élément

f ⊗ g ∈ Homk(U,U ′)⊗k Homk(V, V ′),

c'est un abus de notation, qui sera pleinement justi�é un peu plus loin (théorème 3.2.6).
Voici une première application du produit tensoriel d'applications linéaires.

Théorème 3.2.2 Soient U, V des k-espaces vectoriels, et U ′ ⊂ U , V ′ ⊂ V des sous-
espaces. L'application linéaire

U ′ ⊗k V ′ −→ U ⊗k V
x′ ⊗ y′ 7−→ x′ ⊗ y′

est injective et permet donc d'identi�er U ′ ⊗k V ′ à un sous-espace de U ⊗k V

Preuve. Notons ν l'application linéaire de l'énoncé. Soient p : U −→ U ′, q : V −→ V ′

des application linéaires telles que p|U ′ = idU ′ et q|V ′ = idV ′ . Il est clair que (p⊗q)◦ν =
idU ′⊗V ′ , et donc ν est injective. �

On utilise maintenant les produits tensoriels d'applications linéaires pour trouver
des bases dans les produits tensoriels d'espaces vectoriels.

Théorème 3.2.3 Soient U et V des k-espaces vectoriels. Soit (xi)i∈I une base de U .
Alors tout élément de U ⊗k V s'écrit de manière unique sous la forme∑

i∈I
xi ⊗ yi, yi ∈ V

Preuve. La famille famille (xi)i∈I engendre linéairement U , donc les règles de cal-
cul dans le produit tensoriel assure que tout élément de U ⊗k V s'écrit sous la forme
annoncée. Supposons maintenant que∑

i∈I
xi ⊗ yi =

∑
i∈I

xi ⊗ zi

Soient (ψi)i∈I les formes linéaires sur U telles que ψi(xj) = δi,j , ∀i, j ∈ I. Pour i0 ∈ I,
on a

yi0 = ψi0 ⊗ idV

(∑
i∈I

xi ⊗ yi

)
= ψi0 ⊗ idV

(∑
i∈I

xi ⊗ zi

)
= zi0

ce qui donne le résultat. �
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Corollaire 3.2.4 Soient U et V des k-espaces vectoriels. Soit (xi)i∈I des éléments
linéairement indépendants de U . Alors pour des éléments (yi)i∈I de V , on a∑

i∈I
xi ⊗ yi = 0 =⇒ yi = 0, ∀i ∈ I

Preuve. Il su�t de compléter en une base de U et d'appliquer le résultat précédent. �

Théorème 3.2.5 Soient U et V des k-espaces vectoriels. Soient (xi)i∈I et (yj)j∈J des
bases respectives de U et V . Alors (xi⊗yj)(i,j)∈I×J est une base de U⊗kV . En particulier
si U et V sont de dimension �nie, il en est de même de U ⊗k V , et on a

dim(U ⊗k V ) = dim(U) dim(V )

Preuve. Le résultat se montre en utilisant la même technique que dans la preuve du
théorème précédent. �

On peut maintenant justi�er maintenant l'abus de notation pour les produits tes-
noriels d'applications linéaires.

Théorème 3.2.6 Soient U,U ′, V, V ′ des k-espaces vectoriels. On a une application li-
néaire injective

T : Homk(U, V )⊗k Homk(U ′, V ′) −→ Homk(U ⊗k U ′, V ⊗k V ′)
f ⊗ g 7−→ T (f, g) = f ⊗ g, x⊗ y 7→ f(x)⊗ g(y)

Si de plus U et U ′ sont de dimension �nie, alors T est un isomorphisme.

Preuve. L'application linéaire T est construite en utilisant une application bilinéaire
adéquate. Soit ∑n

i=1 fi ⊗ gi un élément du noyau de T , avec f1, . . . , fn linéairement
indépendants. Alors

∀(x, x′) ∈ U × U ′,
n∑
i=1

fi(x)⊗ gi(x′) = 0

⇒∀(x, x′) ∈ U × U ′,∀ψ ∈ V ∗,
n∑
i=1

ψ(gi(x′))fi(x) = 0

⇒ ∀x′ ∈ U ′,∀ψ ∈ V ∗,

n∑
i=1

ψ(gi(x′))fi = 0

et par l'indépendance linéaire des fi, on a

∀i, ∀ψ ∈ V ∗, ∀x′ ∈ U ′, ψ(gi(x′)) = 0 =⇒ ∀i, gi = 0.

Ainsi T est injective. Soit maintenant (ei)i∈I une base de U , et y ∈ V . On note φei,y

l'unique application linéaire U −→ V telle que φei,y(ek) = δiky. Si maintenant (fj)j∈J



CHAPITRE 3. PRODUIT TENSORIEL 24

est une base de V , les (φei,fj
)(i,j)∈I×J forment une partie linéairement indépendante de

Homk(U, V ) (et même une base si U est de dimension �nie).
Considérons aussi des bases (e′i)i∈I′ et (f ′j)j∈J ′ de U ′ et V ′. Alors on a

T (φei,fj
⊗ φe′

i′ ,f
′
j′
) = φei⊗fj ,e′i′⊗f

′
j′

et si U et U ′ sont de dimension �nie, alors T envoie une base du premier espace sur une
base du second : c'est un isomorphisme �

Corollaire 3.2.7 Si U et V sont des espaces de dimension �nie, alors on a un isomor-
phisme linéaire U∗ ⊗ V ∗ ∼= (U ⊗ V )∗.

On décrit maintenant le noyau d'un produit tensoriel d'applications linéaires.

Proposition 3.2.8 Soient f : U −→ U ′ et g : V −→ V ′ des applications linéaires.
Alors

Ker(f ⊗ g) = Ker(f)⊗ V + U ⊗Ker(g)

Preuve. L'inclusion ⊃ est claire. Soit (xi)i∈I une base de Ker(f) que l'on complète
pour obtenir une base (xi)i∈I ∪ (yj)j∈J de U . La restriction de f à W = Vect(yj , j ∈ J)
est injective. Soit X ∈ Ker(f ⊗ g) : X s'écrit de manière unique

X =
∑
i∈I

xi ⊗ zi +
∑
j∈J

yj ⊗ tj

et on a donc ∑j∈J f(yj) ⊗ g(tj) = 0, avec les f(yj) linéairement indépendants, donc
g(tj) = 0, ∀j, et on a bien X ∈ Ker(f)⊗ V + U ⊗Ker(g). �

On termine ce paragraphe par un résultat technique relatif à l'intersection des pro-
duits tensoriels, qui ne sera pas utilisé avant les chapitre 5 et 7.

Lemme 3.2.9 Soient V,W des espaces vectoriels et soient (X)i∈I ⊂ V et (Yj)j∈J ⊂W
des sous-espaces. Alors on a

(∩i∈IXi)⊗k (∩j∈JYj) =
⋂

i∈I,j∈J
(Xi ⊗k Yj)

(∩i∈IXi)⊗k W =
⋂
i∈I

(Xi ⊗k W )

(∩i∈IXi)⊗k (∩i∈IXi) =
⋂

i∈I,j∈I
(Xi ⊗k Xj) =

⋂
i∈I

(Xi ⊗k Xi)

Preuve. La remarque essentielle est que ∀ϕ ∈ V ∗, ∀ψ ∈W ∗, on a

ϕ⊗ id(
⋂

i∈I,j∈J
(Xi ⊗k Yj)) ⊂ ∩j∈JYj et (id⊗ ψ)(

⋂
i∈I,j∈J

(Xi ⊗k Yj)) ⊂ ∩i∈IXi
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L'inclusion ⊂ dans la première égalité est claire. Soit

t ∈
⋂

i∈I,j∈J
(Xi ⊗k Yj)

Fixons i0 ∈ I et j0 ∈ J et écrivons t =
∑

k vk ⊗ wk, avec ∀k, vk ∈ Xi0 et wk ∈ Yj0
et avec les wk linéairement indépendants. En utilisant des formes linéaires adéquates
("duales" des wk), on voit que ∀k, on a vk ∈ ∩i∈IXi, et donc t ∈ (∩i∈IXi) ⊗k Yj0 .
On peut donc écrire t =

∑
k v

′
k ⊗ w′k, avec ∀k, v′k ∈ ∩i∈IXi et w′k ∈ Yj0 , avec les v′k

linéairement indépendants. On voit alors que ∀k, w′k ∈ ∩j∈JYj , et on a bien le résultat.
La deuxième égalité et un cas particulier de la première, et la troisième se montre de
manière similaire. �

3.3 Produit tensoriel d'algèbres

On peut maintenant construire le produit tensoriel d'algèbres.

Proposition-Dé�nition 3.3.1 Soient A et B des k-algèbres. Il existe sur A⊗kB une
unique structure de k-algèbre telle que

∀a, a′ ∈ A, ∀b, b′ ∈ B, (a⊗ b).(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′

L'algèbre obtenue, toujours notée A⊗kB, est appelée le produit tensoriel des algèbres
A et B.

Preuve. Soient (a, b) ∈ A×B et considérons l'application bilinéaire
Ma,b : A×B −→ A⊗k B

(a′, b′) 7−→ aa′ ⊗ bb′

qui induit une application linéairema,b : A⊗kB −→ A⊗kB. Ceci induit une application
bilinéaire

A×B −→ Homk(A⊗k B,A⊗k B)
(a, b) 7−→ ma,b

qui induit à son tour une application linéaire m̃ : A⊗k B −→ Homk(A⊗k B,A⊗k B).
On obtient �nalement l'application bilinéaire

(A⊗k B)× (A⊗k B) −→ Homk(A⊗k B,A⊗k B)
(X,Y ) 7−→ mX(Y )

qui munit A ⊗k B du produit demandé. Le produit est associatif car ceux de A et B
le sont (il su�t, par bilinéarité, de le véri�er sur les tenseurs élémentaires) et l'élément
neutre est 1⊗ 1. �

Le produit tensoriel d'algèbres a la propriété universelle suivante. La preuve ne
présente aucune di�culté.
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Proposition 3.3.2 Soient A,B,C des k-algèbres et soient φ1 : A→ C et φ2 : B → C
des morphismes d'algèbres tels que ∀(a, b) ∈ A × B, φ1(a)φ2(b) = φ2(b)φ1(a). Alors il
existe un unique morphisme de k-algèbres φ : A⊗kB −→ C tel que φ(a⊗b) = φ1(a)φ2(b),
∀(a, b) ∈ A×B.

On peut également considérer les produits tensoriels de morphismes d'algèbres.

Proposition 3.3.3 Soient A,A′, B,B′ des k-algèbres et soient φ : A→ A′ et ψ : B →
B′ des morphismes d'algèbres. Alors l'application linéaire φ⊗ ψ : A⊗k B −→ A′ ⊗k B′

est un morphisme d'algèbres.

La preuve est immédiate. Le résultat suivant assure la compatibilité du produit
tensoriel d'algèbres avec le produit cartésien d'ensembles, un des objectifs de départ du
chapitre.

Proposition 3.3.4 Soient X et Y des ensembles. Alors on a un morphisme d'algèbres
injectif

kX ⊗k kY −→ kX×Y

f ⊗ g 7−→ ((x, y) 7→ f(x)g(y))

qui induit, lorsque X et Y sont �nis, un isomorphisme k(X) ⊗k k(Y ) ∼= k(X×Y ).

Preuve. On constuit le morphisme d'algèbres en utilisant la proposition 3.3.3. Il envoie,
lorsque X et Y sont �nis, la base (ex ⊗ ey)(x∈X,y∈Y ) du premier espace vers la base
(e(x,y)(x,y)∈X×Y , et est donc un isomorphisme dans le cas �ni. Revenons au cas général :
soit∑n

i=1 fi⊗gi un élément du noyau, avec f1, . . . , fn linéairement indépendantes. Alors

∀(x, y) ∈ X × Y,
n∑
i=1

fi(x)gi(y) = 0 ⇒ ∀y ∈ Y,
n∑
i=1

gi(y)fi ⇒ ∀i, gi = 0

ce qui assure l'injectivité de notre morphisme. �

3.4 Vers la notion d'algèbre de Hopf

Un groupe est ensemble muni d'une structure additionelle : une loi. Les ensembles
�nis correspondent, par une anti-équivalence de catégorie, aux algèbres diagonales. Les
axiomes de groupes doivent donc pouvoir se traduire dans la catégorie des algèbres, ce
qui mène à la notion d'algèbre de Hopf.

Soit G un groupe �ni. La multiplication m : G × G −→ G induit un morphisme
d'algèbre

∆ : k(G)
m∗ // k(G×G)

∼ // k(G) ⊗k k(G)

L'associativité de la multiplication se traduit par

(∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆
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L'axiome d'élement unité se traduit par une application 1 −→ G, 1 7→ 1, qui à son tour
induit un morphisme d'algèbres

ε : k(G) −→ k

f 7−→ f(1)

véri�ant
(ε⊗ id) ◦∆ = id = (id⊗ ε) ◦∆

En�n, l'axiome d'inversibilité des éléments peut être traduit par l'existence d'une cer-
taine application G −→ G induisant une application linéaire S : k(G) −→ k(G) telle
que

m ◦ (S ⊗ id) ◦∆ = u ◦ ε = m ◦ (id⊗ S) ◦∆

(où u : k −→ k(G), λ 7−→ λ1).
On a ainsi écrit tous les axiomes des algèbres de Hopf, qui seront étudiées de façon

systématique au chapitre 5. Avant cela, on va introduire, dans un dernier chapitre pré-
liminaire, une nouvelle manière de construire des algèbres, très intéressante dans notre
contexte.

Commentaires

On peut dé�nir plus généralement, de manière analogue, le produit tensoriel de
modules. Certains résultats ne sont alors plus vrais, notamment le théorème 3.2.2. Pour
plus d'informations, on peut consulter par exemple [15] ou [6].



Chapitre 4

Algèbres dé�nies par générateurs et

relations

4.1 L'algèbre d'un monoïde

Si X est un ensemble, on note k(X) le k-espace vectoriel des fonctions à support �ni
de X dans k. Il admet pour base la famille (ex)x∈X , où ex est la fonction caractéristique
de x ∈ X. Lorsque X est un monoïde, on peut dé�nir un produit sur k(X) : le produit
de convolution (di�érent en général, lorsque X est �ni, du produit usuel des fonctions).
On obtient ainsi des algèbres extrèmement intéressantes.

Soit doncM un monoïde, c'est à dire queM est muni d'une loi associative possédant
un élément unité.

Proposition-Dé�nition 4.1.1 Munissons k(M) d'une loi

k(M) × k(M) −→ k(M)

(f, g) 7−→ f ∗ g, f ∗ g(x) =
∑
yz=x

f(y)g(z)

appelée le produit de convolution. Pour x, y ∈M , on a ex ∗ ey = exy.
Le produit de convolution munit k(M) d'une structure de k-algèbre, et on note k[M ]

le k-algèbre obtenue, appelée la k-algèbre du monoïde M .

Preuve. C'est un simple exercice (le neutre est e1 et l'associativité provient de celle du
monoïde M). �

Notons iM : M −→ k[M ] l'application (injective) qui envoie x sur ex. L'algèbre du
monoïde M a la propriété universelle suivante.

Théorème 4.1.2 Soient M un monoïde, B une k-algèbre et f : M −→ B une applica-
tion multiplicative (f(xy) = f(x)f(y) et f(1) = 1). Alors il existe un unique morphisme

28
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de k-algèbres f : k[M ] −→ B tel que f ◦ iM = f .

M
iM //

f

��@
@@

@@
@@

@ k[M ]

f}}z
z

z
z

B

Preuve. L'application f est dé�nie par f(
∑

x λxex) =
∑

x λxf(x), et on véri�e sans
peine qu'elle a toute les propriétés désirées. �

Si M et M ′ sont des monoïdes, un morphisme de monoïdes f : M −→M ′ induit un
unique morphismes d'algèbres f : k[M ] −→ k[M ′] tel f(ex) = ef(x), ∀x ∈M . On véri�e
sans di�culté que cela induit un foncteur

k[−] : Mon −→ Algk

Exemple 1 : l'algèbre des polynômes k[x1, . . . , xn].
Soit n ∈ N∗. Considérons le monoïde additif Nn. Pour i ∈ {1, . . . , n}, notons xi =

e(0,...,1,...,0), où le 1 est situé à la i-ème place. Par dé�nition du produit dans k[Nn], on
a, pour (i1, . . . , in) ∈ Nn,

e(i1,...,in) = xi11 · · ·x
in
n

Les xi11 · · ·xinn , (i1, . . . , in) ∈ Nn forment donc une base de k[Nn], et on écrit alors

k[Nn] = k[x1, . . . , xn]

L'algèbre k[x1, . . . , xn] est l'algèbre des polynôme à n variables. Sa propriété uni-
verselle est la suivante.

Théorème 4.1.3 Soient B une k-algèbre et b1, . . . , bn ∈ B des éléments commutant
deux à deux. Il existe une unique morphisme de k-algèbres

f : k[x1, . . . , xn] −→ B

tel que f(xi) = bi, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Preuve. On considère d'abord l'application Nn −→ B, (i1, . . . , in) 7−→ bi11 · · · binn , qui
est multiplicative car les bi commutent deux à deux. On applique ensuite la propriété
universelle de l'algèbre du monoïde Nn. �

Exemple 2 : l'algèbre libre k{x1, . . . , xn}
Soit S = {s1, . . . , sn} un ensemble à n éléments. On considère M(S), le monoïde

libre engendré par S. Les éléments sont les suites �nies (mots) d'éléments de S notées
si1 · · · sik . La loi sur M(S) est la juxtaposition des suites (concaténation des mots), et
le neutre est le mot vide, noté 1. On note si · · · si︸ ︷︷ ︸

α fois

= sαi .
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Notons xi = esi ∈ k[M(S)]. Tout élément de k[M(S)] s'écrit de manière unique
comme combinaison linéaire d'éléments de la forme

xα1
i1
· · ·xαk

ik
, k ∈ N, ij 6= ij+1, αk ∈ N∗

De tels éléments sont appelés monômes. L'algèbre k[M(S)] est notée k{x1, . . . , xn},
est appelée la k-algèbre libre engendrée par n variables , où encore l'algèbre des
polynômes non commutatifs en n variables. Sa propriété universelle est la suivante.
Théorème 4.1.4 Soient B une k-algèbre et b1, . . . , bn ∈ B. Il existe une unique mor-
phisme de k-algèbres

f : k{x1, . . . , xn} −→ B

tel que f(xi) = bi, ∀i ∈ {1, . . . n}.

Preuve. En reprenant les notations précédentes, il existe une unique application multi-
plicative f0 : M(S) −→ B telle que f0(si1 · · · sik) = bi1 · · · bik , et on applique la propriété
universelle de k[M(S)] pour avoir le morphisme d'algèbres voulu. �

4.2 Présentations par générateurs et relations

À partir des algèbres libres, on peut construire des algèbres par générateurs et re-
lations. Soient (Pi)i∈I des éléments de k{x1, . . . xn}. La k-algèbre présentée par les
générateurs x1, . . . , xn et soumise aux relations Pi = 0, ∀i ∈ I, est le quotient de
k{x1, . . . xn} par l'idéal (bilatère) engendré par les Pi, i ∈ I. On la note

k〈x1, . . . , xn | Pi = 0, ∀i ∈ I〉

ou encore
k{x1, . . . xn}/(Pi, i ∈ I)

Sa propriété universelle est la suivante.
Théorème 4.2.1 Soient B une k-algèbre et b1, . . . , bn ∈ B. Soient (Pi)i∈I des éléments
de k{x1, . . . , xn}, avec Pi(b1, . . . , bn) = 0, ∀i ∈ I. Il existe une unique morphisme de
k-algèbres

f : k〈x1, . . . , xn | Pi = 0, ∀i ∈ I〉 −→ B

tel que f(xi) = bi, ∀i ∈ {1, . . . n}.

Preuve. Soit f0 : k{x1, . . . , xn} −→ B l'unique morphisme d'algèbres tel que f(xi) = bi,
∀i = 1, . . . , n. Alors par hypothèse f0(Pi) = 0, ∀i ∈ I, et f0 étant un morphisme
d'algèbres, il s'annule sur l'ideal engendré par les Pi, d'ou le résultat par passage au
quotient. �

Remarques sur les notations. Souvent dans l'écriture k〈x1, . . . , xn | Pi = 0, ∀i ∈ I〉,
on remplace l'expression Pi = 0 par une expression équivalente. par exemple

k〈x, y | xy − yx = 0〉 = k〈x, y | xy = yx, 〉
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Exemple 1. On a un isomorphisme de k-algèbres

k[x1, . . . , xn] ∼= k{x1, . . . , xn}/(xixj = xjxi,∀i, j)

que l'on construit en utilisant les propriétés universelles des deux algèbres considérées.

Exemple 2 : polynômes de Laurent. Considérons l'algèbre A = k〈x, y | yx =
1 = xy〉. Alors A est isomorphe à l'algèbre du groupe groupe monogène in�ni (qui est
isomorphe à Z). On la note k[x, x−1], c'est l'algèbre des polynômes de Laurent en une
variable (une k-base est (xn)n∈Z).

Exemple 3 : algèbres diagonales. Soit n ∈ N∗. On a un isomorphisme de k-algèbres :

k〈x1, . . . , xn |
n∑
i=1

xi = 1, xixj = δijxi,∀i, j〉 ∼= kn

L'isomorphisme est construit en utilisant la base canonique de kn.

Exemple 4 : algèbres de matrices, 1. Soit n ∈ N∗. On a un isomorphisme de
k-algèbres :

k〈xij , 1 ≤ i, j ≤ n | xijxkl = δjkxil, ∀i, j, k, l,
n∑
i=1

xii = 1〉 ∼= Mn(k)

En e�et : Les relations imposées assurent que tout élément de notre algèbre (appelons-la
A) est combinaison linéaire des xij , et ainsi A est de dimension �nie, avec dim(A) ≤ n2.
Considérons maintenant, pour 1 ≤ i, j ≤ n, dans la matrice élémentaire Eij ∈ Mn(k)
(qui vaut 0 partout sauf sur la i-ème ligne et la j-ème colonne, où elle vaut 1). Les
matrices élémentaires satis�sfont aux relations

EijEkl = δjkEil, ∀i, j, k, l,
n∑
i=1

Eii = 1

et donc il existe un unique morphisme d'algèbres φ : A −→Mn(k) tel que φ(xij) = Eij ,
∀i, j. Le morphisme φ est bien sûr surjectif, donc dim(A) ≥ n2, et �nalement dim(A) =
n2 et φ est un isomorphisme.

Exemple 5 : algèbres de matrices, 2. Soit n ∈ N∗. On suppose que k contient une
racine primitive n-ième de de l'unité ω. Alors

k〈x, y | xn = 1 = yn, yx = ωxy〉 ∼= Mn(k)

En e�et : Les relations imposées assurent que tout élément de notre algèbre (appelons-la
A) est combinaison linéaire des xiyj , 0 ≤ i, j ≤ n− 1, et ainsi A est de dimension �nie,
avec dim(A) ≤ n2. Soit V un k-espace vectoriel de dimension n, de base (ei)i∈Z/nZ.
On dé�nit alors deux endomorphismes linéaires f, g : V −→ V par f(ei) = ωiei et
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g(ei) = ei+1, ∀i ∈ Z/nZ. Les endomorphismes f, g de Endk(V ) satisfont aux relations
qui dé�nissent A, et on montre alors le résultat d'une manière analogue à l'exemple
précédent.

Exemple 6 : l'algèbre des quaternions. On considère la R-algèbre

H = R〈x, y | x2 = −1 = y2, yx = −xy〉

Alors H est une R-algèbre de dimension 4 et est un corps non commutatif, appelé le
corps des quaternions.
En e�et : Les relations imposées dans H assurent que tout élément est combinaison
linéaire des 1, x, y, xy, et ainsi H est de dimension �nie, avec dim(H) ≤ 4. Considérons
les éléments

A =
(
i 0
0 −i

)
et B =

(
0 1
−1 0

)
de la R-algèbre M2(C). Alors A2 = −I = B2 et AB = −BA, donc il existe un unique
morphisme de R-algèbres H −→ M2(C) qui envoie x sur A et y sur B. Les éléments
I, A,B,AB sont linéairement indépendants, et on en déduit bien que dim(H) = 4. La
non-commutativité de H est claire. En écrivant x = i, y = j et xy = k, un élément h
de H s'écrit h = a + ib + jc + kd (a, b, c, d ∈ R) et si h 6= 0, l'élément (a2 + b2 + c2 +
d2)−1(a− ib− ic− id) est inverse de h. �

Autres exemples-exercices. (a) Notons Cn le groupe multiplicatif d'ordre n. Alors

k〈x | xn = 1〉 ∼= k[Cn]

k〈x, y | xn = 1 = ym, yx = xy〉 ∼= k[Cn × Cm]

et si k contient une racine primitive n-ième de l'unité,

k〈x | xn = 1〉 ∼= kn

(b) Soit Dn le groupe diédral d'ordre 2n. Alors

k〈x, y | xn = 1 = y2, yx = xn−1y〉 ∼= k[Dn]

(c) L'algèbre k〈x | xn = 0〉 est de dimension n.
(d) L'algèbre

k〈x1, x2, y1, y2 | yixj = δij , x1y1 + x2y2 = 1〉

est de dimension in�nie.
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4.3 Le plan quantique et le q-calcul

Soit q ∈ k∗. On dé�nit une algèbre

kq[x, y] = k〈x, y | yx = qxy〉

que l'on appelle l'algèbre des fonctions polynomiales sur le plan quantique,
ou plan quantique plus simplement (quand q = 1, k1[x, y] = k[x, y] est l'algèbre des
polynômes sur le plan usuel k2).

Théorème 4.3.1 (a) Soient A une k-algèbre et a, b ∈ B tels que ba = qab. Il existe
une unique morphisme de k-algèbres

f : kq[x, y] −→ B

tel que f(x) = a et f(y) = b.
(b) La famille {xiyj , i, j ∈ N} est une base de kq[x, y].

Preuve. L'assertion (a) est une conséquence immédiate de la dé�nition de kq[x, y]. La
relation assure yx = qxy assure que tout élément de kq[x, y] est une combinaison linéaire
des xiyj , i, j ∈ N, et pour montrer (b), il reste à voir que ces éléments sont linéairement
indépendants. Pour montrer cela on construit une représentation concrète de kq[x, y].
Soit V l'espace vectoriel de base les e(i,j), (i, j) ∈ N× N. Soient σ et τ les éléments de
Endk(V ) dé�nis par

σ(e(i,j)) = e(i+1,j), τ(e(i,j)) = qie(i,j+1), ∀i, j

On a τ◦σ = qσ◦τ , et il existe donc un unique morphisme d'algèbres kq[x, y] −→ Endk(V )
qui envoie x sur σ et y sur τ . On véri�e alors sans di�culté que les σiτ j , (i, j) ∈ N×N,
sont des éléments linéairement indépendants de Endk(V ), et on a le résultat. �

On veut maintenant obtenir une généralisation de la forme du binôme pour des
variables qui q-commutent. Soit n ∈ N∗. On pose

(n)q = 1 + q + . . .+ qn−1 = (si q 6= 1)
qn − 1
q − 1

On convient que (0)q = 0. On dé�nit alors les q-factorielles

(n)!q = (1)q · · · (n)q =
(q − 1) · · · (qn − 1)

(q − 1)n

avec la convention habituelle (0)!q = 1 et les q-polynômes de Gauss (0 ≤ k ≤ n)(
n
k

)
q

=
(n)!q

(n− k)!q(k)!q
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Proposition 4.3.2 Soit k ∈ {0, . . . , n}

(a)
(
n
k

)
q

est un polyôme en q à coe�cients entiers.

(b) On a (
n
k

)
q

=
(

n
n− k

)
q

(c) On a les q-identités de Pascal (0 ≤ k ≤ n− 1) :(
n
k

)
q

=
(
n− 1
k − 1

)
q

+ qk
(
n− 1
k

)
q

Preuve. Les formules (b) et (c) sont des calculs immédiats. La formule (a) se montre
par récurrence à partir de (c). �

Proposition 4.3.3 (La q-formule du binôme) Soit A une k-algèbre et a, b ∈ A tels
que ba = qab. Pour n ∈ N∗, on a :

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
q

akbn−k

Preuve. Le formule se montre par récurrence sur n en utilisant les q-relations de Pascal.
�

Le corollaire suivant sera utile pour construire les algèbres de Taft.

Corollaire 4.3.4 Soit A une k-algèbre et a, b ∈ A tels que ba = qab. Si q 6= 1 est une
racine n-ième de l'unité, on a (a+ b)n = an + bn.

Preuve. Pour 1 ≤ k ≤ n− 1, on a(
n
k

)
q

= 0 car (n)q = 0

et donc la q-formule du binôme donne le résultat. �

Commentaires

On peut trouver de plus amples informations sur le q-calcul dans [14] ou [13].



Chapitre 5

Algèbres de Hopf

On introduit dans ce chapitre les objets mathématiques correspondant aux groupes
quantiques : les algèbres de Hopf. Dans la suite k est un corps commutatif. On note
simplement ⊗ = ⊗k.

5.1 Algèbres et cogèbres

Commençons par reformuler la notion d'algèbre. Le produit bilinéaire A × A −→
A induit une application linéaire et les axiomes d'associativité et d'élément unité se
traduisent aisément en termes de produit tensoriels d'applications linéaires. La dé�nition
précise est la suivante.

Dé�nition 5.1.1 Une k-algèbre A = (A,m, u) est un triplet où A est un k-espace
vectoriel et m : A⊗ A −→ A et u : k −→ A sont des applications k-linéaires telles que
les diagrammes suivant soient commutatifs :

Associativité :

A⊗A⊗A
m⊗idA //

idA⊗m
��

A⊗A

m

��
A⊗A

m // A

Unité :

A
idA⊗u //

idA PPPPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPPPP A⊗A

m

��

A
u⊗idAoo

idA
nnnnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnnn

A

Pour dé�nir les cogèbres, on renverse simplement le sens des morphismes dans la
dé�nition précédente.

35
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Dé�nition 5.1.2 Une k-cogèbre C = (C,∆, ε) est un triplet où C est un k-espace
vectoriel et ∆ : C −→ C ⊗ C et ε : C −→ k sont des applications k-linéaires telles que
les diagrammes suivant soient commutatifs :

Co-associativité :

C
∆ //

∆
��

C ⊗ C

∆⊗idC

��
C ⊗ C

idC⊗∆ // C ⊗ C ⊗ C

Co-unité :

k ⊗ C

QQQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQQQQ C ⊗ C
idC⊗εoo ε⊗idC // C ⊗ k

mmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmm

C

∆

OO

L'application ∆ est appelée la comultiplication (ou le coproduit) de C, et l'application
ε est appelée la co-unité de C.

Exemples (a) Le corps de base k est lui-même une cogèbre.
(b) Soit X un ensemble. Considérons k(X) l'espace vectoriel des fonctions à support �ni
sur X. Alors les formules

∆(ex) = ex ⊗ ex, ε(ex) = 1, ∀x ∈ X

dé�nissent sur structure de cogèbre sur k(X). On note k[X] cette k-cogèbre.
(c) k(N) est une cogèbre pour

∆(en) =
∑
i+j=n

ei ⊗ ej , ε(ei) = δ0i

(d) La cogèbre opposée. Soit C = (C,∆, ε) une cogèbre. Soit ∆op = τ ◦ ∆, où
τ = τC,C : C ⊗ C −→ C ⊗ C est l'isomorphisme dé�ni par τ(x ⊗ y) = y ⊗ x (voir
chapitre 3). Alors (C,∆op, ε) est une cogèbre, appelée la cogèbre opposée de C et notée
Ccop.

Dé�nition 5.1.3 On dit qu'un cogèbre C = (C,∆, ε) est cocommmutative lorsque
∆op = ∆.

Exemple. Les cogèbres précédentes k[X] et k(N) sont cocommutatives.
Pour dé�nir les morphismes de cogèbres, on dualise simplement la notion de mor-

phisme d'algèbres. Un morphisme d'algèbres f : (A,mA, uA) −→ (B,mB, uB) est une
application linéaire f : A −→ B telle que f ◦mA = mB ◦ (f ⊗ f) et f ◦ uA = uB. Cela
mène à la dé�nition suivante.
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Dé�nition 5.1.4 Un morphisme de k-cogèbres f : (C,∆, ε) −→ (C ′,∆′, ε) est une
application linéaire f : C −→ C ′ telle que

∆′ ◦ f = (f ⊗ f) ◦∆ et ε′ ◦ f = ε

c'est à dire que les diagrammes suivant sont commutatifs :

C
f //

∆
��

C ′

∆′

��
C ⊗ C

f⊗f // C ′ ⊗ C ′

C
f //

ε

��>
>>

>>
>>

> C ′

ε′��~~
~~

~~
~~

k

On véri�e sans di�culté que la composée de deux morphismes de cogèbres est encore
un morphisme de cogèbres, et on obtient ainsi la catégorie des k-cogèbres, notée
Cogk.
Proposition 5.1.5 Le dual d'une cogèbre C = (C,∆, ε) est une algèbre, avec unité
u = ε et produit dé�ni par la composée

C∗ ⊗ C∗ // (C ⊗ C)∗ ∆∗
// C∗

C'est-à-dire que pour φ, ψ ∈ C∗, le produit de φ et ψ est dé�ni par φ · ψ = (φ⊗ ψ) ◦∆.
Si f : C −→ D est un morphisme de cogèbres, alors f∗ : D∗ −→ C∗ est un morphisme
d'algèbres.

Preuve. La bilinéarité du produit est immédiate. Soient φ, ψ, χ ∈ C∗. On a
(φ · ψ) · χ =((φ · ψ)⊗ χ) ◦∆ = (((φ⊗ ψ) ◦∆)⊗ χ) ◦∆

=((φ⊗ ψ ⊗ χ) ◦ (∆⊗ idC)) ◦∆ = (φ⊗ ψ ⊗ χ) ◦ (∆⊗ idC) ◦∆
= (φ⊗ ψ ⊗ χ) ◦ (idC ⊗∆) ◦∆ = (φ⊗ ((ψ ⊗ χ) ◦∆)) ◦∆
= (φ⊗ (ψ · χ)) ◦∆ = φ · (ψ · χ)

ce qui donne l'associativité. On a aussi
φ · ε = (φ⊗ ε) ◦∆ = φ ◦ (idC ⊗ ε) ◦∆ = φ

et de même ε · φ = φ. Si f : C −→ D est un morphisme de cogèbres, on a
f∗(φ · ψ) = (φ · ψ) ◦ f = (φ⊗ ψ) ◦∆D ◦ f

= (φ⊗ ψ) ◦ (f ⊗ f) ◦∆C = ((φ ◦ f)⊗ (ψ ◦ f)) ◦∆C = f∗(φ) · f∗(ψ)

et f∗(εD) = εD ◦ f = εC : f∗ est un morphisme d'algèbres. �

Proposition 5.1.6 Le dual d'une algèbre de dimension �nie A = (A,m, u) est une
cogèbre, avec co-unité u ∈ A ⊂ (A∗)∗ et comultiplication dé�nie par la composée

∆ : A∗
m∗

// (A⊗A)∗ ' // A∗ ⊗A∗

Si φ ∈ A∗, alors ∆(φ) =
∑n

i=1 ψi⊗χi, où ψi, χi ∈ A∗ véri�ent φ(ab) =
∑n

i=1 ψi(a)χi(b),
∀a, b ∈ A. Si f : A −→ B est un morphisme d'algèbres, alors f∗ : B∗ −→ A∗ est un
morphisme de cogèbres.
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Preuve. La formule donnée découle directement de la dé�nition de ∆. Soit φ ∈ A∗,
avec ∆(φ) =

∑n
i=1 ψi ⊗ χi. Pour 1 ≤ i ≤ n, considérons des éléments αij , βij ∈ A∗,

1 ≤ j ≤ mi, γik, σik ∈ A∗, 1 ≤ k ≤ pi, où

∆(ψi) =
mi∑
j=1

αij ⊗ βij , ∆(χi) =
pi∑
k=1

γik ⊗ σik

On a alors

(∆⊗ idA∗) ◦∆(φ) =
n∑
i=1

mi∑
j=1

αij ⊗ βij ⊗χi et (idA∗ ⊗∆) ◦∆(φ) =
n∑
i=1

pi∑
k=1

ψi⊗ γik ⊗ σik

Pour comparer ces deux éléments de A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗, il su�t de les voir, via l'inclusion
A∗⊗A∗⊗A∗ ⊂ (A⊗A⊗A)∗, comme des formes linéaires sur A⊗A⊗A. Pour a, b, c ∈ A,
on a

n∑
i=1

mi∑
j=1

(αij ⊗ βij ⊗ χi)(a⊗ b⊗ c) =
n∑
i=1

mi∑
j=1

αij(a)β
i
j(b)χi(c) =

n∑
i=1

φi(ab)χi(c)

= φ((ab)c) = φ(a(bc)) =
n∑
i=1

ψi(a)χi(bc) =
n∑
i=1

pi∑
k=1

ψi(a)γik(b)σ
i
k(c)

=
n∑
i=1

pi∑
k=1

(ψi ⊗ γik ⊗ σik)(a⊗ b⊗ c)

ce qui assure la co-associativité de ∆. La co-unité est par dé�nition ε : A∗ −→ k,
φ 7−→ φ(1). En reprenant les notations précédentes, on a

(ε⊗ idA∗) ◦∆(φ) =
n∑
i=1

φi(1)χi = φ =
n∑
i=1

χi(1)φi = (idA∗ ⊗ ε) ◦∆(φ)

(car φ(a) = φ(a1) = φ(1a)) et l'axiome de co-unité est bien véri�é.
Soit f : A −→ B un morphisme d'algèbres et φ ∈ B∗ avec ∆B∗(φ) =

∑n
i=1 ψi ⊗ χi.

Pour a, a′ ∈ A, on a φ ◦ f(aa′) = φ(f(a)f(a′)) =
∑n

i=1 ψi(f(a))χi(f(a′)), et donc

∆A∗(f∗(φ)) =
n∑
i=1

(ψi ◦ f)⊗ (χi ◦ f) =
n∑
i=1

f∗(ψi)⊗ f∗(χi) = (f∗ ⊗ f∗) ◦∆B∗(φ)

En�n on a
εA∗(f∗(φ)) = φ(f(1A)) = φ(1B) = εB∗(φ)

et f∗ est donc un morphisme de cogèbres. �

Il est clair que les contructions des propositions 5.1.5 et 5.1.6 dé�nissent des fonc-
teurs, qui sont des anti-équivalences inverses en restriction aux algèbres et cogèbres de
dimension �nie.
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Exemple : la cogèbre matricielle. Considérons l'algèbre des matrices Mn(k). La
proposition fournit une structure de cogèbre sur Mn(k)∗. Notons Eij les matrices élé-
mentaires de Mn(k) et xij les éléments de la base duale. On véri�e alors que

∆(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj et ε(xij) = δij

La bigèbre Mn(k)∗ n'est pas cocommutative si n > 1.

Dé�nition 5.1.7 Soit C = (C,∆, ε) une cogèbre. Un co-idéal de C est un sous-espace
vectoriel I ⊂ C tel que

∆(I) ⊂ I ⊗ C + C ⊗ I et ε(C) = 0

Une sous-cogèbre de C est un sous-espace D ⊂ C tel que ∆(D) ⊂ D ⊗D. Il est clair
que (D,∆|D, ε|D) est une cogèbre.

Proposition 5.1.8 Soient C et C ′ des cogèbres, et f : C −→ C ′ un morphisme de
cogèbres.

(a) Im(f) est une sous-cogèbre de C ′ et Ker(f) est un co-idéal de C.
(b) Si I est un co-idéal de C, il existe sur C/I une unique structure de cogèbre telle

que la surjection canonique p : C −→ C/I soit un morphisme de cogèbres.
(c) f induit un isomorphisme de cogèbres C/Ker(f) ∼= Im(f).

Preuve. (a) On a

∆′(f(C)) = (f ⊗ f)(∆(C)) ⊂ (f ⊗ f)(C ⊗ C) = f(C)⊗ f(C)

ce qui montre que Im(f) est une sous-cogèbre de C ′. Pour x ∈ Ker(f), on a ε(x) =
ε′(f(x)) = 0 et

0 = ∆′(f(x)) = (f ⊗ f)(∆(x)) ⇒ ∆(x) ∈ Ker(f ⊗ f) = Ker(f)⊗ C + C ⊗Ker(f)

ce qui montre que Ker(f) est bien un co-idéal.
(b) L'application linéaire (p⊗ p) ◦∆ : C −→ C/I ⊗ C/I s'annule sur I, et donc induit
une unique application linéaire ∆ : C/I −→ C/I ⊗ C/I telle ∆ ◦ p = (p ⊗ p) ◦ ∆. De
même la co-unité induit une application linéaire ε : C/I −→ k telle que ε ◦ p = ε. On
véri�e sans di�culté que (C/I,∆, ε) est une cogèbre.
(c) L'application linéaire f induit un isomorphisme d'espaces vectoriels entre C/Ker(f)
et Im(f), dont on véri�e facilement qu'il est un morphisme de cogèbres. Il est ensuite
facile de véri�er que l'inverse d'un morphisme de cogèbres bijectif est lui-même un
morphisme de cogèbres. �

Proposition 5.1.9 Les intersections et les sommes de sous-cogèbres sont des sous-
cogèbres.
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Preuve. L'assertion sur les sommes est immédiate, alors que l'assertion sur les inter-
sections provient directement du lemme 3.2.9. �

Les notations de Sweedler. On introduit maintenant les notations de Sweedler, très
utiles pour faire des calculs dans les cogèbres. Soit C = (C,∆, ε) une cogèbre. Pour
x ∈ C, on notera

∆(x) =
∑

x(1) ⊗ x(2)

L'axiome de co-associativité se traduit par l'équation et la notation∑
∆(x(1))⊗ x(2) = x(1) ⊗∆(x(2)) = x(1) ⊗ x(2) ⊗ x(3)

et plus généralement
∆(n)(x) =

∑
x(1) ⊗ · · · ⊗ x(n)

où ∆(n) : C −→ C⊗n est le n-ième itéré de ∆. L'axiome de co-unité se traduit par∑
ε(x(1))x(2) = x =

∑
ε(x2))x(1)

En�n f : C −→ C ′ est un morphisme de cogèbres si et seulement si

∀x ∈ C,
∑

f(x)(1) ⊗ f(x)(2) = f(x(1))⊗ f(x(2)) , ε′(f(x)) = ε(x)

Proposition-Dé�nition 5.1.10 (Produit tensoriel de cogèbres) Soient C = (C,∆C , εC)
et D = (D,∆D, εD) des cogèbres. Alors les applications

∆ = (idC ⊗ τC,D ⊗ idD) ◦ (∆C ⊗∆D) : C ⊗D −→ C ⊗D ⊗ C ⊗D

ε = εC ⊗ εD : C ⊗D −→ k

munissent C⊗D d'une structure de cogèbre, appelée le produit tensoriel des cogèbres
C et D

Preuve. On véri�e directement les axiomes de cogèbre à partir des morphismes donnés,
ou on peut aussi utiliser les notations de Sweedler. �

5.2 Bigèbres

Une bigèbre est à la fois une algèbre et une cogèbre, avec une condition de compa-
tibilité naturelle.

Dé�nition 5.2.1 Une k-bigèbre est un quintuplet B = (B,m, u,∆, ε) où (B,m, u) est
une algèbre, (B,∆, ε) est une cogèbre, et où ∆ : B −→ B ⊗ B et ε : B −→ k sont des
morphismes d'algèbres.
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Avec les notations de Sweedler, les axiomes se traduisent par
∀x, y ∈ B, ∆(xy) =

∑
(xy)(1) ⊗ (xy)(2) =

∑
x(1)y(1) ⊗ x(2)y(2)

Exemple : la bigèbre d'un monoïde. Soit M un monoïde. Considérons k[M ], l'al-
gèbre (de convolution) de M . Alors k[M ] admet une unique structure de bigèbre telle
que ∀x ∈M ,

∆(ex) = ex ⊗ ex, ε(ex) = 1

On dit que k[M ] est la bigèbre du monoïde M . C'est une bigèbre cocommutative.

Le lemme suivant est très utile pour construire des structures de bigèbre sur une
algèbre dé�nie par générateurs et relations.
Lemme 5.2.2 Soit A = (A,m, u) une algèbre et soient ∆ : A −→ A ⊗ A et ε : A −→
k des morphismes d'algèbres. Soient (ai)i∈I une famille de générateurs de A (comme
algèbre). Si ∀i ∈ I, on a

(∆⊗ idA) ◦∆(ai) = (idA ⊗∆) ◦∆(ai) et (ε⊗ idA) ◦∆(ai) = ai = (idA ⊗ ε) ◦∆(ai),

alors (A,m, u,∆, ε) est une bigèbre.

Preuve. On doit montrer que ∀a ∈ A, on a
(∆⊗ idA) ◦∆(a) = (idA ⊗∆) ◦∆(a) et (ε⊗ idA) ◦∆(a) = a = (idA ⊗ ε) ◦∆(a)

Les applications (∆⊗ idA) ◦∆, (idA ⊗∆) ◦∆, (ε⊗ idA) ◦∆, et (idA ⊗ ε) ◦∆ sont des
morphismes d'algèbres, donc il su�t de véri�er ces identités pour des générateurs de
l'algèbre A. �

Exemple : bigèbre des polynômes. Soient
∆ : k[x1, . . . , xn] −→ k[x1, . . . , xn]⊗ k[x1, . . . , xn] et ε : k[x1, . . . , xn] −→ k

les uniques morphismes d'algèbres tels que
∆(xi) = 1⊗ xi + xi ⊗ 1 et ε(xi) = 0, ∀i

Ils munissent k[x1, . . . , xn] d'une structure de bigèbre (commutative et cocommutative).
Cet exemple s'adapte d'une manière évidente aux algèbres libres k{x1, . . . , xn}, et on
obtient une bigèbre cocommutative.
Exemple : bigèbre des matrices. Notons O(Mn(k)) l'algèbre de polynômes

O(Mn(k)) = k[xij ]1≤i,j≤n

Les morphismes d'algèbres
∆ : O(Mn(k)) −→ O(Mn(k))⊗O(Mn(k))

xij 7−→
n∑
k=1

xik ⊗ xkj
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et

ε : O(Mn(k)) −→ k

xij 7−→ δij

munissent O(Mn(K)) d'une structure de bigèbre commutative et non cocommutative
si n ≥ 2. L'exemple s'adapte de manière immédiate à l'algèbre libre k{xij}1≤i,j≤n, ce
qui donne une bigèbre ni commutative ni cocommutative.

Dé�nition 5.2.3 Soient B et B′ des bigèbres. Un morphisme de bigèbres B −→ B′

est une application linéaire qui est à la fois un morphisme d'algèbres et de cogèbres.

On obtient ainsi la catégorie des k-bigèbres, notée Bigk.

Dé�nition 5.2.4 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre. Un bi-idéal de C est un idéal
(bilatère) I ⊂ B qui est aussi un co-idéal.

Une sous-bigèbre de B est une sous-algèbre A ⊂ B qui est aussi une sous-cogèbre.

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition 5.1.8.

Proposition 5.2.5 Soient B et B′ des bigèbres, et f : B −→ B′ un morphisme de
bigèbres.

(a) Im(f) est une sous-bigèbre de B′ et Ker(f) est un bi-idéal de B.
(b) Si I est un bi-idéal de B, il existe sur B/I une unique structure de bigèbre telle

que la surjection canonique p : B −→ B/I soit un morphisme de bigèbres.
(c) f induit un isomorphisme de bigèbres B/Ker(f) ∼= Im(f).

Les constructions duales des propositions 5.1.5 et 5.1.6 induisent une dualité sur la
catégorie des bigèbres de dimension �nie.

Proposition 5.2.6 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre de dimension �nie. Alors les
structures respectives d'algèbre et de cogèbre sur B∗ données par les propositions 5.1.5
et 5.1.6 munissent B∗ d'une structure de bigèbre. Le foncteur contravariant B 7−→ B∗

dé�nit une dualité sur la catégorie des bigèbres de dimension �nie.

Preuve. Rappelons que dans B∗ on a, pour φ, ψ ∈ B∗,

φ · ψ = (φ⊗ ψ) ◦∆, φ · ψ(b) =
∑

φ(b(1))ψ(b(2))

et
∆B∗(φ) =

∑
φ(1) ⊗ φ(2), avec ∀a, b ∈ B, φ(ab) =

∑
φ(1)(a)φ(2)(b)

On a

φ · ψ(ab) =
∑

φ(a(1)b(1))ψ(a(2)b(2)) =
∑

φ(1)(a(1))φ(2)(b(1))ψ(1)(a(2))ψ(2)(b(2))

=
∑

φ(1)(a(1))ψ(1)(a(2))φ(2)(b(1))ψ(2)(b(2))
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et donc
∆B∗(φ · ψ) =

∑
φ(1) · ψ(1) ⊗ φ(2) · ψ(2) = ∆B∗(φ)∆B∗(ψ)

De plus ∆B∗(ε) = ε⊗ε car ε est un morphisme d'algèbres. Ainsi ∆B∗ est un morphisme
d'algèbres. On a aussi

εB∗(φ · ψ) = φ · ψ(1) = φ(1)ψ(1) = εB∗(φ)εB∗(ψ) et εB∗(ε) = ε(1) = 1

donc εB∗ est un morphisme d'algèbres, et B∗ est bien une bigèbre. On a bien le foncteur
contravariant annoncé. Il reste à voir que pour toute bigèbre de dimension �nie B,
l'isomorphisme canonique i : B −→ B∗∗ (qui est fonctoriel) est bien un isomorphisme
de bigèbres. Soient a, b ∈ B et φ, ψ ∈ B∗. On a

i(ab)(φ) =φ(ab) =
∑

φ(1)(a)φ(2)(b) =
∑

i(a)(φ(1))i(b)(φ(2))

=(i(a)⊗ i(b)) ◦∆B∗(φ) = i(a) · i(b)(φ),

i(1)(φ) = φ(1) = εB∗(φ) =⇒ i(1) = 1B∗∗ ,

∆B∗∗(i(a)) =
∑

i(a(1))⊗ i(a(2)) = (i⊗ i) ◦∆B(a) car i(a)(φ ·ψ) =
∑

φ(a(1))ψ(a(2)),

εB∗∗(i(a)) = i(a)1B∗ = i(a)(ε) = ε(a),

et donc on a notre résultat. �

Exemple : la bigèbre des fonctions sur un monoïde �ni. SoitM un monoïde �ni.
On munit k(M) d'une structure de bigèbre grâce aux morphismes d'algèbres (induits par
le produit de M et son unité)

∆ : k(M) −→ k(M) ⊗ k(M), ∆(ex) =
∑
yz=x

ey ⊗ ez

ε : k(M) −→ k, f 7−→ f(1)

On véri�e sans di�culté que l'on a un isomorphisme de bigèbres k(M) ∼= k[M ]∗, qui
envoie ex sur e∗x.

On termine le paragraphe par deux constructions classiques, dont les détails sont
laissés au lecteur.

Proposition-Dé�nition 5.2.7 Soient A et B des bigèbres. Alors A ⊗ B, muni des
structures de cogèbre et d'algèbre dé�nies précedemment, est une bigèbre, appelée le

produit tensoriel des bigèbres A et B.

Proposition 5.2.8 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre. Alors

Bop = (B,mop, u,∆, ε) et Bcop = (B,m, u,∆op, ε)

sont des bigèbres, ainsi que Bopcop = (B,mop, u,∆op, ε).
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5.3 Antipode et algèbres de Hopf

On a vu que l'algèbre d'un monoïde M admet une structure naturelle de bigèbre. Si
M est un groupe, l'existence d'un inverse pour chaque élément de M se traduit par une
application M −→M , qui induit une application linéaire k[M ] −→ k[M ]. Les axiomes
correspondant à l'axiome d'existence d'inverses se traduisent en termes de diagrammes
commutatifs, de la manière suivante.

Dé�nition 5.3.1 Une Algèbre de Hopf est un sextuplet H = (H,m, u,∆, ε, S) où
(H,m, u,∆, ε) est une bigèbre et S : H −→ H est une application linéaire, appelée
l'antipode de H, telle que

m ◦ (S ⊗ idH) ◦∆ = u ◦ ε = m ◦ (idH ⊗ S) ◦∆

c'est-à-dire que les diagrammes suivant sont commutatifs :

H
∆ //

ε

��

H ⊗H
S⊗idH

%%LLLLLLLLLL

H ⊗H

m
yyrrrrrrrrrrr

k
u // H

H
∆ //

ε

��

H ⊗H
idH⊗S

%%LLLLLLLLLL

H ⊗H

m
yyrrrrrrrrrrr

k
u // H

Avec les notations de Sweedler, les axiomes d'antipode se traduisent par

∀x ∈ H,
∑

S(x(1))x(2) = ε(x)1 =
∑

x(1)S(x(2))

Exemple : algèbres de Hopf associées à un groupe. Soit G un groupe. Alors la
bigèbre k[G] possède un antipode dé�ni par

S(ex) = ex−1 , ∀x ∈ G

et donc est une algèbre de Hopf. Si le groupe G est �ni, alors la bigèbre k(G) possède
un antipode dé�ni par

S(ex) = ex−1 , ∀x ∈ G

et est donc une algèbre de Hopf.

Pour montrer l'unicité de l'antipode, on utilise le résultat suivant, dont la preuve
est laissée en exercice.

Proposition-Dé�nition 5.3.2 Soient A = (A,m, u) une algèbre et C = (C,∆, ε) une
cogèbre. Pour f, g ∈ Homk(C,A), on pose

f ? g = m ◦ (f ⊗ g) ◦∆

et on dit que f ?g est le produit de convolution de f et g. Alors (Homk(C,A), ?, u◦ε)
est une k-algèbre.
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Corollaire 5.3.3 Soit B une bigèbre. Alors idB est inversible pour ? si et seulement si
B admet un antipode. En particulier l'antipode d'une algèbre de Hopf est unique.

Preuve. La première assertion est une conséquence directe des axiomes d'antipode, et
la deuxième est une conséquence de l'unicité de l'inverse éventuel d'un élément dans un
monoïde. �

Il faut maintenant dé�nir les morphismes de groupes. Le résultat suivant est la
généralisation du fait qu'un morphisme de groupes préserve les inverses.

Proposition-Dé�nition 5.3.4 Soient H et H ′ des algèbres de Hopf. Un morphisme

d'algèbres de Hopf f : H −→ H ′ est un morphisme entre les bigèbres sous-jacentes.
On a alors S′ ◦ f = f ◦ S.

Preuve.On va véri�er que f◦S et S′◦f sont tous deux inverses de f pour la convolution,
ce qui donnera le résultat. Pour x ∈ H, on a

(f ◦ S) ? f(x) =
∑

f(S(x(1)))f(x(2)) =
∑

f(S(x(1))x(2)) =
∑

f(ε(x)1) = ε(x)1

f ? (S′ ◦ f)(x) =
∑

f(x(1))S
′(f(x(2))) =

∑
f(x)(1)S

′(f(x)(2)) = ε′(f(x))1 = ε(x)1

Cela montre que f est bien inversible pour ?, d'inverse f ◦ S = S′ ◦ f . �

On obtient ainsi la catégorie des k-algèbres de Hopf, notée Hopfk. La catégorie
des k-algèbres de Hopf de dimension �nie est notée Hopfk,f . La dualité dans les algèbre de
Hopf sera présentée dans le paragraphe 5.5. Avant cela, on présente quelques propriétés
et exemples de base.

Tout d'abord on a les propriétés importantes suivantes de l'antipode.

Théorème 5.3.5 Soit H une algèbre de Hopf.
(a) S : H −→ Hop est un morphisme d'algèbres :

∀x, y ∈ H, S(xy) = S(y)S(x), S(1) = 1

(b) S : H −→ Hcop est un morphisme de cogèbres :

∀x ∈ H, ∆(S(x)) =
∑

S(x(2))⊗ S(x(1)), ε ◦ S = S

(c) Si H est commutative ou cocommutative, alors S2 = idH .

Preuve. (a) Soient x, y ∈ H. On a

S(xy) =
∑

ε(x(1)y(1))S(x(2)y(2)) =
∑

S(y(1))S(x(1))x(2)y(2)S(x(3)y(3))

=
∑

S(y(1))S(x(1))S((xy)(2))S((xy)(3)) =
∑

S(y(1))S(x(1))ε(x(2))ε(y(2)))

= S(y)S(x)
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On a aussi S(1)1 = ε(1)1 = 1S(1), donc S(1) = 1.
(b) Soit x ∈ H. On a∑

S(x(2))⊗ S(x(1)) =
∑

S(x(2)ε(x(3)))⊗ S(x(1))

=
∑

S(x(2))⊗ S(x(1)) ·
(
ε(x(3))1⊗ 1

)
=
∑

S(x(2))⊗ S(x(1)) ·
(
∆(x(3)S(x(4)))

)
=
∑

S(x(2))⊗ S(x(1)) ·
(
x(3) ⊗ x(4)

)
·∆(S(x(5)))

=
∑

ε(x(2))1⊗ S(x(1))x(3) ·∆(S(x(4)))

=
∑

1⊗ S(x(1))x(2) ·∆(S(x(3)))

= ∆(S(x))

(c) On montre dans les deux cas que S2 est inverse de S pour ?. Si H est commutative,
on a pour x ∈ H,

S ? S2(x) =
∑

S(x(1))S(S(x(2))) =
∑

S(S(x(2))x(1))

=
∑

S(x(1)S(x(2))) = S(ε(x)1) = ε(x)1

et si H est cocommutative, on a

S ? S2(x) =
∑

S(x(1))S(S(x(2))) =
∑

S(x(2))S(S(x(1)))

=
∑

S(S(x(1))x(2)) = S(ε(x)1) = ε(x)1

Ce qui donne le résultat. �

L'antipode étant l'analogue de l'inversion dans les groupes, il est naturel de se de-
mander si on a toujours S2 = id. On verra un peu plus loin que ce n'est pas toujours
vrai. Pire, il y des cas (un peu exotiques quand même) ou l'antipode n'est pas bijectif.

Corollaire 5.3.6 Soit H = (H,m, u,∆, ε, S) une algèbre de Hopf. Alors

Hopcop = (H,mop, u,∆op, ε, S)

est une algèbre de Hopf et S : H −→ Hopcop est un morphisme d'algèbres de Hopf. Si
de plus l'antipode est bijectif, alors

Hop = (H,mop, u,∆, ε, S−1) et Hcop = (H,m, u,∆op, ε, S−1)

sont des algèbres de Hopf, isomorphes via S.

La preuve est laissée en exercice.

Dé�nition 5.3.7 Soit H = (H,m, u,∆, ε, S) une algèbre de Hopf. Un idéal de Hopf

de H est un bi-idéal I ⊂ H tel que S(I) ⊂ I.
Une sous-algèbre de Hopf de H est une sous-bigèbre A ⊂ H telle que S(A) ⊂ A.
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Le résultat suivant est une conséquence de la proposition 5.1.8.

Proposition 5.3.8 Soient H et H ′ des bigèbres, et f : H −→ H ′ un morphisme d'al-
gèbres de Hopf.

(a) Im(f) est une sous-algèbre de Hopf de H ′ et Ker(f) est un idéal de Hopf de H.
(b) Si I ⊂ H est un idéal de Hopf, il existe sur H/I une unique structure d'algèbre

de Hopf telle que la surjection canonique p : H −→ H/I soit un morphisme d'algèbres
de Hopf.

(c) f induit un isomorphisme d'algèbres de Hopf H/Ker(f) ∼= Im(f).

Proposition-Dé�nition 5.3.9 Soient A et B des algèbres de Hopf. Alors la bigèbre
A⊗B possède un antipode, qui est SA ⊗ SB. L'algèbre de Hopf obtenue est le produit

tensoriel des algèbres de Hopf A et B.

La preuve est laissée en exercice. Le produit tensoriel permet de construire facilement
des exemples d'algèbres de Hopf qui ne sont ni commutatives ni cocommutatives. En
e�et si G est un groupe non abélien, alors l'algèbre de Hopf k[G] ⊗ k(G) est de ce
type. On obtient donc en particulier une algèbre de Hopf non commutative et non
cocommutative en dimension 36. Des exemples plus sophistiqués sont étudiés dans le
paragraphe suivant.

5.4 Quelques exemples

Le lemme suivant est très utile pour construire des algèbres de Hopf. Sa véri�cation
est un simple exercice laissé au lecteur.

Lemme 5.4.1 Soit A = (A,m, u) une algèbre et soient ∆ : A −→ A ⊗ A, ε : A −→ k
et S : A −→ Aop des morphismes d'algèbre. Soient (ai)i∈I une famille de générateurs
de A. Si ∀i ∈ I, on a

(∆⊗ idA) ◦∆(ai) = (idA ⊗∆) ◦∆(ai),

(ε⊗ idA) ◦∆(ai) = ai = (idA ⊗ ε) ◦∆(ai),

m ◦ (S ⊗ idA) ◦∆(ai) = ε(ai)1 = m ◦ (idA ⊗ S) ◦∆(ai),

alors A = (A,m, u,∆, ε, S) est une algèbre de Hopf.

Exemple. Les bigèbres de polynômes k[x1, . . . , xn] et k{x1, . . . , xn} construites dans le
paragraphe précédent sont des algèbres de Hopf, avec antipode S dé�ni par S(xi) = −xi,
∀i.

Exemple : les algèbres de Taft. Soit n ≥ 2. On suppose que k contient une racine
primitive n-ième de l'unité q. On pose

Tn(q) = k〈x, g | gn = 1, xn = 0, xg = qgx〉
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Alors Tn(q) est une k-algèbre de dimension n2 et admet une strucure d'algèbre de Hopf
avec comultiplication ∆, co-unité ε et antipode S dé�nis par

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ g

ε(g) = 1, ε(x) = 0

S(g) = g−1, S(x) = −xg−1

Les algèbres de Hopf Tn(q) sont les algèbres de Taft. Elles ne sont ni commutatives
ni cocommutatives, et l'antipode est bijectif d'ordre 2n.

En e�et : notons Tn = Tn(q). Il est clair que Tn est linéairement engendrée par les
gixj , 0 ≤ i, j ≤ n− 1, et donc est de dimension ≤ n2. Soit V l'espace vectoriel de base
les e(i,j), 0 ≤ i, j ≤ n− 1. On dé�nit deux endomorphismes σ et τ de V dé�nis par

σ(e(i,j)) = e(i+1,j), 0 ≤ i ≤ n− 2, 0 ≤ j ≤ n− 1

σ(e(n−1,j)) = e(0,j), 0 ≤ j ≤ n− 1

τ(e(i,j)) = qie(i,j+1), 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ n− 2

τ(e(i,n−1)) = 0, 0 ≤ i ≤ n− 1

On véri�e que σ et τ satisfont aux relations de dé�nition de Tn et on en déduit un
morphisme d'algèbres Tn −→ Endk(V ) qui permet de montrer l'indépendance linéaire
des gixj , 0 ≤ i, j ≤ n− 1, et donc dim(Tn) = n2.

On construit les morphismes d'algèbres ∆, ε et S en utilisant la dé�nition par
générateurs et relations de Tn : la seule identité non immédiate est (1⊗x+x⊗ g)n = 0,
qui provient du corollaire 4.3.4. On véri�e sans problème les identités du lemme 5.4.1,
et on conclut que l'on a bien l'algèbre de Hopf annoncée. L'assertion sur l'ordre de
l'antipode se veri�e sans di�culté. �

Quand n = 2, l'algèbre de Hopf T2 de dimension 4 est dûe à Sweedler. C'est le plus
petit exemple possible d'algèbre de Hopf non commutative et non commutative. Mais
la première algèbre de Hopf non commutative et non cocommutative non triviale a été
découverte par Kac et Palyutkin (1963).

Exemple : l'algèbre de Kac-Palyutkin et ses généralisations. On considère main-
tenant une famille d'algèbre de Hopf contenant l'exemple historique d'algèbre de Hopf
ni commutative ni cocommutative, dû à Kac et Palyutkin. Soit n ≥ 2. On considère les
algèbres suivantes

A(n) = k〈z, a, t | zn = 1 = a2 = t2, tz = zn−1t, az = za, at = ta〉

B(n) = k〈z, a, t | zn = a, a2 = 1 = t2, tz = z2n−1t, az = za, at = ta〉

Alors on a les résultats suivant :
• A(n) et B(n) sont des algèbres de dimension 4n, isomorphes respectivement aux
algèbres de groupes k[Dn]⊗k[Z2] et à k[D2n]. En particulier A(n) est non commutative
si n ≥ 3 et B(n) est non commutative pour n ≥ 2.
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• A(n) et B(n) possèdent toutes deux des structures d'algèbres de Hopf, dé�nies par
(mêmes formules pour les deux algèbres) :

∆(z) = z(
1 + a

2
)⊗ z + z(

1− a

2
)⊗ zn−1, ∆(t) = t(

1 + a

2
)⊗ t+ t(

1− a

2
)⊗ tz,

∆(a) = a⊗ a, ε(z) = 1 = ε(t) = ε(a)

S(z) = z(
1− a

2
) + zn−1(

1 + a

2
), S(t) = t(

1 + a

2
+ z

1− a

2
), S(a) = a

et sont non cocommutatives.
• On a S2 = id.

En e�et : ce sont des véri�cations directes, mais pénibles, et assez peu instructives.
L'algèbre de Hopf B(2) est l'algèbre de dimension 8 de Kac-Palyutkin. Ces exemples

seront ré-examinés un peu plus tard.

5.5 Dualité sur les algèbres de Hopf

On revient à l'objectif �xé au départ, à savoir l'extension de de la dualité de Pon-
tryagin à une catégorie plus large qui contient celle des groupes �nis.

Théorème 5.5.1 (Dualité pour les algèbres de Hopf de dimension �nie) Soit H
une algèbre de Hopf de dimension �nie. Alors S∗ : H∗ −→ H∗ est un antipode sur H∗,
qui est donc une algèbre de Hopf. On a un isomorphisme d'algèbres de Hopf H ∼= H∗∗,
et le foncteur ainsi dé�ni est une dualité sur la catégorie Hopfk,f .

Preuve. Soient φ ∈ H∗ et x ∈ H. On a∑
S∗(φ(1)) · φ(2)(x) =

∑
S∗(φ(1))(x(1))φ(2)(x(2)) =

∑
φ(1)(S(x(1)))φ(2)(x(2))

=
∑

φ(S(x(1))x(2)) = ε(x)φ(1) =⇒
∑

S∗(φ(1)) · φ(2) = φ(1)ε

et de même ∑
φ(1) · S∗(φ(2)) = φ(1)ε

ce qui montre que S∗ est un un antipode pour H∗. La dernière assertion provient de
celle pour les bigèbres. �

Exemple. Soit G un groupe �ni. Les algèbres de Hopf k(G) et k[G]∗ sont isomorphes.
Le foncteur dualité sur la catégorie des algèbres de Hopf de dimension �nie nous

permet de généraliser la dualité de Pontryagin :
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Théorème 5.5.2 Notons D0 : Abf −→ Abf le foncteur dualité sur la catégorie des
groupe abéliens �nis, et D : HopfC,f −→ HopfC,f le foncteur dualité sur la catégorie des
algèbres de Hopf complexes de dimension �nie. Alors on a des diagrammes commutatif
de foncteurs

Abf
D0 //

C[−]
��

Abf

C[−]
��

HopfC,f
D // HopfC,f

Abf
D0 //

C(−)

��

Abf

C(−)

��
HopfC,f

D // HopfC,f

La preuve de la commutativité des diagrammes de foncteurs se résume essentiel-
lement, en vertu de l'isomorphisme C[G]∗ ∼= C(G), à montrer que si G est un groupe
abélien �ni, alors le morphisme (fonctoriel) d'algèbres de Hopf

C[Ĝ] −→ C(G), eχ 7→ χ,

est un isomorphisme. Pour cela il su�t de voir que les caractères sur un groupe sont
linéairement indépendants (car |G| = |Ĝ|) : c'est le lemme de Dedekind, dont on va
donner une généralisation.

Proposition-Dé�nition 5.5.3 Soit C une cogèbre. Un élément x ∈ C est dit group-
like si ∆(x) = x ⊗ x et ε(x) = 1. On note G(C) l'ensemble des group-like de C. Si
C = B est une bigèbre, alors G(B) est un monoïde pour la multiplication de B, et c'est
groupe si B est une algèbre de Hopf.

La véri�cation est immédiate. Le résultat suivant généralise le lemme de Dedekind.

Lemme 5.5.4 Soit C une cogèbre et soient x1, . . . , xn des éléments de G(C), deux à
deux distincts. Alors ils sont linéairement indépendants.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1, c'est immédiat.
Montrons le résultat pour n = 2. Si λ1x1 + λ2x2 = 0, alors en appliquant ε on obtient
λ2 = −λ1, donc λ1(x1 − x2) = 0 et on a le résultat. Supposons maintenant le résultat
montré au rang n− 1. Soient x1, . . . , xn des éléments de G(C), deux à deux distincts et
λ1, . . . , λn ∈ k tels que ∑n

i=1 λixi = 0. Alors on a ∑n
i=1 λixi ⊗ xi = 0. Par hypothèse

de récurrence, les éléments x1, . . . , xn−1 de C sont linéairement indépendants, et donc
il existe φ1, . . . , φn−1 ∈ C∗ tels que φi(xj) = δij . Pour i0 ∈ {1, . . . , n− 1}, on a

φi0 ⊗ idC(
n∑
i=1

λixi ⊗ xi) = 0 = λi0xi0 + λnφi0(xn)xn

Le cas n = 2 donne λi0 = 0 pour tout i0 ≤ n− 1, et �nalement λn = 0. �

Le lemme suivant est donc une conséquence du lemme précédent, et termine la
preuve du théorème 5.5.2.

Lemme 5.5.5 Soit G un groupe abélien �ni. Alors on a un isomorphisme d'algèbres de
Hopf (fonctoriel) C[Ĝ] ∼= C(G), eχ 7→ χ.
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Pour compléter le tableau, il reste à étudier les images des foncteurs

k[−] : Gpf −→ Hopfk,f , k(−) : Gpf −→ Hopfk,f

Proposition 5.5.6 Soit H une algèbre de Hopf. Alors Algk(H, k) = Homk−alg(H, k),
muni du produit de convolution, est un groupe.

La preuve est laissée en exercice (l'inverse de φ est φ ◦ S).
Exemple. La bigèbre O(Mn(k)) du paragraphe 5.2 n'est pas une algèbre de Hopf.

Si H = k(G) est l'algèbre des fonctions sur un groupe �ni, alors la bijection
G −→ Algk(k

(G), k)

du lemme 2.4.4 est un isomorphisme de groupes. Dès lors le lecteur véri�era aisément
les détails de la preuve du résultat suivant.
Théorème 5.5.7 (a) Le foncteur k(−) : Gpf −→ Hopfk,f induit une anti-équivalence
de catégories entre groupes �nis et algèbres de Hopf diagonales.

(b) foncteur k[−] : Gpf −→ Hopfk,f induit une équivalence de catégories entre
groupes �nis et algèbres de Hopf dont le dual est une algèbre diagonale.

En fait, avec des hypothèses adéquates sur k, on a un résultat bien plus fort, que
l'on ne démontrera pas.
Théorème 5.5.8 Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique zéro.

(a) Soit H une algèbre de Hopf commutative de dimension �nie. Alors il existe un
groupe G, unique à isomorphisme près, tel que H ∼= k(G). Le foncteur

k(−) : Gpf −→ Com-Hopfk,f

induit une anti-équivalence de catégorie entre groupes �nis et algèbres de Hopf commu-
tatives de dimension �nie.

(b) Soit H une algèbre de Hopf cocommutative de dimension �nie. Alors il existe un
groupe G, unique à isomorphisme près, tel que H ∼= k[G]. Le foncteur

k[−] : Gpf −→ CoCom-Hopfk,f

induit une anti-équivalence de catégorie entre groupes �nis et algèbres de Hopf cocom-
mutatives de dimension �nie.

Conclusion. Soit H un algèbre de Hopf de dimension �nie. On peut écrire
H = k(G) = k[Γ]

où G et Γ sont des groupes quantiques duaux
Γ = Ĝ, G = Γ̂

La catégorie des groupes quantiques �nis est dé�nie comme la catégorie op-
posée à celle des algèbres de Hopf. Elle est, par dualité, équivalente à la catégorie des
algèbres de Hopf.
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Commentaires

La notion d'algèbre de Hopf est née des travaux de Hopf en topologie algébrique dans
les années 40. Elles d'abord été utilisées comme des outils dans le cadre des groupes
algébriques et algèbres de Lie (voir [26]), avant le début de l'étude interne dans les
années 60.

La réference la plus populaire dans le domaine est [21], mais citons également le
récent [5], ou encore les classiques [23] et [1].

Il existe de nombreuses méthodes pour construire de nouvelles algèbres de Hopf
à partir d'anciennes : produit bicroisé et ses multiples variantes, twisting... Voir par
exemple [17, 13, 14].



Chapitre 6

Groupes algébriques et algèbres de

Hopf

On veut maintenant dé�nir maintenant les groupes quantiques in�nis. Une possibilité
est de voir une algèbre de Hopf H comme l'algèbre d'un groupe quantique discret Γ :
H = k[Γ]. On va plutot s'intéresser au point de vue dual, c'est-à-dire considérer les
algèbres de Hopf comme des algèbres de (bonnes) fonctions sur des groupes avec des
structures supplémentaires : les groupes algébriques. Dans tout le chapitre k est un
corps in�ni.

6.1 Ensembles algébriques a�nes

On introduit ici quelques rudiments de géométrie algébrique.
Les éléments de l'algèbre de polynômes P ∈ k[x1, . . . , xn] peuvent être vus comme

des fonctions P̃ sur kn, et cette application P 7−→ P̃ est injective car k est in�ni. Plus
généralement on a le lemme suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme 6.1.1 Soit P ∈ k[x1, . . . , xn], et notons P̃ la fonction polynôme associée sur
kn. S'il existe des parties in�nies S1, . . . , Sn de k telles

P̃|S1×···×Sn
= 0

alors P = 0

Plus généralement on peut dé�nir les fonctions polynômes sur un espace vectoriel
de dimension �nie, sans se soucier du choix d'une base.

Proposition-Dé�nition 6.1.2 Soit V un espace vectoriel de dimension �nie n. Soit
e = (e1, . . . , en) une base de V , de base duale e∗1, . . . , e

∗
n. Le morphisme d'algèbres

Ψe : k[x1, . . . , xn] −→ kV

xi 7−→ e∗i

53
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est injectif. De plus l'image de Ψe et ne dépend pas du choix de la base e. On note
O(V ) = Im(Ψe) la sous-algèbre de kV obtenue, et on dit que O(V ) est l'algèbre des

fonctions polynômes sur V .

La preuve est un simple exercice d'algèbre linéaire. Le choix d'une base identi�e
O(V ) et k[x1, . . . , xn], et quand V = kn, on identi�e O(kn) et k[x1, . . . , xn] via le
morphisme précédent.

Dé�nition 6.1.3 Soit V un espace vectoriel de dimension �nie.
(a) Soit S ⊂ O(V ). On note

V (S) = {v ∈ V | f(v) = 0, ∀f ∈ S}

l'ensemble des zéros communs des éléments de S.
(b) Soit X ⊂ V . On note

J (X) = {f ∈ O(V ) | f(x) = 0, ∀x ∈ X}

l'ensemble des fonctions polynômes sur V qui s'anulent sur X.

Dé�nition 6.1.4 Un ensemble algébrique a�ne est une partie X ⊂ V d'un espace
vectoriel de dimension �nie V qui est l'ensemble des zéros d'une famille de polynômes :
X = V (S) pour une partie S ⊂ O(V ).

Si X ⊂ V est un ensemble algébrique a�ne, on dira souvent simplement : soit X un
ensemble algébrique a�ne, l'espace V étant sous-entendu. En général cela ne causera
pas de confusion.
Exemples. (a) kn et V sont des ensembles algébriques a�nes.
(b) X = {(a, b) ∈ k2 | b = a2} est un ensemble algébrique a�ne.
(c) SL2(k) = {

(
α β
γ δ

)
∈M2(k), αδ − βγ = 1} est un ensemble algébrique a�ne.

(d) Les ensembles �nis X ⊂ kn sont des ensembles algébriques a�nes.
(e)X = {(a, b) ∈ k2 | ab = 1} est un ensemble algébrique a�ne. L'application k∗ −→ X,
λ 7−→ (λ, λ−1), permet d'identi�er k∗ et X, et ainsi on voit k∗ comme un ensemble
algébrique a�ne.
(f) Soit X = {(u, λ) ∈ Endk(V )×k, det(u)λ = 1} : c'est un ensemble algébrique a�ne.
L'application GL(V ) −→ X, u 7−→ (u,det(u)−1) identi�e GL(V ) et X, et ainsi on voit
GL(V ) comme un ensemble algébrique a�ne.

Les propriétés élémentaires suivantes sont laissées en exercice.

Lemme 6.1.5 (a) Soient S ⊂ T ⊂ O(V ). On a V (T ) ⊂ V (S).
(b) Soient X ⊂ Y ⊂ V . Alors on a J (Y ) ⊂ J (X).
(c) Soit S ⊂ O(V ). On a V (S) = V (〈S〉), où 〈S〉 est l'idéal de O(V ) engendré par S.
(d) Soit X ⊂ V . Alors J (X) est un idéal de O(V ).
(e) Soit X ⊂ V . Alors X est un ensemble algébrique a�ne si et seulement si X =
V (J (X)).
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Proposition-Dé�nition 6.1.6 Soit X ⊂ V un ensemble algébrique a�ne. La restric-
tion des fonctions polynomiales

O(V ) −→ kX

f 7−→ f|X

est un morphisme d'algèbres dont l'image est notée O(X). Les éléments de O(X) sont
appelés les fonctions polynomiales sur X, et on a un isomorphisme d'algèbres
O(V )/J (X) ∼= O(X).

La dernière propriété découle directement de la dé�nition de J (X). Là encore la
notation O(X) est un peu abusive, puisque la construction de O(X) dépend de l'inclu-
sion X ⊂ V . Pour trouver une présentation par générateurs et relations de O(X), il
faut souvent un peu de travail et les divisions euclidiennes peuvent être bien utiles.
Exemple. On a un isomorphisme d'algèbres

k[a, b, c, d]/(ad− bc− 1) ∼= O(SL2(k))

En e�et : On utilise l'identi�cation k[a, b, c, d] ∼= O(M2(k)) où a, b, c, d sont vus comme
les fonctions coordonnées sur M2(k). On a SL2(k) = V (ad− bc− 1), et donc

ad− bc− 1 ∈ J (V (ad− bc− 1)) ⇒ (ad− bc− 1) ⊂ J (V (ad− bc− 1))

Il s'agit de montrer que réciproquement, si P ∈ J (V (ad−bc−1)), alors P ∈ (ad−bc−1).
Soit donc P ∈ k[a, b, c, d] qui s'annule sur SL2(k). On plonge k[a, b, c, d] dans l'anneau
k[a, a−1, b, c, d], et on e�ectue, dans l'anneau k[a, a−1, b, c][d], la divison euclidienne de
P par ad − bc − 1 (le coe�cient dominant de P est inversible dans k[a, a−1, b, c]). On
obtient

P = (ad− bc− 1)q + r, q ∈ k[a, a−1, b, c, d], r ∈ k[a, a−1, b, c]

Il existe i ∈ N tel que r′ = air ∈ k[a, b, c], et on a aiP = ai(ad − bc − 1)q + r′.
Alors ∀α, β, γ, δ ∈ k tels que αδ − βγ = 1, on r′(α, β, γ) = 0. Donc r′ s'annule sur
k∗ × k × k, et par le lemme 6.1.1 on a r′ = 0 et r = 0. Ainsi P ∈ (ad − bc − 1), et
J (V (ad− bc− 1)) = (ad− bc− 1) �

Dé�nition 6.1.7 Soient X ⊂ V et Y ⊂ W des ensembles algébriques a�nes. Un
morphisme d'ensembles algébriques a�nes f : X −→ Y est une application ϕ
de X dans Y telle que ∀g ∈ O(Y ), on a g ◦ f ∈ O(X). On dit aussi qu'un morphisme
d'ensemble algébriques a�nes est une application polynomiale.

On obtient ainsi la catégorie des ensembles algébriques a�nes, notée EA�k.
De façon plus concrète, si X ⊂ kn et Y ⊂ km sont des ensembles algébriques a�nes,

un morphisme X −→ Y est une application de la forme

kn ⊃ X −→ Y ⊂ km

(a1, . . . , an) 7−→ (P1(a1, . . . , an), . . . , Pm(a1, . . . , an))
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où P1, . . . , Pm ∈ k[x1, . . . , xn]. Un morphisme écrit sous cette forme est noté (P1, . . . , Pm).
Cela justi�e la terminologie �application polynomiale� pour un morphisme d'ensembles
algébriques a�nes.

Par construction, un morphisme d'ensembles algébriques a�nes f : X −→ Y induit
un morphisme d'algèbres f∗ : O(Y ) −→ O(X), f 7−→ f ◦ϕ. On obtient ainsi un foncteur
contravariant O(−) : EA�k −→ Algk.

Avant d'étudier ce foncteur, notons qu'on peut toujours reconstruire un ensemble
algébrique a�ne X à partir de O(X).

Proposition 6.1.8 Soit X ⊂ V un ensemble algébrique a�ne. Alors on a une bijection

i : X −→ Homk−alg(O(X), k)
x 7−→ ix, ix(f) = f(x)

Preuve. Notons d'abord que les fonctions polynomiales séparent les points d'un en-
semble algébrique a�ne (il su�t d'utiliser les fonctions coordonnées), ce qui assure que
l'application i est injective. Si X = V , il est clair que i est surjectif, car O(V ) est
isomorphe à l'algèbre de polynômes k[x1, . . . , xn].

En général, soit π : O(V ) −→ O(X) la surjection canonique de noyau J (X). Soit
φ ∈ Homk−alg(O(X), k). Alors φ ◦ π ∈ Homk−alg(O(V ), k) et il existe donc a ∈ V tel
que φ◦π = ia : ∀P ∈ O(V ), on a φ◦π(P ) = P (a). Alors comme φ◦π s'annule sur J (X),
on a a ∈ V (J (X)) = X. Si f ∈ O(X), il existe P ∈ O(V ) tel que f = π(P ) = P|X ,
d'où φ(f) = φ(π(P )) = P (a) = f(a), et φ = ia pour a ∈ X. �

Proposition 6.1.9 Le foncteur contravariant O(−) : EA�k −→ Algk est pleinement
�dèle.

Preuve. SoientX ⊂ V et Y ⊂ V des ensembles algébriques a�nes, et soit ϕ : O(Y ) −→
O(X) un morphisme d'algèbres. On a un diagramme commutatif de morphismes d'al-
gèbres

O(Y )
ϕ // O(X)

O(W )

πY

OO

ϕ0 // O(V )

πX

OO

où πY et πX sont les surjections canoniques respectives (de noyaux respectifs J (Y )
et J (X)) et où ϕ0 est un morphisme d'algèbres choisi pour faire commuter le dia-
gramme. Ce morphisme ϕ0 existe car πX est surjectif et O(W ) est une algèbre de
polynômes. Choisissons des bases de V et W de telle sorte que l'on ait les identi�ca-
tions O(V ) = k[x1, . . . , xn] et O(W ) = k[y1, . . . , ym]. Soient P1, . . . , Pm ∈ k[x1, . . . , xn]
tels que ϕ0(yi) = Pi, 1 ≤ i ≤ m. Considérons l'application polynomiale

f : V −→W

(a1, . . . , an) 7−→ (P1(a1, . . . , an), . . . , Pm(a1, . . . , an))
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Véri�ons que f(X) ⊂ Y . Soit q ∈ J (Y ). Puisque ϕ0(J (Y )) ⊂ J (X), on a ϕ0(q) ∈
J (X). Par construction de f on a,

q ◦ f(a1, . . . , an) = ϕ0(q)(a1, . . . , an)

donc si (a1, . . . , an) ∈ X on a q ◦f(a1, . . . , an) = 0 et ainsi f(X) ⊂ V (J (Y )) = Y . Ainsi
f|X : X −→ Y est un morphisme d'ensembles algébriques a�nes, et par construction
ϕ = (f|X)∗, car pour q ∈ O(W ), on a

(f|X)∗(q|Y ) = q ◦ f|X = ϕ0(q)|X = ϕ(q|Y )

Le foncteur est donc plein. Pour la �délité, la véri�cation est facile, en écrivant les
morphismes sous forme polynomiale. �

On veut maintenant étudier l'image du foncteurO(−). L'outil essentiel est le résultat
suivant.

Théorème 6.1.10 (Théorème des zéros de Hilbert) Supposons le corps k algébri-
quement clos. Soit I ⊂ k[x1, . . . , xn] un idéal. Alors on a

J (V (I)) = Rad(I)

où Rad(I) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | ∃n ∈ N∗ tq fn ∈ I}

Le théorème des zéros de Hilbert, souvent appelé nullstellensatz, est le résultat
fondamental de base en géométrie algébrique. On ne le démontre pas ici.

On peut maintenant caractériser les algèbres qui sont les algèbres de fonctions poly-
nomiales sur un ensemble algébrique a�ne. On dit qu'une algèbre est a�ne si elle est
de type �ni comme algèbre, et on dit qu'elle est réduite si son seul élément nilpotent
est 0.

Théorème 6.1.11 Supposons k algébriquement clos. Soit A est une k-algèbre com-
mutative a�ne réduite. Alors il existe un ensemble algébrique a�ne X, unique à iso-
morphisme près, tel que A ∼= O(X). Le foncteur contravariant O(−) induit donc une
anti-équivalence de catégories entre la catégories des ensembles algébriques a�nes et
celle des algèbres a�nes commutatives réduites.

Preuve. L'algèbre A est a�ne commutative donc il existe un isomorphisme d'algèbres

k[x1, . . . , xn]/I ∼= A

pour un certain idéal I. Comme A est réduite, on a Rad(I) = I, et donc par le théorème
des zéros, on a I = J (V (I)). Ainsi A ∼= O(X), pour l'ensemble algébrique a�ne X =
V (I). Le foncteur O(−) est donc essentiellement surjectif, il est pleinement �dèle par
une proposition précédente et on a donc notre anti-équivalence de catégories. L'unicité
provient du fait que l'on a une équivalence de catégories, ou encore de la proposition
6.1.8. �
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Remarque. Si A est une algèbre a�ne commutative, alors le choix de générateurs de
A permet toujours de munir XA = Homk−alg(A, k) d'une structure algébrique. En e�et
un tel choix donne un isomorphisme A ∼= k[x1, . . . , xn]/I et alors XA s'identi�e à V (I).
L'algèbre O(XA) est alors isomorphe à A/Nil(A), où Nil(A) est l'idéal des éléments
nilpotents de A.

Les espaces quantiques algébriques correspondent donc aux algèbres a�nes. L'hy-
pothèse "réduite" serait certainement trop restrictive, car elle exclurait les algèbres de
matrices.

Avant de passer aux groupes, on a besoin du produit d'ensembles algébriques a�nes.
Proposition 6.1.12 Soient X ⊂ V et Y ⊂W des ensembles algébriques a�nes. Alors
X × Y ⊂ V ×W est un ensemble algébrique a�ne, et on a un isomorphisme d'algèbres

O(X)⊗O(Y ) ∼=O(X × Y )
f ⊗ g 7−→((x, y) 7→ f(x)g(y))

Preuve. Si f ∈ O(V ), on note f ′ l'élément de O(V ×W ) dé�ni par f ′(v, w) = f(v), et
de même si f ∈ O(W ), on note f ′′ l'élément de O(V ×W ) dé�ni par f ′′(v, w) = f(w).
Alors si X = V (I) et Y = V (J), on voit facilement X × Y = V (I ′ ∪ J ′′) et donc
X × Y ⊂ V ×W est un ensemble algébrique a�ne.

L'application de la proposition est la restriction aux fonctions polynomiales de l'in-
jection de la proposition 3.3.3 : O(X)⊗O(Y ) −→ kX×Y . Il est clair que cette injection
envoie f⊗g ∈ O(X)⊗O(Y ) sur f ′g′′ ∈ O(X×Y ), avec les notations précédentes. Ainsi
on a bien l'injection annoncée O(X)⊗O(Y ) ↪→ O(X × Y ). En�n si f ∈ O(X × Y ), on
peut écrire f =

∑
i f

′
ig
′′
i , pour des fi ∈ O(X), gi ∈ O(Y ). Cela est clair si l'on passe

aux coordonnées :
O(V ) = k[x1, . . . , xn], O(W ) = k[y1, . . . , ym] et O(V ×W ) = k[x1, . . . , xn, y1, . . . ym]

Alors f est l'image de ∑i fi ⊗ gi et on a bien la surjectivité. �

Exemple : le produit des matrices. Considérons O(Mn(k)), l'algèbre des fonctions
polynomiales sur les matrices. On a O(Mn(k)) = k[xij ]1≤i,j≤n où les xij sont les fonc-
tions coordonnées. On a déjà muni cette algèbre d'une structure de bigèbre dans le
paragraphe 2 du chapitre 5. En fait le coproduit provient du produit des matrices. En
e�et soit ∆ le morphisme d'algèbre composé

O(Mn(k))
m∗ // O(Mn(k)×Mn(k))

∼ // O(Mn(k))⊗O(Mn(k))

On a
∆(xij) =

n∑
k=1

xik ⊗ xkj

car pour M = (mij) et N = (nij), on a
xij(MN) = (MN)ij =

∑
k

miknkj =
∑

xik(M)xkj(N).

Cette formule pour la comultiplication va être d'un usage constant dans la suite.
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6.2 Groupes algébriques a�nes

Dé�nition 6.2.1 Un groupe algébrique a�ne est un groupe G qui est un ensemble
algébrique a�ne, tel que la loi de groupe G × G −→ G et l'inversion G −→ G soient
des morphismes d'ensembles algébriques a�nes.

De même que dans le paragraphe 3 du chapitre 4, si G est un groupe algébrique
a�ne, la multiplication m : G×G −→ G induit un morphisme d'algèbres

∆ : O(G)
m∗ // O(G×G) ∼ // O(G)⊗O(G)

L'élément unité induit un morphisme d'algèbres ε : O(G) −→ k, f 7−→ f(1), et l'in-
version G −→ G induit un morphisme d'algèbres S : O(G) −→ O(G). Les axiomes de
groupe assurent que O(G) est une algèbre de Hopf.

On dé�nit de manière évidente la catégorie des groupes algébriques a�nes :
les morphismes sont les morphismes de groupes qui sont des applications polynomiales.

On véri�e sans problème qu'une application polynomiale entre deux groupes algé-
briques a�nes G et H est un morphisme de groupes si et seulement si le morphisme
d'algèbres correspondant O(H) −→ O(G) est un morphisme d'algèbres de Hopf. Ainsi,
quand k est algébriquement clos, la catégorie des groupes algébriques a�nes est anti-
équivalente à la catégorie des algèbres de Hopf commutatives a�nes et réduites. On
peut résumer la discussion et les résultats du paragraphe précedent.

Théorème 6.2.2 Un groupe G est un groupe algébrique a�ne si et seuleument s'il
existe une algèbre de Hopf commutative a�ne et réduite H telle que que l'on ait un
isomorphisme de groupes G ∼= Homk−alg(H, k).

Mieux, si k est de caractéristique zéro, un théorème de Cartier (que nous ne mon-
treront pas, voir [26] ou [21]) a�rme qu'une algèbre de Hopf est toujours réduite.

Les exemples qui suivent sont les groupes algébriques "classiques". Les véri�cations
des détails (présentations par générateurs et relations, formules pour le coproduit...)
sont des exercices (importants) laissés au lecteur. On pourra suposer que le corps de
base est a de caractéristique zéro : le théorème de Cartier assure alors que les algèbres
de Hopf sont automatiquement réduites.

Exemple 1 : le groupe linéaire. On a vu GLn(k) est un ensemble algébrique a�ne.
C'est un groupe algébrique a�ne et on a

O(GLn(k)) ∼= k[xij , z]1≤i,j≤n/(Dz = 1)

où
D =

∑
σ∈Sn

ε(σ)x1σ(1) · · ·xnσ(n)
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est le déterminant de la matrice x = (xij). Les xij correspondent aux fonctions coor-
données. La structure d'algèbre de Hopf est donnée par

∆(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj , ∆(z) = z ⊗ z,

ε(xij) = δij , ε(z) = 1, S(xij) = (x−1)ij , S(z) = D

où x−1 est l'inverse de la matrice x = (xij).

Exemple 2 : le groupe spécial linéaire. Le groupe SLn(k) est un groupe algébrique
a�ne et on a

O(SLn(k)) ∼= k[xij ]1≤i,j≤n/(D = 1)

où
D =

∑
σ∈Sn

ε(σ)x1σ(1) · · ·xnσ(n)

est le déterminant de la matrice x = (xij). Les xij correspondent aux fonctions coor-
données. La structure d'algèbre de Hopf est donnée par

∆(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj , ε(xij) = δij , S(xij) = (x−1)ij

où x−1 est l'inverse de la matrice x = (xij). Avec les notations du paragraphe précédent
pour O(SL2(k)) (engendré par a, b, c, d) les formules précédentes deviennent :

∆(a) = a⊗ a+ b⊗ c, ∆(b) = a⊗ b+ b⊗ d, ∆(c) = c⊗ a+ d⊗ c, ∆(d) = c⊗ b+ d⊗ d

ε(a) = ε(d) = 1, ε(b) = ε(c) = 0,

S(a) = d, S(b) = −b, S(c) = −c, S(d) = a

Exemple 3 : le groupe orthogonal. Le groupe orthogonal est

On(k) = {M ∈Mn(k) | tMM = In}

C'est un groupe algébrique a�ne, avec

O(On(k)) = k[xij ]1≤i,j≤n/(txx = In = xtx)

Ici x est la matrice (xij) et la notation txx = I signi�e que l'on quotiente k[xij ] par
toutes les relations équivalentes à la relation matricielle txx = In = xtx, c'est-à-dire

∀i, j,
n∑
k=1

xkixkj = δij =
n∑
k=1

xikxjk,
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La structure d'algèbre de Hopf est donnée par

∆(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj , ε(xij) = δij , S(xij) = xji (= (x−1)ij)

Evidemment, le groupe spécial orthogonal SOn(k) = On(k) ∩ SLn(k) est un groupe
algébrique a�ne.

Exemple 4 : le groupe symplectique. Considérons la matrice

J =
(

0n In
−In 0n

)
∈M2n(k)

Alors le groupe symplectique

Sp2n(k) = {M ∈M2n(k) | tXJX = J}

est un groupe algébrique a�ne. On peut véri�er que Sp2(k) = SL2(k) (exercice).

Bien sûr, les groupes quantiques algébriques vont être ceux correspondant aux
algèbres de Hopf a�nes non nécessairement commutatives.

Dé�nition 6.2.3 Soit G un groupe algébrique a�ne. Une représentation linéaire

de G est un couple (V, πV ) où V est un espace vectoriel de dimension �nie et où πV :
G −→ GL(V ) est un morphisme de groupes algébriques.

En fait tout groupe algébrique a�ne admet une représentation linéaire �dèle (c'est-à-
dire avec πV injectif), ce qui justi�e la terminologie équivalente "groupes algébriques
linéaires". On montrera ce résultat plus loin, comme une conséquence immédiate de
résultats sur les comodules.

Dé�nition 6.2.4 Soient (V, πV et (W,πW ) sont des représentations de G. Un mor-

phisme de représentations de (V, πV dans (W,πW ), ou encore G-morphisme, est
une application linéaire f : V −→W telle que ∀g ∈ G, on a

πW (g) ◦ f = f ◦ πV (g)

On obtient donc la catégorie des représentations de G, notée Rep(G). Que l'on
travaille sur les groupes ou les groupes quantiques, l'étude des représentations linéaires
est un objectif extrèmement important.

6.3 Algèbres de Hopf comatricielles

La formule générale pour les coproduit dans les groupes algébriques linéaires se
généralise en fait parfaitement pour les algèbres de Hopf non commutatives. On a le
résultat suivant, très utile pour construire des algèbres de Hopf.
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Théorème 6.3.1 Soit A = (A,m, u) une algèbre munie de morphismes d'algèbres

∆ : A −→ A⊗A, ε : A −→ k, et S : A −→ Aop

Supposons qu'il existe des matrices uλ = (uλij) ∈ Mdλ
(A), λ ∈ Λ, dont les coe�cients

engendrent A comme algèbre et véri�ent ∀λ ∈ Λ, ∀i, j ∈ {1, . . . , dλ},

∆(uλij) =
n∑
k=1

uλik ⊗ uλkj

ε(uλij) = δij ,

dλ∑
k=1

uλikS(uλkj) = δij =
dλ∑
k=1

S(uλik)u
λ
kj

Alors A = (A,m, u,∆, ε, S) est une algèbre de Hopf.

La preuve est une application directe du lemme 5.4.1, et est laissée en exercice.

Exemple : Au(n). Considérons l'algèbre

Au(n) = k〈uij , vij , 1 ≤ i, j ≤ n | utv = In = tvu = tuv = vtu〉

où u = (uij) et v = (vij) et on met exactement les relations sur les uij et les vij telles
que les relations matricielles écrites soient véri�ées. Alors on a des morphisme d'algèbres

∆ : Au(n) −→ Au(n)⊗Au(n), ε : Au(n) −→ k, et S : Au(n) −→ Au(n)op

dé�nis par
∆(uij) =

n∑
k=1

uik ⊗ ukj , ∆(vij) =
n∑
k=1

vik ⊗ vkj

ε(uij) = δij = ε(vij), S(uij) = vji, S(vij) = uji

qui munissent Au(n) d'une structure d'algèbre de Hopf, non commutative et non-
cocommutative si n ≥ 2. On a un morphisme surjectif d'algèbres de Hopf Au(n) −→
O(GLn(k)), qui est non injectif si n ≥ 2. L'algèbre de Hopf Au(n) est dûe à Wang [25].

Remarque. Pour des matrices dont les coe�cients appartiennent à une algèbre non
commutative, on n'a pas en général la relation t(MN) = tN tM . De même une matrice
carrée peut être inversible à gauche sans l'être à droite. Ceci explique l'abondance de
relations dans la dé�nition de Au(n), qui sont bel et bien nécessaires.

Exemple : Ao(n). Considérons l'algèbre

Ao(n) = k〈xij , 1 ≤ i, j ≤ n | xtx = In = txx〉

où x = (xij). Alors on a des morphismes d'algèbres

∆ : Ao(n) −→ Ao(n)⊗Ao(n), ε : Ao(n) −→ k, et S : Ao(n) −→ Ao(n)op
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dé�nis par (1 ≤ i, j ≤ n)

∆(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj , ε(xij) = δij , S(xij) = xji

qui munissent Ao(n) d'une structure d'algèbre de Hopf, non commutative et non-
cocommutative si n ≥ 2. On a un morphisme surjectif d'algèbre de Hopf Ao(n) −→
O(On(k)), qui est non injectif si n ≥ 2. L'algèbre de Hopf Ao(n) est dûe à Dubois-
Violette et Launer [8] et indépendamment à Wang [25].

Les algèbres de Hopf Au(n) et Ao(n) sont les analogues "libres" des groupes GLn et
On.

Exercice. Montrer que les algèbres de Hopf A(n) et B(n) construites en 5.4 sont des
quotients de Ao(2).

6.4 Le groupe quantique SL2

On présente maintenant l'exemple le plus célébre de groupe quantique : le groupe
quantique SL2.

Dé�nition 6.4.1 Soit q ∈ k∗. L'algèbre Oq(SL2(k)) est l'algèbre engendrée par des
générateurs a, b, c, d et soumise aux relations

ba = qab, ca = qac, db = qbd, dc = qcd

bc = cb, ad− da = (q−1 − q)bc

ad− q−1bc = 1

Quand q = 1, on a O1(SL2(k)) = O(SL2(k)), ce qui mène à dire que Oq(SL2(k) est
une "déformation" de O(SL2(k)). La structure d'algèbre de Hopf de O(SL2(k)) "survit"
à la déformation :

Proposition 6.4.2 L'algèbre Oq(SL2(k)) est une algèbre de Hopf, avec coproduit, co-
unité et antipode dé�nis par les formules :

∆(a) = a⊗ a+ b⊗ c, ∆(b) = a⊗ b+ b⊗ d, ∆(c) = c⊗ a+ d⊗ c, ∆(d) = c⊗ b+ d⊗ d

ε(a) = ε(d) = 1, ε(b) = ε(c) = 0,

S(a) = d, S(b) = −qb, S(c) = −q−1c, S(d) = a
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La preuve, laissée en exercice, utilise le théorème 6.3.1.
L'algèbre de Hopf Oq(SL2(k)) est donc l'algèbre de Hopf des fonctions polynomiales

sur un groupe quantique (algébrique), appelé le groupe quantique SL2, que l'on note
souvent SLq(2) (ou encore SLq(2, k) si l'on ne veut pas oublier le corps de base). On
peut alors écrire Oq(SL2(k)) = O(SLq(2, k)).

Le fait remarquable ici est que la plupart des propiétés du groupe classique SL2

restent encore vraies, dans un sens appropriés et pour q générique, pour la version
quantique : c'est notamment le cas de la structure de la catégorie des représentations.
Par exemple on a

Proposition 6.4.3 L'ensemble

{aibjck, | i, j, k ∈ N} ∪ {bicjdk | i, j ∈ N, k ∈ N∗}

est une base du k-espace vectoriel Oq(SL2(k)).

Ce résultat se démontre avec des techniques similaires à celles qui permettent de
trouver une base de kq[x, y].

À ce stade, la question naturelle est : d'où vient cette algèbre de Hopf Oq(SL2(k)) ?
L'approche standard, dûe à Manin [19], est de chercher les bigèbres qui co-agissent sur
l'algèbre des fonctions sur le plan quantique Oq(k2) = kq[x, y] (de la même manière que
SL2(k) agit sur le plan k2). On arrive à la bigèbre Oq(M2(k)), et des considérations
naturelles sur le "déterminant quantique" mènent à la présente dé�nition de Oq(SL(2)).
Voir également [13] pour cette approche.

On peut aussi, en vertu de l'égalité SL2(k) = Sp2(k), chercher les groupes quantiques
qui "agissent" sur certaines formes bilinéaires. C'est l'approche de Dubois-Violette et
Launer [8], que l'on étudiera en 7.7.

Commentaires

On peut trouver une preuve du théorème des zéros de Hilbert dans [15], ou encore
dans [10], qui o�re une très agréable introduction à la géométrie algébrique.

Il existe de nombreux textes dédiés aux groupes algébriques : citons par exemple
[12], [22] ou [26].

Le groupe quantique SLq(2) est dû à Drinfeld [7], et indépendamment à Woronowicz
[27] dans un cadre technique un peu di�érent.

On peut construire plus généralement des déformations Oq(G) pour tous les groupes
classiques du paragraphe 2 : voir [14].



Chapitre 7

Modules et comodules

Pour obtenir des informations sur les algèbres, on étudie leurs modules (ou représen-
tations). Pour les cogèbres, c'est le concept dual de comodule qui s'impose. Cette section
est consacrée à ces notions. Nous privilégieront la notion de comodule, car si G est un
groupe algébrique a�ne, les représentations de G s'identi�ent aux O(G)-comodules de
dimension �nie. On travaille toujours sur un corps quelconque k (qui est supposé in�ni
dès qu'il est question de groupes algébriques).

7.1 Modules sur une algèbre

Rappelons d'abord la dé�nition d'un module, d'une manière similaire à celle d'une
algèbre.
Dé�nition 7.1.1 Soit A = (A,m, u) une algèbre. Un A-module (à gauche) est une
paire (V, µV ) où V est un espace vectoriel et µV : A ⊗ V −→ V est une application
linéaire telle que les diagrammes suivant soient commutatifs :

A⊗A⊗ V
m⊗idV //

idV ⊗µV

��

A⊗ V

µV

��
A⊗ V

µV // V

k ⊗ V
u⊗idV //

∼=

""FF
FF

FF
FF

F A⊗ V

µV
{{xx

xx
xx

xx
x

V

Comme à l'accoutumée, on note av ou a.v l'élément µV (a⊗ v) de V .
Si V est un espace vectoriel, la donnée d'une structure de A-module sur V est

équivalente à la donnée d'un morphisme d'algèbres A −→ Endk(V ).
Les morphismes deA-modules sont les applicationsA-linéaires. Si (V, µV ) et (W,µW )

sont des A-modules, un morphisme de A-modules est donc une application k-linéaire
f : V −→W telle que le diagramme suivant soit commutatif.

A⊗ V
µV //

idA⊗f
��

V

f

��
A⊗W

µW // W

65
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La catégorie des A-modules est notée Mod(A), et la catégorie des A-modules de di-
mension �nie (ceux qui sont de dimension �nie comme k-espaces vectoriels) est notée
Modf (A).

7.2 Modules sur une algèbre de Hopf

Si A est une algèbre et V,W sont des A-modules, il n'existe pas en général de
structure de A-module sur l'espace vectoriel V ⊗ W . On peut cependant dé�nir une
telle stucture si A est une bigèbre.
Proposition-Dé�nition 7.2.1 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre et soient V =
(V, µV ) et W = (W,µW ) des B-modules. L'application linéaire

µV⊗W := (µV ⊗ µW ) ◦ (idB ⊗ τB,W ⊗ idV ) ◦ (∆⊗ idV ⊗ idW ) : B ⊗ V ⊗W −→ V ⊗W

munit V ⊗W d'une structure de B-module. Le B-module (V ⊗W,µV⊗W ) est appelé le
produit tensoriel des B-modules V et W . Pour v ∈ V et w ∈ W et b ∈ B, on a
donc

b.(v ⊗ w) =
∑

b(1).v ⊗ b(2).w

La véri�cation est laissée en exercice, ainsi que celle du résultat suivant (on peut
utiliser les notations de Sweedler).
Proposition 7.2.2 Soit B une bigèbre, soient V, V ′,W,W ′ des B-modules et soient f :
V −→ V ′, g : W −→W ′ des applications H-linéaires. Alors f ⊗g : V ⊗W −→ V ′⊗W ′

est H-linéaire.

Proposition-Dé�nition 7.2.3 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre. Alors la co-unité
ε : B −→ k munit k d'une structure de B-module (b.λ = ε(b)λ), appelé le B-module
trivial.

Proposition 7.2.4 Soit B une bigèbre et soient U, V,W, des B-modules. Alors les iso-
morphismes naturels de la proposition 3.1.3

k ⊗ U ∼= U ∼= U ⊗ k et (U ⊗ V )⊗W ∼= U ⊗ (V ⊗W )

sont des isomorphismes de B-modules.

Cette proposition, dont la véri�cation (facile) est laissée au lecteur, permet ici aussi
de construire des produits tensoriels "multiples" de B-modules sans s'inquièter d'un
ordre dans les parenthèses.

Finalement, si H est une algèbre de Hopf, on peut munir le dual d'un H-module
d'une structure de H-module. Là encore la véri�cation est laissée en exercice.
Proposition-Dé�nition 7.2.5 Soient H une algèbre de Hopf V un H-module. Alors
il existe sur V ∗ une unique structure de H-module telle que

∀x ∈ H, ∀f ∈ V ∗, ∀v ∈ V, (x.f)(v) = f(S(x).v)

L'application �évaluation� V ∗ ⊗ V −→ k, f ⊗ v 7−→ f(v), est alors H-linéaire.
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7.3 Comodules sur une cogèbre

Le concept de comodule est dual de celui de module.

Dé�nition 7.3.1 Soit C = (C,∆, ε) une cogèbre. Un C-comodule (à droite) est une
paire (V, αV ) où V est un espace vectoriel et αV : V −→ V ⊗ C est une application
linéaire telle que les diagrammes suivant soient commutatifs :

V
αV //

αV

��

V ⊗ C

αV ⊗idC

��
V ⊗ C

idV ⊗∆ // V ⊗ C ⊗ C

V
αV //

∼=

""FF
FF

FF
FF

F V ⊗ C

idV ⊗εyyttttttttt

V ⊗ k

On dit que l'application linéaire αV : V −→ V ⊗ C est la co-action de C sur V .

Dé�nition 7.3.2 Soient C une cogèbre et V = (V, αV ) et W = (W,αW ) des C-
modules. Un morphisme de C-comodules est une application k-linéaire f : V −→W
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

V
f //

αV

��

W

αW

��
V ⊗ C

f⊗idC// W ⊗ C

On dit aussi qu'un morphisme de C-comodules est une application C-colinéaire, et
on note HomC(V,W ) l'ensemble des morphismes de C-comodules de V dans W .

La catégorie des C-comodules est notée Comod(C), et la sous-catégorie pleine des
C-comodules de dimension �nie (ceux qui sont de dimension �nie comme k-espaces
vectoriels) est notée Comodf (C).

Notations de Sweedler pour les comodules. Soit V = (V, αV ) un C-comodule.
Pour v ∈ V on notera

αV (v) =
∑

v(0) ⊗ v(1)

Les axiomes se traduisent par

(idV ⊗∆) ◦ αV (v) = (αV ⊗ idC) ◦ αV (v) =
∑

v(0) ⊗ v(1) ⊗ v(2)

et
∑

ε(v(1))v(0) = v

Exemple : (C,∆) est un C-comodule.
Exemple : si G est un groupe algébrique a�ne, on verra au paragraphe 6 que la caté-
gorie des O(G)-comodules de dimension �nie est équivalente à celle des représentations
linéaires de G.
Exemple : soit X un ensemble, et considérons la cogèbre k[X]. Pour un k-espace
vectoriel V , il est équivalent de se donner :
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1. une structure de k[X]-comodule sur V ,
2. une X-graduation sur V , c'est-à-dire une décomposition en somme directe V =
⊕x∈XVx.

En e�et : Soit α : V −→ V ⊗ k[X] une structure de k[X]-comodule sur V . Pour x ∈ X,
posons

Vx = {v ∈ V | α(v) = v ⊗ ex}

et montrons que V = ⊕x∈XVx. Soit v ∈ V . On a α(v) =
∑n

i=1 vi⊗exi pour des éléments
x1, . . . , xn de X deux à deux distincts. On a v =

∑
i ε(exi)vi et

n∑
i=1

α(vi)⊗ exi =
n∑
i=1

vi ⊗∆(exi) =
n∑
i=1

vi ⊗ exi ⊗ exi

ainsi vi ∈ Vxi pour tout i et V =
∑

x∈X Vx. Si
∑n

i=1 vi = 0 pour des vi ∈ Vxi (avec
toujours x1, . . . , xn ∈ X deux à deux distincts), alors 0 = α(

∑n
i=1 vi) =

∑n
i=1 vi ⊗ exi ,

et donc on a vi = 0, ∀i, et la somme est bien directe.
Réciproquement, si V = ⊕x∈XVx, on véri�e que l'on dé�nit une structure de k[X]-

comodule sur V en posant, pour v ∈ Vx, α(v) = v ⊗ ex. �

Exemple : Munissons l'espace vectoriel kn de sa base canonique e1, . . . , en, et considé-
rons l'application linéaire

αn : kn −→ kn ⊗Mn(k)∗

ei 7−→
n∑
k=1

ek ⊗ xki

Alors (kn, αn) est un Mn(k)∗-comodule.
Il est souvent utile de décrire une co-action en utilisant une base de l'espace vectoriel

sous-jacent, ce qui mène à la dé�nition suivante.

Dé�nition 7.3.3 Soit C une cogèbre, et x = (xij) ∈Mn(C) une matrice à coe�cients
dans C. On dit que x est une matrice multiplicative si ∀i, j, on a

∆(xij) =
n∑
k=1

xik ⊗ xkj , ε(xij) = δij

L'exemple précédent fournit des exemples de matrices multiplicatives.

Proposition 7.3.4 Soient C une cogèbre et V = (V, αV ) un C-comodule de dimension
n > 0. Soit v1, . . . , vn une base de V . Il existe une matrice multiplicative x = (xij) ∈
Mn(C) telle que ∀i,

αV (vi) =
n∑
j=1

vj ⊗ xji

Réciproquement si x = (xij) ∈ Mn(C) est une matrice multiplicative, pour chaque base
de V , la formule précédente dé�nit sur V une structure de C-comodule.
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Preuve. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe des éléments xij de C tels que αV (vi) =∑n
j=1 vj ⊗ xji. On a alors

vi =
∑
j

ε(xji)vj et
n∑
j=1

vj ⊗∆(xji) =
n∑
j=1

αV (vj)⊗ xji =
n∑

j,k=1

vk ⊗ xkj ⊗ xji

ce qui montre que x = (xij) est une matrice multiplicative. La réciproque est identique
à la véri�cation de l'exemple précédent. �

La notion de morphisme de comodules s'interprète en termes de matrices multipli-
catives.

Proposition 7.3.5 Soient C une cogèbre et V,W des C-comodules de dimension res-
pectives n et m. Choisissons des bases de V et W , et soient x = (xij)1≤i,j≤n et
y = (ykl)1≤k,l≤m les matrices multiplicatives associées. Soit f : V −→ W une appli-
cation linéaire, et soit M ∈Mm,n(k) sa matrice dans les bases choisies. Alors f est un
morphisme de C-comodules si et seulement si yM = Mx.

Preuve. Soient e1, . . . , en et e′1, . . . e′m des bases respectives de V et W , avec

αV (ei) =
n∑
k=1

ek ⊗ xki et αW (e′j) =
m∑
j=1

el ⊗ ylj

Notons M = (λji) la matrice de f dans ces bases. Comme f est linéaire, alors f est un
morphisme de comodules si et seulement si,

∀i ∈ {1, . . . , n}, αW ◦ f(ei) = (f ⊗ idC) ◦ αV (ei)

⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n},
m∑
l=1

e′l ⊗ (
m∑
j=1

λjiylj) =
m∑
l=1

e′l ⊗ (
n∑
k=1

λlkxki)

ce qui donne bien le résultat. �.
Pour étudier un comodule, il est souvent utile de lui associer une cogèbre, de la

manière suivante.

Proposition-Dé�nition 7.3.6 Soient C une cogèbre et V = (V, αV ) un C-comodule.
Alors

C(V ) := {(φ⊗ idC)(αV (v)), φ ∈ V ∗, v ∈ V } ⊂ C

est une sous-cogèbre de C, appelée la cogèbre associée à V . Si V est de dimension
�nie et si x = (xij) ∈Mn(C) est la matrice multiplicative associée au choix d'une base
de V , alors on a

C(V ) = Vect(xij , 1 ≤ i, j ≤ n)
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Preuve. Soit v ∈ V avec α(v) =
∑n

i=1 vi⊗xi, où les vi ∈ V sont linéairement indépen-
dants. En utilisant des formes linéaires duales des vi, on voit que les xi sont dans C(V ).
On a

n∑
i=1

vi ⊗∆(xi) =
n∑
i=1

∑
(vi)(0) ⊗ (vi)(1) ⊗ xi

et donc pour tout i,

∆(xi) =
n∑
j=1

∑
v∗i ((vj)(0))(vj)(1) ⊗ xj ∈ C(V )⊗ C(V )

Ainsi ∀φ ∈ V ∗, on a ∆(φ(v(0))v(1)) ∈ C(V ) ⊗ C(V ) et C(V ) est une sous-cogèbre
de C. Si V est de dimension �nie, on �xe une base de V , de matrice multiplicative
associée x = (xij) ∈ Mn(C) et on voit facilement, en utilisant une base duale, que
C(V ) = Vect(xij , 1 ≤ i, j ≤ n). �

Dé�nition 7.3.7 Soient C une cogèbre et (V, αV ) un C-comodule. Un sous-comodule

de V est un sous-espace vectoriel W ⊂ V tel que αV (W ) ⊂W ⊗ C.

Il est clair qu'un sous-comodule est lui-même un comodule.

Proposition 7.3.8 Soit C une cogèbre, soient V etW des C-comodules et f : V −→W
un morphisme de C-comodules.

(a) Im(f) est une sous-comodule de W et Ker(f) est un sous-comodule de W .
(b) Si M est un sous-comodule de V , il existe sur V/M une unique structure de

C-comodule telle que la surjection canonique p : V −→ V/M soit un morphisme de
C-comodules.

(c) f induit un isomorphisme de C-comodules V/Ker(f) ∼= Im(f).

Preuve. (a) On a

αW (f(V )) = (f ⊗ idC)(αV (V )) ⊂ (f ⊗ idC)(V ⊗ C) = f(V )⊗ C

ce qui montre que Im(f) est un sous-comodule de W . Pour x ∈ Ker(f), on a

0 = αW (f(x)) = (f ⊗ idC)(αV (x)) ⇒ αV (x) ∈ Ker(f ⊗ idC) = Ker(f)⊗ C

ce qui montre que Ker(f) est bien un sous-comodule de V .
(b) L'application linéaire (p⊗ idC)◦αV : V −→ V/M⊗C s'annule surM , et donc induit
une unique application linéaire αV : V/M −→ V/M ⊗ C telle αV ◦ p = (p⊗ idC) ◦ αV .
On véri�e sans di�culté que (V/M,αV ) est bien un C-comodule.
(c) L'application linéaire f induit un isomorphisme d'espaces vectoriels entre V/Ker(f)
et Im(f), dont on véri�e facilement qu'il est un morphisme de comodules. Il est ensuite
facile de véri�er que l'inverse d'un morphisme de comodules bijectif est lui-même un
morphisme de comodules. �
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Proposition 7.3.9 Soit C une cogèbre, soit V un C-comodule et soient (Vi)i∈I des
sous-comodules de V .

(a)
∑

i∈I Vi est un sous-comodule de V et C(
∑

∈I Vi) =
∑

i∈I C(Vi).
(b) ∩i∈IVI est un sous-comodule de V .

Preuve. La première assertion est une véri�cation immédiate, et la deuxième provient
du lemme 3.2.9. �

On peut maintenant montrer un résultat fondamental pour l'étude des comodules.

Théorème 7.3.10 (Théorème fondamental de �nitude des comodules) Soient C
une cogèbre et V un C-comodule. Toute partie �nie de V est contenue dans un sous-
comodule de dimension �nie de V .

Preuve. Montrons d'abord le résultat pour une partie à un élément. Soit v ∈ V ,
avec α(v) =

∑n
i=1 vi ⊗ xi, où les xi ∈ C sont linéairement indépendants. Soit Xv =

Vect(v1, . . . , vn). Montrons que v ∈ Xv et que Xv est un sous-comodule de V . On a
v =

∑
i ε(xi)vi, donc v ∈ Xv. On a

n∑
i=1

α(vi)⊗ xi =
n∑
i=1

∑
vi ⊗ (xi)(1) ⊗ (xi)(2)

Si ψj est une forme linéaire sur C telle que ψj(xi) = δij , ∀i, on voit donc que

α(vj) =
∑
i

vi ⊗
(∑

ψj((xi)(2))(xi)(1)

)
ce qui montre Xv est un sous-comodule de V .

Si maintenant v1, . . . , vn sont des éléments de V , le sous-comodule de dimension
�nie Xv1 + · · ·+Xvn contient nos éléments. �

Ce résultat montre la di�érence entre modules et comodules : il n'est pas vrai en
général qu'un élément d'un module est contenu dans un sous-module de dimension �nie.

Corollaire 7.3.11 (Théorème fondamental de �nitue des cogèbres) Soit C une
cogèbre. Toute partie �nie de C est contenue dans un sous-cogèbre de dimension �nie
de C.

Preuve. Soit S une partie �nie de C et soit V un sous-C-comodule de dimension �nie
de C contenant S : on a ∆(V ) ⊂ V ⊗ C. Pour v ∈ V , on a v =

∑
ε(v(1))v(2), donc

v ∈ C(V ). Ainsi V ⊂ C(V ), et C(V ) est donc une sous-cogèbre de dimension �nie de
C contenant S. �

On termine ce paragraphe en reliant comodules et modules.
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Théorème 7.3.12 Soient C une cogèbre et V = (V, αV ) un C-comodule. L'application
linéaire

C∗ ⊗ V −→ V

φ⊗ v 7−→
∑

φ(v(1))v(0)

munit V d'une structure de C∗-module. Cette construction dé�nit un foncteur pleine-
ment �dèle

Comod(C) −→ Mod(C∗)

qui est une équivalence de catégories si C est de dimension �nie.

Preuve. Soit v ∈ V et φ, ψ ∈ C∗. On a

(φψ).v =
∑

(φψ)(v(1))v(0) =
∑

φ(v(1))ψ(v(2))v(0) =
∑

φ.(ψ(v(1))v(0)) = φ.(ψ.v)

et ε.v =
∑
ε(v(1))v(0) = v, donc V est bien un C∗-module. Soient V,W des C-comodules

et f ∈ HomC(V,W ). Pour φ ∈ V ∗, on a

f(φ.v) =
∑

φ(v(1))f(v(0)) =
∑

φ(f(v)(1))f(v)(0) = φ.f(v)

donc f ∈ HomC∗(V,W ), et on a bien votre foncteur Comod(C) −→ Mod(C∗). Soit
f ∈ HomC∗(V,W ). Pour montrer que αW ◦ f = (f ⊗ idC) ◦ αV , il su�t de voir que
∀φ ∈ C∗, on a (idW ⊗ φ) ◦ αW ◦ f = (idW ⊗ φ) ◦ (f ⊗ idC) ◦ αV . Pour v ∈ V , on a

(idW ⊗ φ) ◦ αW ◦ f(v) =
∑

φ(f(v)(1))f(v)(0) = φ.f(v) = f(φ.v)

=
∑

f(φ(v(1))v0)) = (idW ⊗ φ) ◦ (f ⊗ idC) ◦ αV (v)

et ainsi f ∈ HomC(V,W ), notre foncteur est donc pleinement �dèle.
Pour montrer la dernière assertion, il reste à montrer qu'il est essentiellement sur-

jectif si C est de dimension �nie. Supposons donc C de dimension �nie et soit x1, . . . , xn
une base de C, de base duale x∗1, . . . , x∗n. Soit V un C∗-module. On dé�nit une applica-
tion linéaire α : V −→ V ⊗C par α(v) =

∑n
i=1 x

∗
i .v ⊗ xi, ∀v ∈ V . Montrons que (V, α)

est un C-comodule. On a

(idV ⊗ ε)(α(v)) = (
n∑
i=1

ε(xi)x∗i ).v = ε.v = v

Il faut ensuite montrer que
n∑
i=1

α(x∗i .v)⊗ xi =
n∑
i=1

x∗i .v ⊗∆(xi) ∈ V ⊗ C ⊗ C

c'est-à-dire que
n∑

i,j=1

x∗j .(x
∗
i .v)⊗ xj ⊗ xi =

n∑
i=1

∑
x∗i .v ⊗ xi(1) ⊗ xi(2)
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C'est équivalent à montrer que ∀j, k, on a

x∗j .(x
∗
k.v) =

n∑
i=1

∑
x∗j (xi(1))x

∗
k(xi(2))x

∗
i .v

Mais on a
n∑
i=1

∑
x∗j (xi(1))x

∗
k(xi(2))x

∗
i .v =

n∑
i=1

(x∗jx
∗
k)(xi)x

∗
i .v = (x∗jx

∗
k).v = x∗j .(x

∗
k.v)

et ainsi (V, α) est bien un C-comodule. Il est alors clair que la structure de C∗-module
donnée par la foncteur du théorème est la même que la structure initiale, et le résultat
est donc montré. �

Exemples. 1. soit X un ensemble �ni. La catégorie des k[X]-comodules est équivalente
à la catégorie des k(X)-modules, car k(X) ∼= k[X]∗.

2. Soit G un groupe �ni. La catégorie des k(G)-comodules est équivalente à la ca-
tégorie des k[G]-modules, car les algèbres (k(G))∗ et k[G] sont isomorphes. Ainsi la
catégorie des représentations de G étant de manière évidente équivalente à la catégorie
des k[G]-modules de dimension �nie, la catégorie des représentations de G est équi-
valente à celle des k(G)-comodules de dimension �nie. On généralisera ce résultat aux
groupes algébriques a�nes au paragraphe 6.

7.4 Comodules sur une algèbre de Hopf

On dualise les constructions du paragraphe 7.2. Tout d'abord, si B est une bigèbre,
on peut construire un produit tensoriel de comodules.

Proposition-Dé�nition 7.4.1 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre et soient V =
(V, αV ) et (W,αW ) des B-comodules. L'application linéaire

αV⊗W := (idV ⊗ idW ⊗m) ◦ (idV ⊗ τB,W ⊗ idB) ◦ (αV ⊗ αW ) : V ⊗W −→ V ⊗W ⊗B

munit V ⊗W d'une structure de B-comodule. Le comodule (V ⊗W,αV⊗W ) est appelé
le produit tensoriel des comodules V et W . Pour v ∈ V et w ∈W , on a donc

αV⊗W (v ⊗ w) =
∑

v(0) ⊗ w(0) ⊗ v(1)w(1)

La véri�cation (directe) est laissée en exercice, ainsi que celle du résultat suivant.

Proposition 7.4.2 Soit B une bigèbre, soient V, V ′,W,W ′ des B-comodules et soient
f : V −→ V ′, g : W −→ W ′ des applications H-colinéaires. Alors f ⊗ g : V ⊗W −→
V ′ ⊗W ′ est H-colinéaire.

Proposition-Dé�nition 7.4.3 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre. L'application li-
néaire k → k ⊗ B, 1 7→ 1 ⊗ 1B, munit k d'une structure de B-comodule, appelé le
B-comodule trivial.
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Proposition 7.4.4 Soit B une bigèbre et soient U, V,W des B-comodules. Alors les
isomorphismes naturels de la proposition 3.1.3

k ⊗ U ∼= U ∼= U ⊗ k et (U ⊗ V )⊗W ∼= U ⊗ (V ⊗W )

sont des isomorphismes de B-comodules.

Cette proposition, dont la véri�cation (facile) est laissée au lecteur, permet ici aussi
de construire des produits tensoriels "multiples" de B-comodules sans s'inquièter d'un
ordre dans les parenthèses.

On peut aussi construire le dual d'un comodule sur une algèbre de Hopf, en utilisant
le résultat suivant.
Proposition 7.4.5 Soient H une algèbre de Hopf et soit x = (xij) ∈ Mn(H) une
matrice multiplicative. Alors x est inversible, d'inverse S(x) = (S(xij)).

Preuve. Le résultat est une conséquence directe des axiomes d'antipode. �

Proposition-Dé�nition 7.4.6 Soit H = (H,m, u,∆, ε, S) une algèbre de Hopf et soit
V = (V, αV ) un H-comodule de dimension �nie. Il existe une structure de H-comodule
αV ∗ : V ∗ −→ V ∗⊗H sur V ∗ telle que l'application �évaluation� V ∗⊗V −→ k, f⊗v 7−→
f(v), soit H-colinéaire. L'application linéaire αV ∗ est dé�nie ainsi : si v1, . . . , vn est une
base de V avec αV (vi) =

∑
j vj ⊗ uji, on a αV ∗(v∗i ) =

∑
j v

∗
j ⊗ S(uij). L'application

linéaire δV : k −→ V ⊗ V ∗, 1 7−→
∑

i vi ⊗ v∗i , est H-colinéaire.

La véri�cation est laissée en exercice, tout comme celle du résultat suivant.
Proposition 7.4.7 Soit B = (B,m, u,∆, ε) une bigèbre et soient V = (V, αV ) et
(W,αW ) des B-comodules. On a B(V ⊗W ) = B(V )B(W ). Si B = H est une algèbre
de Hopf et si V est de dimension �nie, alors H(V ∗) = S(H(V )).

7.5 Comodules sur une bigèbre de type �ni

On étudie maintenant les comodules sur une bigèbre qui est de type �ni comme
algèbre. Le fait remarquable est l'existence d'un comodule à partir duquel on peut
construire tous les autres.
Proposition-Dé�nition 7.5.1 Soit B une bigèbre. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(a) B est de type �ni comme k-algèbre.
(b) Il existe un B-comodule de dimension �nie V tel que B(V ) engendre B comme

k-algèbre.
(c) Il existe un B-comodule de dimension �nie V tel que B =

∑
n∈NB(V )n.

(d) Il existe un B-comodule de dimension �nie V tel que B =
∑

n∈NB(V ⊗n)
(e) Il existe une matrice multiplicative x ∈ Mn(B) dont les coe�cients engendrent

B comme k-algèbre.
Un B-comodule générateur est un B-comodule de dimension �nie satisfaisant à

l'une des conditions équivalentes (b), (c) ou (d).
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Preuve. Les équivalences (b) ⇐⇒ (c) ⇐⇒ (d) proviennent de la dernière proposition
du paragraphe précédent, et l'équivalence (b) ⇐⇒ (e) provient de la proposition 7.3.6.
Il est clair que (e) ⇒ (a), et donc il reste à montrer que (a) ⇒ (b). Si S une partie de
B qui engendre B comme algèbre, soit V un sous-comodule de dimension �nie de B
contenant S. On a S ⊂ V ⊂ B(V ), et donc B(V ) engendre B comme algèbre. �

Notations. Si B est une bigèbre et V est un B-comodule. Pour k ∈ N, on note V [k] le
B-comodule V [k] = k ⊕ V ⊕ V ⊗2 ⊕ · · · ⊕ V ⊗k.

Le résultat suivant est important : il assure que si V est un comodule générateur
d'une bigèbre, alors on peut construire tous les B-comodules de dimension �nie à partir
de V .

Théorème 7.5.2 Soit B une bigèbre de type �ni et soit V un B-comodule généra-
teur. Soit W un B-comodule de dimension �nie. Alors il existe des entiers k1, . . . , kp,
m1, . . . ,mp, et des sous-comodules M1 ⊂ (V [k1])m1 , . . ., Mp ⊂ (V [kp])mp tels que W soit
isomorphe à un sous-comodule de (V [k1])m1/M1 ⊕ · · · ⊕ (V [k1])mp/Mp.

On a besoin d'une série de lemmes.

Lemme 7.5.3 Soient C une cogèbre, V un C-comodule et M un k-espace vectoriel.
L'application linéaire idM ⊗αV : M ⊗ V −→M ⊗ V ⊗C munit M ⊗ V d'une structure
de C-comodule. Si M est de dimension �nie, alors le comodule obtenu M ⊗ V est
isomorphe à V dim(M).

Preuve. La preuve est une véri�cation directe. �

Lemme 7.5.4 Soient C une cogèbre et V un C-comodule de dimension n. Alors on a
un isomorphisme de comodules V n/M ∼= C(V ) pour un certain sous-comodule M ⊂ V n.

Preuve. On �xe une base v1, . . . , vn de V , de matrice multiplicative associée (xij) :
αV (vi) =

∑
j vj ⊗ xji. L'application linéaire f : V ∗ ⊗ V −→ C(V ), v∗i ⊗ vj 7−→ xij , est

C-colinéaire pour la structure de C-comodule sur V ∗⊗V fournie par le lemme précédent,
qui assure aussi que V n/M ∼= C(V ), pour M = Ker(f), en tant que C-comodule. �

Lemme 7.5.5 Soient C une cogèbre et V = (V, αV ) un C-comodule. Notons V0 l'espace
vectoriel sous-jacent (on oublie la structure de C-comodule sur V ) et considérons le C-
comodule V0 ⊗ C du lemme 7.5.3. Alors la co-action αV est un morphisme injectif de
comodules V −→ V0 ⊗ C.

Preuve. La co-action αV : V −→ V0 ⊗ C est un morphisme de comodules, et est
injective, par dé�nition d'un comodule. �

Preuve du théorème. Premier cas : supposons dans un premier temps que W est un
sous-comodule du comodule régulier B = (B,∆). Comme W est de dimension �nie,
il existe k ∈ N tel que W ⊂

∑k
i=0B(V )i = B(V [k]), et W est un sous-comodule

de B(V [k]). L'avant denier lemme assure l'existence de m ∈ N et d'un sous-comodule
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M ⊂ (V [k])m tel que les comodules B(V [k]) et (V [k])m/M sont isomorphes, et ainsi W
est isomorphe à un sous-comodule de (V [k])m/M .

Cas général : si maintenantW est un comodule quelconque, les lemmes 7.5.5 et 7.5.3
assurent que W est isomorphe à un sous-comodule de Bk, où k = dim(W ), et notons
θ : W ↪→ Bk l'injection B-colinéaire associée. Notons p1, . . . , pk les k projections Bk −→
B, qui sont des morphismes de B-comodules. Pour i ∈ {1, . . . , k} soit Wi = pi(θ(W )),
c'est un sous-comodule de B, etW est isomorphe à un sous-comodule deW1⊕· · ·⊕Wk.
Le premier cas permet de conclure. �

7.6 Représentations de groupes algébriques et comodules

On va appliquer les résultats précedents aux représentations de groupes algébriques.
Montrons tout d'abord que les représentations d'un groupe algébrique a�ne G corres-
pondent aux O(G)-comodules de dimension �nie.

Théorème 7.6.1 Soit G un groupe algébrique a�ne. Soit V un O(G)-comodule de
dimension �nie. Pour g ∈ G, l'application linéaire πV (g) : V −→ V , v 7−→

∑
v(1)(g)v(0)

est bijective, et on obtient ainsi une représentation linéaire de G

πV : G −→ GL(V )

Cette construction dé�nit un foncteur

Comodf (O(G)) −→ Rep(G)

qui est une équivalence de catégories.

Preuve. Soient g, h ∈ G et v ∈ V . On a

πV (gh)(v) =
∑

v(1)(gh)v(0) =
∑

v(1)(g)v(2)(h)v(0)

= πV (g)(
∑

v(1)(h)v(0)) = πV (g) ◦ πV (h)(v)

Comme πV (1) = idV , ce calcul montre à la fois que πV (g) est un isomorphisme et
que πV est un morphisme de groupes. Véri�ons que πV est un morphisme de groupes
algébriques. Fixons une base e1, . . . , en de V : elle permet d'identi�er GL(V ) et GLn(k),
et soit (πij) ∈Mn(O(G)) la matrice multiplicative correspondante :

α(ei) =
n∑
j=1

ej ⊗ πji

Alors via l'identi�cation entre GL(V ) et GLn(k), πV (g) est la matrice (πij(g)). La
matrice (πij) est inversible dansMn(O(G)) d'après une proposition précédente, et donc
l'inverse de son déterminant est dans O(G). Notons xij les fonctions coordonnées sur
GLn(k) (exemple 1 du paragraphe 6). On a alors xij ◦ πV = πij ∈ O(G) pour tous i, j,
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et aussi det(xij)−1 ◦ πV = det(πij)−1 ∈ O(G). Ceci montre que ∀f ∈ O(GLn(k)), on a
f ◦ πV ∈ O(G), et donc πV est bien un morphisme de groupes algébriques a�nes.

Soient V et W sont des O(G)-comodules de dimension �nie, et f ∈ Homk(V,W ).
En utilisant la caractérisation matricielle des morphismes de comodules (proposition
7.3.5), on voit facilement que f ∈ HomG(V,W ) ⇐⇒ f ∈ HomO(G)(V,W ). Ainsi on
dé�nit bien un foncteur Comodf (O(G)) −→ Rep(G), qui est pleinement �dèle.

Soit πV : G −→ GL(V ) une représentation de G. En �xant une base v1, . . . , vn de
V , on identi�e GL(V ) et GLn(k) et on peut écrire πV = (πij), avec ∀i, j, πij ∈ O(G)
car πV est une application polynomiale. On a

πij(gh) = (πV (gh))ij = (πV (g)πV (h))ij =
n∑
k=1

(πV (g))ik(πV (h))kj =
n∑
k=1

πik(g)πkj(h)

d'où ∆(πij) =
∑n

k=1 πik ⊗ πkj et ε(πij) = δij (car πij(1) = δij). Ainsi (πij) est une
matrice multiplicative et on a une structure de O(G)-comodule sur V dé�nie par α(vi) =∑

j vj⊗πji. Il est clair que la représentation πV provient de cette structure de comodule,
et ainsi notre foncteur est essentiellement surjectif, et est une équivalence de catégories.
�

Théorème 7.6.2 Soit G un groupe algébrique a�ne. Alors G admet une représentation
�dèle : il existe un espace vectoriel de dimension �nie V et un morphisme injectif de
groupes algébriques a�nes πV : G −→ GL(V ).

Preuve. L'algèbre O(G) est de type �ni, donc il existe u = (uij) ∈ Mn(O(G)) une
matrice multiplicative dont les coe�cients engendrent O(G) comme algèbre. La matrice
u est inversible par la proposition 7.4.5, donc il existe un morphisme d'algèbre de Hopf
surjectif f : O(GLn(k)) −→ O(G), qui induit un morphisme de groupes algébriques
a�nes G −→ GLn(k), qui est injectif. �

Les constructions du paragraphe 7.4 s'appliquent à l'algèbre de Hopf O(G), et donc
aux représentations de G. Ainsi si πV : G −→ V , et πW : G −→ GL(W ) sont des
representations de G, leur produit tensoriel est

πV⊗W : G −→ GL(V ⊗W )
g 7−→ πV (g)⊗ πW (g)

On a également la représentation duale πV ∗ : G −→ GL(V ∗), dé�nie par πV ∗(g)(φ) =
φ ◦ πV (g−1), ∀φ ∈ V ∗.

Le théorème 7.5.2 se traduit alors de la manière suivante.
Théorème 7.6.3 Soit G ⊂ GL(V ) un groupe algébrique a�ne, et considérons la re-
présentation X = V ⊕ V ∗. Soit W une représentation linéaire de G. Alors il existe
des entiers k1, . . . , kp, m1, . . . ,mp, et des sous-représentations M1 ⊂ (X [k1])m1 , . . .,
Mp ⊂ (X [kp])mp tels que W soit isomorphe à un sous-représentation de (X [k1])m1/M1⊕
· · · ⊕ (X [k1])mp/Mp.

Preuve. Le comodule X est générateur pour l'algèbre de Hopf O(G), et ainsi le résultat
est une reformulation du théorème 7.5.2. �
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7.7 Une des origines du groupe quantique SL2

Une idée naturelle pour trouver de nouveaux groupes est de chercher des sous-
groupes de groupes connus, qui vont preserver certaines structures. Par exemple, si V
est un espace vectoriel et ψ : V ⊗ V −→ k est une application linéaire, le groupe des
automorphismes de ψ est le sous-groupe de GL(V ) dé�ni par

Aut(ψ) = {g ∈ GL(V ) | g(v)⊗ g(v′) = v ⊗ v′,∀v, v′ ∈ V }

On obtient ainsi, par exemple, les groupes orthogonaux et symplectiques.
Dubois-Violette et Launer [8] ont dé�ni un analogue quantique de cette constuction

de groupes. La remarque-clé est que l'application linéaire ψ : V ⊗ V −→ k est un
morphisme de représentations de Aut(ψ). Il faut donc chercher les algèbres de Hopf H
telles que V soit un H-comodule et ψ : V ⊗ V −→ k soit H-colinéaire. La construction
de base est la suivante. La preuve est laissée en exercice (on utilise le théorème 6.3.1).

Proposition-Dé�nition 7.7.1 Soit E ∈ GLn(k). On pose

B(E) = k〈aij , 1 ≤ i, j ≤ n | E−1taEa = In = aE−1taE〉

où a = (aij). Alors on a des morphismes d'algèbres

∆ : B(E) −→ B(E)⊗ B(E), ε : B(E) −→ k, et S : B(E) −→ B(E)op

dé�nis par (1 ≤ i, j ≤ n)

∆(aij) =
n∑
k=1

aik ⊗ akj , ε(aij) = δij , S(a)ij = (E−1taE)ij

qui munissent B(E) d'une structure d'algèbre de Hopf,

Le résultat suivant montre que l'algèbre de Hopf B(E) est l'analogue quantique du
groupe des automorphismes de la forme bilinéaire associée à E.

Théorème 7.7.2 Soit V un k-espace vectoriel de dimension �nie, de base e1, . . . , en,
soit E = (αij) ∈ GLn(k) et soit ψE : V ⊗V −→ k l'unique forme linéaire telle que ∀i, j,
ψE(ei ⊗ ej) = αij.

(a) Munissons V de la structure de B(E)-comodule α : V −→ V ⊗ B(E) telle que
∀i, α(ei) =

∑
j ej ⊗ aji. Alors ψE : V ⊗ V −→ k est B(E)-colinéaire.

(b) Soit H une algèbre de Hopf, et β : V −→ V ⊗H une structure de H-comodule
sur V telle que ψE : V ⊗V −→ k soit H-colinéaire. Alors il existe un unique morphisme
d'algèbres de Hopf f : B(E) −→ H tel que β = (idV ⊗ f) ◦ α.

Preuve. Soit H une algèbre de Hopf et soit β : V −→ V ⊗ H une co-action avec
β(ei) =

∑
j ej ⊗ bji. Alors on voit facilement que ψE est H-colinéaire si et seulement

si tbEb = E, avec b = (bij), c'est-à-dire si E−1tbEb = In. Cela montre donc la partie
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(a) du théorème. En revenant au cas général, la matrice multiplicative b est inversible,
et donc nécessairement l'inverse est E−1tbE, d'où bE−1tbE = In, et ainsi il existe un
unique morphisme d'algèbres (de Hopf) f : B(E) −→ H tel que f(aij) = bij , ∀i, j, et la
dernière condition du théorème est véri�ée. �.

Le groupe classique SL2(k) = Sp2(k) est le groupe des automorphismes de la forme
bilinéaire associé à la matrice

(
0 1
−1 0

)
. On obtient le groupe quantique SLq(2) en

perturbant légèrement cette matrice.

Proposition 7.7.3 Pour q ∈ k∗, on a

B
((

0 1
−q−1 0

))
= Oq(SL2(k))

La véri�cation directe est laissée en exercice.



Chapitre 8

Cogèbres et algèbres de Hopf

cosemisimples

Si C est une cogèbre, un objectif important est de décrire tous les C-comodules
à isomorphisme près. C'est un problème extrèmement ardu en général, mais il existe
des classes de cogèbres pour lesquelles le problème classi�cation des comodules est plus
raisonnable, par exemple les cogèbres cosemisimples. Ce chapitre est consacré à cette
notion. Le corps k est quelconque dans les paragraphes 8.1 et 8.2, et on supposera k = C
dans le paragraphe 8.3.

8.1 Comodules semisimples

Dans la suite C est une cogèbre.

Dé�nition 8.1.1 Un C-comodule V est dit simple s'il est non nul et si les seuls sous-
comodules de V sont (0) et V .

Proposition 8.1.2 Soit V un C-comodule simple. Alors V est de dimension �nie.

C'est une conséquence immédiate du théorème 7.3.10.
Le résultat suivant fournit les premiers exemples de comodules simples.

Proposition 8.1.3 Soit V = (V, α) un C-comodule de dimension n > 0. Soit e1, . . . , en
une base de V et soient xij, 1 ≤ i, j ≤ n, les éléments de C tels que, ∀i ∈ {1, . . . , n},

α(ei) =
∑
j

ej ⊗ xji

Si les éléments xij, 1 ≤ i, j ≤ n, sont linéairement indépendants, alors V est un C-
comodule simple. En particulier kn est un Mn(k)∗-comodule simple.

80
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Preuve. Soit (0) $ W $ V un sous-comodule. Choisissons une base v1, . . . , vn de V
telle que v1, . . . , vp soit une base de W , et considérons la matrice multiplicative associée
y = (yij) ∈Mn(C). Pour i ≤ p, on a

α(vi) =
∑
j

vj ⊗ yji ∈W ⊗ C

donc yji = 0 si j > p. Ainsi l'espace vectoriel C(V ) est de dimension < n2, et les
coe�cients de la matrice multiplicative donnée x = (xij) ne sont donc pas linéairement
indépendants. �

Remarque. Si k est algébriquement clos, la réciproque de ce résultat est vraie : si V
est simple, alors les éléments xij , 1 ≤ i, j ≤ n, sont linéairement indépendants.

Le résultat suivant, de preuve très simple, est fondamental.

Théorème 8.1.4 (Lemme de Schur) Soient V et W des C-comodules simples.

1. Si V et W ne sont pas isomorphes, alors HomC(V,W ) = (0).

2. EndC(V ) est un corps.

3. Si k est algébriquement clos, alors EndC(V ) = k.

Preuve. Soit f ∈ HomC(V,W ). Montrons que f = 0 ou que f est un isomorphisme.
Supposons f 6= 0. Alors Ker(f) 6= V et est un sous-comodule du comodule simple V ,
donc f est injectif. De même Im(f) 6= (0), donc Im(f) = W . Ainsi f est un isomor-
phisme, et ce raisonnement montre les deux premiers points. Si k est algébriquement
clos et f ∈ EndC(V ), considérons une valeur propre λ de f . Alors le morphisme de
comodules f − λidV est non injectif, et il est donc nul. �.

Dé�nition 8.1.5 Un C-comodule est dit semisimple s'il est somme directe de sous-
comodules simples.

On autorise éventuellement une somme directe vide, de telle sorte que le comodule
nul est semisimple. Le théorème suivant donne diverses caractérisations équivalentes de
la semisimplicité d'un comodule.

Théorème 8.1.6 Soit V un C-comodule. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. V est semisimple.

2. V est somme de sous-comodules simples.

3. Pour tout sous-comodule W ⊂ V , il existe un sous-comodule W ′ ⊂ V tel que
V = W ⊕W ′.

4. Pour tout C-comodule W est tout morphisme surjectif de C-comodules f : V −→
W , il existe un morphisme de C-comodules s : W −→ V tel que f ◦ s = idW .

On commence la démonstration deux lemmes.
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Lemme 8.1.7 Soit V un C-comodule avec V =
∑

λ∈Λ Vλ, où les Vλ sont des sous-
comodules simples. Soit W un sous-comodule de V . Alors il existe Ω ⊂ Λ tel que V =
W ⊕ (⊕λ∈ΩVλ).

Preuve. Soit E l'ensemble des parties Ω de Λ telles que la somme W + (
∑

λ∈Ω Vλ) soit
directe. L'ensemble E est non vide car la partie vide est un élément de E . On véri�e
sans di�culté que l'ensemble ordonné (E ,⊂) est inductif, et le lemme de Zorn fournit
alors une partie maximale Ω ⊂ Λ telle que la somme W + (

∑
λ∈Ω Vλ) = M soit directe.

Montrons maintenant que M = V . Comme V =
∑

λ∈Λ Vλ, il su�t de montrer que
Vλ ⊂ M pour tout λ ∈ Λ. Si Vλ 6⊂ M , alors λ 6∈ Ω et Vλ ∩M = (0) car Vλ est simple,
et ainsi la somme M + Vλ est directe, ce qui contredit la maximalité de Ω. �

Lemme 8.1.8 Soit V un C-comodule non nul. Alors V contient un sous-comodule
simple.

Preuve. Soit W un sous-comodule de dimension �nie (> 0) de V : il contient un sous-
comodule de dimension minimale non nulle, qui est donc un sous-comodule simple de
V . �

Preuve du théorème 8.1.6. On suppose bien sûr que V est non nul, sinon il n'y a
rien à montrer. (1) =⇒ (2) est immédiat et le lemme 8.1.7 assure que (2) =⇒ (3).

Montrons que (3) =⇒ (2). Comme V contient un sous-comodule simple, on peut
considérer S, la somme de tous les sous-comodules simples de V . Par (3), il existe
M un sous-comodule tel que V = S ⊕M . Si M 6= (0), il contient un sous-comodule
simple qui devrait être un sous-comodule de S, et alors S ∩M 6= (0), ce qui donne une
contradiction. On a donc V = S et le résultat cherché.

On montre (2) =⇒ (1) grâce au lemme 8.1.7, en prenant W = (0).
Montrons maintenant (3) =⇒ (4) : soit f : V −→ W une application C-colinéaire

surjective : Ker(f) est un sous-comodule. Soit M un sous-comodule de V tel que V =
Ker(f) ⊕M . Alors f induit un isomorphisme de C-comodules M ∼= W , d'inverse s0 :
W −→M qui induit un morphisme de C-comodules s : W −→ V tel que f ◦ s = idW .

Il reste à montrer que (4) =⇒ (3) : soit W ⊂ V un sous-comodule, et considérons
la surjection canonique p : V −→ V/W . Il existe alors une application C-colinéaire
s : V/W −→ V telle que p ◦ s = idV/W , et on véri�e sans di�culté que V = W ⊕ Im(f).
�

Corollaire 8.1.9 Soit V un C-comodule avec V =
∑

λ∈Λ Vλ, où les Vλ sont des sous-
comodules simples. Soit W un sous-comodule de V . Alors il existe Ω ⊂ Λ tel que W ∼=
⊕λ∈ΩVλ.

Preuve. Par le théorème 8.1.6 il existe un sous-comodule M tel que V = W ⊕M .
Alors par le lemme 8.1.7 il existe Ω ⊂ Λ tel que V = M ⊕ (⊕λ∈ΩVλ) et on a alors
W ∼= V/M ∼= ⊕λ∈ΩVλ. �

Corollaire 8.1.10 Soit V un C-comodule semisimple. Tout sous-comodule et tout co-
module quotient de V est semisimple.
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Preuve. Le corollaire précédent assure que tout sous-comodule de V est semisimple.
SoitW un comodule quotient : il existe une application C-colinéaire surjective f : V −→
W . Soit M un C-comodule tel que V = Ker(f) ⊕M (théorème 8.1.6) : f induit un
isomorphisme de comodules M ∼= W , et puisque M est semisimple il en est de même
pour W . �

On termine ce paragraphe par des résultats d'unicité de la décomposition d'un co-
module semisimple en somme directe de comodules simples.

Proposition 8.1.11 Soient V un C-comodule simple et W un C-comodule.
(a) V est isomorphe à un sous-comodule de W si et seulement si HomC(V,W ) 6= (0).
(b) Si W est semisimple avec W = ⊕i∈IVi, les Vi, i ∈ I, étant simples, alors V est
isomorphe à un sous-comodule deW si et seulement si il existe i tel que V soit isomorphe
à Vi.

Preuve. (a) Si V est isomorphe à un sous-comodule deW , il est clair que HomC(V,W ) 6=
(0). Réciproquement, si f est un élément non nul de HomC(V,W ) 6= (0), alors Ker(f) 6=
V et donc f est injectif car V est simple.

(b) Si maintenant W est semisimple avec W = ⊕i∈IVi, le corollaire 8.1.9 assure que
si V est isomorphe à un sous-comodule de W , alors il existe i ∈ I tel que V ∼= Vi. La
réciproque est immédiate. �

Proposition 8.1.12 Soit C une cogèbre semisimple et soit (Vλ)λ∈Λ un ensemble de
représentants des classes d'isomorphisme de C-comodules simples. Soient λ ∈ Λ et V
un C-comodule de dimension �nie. On pose

mλ(V ) =
dim(HomC(Vλ, V ))

dim(EndC(Vλ))

(a) On a mλ(V ) ∈ N et un isomorphisme de C-comodules

V ∼=
⊕
λ∈Λ

V
mλ(V )
λ

(b) Si V, V ′ sont des C-comodules semisimples de dimension �nie, alors V ∼= V ′ (comme
C-comodules) si et seulement si ∀λ ∈ Λ, on a mλ(V ) = mλ(V ′).
(c) Si V,W,W ′ sont des C-comodules semisimples de dimension �nie tels que V ⊕W ∼=
V ⊕W ′, alors W ∼= W ′.

Preuve. (a) On sait que l'on a un isomorphisme de C-comodules

V ∼=
⊕
λ∈Λ

V dλ
λ

pour des entiers dλ ∈ N, qui induit, pour λ0 ∈ Λ, un isomorphisme d'espaces vectoriels

HomC(Vλ0 , V ) = HomC(Vλ0 ,
⊕
λ∈Λ

V dλ
λ ) ∼=

⊕
λ∈Λ

HomC(Vλ0 , Vλ)
dλ ∼= EndC(Vλ0)

dλ0
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(le dernier isomorphisme provient du lemme de Schur) et ainsi on a dλ0 = mλ0(V ).
L'assertion (b) résulte de manière immédiate de la précédente. En�n si V ⊕W ∼= V ⊕W ′,
on a, pour tout λ ∈ Λ, mλ(V ) + mλ(W ) = mλ(V ⊕W ) = mλ(V ⊕W ′) = mλ(V ) +
mλ(W ′), d'où mλ(W ) = mλ(W ′), et l'assertion (b) permet de conclure. �

8.2 Cogèbres cosemisimples

Dé�nition 8.2.1 On dit qu'une cogèbre C est cosemisimple si tout C-comodule est
semisimple. On dit qu'une bigèbre ou une algèbre de Hopf est cosemisimple si elle est
cosemisimple en tant que cogèbre.

On dit qu'un groupe algébrique a�ne G est linéairement réductif si O(G) est
cosemisimple.

Exemples. (1) Soit X un ensemble. La cogèbre k[X] est cosemisimple.
(2) Soit C la cogèbre de dimension 2, de base e, x, telle que

∆(e) = e⊗ e, ∆(x) = e⊗ x+ x⊗ e, ε(e) = 1, ε(x) = 0

Alors C n'est pas cosemisimple.
(3) Le groupe algébrique G = (k,+) n'est pas linéairement réductif.

En e�et : (1) Cela résulte de la description de k[X]-comodules donnée dans le para-
graphe 3 du chapitre 7.
(2) Supposons au contraire que C est cosemisimple : en particulier le comodule C est
semisimple. Soit V = ke, c'est un sous-comodule de C, et il existe un sous-comodule
M de C tel que C = M ⊕ V . On a M = km pour m ∈ C, et puisque M est un
sous-comodule de C, il existe w ∈ C tel que ∆(m) = m⊗ w. On a alors

∆(w) = w ⊗ w et ε(w) = 1

On voit facilement que e est le seul élément de C véri�ant ces propriétes, donc ∆(m) =
m⊗ e, et m ∈ ke = V : contradiction avec C = M ⊕ V = km⊕ ke.
(3) On a O(G) = k[x], avec ∆(x) = 1 ⊗ x + x ⊗ 1 et ε(x) = 0. On démontre que
O(G) n'est pas cosemisimple de manière similaire au cas précédent, en construisant un
comodule non semisimple de dimension 2. Les détails sont laissés en exercice. �

Proposition 8.2.2 Soit C une cogèbre. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) C est cosemisimple.
(b) le C-comodule C est semisimple.
(c) Tout C-comodule de dimension �nie est semisimple.

Preuve. (a) ⇒ (b) est immédiat. Supposons que le comodule C est semisimple, et
soit W un comodule de dimension �nie n. Alors par les lemmes 7.5.3 et 7.5.5, W est
isomorphe à un sous-comodule du comodule semisimple Cn, et donc est semisimple par
le corollaire 8.1.10, et on a donc (b) ⇒ (c). Supposons �nalement que tout comodule de
dimension �nie est semisimple et soit V un C-comodule quelconque. On peut écrire V
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comme une somme de sous-comodules de dimension �nie (7.3.10), qui sont sommes de
comodules simples, donc V est semisimple par 8.1.6, et on a (c) ⇒ (a). �

Exemple : La cogèbre C = Mn(k)∗ est cosemisimple.
En e�et : Soit V le C-comodule de base e1, . . . , en telle que α(ei) =

∑
j ej ⊗ xji. Le

comodule V est simple par la proposition 8.1.3, et le lemme 7.5.4 et sa preuve assure
qu'en tant que C-comodule, on a C ∼= V n. �

Proposition 8.2.3 Soit C une cogèbre cosemisimple et soit V un C-comodule. Alors
V est simple si et seulement si EndC(V ) est un corps.

Preuve. Si V est simple, alors EndC(V ) est un corps par le lemme de Schur. Récipro-
quement, si V n'est pas simple, soit {0} $ W $ V un sous-comodule non trivial, et
W ′ un sous-comodule tel que V = W ⊕W ′ (C est cosemisimple). Soit p : V −→ V la
projection sur V parallèlement à W : on a p ∈ EndC(V ), p ◦ p = p, p 6= 0 et p 6= idV ,
ce qui montre que EndC(V ) n'est pas un corps. �

Proposition 8.2.4 Soient B une bigèbre et V un B-comodule générateur. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

1. B est cosemisimple.

2. ∀n ∈ N, le B-comodule V ⊗n est semisimple.

Si l'une de ces conditions est véri�ée, tout comodule simple de dimension �nie est iso-
morphe à un sous-comodule de V ⊗n pour un certain n ∈ N.

Preuve. Il est immédiat que (1) ⇒ (2). Réciproqument, supposons que ∀n ∈ N, le
B-comodule V ⊗n est semisimple. Alors ∀k ∈ N, le B-comodule V [k] = k⊕V ⊕· · ·⊕V ⊗k

est semisimple, ainsi que ses sous-comodules et ses quotients (par 8.1.10). Le résultat
est donc une conséquence immédiate du théorème 7.4.6 et du corollaire 8.1.10. �

Exemple : L'algèbre B = k{xij}1≤i,j≤n, munie de l'unique stucture de bigèbre telle
que la matrice (xij) soit multiplicative, est cosemisimple.

En e�et : Soit V le B-comodule de base e1, . . . , en dont la co-action est dé�nie par
α(ei) =

∑
j ej ⊗ xji. C'est un comodule générateur de B, et la proposition 8.1.3 assure

que les comodules V ⊗n, n ∈ N, sont simples. �.

8.3 Algèbres de Hopf compactes

Dans ce paragraphe k = C. On cherche un moyen naturel d'assurer qu'une algèbre
de Hopf est cosemisimple. Un des moyens classiques pour construire un supplémentaire
pour un sous-espace est de considérer son orthogonal, pour un produit scalaire sur le
grand espace ambiant. Cette idée mène aux considérations suivantes.

Dé�nition 8.3.1 Une ∗-algèbre est une algèbre A munie d'une application ∗ : A −→
A, a 7−→ a∗ telle que

(a) ∗ est semi-linéaire : ∀a, b ∈ A, ∀λ ∈ C, on a (a+ λb)∗ = a∗ + λb∗.
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(b) ∗ est antimultiplicative : ∀a, b ∈ A, on a (ab)∗ = b∗a∗.
(c) ∗ est involutive : ∀a ∈ A, on a (a∗)∗ = a∗∗ = a.

Si A et B sont des ∗-algèbres, un morphisme de ∗-algèbres (ou un ∗-morphisme) de A
vers B est un morphisme d'algèbres f : A −→ B tel que ∀a ∈ A, on a f(a∗) = f(a)∗.

Exemples. (a) C est une ∗-algèbre, avec λ∗ = λ, ∀λ ∈ C.
(b) Soit X un ensemble �ni : C(X) est une ∗-algèbre, avec pour f ∈ C(X), f∗(x) = f(x),
∀x ∈ X.
(c) SoitG un groupe : l'algèbre du groupe C[G] est une ∗-algèbre, avec ∀g ∈ G, e∗g = eg−1 .
(d) Si V est un espace de Hilbert de dimension �nie, l'algèbre End(V ) est une ∗-algèbre :
pour u ∈ End(V ), u∗ est l'adjoint usuel de u.

Si A et B sont des ∗-algèbres, l'algèbre produit tensoriel A ⊗ B est naturellement
une ∗-algèbre, avec (a⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗.

Dé�nition 8.3.2 Une ∗-algèbre de Hopf est une algèbre de Hopf H, qui est une
∗-algèbre, telle que la comultiplication ∆ : H −→ H ⊗H soit un ∗-morphisme.

Exemples. (a) Si G est un groupe �ni, l'algèbre de Hopf C(G) est une ∗-algèbre de
Hopf.
(b) Si G est un groupe, l'algèbre de Hopf C[G] est une ∗-algèbre de Hopf.
Notations. Si V est un espace vectoriel, on note V l'espace vectoriel conjugué de
V : on a une bijection jV : V −→ V , v 7−→ v, et la structure d'espace vectoriel de V est
dé�nie par

∀v, w ∈ V, ∀λ ∈ C, v + w = v + w, λ.v = λ.v

La bijection jV : V −→ V est alors un isomorphisme semi-linéaire. Si A est une algèbre,
alors A est également une algèbre, avec, ∀a, b ∈ A, ab = ab.

Proposition 8.3.3 Soit q ∈ R∗. L'algèbre de Hopf Oq(SL2(C)) admet une structure de
∗-algèbre de Hopf dé�nie par

a∗ = d, b∗ = −q−1c, c∗ = −qb, d∗ = a

Preuve. Notons A = Oq(SL2(C)). On construit sans problème un morphisme d'algèbres
ν : A −→ A

op tel que

ν(a) = d, ν(b) = −q−1c, ν(c) = −qb, ν(d) = d

et alors l'application ∗ : j−1
A ◦ ν : A −→ A munit A d'une structure de ∗-algèbre. On

véri�e ensuite sans di�culté que la comultiplication est un ∗-morphisme. �

On peut aussi dé�nir le conjugué d'un comodule, de la manière suivante (la véri�-
cation est immédiate) :
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Proposition-Dé�nition 8.3.4 Soient H une ∗-algèbre de Hopf et V = (V, αV ) un
H-comodule. L'application linéaire

αV : V −→ V ⊗H

v 7−→
∑

v(0) ⊗ v∗(1)

munit V d'une structure de H-comodule, appelé le comodule conjugué de V .

On peut maintenant introduire la notion de produit scalaire invariant sur un como-
dule.

Dé�nition 8.3.5 Soient H une ∗-algèbre de Hopf et V = (V, αV ) un H-comodule. Un
produit scalaire H-invariant sur V est une application linéaire ψ : V ⊗ V −→ C
véri�ant les conditions suivantes :

(a) ψ est un morphisme de H-comodules,
(b) ∀v, w ∈ V , on a ψ(v ⊗ w) = ψ(w ⊗ v),
(c) ∀v ∈ V , ψ(v ⊗ v) = 0 =⇒ v = 0.

On peut caractériser l'existence d'un produit scalaire invariant en utilisant les ma-
trices multiplicatives. On a d'abord besoin de la dé�nition suivante.

Dé�nition 8.3.6 Soit A une ∗-algèbre. On dit qu'une matrice u = (uij) ∈ Mn(A) est
unitaire si elle est inversible, d'inverse u∗, où u∗ est la matrice transposée de u = (u∗ij).

Proposition 8.3.7 Soient H une ∗-algèbre de Hopf et V = (V, αV ) un H-comodule.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe un produit scalaire H-invariant sur V .

2. Il existe une base e1, . . . , en de V telle que si ∀i, αV (ei) =
∑

j ej ⊗ xji, la matrice
multiplicative x = (xij) est unitaire.

Preuve. (1) ⇒ (2) Soit H un produit scalaire H-invariant sur V et soit e1, . . . , en une
base orthonormée : φ(ei ⊗ ej) = δij . Soit x = (xij) la matrice multiplicative associée
Alors comme φ est un morphisme de H-comodules, on a, pour tous i, j,

δij =
∑
k

x∗kixkj

et ainsi l'inverse de la matrice x est x∗.
(2) ⇒ (1) Supposons qu'il existe une base e1, . . . , en de V telle que si ∀i, αV (ei) =∑
j ej ⊗ xji, la matrice multiplicative x = (xij) est unitaire. Soit alors φ : V ⊗ V −→ C

l'application linéaire dé�nie par φ(ei ⊗ ej) = δij Alors φ est un produit scalaire sur V ,
et est H-invariant si x est unitaire. �

Proposition 8.3.8 Soient H une ∗-algèbre de Hopf et V = (V, αV ) un H-comodule.
S'il existe un produit scalaire H-invariant sur V , alors V est semisimple.
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Preuve. Soit φ : V ⊗V −→ C un produit scalaireH-invariant, soitW un sous-comodule
de V , et soit W⊥ = {x ∈ V | φ(w⊗ x) = 0, ∀w ∈W}. On sait que V = W ⊕W⊥, et il
su�t donc de voir que W⊥ est un sous-comodule de V . L'application linéaire

V −→W ∗

v 7−→ φ(v ⊗−)

est H-colinéaire car elle est égale à la composée d'applications H-colinéaires (φ⊗idW ∗)◦
(idV ⊗ δV ) avec δV dé�nie en 7.4.6. Notons X le noyau : on a v ∈W⊥ ⇐⇒ v ∈ X, et
X étant un sous-comodule de V , on voit facilement que W⊥ est un sous-comodule de
V . �

Dé�nition 8.3.9 Une algèbre de Hopf est dite compacte si elle admet une structure
de ∗-algèbre de Hopf H telle que tout H-comodule de dimension �nie possède un produit
scalaire H-invariant.

La terminologie �compacte� provient de certaines algèbres de Hopf de fonctions sur
des groupes topologiques compacts.

Le résultat suivant une conséquence immédiate de la proposition 8.3.8.

Théorème 8.3.10 Une algèbre de Hopf compacte est cosemisimple.

Les premiers exemples d'algèbres de Hopf compactes sont obtenu à partir de groupes.

Théorème 8.3.11 Soit G un groupe �ni. Alors l'algèbre de Hopf C(G) est compacte, et
ainsi G est linéairement réductif.

Preuve. Soit V un C(G)-comodule de dimension �nie et π : G −→ GL(V ) la représen-
tation correspondante. Soit φ : V ⊗V −→ C un produit scalaire et soit ψ : V ⊗V −→ C
dé�ni par

∀v, w ∈ V × V, ψ(v ⊗ w) =
∑
g∈G

φ
(
π(g)(v)⊗ π(g)(w)

)
On véri�e sans di�culté que ψ est un produit scalaire sur V , et est un morphisme
de représentations de G (la stucture de représentation de V étant induite par celle de
C(G)-comodule, c'est-à-dire que π : G −→ GL(V ) est dé�ni par π(g)(v) = π(g)(v), pour
g ∈ G et v ∈ V ). Ainsi ψ est un produit scalaire C(G)-invariant (ou plus simplement
G-invariant). �

Théorème 8.3.12 Soit G un groupe. Alors l'algèbre de Hopf C[G] est compacte.

Preuve. Soit V un C[G]-comodule de dimension �nie. Alors il existe une base e1, . . . , en
de V et des éléments g1, . . . , gn de G tels que ∀i, αV (ei) = ei ⊗ egi . L'existence d'une
telle base provient de la description des C[G]-comodules comme des espaces vectoriels
G-gradués (début du paragraphe 3 du chapitre 7). La matrice multiplicative (δijegi) est



CHAPITRE 8. COGÈBRES ET ALGÈBRES DE HOPF COSEMISIMPLES 89

alors unitaire (∀g ∈ G, on a e∗g = eg−1), et donc la proposition 8.3.7 assure l'existence
d'un produit scalaire C[G]-invariant. �

On cherche maintenant un critère simple qui assure qu'une ∗-algèbre de Hopf est
compacte, et qui évitera de véri�er que tous les comodules possèdent des produits
scalaires invariants.

Lemme 8.3.13 Soient H une ∗-algèbre de Hopf et soient V,W des H-comodules.
(1) On a un isomorphisme de H-comodules V ⊗W −→W ⊗ V , v ⊗ w 7−→ w ⊗ v.
(2) Si V et W possédent des produits scalaires invariants, alors V ⊗W possède un

produit scalaire H-invariant.

Preuve. Le premier isomorphisme est construit facilement, notons le θ. Soient ψ :
V ⊗ V −→ C et φ : W ⊗ W −→ C des produits scalaires H-invariants. Alors la
composée

V ⊗W ⊗ V ⊗W
θ⊗idV⊗W−−−−−−→ W ⊗ V ⊗ V ⊗W

idV ⊗ψ⊗idV−−−−−−−→ W ⊗W
φ−−−−→ C

est H-colinéaire, et est un produit scalaire (on le voit en prenant des bases orthonormées
de V et W ). �

Théorème 8.3.14 Soit H une ∗-algèbre de Hopf. Supposons que H est engendrée,
comme algèbre, par les coe�cients d'une matrice multiplicative unitaire u = (uij) ∈
Mn(H). Alors H est une algèbre de Hopf compacte, et est donc cosemisimple.

Preuve. Soit V le H-comodule de base e1, . . . , en dé�ni par α(ei) =
∑

j ej ⊗ uji. Alors
il existe un unique produit scalaire sur V tel que la base e1, . . . , en soit orthonormée, qui
est H-colinéaire car la matrice u est unitaire. Par le lemme précédent, pour tout n ∈ N,
le comodule V ⊗n possède un produit scalaire H-invariant. Tous ses sous-comodules
possèdent donc un produit scalaire invariant, ainsi que tous ses comodules quotients
(car ils sont isomorphes à des sous-comodules, utiliser le supplémentaire orthogonal).
Par hypothèse le H-comodule V est générateur, et donc le théorème 7.5.2 permet de
conclure que tout H-comodule possède un produit scalaire invariant, et est semisimple.
�

Théorème 8.3.15 Pour q ∈ R∗, l'algèbre de Hopf Oq(SL2(C)) est compacte, et est
donc cosemisimple.

Preuve. L'inverse de la matrice multiplicative(
a b
c d

)
est (

S(a) S(b)
S(c) S(d)

)
=
(

d −qb
−q−1c d

)
=
(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
=
(
a b
c d

)∗
On peut donc appliquer le théorème précédent. �
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Théorème 8.3.16 Les algèbres de Hopf O(GLn(C)), O(SLn(C)), O(On(C)), O(SOn(C))
et O(Sp2n(C)) sont compactes, donc cosemisimples. Les groupes algébriques correspon-
dant sont donc linéairement réductifs.

Preuve. On construit pour chacune de ces algèbres de Hopf une structure de ∗-algèbre
de Hopf telle la matrice multiplicative dont les coe�cients engendrent (par dé�nition)
l'algèbre sous-jacente, et le théorème 8.3.14 donne le résultat. �

Commentaires

On peut développer de même une théorie des modules semisimples, avec des énoncés
identiques ainsi que leurs preuves, à l'exception notable du lemme 8.1.8, dont la preuve
pour les modules est beaucoup plus compliquée.

La notion d'algèbre de Hopf compacte est inspirée par les structures présentes sur
les algèbres de Hopf de fonctions représentatives sur des groupes compacts. Voir [3]. Par
exemple l'algèbre de Hopf O(GLn(C)) est l'algèbre des fonctions représentatives sur le
groupe compact U(n).

On peut montrer qu'il existe au plus (à isomorphisme près), sur une algèbre de Hopf
donnée H, une structure de ∗-algèbre de Hopf sur H telle que H soit compacte : voir
[2].



Chapitre 9

Les représentations du groupe

quantique SLq(2)

On décrit dans ce chapitre les représentations du groupe quantique SLq(2) lorsque
q est réel. Dans ce cas on sait que Oq(SL2(C)) est cosemisimple, et il su�t donc de
construire les Oq(SL2(C))-comodules simples. Ces comodules seront construits en utili-
sant une co-action de Oq(SL2(C)) sur l'algèbre Cq[x, y] des fonctions sur le plan quan-
tique, qui est la généralisation de l'action naturelle du groupe algébrique SL2(C) sur le
plan C2.

9.1 Action sur le plan quantique

Dans ce paragraphe k est un corps quelconque. Le concept suivant est la dualisation
de la notion de groupe opérant sur un ensemble : si G est un groupe algébrique a�ne
agissant à droite sur un ensemble algébrique a�ne X via une application polynomiale
X ×G −→ X, on obtient un morphisme d'algèbres

O(X) −→ O(X ×G) ∼= O(X)⊗O(G)

satisfaisant des axiomes. Cette notion est formalisée de la manière suivante.

Dé�nition 9.1.1 Soit H une algèbre de Hopf. Une algèbre H-comodule est une paire
(A,α) où A est une algèbre et où α : A −→ A⊗H est un morphisme d'algèbres tel que
(A,α) soit un H-comodule.

Exemple. Si H est une algèbre de Hopf, alors H = (H,∆) est une algèbre H-comodule.

Proposition 9.1.2 Soit H une algèbre de Hopf et A une algèbre H-comodule. Alors la
multiplication de A, mA : A⊗A −→ A, est un morphisme de H-comodules.

Preuve. Soient a, b ∈ A. On a

α ◦mA(a⊗ b) = α(ab) = α(a)α(b) =
∑

a(0)b(0) ⊗ a(1)b(1) = (mA ⊗ idH) ◦ αA⊗A(a⊗ b)

91
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ce qui signi�e bien que mA : A⊗A −→ A est un morphisme de H-comodules. �

Pour constuire des algèbres H-comodules, le lemme suivant est très utile. La preuve,
très similaire à celle du lemme 5.2.2, est laissée en exercice.

Lemme 9.1.3 Soient H une algèbre de Hopf, A une algèbre et α : A −→ A ⊗ H un
morphisme d'algèbre. Soit (ai)i∈I des générateurs de l'algèbre A. Supposons que ∀i ∈ I,
on a

(α⊗ idH) ◦ α(ai) = (idA ⊗∆) ◦ α(ai) et (idA ⊗ ε) ◦ α(ai) = ai

Alors (A,α) est une algèbre H-comodule.

On construit maintenant une structure d'algèbre Oq(SL2(k))-comodule sur

kq[x, y] = k〈x, y | yx = qxy〉

Pour n ∈ N, notons kq[x, y]n = Vect(xiyn−i, 0 ≤ i ≤ n). C'est un sous-espace de
dimension n+ 1 de kq[x, y].

Proposition 9.1.4 Il existe un unique morphisme d'algèbres

α : kq[x, y] −→ kq[x, y]⊗Oq(SL2(k))

tel que α(x) = x⊗ a+ y ⊗ c et α(y) = x⊗ b+ y ⊗ d, qui munit kq[x, y] d'une stucture
d'algèbre Oq(SL2(k))-comodule. On a, pour 0 ≤ i ≤ n,

α(xiyn−i) =
n∑
j=0

xjyn−j ⊗


∑
r+s=j
0≤r≤i

0≤s≤n−i

(
i
r

)
q2

(
n− i
s

)
q2
q(i−r)sarbsci−rdn−i−s


et pour tout n ∈ N, kq[x, y]n est un sous-comodule de kq[x, y].

Preuve. La construction du morphisme d'algèbres α est laissée en exercice. Le lemme
précédent assure que α munit kq[x, y] d'une structure d'algèbre Oq(SL2(k))-comodule.
On a (y ⊗ c)(x⊗ a) = q2(x⊗ a)(y ⊗ c), et donc la q2-formule du binôme (4.3.3) donne

α(xi) = α(x)i = (x⊗ a+ y ⊗ c)i =
i∑

r=0

(
i
r

)
q2
xryi−r ⊗ arci−r

De même on a

α(yn−i) = α(y)n−i = (x⊗ b+ y ⊗ d)n−i =
n−i∑
s=0

(
n− i
s

)
q2
xsyn−i−s ⊗ bsdn−i−s

On obtient bien la formule annoncée pour α(xiyn−i), et il est clair que kq[x, y]n est un
sous-Oq(SL2(k))-comodule de kq[x, y]. �
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9.2 Classi�cation des représentations irréductibles et for-

mules de Clebsch-Gordan

Les comodules Vn = Cq[x, y]n du paragraphe précédent permettent d'obtenir tous les
Oq(SL2(C))-comodules simples lorsque q est réel. Le but du paragraphe est de montrer
le résultat suivant.

Théorème 9.2.1 Soit q ∈ R∗.
(a) L'algèbre de Hopf Oq(SL2(C)) est cosemisimple.
(b) Pour tout n ∈ N, le Oq(SL2(C))-comodule Vn = Cq[x, y]n est simple de dimension
n+ 1, et tout Oq(SL2(C))-comodule simple est isomorphe à l'un des Vn.
(c) Pour tout m,n ∈ N, On a les formules (de Clebsch-Gordan)

Vn ⊗ Vm ∼= V|n−m| ⊕ V|n−m|+2 ⊕ · · · ⊕ Vn+m−2 ⊕ Vn+m =
min(n,m)⊕
i=0

Vn+m−2i

On a déjà montré la partie (a) au chapitre précédent, et les parties (b) et (c) seront
des conséquences du résultat suivant. Ici k est à nouveau un corps quelconque.

Théorème 9.2.2 Soit q ∈ k∗. Supposons que les deux conditions suivantes sont réali-
sées.

(A) ∀n ∈ N, on a (n)q = 1 + q + . . .+ qn−1 6= 0.
(B) L'algèbre de Hopf Oq(SL2(k)) est cosemisimple.
Alors

(1) Pour tout n ∈ N, le Oq(SL2(k))-comodule Vn = kq[x, y]n est simple de dimension
n+ 1, et tout Oq(SL2(k))-comodule simple est isomorphe à l'un des Vn.
(2) Pour tout m,n ∈ N, On a les formules (de Clebsch-Gordan)

Vn ⊗ Vm ∼= V|n−m| ⊕ V|n−m|+2 ⊕ · · · ⊕ Vn+m−2 ⊕ Vn+m =
min(n,m)⊕
i=0

Vn+m−2i

Il est clair que si k = C et si q ∈ R∗, alors les conditions (A) et (B) précédentes sont
réalisées, et le théorème 9.2.1 est donc une conséquence immédiate du théorème 9.2.2.
Le but du paragraphe est donc maintenant de démontrer le théorème 9.2.2.

Proposition 9.2.3 Soit n ∈ N. Supposons que ∀i ≤ n, on a (i)q = 1+q+. . .+qi−1 6= 0
(cela est vrai si k est de caractéristique zéro et si q = ±1 ou q n'est pas une racine de
l'unité). Alors on a

EndOq(SL2(k))(Vn) = k

Ainsi si de plus Oq(SL2(k)) est cosemisimple, alors les Vn, n ∈ N, sont des Oq(SL2(k))-
comodules simples, deux à deux non isomorphes.
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Preuve. Pour i ∈ {0, . . . , n}, posons ei = xiyn−i, et travaillons dans la base (e0, . . . , en)
de Vn = kq[x, y]n. Soit f ∈ EndOq(SL2(k))(Vn), de matrice (λij)0≤i,j≤n dans la base
(e0, . . . , en). Pour i, j ∈ {0, . . . n}, posons

xji =
∑
r+s=j
0≤r≤i

0≤s≤n−i

(
i
r

)
q2

(
n− i
s

)
q2
q(i−r)sarbsci−rdn−i−s

La matrice (xij) est la matrice multiplicative associée à la base (e0, . . . , en), et on a, par
la proposition 7.3.5,

∀i, l ∈ {0, . . . , n},
n∑
j=0

λijxjl =
n∑
j=0

xijλjl (?)

Considérons maintenant le morphisme d'algèbres φ : Oq(SL2(k)) −→ k[z, z−1] dé�ni
par φ(a) = z, φ(d) = z−1 et φ(b) = φ(c) = 0 (on véri�e que φ existe bien). Un
calcul immédiat montre que φ(xji) = δjiz

−n+2i, et en appliquant φ à (?), il vient
λilz

−n+2l = λilz
−n+2i, d'où λil = 0 si i 6= l. Les égalités (?) deviennent

∀i, l ∈ {0, . . . , n}, λiixil = λllxil

et pour montrer que la matrice (λij) est scalaire, il su�t donc de voir que xil 6= 0. Pour
cela considérons l'algèbre

B = k〈g, g−1, x | gg−1 = 1 = g−1g, xg = qgx〉

On véri�e sans problème que la famille gixj , i ∈ Z, j ∈ N, est une base de B. On véri�e
aussi l'existence de deux morphismes d'algèbres

φ+ : Oq(SL2(k)) −→ B et φ− : Oq(SL2(k)) −→ B

tels que

φ+(a) = g = φ−(a), φ+(c) = 0 = φ−(b), φ+(b) = x = φ−(c), φ+(d) = g−1 = φ−(d)

On a, si j ≥ i,
φ+(xji) =

(
n− i
j − i

)
q2
q(j−i)(j−n)gi+j−nxj−i

L'hypothèse assure que le coe�cient binomial de gauche est non nul, et donc φ+(xji) 6=
0. Si j ≤ i, on a

φ−(xji) =
(
i
j

)
q2
q(i−j)(i−n)gi+j−nxi−j

et donc on a de même φ−(xji) 6= 0. Ainsi les comodules Vn sont simples, et deux à deux
non isomorphes car de dimensions di�érentes. �
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Proposition 9.2.4 Pour n ≥ 1, on a une suite exacte de Oq(SL2(k))-comodules

0 // Vn−1
ν // Vn ⊗ V1

µ // Vn+1
// 0

c'est-à-dire que ν et µ sont des morphismes de Oq(SL2(k))-comodules, ν est injectif, µ
est surjectif, et Ker(µ) = Im(ν). Si de plus Oq(SL2(k)) est cosemisimple, alors on a un
isomorphisme de Oq(SL2(k))-comodules

Vn ⊗ V1
∼= Vn−1 ⊕ Vn+1

Preuve. On dé�nit µ comme la restriction de la multiplication sur kq[x, y] à Vn ⊗ V1.
On a donc, pour i ∈ {0, . . . , n},

µ(xiyn−i ⊗ x) = qn−ixi+1yn−i et µ(xiyn−i ⊗ y) = xiyn+1−i

On a bien µ(Vn⊗V1) ⊂ Vn+1 et µ est un morphisme de comodules car la multiplication
d'une algèbre comodule est un morphisme de comodules (proposition 9.1.2). Par ailleurs
il est clair que µ est surjectif. Considérons l'application linéaire

δ : k −→ V1 ⊗ V1

1 7−→ −qx⊗ y + y ⊗ x

On véri�e sans di�culté que δ est Oq(SL2(k))-colinéaire. On dé�nit alors ν comme la
composée

Vn−1

idVn−1
⊗δ

// Vn−1 ⊗ V1 ⊗ V1

µ⊗idV1 // Vn ⊗ V1

Alors ν est un morphisme de Oq(SL2(k))-comodules et on a, pour i ∈ {0, . . . , n− 1},

ν(xiyn−1−i) = −qn−ixi+1yn−1−i ⊗ y + xiyn−i ⊗ x

On voit facilement que ν est injectif et que µ ◦ ν = 0, d'où Im(ν) ⊂ Ker(µ). On a

dim(Ker(µ)) = dim(Vn) dim(V1)− dim(Im(µ)) = 2n− (n+ 1) = n− 1 = dim(Im(ν))

donc �nalement Im(ν) = Ker(µ), et on a bien la suite exacte annoncée. Si Oq(SL2(k))
est cosemisimple, soit s : Vn+1 −→ Vn ⊗ V1 une application Oq(SL2(k))-colinéaire telle
que µ ◦ s = idVn+1 . Soit alors p = s ◦ µ : Vn ⊗ V1 → Vn ⊗ V1 : p est un projecteur
Oq(SL2(k))-colinéaire, et on a Vn ⊗ V1 = Ker(p)⊕ Im(p) ∼= Vn−1 ⊕ Vn+1. �

Preuve du théorème 9.2.2. Rappelons que l'on suppose
(A) ∀n ∈ N, on a (n)q = 1 + q + . . .+ qn−1 6= 0 ;
(B) L'algèbre de Hopf Oq(SL2(k)) est cosemisimple.
La proposition 9.2.3 est valable sous ces hypothèses, donc les Vn, n ∈ N sont des

Oq(SL2(k))-comodules simples. D'autre part V1 est un Oq(SL2(k))-comodule généra-
teur, donc la proposition 8.2.4 assure que tout Oq(SL2(k))-comodule simple est iso-
morphe à un sous-comodule d'un V ⊗m

1 , m ∈ N. D'autre part une récurrence facile à
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partir de la proposition précédente assure que les V ⊗m
1 , m ∈ N, sont somme directe

de comodules Vi, i ∈ N. Ainsi si W est un Oq(SL2(k))-comodule simple, la proposition
8.1.11 assure qu'il existe i ∈ N tel que W ∼= Vi, et la partie (1) est donc démontrée.

Pour démontrer les formules de Clebsch-Gordan, on peut supposer n,m ≥ 1. Fixons
n ≥ 1 et montrons par récurrence sur m. Pour m = 1, le résultat est donné par la
proposition 9.2.4. Supposons m ≥ 1 et le résultat montré au rang m. On a alors

(Vn ⊗ Vm)⊗ V1
∼=

min(n,m)⊕
i=0

Vn+m−2i

⊗ V1
∼=

min(n,m)⊕
i=0

Vn+m−2i ⊗ V1

∼=


(
⊕n

i=0 Vn+m−1−2i)
⊕

(
⊕n

i=0 Vn+m+1−2i) si n < m− 1(⊕n−1
i=0 V2n−1−2i

)⊕(⊕n−1
i=0 V2n+1−2i

)⊕
V1 si n = m

(
⊕m

i=0 Vn+m−1−2i)
⊕

(
⊕m

i=0 Vn+m+1−2i) si n ≥ m+ 1

et

Vn ⊗ (Vm ⊗ V1) ∼= Vn ⊗ (Vm−1 ⊕ Vm+1)

∼=

min(n,m−1)⊕
i=0

Vn+m−1−2i

⊕(Vn ⊗ Vm+1)

∼=


(
⊕n

i=0 Vn+m−1−2i)
⊕

(Vn ⊗ Vm+1) si n < m− 1(⊕n−1
i=0 V2n−1−2i

)⊕
(Vn ⊗ Vn+1) si n = m(⊕m−1

i=0 Vn+m−1−2i

)⊕
(Vn ⊗ Vm+1) si n ≥ m+ 1

On conclut en utilisant la proposition 8.1.12 que

Vn ⊗ Vm+1
∼=

min(n,m+1)⊕
i=0

Vn+m−1−2i

et la formule de Clebsch-Gordan est démontrée. �

Commentaires

La description des représentations du groupe quantique SLq(2) (q ∈ R∗) est dûe à
Woronowicz [27]. On peut trouver diverses preuves dans la littérature, voir le livre [14]
et ses références.

La preuve relativement simple donnée ici combine diverses idées bien connues. En
particulier, la démonstration de la formule de Clebsch-Gordan, en utilisant seulement
les isomorphismes Vn ⊗ V1

∼= Vn−1 ⊕ Vn+1, est tirée de [9].
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