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I Modules

Rappel : un anneau est un triplet (A, +, -) ot A est un ensemble non vide et
+:AXxA—A - AxXxA—A

sont des lois (internes) sur A satisfaisant aux axiomes qui suivent.

1. (A, +) estun groupe abélien. Le neutre est alors noté 04 ou 0, et le symétrique d'un élémenta € A

est noté —a.
2. (A, ) est un monoide, c’est-a-dire que la loi - est associative et posseéde un élément neutre, noté
14 oul.

3. Ona,Va,b,ce A:a-(b+c)=a-b+a-ciet(b+c)-a=b-a+c-a.

Dans ce chapitre on va étudier les modules sur un anneau. Cela permet
— de généraliser et raffiner des résultats d’algebre linéaire (les modules sur les corps étant
les espaces vectoriels),
— d’obtenir des résultats structurels sur les anneaux (de la méme manieére, on obtient des
résultats sur les groupes en les faisant opérer sur des ensembles).

Dans la suite A est un anneau.

A Définitions

Définition A.1. Un A-module (a gauche) est un triplet (M, +,.) oit (M, +) est un groupe abélien
et .: A X M — M est une loi externe

AXM—M
(a,x) — a.x

vérifiant les axiomes suivants (Va,b € A, Vx,y € M) :
1. a(x+y)=ax+ay,
2. (a+b)x=ax+by,
3. (ab).x = a.(b.x),

4. 1.x = x.

Exemples A.2. 1. A estun A-module, la loi externe étant la multiplication de A.

2. Pour n € IN*, A" est un A-module, dont le groupe abélien sous-jacent est le groupe
abélien produit A" et la loi externe est donnée par

a.(x1,...,xy) = (axy,...,ax,)

3. Si A est un corps, un A-module est exactement un A-espace vectoriel.



4. A = Z. Les Z-modules sont exactement les groupes abéliens.

En effet : Un Z-module est en particulier un groupe abélien. Réciproquement si M est groupe
abélien, on définit une loi externe

ZxM-—M
(n,x) — n.x

de la maniere suivante. Sin > 0, on pose n.x = x+...+xetsin < 0, on pose n.x =
PO
n rois

—((—n).x). On vérifie que cela munit bien M d’une structure de Z-module (exercice).

5. Si I est un ensemble et M est un A-module, notons M! I'ensemble des applications
I — M. Alors on vérifie que M! est un A-module, pour les lois suivantes (f, g € M!
acA).

— (f+2)(x) = f(x) + (),
- (@f)(x) = af(x).

La notion de module est donc une (vaste) généralisation des notions de groupe abé-
lien et d’espace vectoriel. Un certain nombre de constructions et résultats sur les espaces
vectoriels se généralisent sans probléme aux modules, alors que d’autres résultats ne se gé-
néraliseront pas (comme par exemple I'existence d"une base).

Définition A.3. Soient M et N des A-modules. Une application A-linéaire de M vers N, ou
encore un morphisme de A-modules de M vers N, est une application f : M — N telle que
Vx,y € M,Va c A, ona

L flx+y) = fx) +fy)
2. f(ax) =a.f(x).
L’ensemble des applications A-linéaire de M vers N est noté Hom 4 (M, N), avec de plus quand M =

N, Homy (M, M) = End 4 (M). Un isomorphisme de A-modules, ou encore un isomorphisme
A-linéaire, est une application A-linéaire bijective.

On vérifiera que la composée de deux applications A-linéaires est encore une application
A-linéaire, et que la bijection inverse d"un isomorphisme A-linéaire est encore A-linéaire.

Exemples A.4. 1. Soita € A. L'application f, : A — A, b —— ba, est une application
A-linéaire.
2. Soitn € N*eti € {1,...n}. La i-eme projection p; : A" — A est une application
A-linéaire.
3. Si M et N sont des Z-modules, un morphisme de Z-modules M — N est exactement
un morphisme de groupes (vérifier).



Proposition A.5. Soient M et N des A-modules.

1. L'ensemble Homy (M, N) est naturellement un groupe abélien avec pour f,g €
Homy4 (M, N),
(f+8)(x) :=f(x) +g(x),Vxe M

2. Si de plus A est commutatif, alors Homy4 (M, N) est un A-module avec pour a € A,
f € Homu (M, N),
(a.f)(x) :=a.f(x),Vx e M

3. End 4 (M) est un anneau, avec pour multiplication la composition des applications A-
linéaires.

Preuve. Exercice. UJ

Le résultat suivant est une reformulation tres utile de la définition de A-module. On
pourra le comparer a la situation analogue de la formulation d"une opération d"un groupe
G sur un ensemble X en termes d’un morphisme de groupes G — Sx.

Proposition A.6. Soit M = (M, +) un groupe abélien. Il est équivalent de se donner

1. une structure de A-module sur M,

2. un morphisme d’anneaux ¢ : A — Endz(M).

Preuve. Supposons d’abord que M est un A-module, avec loi externe A x M — M (a,x) — a.x.
Soit alors l'application I, : M — M, I,(x) = a.x, qui est un morphisme de groupes. Ceci définit
donc une application
¢ : A — Endz(M)
ar— 1,
On vérifie que ¢ est un morphisme d’anneaux.

Réciproquement, si ¢ : A — Endz(M) est un morphisme d’anneaux, on définit une loi externe
sur M

AXM-—M
(a,x) — a.x := @(a)(x)

et on vérifie que (M, +,.) est bien un A-module. [J

Le résultat suivant est trés utile pour transporter une structure de module sur un anneau
donné vers un autre anneau.

Proposition A.7. Soient A et B des anneaux et soit f : A — B un morphisme d’anneaux
(f(1a) = 1petVa,b € A, f(ab) = f(a)f(b), f(a+b) = f(a) + f(b)). Soit M un B-module.
Alors f induit une structure de A-module sur M, définie par:Va € A,Vx € M, a.x := f(a).x.

Preuve. Exercice. UJ

Exemple A.8. Si A C B estunsous-anneau, alors la multiplication de B induit par restriction
une structure de A-module sur B.



B Sous-modules

Les concepts introduits dans ce paragraphe sont des adaptations directes du cas des es-
paces vectoriels.

Définition B.1. Soit M un A-module. On dit qu’'un sous-ensemble N de M est un sous-A-module
de M (ou plus simplement un sous-module de M) si

1. 0 € N,
2.Vx,ye N, x+ye€N,
3. Vae A, Vx € N,a.x € N.

Un sous-module est donc en particulier un sous-groupe.

Exemple B.2. 1. Soit M un A-module : {0} et M sont des sous-modules de M.
2. Les sous-modules du A-module A sont exactement les idéaux a gauche de A.
3. Soit M un A-module et x € M. Alors Ax = {a.x, a € A} est un sous-module de M (a
vérifier).
4. Soit M un Z-module. Les sous-modules de M sont exactement ses sous-groupes.

5. Si I est un ensemble et M est un A-module, notons M) 'ensemble des applications
I — M a support fini, c’est-a-dire les applications nulles en dehors d"un ensemble
fini. Alors M) est un sous-module de M.

Un sous-A-module est un A-module, pour les lois induites.

Proposition B.3. Soient M et N des A-modules et f : M —> N une application A-linéaire.

1. Si M' C M est un sous-module, alors f(M’) est un sous-module de N. En particulier
Im(f) = f(M) est un sous-module de N.

2. Si N’ C N est un sous-module, alors f~!(N’) est un sous-module de M. En particulier
Ker(f) = f~1({0}) est un sous module de M.

Preuve. Exercice. UJ

Exemple B.4. Soit (ay,...,a,) € A". Alors
M = {(xl,...,xn) c A" ’ X141 + -+ Xpdy :O}
est un sous-module de A”. En effet ’application

f:A"— A
(X1,...,Xp) —> X141 + - - - + Xpay

est A-linéaire (vérifier), et M = Ker(f).



Définition-Proposition B.5. Soient I un ensemble et (M;);c; une famille de A-modules.
Alors les lois produit munissent [ [;c; M; d"une structure de A-module :

(x;) + (vi) = (xi +yi), a.(x;) = (a.x;)

Le A-module obtenu, noté encore [;c; M;, est appelé le A-module produit des (M;);c;.

Preuve. Exercice. OJ

Exemple B.6. Si M; = M pour tout i, le A-module []; M;est]’ensemble des suites d’éléments
de M indexées par I. Il s’identifie au A-module M! déja défini des applications I — M.

Définition-Proposition B.7. Soit (M;);c; une famille de A-modules. On note

P M;={(x;) e [[Mi|3] CIfinitqx; =0pouri ¢ J}

iel el

Alors @;c; M; est un sous-module de [];c; M;, appelé somme directe des (M, );c;.

Preuve. Exercice. [J

Exemple B.8. Si M; = M pour tout i, le A-module @;c;M; est 'ensemble des suites d’élé-
ments de M indexées par I et a support fini. Il s’identifie au A-module M) des applications
a support fini I — M.

Définition B.9. Soient M un A-module et (M;);c; une famille de sous-modules de M. On dira
(abusivement) que M est somme directe des (M;)cy, et on notera M = @;c; M;, si l'application
A-linéaire

P M — M
iel
(xi) — in

est un isomorphisme.

On a la reformulation immédiate suivante, qui est souvent la plus utile.

Proposition B.10. Soient M un A-module et (M;);c; une famille de sous-modules de M.
Alors M = @;c; M; si et seulement si tout élément x € M s’écrit x = Y ;< x;, pour un
unique (x;) € P;e; M;.

Un résultat important pour les espaces vectoriels est I’existence de supplémentaires pour
les sous-espaces vectoriels (conséquence du théoreme de la base incomplete). Au niveau des
modules, on a la caractérisation suivante pour les sous-modules qui admettent un supplé-
mentaire.



Proposition B.11. Soient M un A-module et M’ C M est un sous-module. Il existe un sous
A-module M" C M tel que M = M’ & M" (un supplémentaire) si et seulement si il existe
une projection p € End 4 (M) (c’est-a-dire p o p = p) telle que M’ = p(M). Dans ce cas on a
alors M" = Ker(p).

Preuve. Si M = M’ & M”, il existe pour tout x € M, des éléments uniques x’ € M’ et x”" € M" tels
que x = x" + x”. Soit p : M — M l'application définie par p(x) = x’. On voit facilement que p est
A-linéaire, que p est une projection et que Ker(p) = M".

Réciproquement s'il existe une projection p € Ends (M) telle que M’ = p(M), on prend M" =
Ker(p), et on vérifie que l'application A-linéaire M' @ M" — M, (x/,x”) — x’ + x”/, est un isomor-
phisme (car Vx € M, ona x = p(x) + (x — p(x)).

L’exemple suivant montre alors que le résultat d’existence d’un supplémentaire pour un
sous-espace vectoriel n’est plus vraie en général pour les modules.

Exemple B.12. Soit n > 1. Il n’existe de pas de sous-module M du Z-module Z tel que
Z =nZ D M.

En effet : si un tel M existe, il existe une projection p € Endz(Z) telle que p(Z) = nZ. Mais on a
alors nZ = p(Z) = pop(Z) = p(nZ) = np(Z) = n*Z, ce qui implique n = 0oun = +1. [

Le résultat suivant est lui aussi souvent utile.

Proposition B.13. Soient M un A-module et Mjy, ..., M, une famille A-modules. Les asser
tions suivantes sont équivalentes.

1. MEM B D M,.
2. Il existe, pour tout i € {1,...,n}, des applications A-linéaires u; : M; — M et p; :
M — M, telles que

n
piou]- :5ijidMir ldM = Zuiopi
i=1

Preuve. Notons pour tout i, p; : M; @ - - - & M,, — M; la i-eme projection, et u; : M; — M; D --- D
M, la i-eme injection. Ces applications A-linéaires vérifient

n
piouj = &jidy, idme.am, = Y Ui P
i=1

(1) = (2). Soit f : M — M; @ - -- & M, un isomorphisme A-linéaire. Alors les applications
A-linéaires v; = f ! o u; et q; = p; o f vérifient les conditions demandées et on a le résultat.

(2) = (1) Supposons qu'il existe des applications A-linéaires v; : M; — Metg; : M — M, telles
que g; 0v; = d;jidpy;, idy = YL v; 0 ;. On vérifie alors que l'application A-linéaire

éMl‘ — M
i=1
(x;) — ivi(xi)

i=1

est un isomorphisme. []



Définition-Proposition B.14. Soient M un A-module et (M;);c; un famille de sous-modules
de M. Alors

ZMi = {in, (xi) S @ Mi}

i€l i€l i€l

est un sous-module de M, appelé la somme des sous-modules (M;);c.

Preuve. Exercice. OJ

Exemple B.15. Soient M un A-module et N et P des sous-modules de M.Ona M = N @ P
< [M=N+PetNNP={0}]

Définition-Proposition B.16. Soient M un A-module et (M;);c; un famille de sous-modules
de M. Alors ;7 M; est un sous-module de M.
SiS C M, notons A.S (ou AS) l'intersection de tous les sous-modules de M contenant S : c’est
le plus petit sous-module de M contenant S, et on dit que AS est le sous-module engendré
parS.Ona

AS=) Ax

xeS

L'ensemble A.S est ’ensemble des combinaisons linéaires (a coefficients dans A) des élé-
ments de S. Si M = A.S, on dit S est une partie génératrice de M, ou encore engendre M.
Un A-module de type fini est un A-module engendré par une partie finie.

Preuve. Exercice. UJ

Remarque. La définition s’applique aussi dans le cas o1 la partie S est vide, avec alors A.S =

{0}.

Exemple B.17. Le A-module A" est de type fini, engendré par la partie {ey,...,e,}, olie; =
0,...,0 ,1, ,0,...,0).

i—eme place

Exemple B.18. Soient M un A-module et (M;);c; un famille de sous-modules de M. Alors
le sous-module de M engendré par U;cM; est ) ;; M; (vérifier).

Modules quotients

Rappel. Soient M = (M, +) un groupe abélien et N C M un sous-groupe. Considérons la
relation Ry définie sur M par

XRny <= x—y €N

La relation Ry est une relation d’équivalence, on note M/ N 1’ensemble des classes d’équi-
valences et p : M — M/ N la surjection canonique (on note aussi p(x) = ¥, etc). Alors il
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existe une unique structure de groupe (abélien) sur M/ N telle que la surjection canonique
soit un morphisme de groupes (de telle sorte que x +y = X + ¥, le neutre est 0 = p(0)).

Proposition C.1. Soient M = (M, +) un A-module et N C M un sous-module. Il existe sur
M/ N une unique structure de A-module telle que la surjection canonique p : M — M/N
soit A-linéaire.

Preuve. Il reste a construire la loi externe A x M/N — M/N. Soit x,y € M tels que x —y € N.
Alors a.(x —y) € N car N est un sous-module. Ainsi a.x —a.y = a.x +a.(—y) = a.(x —y) € N.Ce
calcul montre que 1’on peut définir une application

AxXM/N — M/N
(@, p(x)) — a.p(x) = p(a.x)
On vérifie que muni de cette loi, le groupe abélien M /N est bien un A-module. La surjection cano-

nique est A-linéaire par construction de la structure de A-module, et il est clair que cette propriété
assure "unicité de cette structure. []

Théoréme C.2 (de factorisation et d’isomorphisme pour les A-modules). Soient M et N des
A-modules et f : M — N une application A-linéaire.

1. Soit M" C M un sous-module. Si f(M') = 0, alors il existe une unique application
A-linéaire f : M/M' — N telleque fop = f (p : M — M/M’ est la surjection
canonique).

f

\ 7
p LT

M/M’
2. f induit un isomorphisme de A-modules M/Ker(f) = Im(f)

M N

Preuve. 1. Soient x,y € M tels que x —y € M'. Alors f(x —y) = 0, d’ou f(x) = f(y). Ce calcul
montre que 1'on peut définir une application f : M/M' — N, f(p(x)) = f(x). On vérifie que f est
A-linéaire, et par construction f o p = f. L'unicité provient de la surjectivité de p.

2. On applique la constuction précedente a M’ = Ker(f) pour obtenir une application A-linéaire
f: M/Ker(f) — Im(f). Le théoréme d’isomorphisme pour les groupes assure que f est un isomor-
phisme de groupes, et est donc un isomorphisme A-linéaire. []

Exemple C.3. Soit (ay,...,a,) € A" etsoit M = {(xq,...,x,) € A" | xqa1 + -+ - + xpan, =
0} : c’est un sous-module de A". Alors les A-modules A"/M et Aay + - - - + Aay, sont iso-
morphes.
En effet : L'application
fA" — A
(X1, ..., %) — x1a1 + -+ - + xpay

est A-linéaire, avec Ker(f) = M etIm(f) = Aay + - - - + Aay, : le théoreme d’isomorphisme donne le
résultat.

11



II Modules libres

Dans ce chapitre on étudie une classe importante de modules : les modules libres, qui
sont les modules admettant une base. On verra que si 'anneau de base n’est pas corps, il
n’existe pas nécessairement une base.

Dans la suite A est un anneau non nul.

A Définition et exemples

Définition A.1. Soit M un A-module et (x;);c; € M! une famille d'éléments de M.
1. On dit que la partie {x;};c; engendre M, ou est une partie génératrice de M, lorsque M est
engendré par la partie {x;};c1, ¢’est-a-dire lorsque M =Y ;.1 Ax;.

2. On dit que la partie {x;};c; est libre, ou encore linéairement indépendante, lorsque

V(ai)ier € AL, Zaixi =0=a,=0,Viel

iel
3. On dit que la partie {x;};c| est une base de M si elle est libre et génératrice.

Ainsi, 1a partie {x; };c| est une base de M si tout élément de M s’écrit de maniére unique
sous la forme Y;_; a,x; pour (a;) € AU,

Remarque : on peut formuler les définitions précédentes pour la famille (x;);c; de M, on
parle alors de famille libre, famille génératrice.

Définition A.2. On dit qu'un A-module est libre s'il posséde une base.

Par convention on dira que le module nul est libre (avec @ pour base).

Exemple A.3. 1. Pour n € IN*, le A-module A" est libre, et la partie {e1,...,en}, ou
e; = (0,...,0 ,1, 0,...,0), est une base de A" (la base canonique). On fait de plus
place i
la convention A? = {0}, ’est bien un module libre.

2. Soit I un ensemble. Le A-module A) des fonctions a support fini I — A est libre.

Pour i € I, notons ¢; la fonction caractéristique du singleton {i}. Alors {e;};c est une
base de A,
Preuve. Si f € AW, Soit ] C I'lesupportde f:] = {i € I| f(i) # 0}. On vérifie alors que
f = Yicj f(i)e;, ce qui montre que la partie {¢;};c; engendre AU, Soit (a;);c; € A tel que
Yicraie; = 0. Alors pour tout ip € I, ona 0 = Y ;cra;e;(ip) = a;,. Ceci montre que la partie
{e;}ics est libre. (J

12



Le théoreme qui suit est une propriété cruciale des modules libres.

Théoréme A.4. Soit M un A-module libre de base {¢;};c;. Soit N un A-module et x;, i € I,
des éléments de N. Alors il existe une unique application A-linéaire f : M — N telle que
Vie I, ona f(e) = x;.

Preuve. Pour montrer 1'unicité, supposons qu’il existe une telle application f. Soit x € M : on a
x = Y,c ai.e; pour (a;) € AD). Alors par linéarité de f ona f(x) = Y,c ai.f(e;) = Yiepai.xi, et cela
montre 1"'unicité.

On construit alors f de la maniere suivante. Soit x € M : x s’écrit de maniere unique sous la
forme x = Y. a;.¢; pour (a;) € AU, On pose alors f(x) = Yc;a;.x;. Ceci définit une application
f:M — NtellequeV € I, f(e;) = x;, et on vérifie sans probleme que f est linéaire. [J

Corollaire A.5. Si M est un A-module libre, il existe un ensemble I tel que les A-modules
AU et M soient isomorphes.

Preuve. Soit {x; },c; une base de M. On consideére le A-module libre AW debase {ei}ic1- l existe, par
le théoreme précédent, des applications A-linéaires f : A() — Metg: M — AU telles que Vi € I,
fle)) = x;et g(x;) = e;. Alors Vi € I, g o f(e;) = e; et puisque {e; };cs est une base de AU, 1a linéarité
de g o f assure que go f = id 4. De méme on voit que f o ¢ = idp, et on a bien I'isomorphisme
annoncé. []

Corollaire A.6. Tout A-module est quotient d’un module libre.

Preuve. Soit {x;};c; une partie génératrice de M et soit f : A(!) — M l'unique application A-linéaire
telle que Vi € I, f(e;) = x;.Onadonc x; € Im(f), Vi € I, et} ;c; Ax; = M C Im(f), et ainsi f est
surjective. Le théoreme d’isomorphisme permet de conclure. []

Corollaire A.7. Soient M et N des A-modules et f : M — N une application A-linéaire
surjective. Si N est libre, il existe une application A-linéaires : N — M telle que f os = idy.

Preuve. Soit {¢;},c; une base de N. Comme f est surjective, il existe, pour touti € I, x; € M tel
que f(x;) = e;. Soits : N — M l'unique application A-linéaire telle Vi € I, s(¢;) = x;. On a alors
fos(e)) =e;, Vie I, etdonc f os = idy par linéarité (et le fait que {e; };c; est une base de N). [

Corollaire A.8. Si A est un anneau intégre qui n’est pas un corps (par exemple A = Z),
alors il existe des A-modules non libres.

Preuve. L'anneau A est integre et n’est pas un corps, il existe donc un élément 2 € A non nul tel que
I = Aa G Aet A/I est non nul. Supposons que le A-module A/I est libre. Soit p : A — A/Ila
surjection canonique. Il existe, d"aprés le corollaire précédent, une application A-linéaires : A/l —
A telle que pos =idy,;. Comme a € I, on a, en utilisant la linéarité de s, 0 = s(p(a)) = s(a.p(1)) =
as(p(1)). L'anneau A est integre et a # 0, donc s(p(1)) = 0. Mais alors p(1) = pos(p(1)) =0, ce qui
implique 1 € I et I = A : on aboutit a une contradiction. [
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B Le théoreme de la base incomplete

On vient donc de voir qu’en toute généralité, il existe des modules non libres si A n’est
pas un corps.

Théoreme B.1 (de la base incomplete). Supposons que A est un corps. Soient M un A-
module, S une partie libre de M et X une partie génératrice de M. Alors il existe une base B
de M telleque S C B C X.

Preuve. Soit I ’ensemble des parties libres E de M telles que S C E C X : [ est non vide car S € I.
On munit I de I’ordre induit par l'inclusion des parties de M. On voit facilement que I est ordonné
inductif (toute partie non vide totalement ordonnée admet un majorant). On peut donc utiliser le
lemme de Zorn : I possede un élément maximal, que I'on note B. Montrons que B est une base de
M : on sait déja que c’est une partie libre, il reste a voir que c’est une partie génératrice de M. Tout
élément de M est combinaison linéaire d’éléments de X, il suffit donc de voir que tout élément de X
est combinaison linéaire d’éléments de B. Soit x € X \ B. Alors la partie BU {x} n’est pas libre par
maximalité de B. Il existe doncey,..., e, € B, ay,...,a, € Aetb € Btels queaj.e; + - +ay.e, +
b.x = 0,avecb # 0 (car B est libre). Alors b.x = —Y ' ; a;.e; = Y i 1(—a;).e;. Comme A est un corps,
b # 0 est inversible et on a

n

x=1lx=(b"b)x=b".(bx)=b".()_ (- =Y (=b"'a;).e

i=1 i=1

ce qui montre que x est combinaison linéaire d’éléments de B. [

Corollaire B.2. Si A est un corps, tout A-espace vectoriel (A-module) possede une base.

Preuve. Soit M un A-espace vectoriel. Si M est nul il n’y a rien a montrer, sinon on prend x € M, x #
0. La partie {x} est libre car A est un corps, et on peut appliquer le théoreme de la base incomplete
(en prenant par exemple X = M comme partie génératrice). []

C Rang d’un module libre

On se propose de démontrer le résultat suivant.

Théoréme C.1. Soient A un anneau commutatif non nul et M un A-module libre. Toutes les
bases de M ont le méme cardinal.

On verra plus loin que le théoréme n’est pas vrai si A n’est pas supposé commutatif. On
va commencer par établir le résultat dans le cas ot le module libre admet une base ayant un
nombre fini d’éléments. On aura besoin de la notion suivante.

Définition C.2. Soient My, ..., My, V des A-modules. Une application f : My x - - - X M, — V
est dite n-linéaire si pour chaque i et des éléments fixés x; € M, j # i, l'application

Mi —V, x+— f(xl,. e Xic1, %, X1, - ..xn)
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est A-linéaire. Quand M; = M, Viet V = A, ondit que f : M" — A est une forme n-linéaire
sur M.

On dit qu’une forme n-linéaire f : M" — A est alternée si pour tout (x1,...,x,) € M", alors
Xj = X;j avec i # j entraine f(xq,...,x,) = 0.

Proposition C.3. Soit A un anneau commutatif (non nul) et soit M un A-module.

1. Si f : M" — A est une forme n-linéaire alternée, on a pour tout ¢ € S, et tout
(x1,...,x,) € M",
fXo)- s Xom)) = (@) f(x1, .., xn)
2. Si M admet une partie génératrice ayant p < n éléments, alors toute forme n-linéaire
alternée sur M est nulle.

3. Si M est un A-module libre ayant une base {ey,...,e,} a n éléments, il existe une
unique forme n-linéaire alternée A : M" — A telle que A(ey, ..., en) =1

Preuve. 1. Supposons dans un premier temps que o est une transposition : ¢ = (i, j) avec i < j. Alors
fxi,ooxi+xj,000,%+%;,...,%,) =0

:>f(xl,...,xi,...,xi,...,xn)+f(x1,...,x,-,...,x]-,...,xn)+
fxn, oo X, Xjyooo, Xn) + f(X1,000, X, Xiy oo, Xn) =0
:>f(x1,...,xj,...,xi,...,xn) = —f(xl,...,xi,...,xj,...,xn) :s(a)f(xl,...,xi,...,x]-,...,xn)

Pour traiter le cas général, on remarque que l'on a une application

MnXSnHMn

((xl,...,xn),(f) — (xl,...,xn).a = (xa(l),...,xg(n))

qui vérifie (x1,...,x,).(cT) = ((x1,...,%x,).0).T, Vo, T € Sy et (x1,...,x,).1 = (x1,...,%,). Le groupe
S est engendré par les transpositions et la signature est un morphisme de groupes, le résultat se
montre donc sans difficulté par récurrence sur le nombre de transpositions dont la permutation ¢ est
un produit, a partir de la premiere étape.

2. Supposons que {ej,...,e,} est une partie génératrice de M. Pour (xy,...,x,) € M", on écrit
pour chaque i, x; = Zle ajiej. On a dong,

f(x1,...,xn) = Z ajll"'ajnnf<€j1/---/ejn) =0

jl/---/j‘rl

car f est n-linéaire et alternée et p < n.
3. Supposons que {ey, ..., e, } est une partie génératrice de M. Pour (x1,...,x,) € M", on a, en
reprenant les notations précédentes

f(xl,...,xn) = Z ﬂjll"'ajnnf(ejlf"'/ejn)

P
= Y Aoy Ao o1y - s Co(n) = (2 e(0)ag(1)1 - 'aU(n)n> flei,... en)
oEeS, oeS,

Il existe donc au plus une forme n-lineaire alternée f : M" — A telle que f(ey,...,e,) = 1. Si
maintenant {ey, ..., e, } est une base de M, on définit une application

A:M'"— A
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en posant
A(xlz e Xp) = Z E(U)aa(l)l © Ag(n)n

oeS,
ou comme précedemment, on a, pour chaque i, x; = Zle ajiej. Il est clair que Aey,...,en) = leton
vérifie sans difficulté que A est n-linéaire. Soit (x1,...,x,) € M" avec x; = xj pouri < j.Ona

A(xll . -/xn) = Z S(U)aa(l)l ©Ag(n)n

0ES,

= Z £(0')510(1)1 “Ag(n)n + Z S(U)aa(l)l “A(n)n
oEA, gEA, (l,])

= Y. &(O)agay Ao+ Y, €0(1) 0@ Ao(yit Aol Bo(nn
ceEA, oeA,

= Z 8((7')[1(7(1)1 © Qg (n)n + Z —8(0’)610(1)1 by Aoyt Bo(n)n
ceA, oEA,

=0

Ceci montre que A est alternée. []

Preuve du théoréme C.1. Etape 1. Supposons que M admet une base finie, et soit (¢;);c; une telle
base. Soit (fj);cj une autre base de M. Montrons que ] est fini.

Pour tout i € I, il existe un élément (a;);c; € AU tel que

= T
j€]
Notons S; C ] le support (fini) de (a;)je; : Si = {j € J | a;j # 0}. Soit J' = Uje1S; C J. Soit M le
sous-module de M engendré par les f;, j € J'. Comme Vi € I,onae; € M, onadonc M' = M et
J =]’ (par I'indépendance linéaire des f;) et donc ] est fini.

Sin = Card(I) et p = Card(J) avec, il existe par la proposition précédente une forme n-linéaire
alternée non nulle et on a nécessairement p > n, et I'argument symétrique montre que p = n.

Etape 2. Soient (e;);cs et (f;);jcj deux bases de M. On peut supposer que I et | sont infinis. Mon-
trons d’abord que Card(I) < Card(] x IN). Pour tout j € J, soit (a;;)icr € AU tels que f; = Yicj ajjei,
et notons S; C I le support (fini) de (a;;)icr : S; = {i € I|a;; # 0}. Soit I' = Uj¢S;. Tous les f;
appartiennent a M’, le sous module de M engendré parlese;, i € I',donc M’ = M.OnadoncI' = I
(car pour i € I, ¢; est combinaison linéaire d’éléments ¢y, i’ € I, et par 'indépendance linéaire on a
i € I') etainsi

Card(I) = Card(I') = Card(Uj¢jS;) < Card(] x N)

L'inégalité de droite s’obtient en utilisant le lemme suivant.

Lemme C.4. Soit E un ensemble et (E;);c; des parties de E. Alors Card(Uj¢jE;) < Card(] x E). En
particulier si les E; sont finis, on a Card (Uj¢ E;) < Card(J x IN).

Preuve du lemme. Pour chaque x € Uj¢Ej, on choisit un élément 7(x) € ] tel que x € E(,). On construit ainsi
une injection (UjejE;) < (J x E) en associant a x € UjcfE; le couple (7(x), x). Si les E; sont finis, on fixe pour
tout j une injection v; : E; < IN, et on obtient une application injective Uje Ej < ] X N, x — (T(x), V¢(y) (X))
g

Comme ] est infini, on a Card(J x IN) = Card(]) (propriété vraie pour tout ensemble infini,
admise si elle n’est pas déja connue), et donc Card(I) < Card(]). En échangeant les roles de I et ],
on obtient Card(]) < Card(I) et le théoreme de Cantor-Bernstein permet de conclure que Card(I) =
Card(]).O

Définition C.5. Soit A un anneau commutatif non nul. Le cardinal d"une base d’un A-module libre
est appelé le rang (ou dimension si A est un corps) du module.
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Exemple C.6. 1. Le A-module libre A" est libre de rang n.

2. Si M et N sont des A-modules libres de rang respectifs m et n, alors M @ N est libre de
rang m —+ 1.

Remarque. Si A est un corps non commutatif, il est également vrai que toutes les bases d"un
A-module (A-espace vectoriel) ont méme cardinal. Par contre le résultat n’est plus vrai si A
n’est pas un corps, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple C.7. Soit K un corps commutatif. Soit V un K-espace vectoriel ayant une base
(en)nen (par exemple V = K(N)). Considérons I’anneau A = Endg(V) des endomorphismes
K-linéaires de V. Alors A posseéde une base ayant un élément, ainsi qu'une base ayant deux
éléments.

En effet : A est bien stir un A-module libre avec une base a un élément (14 = idy). Considérons
maintenant les éléments u, v de A = Endg (V) définis par

u(e;) = e, v(e;) = egiyq, Vi €N

ainsi que les les éléments 1/, v' de A définis par

ei siiestpair eis1  siiestimpair
wle)=q2 = de)=4 7 :
0 siiimpair 0 sii est pair

On vérifie alors que ' ou = idy = v ov = uou' +vov/, etu’ov = 0 = v/ o u. Montrons que
(u’,0") est une base du A-module A.Si f € A,ona f = foidy = (fou)ou' + (fov) o, ce qui
montre que (u’,v') engendre A. Si f,g € A vérifient fou'+gov' = 0,alors fou'ou =0 = fet
gov ov =0 = g (par les identités précédentes), donc (u’,v’) est une famille libre, et est donc une
base du A-module A. [J

On termine la section en mentionnant la non-généralisation d’autres résultats classiques
sur les espaces vectoriels aux modules arbitraires.

Remarques C.8. 1. Un sous-module d"un module libre n’est pas nécessairement libre.
2. Un sous-module d"un module de type fini n’est pas nécessairement de type fini.

Eneffet : 1. Considérons A = Z/ n2Z,n > 2.Pour k € Z, notons k sa classe dans A. Soit M = {H, ke
7z} ={0,7,...,(n—1)n}.C’estunidéal de A, ’est-a-dire un sous-module de A. Montrons qu’aucun
élément de M n’est libre, ce qui montrera que M ne possede pas de base et donc n’est pas libre. Soit
x € M: x = kn. Alors on a 7i.¥ = 71X = n2k = 0, avec 71 # 0, ce qui montre que x n’est pas libre.

2. Soit K un corps et A = KN. Alors M = A est un A-module de type fini, mais K{N) n’est pas un
sous-module de type fini de A. Sinon, il existerait f, ..., f, € KN tels que KN) = Afy + .- + Afy,.
Soit ] = {k € N, Ji € {1,...,m} tq fi(k) # 0}. Alors J est fini car fi,... fu € AW et pour tout
élément f € Afi+---+ Afm,ona f(k) = 0 pour k ¢ ]. Puisque ] est fini, il existe donc f qui
n’appartient pasa Af; + - - - + Afy, ce qui donne une contradiction. [
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D Module de torsion

Pour un module M, on introduit un sous-ensemble (un sous-module si A est integre et
commutatif) qui permet a I'occasion de montrer qu'un module n’est pas libre.

Définition-Proposition D.1. Soit M un A-module. Le sous-ensemble de torsion de M est
défini par
T(M):={xeM|Jaec A\ {0} tqa.x =0}

Si A est intégre et commutatif, alors T(M) est un sous-module de M.

Preuve. Il est clair que 0 € M. Soient x,y € T(M) :il existea, b € A\ {0} tels que a.x = 0 = b.y. Alors
ab.(x +y) = 0 car A commutatif, avec ab # 0 car A intégre. De plus Vc € A,onaa.(c.x) = c.(a.x) =0,
d’ottcx € T(M). O

Proposition D.2. Si A est un anneau intégre et M est un A-module libre, alors T(M) = (0).

Preuve. Soit {¢;};c; une base de M et x € M : x = Y. a;.¢; pour (a;)ic; € AW, Si x € T(M), soit
a€ A\ {0} tel que a.x = 0. Alors Y ;.;(aa;).e; = 0, donc aa; = 0, pour tout i. L’anneau A est integre,
donca; =0,Vi,etx =0.0

Exemple D.3. 1. Si M est un groupe abélien (Z-module) fini, alors T(M) = M.

2.SiM = A/I(I # (0) idéal de A), alors T(A/I) = A/I (ce qui redémontre que A/
n’est pas un module libre si A est integre et commutatif).

3.SiM=N®@P,alors T(M) =T(N) ® T(P).
4. Ona T(Q) = (0), mais Q n’est pas un Z-module libre.

On verra plus loin que si A est un anneau principal et si M est un A-module de type fini,
alors M est libre si et seulement si T(M) = (0).
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IIT Algeébres

Dans ce chapitre A est un anneau commutatif.
A Définitions

Définition A.1. Soient M, N, P des A-modules et f : M x N — P une application. On dit que f
est une application A-bilinéaire si c’est une application 2-linéaire, c’est-a-dire si f est A-linéaire en
chaque variable :

1. flax+yz) =af(xz) +fyz),Va € A, Vx,y € M,Vz € N;

2. flx,a.y+z) =afixy) + f(x,z),Va € A, Vx € M, Vy,z € N.

Définition A.2. Une A-algébre est un A-module R muni d'une application A-bilinéaire

Rx R —R
(x,y) —> x %y

telle que Vx,y,z € R,ona (xxy)xz = x* (y*z),etilexistel € Rtel quex+1 =1%xx = x,
Vx € R.

Les axiomes ci-dessus impliquent que (R, +, *) est un anneau.

Exemples A.3. 1. Les Z-algebres sont exactement les anneaux.

2. Soit R un anneau et soit
Z(R) ={x € R|yx =xy,Vy € R}

le centre de R (c’est un sous-anneau de R). Alors R est une Z(R)-algebre, la structure
de Z(R)-module étant induite par la multiplication de R. Plus généralement si A est un
sous-anneau de Z(R), alors R est une A-algebre (vérifier). Encore plus généralement,
tout morphisme d’anneaux A — Z(R) induit une structure de A-algebre sur A.

3. M, (A), I'ensemble des matrices n X n a coefficients dans A, est un A-module et un
anneau, et est une A-algebre (cet exemple sera étudié dans le chapitre suivant).

4. Si I est un ensemble, le A-module A’ est une A-algebre, le produit étant donné par le
produit ponctuel des fonctions (vérifier).

5. Si M est un A-module, alors End 4 (M) est une A-algebre.

Les lemmes suivants sont tres utiles pour construire des algebres.

Lemme A.4. Soient M, N, P des A-modules. Supposons que M et N sont libres de bases
respectives {e; }ic; et {e}} jej- Soit {xj;}ier jej une famille d’éléments de P. Alors il existe une
unique application A-bilinéaire f : M x N — P telle que f(ej, ¢}) = x;j, Vi € I, Vj € ].
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Preuve. Exercice. UJ

Lemme A.5. Soit R un A-module engendré par une famille {e;};c;. Soitm : R x R — R,
(x,y) — x -y une application A-bilinéaire telle que

1. e; - (6] . ek) = (81' . 6]) - ek, Vi,j,k el

2. ilexistee € Rtelquee;-e =e; =e-¢;, Vi € I.

Alors m munit R d’une structure de A-algebre (I'unité de 'anneau R est e).

Preuve. Il suffit de vérifier que Vx,y,z € R,ona (x-y)-z=x-(y-z)etx-e = e-x = x. Cela se fait
sans difficulté & partir de la bilinéarité de m et des hypotheses. U

Exemple A.6. Soit I est un ensemble fini, et considérons 1'unique application bilinéaire A’ x
Al — Al (e, ej) — djje;. Elle munit le A-module libre Al (= AU car [ est fini) d’une
structure de A-algébre. Le produit correspond en fait au produit ponctuel des fonctions.

Définition A.7. Si R et S sont des R-algebres, un morphisme de A-algebres f : R — S est une
application A-linéaire qui est aussi un morphisme d’anneaux.

On vérifiera que la composée de deux morphismes de A-algebres est encore un mor-
phisme de A-algébres. Bien siir un isomorphisme de A-algébres est un morphisme de A-
algebres bijectif, et on vérifiera que la bijection inverse d"un isomorphisme de A-algébres est
encore un isomorphisme de A-algebres.

Plus généralement, les définitions, constructions et résultats sur les modules et anneaux
ont des analogues évidents. Nous ne les énoncerons pas, mais citons tout de méme les faits
suivants.

~» Sous-algebres. Une sous-algebre est un sous-anneau qui est un sous-module.

~+ Idéaux dans une algebre. Si R est une A-algebre et I est un idéal de R, alors I est
automatiquement un sous A-module (vérifier), et on peut former la A-algébre quotient R/1.

~» Noyau d’un morphisme d’algébres. Le noyau d'un morphisme d’algébres est un
idéal, et on a un théoréme d’isomorphisme pour les algébres.

~ Modules sur une algébre. Si R est une A-algebre et M est un R-module, alors M est
automatiquement un A-module, avec a.m = (a.1g).m. Plus généralement on a

Proposition A.8. Soit R une A-algebre et soit M un A-module. Il est équivalent de se donner
1. une structure de R-module sur M telle que a.m = (a.1g).m,Va € A,Vm € M;
2. un morphisme de A-algebres ¢ : R — End 4 (M).

La démonstration est laissée en exercice.

La structure de A-module d’un module sur une A-algebre R peut s’avérer tres utile pour
I'étude des R-modules. Par exemple, si A = k est un corps et si R est une k-algebre de
dimension finie (i.e. est de dimension finie comme k-espace vectoriel), alors si M est un
R-module avec 0 < dimy (M) < dimg(R), on voit que M n’est pas un R-module libre.
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B L’algebre d’un monoide

On présente dans cette section un construction trés importante d’algebre : 1’algebre d'un
monoide. Cette construction engloble non seulement les algébres de polynémes, mais aussi
bien d’autres exemples intéressants.

Soit G = (G, -) est un monoide (laloi - : G x G — G est associative et possede un élé-
ment neutre, noté 1). On consideére le A-module libre A(), avec sa base canonique {egteec

Définition-Proposition B.1. Soit G = (G, -) un monoide. Il existe sur A(®) une unique struc-
ture de A-algebre dont la stucture sous-jacente de A-module est celle de A(®), et dont le pro-
duit * : A(®) x AG) — A(C) vérifie, Vg, h € G, eg * ey = egy. L'élément neutre multiplicatif
est e1. Le produit * est appelé produit de convolution. La A-algebre obtenue, notée A[G],
est appelée la A-algébre du monoide G.

Preuve. existence de I'application A-bilinéaire  : A(®) x A(G) — A(C) est assurée par un lemme
précédent (A(®) est un A-module libre de base {eg} ¢cG)- Les identités

(eg xep) *es = eg * (e xe5), egxe1 = eg = e xeq, Vg, 1,5 € G
sont assurées par les propriétés du monoide G, et on obtient bien la A-algebre annoncée. [

L'applicationi: A — A[G], a — a.e1, est un morphisme d’anneaux injectif, qui permet
d’identifier A a un sous-anneau de A[G].

Théoréme B.2 (Propriété universelle de 1’algebre d’un monoide). Soient R une A-algébre,
G un monoide et f : G — R une application multiplicative, c’est-a-dire que f(xy) =
f(x)f(y), Vx,y € G, et f(1) = 1. Alors il existe un unique morphisme de A-algebres

f: A[G] — Rtel que f(e;) = f(g), Vg € G

Preuve. Comme A[G] est un A-module libre de base {¢;}cc, il existe une unique application A-
linéaire f : A[G] — R tel que f(eg) = f(g), Vg € G.Ona f(e1) = f(1) = 1. Pour x = Y oc Xg.€q €t
Y = YeegYg-€g onaxy =Y cc(Lon—s Xg¥n)-es, et donc

flay) =} (3 xgyn)-f(s)

s€G gh=s

alors que

f)fy) = ) (xeyn)-(FQfF (M) = ) (xgyn)-f(gh) = Y ()2 xXgyn)-f(s)

gheG gheG s€G gh=s

et ainsi f est un morphisme d’algebres. [J

Remarque. La A-algebre A[G] est commutative si et seulement si le monoide G est commu-
tatif.

On décrira au chapitre VI la structure de 1’algebre C[G] lorsque G est un groupe fini. On
utilisera le résultat suivant.
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Proposition B.3. Soit G un groupe fini. Alors Z(A[G]), le centre de A[G], est un A-module
libre de rang égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Preuve. Soit ¢ € A[G]. Alors puisque les (eg)qcc forment une base de A[G], il est clair que ¢ €
Z(A[G]) <= [Vg € G,eq *$ = eg * ¢], d’oti en multipliant a gauche par e,-1, ¢ € Z(A[G]) <=
[Vg € G,eg* ¢ xeg1 = ¢] donc

heG

€ Z(A[G]) <= VgeG, =Y ¢p(h)e =egxPpxegr = Z(;;(p( Coyg1 = Zcp “he)ey,
ye

Ceci montre que ¢ € Z(A[G]) <= Vg, h € G, ¢p(ghg™') = ¢(h) (¢ est une fonction centrale sur G).

Soit C une classe de conjugaison de G. On pose xc = } qcc €g- Alors la fonction xc est la fonction
indicatrice de la classe de conjugaison C : xc(g) = 1sig € Cetxc(g) = 0sig ¢ C. Ainsi xc
est constante sur les classes de conjugaison, et est une fonction centrale, d’ott xc € Z(A[G]). Soient
Ci,...,Ct les classes de conjugaison de G : G = C; II.... II C;. On sait donc que Axc, + -+ -+ Axc, C
Z(A[G]). Montrons que xc,, ..., xc, est une base de Z(A[G]). Déja ces éléments sont linéairement
indépendants car les (eg)qc le sont et les classes de conjugaison sont disjointes. Soit maintenant
¢ € Z(A[G]). Alors ¢ est une fonction centrale, et donc est constante sur les classes de conjuguaison
de G. Si C est une classe de conjugaison de G, notons ¢(C) la valeur de ¢ sur n'importe quel élément
de C. On obtient alors

(P:E(P( :ZE(P :ZE¢(C1)€g:Z¢ Zeg_z(rb xC/
8€G i=1g¢C; i=1g€C; i

ce qui assure bien que xc,, . . ., X, est une partie génératrice de Z(A[G]), et donc une base de Z(A[G])
qui est donc un A-module libre de rang le nombre de classes de conjugaison de G. [

Algebres de polyndmes

On va utiliser la construction du paragraphe précédent pour (re)définir une classe d’al-
gebres tres importante : les algébres de polyndmes.

Soit n € IN*. Considérons le monoide additif N”. Pour i € {1,...,n}, notons X; =
€(,...1,..,0), Ot le 1 est situé a la i-eme place. Par définition du produit dans A[N"], on a, pour
(il,...,in) € IN7”, .

eliy, i) = Xq o X

11,...,ln) -

avec bien stir la convention X! =1 = €(,...0)- Les Xil X (i1,...,in) € IN" forment donc
une base du A-module libre A[IN"], et on écrit alors

A[N"] = A[Xy, ..., X,]

Définition C.1. L'algebre A[X1,..., Xy = A[IN"] est I’algébres des polyndme a n variables
a coefficients dans A. Les éléments de A[Xq, ..., X,| sont appelés les polynémes a coefficients
dans A.

A s’identifie a un sous-anneau de A[Xj, ... X,] (avec a = al), et donc si B est un sous-

anneau de A, il s'identifie & un sous-anneau de A[Xj, ... X,], que I'on peut donc voir comme
une B-algebre.
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La propriété universelle de A[X3, ..., X, ] est la suivante.

Théoreme C.2. Soient B une A-algebre et by,...,b, € B tels que bibj = bjbl- pour tous i,j.
Alors il existe une unique morphisme de A-algebres

¢ AlX1,..., X, — B

tel que ¢(X;) =b;,Vie {1,...n}.Pour P € A[Xq,..., Xy, onnote P(by,...,b,) = ¢(P).

Preuve. On considere d’abord l'application N" — B, (i1,...,i,) — b? e bf{l, qui est multiplica-
tive car les b; commutent deux a deux. On applique ensuite la propriété universelle de 1'algébre du
monoide N". [J

Corollaire C.3. Soient A et B des anneaux commutatifs et f : A — B un morphisme d’an-
neaux. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : AlXy,..., Xy — B[Xq,..., Xy
tel que fi4 = f et f(X;) = X;, pour tout i.

Preuve. On peut construire f directement, ou bien utiliser le résultat précédent en munissant B[Xj, . .., X,]
de la structure de A-algebre induite par la composition A — B < B[X3, ..., X,|. O

Le résultat qui suit est tres utile pour montrer des résultats par récurrence sur le nombre
de variables.

Proposition C.4. Les A-algebres A[X,..., Xy] et A[Xq, ..., X;—1][Xu] sont isomorphes.

Preuve. Il existe un unique morphisme de A-algebres f : A[Xy,..., Xn] — A[X1, ..., Xn-1][Xn] tel
que f(X;) = X;, pour tout i. On vérifie que f est un isomorphisme (par exemple en remarquant que
f envoie une base de A[Xj, ..., X, sur une base de A[Xq, ..., X;—1][Xx], ou encore en construisant
un isomorphisme inverse). []
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IV Matrices a coefficients dans un anneau
commutatif

Dans ce chapitre A est un anneau commutatif.

A Matrices

Soient n, p € IN*. On note M,, ,(A) I'ensemble des matrices n x p a coefficients dans A.
C’est un A-module, pour les lois usuelles (V(a;;), (b;j) € My, p(A))
(aij) + (bij) = (aij + bij)

a.(b;j) = (abj;)

Pour (i,j) € {1,...,n} x{1,...,p}, on note E;; € M, (A) la matrice dont tous les
coefficients sont nuls a I'exception de celui situé sur la i-eme ligne et la j-éme colonne, qui
vaut 1. Toute matrice M = (a;;) € My p(A) s’écrit de maniére unique sous la forme M =
Y., aijEij. Ainsi M, ,(A) est un A-module libre de rang np.

Le produit usuel des matrices définit pour n, p, g € IN*, une application A-bilinéaire

M p(A) x Mp4(A) — Myy(A)
p
(M = (ai), N = (bj)) — MN = (Z aikbk]’)
=1

Pourie€ {1,...,n},jke{1,...,p},1€{1,...,q},ona
EijEx = oixEi,

et cette formule définit totalement, par bilinéarité, le produit des matrices.

Lorsque n = p, M,(A) = M, ,(A) est une A-algebre, dont la multiplication est le
produit des matrices. La matrice identité (unité pour le produit des matrices) est notée I,,.
C’est une algeébre non commutative sin > 2.

On pose

GL,(A) =U(M,(A)) ={M € M,(A) | IM' € M, (A) tq MM’ = I, = M'M}.

C’est un groupe pour la multiplication des matrices. Les matrices suivantes seront tres utiles
dans la suite.

Définition-Proposition A.1. Soita € Aeti,j € {1,...,n},aveci # j. La matrice
Fi]'(ﬁl) =1, + aEl-]-

est inversible, d'inverse F;j(—a).

La vérification est immédiate.
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Centre et idéaux d’une algébre de matrices

Dans ce paragraphe on se propose d’étudier quelques propriétés des algébres de ma-
trices : calcul de leur centre et description des idéaux (quand A est un corps).

Proposition B.1. On a Z(M,(A)) = {al,,a € A}, d’ott un isomorphisme d’anneaux
Z(My(A)) = A.

Le résultat est une conséquence immédiate du résultat plus précis suivant.

Proposition B.2. Soit M € M,,(A). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. lexiste a € A tel que M = alj,.

2. M commute avec les matrices Ejj, Vi # j.

3. M commute avec les matrices F;;(1), Vi # j.

Preuve. Comme la matrice identité I,, commute avec toutes les matrices et F;j(1) = I, + Ejj, il est clair
que (1) = (2) etque (2) < (3). Il reste a voir que (2) = (1). Soit M = Y i | ay Ej; vérifiant (2). Fixons
i #j.Ona ME;; = Y ayEyj et E;M = Y a;E;, d’oua; = ajj, etsik #ietl # j, a; = 0 = a;. Ceci
est vrai pour tout i # j, d’ott le résultat. [J

Proposition B.3. Supposons que A = k est un corps. Alors les seuls idéaux bilateres de

M, (k) sont (0) et M, (k).

Preuve. Soit I # (0) un idéal de M, (k). Supposons dans un premier temps qu’il existe i, j tels que
Ejj € I. Alors pour tous k, I, on a Ey; = EiE;jEj; € 1. Comme [ est automatiquement un sous k-espace
vectoriel, on en déduit que I = M, (k).

Soit maintenant M = Y, ay Ey; € I nonnulle : il existe 7, j tels que a;; # 0. On a E;ME;j; = a;iE;; €
I,douE;j = a;laijEij € I. On est ramené au cas précédent. [J

Exercice. Si I C A est unidéal, on note M,,(I) les matrices a coefficients dans I. Vérifier que
M, (I) est un idéal de M,,(A), et que tout idéal de M,,(A) est de cette forme.

Par contre M, (A) admet toujours des idéaux a gauche.

Proposition B.4. Pouri € {1,...,}, notons |; C M, (A) I'ensemble des matrices dont les
termes sont nuls en dehors de la i-eme colonne. Alors J; est un idéal a gauche de M, (A).
De plus, en tant que M, (A)-module,ona M,(A) =1 B - Ju.

Preuve.Ona J; = Y| | AE);, et la vérification est un calcul facile. [J
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C Déterminant

Soit M = (ai]-) € M, (A), on pose
det(M) = Z 8(0’)&0(1)1 e aa(n)n
oES,

C’est le déterminant de M. Ceci définit une application det : M, (A) — A.
On se propose de montrer le résultat suivant.

Théoréme C.1 (Cramer). Soit M € M,,(A). Alors

M € GLy(A) <= det(M) € U(A).

Exercice. Montrer le résultat si n = 2.

Schéma de la preuve. On verra plus loin que pour M, N € M,,(A), ona det(MN) = det(M) det(N).
Puisque det(I,) = 1, on en déduit aisément que M € GL,(A) = det(M) € U(A). La réciproque sera
démontrée plus loin, avec en plus une formule pour le calcul de I'inverse de M si det(M) € U(A). O

Notation-convention.

1. Soit E est un A-module libre de rang n et soit e = (ey,...,e,) une base de E. On a
vu (Proposition C.3 du chapitre II) qu’il existe une unique forme n-linéaire alternée
A : E" — Atelle que A(ey, ..., e,) = 1. Pour (xq1,...,x,) € E", avec Vi, x; = )i ajiej,
ona
A(x1,...,xn) = Y e(0)agay - - - gy = det(M), avec M = (a;)

oES,
On notera dete(x1, ..., x,) cet élément de A.

2. Une matrice M € M, (A) estnotée (Cy,...,Cy) ou Cy,...,Cy, sont les colonnnes de M.
Ainsi le A-module libre M,,(A) de rang n? est vu comme le produit de 1 copies du A-
module libre M, 1(A) (de rang n et de base £ = (Eqy, ..., Ey1)). Avec cette convention,
det : M, (A) — A est une forme n-linéaire alternée, et det(M) = dete(Cy,...,Cy).

Proposition C.2. Pour M, N € M,(A),ona

det('M) = det(M) et det(MN) = det(M)det(N)

Preuve. Ecrivons M = (a;;). Pour o € S;,ona

Ae)1* " Bo(n)n = Ao-1(1) " " Apo-1(n)
d’ou
det(tM) = Z 8(0')’110(1) Clpg(n) = Z 8(0’)11071(1)1 ey = det(M)

eSS, oeS,

car e(c) = ¢(c~!) pour tout o € S,,. Soient My, ..., M, les colonnes de M. Si N = (b;j), alors MN est
la matrice dont les colonnes sont Cy, ..., Cy, ou C; = Y b;jM;. Alors on a

det(MN) = detg(Cl, .. .,Cn) = ( Z 8(0’)bg(1)1 <o ba(n)n) detg(Ml, .. .,Mn) = det(N) det(M)

gES,

ce qui donne le résultat. [

26



Définition C.3. Soit M = (a;;) € M,(A). Pour i,j € {1,...,n}, soit M;; € M, _1(A) la
matrice obtenue i patir de A en effacant la ligne i et la colonne j. L'élément (—1)""7 det(M;;) est

appelé le cofacteur (i,j) de M. On note M € M, (A) la matrice dont les coefficients sont les
cofacteurs de A.

Théoreme C.4 (Développement d'un déterminant suivant les lignes ou les colonnes). Soit
M = (a;;) € My(A). Pour chaquei € {1,...,n},ona

det(M) = Y (=1)**ay det(My) = Y (—1)""*ay; det(My;)
k=1 k=1

La premiére formule est le développement de det(M) suivant la ligne 7, la deuxiéme formule
est le développement de det(M) suivant la colonne i.

Preuve. Soit e = (ey,...,e,) la base canonique de A". Notons, pour 1 < i < n, v; = Y} akex.
On a det(M) = dete(vy,...,v,). Pour 1 < k < n, notons fy = (e, e1,...,€_1,€k11,---€n). Posons
également, pour 1 <k,j <mn,

1 am .o agj-1 gy -0 Gk
0

. k]

0

On a det(My;) = det(Ny;). D'autre part on a det(N;) = dety, (e, v1,...,0j,...0,). Posons

ayj = dete(v1,...,0j-1,€k, Vjt1,- -+, Un)
= (_1)j71dete(ekrvlz---/7/]\]‘/---/011) = (_1>j71(_1)k71detfk(€k,'01,...,T/J\]‘,...,Un)

La derniere identité est obtenue en utilisant le fait que pour o € S, si on note ¢.e la base (ea(l), cr€o(n) ),
onadetye(v1,...,0,) = €(0) dete(vy, ..., v,). La multilinéarité du déterminant assure que

n n .
det(M) = dete(vl, ce ,Un) = Z aijij = E akj(—l)k+] del‘(Mk]‘)
k=1 k=1

Ceci donne la deuxieme formule, et la premiére est obtenue par transposition (M) = (‘M)y,). O

Théoréme C.5 (Formule pour I'inverse d"une matrice). Soit M = (a;;) € M;(A).Ona

M'M = det(M)I,, = 'MM

et M est inversible si et seulement si det(M) € U(A).

Preuve. Soient 1 < | # j < n Soit N = (a;,;) la matrice obtenue a partir de M en remplagant la
colonne j par la colonne [ : aj; = ay; sii # jet a;cj = ay. Comme N a deux colonnes identiques on a

det(N) = 0. D’autre part pour tout k on a det(My;) = det(Nj;). Alors la formule précédente donne
n i n .
0= det(N) = Y ap;(—1)/ det(Nyj) = Y a(—1)"" det(My))
k=1 k=1

Ceci, combiné avec la formule précédente pour det(M), donne det(M)I,, = 'MM. L'autre partie de la
formule s’obtient par transposition. La derniére assertion est immédiate. [J
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D Application aux endomorphismes d’un module libre

De méme que pour les application linéaires entre espaces vectoriels, les applications li-
néaires entre modules libres sont déterminées par les matrices associées.

Définition D.1. Soient E et E' des A-modules libres de rangs respectifs n et p et de base respectives
B ={ey,...,en} et B' = {e},...,e,}. Soit u € Homu(E, E'). La matrice de u relativement
aux bases B et B' est la matrice Mg g (u) = (aji) € My (A) définie par

p
u(e;) = foﬁe},Vi e{1,...,n}
=

Lorsque E = E' et B = B’, on note Mp g(u) = Mg(u), c’est la matrice de u relativement i la base
B (ou dans la base B).

Réciproquement, la donnée d'une matrice M € M, ,(A) détermine une unique applica-
tion linéaire E — E'.

Proposition D.2. Soient E et E’ des A-modules libres de rangs respectifs n et p et de bases
respectives B et B'. L'application

HomA(E, El) — Mp,n(A)
ur— MB,B/(I/[)

est un isomorphisme A-linéaire.

Preuve. Exercice J

Proposition D.3. Soient E, E’ et E” des A-modules libres de rangs respectifs n, p et r et de
base respectives BB, B’ et B”. Pour u € Homy (E, E') etv € Hom4 (E', E”), on a

Mppr(vou) = Mp pr(v)Mp (1)

Preuve. Exercice J

Corollaire D.4. Soient E et E’ des A-modules libres de rangs respectifs 1 et p et de base
respectives B et B’. Soit u € Homy (E, E'). Alors u est un isomorphisme si et seulement si la
matrice Mg /(1) est inversible (et dans ce cas nécessairement n = p).

Corollaire D.5. Soit E un A-module libre de rang 7 et de base B. L'application

End,(E) — M, (A)
u+— Mpg(u)

est un isomorphisme de A-algebres. En particulier u est un isomorphisme si et seulement
si Mp(u) € GL,(A). Cette application induit en particulier un isomorphisme de groupes
Auty(E) = GL,(A).
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Soit E un A-module libre de rang n et de bases B et 5. Soit u € End4(M). On a

Mgp(u) = Mg g(idp) Mp (1) Mp g (idm) = Mp g (idp) Mg (1) Mg 5 (idpm)

Ainsi on a det(Mg(u)) = det(Mp/(u)). Ce calcul légitime la définition suivante.

Définition D.6. Soit E un A-module libre de rang fini et u € End 4 (E). Le déterminant de u est le
déterminant de la matrice de u (relativement a n’importe quelle base de E).

Théoréme D.7. Soit E un A-module libre de rang fini et u € End4(E). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

1. u est un isomorphisme.

2. u est surjectif.
3. det(u) € U(A).

Preuve. Le théoreme C.5 et les considérations précédentes assurent que (1) <= (3) et on a bien
str (1) = (2). Si u est surjectif, comme E est libre, il existe par le chapitre II une application linéaire
v:E — Etelleque uov = idg, d’ou det(u) € U(A).O

Corollaire D.8. Si A = K est un corps et E est un K-espace vectoriel de dimension finie,
alors pour u € Endg(E), les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est un isomorphisme.
2. u est surjectif.

3. u est injectif.

4. det(u) # 0.

Preuve. Il reste & voir que si u est injectif alors il est surjectif. Si u est injectif, alors u(E) C E est un
sous-espace de dimension égale a celle de E, et ainsi E = u(E) (compléter une base de u(E) en une
basede E...) J

Théoreme D.9. Supposons que A est un anneau integre. Soit E un A-module libre de rang
fini et u € End4(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est injectif.
2. det(u) # 0.

Preuve. Soit (£, ..., &,) unebase de E et soit M = (a;;) € M, (A) la matrice de u dans cette base. Soit
K = Fr(A) le corps des fractions de A et soit i : K" — K" l'application K-linéaire dont la matrice
dans la base canonique (ey, ..., e,) est M : ii(e;) = L aji.¢; pour tout i. On a det(u) = det(u).
Alors det(u) # 0 si et seulement si # est un isomorphisme. Un élément )} ; 4;.£; du noyau de u
(a1,...,a, € A) fournit un élément Y} ; a;.¢; du noyau de ui. Donc si det(u) # 0, alors u est injectif.

Réciproquement si det(u) = 0 = det(i), soit Y_i' ; A;.e; € Ker(it) (Ay,...,A, € Knon tous nuls).
Soitd € A tel que Vi, dA; € A. Alors Y1 ;(dA;).E; # 0 appartient au noyau de u, et u est non injectif.
O
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Exemple D.10. Soit u : Z* — Z? 'application Z-linéaire dont la matrice dans la base

. 2 4 o . N
canonique est (3 1) . Alors u est injective mais non surjective.

Application : les entiers algébriques

Définition E.1. Soit A C B une extension d’anneaux (commutatifs), c’est-a-dire que B est un
anneau et A un sous-anneau B : A C B. On dit qu'un élément x € B est entier sur A s'il existe un
polynome unitaire P € A[X] tel que P(x) = 0. On note

Op/a = {x € B| xestentier sur A}

On se propose de montrer que Op, 4 est un sous-anneau de B.

Lorsque A et B sont des corps, un élément entier sur A est exactement un élément algé-
brique sur A. Mais si A n’est pas un corps, la notion d’entier est plus restrictive : par exemple
un élément de Q est entier sur Z si et seulement si il appartient a Z. Plus généralement, on
a le résultat suivant.

Proposition E.2. Soit A un anneau factoriel et soit K = Fr(A) le corps des fractions de A.
Alors Og /4 = A.

Preuve. Soit x € K entier sur A. On peut écrire x = g avec (p,q) € A x A* premiers entre eux. Il
existen € IN* etay,...,a,_1 € A tels que
n—1

pfn—i-an,lpn_l +...+a1£+a0:0
q q q

ce qui donne en multipliant par "
P = —(anap" g+ apg" T+ aoq")

et donc g|p", donc g|p (lemme de Gauss), et donc g € U(A). Ainsix € A. J

Théoréme E.3. Soit A C B une extension d’anneaux et soit x € B. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. x est entier sur A.
2. Alx] est un A-module de type fini.

3. Il existe un sous-anneau R de B contenant x, tel que A C R C B et qui est de type fini
comme A-module.

Preuve. (1) = (2) est laissé en exercice et (2) = (3) est évident. Montrons (3) = (1). Soient
w1, ..., wy une famille de générateurs de R comme A-module. Il existe des éléments a;, 1 <i,j < n,
tels que Vi, R > xw; = 27:1 ajjwj, c'est-a-dire que

n
Vi, Z((Sijx — Elij)w]‘ =0
j=1
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Posons Aj; = J;;x — a;j et considérons la matrices M = (A;;) € M, (R). Les relations précédentes
donnent

wy, 0
La relation ‘'MM = det(M)I, assure alors que det(M)w; = 0, Vi. Mais wy, ..., w, engendrent R

comme A-module, donc il existe by, ..., b, € Atelsquel =Y} ; byw;, et on en déduit que det(M) =
0. Ainsi si P = det(6;;X — a;;) € A[X],ona P(x) = 0 avec P unitaire : x est entier sur A. [J

Corollaire E.4. Soit A C B une extension d’anneaux. Alors Op, 4 est un sous-anneau de B.

Preuve. Pour x,y € Op, 4, il est clair que Ax, y] est un A-module de type fini, et ainsi par le théoréme
précédent on a A[x,y] C Op,4 etdonc x —y,xy € Op,4. Enfinona A C Op,4,donc 1 € Op, 4, ce
qui assure que Op, 4 est un sous-anneau de B. []

Définition E.5. Soit R un anneau. On dit qu’'un élément x € R est un entier algébrique s’il existe
P € Z[X] unitaire tel que P(x) = 0. On note Og I'ensemble des entiers algébriques de R.

Soit R un anneau et soit ¢ I'unique morphisme d’anneaux de Z dans R. Un élément x € R
est entier algébrique et seulement s’il est entier sur ¢(Z). Les résultats précédents donnent
donc en particulier le résultat suivant.

Théoreme E.6. Soit R un anneau (commutatif) et soit x € R. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. x est entier algébrique.
2. Z[x] (le sous-anneau de R engendré par x) est un Z-module de type fini.
3. Il existe un sous-anneau T de R contenant x, qui est de type fini comme Z-module.

En particulier Og est un sous anneau de R.

Exemple E.7. Soitd € Z\ {0,1} sans facteur carré. On peut montrer que

Vd sid=2,3mod 4
w =
%ﬁ sid=1mod 4

Opération sur les lignes et colonnes d"une matrice

Définition E1. Etant donnée une matrice M € M, (A), on considere les opérations suivantes
(dites opérations élémentaires sur les lignes de M) :

(L1) On ajoute a une ligne donnée un multiple (quelconque) d’une autre ligne de M.
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(L2) On multiplie une ligne de M par un élément inversible de A.
(L3) On permute deux lignes de M.

Remarque F.2. Considérons les matrices inversibles suivantes :

1. Pouri # jet A € A, onnote F;(A) € M;s(A) est la matrice dont les coefficients
diagonaux sont égaux a 1 et dont les autres coefficients sont nuls sauf celui de la ligne
i et de la colonne j qui est égal a A (voir le paragraphe A).

2. Pour1 < i< seta € Aaveca inversible, on note E;(a) € M, (A) la matrice diagonale
dont les coefficients sont égaux a 1 sauf le i-eme qui est égal a «.

Alors (L1) revient a multiplier M a gauche par une matrice Fj;(A) et (L2) revient a multi-
plier M a gauche par une matrice E;(«). Par ailleurs I’échange de deux lignes (L3) peut étre
obtenu a partir de 4 opérations (L1) ou (L2).

Définition E3. On considere également les opérations suivantes (dites opérations élémentaires
sur les colonnes de M) :

(C1) On ajoute a une colonne donnée un multiple (quelconque) d"une autre colonne de M.
(C2) On multiplie une colonne de M par un élément inversible de A.
(C3) On permute deux colonnes de M.

Remarque F4. Ces opérations reviennent a multiplier M a droite par les matrices F;j(A) et
E;(«) de taille n x n définies comme ci-dessus.

Définition-Proposition E5. Soient M et N dans M, ,(A). On dit que N est équivalente 8 M
si N peut étre obtenue a partir de M en lui appliquant une succession d’opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes. On note M ~ N. Ceci définit une relation d’équivalence

sur M; ,,(A).

Rappelons qu'un anneau euclidien est un anneau integre A muni d’une application
(stathme) v : A\ {0} — IN telle que pour tous a,b € A avec b # 0, il existe q,r € A
tels que

a=bg+r, avecr =0ouv(r) < v(b)

Théoréeme E.6. Supposons que A est un anneau euclidien. Soit R € M, ,(A). Alors R est
équivalente a une matrice de la forme diag(dy,...,d;) avecdy | dy | ... | dy dans A ou
t = min(s,n).

On peut démontrer que la suite (dy, ..., d¢) du théoreme est unique a multiplication pres
par un élément inversible de A, ce qui justifie le terme de facteurs invariants pour la matrice.

Bien stir, la notation diag(dy, . . ., d;) désigne la matrice s x n dont le coefficient (i, j) vaut
zéro pour i # j et le coefficient (i,7) vaut d;, pour 1 <i <t = min(s,n)

Preuve. Notons v le stathme de A. Cette démonstration permettra alors d’obtenir un algorithme pour
passer de R a la matrice des facteurs invariants.

Notons R = (a;j)1<i<s1<j<n-

32



1. Fixonsi et j tels que a;; # 0. Montrons que 1’on peut remplacer tous les coefficients de la ligne
et de la colonne j (autres que 4;; lui-méme) par les restes de leurs divisions euclidiennes par a;;.
Soitk # j.Onaay = qia;j + rix avec ry. = 0 ou v(ry) < v(aj;). Si on soustrait g; fois la colonne
j ala colonne k, et le coefficient de la ligne i et de la colonne k devient ry.

On raisonne de méme pour transformer la colonne j.

2. Notons C I'ensemble de tous les coefficients non nuls de toutes les matrices équivalentes a R.
Soit d; € C avec v(d;) minimal dans {v(x);x € C}, et supposons que d; soit 'un des coeffi-
cients de R (quitte a remplacer R par une matrice qui lui est équivalente). Quitte a permuter
des lignes et/ou les colonnes de R, on peut supposer que d; est le coefficient de la premiere
ligne et de la premiere colonne.

On sait que l'on peut remplacer tous les coefficients de la premiére ligne et de la premiere
colonne autres que d; par les restes de leurs divisions euclidiennes par d4;. Par minimalité de
v(dy), tous ces restes sont nuls.

PN S . . di 0
On s’est donc ramenés a une matrice équivalente a R qui est de la forme < 01 R > avec R; €
1
Ms_11-1(A).
De plus, d; divise tous les coefficients de R;. En effet, soit 2 < i < s. Si on ajoute la premiere
ligne de R a la i-eme, on a une matrice dont la i-eme ligne est (d1 ap - a,-n) , et on sait

d’aprés I'étape précédente que I'on peut remplacer tous les a;; pour j = 2,...,n par le reste de
la division euclidienne de a;; par d;. Par minimalité de v(d;) on en déduit que ces restes sont
nuls, c’est-a-dire que dy | a;; pour tout2 < j < n.

3. On applique les deux étapes précédentes a R;. Cela ne changera pas la premiere ligne et
la premiere colonne de R, et on en déduit que R est équivalente a une matrice de la forme

d 0 0
0 d» 0 | avecd, | dyetd, divise tous les coefficients de R;.
0 0 Ry
4. Par récurrence, on obtient une matrice diag(d; ..., d;) équivalente a R avecd; | dy | ... | di et
t = min(s, n). O

Remarque E7. On obtient I'algorithme suivant :

Etape 1 Soit d; le coefficient non nul de R avec v(d;) minimal. Par permutation des lignes
et des colonnes on place le coefficient non nul de R dont I'image par v est minimale
en position (1,1).

Etape 2 On ajoute des multiples de la premiére colonne (resp. ligne) aux autres colonnes
(resp. lignes) afin d’obtenir des coefficients nuls ou dont I'image par v est strictement
inférieure a a1 sur la premiere ligne (resp. colonne).

Etape 3 On répete les étapes 1 et 2 jusqu’a obtenir une matrice de la forme (a(l)l lg ) .
1

Etape 4 Si a1y divise tous les coefficients de Ry on répete les étapes précédentes sur R;.

Etape 5 Si a1 ne divise pas a;; avec i > 2 et j > 2, on ajoute la ime ligne a la premiere et on
reprend a l’étape 1.

X 0 0

Exemple F8. A = Q[X]etR= |0 1-X 0 . L'anneau A est bien eucli-
0 0 (1-X)(1+X)

dien avec v = deg.
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Les opérations successives suivantes : L1 — L1+ Ly; Co — Co +Cq; Cp < Cp; Ly —
Ly+(X—=1)L1;Co = C = XCy; Ly = Lo+ L3; C3 = C3+Co; Cp <+ C3; Lg — (14 X)Lp; C3 —
1 0 0
Cs; + XCy; Cp - —Cy et C3 — —Cz donnent la matrice D = [0 X —1 0
0 0 XX-1)(X+1)
donc les facteurs invariants sont 1, X — 1et X(X — 1)(X +1).

On sait que D = PRQ ou P est donnée par les opérations sur les lignes et Q est donnée
par les opérations sur les colonnes. Pour les trouver, on applique les opérations que 1'on a
faites sur les lignes de R a I3 (pour P) et les opérations que 1'on a faites sur les colonnes de R
a I3 (pour Q). On obtient

1 1 0 1 1-X (1-X)(1+X)
p= 1-X X —1] et Q=[1 -X -X1+X)
(X-1)(X+1) X(X+1) X 0 1 X
7 89
Exemple F9. A=ZetR= |4 5 6| .Lanneau Z estbien euclidien avecv = | |.
1 2 3

La suite d’opérations sur les lignes et les colonnes Ly <+ L3; L, — L, —4Ly; L3 —

L3 —7L1; C; — Cy —2C1; C3 — C3—3Cq; Ly — —Lp; Ls — L3+ 2L, et C3 — C3 —2C,
100

donneD = [0 3 0 |.Onsait que D = PRQ avec P et Q obtenues comme dans l'exemple
0 00

précédent. En pratique, nous voulons souvent Q! plutot que Q, et celle-ci est obtenue en

effectuant, sur I3, les opérations inverses sur les colonnes et dans 1’ordre inverse. On obtient

0 0 1 123
P=[0 -1 4|etQ'=(01 2
1 -2 1 00 1

Applications aux groupes linéaires

Une premiere application directe des opérations élémentaires sur les lignes et colonnes
est de fournir des générateurs du groupe linéaire GL, (A).

Théoréeme G.1. Si A est un anneau euclidien, le groupe GL,(A) est engendré par les ma
trices

{Ei(A), 1<i#j<n A€ A}U{E(a), 1<i<n acU(A)}

Preuve. Notons X = {F;(A), 1 < i # j < n, A € k}U{E(a), 1 <i < n, a € U(A)}. Pour
M € GL,(A), les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de M assurent l'existence de
P, ...Py,Q1,...Qr € Xetdy,...d, € U(A) tels que

Pl . 'PmMQ] . 'Qr - diag(dl,...,dn)

et puisque diag(dy,...,d,) € (X),onabien M € (X).O
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Exemple G.2. Le groupe GL,(Z) est engendré par les 4 matrices
1 0 -1 0 11 10
0 -1)7\0 1)7\0 1)"\1 1
En fait, en utilisant les relations
10\ (1 1)/0 -1 11t0—12_10 -1 0
117011 0o)lo1) 1 o) “\o -1)\o 1
on voit que GL,(Z) est engendré par les 3 matrices
1 0 0 -1 11
0 -1/7\1 0/7\0 1
Le groupe SL,(A) est défini par

SLy(A) = {M € My,(A) | det(M) =1}

C’est un sous-groupe normal de GL,(A) car det : GL,(A) — U(A) est un morphisme de
groupes.

Proposition G.3. On a un isomorphisme de groupes GL,(A) = SL,(A) x U(A).

Preuve. Soit H le sous-groupe de GL, (A) formé par les matrices E; (a) = diag(a,1,...,1),a € U(A).
On voit facilement que H NSL,(A) = {1}, GL,(A) = HSL,(A), et puisque SL,(A) <GL,(A), la
caractérisation des produits semi-directs assure que GL,(A) = SL,(A) x H, et on a le résultat car
H=U(A).O

Théoréme G.4. Si A est un anneau euclidien, le groupe SL,,(A) est engendré par les matrices

{Fl](/\), 1§Z#]§Tl,/\€A}

Preuve. Les matrices en question sont bien stir dans SL,,(A). Deux matrices M, N € SL,(A) sont dites
fortement équivalentes si elles peuvent étre obtenues I'une a partir de I'autre seulement a partir des
opérations (L1) et (C1). Il s’agit donc de montrer qu'une matrice quelconque de SL,,(A) est fortement
équivalente a la matrice identité. Les opérations d’échange (L3) et (C3) ne sont pas autorisées en
général. Néanmoins on peut échanger deux colonnes C; et C; au signe pres, via la suite d’opérations
(C1) suivante :
(G, C]') — (Ci+ C]', C]') — (Ci+ C]', —Ci) — (C]', —-G)

Bien stir on peut faire la méme chose pour les lignes.

En reprenant point par point la preuve du théoréme E.6, on voit alors qu'une matrice de SL,(A)
est fortement équivalente a une matrice du type diag(ds, ..., d,) avecd; - - -d, = 1. En effet I'étape 1
n’utilise que les opérations (L1)-(C1), alors que dans I’étape 2, on peut utiliser la remarque précédente
sur 1’échange au signe pres des lignes et colonnes (dans un anneau euclidien A on peut toujours
remplacer le stathme v par un stathme v’ tel que v'(ua) = v'(a), Yu € U(A), en posant v'(a) =
min{v(ua),u € U(A)}). Finalement on voit sans difficulté qu'une matrice de SL,(A) est fortement
équivalente a I,,. UJ

Exemple G.5. Le groupe SLy(Z) est engendré par les matrices ((1) 1) et G (1)) .
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V' Modules de type fini sur un anneau
principal

L’existence d'une base pour un espace vectoriel s’'interprete comme un théoreme de
structure : Si M est un K-espace vectoriel (K un corps), il existe un ensemble I tel que
M = KU, On généralise ce résultat aux modules de type fini sur un anneau principal.
On appliquera ensuite le théoreme de structure a la réduction des endomorphismes, pour
montrer en particulier le fait que toute matrice a coefficients dans un corps algébriquement
clos est similaire a une matrice en forme canonique de Jordan.

A Les théoremes de structures : énoncé

Théoreme A.1 (de structure, version facteurs invariants). Soient A un anneau principal et
M un A-module de type fini.

1. On a un isomorphisme de A-modules
M=A"©A/ () - ®A/(ar)

pour des entiers r,n > 0 et des éléments non inversibles ay,...,a, € A* tels que
ai|az| - - - |ay.

2. La donnée précédente (n,ay,...,a,) détermine uniquement le module M, a multipli-
cation pres des a; par des inversibles. Les éléments aj, . .., a, sont appelés les facteurs
invariants de M.

Théoreme A.2 (de structure, version diviseurs élémentaires). Soient A un anneau principal
et M un A-module de type fini.

1. On a un isomorphisme de A-modules
M=A"®A/(p]") & & A/(p")
pour n,s € N, et py,...,ps des irréductibles de A (non nécessairement deux a deux

distincts).

2. La donnée précédente (n, py, ..., pi") détermine uniquement le module M, a multi-
plication par des inversibles pres pour les irréductibles, et a ’ordre pres. Les éléments
p1t, ..., ps sont appelés les diviseurs élémentaires de M.

Corollaire A.3. Un groupe abélien fini est isomorphe a un produit de groupes cycliques

Preuve. Si M est groupe abélien fini, c’est en particulier un Z-module de type fini. Le n du théoréeme
est nul car M est fini, d’ot1 le résultat. [J
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Le théoreme de la base adaptée

Les théorémes de structures seront des conséquences du théoreme suivant.

Théoréme B.1 (de la base adaptée). Soient A un anneau principal, M un A-module libre de
rang fini, et N C M un sous-module. Il existe une base {ey,...,e,} de M, un entier p < n et
des élements ay,...,a, € A tels que {aj.ey,...,ap.ep} soit une base de N et aj|ay| - - - [a,.

En particulier tout sous-module d’'un module d"un module libre de rang fini est libre si
A est principal (on avait vu que cela n’est pas vrai en général).

Le but du paragraphe est de démontrer ce résultat. On commence par énoncer un lemme
élémentaire, qui sera utilisé librement dans la suite. La preuve est laissée en exercice.

Lemme B.2. Soient A un anneau integre et M un A-module libre. Soit x € M \ {0}. Alors
Ax C M est un A-module libre de rang 1.

Tout d’abord, on a un résultat moins précis que le théoreme de la base adaptée.

Théoreme B.3. Soient A un anneau principal et M un A-module libre de rang n. Alors tout
sous-module de M est libre de rang < n.

Preuve. Soit E un sous-module de M. On peut supposer E et M non nuls. Soit {x1, ..., x,} une base
de M. et soit f : M — A l'unique application linéaire telle que f(x;) = J;1. Il existe a € A tel que
f(E) = Aa, car A est principal. On démontre le résultat par récurrence sur #.

~+ Supposons n = 1. Alors f est un isomorphisme et f induit un isomorphisme E = Aa avec
a # 0, qui est donc libre de rang 1.

~» Supposons n > 2 et le résultat montré pour les modules libres de rang < n.Sia = 0, on
aE C Ker(f) = Axp + -+ + Ax, qui est un module libre de rang n — 1, et donc ’hypothese de
récurrence donne le résultat. Supposons donc a # 0, c’est-a-dire E ¢ Ker(f). Soit Q = E NKer(f),
par hypothese de récurrence c’est un module libre de rang < n — 1, il admet donc une base e, . .., ¢;,
avec2 < g < n.Soite; € E\ {0} tel que f(e;) =a (f(E) = Aa). Pourx € E,ona f(x) = ba = f(bey),
donc x — be; € Ker(f) NE = Q, donc

E=Q+ Aey = Aey + Aex + - - - + Aegy

Il reste donc a voir que la famille {e, . .., eq} est libre. Soient cy,...,c; € Atelsquecie; + - +cge; =
0. Alorson a

—c1a = f(_cl_el) = f(C2€2 4+ quq) =0

d’oti c; = 0, et 'indépendance linéaire de e, . .., e; permet de conclure. []

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans la suite. La preuve est laissée en exercice.

Corollaire B.4. Si M est un A-module de type fini sur un anneau principal A, alors tout
sous-module de M est de type fini.

Preuve du théoreme de la base adaptée. La preuve que nous allons donner utilise les résultats sur les
opérations élémentaires sur les matrices, ott nous avons utilisé I’hypothese que A est euclidien. On
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consultera I'appendice pour une preuve indépendante des opérations élémentaires, et donc valable
pour un anneau principal quelconque, mais un peu plus difficile.

Soit N un sous-module du A-module libre A”. On sait par le théoreme précédent que le sous-
module N de A" est libre de rang fini, et nous voulons en fait montrer que I’on peut choisir une base
de N particuliere.

Soit B = {ey,...,e,} une base de A" et soit G = {x1,...,xs} un systéme générateur de N. Pour
toutl <i<son peut écrire x; = 2}721 ajjej avec a;; € A de maniére unique.

Alors N est entierement déterminé par le couple (5, R) ot B est une base de A" et R est la matrice
R = (ajj)1<i<s1<j<n-

Les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes de R fournissent des matrices P € GLs(A),
Q € GL,(A) telles que

PRQ = diag(dl, PN ,dt)

avecd; | ... | dy dans A et t = min(s, n). Posons

8;- = Z(Qil)jkek, V] S {1,. . .,TZ}

=1

B

S

Z 1X), Vi € {1 }

=1
Les matrices P et Q étant inversibles, il est clair que {e}, ..., e} } est une nouvelle base de A" et que
{x},...,x} est une nouvelle partie génératrice de N. Ona, pour 1 <i <s,

S

S n
=Y Pux =) E 11kl = Z Z Epllalek]e = de,
I=1 k=1

=1 =1k=1j=

(avec la convention d; = 0 si i > n). Soit r le nombre de d; non nuls : » < t < n. Dans cette nouvelle

base de A", les générateurs de N sont donnés par x; = d;el. Donc N = (diej, ..., d,e},) (puisque les

autres générateurs sont nuls). Enfin, on voit facilement que {dq¢}, ..., d,e,} est une famille libre (A

est integre et les d; sont non nuls pour 1 < i < ) et donc une base de N, qui est donc libre de rang
<n.

Remarque B.5. La démonstration précédente fournit non seulement I’existence de la base
adaptée, mais aussi un moyen de la construire (quand A est euclidien donc). On reprend les
données précédentes :

N est un sous-module du A-module libre A", B = {ey,...,e,} est une base de A", G =
{x1,...,%s} est un systeme générateur de N avec x; = 2;1:1 ajjej, R = (a;) € Msn(A).

Les opérations sur les colonnes de R fournissent la base adaptée. Plus précisément, si
P € GLs(A), Q € GL,(A) sont les matrices telles que

PRQ = diag(dl,. . .,dt)

avec dy | ... | ds, la matrice Q est obtenue en appliquant les mémes opérations sur les
colonnes a la matrice identité I,,. La base adaptée {e’l, ...,en} est donnée par

r_
ej =

1=

(Q e Vi € {1,...,n}

k=1

et pour trouver Q~1, il suffit d’appliquer en sens inverse les opérations inverses sur les
colonnes a la matrice I,,. Les coordonnées de la nouvelle base dans ’ancienne sont données
par les lignes de la matrice obtenue.
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Exemple B.6. Soit M le groupe abélien libre Z3 de base {f1, f>, f3} et soit N le sous-module

engendré par g1, ¢» et gz avec g1 = —4f1 —6f2 +7f3, 8 = 2f1 +2f> +4f3,83 = 6f1 +6f2 +
15f3. Pour trouver une base adaptée, on étudie la matrice

-4 -6 7
R=1|2 2 4
6 6 15

Grace aux opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes suivantes : Ly <+ Ly; Ly —
Lry+2L1; Ly — L3 —3L1; Co — C —Cq; C3 - C3—2Cy; L1 — L1+ L3; C3 = C3 —Cq;
C3 — Cl,' C3 — C3 — 2C1,‘ Ly = L, —15L1; L3 — L3 —3Ly; Ly — —Ly; C3 — C3 — 15C2;
100
Lz — —L3 (par exemple), onobtient D = [ 0 2 0 ].Il existe donc une base B ={é,6,¢}
0 06
de M telle que {¢1,2¢,, 6e~3~} soit une base de N (et donc N est libre de rang 3).
Pour trouver la base 5, on applique en sens inverse les opérations inverses sur les co-

2 2 7
lonnes a la matrice I3, pour obtenir la matrice Q1= 115 16 45|, etdoncé = 2 f1+
1 1 3

2fy +7f3, 8 = 15f1 +16f, +45f3,863 = f1 + fo + 3f3.

Structure des modules de type fini

Le premier résultat est une conséquence directe du théoreme de la base adaptée.

Corollaire C.1. Soient A un anneau principal et M un A-module de type fini. Alors M est
isomorphe comme A-module a @} ; (A/(a;)) ot les (a;) sont des idéaux de A tels que

(a;) D (aiy1)-

Preuve. Puisque M est de type fini, on sait que c’est un quotient d'un module libre de type fini A".
On a donc un morphisme surjectif ¢ : A" — M.

Ker ¢ est un sous-module de A", donc d’apres le théoreme de la base adaptée, il existe une base
{e1,...,eq} de A" et une base {ayey, ..., a.e,} de Kerg avecay | az | ... | a5. On pose a; = 0 pour
g < i < n. L'application A-linéaire surjective

A" — A/(a)) @ - DA/ (ay)

n JE— J—
Zbi-ei — (bl,...,bn)
i=1

a alors Ker(¢) pour noyau, et donc M = A" /Ker(¢p) = @i, (A/(a;)). O

Exemple C.2. Soit G est le quotient du groupe abélien libre Z3 de base {f1, f2, f3} par le
sous-module N engendré par g1, g2 et gz avec g1 = —4f1 — 6f2 +7f3, g2 = 2f1 + 2f2 + 4f3,
g3 = 6f1 +6f> + 15f3.
On veut écrire G comme une somme directe de groupes monogenes.
On a vu qu'il existe une base B = {&1,&,&;} de M telle que {é1,22>,683} soit une base de
N. Donc
G=Z}/N=2Z/1ZDZ/2ZDZ/6Z =Z/2Z DZ/6Z.
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Corollaire C.3. Soit M un A-module de type fini. Alors il existe r € N, g € N etay,..., a4
dans A non nuls et non inversibles vérifiant a; | ... [ a;telsque M = A" A/(a1) ®--- @
A/(ag).

Preuve. On applique le Corollaire C.1. Soit r le nombre de a; qui sont nuls, donc (a,) = ... =
(ay—r41) = {0} etdoncpourn —r < i < nona A/(a;) = A. De plus, si a; est inversible, (a;) = A
donc A/(a;) = {0} et on peut donc l'ignorer dans la décomposition. Quitte a renuméroter les a;
on suppose donc que a; (et donc tous les 4; non nuls, soit jusqu’a a,) n’est pas inversible. Donc
M=@]  A/(a;) P A" O

Corollaire C.4. Avec les notations du corollaire C.3, le sous module de torsion de M est
T(M)=A/(a1) D---A/(ay).

Preuve. D’apreés le corollaire C.3, on a
T(M) = T(A) @ T(A/ (1))@ - ®T(A/(ag)) = A/ (@) ® - ® A/ (ag)

car A integre. O

Corollaire C.5. Soit M un A-module de type fini. Si M est sans torsion, alors M est libre.

On va maintenant montrer le théoréme de structure en version diviseurs élémentaires,
grace a la version suivante du théoréme chinois.

Lemme C.6. Soit M = Ax un A-module monogene et soit Anny(x) = (d) (on rappelle que
Anny(x) = {a € A|a.x =0}).

(i) M est isomorphe comme A-modulea A/ (d).

(ii) Sid = pq et p,q premiers entre eux dans A, alors M = Ay @ Az avec y = qx, z = px,
Anny(y) = (p), Anna(2) = (9)-

Preuve. (i) On applique le théoréme d’isomorphisme au morphisme de A-modules ¢ : A — M,
a— a.x.

(ii) L est clair que p € Anny(y) puisque py = pqx = dx = 0donc (p) C Anny(y). Soit maintenant
¢ € Anny(y). Onadonc 0 = cy = cqx donc cq € Anny(x) = (pg) donc c¢q = pqr avecr € A. Donc
c=pr € (p)etdonc Anny(y) = (p). De méme Anny(z) = (g).

Puisque A est principal on sait qu’il existe u,v € A tels que 1 = up + vq. Donc x = upx + vgx =
uz + oy € Az+ Ay. Donc Ax = Ay + Az.

Soit maintenant t € Ay N Az. Alors pt = 0 puisque t € Ay et p € Anny(y), et gt = 0 de méme.
Donc t = upt + vqt = 0. Donc Ay N Az = {0} et donc M = Ay @ Az. O

Corollaire C.7. Soit M un A-module de type fini. Alors M = A*@(BA/(p™)) ot p par-
court les éléments irréductibles de A et oti les 1, sont des entiers positifs presque tous nuls.
Les p"r sont appelés les diviseurs élémentaires de M.

Preuve. On sait que M = @ ; A/(a;). On factorise chaque a; = u[]p"» avec u inversible et p
irréductible. On décompose ensuite a I'aide du lemme C.6. O
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On étudie maintenant 1'unicité dans les théorémes de structure. Le lemme suivant est
I’outil technique clé pour la preuve.

Lemme C.8. - Soit M un A-module et soit p un élément irréductible de A. Pour n € IN, on
considere le A-module p"M/p" 1 M.

1. La structure de A-module sur M induit une structure de A/(p)-module sur
p"M/p"t1M, et donc de A/ (p)-espace vectoriel sur p"M/p" 1 M.

2.S5i M et N sont des A-modules isomorphes, alors les A/(p)-espaces vectoriels
p"M/p"* M et p"N/p" !N sont isomorphes.

3.SiM=M; & --- & M,, alors p”M/p”“M o pan/p”‘f’lMl DB P"Mr/P”HMr-
4. SiM = A/(d) pour d € A, alors dimA/(p)(p”M/p”“M) = 1si p"*! divise d et
dimy /() (p"M/p" "' M) = 0 sinon.

Preuve. Soienta,b € A, x,y € M. Le calcul

(ap™).x — (bp").y = a.(p"x — p"y) + (a = b).(p"y)
montre que 1’on a une application bien définie

A/(p) % PHM/pn+lM N pnM/anrlM

—_—

(@ p"x) — (ap").x

qui munit p" M/ p"*1 M d’une structure de A/ (p)-module, et A/ (p) est un corps car A est principal.
Les points 2 et 3 sont laissés en exercice. Pour le point 4, soit n € IN. Pour tout x € M la structure
de A/(p)-module sur p"M/p" 1M donne une application A/ (p)-linéaire

px: A/(p) — p"M/p" M

ar— (pha).x

Comme M = A/(d), sion prend x la classe de 1 dans A/(d), ona M = Ax et alors ¢, est surjective.
Poura € A, onaa € Ker(¢,) si et seulement si il existe b € A tel que p"a — p"*'b € Anny(x) = (d),
ce qui est encore équivalent a p"a € (p"*1,d).

Si p"*! divise d, alors (p"*!) = (p"*!,d) et on obtient facilement que @ € Ker(¢y) <= a € (p),
donc ¢, est injectif et est un isomorphisme. Sinon, p étant irréductible, le p.g.c.d. de p"*! et d est de
la forme p” avec r € N, r < n, de sorte que ap” € (p') = (p"*!,d) pour tout a € A. Ainsi ¢y est nul,
et étant surjectif, on a p"M/p" 1M = (0). O

Théoréeme C.9 (Unicité des facteurs invariants). Supposons que
Am®A/(a1)69~~GBA/(a,) = AH@A/(bl)@'“@A/(bS)

pour des entiers m,r,n,s > 0 et des éléments non inversibles ay, ..., a,,by,...,bs € A" tels
que ajlag| - - - |ay et by|by| - - - |bs. Alorsm =n,r =s,etpour 1 <i <, (a;) = (by).

Preuve. Un isomorphisme de A-modules M = N induit des isomorphismes M/T(M) = N/T(N) et

~/

T(M) = T(N). Donc I'isomorphisme du théoréeme induit des isomorphismes

A" A" et A/(a)D---DA/(a,) XA/ (b)) DDA/ (bs)
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Donc m = n par l'unicité du cardinal d’une base d’'un module libre (A est commutatif).

Sir =0, M estlibre, et s = 0 aussi. On peut donc supposer que r,s > 0, et sans perte de généralité
quer < S.

Pour 1 < i <r,onpose M; = A/(a;). En outre, posons M = @&/_, M;. Soient p € A irréductible et
I € N. Le lemme C.8 assure que 1'on a un isomorphisme de A/ (p)-espaces vectoriels :

pZM/pl+1M ~ @ lei/pl+lMi-
i=1

N

et que le A/ (p)-espace vectoriel p' M/ p'*! M est isomorphe au A/ (p)-espace vectoriel (A/(p))! ot t
est le cardinal de I'ensemble {i € {1,...,7}; p"*!|a;}.

Soiti € {1,...,r}. Puisqueay | ... | a; | ... | ar, ce qui précéde montre donc que, pour tout
irréductible p dans A et tout! € IN,

p' e <= dimy () pP'M/p' I M 2 r 41—
Sir>s,posons b} =1pourl <i<r—seth =b_,,spourr—s+1<i<r.Ona
M=A/(b) @ ®A/(bs) 2 A/(by) @ DA/ (b))

Bien sfir, ce qui précéde s’applique : pour tout irréductible p dans A, tout | € IN et tout i €
{1,...,r},ona
pr b} <= dimy, () pPM/P I M 2+ 1.

Finalement, on a montré que, pour tout irréductible p dans A et tout / € IN,
I+1 1413,/
p T ag <= p b

Pouri = 1, on a bj = 1 alors que a; n’est pas inversible, et est donc divisé par un irréductible :
contradiction. Donc = s, et I'argument précédent s’applique, Vi, VI € N, p'l|a; < p'T|b.
En écrivant les décompositions de a; et b; en produit de facteurs irréductibles, on en déduit que

(a;) = (bi). [

Théoréme C.10 (Unicité des diviseurs élémentaires). Si M est un A-module de type fini avec

M= A @ (@it A/ (p)) = AT @ (@ier A/ ((P)"))

ous,s’ € N, I, I sont des ensembles finis, les p; et les p§ sont des irréductibles de A et les
ri, ¥} € IN*, alors s = s’ et il existe une bijection 7 : I — I’ telle que Vi € I, ona p; ~ p’T(Z.) et

o
7’1 —T’T(l).

Preuve. Comme dans le d‘ébut de la preuve du théoreme précédent, l'isomorphisme du théoreme
induit des isomorphismes

A A% et @ic A/ (p)) = @ier A/ ((p))7)

et s = s’ par 'unicité du cardinal d’'une base d'un module libre (A est commutatif). Pour p € A
irréductible et n € IN*, soit f(p,n) le nombre d’'indices i € I tels que p; ~ petr; = netsoit f'(p,n)
est lenombre d’indices i € I’ tels que p; ~ p etr. = n. Il s’agit de montrer que f(p,n) = f'(p,n) pour
tout p et tout n.

Sion pose E = @;c;A/(p)'), le lemme C.8 assure pour tout irréductible p de A et tout n € IN*, on
adim, ) (p" 'E/p"E) = d(p,n), ouud(p, n) estle nombre d’indices i € I tels que p; ~ petr; > n.En
définissant de méme d’(p, n) comme le nombre d’'indices i’ € I’ tels que p} ~ p et r/ > n, on obtient
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d(p,n) =d'(p,n). Finalementona f(p,n) =d(p,n) —d(p,n+1)=d(p,n) —d'(p,n+1) = f'(p,n),
ce qui donne le résultat. []

Notons, pour finir ce paragraphe, que les considérations précédentes donnent aussi une
méthode effective pour déterminer les facteurs invariants d"un module de type fini :

Méthode pour déterminer les facteurs invariants d'un A-module de type fini M

1. On fixe une application A-linéaire surjective ¢ : A" — M, et on choisit une base
{e1,...,en} de A™.

2. On détermine une famille de générateurs x1, ..., x; de Ker(¢), que I'on écrit

n
X; = )_ ajjej, pour une matrice R = (a;;) € M (A)
=1

et on appelle R la matrice des relations de M relativement a la base {ey,...,e,}.

3. On détermine les facteurs invariants de la matrice R, pour obtenir P € GLs(A), Q €
GL,(A) telles que
PRQ = diag(dy, ..., d:)

avecd; | ... | dyett = min(s,n). Les facteurs invariants de M sont alors les d; non nuls
et non inversibles.

D Application a la réduction des endomorphismes d’un espace
vectoriel

On va appliquer les résultats précédents a la réduction des endomorphismes d"un espace
vectoriel. Dans la suite K est un corps. On s’intéresse aux problémes (reliés) suivants. Soit E
un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit u € Endg(E). Trouver une base de E dans laquelle la matrice de u est la plus
simple possible.

2. Soient u,v € Endg(E). Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que u et v
soient conjugués (similaires), c’est-a-dire qu’il existe w € GL(E) tel que u = wouo

w

Voici le résultat de base.
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Proposition D.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et # € Endg(E). Soit
¢ : K[X] — Endg(E) l'unique morphisme de K-algebres tel que ¢(X) = u. Pour P € K[X],
on écrit P(u) = ¢(P).

1. Le morphisme d’algebres ¢ : K[X] — Endg(E) est non injectif. Il existe donc un
unique polyndme unitaire P, € K[X] tel que Ker(¢) = (P,). Le polyndme P, est le
polynéome minimal de u.

2. Le morphisme d’algebres ¢ : K[X] — Endg(E) munit E d’une structure de K[X]-

module, définie par Vx € E, VP € K[X], P.x = P(u)(x). Un sous-espace de E est stable
par u si et seulemement si c’est un sous-K|[X]-module.

3. Soient u,v € Endg(E). Notons E, et E, les structures respectives de K[X]-modules
sur E que l'on vient de définir. Alors u et v sont conjugués si et seulement si les K[X]-
modules E, et E, sont isomorphes.

Preuve. 1. Le morphisme d’algebres ¢ est non injectif car Endg(E) est un K-espace vectoriel de di-
mension finie. Ker(¢) est un idéal de K[X], donc l'existence du polynthe minimal P, de u provient
du fait que K[X] est principal.

2. La deuxiéme assertion est immédiate car X.x = u(x) pour tout x € E (on note également que
Ker(¢) = AnnK[X](Eu)).

3.Soit f : E — E une application K-linéaire. Si f est un morphisme de K[X]-modules E, — E,, on
aVx € E, f(X.x) = X.f(x), c'est-a-dire f ou = vo f. Doncssi f est un isomorphisme de K[X]-modules
E, — E,, alors u et v sont conjugués. Réciproquement, s'il existe f € GL(E) tel quev = fouo f1,
on a pour tout P € K[X], f o P(u) = P(v) o f, ce qui montre que f est un isomorphisme E, = E,. [

Les théorémes de structures des K[X]-modules se traduisent ainsi.

Théoreme D.2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et # € Endg(E).

1. 11 existe des polyndmes unitaires irréductibles Py,...,Ps € K[X], et des entiers
my,...,ms > 1tels que I'on a un isomorphisme de K[X]-modules

E, 2 K[X]/(P{") @ - - @ K[X]/(PI)

avec P, = PPCM(P[", ..., P{*). Les polynomes P|", ..., P{"s sont appelés les diviseurs
élémentaires associés a u. Deux endomorphismes de E sont conjugués si et seulement
si ils ont les mémes diviseurs élémentaires associés (a I'ordre pres).

2. Il existe une unique famille de polyndmes unitaires (Qj, . .., Q;) non constants tels que
E, = K[X]/(Q1) @ - @ K[X]/(Qr)

et Q1/Qz| - - - |Qy, etona P, = Q,. Les polynémes Qs, ..., Qr sont appelés les facteurs
invariants de u. Deux endomorphismes de E sont conjugués si et seulement si ils ont
les mémes facteurs invariants.

Preuve. 1. On applique le théoréme de structure des K[X]-modules de type fini en version diviseurs
élémentaires. Comme E, est de dimension finie, il n'y a pas de partie libre et on obtient donc I'iso-
morphisme annoncé. On a Anngx|(E,) = (Py), et puisqu’en général si A est un anneau principal
ona Ann(A/(a) ®--- & A/(am)) = (PPCM(ay,...ay)), on obtient la deuxeéme assertion. Soient
u,v € Endg(E). Alors u et v sont conjugués si et seulement si les K[X]-modules E, et E, sont iso-
morphes, et le résultat d'unicité des diviseurs élémentaires pour les K[X]-modules de type fini donne
le résultat.
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2. La preuve est similaire en utilisant le théoréme de structure des K[X]-modules de type fini en
version facteurs invariants. [

Comme premiere application, on a le résultat fondamental suivant (qui, bien stir, de ma-
niére plus élémentaire, est également une conséquence du lemme des noyaux, voir I'appen-

dice).

Corollaire D.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u € Endg(E). Alors
u est diagonalisable si et seulement si P, est scindé sur K a racines simples.

Preuve. S'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale, on voit facilement
que P, divise un polyndme scindé a racines simples sur K, et est donc scindé a racines simples.
Réciproquement supposons P, est scindé a racines simples. On a

E, = K[X]/(P{")®--- ©K[X]/(P)

avec Pj,..., P unitaires irréductibles et P, = PPCM(P{" !,..., P{). L'hypothese sur P, assure que
my = --- = ms = 1 et que chaque P; est de degré 1. Donc chaque sous K[X]-module K[X]/(P;) est un
K-espace vectoriel de dimension 1 et on a le résultat. [

On s’intéresse maintenant au premier probléeme : trouver une base de E dans laquelle la
matrice de u € Endg(E) estla plus simple possible. La premiere version, la forme canonique
de Jordan, ne fonctionne bien en général que si le corps de base algébriquement clos. La
deuxiéme version, la forme canonique rationnelle, qui utilise les facteurs invariants du K[X]-
module E,, fonctionne sur n'importe quel corps.

D.1 Forme canonique de Jordan

Définition D.4. Une matrice de Jordan élémentaire est une matrice de la forme

A1 0 --- 0
0 A
JA=1: 1 0 , AeK
Al
0 0 A

oit les coefficients non indiqués sont nuls. On dit qu’une matrice est en forme canonique de Jordan
si elle est diagonale par blocs, les blocs étant des matrices de Jordan élémentaires.

Théoréme D.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit u € Endg(E). Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est en forme canonique de Jordan.

2. Le polynomes minimal P, de u est scindé sur K.

Preuve. S'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est en forme canonique de Jordan, on
voit facilement que P, divise un polyndme scindé sur K, et est donc scindé.
Réciproquement, en gardant les notations précédentes, soit

Y :E, — K[X]/(P") & --- @ K[X]/(P"™)
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un isomorphisme de K[X]-modules, avec P, . . ., Ps unitaires irréductibles et P, = PPCM(P[", ..., P{*).
Si P, est scindé sur K, il suit que les P; sont de degré 1 et donc on a un isomorphisme de K[X]-modules

Y:E, — K[X]/((X=A)"™) @ - & K[X]/((X = Ag)™)

Pouri € {1,...,n}, notons E; = Y1 (K[X]/((X — A;)™)). Chaque E; est un sous-K[X]-module de
E, donc est stable par u, etona E = E; & - - - & E; comme K[X]-module. Il suffit donc de montrer
que pour tout i, il existe une base de E; dans laquelle la matrice de u g, soit une matrice de Jordan
élémentaire. On utilise le lemme suivant.

Lemme D.6. Soit A € K et r > 1. Considérons le K[X]-module K[X]/((X — A)") (qui est aussi un
anneau et un K-espace vectoriel) et notons x la classe de X dans K[X]/((X —A)"). Pourk € {1,...,r},
notons ¢, = (x — A)" 7. Alors {ey,...,e,;} est une base du K-espace vectoriel K[X]((X — A)"), avec
X.e1 = Aej etpour k > 2, X.ey = ex_1 + Aeg

Preuve du lemme. On vérifie facilement, par division euclidienne, que dimg (K[X]/((X —A)")) <,
et un argument de degré montre que ey, ..., e, est une famille libre. Ainsi on a dimg(K[X]/((X —
A))) =r,et{e,..., e} estune base. On a

Xep=X(x=A)"T=x(x=A)"T=x-A+M)x-A)"T=(x=-A)"+Ax=-A)""1=Ag
et pour k > 2
Xep=x(x —A) F=(x=A+AN)(x-A)"F=x -2 A(x =N =¢_1+ e O
On termine maintenant aisément la preuve du théoréme : pour chaque i on transporte la base

précedente du lemme via ¥ pour obtenir une base fi, ..., f, de E; telle u(f1) = Aif1 et pour k > 2,
u(fx) = fr—1 + Aify, et la matrice de u|g, dans cette base est une matrice de Jordan élémentaire. [J

Théoréeme D.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, avec K algébriquement clos.

1. 1l existe, pour tout u € Endg(E), une base de E dans laquelle la matrice de u est en
forme canonique de Jordan.

2. Deux endomorphismes de E sont conjugués si et seulement si il ont la méme forme
canonique de Jordan (a permutation des blocs de Jordan pres).

Preuve. Le polyndme minimal de u est scindé sur K, on applique donc le théoréme précédent. On a
vu dans la preuve du théoreme précédent que la forme canonique de Jordan de u est complétement
déterminée par 'isomorphisme de K[X]-modules

Y:E, — KIX]/(X=A)™) & - @ K[X]/((X = As)™)

L'unicité de la forme canonique de Jordan est donc une conséquence de 'unicité des diviseurs élé-
mentaires dans le théoréme de structure des K[X]-modules de type fini. [J

L'existence d’une base dans laquelle la matrice de u € Endg(E) est en forme canonique
de Jordan est un résultat théorique. En pratique on utilise le polyndéme caractéristique de
u, défini par x,(X) = det(XI, — M) (ot M est la matrice de u dans n'importe quelle base
et n = dim(E)). Les valeurs propres de u sont exactement les racines de yx, dans K (ce sont
également exactement les racines du polynéme minimal P, dans K).

Théoréeme D.8 (Cayley-Hamilton). Pour u € Endg(E), ona x,(u) = 0, et donc le polynéme
minimal de u divise ).
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Preuve. Le résultat est facile a vérifier si la matrice de u# dans une base est en forme canonique de
Jordan, donc on a le résultat si K est algébriquement clos. Sinon, soit K une cloture algébrique de K.
On fixe une base B de E, et soit i : K' — K (n = dimg(E)) I'endomorphisme dont la matrice M
dans la base canonique est la matrice de u dans la base B. Alors xz(X) = det(XI, — M) = xu(X).
Par le cas K algébriquement clos on a 0 = x5 (%) = xu(M) = xu(u). O

Corollaire D.9. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit u € Endg(E). Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est en forme canonique de Jordan.
2. Le polynéome minimal P, de u est scindé sur K.

3. Le polynome caractéristique ), de u est scindé sur K.

Preuve. (2) = (1) provient du théoréeme D.7, (1) = (3) est une vérification immédiate, alors que (3) =
(2) est une conséquence du théoreme de Cayley-Hamilton. []

Enfin, pour mettre un endomorphisme en forme canonique de Jordan, on utilise le résul-
tat suivant.

Proposition D.10 (lemme des noyaux). Soit P € K[X] avec P = P;--- P, ou les P; sont
premiers entre eux deux a deux. Pour u € Endg(E), on a

Ker(P(u)) = Ker(Py (1)) ® - - - @ Ker(P,(u))

ou Ker(P;(u)),...,Ker(P;(u)) sont des sous-espaces u-stables.

Preuve. Le résultat est une application du théoréme de Bezout aux polynémes Qy, ..., Q, définis par
Qi = ITj4 Pj, qui sont premiers entre eux. Voir 'appendice. []

On obtient finalement :

Méthode pour mettre un endomorphisme en forme canonique de Jordan

1. On calcule x,, que I'on décompose
XM(X) = (X — /\1)m1 ce (X — /\r)m",/\l,. LA E K,)\i 75 /\] sii # j, mi,..., My € IN*

2. Le lemme des noyaux assure alors que I'on a une décomposition en sous-espaces ca-
ractéristiques
E,=Ker((u—A1)") @ --- dKer((u—A,)"™)

On étudie alors pour chaque i € {1,...,r}, la suite de sous-espaces
Ker(u — A;) C Ker((u — A;)?) C ... C Ker((u — A;)™)
Il existe un plus petit entier p; € {1,...,m;} tel que
Ker((1 — A)") = Ker((u — A;)")

(qui est en fait le plus petit entier d tel que Ker((u — A;)?) = Ker((u — A;)"!) eton a
donc
E, =Ker((u —A)P) @ --- @ Ker((u — Ap)Pr)
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On a alors
Py(X) = (X = A)Pr-- - (X = Ap)Pr

On travaille enfin sur chaque espace Ker((u — A;)?i) pour trouver une base dans la-
quelle la matrice de u est en forme canonique de Jordan (le nombre de blocs de Jordan
POUT UKer((u—n,)) est égal a dim(Ker(u — A;))). En petite dimension cela peut se faire
“alamain”, en étudiant la suite de sous-espaces Ker(u — A1)) C Ker(u —A1)?) C ... C
Ker(u — A1)P1), et sinon la meilleure méthode est celle des facteurs invariants, voir le
paragraphe suivant (proposition D.16).

D.2 Facteurs invariants et forme canonique rationnelle

Définition D.11. Soit Q(X) = X" +a,, 1 X" '+ .-+ a; X +ag € K[X] un polyndme unitaire.
La matrice

o 0 -+ 0 -—a
cQ=| C | e Mu(K)
m—1 .
—am-1

est appelée la matrice compagnon de Q.

Proposition D.12. Pour Q(X) € K[X] un polyndme unitaire, le polyndme caractéristique de
la matrice C(Q) est égala Q : x¢ (o) = Q.

Preuve. On remplace la ligne 1, Ly, de XI,, — C(Q) par
Ly + XLy + XLy + - + X" 'Ly,

ce qui ne change pas le déterminant, et donne le résultat. []

Définition D.13. On dit qu'une matrice est en forme canonique rationnelle si elle est de la forme

C(Q1) O 0
C(Q1,...,Qr) = 0o . 0
0 0 C(Q)

pour des polyndmes unitaires Q1, ..., Qr tels que Q1|Qa| - - - |Qr

Théoréme D.14 (Forme canonique rationnelle d'un endomorphisme). Soit u € Endg(E).
Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est en forme canonique rationnelle.
Plus précisément si Qq, ..., Q; sont les facteurs invariants de u, il existe une base de E dans
laquelle la matrice de u est

C(Q1) 0 0
C(Q1,...,Qy) := 0 0
0 0 C(Q)

Réciproquement les facteurs invariants d’une telle matrice sont Qy, ..., Q;.
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Preuve. Supposons d’abord que r = 1. Dans ce cas E, = K[X]/(Q1), et il existe e € E tel que
E, = K[X]e. Soit m = deg(Q1). Le polynéme minimal de u est Q.

Vérifions {e, u(e),...,u" 1(e)} est une base de E. Tout élément x € E est de la forme x = P.e =
P(u)(e) pour un polyndme P € K[X] car E, = K[X]u. Soient R,S € K[X] tels que P = Q1R+ S
avec deg(S) < m. Alors x = P.e = (RQq).e+ S.e = R(u)Qi1(u)(e) + S(u)(e) = S(u)(e), ce qui
montre que x est combinaison linéaire de ¢, u(e), ..., umfl(e). Si maintenant Ag, ..., A1 € K véri-
fient Z;.”:Bl Aiui(e) = 0, posons R(X) = Z;”:Bl A;X. On a alors R.e = 0, d’oti puisque E, = K[X]e,
R € Anng(x(Ey) = (Q1) et donc Qg divise R et ainsi si R # 0 on a deg(Q1) < deg(R). Or on a
deg(R) <m —1 < deg(Q1),doncR=0etAg="---=Ap,_1 =0.

On vérifie alors sans difficulté que la matrice de u dans la base {e, u(e),...,u"™ '(e)} est C(Q1). Le
cas général se déduitdu casr = 1:si E, = K[X]/(Q1) @ ... ® K[X]/(Qy), on obtient la base voulue
en faisant la réunion des bases des sous-espaces K[X]/(Q;).

Réciproquement, si la matrice dans une base de u est C(Q), alors cette base est de la forme
{e,u(e),...,u"1(e)} (m = deg(Q)) pour un certain e € E etalors l'application K[X]-linéaire K[X] —
E,, P — P(u)(e) induit un isomorphisme K[X]/(Q) = E,, ce qui montre que Q est 'unique facteur
invariant de u. Dans le cas général, si C(Qy, ..., Q;) est la matrice de u dans une base, alors 1’argu-
ment précédent va assurer que E, = K[X]/(Q1) @ ... ® K[X]/(Qr) et donc Qy, ..., Q; sont bien les
facteurs invariants de u. [

Corollaire D.15. Deux endomorphismes de E sont conjugués si et seulement si ils ont la
méme forme canonique rationnelle.

Proposition D.16 (Recherche pratique des facteurs invariants). Soit u € Endg(E). Soit B =
{e1,...,en} une base de E comme K-espace vectoriel et soit M la matrice de u dans la base
B. Alors les facteurs invariants de u (ou de M) sont les facteurs invariants non inversibles
de la matrice

'M — X1, € M,(K[X])
Plus précisément, soit {e1, . .., £, } une base du K[X]-module libre K[X]" et soit 6 : K[X]" —
E, 'unique application K[X]-linéaire qui envoie ¢; sur ¢;, pour tout i.

1. La matrice des relations du K[X]-module E, relative a {e1,...,&,} est M — X1,.

2. Soient Q1,...,Q; € K[X] les facteurs invariants de u. Soit {€1,...,¢,} la base adap-
tée au sous-K[X]-module Ker(0) : {€1,...,8n—r, Q1€pn—rs1,...,Qr€n} est une base de
Ker(6).Ona6(é) =0pourl <i<n—retd(&,_,;) = fi € E,\ {0} pour1 <i<r.
Alors la famille

fl,u(fl),...,ukﬁl(fl), k1 :deg(Ql)
fz, u(fz), e ,Mkzil(fz), ky = deg(Qz)

fr,u(fr),...,ukr_l(fr), ky = deg(Qr)

est une base de E dans laquelle la matrice de u est

C(Qi) 0 0
C(Q,...,Q) = 0 0
0 0 C(Q)

Preuve. Ecrivons A = K[X]. Le A-module E, est de type fini. On I’écrit comme le quotient d'un A-
module libre : B engendre E, comme A-module, donc E, est un quotient de A”. Notons {¢1,...,€,}
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une base du A-module libre A". Soit 6 : A" — E le morphisme de A-modules défini par 0(¢;) = ¢;
pour tout i. Alors E = A"/ Ker 6.

Posons M = (ajj)1<ij<n- Alors u(e;) = Y ;aje; pour tout i, c’est-a-dire que }; aje; — Xe; = 0,
donc pour tout i I'élément x; = Z]» ajiej — Xe; est dans le noyau de 6. Les coordonnées de x; dans la
base {e1,..., €, } forment la ligne i de tM — X1I,,. Donc pour conclure, il nous faut montrer que les x;
engendrent Ker 6. On a déja I'inclusion )/ ; Ax; C Ker6.

On vient de voir que pour tout i, X¢; est dans ( i—1Ke j) + Xi=q Ax;, donc par récurrence, on peut
dire de méme pour tout X™¢; et donc pour tout P(X)e; avec P(X) € A. Soit maintenant z € Ker6.
Puisque {é1, ..., €, } est une base du A-module A", on peut écrire z = }_; P;(X)e; avec P; € A. D’apres
ce qui précede, on peut donc écrire z = Y ' | Aje; +yavecy € Axy + - - -+ Ax, et A; € k. On sait déja
que y € Ker 6 par l'inclusion que I'on a déja montrée, donc on a aussi } ;' ; Aie; = z — y € Ker 6. Donc
en appliquant f ona )/ ; Aje; = 0. Or {ey, ..., e,} est une K-base de E, donc tous les A; sont nuls et
doncz =y € Ax; + - -+ Axy.

Finalement on a bien Ker6 = Axj + - -- + Ax,. Ainsi La matrice des relations du K[X]-module
E, relative a {e1,...,&,} est!M — X1,,. Les facteurs invariants de cette matrice sont du type

(1,1,1,...1,Q1,...,Qr)

avec Q1, ..., Q, unitaires non constants, et ce sont les facteurs invariants du K[ X]-module E, (voir fin
du paragraphe C), et donc de u. Pour la deuxieme assertion, le fait que I’'on a bien une base se montre
directement en utilisant que {€3,...,&,—s, Q1&1—r4+1, ..., Qr€x } est une base de Ker(6), et la derniere
est alors immédiate. []

Exemple D.17. Soit u € End(K®) dont la matrice dans la base canonique {ej, ez, e3} est

1 -1 1
T=11 —1 0|.Onveuttrouver les facteurs invariants de u.
1 -1 0
1-X 1 1
On considere donc la matrice 'T — XI; = [ —1 —1—X -1 |. Les opérations sui-
1 0 -X
vantes : C; <> Cq; Ly — Ly + (X + 1)L1,’ C — Cp— (1 — X)Cl,‘ C3 — C3—Cq; Ly < Lg;
10 0
Cz = C3+ XCy; Ly — L3 + X?Ly; C3 — —C3 donnent la matrice D = [0 1 0
00 X*-X
On en déduit que le seul facteur invariant de u sont X3 — X et que K3 = K[X] /(X3 — X).
00O
La matrice compagnon de X°> — X estCys_x = |1 0 1|, qui est donc la forme cano-
010

nique rationnelle de u.
Soit {e1, €, €3} la base canonique de K[X]?, et considérons I'application K[X]-linéaire 6 :
K[X]®? — K3, &; +— e;. Labase {€1,€>,€3} de K[X]® adaptée a Ker(6) est obtenue grace a la

1-X 1 1
matrice Q! (notations de la remarque B.5). Ici Q! = 1 0 —X |, donc la nouvelle
0 0 -1
base est donnée par €1 = (1 — X)e1 + e + €3, €, = €1 — Xez et €3 = —e3. Alorsona 0(¢7) =

0(¢2) = 0 et B(€3) = —e3 et § induit un isomorphisme de K[X]-modules K[X] /(X3 — X) =
Ey, et {es, u(e3) = e, u?(e3) = ey + ey + e3} est une base de K® dans laquelle la matrice de u
est Cys_x

Remarque. Dans 'exemple précédent, le calcul des facteurs invariants assure que X3 — X

50



est le polyndme minimal de u, donc u est en fait diagonalisable.

Remarque D.18. La Proposition D.16 peut étre utilisée également pour mettre en forme
canonique de Jordan les matrices nilpotentes (et donc bien stir les matrices M telles que
M — Al soit nilpotente pour un A € K).

Remarque D.19. A partir de la forme de Jordan, on peut retrouver les facteurs invariants.
On construit un tableau de la facon suivante :

1. A chaque valeur propre A;; on associe une ligne : on remplit les lignes avec les (X —
Aij)"i avec les n;; en ordre décroissant (1;; est la taille du bloc de Jordan), et on complete
avec des 1 pour avoir des lignes de méme longueur.

2. Pour obtenir les facteurs invariants, on fait le produit colonne par colonne.

Exemple D.20. Les diviseurs élémentaires (polyndmes unitaires égaux au signe pres aux
polynomes caractéristiques des blocs de Jordan) de

0 0 0 0
310
0 [03 1] 0 0 0
003
0 0 0 0
3 1
0 0 0 |y 3 0
310
0 0 0 0 031
003
sont X —2, (X —3)%, X -2, (X —3)%et (X —3)3.
A=2 | X-2 | X-2 1
A=3 | (X-3° | (X-=-3° |(X-3)?
Résultat | (X —2)(X —3)3 | (X -2)(X —-3)° | (X —3)?
(Qs) (Q2) (Q1)

Les facteurs invariants sont Q1, Qp, Q3.
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VI Représentations linéaires des groupes

finis
A Introduction

Dans ce chapitre on étudie les représentations linéaires des groupes finis, qui sont les
modules sur 1’algebre du groupe C|[G]. On n’utilisera pas (ou peu) la langage des modules,
ce qui rend ce chapitre essentiellement indépendant des précédents (a la construction de
l’algebre du groupe pres).

On a en vue deux applications. La premiere concerne la structure de 1'algébre d'un
groupe fini. Rappelons que si G est un groupe, 'algébre du groupe G, notée C[G], est I’es-
pace vectoriel des fonctions & support fini G — C (de base {e;, ¢ € G}), muni du produit
défini par eg * e, = egp,, Vg, h € G.

Théoréme A.1. Soit G un groupe fini. On a un isomorphisme d’algebres

(6] = ] [M,,(€)

ou r est le nombre de classes de conjugaison de G et ny,...,n, € IN*.

Ce résultat, assez surprenant au premier abord, est une conséquence de la théorie des re-
présentations linéaires de G. La deuxieéme application est une application interne a la théorie
des groupes.

Théoréeme A.2 (Théoréme "pg" de Burnside). Soient p et g4 des nombres premiers. Soit G un
groupe d’ordre p*qP oti a, B € N vérifient & + B > 2. Alors le groupe G n’est pas simple.

B Définitions

Le corps de base est K = C. On considere un groupe G.

Définition B.1. Une représentation linéaire de G est un couple (V,my) oit V est un espace
vectoriel de dimension finie et oit Ty : G — GL(V) est un morphisme de groupes.

Remarques. 1. On peut aussi définir des représentations linéaires avec un corps de base K
quelconque, ainsi que sur des espaces vectoriels de dimension infinie. Nous limiterons au
cadre de la définition.

2. Si G est un sous-groupe de GL(V), alors (V, i), ot i est I'injection G — GL(V) est une
représentation linéaire de G.
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3. Soit 1 : G — GL,(C) un morphisme de groupes. En identifiant GL,(C) et GL(C"), on a
une représentation linéaire (7r,C") de G.

4.Si (V, my) est une représentation de G, alors le morphisme de groupes 7ty : G — GL(V)
induit un morphisme d’algebres 7ty : C[G] — End¢ (V) et donc une structure de C|[G]-
module sur V. Réciproquement un tel morphisme d’algebres induit, par restriction a G, une
représentation linéaire de G. La théorie des représentations linéaires d"un groupe G est donc
la méme que celle des C[G]-modules. Dans la suite on n’utilisera pas le langage des modules.
5. Si (V, y) est une représentation de G et G est fini, alors pour tout § € G, ny(g) est
diagonalisable. En effet, on a 71y/(g)/¢l = idy, donc le polynéme minimal de 71y (g), qui
divise XIC| — 1, est (scindé) a racine simples.

Définition B.2. Un G-espace est un espace vectoriel de dimension finie V muni d’une opération de
GsurV

GxV —YV
(g,0) —> g0

telle que Vg € G, Vouy,v € V,VA € C,

g.(v1+ 1) =801 +80, g.(Av) =A(g.0).

Proposition B.3. Les notions de G-espace et de représentation linéaire de G sont équiva-
lentes.
Si V est un G-espace, on obtient un morphisme de groupe
ny: G — GL(V)
g — 1ty (g), my(g)(v) =go, Yo eV
Réciproquement si (V, 7ty) est une représentation linéaire de G, alors on définit sur V une
structure de G-espace en posant
GxV-—V
(8,0) — g.v:=1v(g) ()

Preuve. Si V est un G-espace, on a en particulier une opération de G sur V, et donc le morphisme de
groupes annoncé 7ty : G — Sy dans le groupe symétrique de G. Alors pour tout g € G, I'application
my est linéaire par les axiomes de G-espace, donc est un élément de GL(V).

Réciproquement si (V, 7ty ) est une représentation linéaire de G, on vérifie sans difficulté que la
formule donnée muni V' d"une structure de G-espace. [

On a donc deux notions équivalentes, que 1'on utilisera de fagon interchangeable suivant
les situations. Plus simplement on dira que V est une représentation de G, ce qui signifie
que V est un G-espace avec 'opération associée, et que I'on s’est donné le morphisme de
groupes correspondant 7ty : G — GL(V).

Définition B.4. Soient V et W des représentations de G. Un morphisme de représentations de
V dans W, ou un G-morphisme, est une application linéaire f : V. — W telle que

Vg e G, YoeV, f(gv) =g.f(v).
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L’ensemble des morphismes de morphismes de représentations de V dans W est noté Homg (V, W).
C’est un sous-espace vectoriel de Hom(V, W) (exercice).

Remarque. Au niveau des morphismes de groupes y : G — GL(V) et ty : G —
GL(W), dire que f est un morphisme entre V et W signifie que Vg € G, on fomy(g) =
tw(g) o f, c’est-a-dire que les diagrammes suivants sont commutatifs :

v LW

()| | i)

V#W

On vérifie sans difficulté que la composée de deux G-morphismes est encore un G-
morphisme. Un isomorphisme de représentations, ou G-isomorphisme est un morphisme
de représentations qui est bijectif. L'inverse est alors aussi un morphisme de représentations
(vérifier).

Définition B.5. La dimension d'une représentation est la dimension de I'espace vectoriel sous-
jacent.

Il est clair que deux représentations isomorphes ont méme dimension.

Définition B.6. Soit (V, y) une représentation de G. Le caractére de V est la fonction xy :
G — C définie par
xv(g) =Tr(ny(g)), Vg e€G.

On dit qu’une fonction x : G — C est un caractere si x est le caractere d’une représentation de G.

On verra que, de maniere un peu surprenante, une représentation linéaire est entiere-
ment déterminée par son caractere.

Définition B.7. Soit V une représentation de G et soit W C V un sous-espace. On dit que W est
une sous-représentation de VsivVg € G,Vw € W,onagw € W.

I1 est clair qu'une sous-représentation est elle-méme une représentation de G.

Définition B.8. Soit V une représentation de G. On dit que V est irréductible si V # {0} et si les
seules sous-représentations de V sont {0} et V.

On définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des représentations de G en posant
V ~ WiV et W sont isomorphes. On notera Irr(G) 1’ensemble des classes d’isomorphismes
de représentations irréductibles. Pour une représentation V de G, on notera [V] sa classe
d’isomorphisme.

L’objectif des paragraphes qui suivent est de décrire la structure des représentations d'un
groupe fini.
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C Constructions et exemples de représentations

On considere toujours un groupe G.

C.1 Représentations de dimension un

Les représentations de dimension 1 de G correspondent exactement aux morphismes de
groupes 71 : G — C*. En effet, si V est un espace vectoriel de dimension un, le groupe
GL(V) s’identifie a C*, ainsi un morphisme de groupes G — GL(V) est exactement un
morphisme de groupes G — C*.

Une représentation de dimension 1 est nécessairement irréductible, puisque les seuls
sous-espaces d'un espace de dimension 1 sont {0} et lui-méme.

Deux représentations de dimension 1 77, x : G — C* sont isomorphes si et seulement si
=X R

On notera G l'ensemble des morphismes de groupes G — C¥, qui s’identifie donc a
I'ensemble des représentations de dimension 1 de G. On verra qu’en fait si G est un groupe
abélien fini, alors G = Irr(G).

On notera I la représentation donné par le morphisme trivial G — C*, g —— 1. On dit
que I est la représentation triviale de G.

On vérifie sans difficulté que la loi

GxG—G
(@) — @9, ¢.9(x) = ¢(x)¥(x), Vx € G,

munit G d"une structure de groupe abélien.

Théoréme C.1. Si G est un groupe fini abélien, alors les groupes G et G sont isomorphes.

Preuve. Etape 1. Supposons d’abord que G = C, = (x) est cyclique d’ordre n. Pour toute racine
n-ieme de l'unité w € py,, on a un unique morphisme de groupes @, : G — py tel que ¢, (x) = w.
Cela donne une application y, — G, w —— ¢, qui est un morphisme de groupes, injectif car x
engendre G. Réciproquement, si ¢ € G, on a ¢(x)" = ¢(x") = ¢(1) = 1, donc ¢(x) € p,. Puisque
x engendre G, on en déduit que ¢ = ¢, pour w = ¢(x). Ainsi on a un isomorphisme p, = G, et
Uy étant lui méme un groupe cyclique (engendré par exemple par eZlTﬂ), on a bien 'isomorphisme

annoncé.
Etape 2. Soient G et H des groupes. Alors ona G x H = G x H. En effet on vérifie que I'applica-
tion

0:GxH—GxH
4)’—> ((PoillcpoiZ)/

oui;:G—GxH, g+ (g1)etin: H— G x H,h— (1,h), désignent les injections respectives, est
un isomorphisme de groupes.

Etape 3. On peut conclure en utilisant le théoreme de structure des groupes finis abéliens : tout
groupe abélien fini est isomorphe a un produit de groupes cycliques, donc les étapes 1 et 2 donnent
le résultat. L.

Corollaire C.2. Si G est un groupe fini, alors |G| divise |G]|.
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Preuve. On vérifie que les groupes Get G//DR) sont isomorphes, ot D(G) est le groupe dérivé de G.
Le groupe G/D(G) est abélien, donc le théoreme assure que |G/D(G)| = |G/D(G)|, d’oti le résultat
en utilisant le théoreme de Lagrange. [

Exercice. Soit n > 2. Montrer que S, = {I, e}, etsin > 5, alors A, = {I}.
C.2 Représentations de permutation
Soit X un ensemble fini. On note C*X le C-espace vectoriel de applications X — C. Pour

x € X, on note ey la fonction indicatrice de I'ensemble {x} : ex(x) = 1 etex(y) = 0siy # x.
L’ensemble (ey),cx est une base de CX (si ¢ € CX,ona ¢ = Y cx ¢(x)ex).

Proposition C.3. Supposons que G opere sur un ensemble fini X. Alors l'application sui
vante munit C* d’une structure de G-espace

GxCX — X
(g, 9) — 2.0, g.0(x) = (g7 .x), ¥x € X.

Pourg € Getx € X,ona g.ex = eg.x.

Preuve. On doit tout d’abord vérifier que 1'on a bien une opération. Soit ¢ € CX et x € X. On a
l.o(x) = ¢(l.x) = ¢(x),d’ott 1.9 = ¢. Soient g, h € G. Alors

(8h)-0(x) = @((gh)~".x) = @((h7'g™").x) = @(h".(g7"x)) = h.(g™".x) = g.(h.9) ()
donc (gh).¢ = g.(h.¢) et on a bien une opération. Il reste a voir que cette opération est linéaire. Soient
¢, €CXetA €C.Ona

(@ +AP)(x) = (p+AP)(g " x) = @(g7 %) + AYP(g " x) = g.9(x) + A(g-9) (x),

donc g.(¢ + AY) = g.¢ + Ag.p est CX est bien un G-espace.
Pour x,y € Xetg € G,ona g.ex(y) = ex(g71y) = 1six = ¢~ ly, cest-a-diresiy = g.x, et 0
sinon. Donc g.ex = eg x. [J

On obtient ainsi un procédé général pour construire des représentations linéaires. Par
exemple pour I'opération de G sur lui-méme par translations, on obtient une représentation
linéaire de G sur C°, appelée représentation réguliére de G.

C.3 Somme directe de représentations

Les constructions de ce paragraphe sont des cas particuliers de constructions pour les
modules (chapitre 1)

Commengons par quelques rappels sur les sommes directes. Soit V un espace vectoriel
et soient Vi, ..., V, des sous-espaces de V. On dit que V est somme directe des V;, et on écrit
V = @i,V sitout élément v € V s’écrit de maniere unique sous la forme v = )}’ ; v; ol
Vi, v; € V.

Si on part maintenant d'une famille Vi, ...,V d’espaces vectoriels, on peut former le
produit [T ; V;, qui est un espace vectoriel pour les lois produit. On peut alors identifier
chaque V; a un sous-espace de [ ]\, V; via I'application linéaire injective

Vi— Vix...xXVix...xV,
v; — (0,...,0,9;0,...,0)
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et sous cette identification, ona [T/_; V; = @}, V;.
Soient Vi, ..., V, des représentations de G. On munit alors @;_; V; d’'une structure de
G-espace grace a I'application

n n
GxPVvi— PV
i=1 i=1
(8 (Vi)1<i<n) = (8-Vi)1<i<n

ce qui au niveau des morphisme de groupes, donne le morphisme

n n
=@ ny,:G— GL({E@ V)
i=1 i=1

g D ul8), (@) 1zizn — (1,(8)(0))1<icn
i=1

La représentation de G obtenue est la somme directe des représentations Vi, ..., V.

Si maintenant V est une représentation de G et si Vi, .. ., V,, sont des sous-représentations
de V telles V = @}, V; en tant qu’espace vectoriel, alors V s’identifie, en tant que repésen-
tation de G, a la somme directe des représentations que 1’on vient de construire.

Le résultat d’algebre linéaire élémentaire suivant sera utile.

Lemme C.4. Soient Vy,...,V,, Wy,..., W, des représentations de G. Alors on un isomor-
phisme d’espaces vectoriels

n p

n P
Homg (€D Vi, B W)) = P P Homg (V;, Wj).
i=1  j=1

i=1 j=1

Preuve. Posons V = @ Vet W = @le W;. Pour 1 < i < n, notons v; l'injection V; — V et
pi : V. — V; la projection sur la i-éme composante. Pour 1 < j < p, notons 7; l'injection W; — W
etg; : W — Wi, la projection sur la j-ieme composante. Ce sont des morphismes de représentations.
On obtient donc des application linéaires

n p n p
Homc(@ Vi, @ Wj) — @ @ Homg(V;, Wj)
=1 j=1 i=1 j=1

n n P

P
P @ Homg(V;, W;) — Home (P Vi, P W))

=1 j=1 =1 j=1

(fih<isnasj<p = Y_1j© fijo pi
L]

On vérifie que ce sont des isomorphismes réciproques, ce qui provient des identités

n |4
ZUZ' opi = Idv, 217] o q] = Idw, piovy = 5ii/1d‘/i/ q] o 17]/ = (Sj]'/ldwj. Il
i=1 j=1
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C.4 Représentation duale

On commence par une construction un peu plus générale.

Proposition C.5. Soient V et W des représentations de G. Alors 'application
G x Hom(V,W) — Hom(V, W)
(8 f) = 8f :==mw(g)oformy(s™)

munit Hom(V, W) d’une structure de G-espace.

Preuve. Vérifions d’abord que 1'on a bien une opération. Il est clair que 1.f = f. Soient g,h € G et
f € Hom(V, W). Alors

(§h).-f = 7w (gh) o fomtv((gh) ™) = mw(g) o rw () o fomtv (1) o 7ty (87) = g-(h.f)
Enfin il est immédiat, puisque la composition des applications est bilinéaire, que 1’opération est bien

linéaire. [

En prenant W = I la repésentation triviale dans la proposition précédente, on obtient
donc une structure de G-espace sur V* = Hom(V,C). La représentation obtenue, notée V*
est appelée représentation duale de V. Le morphisme de groupe correspondant est

7ty : G —s GL(V*)
g— 'my(gh)

(Rappelons que la transposée d'une application linéaire f : V — W est I'application li-
néaire 'f : W* — V* définie par 'f (¢) = ¢ o f)

D Enoncé des théorémes principaux

On peut déja énoncer le théoreme principal sur les représentations d’un groupe fini.

Théoréeme D.1 (Le théoréme de structure des représentations d’un groupe fini). Soit G un
groupe fini.
1. L'ensemble Irr(G) des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de G est
fini et son cardinal s est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Soit Wy, ..., W un ensemble complet de représentations irréductibles de G (c’est-a-dire que
Irr(G) = {[W1], ..., [Ws]}). Notons d; = dim(W;) pour 1 <i <s.
2. Soit V une représentation de G. Alors on a un isomorphisme de représentations

S
V=@Pw!
i=1

oul les entiers ny, . . . ns sont donnés par n; = dim(Homg(W;, V)).

3.0na |G| =Y} ,d%

4. Pour touti € {1,...,s}, on a d;||G|, donc la dimension d’une représentation irréductible
de G divise l'ordre de G.

5. Le nombre de représentations irréductibles de dimension 1, égal a |G| = |Hom(G, C*)|,
divise |G|.
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Rappelons que les classes de conjugaison de G sont les classes d’équivalence pour la
relation d’équivalence sur G définie par x «~ y <= Jg € G tel que y = gxg~'. La classe
de conjugaison d’un élément ¢ € G est donc I’ensemble C = {gxg¢~!, ¢ € G}, c’est aussi
'orbite de ¢ pour l'opération de G sur lui-méme par conjugaison.

Voici quelques illustrations simples de 'utilisation du théoreme de structure.

e Si G est un groupe abélien fini, il y a exactement |G|-classes de conjugaison, donc |G|
classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G. La formule |G| = }_; d? assure
que ces représentations sont toutes de dimension 1 (ce qui peut se démontrer aussi plus
directement en utilisant le lemme de Schur a venir).

Réciproquement si G est un groupe fini dont toutes les représentations irréductibles sont
de dimension 1, alors la formule Y;_;d? = s = |G| assure que G possede |G| classes de
conjugaison, donc que G est abélien.

On a donc le résultat suivant.

Théoreme D.2. Soit G un groupe fini. Alors G est abélien si et seulement si toutes ses repré-
sentations irréductibles sont de dimension 1.

e Le groupe symétrique S3. Si d est la dimension d"une représentation irréductible de S3, on
ad? < |S3| = 6, d’ott d < 2. Comme Sj3 est non abélien, il existe donc nécessairement une
représentation irréductible de dimension 2. En fait on peut construire cette représentation
en remarquant que S3 est le groupe des isométries d'un triangle. Un coup d’oeil a la formule
y;d? = 6 assure alors qu'il y exactement deux autres représentations irréductibles de S3 non
isomorphes, qui sont de dimension 1. Il y a bien stir la représentation triviale, ainsi que la
signature.

En résumé, il y a 3 classes de représentations irréductibles pour S; : deux de dimension
1, et une de dimension 2.

On a aussi un critere utile pour montrer qu'une représentation est irréductible.

Théoréme D.3. Soit V une représentation d’un goupe fini G. Alors

V estirreductible <= Endg(V) = Cldy

Le théoreme qui suit fournit un critere commode pour savoir si des représentations sont
isomorphes.

Théoréme D.4. Soient V et W des représentations d'un groupe fini G. Alors

V et W sont isomorphes <= xv = xw

ol xv et xw sont les caracteres respectifs de V et W.

la preuve du sens = est facile : soit f : V — W un isomorphisme de représentations.
Ona rty(g) o f = fomy(g) pour tout ¢ € G, donc my(g) = fomy(g) o f 1, et xw(g) =
Tr(fomy(g)of) = Tr(my(g)) = xv(g), ce qui donne le résultat. Le sens <= sera démontré
dans le paragraphe sur les caracteres.

Le but des paragraphes qui suivent est de démontrer les trois théorémes enoncés ici, avec
aussi des résultats intermédiaires intéressants. Le point 5 du théoreme de structure a déja
été démontré.

On travaille désormais avec un groupe fini fixé G.
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E Représentations unitaires et complete réductibilité des repré-
sentations

E.1 Groupe unitaire

Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension finie (on dit aussi que H est un
espace hermitien), c’est-a-dire que H est muni d"un produit scalaire: (,) : H x H — C, ((,)
est semi-linéaire en la deuxieme variable).

Rappelons qu’a tout opérateur u € Endc(H) correspond un unique opérateur u* €
End¢(H), appelé I’adjoint de u, satisfaisant a

(u(x),y) = (x,u' (), Vxy € H.
On a, pour tous #,v € End¢(H) et tout A € C

w™* =u, (Au)* = Au*, (uov)* =v*ou*, (u+0v)* =u* +o*.

Définition E.1. Un opérateur u € Endc(H) est dit unitaire si u* ou = idy = uou*. On
note U(H) l'ensemble des opérateurs unitaires sur H. C’est un sous-groupe de GL(H), appelé le
groupe unitaire de H. Le groupe spécial unitaire de H, noté SU(H), est défini par SU(H) =
SL(H)NU(H).

Pour u € End¢(H), comme H est de dimension finie, onau € U(H) <= wu*ou =
Idy <= wuou® =Idy. On a diverses caractérisations des opérateurs unitaires.

Proposition E.2. Soit u € End¢(H). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. u e U(H).
2. Vx,y € Hyona (u(x),u(y)) = (x,y).

3. Pour toute base orthonormée (e, ...,e,) de H, alors (u(ey),...,u(e,)) est une base
orthonormée de H.

4. 1l existe une base orthonormée (ey, ..., e,) de H telle que (u(e1),...,u(e,)) est une base
orthonormée de H.

Preuve. (1) = (2). Soit u € U(H) et soient x,y € H. Alors (u(x), u(y)) = (x,u*(u(y))) = (x,y).

(2) = (3).Ona (u(e;), u(e;)) = (e;, ej) = djj, etainsi (u(er),...,u(e,)) est une base orthonormée de H.
(3) = (4) : immédiat.

(4) = (2). Soient x = Y ; Aje; ety = Y pie; € H.Ona (u(x),u(y)) = L Aipj(ulei), ulej)) = L Aili =
{x,y)-

(2) = (1). Soient x,y € H.On a
(x,utou(y) —y) = (x,u"(u(y))) — (x,y) = (ux),u(y)) - (x,y) = 0.

Donc puisque (, ) est un produit scalaire sur H, on a u* o u = Idy. [J.

On peut montrer qu'un opérateur unitaire est diagonalisable dans une base orthonor-
mée, ce que nous n’utiliserons pas. Un ingrédient de la preuve est le lemme suivant, qui
sera quant a lui utile trés bientot.
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Lemme E.3. Soitu € U(H) etsoit W C H un sous-espace vectoriel tel que (W) C W. Alors
u(Wh) c wt.

Preuve. On a u(W) = W car on est en dimension finie et u est un isomorphisme. Ainsi u*(W) =
u ' (W) = W.Pour x € Wety € Wt, on adonc (u(y),x) = (y,u*(x)) = 0, ce qui montre que
u(WH) cwt.oO

Fixons une base orthonormée de H. Si A est la matrice d"un opérateur u dans cette base
on vérifie sans difficulté que la matrice de u* est la matrice adjointe A* = 'A = (aj;).

L'opérateur u est unitaire si et seulement A*A = [, = AA*. Ce langage se transmet donc
aux matrices. On définit ainsi les groupes unitaires et spéciaux unitaires

Umn)={Ae M,(C)|A*"A=1,=AA"}, SU(n)=SL,(C)NU(n),
qui s’identifient aux groupes unitaires de 1’espace de Hilbert C" avec son produit scalaire

canonique (l'unique produit scalaire tel que la base canonique soit orthonormée).

E.2 Représentations unitaires

Définition E.4. Une représentation unitaire d’un groupe fini G est la donnée d’un morphisme de
groupes 7t : G — U(H) pour un espace de Hilbert H.

Une représentation unitaire est donc en particulier une représentation linéaire. En fait le
résultat suivant montre que toute représentation linéaire peut étre considérée comme uni-
taire.

Théoréme E.5. Soit V une représentation de G. Alors il existe un produit scalaire (, ) sur V
qui est G-invariant :

(¢.v,gw) = (v,w), Vg € G, Yo,w € V.

Sionnote H = (V, (,)) l'espace de Hilbert correspondant, le morphisme de groupes 7y :
G — GL(V) est alors a valeurs dans U(H).

Preuve. Soit (, ) un produit scalaire quelconque sur V. On pose alors, pour v,w € V,

(0, w) = G ) (8v,gw).
’ ’geG

On vérifie sans probleme que (, ) est un produit scalaire sur G. Pour i € G, on a

(h.v, h.w) = |G|g;; g.(hw)) =
1
‘G‘g;;((gh)-v, (gh).w) = |G| g;c g0, ¢ w) = (v,w)

ot on a effectué le changement de variables (bijectif) ¢’ = gh. La derniére assertion est alors immé-
diate. [

Le résultat précédent est important, voici les premieres applications.

Théoreme E.6. Soit V une représentation de G et soit W C V une sous-représentation de G.
Alors il existe une sous-représentation Z C V de G telleque V = W @ Z.
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Preuve. On consideére un produit scalaire invariant (, ) sur V, et soit Z = WL.OnaV = W& W, Soit
¢ € G,onamy(g)(W) C W, donc par le lemme E.3, puisque 71y (g) est unitaire, on a 7ty (g) (W) C
W+, ce qui montre que W+ est une sous-représentation de V. [

On en déduit que toute représentation est somme directe de représentations irréduc-
tibles.

Théoréme E.7. Soit V une représentation de G. Alors il existe t € IN et des représentations
irréductibles Vy,..., Vi de G tellesque V=V, @& ... @ V..

Preuve. On procede par récurrence sur la dimensionde V.SidimV = Oon prendt = Oetsidim V =
1 la représentation est irréductible. Supposons donc le résultat montré pour les représentations de
dimension < n (avec n > 1) et soit V une représentation de dimension n + 1. Si V' est irréductible,
on a le résultat. Sinon, soit W C V une sous-représentation telle que {0} & W & V, avec donc
1 < dimW < n. On considére alors une sous-représentation Z de V telle que V = W @ Z, avec
1 < dim Z < n. On applique I'hypotheése de récurrence a W et Z et on a le résultat. [J

Le lemme de Schur

Proposition E1. Soient V et W des représentations de G et soit f € Homg(V, W). Alors
Kerf est une sous-représentation de V et Im f est une sous-représentation de W.

La preuve est laissée en exercice.

Théoréme E.2 (Lemme de Schur). Soient V; et V, des représentations irréductibles de G.
(i) Si V4 et V; ne sont pas isomorphes, alors Homg (V;, V,) = {0}.
(ii) Si V1 = Vz, alors HomG(Vl, Vl) = CIdVl.

Preuve. Soit f € Homg(V3, V2). D’apres la proposition précédente Ker f est une sous-représentation
de V; et Im f est une sous-représentation de V,. Comme V; et V; sont irréductibles, on a Ker f = {0}
ouKerf =V, etImf = {0} oulm f = V,.5i f # 0, alors donc Ker f = {0} etIm f = V5, donc f est
un isomorphisme. Ainsi si V; et V; ne sont pas isomorphes, on a bien f = 0 et Homg(V4, V2) = {0}.

Supposons maintenant que V; = V, = Vet soit f € Homg(V, V). Soit A € C une valeur propre
de f. Alors f — Aldy € Homg(V,V) avec Ker(f — Aidy) # {0}. Comme V est irréductible, on a
Ker(f — Aldy) =V, d’ou f = Aldy, et on a le résultat. [J

On démontre maintenant sans difficulté le critere d’irréductibilité déja annoncé.

Théoréme E3. Soit V une représentation de G. Alors

V estirreductible <= Endg(V) = CIdy

Preuve. Le sens = est donné par la partie ii du lemme de Schur. Réciproquement, si V n’est pas
irréductible, ona V = U & W pour des sous-représentations non nulles U et W. On a alors

Endc(V, V) = Home (U @ W, U & W)
= Homg (U, U) & Homg (U, W) & Homg (W, U) & Homg (W, W)

et donc dim(Endg(V)) > 2, ce qui donne le résultat. [J
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G Invariants et moyenne

Définition-Proposition G.1. Soit V une représentation de G. On considere

C={veV|gv=0VgecG}

Alors VC est un sous-espace de V, appellé espace des G-invariants de V.

On vérifie sans difficulté que VC est bien un sous-espace de V (c’est méme une sous-
représentation). La proposition qui suit permet de construire tous les G-invariants.

Définition-Proposition G.2. Soit V une repésentation de G. On considére 'application

M:V—V

Alors M est application linéaire, appelée 1’opérateur de moyenne de V. L'opérateur M est
un projecteur (M o M = M) d’image égale a V°.

Preuve. Ona M = L, Ygec v (g), donc M est linéaire. On a

|G|
1 1
MOM:@ Y, mv(g)omy(h) = IGI2 Y. mv(gh)
gheG gheG
1 /
Z 7TV Z T~ ) = M/
|G|2 3.8'€G g€eG G ’eG
donc M est bien un projecteur. Pourv € Veth € G,ona
1
h.M(v ]G]Zh Q.0) ’Z(hg) Z =
g€G g€G geG

donc M(v) € V&, etIm M C VC.Réciproquementsiv € V©, ona M(v) = |1?| Ygec 8V = \%I YeeGU =
v,doncv € ImMet VE C ImM. O

On applique alors cela aux applications linéaires entre représentations.

Corollaire G.3. Soient V et W des représentations de G et soit f : V. — W une application
linéaire. Alors 'application linéaire M(f) : V — W définie par

Z mw(g) o fomy(g™)

geG

appartient a Homg(V,W). De plussi V = W, on a Tr(M(f)) = Tr(f).

Preuve. On considére la représentation de G sur Hom(V, W), donnée par g.f = mw(g) o fo my(g™1)
pour g € G. Alors il est immédiat que f € Hom(V, W)~ <= f € Homg(V, W), donc puisque le
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M(f) décrit plus haut est 'opérateur de moyenne de la représentation Hom(V, W) appliqué a f, on
abien M(f) € Homg(V, W) = Hom(V, W)C.
SiV =W, alors

Tr(M(f | ZTr mw(g) o fomy(g™)) =G Y Tr(f) =Te(f). O

geG

H Relations d’orthogonalité et applications

On note L?(G) I'espace vectoriel CS des fonctions de G dans C muni du produit scalaire

geG

Les relations d’orthogonalité expriment 1'orthogonalité, dans L?(G), de certaines fonctions
associées a des représentations irréductibles. Elles auront en particulier comme conséquence
le fait que I'ensemble Irr(G) des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de
G est fini.

Introduisons quelques notations.
1. Soient V et W des espaces vectoriels et f € V*, x € W. Onnote x ® f I'application linéaire
V — W définie par (x ® f)(v) = f(v)x.
2. Soit V une représentation de G et notons 77 : G — GL(V) le morphisme de groupes cor-
respondant. Soit vy, ..., v, une base de V, et notons i, 1 <i,j<n= dim V, les fonctions
coordonnées sur G associées a l'identification GL(V') = GL,(C) donnée par la base, de telle
sorte que

VgeG, m(g)= ), m(g)vi®0].
=1

Théoréeme H.1 (Relations d’orthogonalité, premiere version). Soient V et W des représen-
tations irréductibles de G avec n = dimV et m = dim W. Notons 7 : G — GL(V) et
o : G — GL(W) les morphismes de groupes correspondant, et (77j)1<;j<n €t (0x1)1<ki<m.
les fonctions coordonnées sur G associées au choix de bases de V et W.

(i) Si V et W ne sont pas isomorphes, alors on a

|G|Zpkz i) =0, 1<ij<n 1<kl<m
gcG
(ii))SiV = W (r = p), alorson a

Ok;j0il

|G|§éﬂkz )l ==L, 1<ijkl<n
g

Preuve. On va obtenir le résultat en faisant la moyenne de certains opérateurs de rang 1 et en appli-
quant le lemme de Schur. Soient donc vy, ..., v, et wy, ... w,, des bases respectives de V et W, et soient
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(71;j) et (pij) les fonctions coordonnées sur G associées. Soientip € {1,...,n} etko € {1,...,m}. Alors

M(wy, ® v}) Y o(g) o (wi, ®@0;) o m(g™")
’G| geG
Z 2 EPkl g)mii(g 1)(wk®wz*)O(wko®02)o(vi®v;)

gEGl] 1kI=1

(i) Supposons V et W non isomorphes. Alors d’apres le lemme de Schur Homg (V, W) = {0},
donc I'opérateur précédent est nul, et puisque (wy ® v;) est une base de Hom(V, W), chaque coeffi-
cient est nul, et on a les relations recherchées.

(ii) Supposons maintenant que V = W. Toujours par le lemme de Schur, on obtient M (v, ® v} ) =
Aidy, pour

A= Tr(M(Uko ® U;;)) _ Tr(vko ® UZFO) _ (5i0k0.
n n n
Onaldy = Zj v; ® v;‘, donc en identifiant on trouve bien

Okjdigky
a

|G| Z 7Tkk0 nlo] _1) = 5k]/\ - O

geG

On obtient maintenant les relations d’orthogonalité dans L?(G).

Théoréme H.2 (Relations d’orthogonalité dans L2(G)). Pour chaque a € Irr(G), fixons V,
une représentation de G telle que « = [V,], avec ©* : G — GL(V,) le morphisme de
groupe correspondant. Notons d, = dim Vj. Fixons sur V, un produit scalaire G-invariant
et une base orthonormée pour ce produit scalaire, et notons (nf;) les fonctions coordonnées
sur G associées. Alors on a

8 9apikdjt

(ml, ) = —— L i Va, b € Irr(G), 1 <i,j <dy, 1<k <dp

Preuve. Pour « € Irr(G), on a choisi un produit scalaire invariant sur V,, donc si on note H, 1'espace
de Hilbert associé, on a 7*(G) C U(H,), et donc 7*(g~1) = n*(¢)~! = n*(g)*, Vg € G. Auniveau
des fonctions coordonnées, cela donne 77;(g - = m(g), pour 1 < i,j < d,. On a alors

_1 aBCikYjl
< z] ;Ikl G = |G|g; 1] 8 |G| q; z] ) dzx

o1 'on a utilisé la premiére version des relations d’orthogonalité. []

Corollaire H.3. L'ensemble Irr(G) des classes de représentations irréductibles de G est fini.
On notera s = |Irr(G)|. Si W,..., W, sont des représentations de G telles que Irr(G) =
{(W1],...,[Ws]}, alorsona Y, d? < |G|, oud; = dim W, Vi.
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Preuve. En reprenant les notations des relations d’orthogonalité, on voit que {7rl], a € Irr(G),1 <
i,j < d,} est une famille d’éléments non nuls de L?(G) qui sont deux a deux orthogonaux. C’est donc
une famille libre de L?(G), qui est de dimension finie égale a |G|. On obtient donc a la fois que Irr(G)

est fini et I'inégalité du corollaire. []

On veut en fait démontrer que l'inégalité précédente est une égalité. Pour cela il faut
démontrer que {7‘(;."]-, a € Irr(G),1 < i,j < dy} est une base de L?(G) (on utilise toujours les
notations des relations d’orthogonalité). Pour cela on introduit une transformation F sur les
fonctions de L?(G), qui est un peu un analogue de la transformée de Fourier sur L?(S!).

Lemme H.4. Soit ¢ € CC, et soit V une représentation de G. On considére l'application
linéaire Fy : C[G] — End (V) définie par

Fu(g) = |G| ) ¢(8)7v(g) € End(V).

gcG

1.Sivy,..., v, est une base de V et si (7;;) sont les fonctions coordonnées sur G correspon-

dantes, on a
n

Fv(p) =Y, (mij, ¢)cvi ® v},

ij=1

2.Si V et W sont des représentations de G, on a Fygw(¢) = Fv(¢) & Fw(¢)
3. Soient V et W des représentations de G et soit f : V — W un G-isomorphisme. Alors on a

Fw(p) = foFv(p)of .

Preuve.1.On a

fv(4’)=|1G‘ZCL; G = ijl @) @0
g€ 8€Gij=
= i 11G| (g)ﬂij(g)> v ®U; = i (Tij, §) Ui ® 0]

ij=1 e ij=1

2.0na
fV@w«p):f‘ ) (8)7TV@W(8):‘1’ 5@ (mv(g), 7 (2)
8€ g€
— (L Y o@mv(e) = Y o@mw(s) | = Fr@) ® Fuw(@).
| |g€G ‘ ’gGG

3.Pourtout g € G,onamy(g) o f = formy(g), cest-a-dire ryy(g) = f o w(g) o 1, d’ott le résultat.
4

Théoreme H.5 (Théoreme de Peter-Weyl pour les groupes finis). On reprend les notations
utilisées pour 1’énoncé des relations d’orthogonalité. Alors

{\/Zn;?;, 0 €Irr(G), 1<i,j < dm}

est une base orthonormée de L?(G). En particulier

Y, di=IGl.

a€lrr(G)
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Preuve. On sait déja des relations d’orthogonalité que le systeme donné est orthonormé, et il faut
donc voir que I'on a une base de L?(G). Soit W le sous-espace de L?(G) engendré par notre systéme.
Pour voir que W = L2(G), il suffit de voir que W+ = {0}. Soit donc ¢ € W+. En utilisant le 1 du
lemme précédent on voit que Va € Irr(G), on a

da

Fv,(¢) = Z (Tij, §)Gvi @ V] = 0.
ij=1

Donc si V est une représentation irréductible quelconque de G, on a Fy(¢) = 0 d’apres la partie
3 du lemme. Si maintenant V' est une représentation quelconque de G, elle est somme directe de
représentations irréductibles, et on a Fy(¢) = 0 d’apres la partie 2 du lemme.

On applique maintenant ceci a la représentation réguliére R = C¢ obtenue en utilisant 'opération
de G sur lui-méme par translations. Pour g, x € G, on a 7r(g)(ex) = egx. Donc

Fal()(er) = fc‘ L 9)mr(s)(en) = gy L 9l&)es =0
g€

et puisque (eg)gec est une base de C®, on conclut que ¢ = 0. Donc W+ = {0} et L?(G) = W. La
dimension de L?(G) est |G|, et doit étre égale au cardinal d’une base quelconque. [J

Corollaire H.6. Soient Wy, ..., W; sont des représentations irréductibles de G telles que
Irr(G) = {[W1],..., [Ws]}, otts = |Irr(G)|. Alors on a

S
Y d? = |G|, avecd; = dim W;, Vi.
i=1

Preuve. Chaque W; est isomorphe a exactement un V,, donc on applique simplement le résultat
précédent. [

Structure de 1’algebre du groupe

L'objectif est maintenant de montrer que s = |Irr(G)| est égal au nombre de classes de
conjugaison de G. On démontrera au passage le premier théoreme de I'introduction.

Soit (V, my) une représentation de G. On sait qu’il existe un unique morphisme d’al-
gebres
my : C[G] — End(V)

tel que 7Ty (eg) = v (g), Vg € G.
En fait pour ¢ € C[G],ona 7wy (¢) = |G|Fv(¢), ou Fy a été introduit dans le paragraphe
précédent. Cela nous permet de montrer facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soient Wy,..., Ws sont des représentations irréductibles de G telles que
Irr(G) = {[W1],..., [Ws]}, ot s = |Irr(G)|. Alors on a un isomorphisme d’algebres

Q:C[G] — fIEnd(Wi)
i=1

¢ — (T, (@) )1<i<r
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Preuve. Chaque 7Ty, est un morphisme d’algebres, donc il est facile de voir que ) est bien un mor-
phisme d’algebres. On a dim(C[G]) = |G| = Yi_;(dim W;)? = dim(TT}_; End(W;)), donc il suffit
donc de voir que Q) est injectif. Soit alors ¢ € Ker ) : on a 7y, (¢) = 0 = Fw.(¢), Vi. On peut raison-
ner de la méme fagon que dans la preuve du théoréeme de Peter-Weyl : on a Fy(¢) = 0 pour toute
représentation V et on applique cela a la représentation réguliére pour trouver que ¢ = 0 = ¢. [

On va maintenant utiliser ce théoréeme pour déterminer s. Si A est une algebre, on consi-
dere son centre Z(A) = {a € A | ab = ba,Vb € A}. C’est une sous-algebre de A, et
donc aussi une algebre. Si A et B sont des algebres, alors une vérification immédiate donne
Z(A x B) = Z(A) x Z(B). Donc en reprenant les notations précédentes, on a

S S
Z(J [End(W;)) = [ Z(End(W;)) = C°
i=1 i=1
puisque le centre d"une algebre de matrices est réduit a C, et donc

dim(Z(Ii End(W;)) =s.

Théoréme I.2. Le nombre s = |Irr(G)| de classes d’isomorphisme de représentations irré
ductibles de G est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Preuve. L'isomorphisme d’algebres C[G] = [T;_; End(W;) induit un isomorphisme entre les centres,
qui ont donc méme dimension, égale a s. On a vu au chapitre 3 que dim(Z(C[G])) est égal au nombre
de classe de conjugaison de G, d’ou1 le résultat. [J

Fin de la démonstration des points 1, 2 et 3 du théoreme de structure
des représentations d’un groupe fini.

On vient de finir la preuve de la partie 1, et la partie 3 a été démontrée au paragraphe précé-
dent. Passons au point 2. Soit V' une représentation de G et soient Wy, ..., Ws des représentations
irréductibles telles que Irr(G) = {[W1],...,[W;]}. Alors V est somme directe de représentations irré-
ductibles, chacune isomorphe a I'un des W;, donc on a un isomorphisme de représentations

S
VW
i=1
pour des entiers 1y, ...,1ns € IN. Pourj € {1,...,s}, on a, en utilisant le lemme de Schur,
S S
Homg (Wj, V) = Homg (Wj, @ W) = €5 Homg (W;, W;)"
i=1 i=1

= HomG(Wj, Wj)nf >~ Ch

donc n; = dim(Homg (W;, V)). Cela termine la démonstration du point 2.

Caracteres

Rappelons la définition du caractére d'une représentation.
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Définition J.1. Soit (V, 7ty ) une représentation de G. Le caractére de V est la fonction xy : G —>
C définie par
xv(g) =Tr(nv(g)), Vg e€G.

On dit qu’une fonction x : G — C est un caractere si x est le caractere d’une représentation de G.

Voici les premiéres propriétés des caracteéres.

Proposition J.2. Soient V et W des représentations de G.

1. xv(1) = dim V.

2. Si les représentations V et W sont isomorphes, alors xy = xw.

3.0naVyg,h € G, xy(gh) = xv(hg), et ainsi xy est une fonction centrale sur G.

4.0na xvew = xv +xw-

Preuve.Ona xy (1) = Tr(my(1)) = Tr(idy) = dim V. La deuxiéme assertion a déja été montrée. Pour

& € Gonaxy(gh) = Tr(nv(gh)) = Te(rtv(g) o v (h)) = Tr(rtv(h) o 7y (g)) = Tr(ntv(hg)) =
xv(hg). La derniere assertion se montre sans difficulté a partir de 1’écriture matricielle de 7y zy. O

Théoréme ].3 (Relations d’orthogonalité des caracteres). Soient V et W des représentations
irréductibles de G. Alors dans L?(G) on a

0 siV et W ne sont pas isomorphes,

(xv.xw)c = {

1 siV et W sontisomorphes.

Preuve. Notons 7 : G — GL(V) et p : G — GL(W) les morphismes de groupes correspondant.
On fixe sur V et W des produit scalaires G-invariants et soient vy,...,v, et wy,...,w,; des bases
orthonormées respectives de V et W pour ces produits scalaires. On note (7;;) et (ox) les fonctions
coordonnées associées sur G. On a

n m
Xv = Z i et xw = Z Pkk
i—1 k=1

et donc
(xv. xwhe =Y _{Tii, pre) G-
ik
Les relations d’orthogonalité dans L2(G) assurent alors que (xv, xw)c =0si V # W.SiV =2 Wona
Xv = Xw par le 2 de la proposition précédente, on peut donc supposer que V = W, et alors, toujours
grace aux relations d’orthogonalité dans L2(G), on a

1 dimV
=1. 0O
XV/XV ; TTii, 7-(11 G — dimV

Corollaire J.4. Soient V et W des représentations de G avec V irréductible. Alors

(xv,xw)c = dim(Homg(V, W)).

Preuve. Soient Wi, ..., W; des représentations irréductibles de G telles que Irr(G) = {[W1], ..., [Ws]},
ous = |Irr(G)|. Alors

S
W= W'
i=1
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pour n; = dim(Homg (W;, W)). On a alors, en utilisant la premiére proposition, xw = Y;_; #;xw;. Soit
iptelque V=W, 1 xv = XW,,- On a donc, en utilisant les relations d’orthogonalité des caracteres,

n

<XV/XW>G = Zni<)(wi0,)(w[> = Tlio = dim(HomG(Wio, W)) = dim(HomG(V, W)) ]
i=1

On arrive alors au résultat important suivant.

Théoréme J.5. Soient V et W des représentations d"un groupe fini G. Alors

V et W sont isomorphes <= xv = xw-

Preuve. Soit Wy, ..., W, un systeme complet de représentations irréductibles de G. Alors
S S
V=PW" et V=PW™
i=1 i=1
pour n; = dim(Homg (W;, V)) et m; = dim(Homg (W;, W)). Donc si xy = xw, on a pour tout i

n; = dim(HomG(Wl-, V)) = <XW1‘IXV> = <XW1,)(W> = dim(HomG(Wi, W)) = m;.

Il est clair alors que V et W sont isomorphes. [

Proposition J.6. Soit x un caractere sur G. Alors Vg € G, x(g) € C est un entier algébrique.

Preuve. Soit V une représentation de G telle que x = xv. Pour ¢ € G,ona g‘G‘ = 1donc ty (g)'G‘ =
idy, donc les valeurs propres de 7ty (g) sont des racines de 1'unités, donc des entiers algébriques.
Alors x(g) qui est la trace de 7y (), est la somme des valeurs propres de 7y (g), est un entier algé-
brique (voir chapitre IV).

Proposition J.7. Soit x le caractére d’une représentation irréductible de dimension 4 de G.

Soit C une classe de conjugaison de G. Alors pour tout g € C, % est un entier algébrique.

Preuve. Z[G]| est un sous-anneau de C[G]|. Considérons Z(Z[G]), le centre de Z[G]|. Les éléments
de Z(Z[G]) sont exactement les combinaison linéaires a coefficients entiers des (x¢), ot C parcourt
’ensemble des classes de conjugaison de G (chapitre III). On en déduit que Z(Z[G]) est un groupe
abélien de type fini, donc ses éléments, et en particulier xc pour chaque classe de conjugaison C, sont
des entiers algébriques.

Soit (V, 7ty) une représentation irréductible telle que x = xv et soit 7ty : C[G] — End(V) le
morphisme d’algebre qui prolonge 7. Soit C une classe de conjugaison de G. L'élément xc appar-
tient au centre de C[G|, donc 7ty (xc) commute avec tous les 7ty (g), ce qui signifie que 7y (xc) €
Endg (V). Par le lemme de Schur 7ty (xc) = Aidy pour un A € C. Puisqu’il existe P € Z[X] unitaire
tel que P(xc) = 0, ona y(P(xc)) = 0 = P(my(xc)) = P(A)Idy, donc A est entier algébrique. On

obtient
Tr(7y (xc)) = Te( ) 7mv(g)) = Y xv(g) = IClx(g) = dA
geC geC

et donc 7|C\)(§(g)

= A est entier algébrique. U
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On arrive au résultat suivant, qui termine la démonstration du théoreme de structure des
représentations.

Théoréme J.8. La dimension d'une représentation irréductible de G divise |G]|.

Preuve. Soit V une représentation irréductible de dimension d de G, de caractere x. Notons Cy, ..., Cs
les classes de conjugaison distinctes de G. Pour g € C;, on notera x(C;) la valeur de x(g). On sait que
(x,x)c =1, ce qui, explicité, donne

1= g LAes) - g & els) - gy 1 I00CI(C)

ou encore

avec pour tout i, par les deux propositions précédentes, ‘CC{K}(‘C,”) et x(C;) des entiers algébriques.

Une somme d’entiers algébrique est encore un entier algébrique, donc diﬁ", est entier algébrique et

puisque d.|G‘ € Q, on a bien d‘G‘ €ezZ.U

imV

On termine ce paragraphe par en introduisant la table des caracteres du groupe G. Soient
Cy,...,Csles classes de conjugaison de G avec la convention C; = {1}. Soient Wy, ..., W; des
représentations irréductibles de G telles que Irr(G) = {[W1],..., [Ws]}, avec la convention
que Wi est la représentation triviale. Notons pour tout 7, x; = xw,. La table des caractere de
G est alors le tableau suivant :

G={1} | G [ [ G [] G
X 1 1 . 1 . 1
X2 | do=xo(1) | x2(Co) | -+ | x2(Ci) | -+ | x2(Cs)
N A= ) | @) [ [ xC)
= | @) [ @) [ | %G

L'usage quand on écrit la table des caracteres est de remplacer les classes C; par un re-
présentant.

On considere que 'on a décrit de fagon satisfaisante les représentations de G lorsque
I'on a calculé sa table des caracteres (qui bien stir dépend de 'ordre choisi sur I’ensembles
des classes de conjugaison et sur I'ensemble des classes d’isomorphismes de représentations
irréductibles).

Exemple. La table des caracteres du groupe symétrique S3 est

11(1,2)[(1,23)
xil1] 1 1
e 1| —1 1
X2 2] 0 1

ou X1 est la représentation triviale, € est la signature, et x; est le caractere de la représentation
irréductible de degré 2.

Pour trouver les valeurs de x> dans I’exemple précédent, on peut utiliser la description
suivante de la représentation réguliere (qui sera aussi utilisée dans le prochain paragraphe).
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Proposition J.9. Notons xreg le caractere de la représentation réguliere de G. On a

Xreg(g) =0sig#1 et Xreg(l) = |G|.

Soient Wy, ..., Ws un systéme complet de représentations irréductibles de G. Notons d; =
dim W; et x; = xw, pour tout i. Alors

S
Xreg = Z diXi-
i=1

Preuve. Notons R = C© la représentation réguliere de G. On utilise la base (eg)gec de R.On
aVg,h € G, mr(g)(en) = egn- Si g # 1, les termes diagonaux de la matrice de 7ir(g) dans
cette base sont nuls (gh # h), donc xreg(g) = Tr(7r(g)) = 0. Le cas g = 1 est clair.

Pouri € {1,...,s},ona

dim(Homg (Wi, R)) = (Xw;, Xreg) = Z &) Xreg(8) = xw, (1) = d..
g€G

Le théoreme de structure des représentations assure alors que

S
R=PW
i=1

et on a le résultat recherché en passant aux caracteres. [

Le résultat suivant est souvent utile pour construire une table de caractere, il exprime des
relations d"“orthogonalité pondérée” pour les lignes et colonnes de la table des caracteéres.

92}

Proposition J.10. Soient Cy,...,C; les classes de conjugaison de G et soient x1,...,xr le
caracteres irréductibles de G. Alors la matrice

Gl
M = |G’|x<C) € M,(C)

est unitaire, c’est-a-dire que

Y xk(Cixe(Cy) = 5z'j| ] et i%i(ck))(j(ck)!cﬂ = 6;j|G]

En particulier les colonnes de la table des caracteres sont deux a deux orthogonales.

Preuve. On applique les relations d’orthogonalité des caracteres : (x;, xj)c = d;j. [J

K Application : le théoreme “pq” de Burnside

On démontre dans ce paragraphe le théoréme de Burnside annoncé au début.
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On aura besoin du lemme suivant, qui concerne les entiers algébriques, et que 'on ne
montre pas.

Lemme K.1. Soient Ay,...,A; € C des racines de l'unité. Supposons que w

entier algébrique. Alors on a I’alternative suivante :
-soitA+...+ A, =0,
-s0it A = ... = Ay

Proposition K.2. Soit V une représentation irréductible de G. Soit C une classe de conjugai-

son de G et soit ¢ € C. Supposons que dim V et |C| sont premiers entre eux. Alors éciVT(g& est

un entier algébrique. Si de plus xv(g) # 0, alors 7ty (g) est une homothétie.

Preuve. Puisque |C| et dim V sont premiers entre eux, le théoréme de Bezout fournit a, b € Z tels que
a|C| +bdimV = 1, ce qui donne

xv(g) _ alClxv(g)
dimV dimV

+bxv(g)-

Or on sait que % et xv(g) sont des entiers algébriques, donc puisque les entiers algébriques sont

un sous-anneau de C, on a démontré la premiere assertion.
Soient Ay,..., A, (n = dim V) les valeurs propres de 7ty (g), qui sont des racines de 1'unité. On a

w@) )‘1+'7'1'+)‘” qui est un entier algébrique, donc par le lemme si xy(g) #OonalA; =... = Ay, et

n
donc 71y (g) est une homothétie (v (g) est diagonalisable). [

Proposition K.3. Soit G un groupe tel qu'il existe une classe de conjugaison C de G satisfai
sant a |C| = p™ pour p premier et m > 1. Alors G n’est pas simple.

Preuve. On va utiliser la description du caractere de la représentation réguliere. Rappelons que si
Wi, ..., W; sont des représentations irréductibles telles que Irr(G) = {[W1], ..., [Ws]}, alors en notant
d; = dim W; et x; = xw, pour tout i, on a

S
Xreg = Zdz?(i
i—1

1

ol 1 est le caractere de la représentation triviale. Soit g € C (¢ # 1 car |C| > 1).Ona

: -1 S dixi
Xrg(8) = 0= L dix(g) = —= =} X;;g)
i=1 i=2

On _71 € Q\ Z,donc _71 n’est pas entier algébrique, et il existe donci € {2,...,s} tel que % n’est

pas entier algébrique. En particulier x;(g) # 0 et p ne divise pas d; = dim(W;), ce qui assure que |C]
et dim W; sont premiers entre eux. La derniére proposition assure que 7y, (g) est une homothétie.

Supposons maintenant G simple. Comme 7y, est irréductible non triviale, on a Ker(mry,) # {1}
et donc Ker(rry, ) = {1} et mrw, injectif. Comme 71y, (g) est une homothétie, il commute avec tous les
éléments 7y, (h), h € G. Alors puisque 7y, est injectif, on a g € Z(G) et donc puisque G est simple
Z(G) = G (Z(G) < G). Alors G est abélien, donc toutes les classes de conjugaison sont réduites a un
élément, ce qui contredit notre hypothese. On conclut donc que G n’est pas simple. [

Théoréme K.4 (Théoréme "pg" de Burnside). Soient p et 4 des nombres premiers. Soit G un
groupe d’ordre p*qf o1 &, B € N vérifient a + B > 2. Alors le groupe G n’est pas simple.
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Preuve. On peut supposer que « et f sont non nuls sinon on connait le résultat. Montrons qu'’il existe
une classe de conjugaison C # {1} telle que g ne divise pas |C|. Soient Cj,...,C; les classes de
conjugaison distinctes de G avec C; = {1}. Alors comme G = C; I1... 11 C;, on a

S
Gl =1+)ICil.
i=2
Comme g divise |G|, il existe i > 2 tel que g ne divise pas C;. Puisque |C;| divise |G| (c’est une orbite
pour l'opération de G sur lui-méme par conjugaison), on a donc |C;| = p™ pour m > 1 ou |Cj| = 1.
Dans le premier cas la proposition précédente assure que G n’est pas simple. Dans le deuxieme soit
g # 1€ C;. Puisque |G| =1,0ona g € Z(G),d’ou {1} & Z(G). Si G était simple on aurait Z(G) = G
et G serait abélien. Mais un groupe abélien simple est nécesairement cyclique d’ordre premier, ce qui
est contraire a notre hypothese. []

L Exemples de représentations et de tables de caracteres.

L.1 Groupes abéliens

On a vu que les représentations irréductibles d’'un groupe fini abélien sont toutes de
dimension 1. Si w est une racine primitive n-ieme de 'unité, la table des caracteres du groupe
cyclique C, est donc la matrice (w'/ Jo<ij<n—1- Par exemple, les tables des caracteres des
groupes cycliques Cy, C3 et C4 sont (on note ¢ un générateur de chacun de ces groupes) :

Gl1ll g [&]¢

G|l g g2
C i f xi 1|11 X1 i 1 _11 _1
X1 X2 | 1] ] ]-2 X2 1 1
X2 1] -1 1 ) ; X3 1] -1 1 —1
AEH IR 1V [ N R N I I i o o

On a vu également, que si G et H sont des groupes, L’application

—

0:GxH—GxH
(@, 9) — ((gh) — ¢(g)y(h)),

est un isomorphisme de groupes. Par exemple, la table des caractéres du groupe C, x C; est

donc
CxG | 1](g1) (L8| (88)
X1 1 1 1 1
X2 1| —1 -1 1
X3 1| —1 1 -1
X4 1 1 -1 -1

L.2 Groupes diédraux

Soit n > 3. Le groupe diédral D, est le groupe des isométries d"un polygone régulier

a n sommets. C’est un groupe d’ordre 21, non abélien, et engendré par des éléments 7, s
2 n—1

satisfaisant " =1 = s%,sr = r""'s, avec de plus
D,={r's,0<i<n—-1,0<j<1}
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Le groupe D, est naturellement muni d"une représentation de dimension 2, qui est irréduc-
tible. Plus généralement, on a :

Proposition L.1. 1. Ona ﬁ; ~ C; sin est impair et ﬁ; ~ Cp x Cy sin est pair.

2im . . — . . .
2. Notons w = e’n et posons | = % sin est pair et | = 5! si n est impair. Alors pour

tout 1 < h < [, il existe une représentation irréductible de dimension 2 de D,,, notée
(Vy,, ), définie par

ty s Dy — GLz(C)

”Mwho 01
’ 0 wm)”\1 0

Les représentations Vj,, 1 < h <[, sont deux a deux non isomorphes.
Toute représentation irréductible de D, est isomorphe a une des représentations précé-
dentes.

En particulier, les tables des caracteres des groupes diédraux D3, D4 et Ds sont :

L.3 Le groupe quaternionique d’ordre 8

Considérons les matrices

Dyal1] r | 2| s | rs 5
Ds |1
Ds[1] 7 | s i 1] 1] 111 5 4 4 ;
Y11 1 1 1
x1 |1 1 1 x |[1|-1] 1 |-1]1 7
Y1 1 1 1
e 1] 1 |-1 o [1]—-1] 11 ]-1 ! — o
o2 =10 e 111 [ 1 =11 X2 | 2 2cos(2g) 2cos(F) | O
20 =200 Xo | 2] 2cos(FF) | 2cos(%) | O

=5 %) = (%0 2=(00)

et Q = {£hL, £X,£Y,+Z} C GL,(C). C’est un sous-groupe d’ordre 8 non abélien de
GL,(C), que l'on appelle le groupe quaternionique d’ordre 8. Il est non isomorphe a Dy,

et un groupe non abélien d’ordre 8 est soit isomorphe a Dy, soit a Q.
Q est naturellement muni d"une représentation de dimension 2, qui est irréductible, et sa

table des caracteres est la suivante :

Q1 X [-L| Y| Z
xi|1] 1] 1 |1]1
x |11 1 [-1] 1
o (1] -1 1 | 1 |—1
¢ (1] 1] 1 |—1]—1
2121 0] —210]0

On constate que la table des caracteres de Q est la méme que celle de Dy4. Donc la table
des caractéres ne détermine pas un groupe fini a isomorphisme pres.

L.4 Groupes symétriques et alternés

On va maintenant calculer la table des caracteres des groupes A4, Sy et As (nous avons
déja considéré les cas Sz ~ D3 et Az ~ C3).
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Commencons par quelques considérations générales. Soit n > 3. Il existe une bijection
naturelle entre les classes de conjugaison du groupe symétrique S, et les partitions de 'en-
tier n (les suites d’entiers ky > kp > --- > k, > 1 tels que k1 + - - - + k, = n), donnée par la
décomposition d’une permutation en produits de cycles a supports disjoints. Le nombre de
classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de S, est donc égal au nombre de
partitions de I’entier n.

De plusona S, = {1,¢}, ot ¢ est la signature.

Rappelons que si G est un groupe fini opérant sur un ensemble fini X, on lui associe la
représentation de permutation C%, ott CX est le C-espace vectoriel (des fonctions X — C)
de base (ex)yex, etol, pour g € Getx € X,onag-ey = €g.x.

Proposition L.2. Notons t1'élément t = ), x ey. L'espace Ct est une sous-représentation de
C¥, et il existe une sous-représentation Vy C CX telle que CX = Ct @& Vx. La représentation
Vx est irréductible si et seulement si G opere 2-transitivement sur X.

On dit que G opere 2-transitivement sur X si et seulement si Vx, x'y, iy’ € X avec x # x’
ety #vy, ilexisteg € Gtelquey =g¢-xety =g¢-x.

Les groupes S, et A, opeérent naturellement sur ’ensemble {1, ..., n}, et cette opération
est 2-transitive si n > 4. On obtient donc, pour n > 4, une représentation irréductible de
Sn et une représentation irréductible de A,. Par ailleurs, en utilisant la signature, on peut
construire une autre représentation irréductible de dimension n — 1 de S, non isomorphe a
la précédente. Les caracteres de ces deux représentations de S, sont donnés par les formules

Vo € Sy, x(0) = [Fix(0)| = 1, (o) = e(o) ([Fix(e)| — 1)

ot Fix(c) est I’ensemble des points fixes de la permutation o.
On a alors, en utilisant les relations d’orthogonalité, assez d’informations pour écrire les
tables de caracteres de Ay et Sy.

Sy (1,2,3,4) | (1,2,3) | (1,2)(3,4) | (1,2)

1
x| 1 1 1 1 1 Ay [17(1,2,3)[(1,32) [ (1,2)(3,4)
e |1 —1 1 1 1 x1 |1 1 1 1
xi 1] & 1
X2 2 0 —1 2 0 711 ) 1
X3 |3 -1 0 —1 1 X1 ] j
X3 |3 1 0 1 1 X3 |3 0 0 —q

Pour As, on utilise le lemme suivant.

Lemme L.3. Soit G un groupe fini simple non abélien et soit ry : G — GL(V) une repré-
sentation irréductible non triviale. Alors dim(V) > 3. Supposons dim(V) = 3, et soit ¢ € G.
Si g est d’ordre 3, alors xy(g) = 0, et si g est d’ordre 2, alors xv(g) = —1.

On obtient finalement, avec un peu plus de travail, la table de caracteres de As.

A5 [1](1,2,3,45) | (1,2,3,5,4) | (1,2,3) | (1,2)(3,4)
a1 0 0 ] 1
s 3] B . 0 -1
Yo 3] 158 e 0 -1
Xa 4| i 1 ] 0
E 0 0 1 ]
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L.5 Le groupe dicyclique d’ordre 12

Le groupe dicyclique d’ordre 12, que 'on note Gy, est un groupe d’ordre 12 engendré
par des éléments 4, b satisfaisant a* = 1 = b3, ab = b?a. On peut le construire explicitement

comme un produit semi-direct C3 X C4. On a EE ~ (4, et sa table de caracteres est

Gpl1l] a | a®> | a | b |a%
xi |11 [ 1 [ 1]1]1
o [1| i |[-1]—i] 1 ]-1
P 1| -1 1 [-1]1]1
¢ |1 —i|-1] i | 1]-1
x2 |21 0 [—2[0[-1]1
X 20210 -1]-1

Un groupe non abélien d’ordre 12 est isomorphe a I'un des groupes suivants : Ay, D,
G1z. L'ensemble des résultats précédents nous donne donc la table des caracteres de tous les

groupes d’ordre inférieur ou égal a 15.
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A Appendices

A Une autre preuve du théoréme de la base adaptée

Dans cet appendice on donne une preuve du théoréme de la base adaptée indépendante
des opérations matricielles sur les lignes et colonnes, et donc valable dans un anneau prin-
cipal général. Elle est plus aride que celle que nous avons présenté dans le chapitre V.

Définition-Proposition A.1. Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang
fini et x € M. Soit {ey, ..., e, } une base de M, avec x = Y_!' ; a;.e;. Soit

c(x) =PGCD(ay,...,a,) € A
(défini a un inversible pres). On a alors

Vae A, ale(x) <= [Jy € Mtqx = ay]

et ¢(x) ne dépend pas du choix de la base de M. On dit que c¢(x) est le contenu de x.

Preuve. On peut écrire x = ¢(x).(¥/_; b;.e;), donc si a|c(x) ona x = a.y pour uny € M. Réciproque-
ment, si x = a.y pour y € A, sionécrity =) !, bje;, on obtient a|a;, Vi, et donc a|c(x).
Un élément d € A satisfaisant la propriété
Vae A, ald < [Gy € Mtqx = a.y|

est clairement unique (& multiplication par un inversible preés), ce qui assure que la construction de
¢(x) ne dépend pas du choix d"une base. [J.

Proposition A.2. Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini et x € M.

1. 1l existe une application A-linéaire u : M — A telle que u(x) = c(x).

2. Pour toute application A-linéaire v: M — A, ona c¢(x)|v(x).

Preuve. 1. Soit {ej,...,e,} une base de M, avec x = Y ; a;.¢;. Par le théoréeme de Bezout il existe
by,..., by € Atelsquec(x) = Y ;_1 bia;. Siu : M — A est'unique application A-linéaire telle que
u(e;) = b;, Vi, on abien u(x) = c(x).

2. En reprenant les notations précédentes, on a, pour v € Homx (M, A),

v(x) = iaiv(ei) € iAal- = Ac(x)
i=1 i=1

ce qui donne le résultat. []

Proposition A.3. Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini et x € M.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. c(x)=1

2. Nl existe u € Homa (M, A) tel que u(x) = 1.

3. x # 0 etil existe N C M un sous-module tel que M = Ax & N.
4

. Il existe une base {ey,...,e,} de M telle que x € {ey,...,e,}.
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Preuve. On a (1) = (2) par la proposition précédente, et (4) = (1) est immédiat. Supposons (2)
vérifiée et soit 1 € Homy (M, A) tel que u(x) = 1. Alors on voit facilement que M = Ker(u) & Ax,
et ainsi (3) est vérifiée. Supposons finalement que (3) est vérifiée. Soit e, . . ., e, une base de N (N est
libre par le théoréeme B.3 du chapitre V). La partie {x,e,...,e,} engendre M et on voit facilement
qu’elle est libre (en utilisant le lemme B.2, chap. V). J

Proposition A.4. Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini non nul.
Alors M contient un élément non nul de contenu minimal, ¢’est-a-dire un élément x € M \

{0} tel que vy € M\ {0}, c(y)|e(x) = c(y) ~ c(x).

Preuve. On considere la famille {Ac(y)} e (o} d'idéaux de A. Elle admet un élément maximal
Ac(x), x € M\ {0}, car A est principal, et on a alors, Vy € M\ {0}, c(y)|c(x) = (c(x)) C (c(y)) =
(c(x)) = (c(y)) = c(y) ~c(x). O

Proposition A.5. Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini, N un
sous-module non nul de M, x € N \ {0} un élément non nul de contenu minimal (calculé
dans N) ete € M tel que x = ¢(x).e. Alors

1. Il existe M1 C M un sous-module tel que M = Ae & My ;
2. Posons Ny = MNM;.OnaN = Ax® N ;
3. ¢(x) est le plus petit élément de {c(y) },en {0}-

Preuve.1.Onac(x) ~ c(x)c(e),d’ottc(e) = 1 et donc la premiére assertion résulte d'une proposition
précédente.

2.S0it p : M — Ae la surjection A-linéaire de noyau M; avec p(e) = e. Le sous-module p(N) de
Ae est de la forme Abe, b € A, car A est principal. Ona x = ¢(x)e donc p(x) = xetx € p(N) = Abe,
d’ou b|c(x). Il existe y € N tel que p(y) = be, donc b = ¢(y), pour une certaine forme linéaire ¢ sur
M, etc(y)|b.

Onac(y)|b|c(x), et comme c(x) est minimal, ona c(y) ~ c(x) ~ b. Ainsi p(N) = Abe = Ac(x)e =
Ax C N. Ainsi p induit un projecteur A-linéaire de N dans N, d'image Ax et denoyau N N M; = Ny,
d'ou N = Ax ® N;.

3. Par hypothese, c(x) est minimal. Montrons que Yy € N \ {0}, ona c(x)|c(y). Soity € N\ {0} :
y = Ax+yj,avec A € Aety; € Ni. En prenant une base de M formée de e et d’éléments de M;, on
voit que c(y) = PGCD(Ac(x), c(y1)). Pour montrer que ¢(x)|c(y), il suffit donc de voir que c(x)|c(y1)-
Soity' = x+y; € N.Onac(y’) = PGCD(c(x),c(y1))|c(x) et c(y') ~ ¢(x) par minimalité de c(x), et
ainsi ¢(x)|c(y1). O

Preuve du théoreme de la base adaptée. Soit M un A-module libre de rang fini et N C M un sous-
module libre de rang p (théoréme B.3, chap. V). On raisonne par récurrence sur p, le rang de N. Si
p = 0,iln’y a rien a démontrer. Supposons p # 0 et le résultat montré pour tous les sous-modules
de rang < p. Soit x; € N\ {0} de contenu minimal. Soit e; € M tel que x; = c(x1)e;. D’apres la
proposition précédente on a M = Ae; & M; et N = Ax; @ N, olt M; est un sous-module de M
et N; = NN M;j. Les modules M; et N; sont libres par le théoreme B.3 du chapitre V. D’autre part
rg(N) = rg(Ny) + 1 et rg(M) = rg(M) = rg(M;) + 1, dou rg(N;) = p — 1 et on peut appliquer
I'hypotheése de récurrence au sous-module N; C M;. Il existe une base {ey,...,e,} de M; et des
éléments ay, ..., a, de A* tels que {azez,...,a,e,} soit une base de Ny et az| - - - |ap. Alors {ey, ..., e,}
est une base de M (M = Ae; @ M), et si on pose a; = c(x), {aie1,a2¢2,...,ape,} est une base de N
(N = Ax1 & Ny = Aaje; @ Np). Finalement ¢(x) = ay|a; = c(ae;) par le 3 de la derniére proposition,
car a, est un contenu de aze; € N. [
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B Lelemme des noyaux

Dans la suite K est un corps (commutatif).

Théoréeme B.1. Soient A un K-algebre, E un K-espace vectoriel et
p:A— Endg(E)

un morphisme de K-algebres, munissant E d"une structure de A-module. Supposons que A
est un anneau principal, et soit a € A tel que Ker(p) = (a), que l'on écrita = a; - - - a,, avec
ai,...,ar premiers entre eux deux a deux. Alors on a

E =Ker(p(a1)) ® - - - ® Ker(p(ar))

ott chaque Ker(p(aq)),...,Ker(p(ay,)) est un sous-A-module de E.

Preuve. Le théoreme de Bezout, appliqué aux éléments by, ..., b, définis par b; = ]_[]-#1- aj, qui sont
premiers entre eux dans leur ensemble, fournit des éléments ¢y, ...c,, € A tels que

cibi+---+cbr=1, etdonc p(c1)op(br)+---+p(cy)op(by) =idg
Ainsi
E=Tm (p(c1) o p(br)) +- - +1Im (p(cr) 0 p(br))

Pour x € E, on a, pour tout i, p(a;) o p(c;) o p(b;)(x) = p(c;i) o p(a)(x) = 0, d’ott Im(p(c;) o p(b;)) C
Ker(p(a;)), et
E = Ker(p(a1)) + - - - + Ker(p(a/))

11 reste a voir que cette somme est directe. Supposons donc que };_; x; = 0, avec pour tout 7, x; €
Ker(po(a;)). On voit facilement, que pour j # i, on a p(b;)(x;) = 0. On a donc, pour tout 7,

On a donc, pour tout j,

e}
I
=)
—~
=
~—
—~
Ngh
kel
S—
I
Ngh
=)
—~
S
~
~
—~
£
~
=)
—~
=
~—
—~
=
~—

i=1 i=1
et I'identité précédente assure donc que x; = 0 pour tout j, ce qui termine la démonstration, chaque
sous-espace Ker(p(a;)) étant un sous-A-module, puisque I'anneau A est commutatif. (]

On en déduit de maniére immédiate le lemme des noyaux, tel qu’énoncé dans le chapitre
V.

Remarque B.2. Pour tout i, la projection sur Ker(p(a;)) parallelement a ©;..;Ker(o(a;)) est
un élément de p(A) (cette remarque est importante quand on établit 1’existence de la décom-
position de Dunford d"un endomorphisme ayant un polynéme caractéristique scindé).

En effet : En reprenant les notations de la démonstration précédente, on a montré

p(c1) op(br) +---+p(er) op(by) = idg, donc E =Im (p(c1) o p(b1)) + - -+ +1Im (p(cy) 0 p(br)) ;
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Vi, Im(p(ci) o p(b;)) C Ker(p(a;));
E =Ker(po(a1)) @ --- ®Ker(p(ay))

On a en déduit que Vi, Im(p(c;) o p(b;)) = Ker(p(a;)). Par ailleurs pour i # j, p(bic;) o p(bjcj) = 0
car a|b;b;. La premiere identité p(c1) o p(b1) + - - - + p(cy) 0 p(b,) = idg donne alors p(bjc;) o p(bic;) =
p(bic;), et finalement p(b;c;) est bien la projection sur Ker(p(a;)) parallelement & ©;.;Ker(po(a;)). O

On peut déduire trés simplement du lemme des noyaux le critere fondamental de diago-
nalisabilité (chapitre V, corollaire D.3) :

Corollaire B.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit # € Endg(E). Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est diagonalisable.
2. Py, le polyndme minimal de u, est scindé sur K a racines simples.

3. Il existe un polyndme P € K[X] scindé sur K et a racines simples tel que P(u) = 0.

Preuve. Il est clair que les assertions (2) et (3) sont équivalentes, car le polyndme minimal de u divise
tout polyndome annulateur de u. Si u est diagonalisable, il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est

My, 0 0
M = 0 *. . 0
0 0 Ay,

avec Ay,..., A, € K deux a deux distincts. Le polyndme P(X) = (X — Aq) - - - (X — A;) est scindé sur
K a racines simples, et annule la matrice M, donc u.

Réciproquement, soit P(X) = (X — Aq) - - - (X — A;) € K[X] un polyndme scindé sur K a racines
simples qui annule u. Le lemme des noyaux assure que

E =Ker(u — Aidg) @ - - - @ Ker(u — A,idg)

ce qui permet tres facilement de voir que u est diagonalisable. [
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