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Premiere partie

Théorie des corps






CHAPITRE 1

Extensions de corps

Dans tout ce cours, nous ne consideérerons que des corps commutatifs.

I EXTENSIONS DE CORPS

On rappelle qu'un sous-corps d’un corps k est un sous-anneau de k qui est stable par inverses.

Définition 1. Soit E un corps et soit k un sous-corps de E.

E
On dit que E est une extension de k. On note souvent k C E ou | une extension de corps.

k

On rappelle que les seuls idéaux d"un corps k sont (0) et k, ce qui implique en particulier que tout
morphisme de corps k — E est injectif.

Par conséquent, si o : k — E est un morphisme de corps, on a un isomorphisme k = o (k) et E est
une extension de o (k). On peut donc considérer E comme une extension de k.

Remarque. Soit E une extension d"un corps k. Alors E est en particulier un espace vectoriel sur k, qui
peut étre de dimension finie ou infinie.

Définition 2. Soit k C E une extension de corps.

(i)  Si E est de dimension finie comme k-espace vectoriel, avec dimy(E) = n, alors on dit que I'extension
k C E est finie, de degré n, et on note [E : k] = n le degré de I'extension.

(ii) Si E est de dimension infinie comme k-espace vectoriel, on dit que k C E est une extension infinie.

Remarque. Dans le cas d'une extension k C E finie, c’est bien I'extension et non le corps E qui est fini.

Exemples. (1) Pour tout corps k, k C k est une extension finie de degré 1.

(2) C est une extension de degré 2 de R (une base du R-espace vectoriel C est donnée par {1,i}).
(3) Q C Q[v2] ot Q[V2] = {a +bv2 | (a,b) € Qz} est une extension finie de degré 2 (une base du
Q-espace vectoriel Q[V2] est donnée par {1, V2 }).

(4) Le corps des fractions rationnelles k(X) est une extension infinie de k (la famille infinie { X/ | j € N}
de k(X) est libre sur k).



Théoreme 3. Soient k C E C L des extensions de corps. Alors
(a) l'extension k C L est finie si, et seulement si, les deux extensions k C E et E C L sont finies;

(b) sik C L est une extension finie alors
[L:k] =[L:E][E: k]

Démonstration. Soit (e;);c une base du k-espace vectoriel E et soit (¢;);cj une base du E-espace vectoriel
L

Alors (eiﬁj)(i,j)€ Ix] est une base du k-espace vectoriel L. En effet,

> Soit x € L. Alors il existe une famille (A;);c; d’éléments de E, qui sont tous nuls sauf un nombre
fini d’entre eux, telle que x = ) ;c;A;{;. De plus, pour tout j € J, il existe une famille (y;;)ics
d’éléments de k, qui sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux, telle que A; = Y ;c;p;je;. On
a alors x = Z(i,j)E Ix] Hijeilj (somme finie), qui est une combinaison linéaire a coefficients dans k.
Donc (e;f;) (i,j)eIx] engendre le k-espace vectoriel L.

> Supposons que 1'on ait Y j)er =] pijeil; = 0 avec I' C Iet] C ] finies et #i;j € k pour tous i,j. On a
done Yjcpr (Lier pijei) ¢ = 0 avec, pour tout j € J', Yicp pije; € E. Puisque (¢;);c; est libre sur E, on
adonc ) ey pjje; = 0 pour tout j € J'. Puisque (¢;);e; est libre sur k, on a #ij = 0 pour tout i € I' et
tout j € J'. On en déduit donc que (e;f;) ; jjex; est libre sur k.

Par conséquent, k C L est finie si et seulement si I x | est fini, ce qui est équivalent & I et | finies,

c'est-a-direa k C E et E C L finies.

De plus, si toutes ces extensions sont finies, on a

Lk =Ix ]| =1]-|]| = [E:K[L: E]. v

IT EXTENSIONS ALGEBRIQUES

Définition 4. Soit k C E une extension de corps. Soit « € E.
On dit que  est algébrique sur k s'il est racine d'un polynome non nul a coefficients dans k.
On dit que  est transcendant sur k s'il n’est pas algébrique sur k.

Exemples. (1) V2 € R est algébrique sur Q (racine de X?> — 2 € Q[X] non nul).
(2) wy = €™ € C est algébrique sur Q (racine du polynéme non nul X" — 1 € Q[X)).
(3) X € k(X) est transcendant sur k (puisque la famille { X" | n € IN} est libre sur k).

(4) Les nombres réels 7t et e sont transcendants sur Q (admis).

Remarque. Soient k C E C L des extensions de corps et soit & un élément de L. Si « est algébrique
sur k alors & est algébrique sur E.

En effet, si « est algébrique sur k alors il existe P € k[X] non nul tel que P(«) = 0. Or P € E[X],
donc « est algébrique sur E.

Définition-Proposition 5. Soit k C E une extension et soit & € E un élément algébrique sur k.
Alors il existe un unique polynéme irréductible et unitaire M, € k[X] tel que My(a) = 0.
De plus, pour tout P € k[X] tel que P(a) =0, 0na M, | P.
Le polynome M, est appelé polynéme minimal de a sur k.

Démonstration. Soit ¢ : k[X] — E le morphisme d’anneaux défini par ¢(P) = P(a). Par hypothese, « est
algébrique donc Ker ¢ # (0). De plus, I'anneau k[X] est principal (k est un corps), donc I'idéal Ker ¢ est
principal. Notons M, le générateur unitaire de Ker ¢.

On a alors k[X]/(My) = Im ¢, qui est un anneau intégre, donc (M) est un idéal premier non nul de
’anneau principal k[X] et par conséquent M, est irréductible.

Il existe donc un polyndme irréductible et unitaire M, € k[X] tel que M, (x) = 0.

Soit maintenant P un polyndme tel que P(a) = 0. Alors P € Ker¢ = (M,) donc M, | P. Si de plus
P est irréductible, on en déduit que M, et P sont associés. Finalement, si P est irréductible et unitaire,
on obtient P = M, et on a donc démontré 1'unicité du polyndme irréductible et unitaire de k[X] tel que
P(ax) =0.



Exemples. (1) Le polynome minimal de v/2 € R sur Q est X? — 2 € Q[X] (il est irréductible car il est
de degré 2 et n’a pas de racine dans Q).
(2) Soit p un nombre premier et soit w, = ¢?™/" € C. On sait déja que w) est algébrique sur Q et qu'il
estracinede X —1.0Or X¥ —1 = (X —1)(XP"' + XP~2+ ... + X +1). Posons P(X) = X~ +
X+1)r -1 ‘
XP24 ...+ X+1.Alors P(X+1) = (+X> = Z]P:l (?)Xﬁl. Ce polyndme est unitaire,
son coefficient constant est p et ses autres coefficients non nuls sont les ( ]}7 ) pour2 <j<p—1qui

sont multiples de p. Grace au critere d’Eisenstein pour p, le polyndme P(X + 1) est irréductible et
donc P est irréductible. C’est donc le polyndme minimal de w) sur Q.

| Définition 6. Une extension k C E est algébrique si tout élément de E est algébrique sur k.
Proposition 7. Soit k C E une extension. Si elle est finie, alors elle est algébrique.

Démonstration. Soitk C E une extension finie de degré n. Soitw € E. La famille {1; w;ul; - oc”} contient
n + 1 éléments, elle est donc liée sur k : il existe donc des éléments A;, 0 < i < 1, de k, qui ne sont pas
tous nuls et tels que Y7y Aol = 0. Soit P = Y ; A;X' € k[X]. Le polyndme P n’est pas nul et P(«) = 0
donc « est algébrique sur k. v

Remarque. La réciproque est fausse : il existe des extensions algébriques qui ne sont pas finies. Voir
Travaux Dirigés.

Définition-Proposition 8. Soit k C E une extension. Soit « € E.
(@) Le plus petit sous-anneau de E contenant k et w est k[a] = {P(«) | P € k[X]}.

(b) Le plus petit sous-corps de E contenant k et w est k(a) = {g((ﬁ | P € k[X], Q € k[X], Q(a) # 0}.

C’est le corps des fractions de k[a].

(c) Soient ay, ...wy, des éléments de E. Le plus petit sous-corps de E contenant k et ay, . .., oy est

k((’él,...,lxn) = {M | P,Q e k[Xl,...,Xn],Q((Xl,...,[Xn) 7&0}

(d) Plus généralement, soit G une partie de E. Le plus petit sous-corps de E contenant k et G, noté k(G),
est l'intersection de tous les sous-corps de E contenant kU G. On dit que k(G) est l'extension de k
engendrée par G dans E.

Remarque. Onak(ay, ..., an) =k(ag, ..., 05-1)(an).

En effet, k(ay,...,0,_1)(ay) est un corps contenant ay, ..., a,_1,a,, donc il contient k(ay, ..., a,).
Réciproquement, on a L := k(aq,...,a,-1) C k(ag,...,&n—1,0n) et &y € k(aq,...,a,). Le corps
k(ai,...,a,) contient donc L(a,) qui estle plus petit corps contenant L et a,,, donc k(. .., ap—1)(an) C
k((Xl, .. .,(Xn).

Théoréme 9. Soit k C E une extension et soit & € E. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) «estalgébrique sur k.

(i) kla] = k(a).

(iii) L'extension k C k(«) est finie.

(iv) L'extension k C k(«) est algébrique.

De plus, si ces conditions équivalentes sont vérifiées, le degré de I'extension k C k(«) est égal au
degré du polyndme minimal de « sur k : on a [k(a) : k] = deg M,



Démonstration. > (i)=-(ii). Supposons que a € E est algébrique sur k. Soit M, son polynéme minimal.
On a déja vu que l'idéal (M,) est le noyau du morphisme ¢: k[X] — E défini par ¢(P) = P(«).
De plus, Im ¢ = k[a]. Puisque M, est irréductible et k[X] est principal, I'idéal (M,) est maximal et
k[X]/(My) est un corps, et par conséquent k[a] est un corps aussi. Or le plus petit corps contenant
k[«] est son corps des fractions k(«), donc k(a) = ka].

> (ii)=>(iii). Supposons que k(«) = k[a]. Considérons le morphisme ¢: k[X| — E défini par ¢(P) =
P(a). Par définition, son image est k[a]. Puisque k[X] est principal, Ker ¢ = (M) avec (M) € k[X].
Notons que M n’est pas nul car k(a) est un corps. On a donc k() = k[a] = k[X]/(M).

Soit d le degré de M. Soit x un élément quelconque de k(a), il existe P € k[X] tel que x = P(«).
Effectuons la division euclidienne de P par M : on a P(X) = Q(X)M(X) + R(X) avec degR < d,
donc x = P(«) = R(a) est combinaison linéaire a coefficients dans k de 1,a,a2,...,a4"1. Ainsi, k(«)
est de dimension finie inférieure a d sur k.

On en déduit que k C k(a) est finie de degré inférieur ou égal a d.

> Les deux implications (iii)=-(iv) et (iv)=-(i) sont évidentes.

Supposons que les conditions de I'énoncé soient remplies. La démonstration qui précéde montre que

[k(w) : k] < doud = degM,. Supposons maintenant que 2?12—01 Ajal = 0 avec A; € k pour tout i. Soit

P = Z?;Ol A X! € k[X].On a P € k[X] de degré inférieur a d — 1 et P(a) = 0. On sait alors que M,

divise P. Puisque deg M, = d, on en déduit que P = 0. La famille {1, «, a2, .. .,ocd’l} est donc libre.

Puisqu’elle engendre k(«), c’est une base de k(«) eton a [k(«a) : k] = d.

Exemple. Soit p un nombre premier et soit w = ¢™/? € C. Alors [Q(w) : Q] = p — 1.
En effet, on a déja vu que le polynéme minimal de wj, sur Q est XV~ + XP~2 4 ... + X + 1 qui est
de degré p — 1.

Corollaire 10. Soit k C E une extension et soient «1,...,«&, des éléments de E. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) «q,...,a, sont algébriques sur k.
(i) L'extensionk C k(ay,...,a,) est finie.

(iii) L'extensionk C k(aq,...,a,) est algébrique.

Démonstration. La seule implication qui n’est pas évidente est (i)=>(ii). Raisonnons par récurrence sur 7.
Pour n = 1, c’est le théoreme précédent.

Supposons donc que n éléments de E algébriques sur un sous-corps de E engendrent nécessairement
une extension finie de ce sous-corps. Soient «q,...,a,41 des éléments de E algébriques sur k. Par
hypothese de récurrence, I'extension k C k(ay,...,a,) est finie. L'élément a1 est algébrique sur k
donc sur k(ay,...,a,), donc d’apres le théoreme, l'extension k(aq,...,an) C k(aq, ..., an)(2y41) =
k(ay, ..., a0, 0,41) est finie. On en déduit d’apres le théoréme 3 que I'extension k C k(aq,..., 0, 0;11)
est finie. v

Remarque. Toute extension finie est de la forme k(ay, ..., a,) avec a; algébriques.
Voir Travaux Dirigés.
Il suffit de prendre une base {a,...,a,} de E sur k.

Corollaire 11. Soient k C E C L des extensions. Alors k C L est algébrique si, et seulement si, k C E
et E C L sont algébriques.

Démonstration. Supposons que k C L est algébrique. Alors tous les éléments de L, et en particulier tous
les éléments de E sont algébriques sur k, donc k C E est algébrique. De plus, tout élément de L est
algébrique sur k, donc sur E et par conséquent E C L est algébrique.

Réciproquement, supposons que k C E et E C L sont algébriques. Soit « € L. On doit démontrer que «
est algébrique sur k. Il existe Ay, ..., A; dans E tels que Z?:O Al = 0.Soit E' = k(A1,...,Az). Puisque les
A; sont dans E, ils sont algébriques sur k et donc I’extension k C E’ est finie. De plus, a est algébrique sur
E' donc E’ C E'(a) est finie. On en déduit que I'extension k C E’(a) est finie et donc que « est algébrique
sur k.



Définition 12. Soient k C E et k C L des extensions de k. Un k-morphisme de E dans L est un morphisme
de corps E — L qui est k-linéaire (on rappelle que E et L sont des espaces vectoriels sur k).

Remarque. Un morphisme de corps ¢ : E — L est un k-morphisme de corps si, et seulement si, ¢
prolonge idy, c’est-a-dire que ¢ = idy.

Remarque. Soit k C E une extension avec E = k(aq,...,&,). Soit k C L une autre extension et soit
¢ : E — L un k-morphisme. Alors ¢ est entierement déterminé par les ¢(«;) pour 1 <i < n.
P e
En effet, si x est un élément quelconque de E, il s’écrit x = M avec P,Q € k[X] et
17---/8n
Q(ay,...,ay) # 0.0nadonc ¢(x) = ¢(P(ay,...,an))@(Q(a1,-..,a,)) L. De plus, puisque @ est un
morphisme d’anneaux qui fixe les éléments de k, on en déduit que ¢(P (a1, ..., a,)) = P(p(a1),..., ¢(an))

et (Q(a1,...,an)) = Q(¢(a1),..., ¢(an)). Donc ¢ est entierement déterminé par ¢(a1), ..., @(ay).

Proposition 13. Soit k C E une extension algébrique. Alors tout k-endomorphisme de E est un k-
automorphisme.

Démonstration. Soit ¢ : E — E un k-morphisme. Puisque ¢ est un morphisme de corps, il est injectif.
Soit & € E. Par hypothese, a est algébrique sur k donc il existe P = Z?:O A X' € k[X] tel que P(a) = 0.
Notons R I'ensemble des racines de P dans E; c’est un ensemble fini. De plus, si » € R, alors P (r) =0,
donc 0 = 9(0) = ¢(P(r)) = ¢(TioAir') = Lo Ai(r)i = P(g(r)), donc p(r) € R

Ainsi, ¢ induit une application f : R — R, qui est injective puisque ¢ est injective, et qui est donc
bijective puisque R est fini. En particulier, il existe € R C E tel que « = f(B) = ¢(B). Donc ¢ est
surjectif. v

Proposition 14. Soit k C E une extension. Soit .A 'ensemble des éléments de E qui sont algébriques
sur k. Alors A est un corps et k C A est une extension algébrique.

Démonstration. Voir Travaux Dirigés.

Il est clair que k C A.

Une fois que 1’on a démontré que A est un corps, il est clair que c’est une extension algébrique de k.

Démontrons dans un premier temps que A est un corps. Alors k C A sera bien une extension de corps

algébrique.

On remarque que si « € E, alors & € A si, et seulement si, I'extension k C k(a) est finie.

Soient « et B des éléments de A. Alors k C k(«, B) est une extension finie.

>Onak C k(e+ B) C k(a, B) donc k C k(a + B) est finie et donc a + g € A.

> Onak(—a) = k(a) finie, donc —a € A.

> Onak C k(ap) C k(a, B) donc k C k(apB) est finie et donc ap € A.

> Supposons que « # 0. Alors a est inversible dans E. Soit P € k[X] non nul, de degré d, tel que
P(a) = 0. Alors P(a™1) = a™?P(x) = 0donca~! € A.

Ainsi, A est bien un sous-corps de E et donc une extension de k, qui est algébrique par définition de

A. v

Corollaire 15. Soit k C E une extension, soit G une partie de E dont tous les éléments sont algé-
briques sur k. Alors k C k(G) est une extension algébrique de k.

Démonstration. Voir Travaux Dirigés.

Notons A 'ensemble des éléments de k(G) qui sont algébriques sur k. On a bien str k C A C k(G) et
G C A. De plus, on sait que A est un corps d’apres la proposition précédente. Puisque A est un sous-
corps de E qui contient k et G, il contient le plus petit corps de E qui contient k et G, c’est-a-dire k(G).
Par conséquent, A = k(G) et k(G) est une extension algébrique de k. v



Définition 16. Un nombre algébrique est un nombre complexe qui est algébrique sur Q.
On note A 'ensemble des nombres algébriques.

Remarque. D’apres la proposition précédente, A est un corps et Q C A est une extension algébrique.
Proposition 17. A est une extension algébrique de Q qui n’est pas finie.

Démonstration. Voir Travaux Dirigés.

Supposons que Q C A soit une extension finie de degré d et soit p un nombre premier tel que p > n + 1.
Soit w = ¢*/7. On a déja vu que w est algébrique sur Q, c’est-a-dire que w € A, donc Q(w) C A. Mais
[Q(w) : Q] = p —1 > n et on a obtenu une contradiction.

Donc A est une extension algébrique infinie de Q. v



CHAPITRE 2

Décomposition des polynémes. Cloture
algébrique.

I CORPS DE RUPTURE, CORPS DE DECOMPOSITION D’UN POLYNOME

Définition 1. Soit k un corps. Soit f € k[X] un polyndme non constant.
Un corps de rupture de f sur k est un corps E dont k est un sous-corps, dans lequel f a une racine «, et
tel que E = k().

Exemples. (1) C est un corps de rupture de X? + 1 sur R. En effet, C = R(i).

On remarque que C = R[i] & R[X]/(X? +1).
(2) Q(V/2) est un corps de rupture de X? — 2 sur Q. On remarque que Q(v/2) = Q[X]/(X? —2).
(3) Q(V/2) et Q(v/3) sont des corps de rupture de X* —5X? + 6 sur Q.

Théoreme 2. Soient k un corps et f € k[X] un polyndme non constant. Alors il existe un corps de
rupture de f sur k.

Démonstration. Soit g un facteur irréductible de f. Soit E = k[X]/(g). Puisque g est irréductible, E est un
corps. On peut identifier k & un sous-corps de E via l'inclusion k < k[X] — E. De plus, si « est la classe

de X dans E, on a bien g(a) = ¢(X) = g(X) = 0donc f(a) = 0. Enfin, E = k[a] = k(a). v

Proposition 3. (Prolongement des isomorphismes)

Soits: k — k' un isomorphisme de corps. Soit 5: k[X] — k'[X] 'unique isomorphisme d’anneaux
qui prolonge s et qui associe X a X, c’est-a-dire que 5(Y%_,a;X) = Y9 ,s(a;)X". Soit f € k[X] un
polyndéme irréductible.

(i) Lepolyndéme 5(f) € k'[X] est irréductible.

(ii) Soient E (resp. E’) une extension de k (resp. k') contenant une racine « (resp. ') de f (resp. 5(f)).
Alors il existe un unique isomorphisme de corps o: k(a) — k(a’) qui prolonge s et tel que
ola) =a'.

Démonstration. (i) Immédiat car 5 est un isomorphisme.

(i) Commengons par démontrer l'unicité d'un tel isomorphisme. Soit x = Zf-l:o A € k(a) = k[a],

avec A; € k pour tout i. Si o est un isomorphisme de corps tel que 0| = s et o(a) = &/, alors on
doit avoir 0(x) = E?:o c(A)o(a) = Z?:o s(A;)(a)!. Donc o est unique.
Démontrons maintenant son existence. Le morphisme d’anneaux k[X] — k[a] = k(a) qui envoie
P(X) sur P(«) est surjectif; son noyau contient (f) qui est un idéal maximal de k[X] puisque f est
irréductible et k[X] est principal, donc il est égal & (f); finalement, on obtient un isomorphisme
k[X]/(f) = k(«). Notons 6 : k() — k[X]/(f) cet isomorphisme, qui associe X a «. De méme, on a
un isomorphisme 0’ : k' (a') — k'[X]/(5(f)), qui associe X a a'.



On a donc
k(e) 7 = k' (')

ol le,

k[X]/(f) ——=—=K[X]/(5(f))

[v2)

oll 5 est obtenu a partir de § par passage au quotient. Le morphisme 5 est un isomorphisme
puisque 3 est un isomorphisme et 5((f)) = (5(f)). Alors ¢ = (6/)~! 0 5 0 6 est un isomorphisme
qui vérifie les conditions requises. v

Corollaire 4. Soit k un corps. Soit f € k[X] un polynome irréductible. Alors deux corps de rupture
de f sur k sont k-isomorphes.

Démonstration. On applique la proposition 3 de prolongement des isomorphismes avec k = k' et s =

idy. v

Corollaire 5. Soit k C E une extension. Soient « et ' deux éléments de E qui sont algébriques sur k.
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Les polyndmes minimaux de « et ' sur k sont égaux.

(ii) Il existe un (unique) k-isomorphisme de k() dans k(a") qui envoie a sur «'.

Démonstration. > Supposons que « et &” ont le méme polynéme minimal f sur k. On applique la propo-
sition 3 de prolongement des isomorphismes avec k = k' et s = id pour obtenir (ii).

> Soit 0: k(a) — k() un k-isomorphisme tel que o(a) = a’. Si P € k[X], on a donc o(P(«)) = P(a’).
Soit M, le polyndme minimal de «. Il est irréductible et unitaire. De plus, My (a') = o(My(a)) =
o(0) =0, donc &’ est racine de M,. Ainsi, M, est le polyndme minimal de « sur k. v

| Définition 6. Si les conditions du corollaire 5 sont vérifiées, on dit que w et o’ sont conjugués sur k.

Exemples. > Les éléments v/2 et —/2 de R sont conjugués sur Q (leur polynéme minimal commun
sur Q est X2 —2).

> Les éléments i et —i de C sont conjugués sur R (leur polynéme minimal commun sur R est X> + 1).
Plus généralement, si (a,b) € R? a+ib et a — ib sont conjugués sur R (racine du polyndme
irréductible X — a € R[X] si b = 0, racines du polynome irréductible X?> — 2aX + a? + b* € R[X]
sib #0).

> Soit p un nombre premier. Les racines p'®™° de 'unité distinctes de 1 (dans C) sont conjuguées sur
Q (leur polyndme minimal commun sur Q est 2]’:01 X).

Définition 7. Soit k un corps et soit f € k[X]| un polyndme non constant. Un corps de décomposition
de f sur k est un corps E dont k est un sous-corps et qui vérifie les deux conditions suivantes :

(i)  f est scindé dans E[X], c’est-a-dire qu’il existe ¢ € k et ay,...,a, dans E tels que f(x) = c¢(X —
ay) - (X —ay), et

(i) E=k(ay,..., an).

Pour le théoréme suivant, nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme 8. Soits: k — k’ un isomorphisme de corps, soit 5: k[X] — k'[X] 'isomorphisme d’anneaux
induit, soit f € k[X] un polyndme non constant, soit E un corps de décomposition de f sur k et soit E’
un corps de décomposition de 5(f) sur k. Alors il existe un isomorphisme o: E — E’ qui prolonge s.

De plus, si g € k[X] est un facteur irréductible de f, si a est une racine de g dans E et si a’ est une
racine de 5(g) dans E’, alors on peut choisir ¢ de sorte que o(a) = '



Démonstration. On raisonne par récurrence sur le degré de f.

> Sideg f =1, alors E = k et E' = k’ et on peut prendre ¢ = s.

> Soitn € N, n > 2, tel que le résultat est vrai pour tous les corps k, k’, tous les isomorphismes s: k — k/
et tous les polynomes de k[X] de degré inférieur ou égal a n — 1.
Soit s: k — k" un isomorphisme de corps et soit f € k[X] un polynome de degré n. Posons E =
k(ai,...,an) et E' = K'(af,...,a}) ol les a; sont les racines de f et les a! sont les racines de 5(f).
Soit ¢ € k[X] un facteur irréductible de f et soit a (resp. a’) une racine de g (resp. de 5(g)). Quitte a
renuméroter les a; et les a/, on peut supposer que & = 1 et a’ = aj.
Soit L = k(). D’apres la proposition 3 de prolongement des isomorphismes, il existe un isomor-
phisme de corps t: L — L’ qui prolonge s et tel que t(a) = a’. Soit : L[X] — L'[X] I'isomorphisme
d’anneaux induit. Dans L[X], ona f(X) = (X — «)h(X). On a donc (f(X)) = (X — &')t(h(X)). No-
tons que E = L(ay, ..., «,) est un corps de décomposition de /i sur L et que E' = L'(«a5,...,a},) estun
corps de décomposition de f(h) sur L'. Puisque degh < 1, on peut appliquer I'hypothése de récur-
rence, et il existe un isomorphisme de corps o: E — E’ qui prolonge ; par conséquent, ¢ prolonge s
eto(a) =ta) =o'

Théoréme 9. Soit k un corps et soit f € k[X] un polyndme non constant.
(i) Il existe un corps de décomposition pour f sur k.

(ii) Deux corps de décomposition de f sur k sont k-isomorphes.

Démonstration. (i) On démontre I'existence d"un corps de décomposition par récurrence sur le degré
de f.
> Si f est de degré 1, alors k est un corps de décomposition de f sur k.

> Soit d > 2 tel que le résultat soit vrai pour tout polyndome de degré inférieur ou égal a d — 1
sur tout corps k. Soit f € k[X] un polynéme de degré d. Soit L un corps de rupture de f : on a
L =k(a)et f(X) = (X—a)g(X)dans L[X]. Puisque deg g < d — 1, par hypothese de récurrence
il existe un corps de décomposition de g sur L, égala L(B1,...,B4-1)- Alors L(B1,...,B4-1) =
k(B1,...,Ba—1,«) est un corps de décomposition de f sur k.

(ii) Pour démontrer I'unicité a k-isomorphisme pres, on applique le lemme 8 aveck = k' ets = idy. v

Exemples. (1) Les racines de f(X) = (X* —3)(X® + 1) dans C sont +/3, ¢¥/¢ = 1(1+iV/3), -1
et ¢ = 1(1 —iy/3) donc Q(v/3,—3,3(1 +iV3),3(1 —iv3)) = Q(i,v/3) est un corps de
décomposition de f sur Q.

(2) Les polyndmes X2 — 3 et X?> — 2X — 2 ont tous deux Q(1/3) comme corps de décomposition sur
Q.

II CLOTURE ALGEBRIQUE

Proposition 10. Soit k un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Tout polynéme non constant de k[X] est scindé dans k[X], c’est-a-dire qu’il se décompose
comme produit de polynémes de degré 1 de k[X].

(ii) Tout polynéme irréductible de k[X] est de degré 1.
(iii) Toute extension algébrique de k est triviale (égale a k).

(iv) Tout polyndome non constant de k[X] admet au moins une racine dans k.

Démonstration. > (i)=-(ii). Puisque k est un corps, tout polynome de degré 1 de k[X] est irréductible.
De plus, si f est un polyndme irréductible de k[X], d’apres (i) on peut écrire f = [];_; g; avec g; €
k[X] de degré 1 pour tout i. On a donc deux décompositions d'un polynéme en produit de facteurs
irréductibles, donc r = 1 et f est associé a g1 puisque k[X] est factoriel, donc f est de degré 1. (On
peut aussi dire que f = g1h avec h = []}_, i, et puisque f est irréductible et g; n’est pas inversible,
h est inversible donc constant, donc f et g; sont associés).

> (ii)=-(iii). Soit k C E une extension algébrique. Soit & € E et soit M, son polynéme minimal. Puisqu’il
estirréductible, il est de degré 1. Il est également unitaire, donc M, = X — a € k[X] et par conséquent
a € k.



> (iii)=-(iv). Soit f € k[X] et soit k(x) un corps de rupture de f sur k. Alors k C k(a) est algébrique,
donc triviale, et donc « € k. Ainsi, f a bien une racine dans k.

> (iv)=-(i). Par récurrence sur le degré du polynome.

Définition 11. Un corps satisfaisant une des conditions équivalentes de la proposition précédente est dit
algébriquement clos.

Exemple. Q et R ne sont pas algébriquement clos.
Théoréme 12. Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration. Admis.

Avec les polynomes symétrigues. Soit P € C[X] un polyndme non constant. Nous devons démontrer que P
a une racine dans C.

Remarquons que PP € R[X] (ot P désigne le conjugué de P). De plus, si P a une racine dans C alors PP
aussi et si PP a une racine dans C, alors soit P a une racine dans C soit P a une racine « € C mais alors
« € Cestuneracine de P. Ainsi, P a une racine complexe si, et seulement si, PP auneracine complexe et
on peut donc supposer que P € R[X]. De plus, quitte a multiplier par I'inverse du coefficient dominant,
on peut supposer que P est unitaire.

Posons deg P = d = 2"q avec q impair. On va raisonner par récurrence sur n € IN.

4+ Sin = 0, alors P est de degré impair et il a une racine réelle d’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires.

+ Soit n > 1 tel que le résultat est vrai pour les polynomes de degré 2" 14" avec g’ impair.
Soit L un corps de décomposition de P sur C : P est scindé sur L, donc P = (X —aq) - - - (X — ay) avec
«; € L. On doit démontrer que I'un au moins des «; est dans C.
Notons 0y, . . ., 04 les polyndmes symétriques élémentaires en X1, ..., X, et posons 0 = 0y (aq, ..., a4).
D’apreés les relations coefficients-racines, pour tout k on a 0 € R.
Pour tout (i,j) € N? avec 1 < i,j < dettoutc € R, on pose ﬁl(]c) = w; + a; + ca;a;; nous allons

démontrer que pour tout ¢, I'un des ,BE].C) est dans C. Pour cela, on considére les polynémes

Q= [I x-p)eLx], cer.

1<ij<d

On a QC = Qc(le, .. .,ocd) ol Qc = ngi/jgd(X — Xi — X] — CXZX]) S IR[X] [Xl, N /Xd]' Le polynéme
Q. est un polynéme symétrique en Xy, ..., Xy, donc il existe un polynéome T € R[X][Xj,..., X ] tel
que Qc = T(0y,...,04). On en déduit que Q. = T(d7, . ..,04) € R[X] puisque les 0y sont réels.

De plus, degQ. = Y (d—i+1) = w = 2"1g" avec ¢’ = q(d + 1) impair. Donc d’aprés

I'hypothese de récurrence Q. a une racine 7. dans C.

Par conséquent, pour tout ¢ € R, il existe (i(c),j(c)) € [1;d]? tel que 7. = ,Bl(.(cc))j(c) = Qj(e) T &j(e) +
(o)) € C.

Puisque R est infini et que les indices (i(c), j(c)) parcourent un ensemble fini, il existe des nombres
réels ¢1 # ¢y tels que (i(c1),j(c1)) = (i(c2),j(c2)). Notons ¥ = i(cq) = i(cz) ets = j(c1) = j(ca). Alors
Yo; = & + a5+ 10,05 € Cetye, = ap + a5 + conrts € C. Posons u = a, + a5 et v = a5 Alors
(1 —c2)v =7, —7e, € Cdoncv € Cetu = 9, —c1v € C. De plus, a, et s sont les racines de
X? — uX + v € C[X], et 'on sait que ces racines sont complexes.

On a donc démontré que les racines o, et a5 de P sont dans C, donc P a bien une racine complexe. v

Proposition 13. Tout corps algébriquement clos est infini.

Démonstration. Soit k un corps fini, posons k = {ay,...,a,}. Soit f(X) = [T (X — a;) + 1. Pour tout i
ona f(a;) # 0 donc f n’a pas de racine dans k. Donc k n’est pas algébriquement clos. v
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Définition 14. Soit k un corps. Une cloture algébrique k de k est une extension algébrique k C k telle que
k est algébriquement clos.

Théoreme 15. Tout corps admet une cloture algébrique.

Démonstration. Admis.

Soit k un corps. Soit F I'ensemble des polyndmes non constants de k[X].

Soit (xf)fer une famille d'indéterminées indexée par F et soit A I'anneau A = k[xf|scr : il s’agit de
'ensemble des polyndmes en les x¢, chaque polyndme ne faisant intervenir qu'un nombre fini d’indé-
terminées.

Soit I I'idéal de A engendré par {f(xf) | f e .7-'}.
Montrons que I # A, par 'absurde. Supposons que I = A. Alors 1 € I, donc il s’écrit comme combinai-

son linéaire finie de f(xs), f € F, a coefficients dans A. Il existe une famille finie {f1, ..., f, } d"éléments
de F et des éléments g1, ..., gn de A tels que

1= igifi(xfi)'

Pour tout i, posons X; = x5. On a un nombre fini de polynoémes g1, ..., gn, qui font donc intervenir
un nombre fini d’indéterminées Xq, ..., Xy, X;41,..., Xy ot X411, ..., X, sont des indeterminées de la
forme xy avec f # f; pour touti. Onadonc1 =Y., g;i(Xy,..., Xy)fi(Xi).

Soit E un corps de décomposition de [, f; : il contient donc, pour tout 7, une racine «; de f;. Pour
n+1<i<r posonsa; =0.Alorsona

1= igi(le,...,ar)fi(zxi) =0.
i=1

On a obtenu une contradiction, donc [ # A.

Soit m un idéal maximal de A qui contient I. Alors k; = A/m est un corps qui contient k (puisque m
ne contient pas de constante), comme sous-corps donc kj est une extension de k. De plus, la classe de
x¢ dans ky est une racine de f dans ky, c’est donc un élément algébrique sur k. Puisque k; est engendré
par les classes des x¢ pour f € F, qui sont toutes des éléments algébriques sur k, I'extension k C kj est
algébrique d’apres le corollaire 15 du chapitre 1.

On a ainsi construit une extension algébrique k C k; telle que tout polynéme non constant de k[X] (mais
pas nécessairement ceux de k;[X]) a une racine dans k;.

On recommence la construction pour obtenir une extension algébrique k1 C k; telle que tout polynéme
non constant de kq[X] (mais pas nécessairement ceux de k;[X]) a une racine dans k.

On construit ainsi une chaine k C ky C kp C ... C k; C ... de corps telle que pour tout 7, I'extension
kn C ky+1 est algébrique et tout polyndme non constant de k,[X] admet une racine dans k;1. Notons
que pour tout 1, 'extension k C kj, est aussi algébrique.

Posons k = (J,en kn (avec kg = k). Alors k est un corps, qui est une extension de k. De plus, si x est un
élément de k, il est dans I'un des k,, donc il est algébrique sur k; ainsi, 'extension k C k est algébrique.
Enfin, si f est un polyndme non constant a coefficients dans k, c’est un polynoéme de k,[X] pour un 7,
donc il admet une racine dans k,, ;1 C k; ainsi, k est algébriquement clos. v

Exemple. C est une cloture algébrique de R, mais pas de Q (car Q C C n’est pas algébrique).

Théoreme 16. Soit E C L une extension algébrique et soit () un corps algébriquement clos.
Pour tout morphisme de corps E — (), il existe un morphisme de corps L — () qui le prolonge.

modifié le

Démonstration. Soit ¢: E — () un k-morphisme. 14/02/2019
Soit & = {(F,f) |[ECFCL, ftF=Q, fp = go}. L'ensemble £ n’est pas vide puisqu’il contient (E, ¢).

On définit une relation d’ordre (partiel) sur £ en posant
(Ff)<(F,f) & FCFetfp=f

Nous allons démontrer que (&, <) est un ensemble inductif pour ensuite appliquer le lemme de Zorn.

Soit F = {(F, f;) € £ |i € I} une famille totalement ordonnée d’éléments de £. On doit démontrer
qu’elle admet un majorant dans £. Posons F = Uj;¢(F; : c’est un corps contenant E et contenu dans L.
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modifié le
14/02/2019

Soit f: F — () défini de la fagon suivante : si x € F, il existe i € I tel que x € F;, et on pose f(x) = f;(x).
L'application f est bien définie : s’il existe j € I tel que x € F;, on doit vérifier que fi(x) = fi(x).
Puisque F est totalement ordonnée, on a par exemple (F, f;) < (Fj, f;) et donc F; C F; et f” e = fi
donc fi(x) = fi(x). On vérifie que f est un morphisme de corps. D’abord, pour touti € Ional € F
donc f(1) = f;(1) = 1. Soient x et y deux éléments de F. Il existe donc i et j dans I tels que x € F;
ety € F;. Puisque F est totalement ordonné, en particulier on a par exemple F; C F; donc x et y sont
dans le corps Fj, ainsi que x +y et xy. Onadonc f(x +y) = fi(x +y) = fi(x) + fi(y) = f(x) + f(y) et
f(xy) = jfj(xy) = f](x)f](y) = f(x)f(y). De plus,f‘E = (fl-)|E = ¢ (pour n'importe quel i € I). Ainsi,
(F, f) € € et c’est un majorant de F. Donc I’ensemble £ est inductif.

On en déduit, grace au lemme de Zorn, que £ admet un élément maximal (E, f ) € €.

Démontrons que £ = L. Si E C L, alors il existe « € L tel que « ¢ E. Puisque L est algébrique sur E,
I'élément a admet un polynéme minimal M, = Y% ;a,X’ € E[X]. Le polynome Y7, f(a;) X! € Q[X]
admet au moins une racine $ dans (2. On applique la proposition 3 de prolongement des isomorphismes
avecs : £ %5 Im feta’ = B pour obtenir un isomorphisme ¢ : E(x) — (Im f)(B) (qui prolonge s),
qui induit ¢ : E(a) — Q en composant avec I'injection (Im f)(8) < Q. On a alors (E(a),g) € & et
(E, f) < (E(«),g), ce qui contredit la maximalité de (E, f) € £.

Donc £ = L et ainsi (L, f) € £. Par conséquent, f est un prolongement de ¢ a L. v

Remarque. Sik C E C L sont des extensions avec E C L algébrique et si () est une cloture algébrique
de k, alors on peut préciser la conclusion du théoreme :
Pour tout k-morphisme E — (), il existe un k-morphisme L — () qui le prolonge.

Corollaire 17. Soit k C L une extension algébrique et soit k une cloture algébrique de k. Alors L se
plonge dans k, c’est-a-dire qu’il existe un k-morphisme (injectif) L — k.

Démonstration. On applique le théoréme avec k = E. v

Corollaire 18. Soient k et k' deux corps, soit t : k — k' un isomorphisme de corps et soit Q) (resp.
QY') une cloture algébrique de k (resp. k). Alors il existe un isomorphisme de corps ¢ : QO — ) qui
prolonge t.

En particulier, deux cl6tures algébriques de k sont k-isomorphes.

Démonstration. Notonsi: k — Qeti’: k' — ) les inclusions.

L'extension k C () est algébrique et i’ o t: k — () est un morphisme de corps. D’apres le théoreme, il
existe un morphisme de corps ¢ : QO — () qui prolonge i’ o £. Notons que ¢ est injectif.

De méme, il existe un morphisme de corps ¢: O -0 qui prolonge i o 1

Alors ¢ o p: Q) — () est un endomorphisme de corps. De plus, ¢ o P = @oio t=1 = P-1(k) © t1 =
i’ otot™! =i’ donc @ o ¢ est un k’-endomorphisme et donc un k’-automorphisme puisque k' C Q' est
algébrique. On en déduit en particulier que ¢ est surjectif. C’est donc un isomorphisme et ¢ = i'ot. v/

Remarque. 11 y a plusieurs isomorphismes entre deux clotures algébriques en général, on ne peut
donc pas parler de «la» cloture algébrique.

Remarque. Soit k C E une extension algébrique. Soit k une cloture algébrique de k et soit E une
cloture algébrique de E. Alors E k.

En effet, E est un corps algébriquement clos et 'extension E C E est algébrique donc I'extension
k C E est algébrique aussi. Ainsi, E est une cloture algébrique de k et elle est donc isomorphe a k.

12



CHAPITRE 3

Caractéristique d’un corps. Corps finis

I SOUS-CORPS PREMIER ET CARACTERISTIQUE D’UN CORPS

| Définition 1. Un corps est dit premier s'il n’a pas de sous-corps autre que lui-méme.

Proposition 2. Tout corps admet un sous-corps premier, qui est 1'intersection de tous ses sous-corps.

Soit k un corps et soit ¢: Z — k l'application définie par ¢(n) = n - 1. C’est un morphisme
d’anneaux, donc son noyau Ker ¢ est un idéal de Z, il est donc de la forme pZ avec p € N.

Définition 3. Soit k un corps et soit ¢: Z — k le morphisme d’anneaux défini par ¢(n) = n - 1;. Soit
p € IN 'entier tel que Ker ¢ = pZ.
Alors p est appelé la caractéristique de k.

Remarque. Soit k un corps de caractéristique p > 0. On remarque que pour tout x € k on a px = 0.
Eneffet, px =p-1;-x = ¢(p)x =0-x = 0.

Théoreme 4. Soit k un corps et soit p la caractéristique de k.
(a) Sip = 0alors le sous-corps premier de k est isomorphe a Q.

(b) Sip > 0alors p est premier et le sous-corps premier de k est isomorphe & Z/pZ.

Démonstration. Notons que tout sous-corps de k contient nécessairement 1 et donc Im ¢.
(a) Supposons que p = 0, c’est-a-dire que ¢ : Z — k est injectif et Im ¢ = Z. Le sous-corps premier de
k contient Im ¢ et donc il est égal a Frac(Im ¢), qui est isomorphe a Frac(Z) = Q.

(b) Supposons que p > 0, c’est-a-dire que le noyau de ¢ : Z — k est pZ. Alors Im ¢ = Z/pZ par le
premier théoréme d’isomorphisme. Or Im ¢ est un sous-anneau de k donc il est integre, et donc p
est premier et Z/pZ est un corps et Im ¢ aussi. Donc Im ¢ est le sous-corps premier de k et il est
isomorphe a Z/ pZ. v

Lemme 5. Soit k un corps de caractéristique p > 0. Alors pour tout (x,y) € k* on a

(x+y)P =P +yP.

Démonstration. Puisque k est commutatif, les éléments x et y commutent et on peut appliquer la formule
du binéme de Newton : (x + y)? = YF_ (7 )xlyP~' = xp + TV (D) xiyp~ 4 yP.

Nous allons vérifier que pour tout i tel que 1 < i < p — 1, le coefficient ( F; ) est un multiple de p dans Z,
qui vaut donc 0 dans k.

Par définition de (), on a la relation suivante dans Z :
ip—i(h)=p-(p—1)

13



donc le nombre premier (irréductible) p divise le produit i!(p — i)!( f ), donc d’apres le lemme de Gauss,
il divise l'un des facteurs du produit.
Mais p ne divise aucun des entiers m telsque 1 < m <i(cari < p)oul <m<Lp—i(carp—i <p),

donc toujours d’apres le lemme de Gauss p ne divise pas i!(p — i)!. Par conséquent, p divise ( ’f ) v

II CORPS FINIS

Remarque. Si k est un corps fini, son sous-corps premier est donc fini et par conséquent la caractéris-
tique de k est un nombre premier p.

Théoréme 6. Soit k un corps (commutatif) et soit G un sous-groupe fini (multiplicatif) de k*. Alors G
est cyclique.

Rappel. Soit G un groupe abélien fini non trivial. Alors G est isomorphe au produit direct de ses
sous-groupes de Sylow.

Si on pose |G| = p|'- - ps® avec py, ..., ps des nombres premiers distincts et 1y, ..., ns dans N¥,
alors le p;-sous-groupe de Sylow H;, qui est d’ordre p!", est isomorphe a un produit direct de groupes
cycliques CP? . Cp;m avecl < r; < --- < ry uniques et rq + - - - + 1y, = n;, d’apres le théoreme de
Kronecker.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de k*, qui est donc un groupe abélien fini. Supposons que
G n’est pas trivial, d’ordre pTl e p?s avec p1, ..., ps des nombres premiers distincts et 1y, ..., n; dans
IN*.On aalors G = H; x Hy x - -+ x Hs avec H; le p;-sous-groupe de Sylow de G. Selon le rappel, on a
H; =~ Cpfl .-.C m avec 1<r <--- <ryuniquesetr, +--- +ry, = n;. Notons que |H;| > p?”. Tous

les éléments x de H; vérifient xi" = 1, ce sont donc des racines du polynome XP" —1de k[X]. Puisque
k est intégrer, ce polyn.éme aau plusr pi" racines, donc |H;| < pi". On en déduit que |H;| = p." et donc
que H; = C,! est cyclique d’ordre p;™.
Onadonc G = Cpul x -+ Cyus, qui est isomorphe a un groupe cyclique d’apres le théoreme Chinois.

1 s

Autre démonstration. Posons n = |G|.

Soit d un diviseur de n. S'il existe un élément a de G d’ordre d, alors G a un sous-groupe cyclique
H = (a) = C; d’ordre d. Pour tout élément y de H on a y* = 1, donc y est racine du polynéme
X% —1 € k[X], qui a donc au moins d racines. Puisque k est integre, ce polyndme a au plus d racines, il
en a donc exactement d, qui sont précisément les éléments de H. De plus, le nombre d’éléments d’ordre
d de H est ¢(d) ot ¢ est I'indicatrice d’Euler.

Ainsi, pour tout diviseur d de G, le nombre d’éléments N(d) de G d’ordre d est soit 0, soit ¢(d) et on a
N(d) < ¢(d).
On sait que 1’ordre de tout élément de G divise n, donc on a

= I6l = DN < Eold)
d|n

dln

Mais en raisonnant dans le groupe cyclique Cy,, on sait aussi que n = ¥, ¢(d). On en déduit donc que
pour tout diviseur d de n on a N(d) = ¢(d) et en particulier que N(n) = ¢(n) > 0, c’est-a-dire que G
contient un élément d’ordre n. Par conséquent, G est cyclique d’ordre n. v

Théoreme 7. Soit k un corps fini. Alors il existe un nombre premier p (qui est la caractéristique de k)
et un nombre entier r € IN* tels que |k| = p’.

Réciproquement, si p est un nombre premier et sir € IN¥, il existe un corps a p” éléments, unique
a isomorphisme pres.

Démonstration. Supposons que k est un corps fini. Son sous-corps premier est donc isomorphe a IFj, :=
Z/pZ. Alors k est un espace-vectoriel sur IF,, nécessairement de dimension finie r € IN*. Le nombre
d’éléments de k est donc p".

Réciproquement, soit p un nombre premier et soit 7 € IN*. Posons g = p". Soit [F,, une cloture algébrique
de IF;,. Soit R I'ensemble des racines de f := X7 — X € F,[X] dans F,.Ona f'(X) = ¢X9 71 -1 = -1
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puisque g est multiple de p et IF, est de caractéristique p. Ainsi, toutes les racines de f sont simples. Par
conséquent, |R| = q.

Démontrons que R est un corps.

> (O et 1sont dans R.

> Si x ety sontdans R, alors (x+y)7 = x7+y1 = x+ydoncx+y € Ret (xy)7 = x7y7 = xy donc
xy € R.

> Six € R,alors (—x)7 = (—1)7x7 = (—1)9x. Si p > 2, alors q est impair et on a (—x)7 = —x et donc
—x €R.Sip=2alors —x =x € R.

>Six€R,x#0,alors (x )7 = (x7)"! =x!doncx ! eR.
Donc R est un sous-corps de ]F_p, de cardinal g.

Il reste a démontrer I'unicité a isomorphisme pres d’un corps a q éléments. Soit E un corps a g éléments.
Son sous-corps premier est nécessairement isomorphe a IF, (car p est le seul nombre premier qui divise
q). Le groupe multiplicatif E* est cyclique d’ordre g — 1, donc pour tout x € E* ona x7~! = 1. On en
déduit que pour tout x € E on a x7 = x. L'extension F,, C E est algébrique (car finie), donc E se plonge
dans IF_p viaoc: E — ]F_p Ainsi, les éléments de ¢ (E) sont des racines de f = X7 — X dans ]F_p. Donc
o0(E) C R, etcomme |0(E)| = |E| = |R|,onac(E) = R.Donc E = R. v

Remarque. On peut démontrer que tout corps fini est commutatif (admis).

| Définition 8. Soient p un nombre premier et r € IN*. On note IFyr le corps a p” éléments.

Remarques. (1) On a démontré que tout corps a p” éléments est isomorphe au corps de décomposi-
tion de X7 — X sur F p et que tout élément de ce corps est racine de ce polynome.

(2) Le groupe FF,, est cyclique d’ordre p" — 1.

(3) Le groupe additif IF,r est un produit de r groupes cycliques d’ordre p; en effet, tous les éléments
x de IF,r vérifient px = 0.
Attention : cet isomorphisme n’est pas un isomorphisme d’anneaux (ou de corps)!!

IIT RACINES DE L’UNITE ET POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

Soit n € IN*. Onnote u, = {z € C | z" = 1} le groupe des racines n1®™¢ de I'unité. C’est un groupe
cyclique d’ordre n.

Une racine n'®™¢ de I'unité est dite primitive si elle engendre le groupe y,,, et 'ensemble des racines
primitives 71®Ms de I'unité est noté p. On rappelle que

>siw € uy etk € Z,alors wk e 1, si, et seulement si, n et k sont premiers entre eux, et

> |ur| = @(n) ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

| Définition 9. On appelle corps cyclotomique un corps de la forme Q(w) avec w € .

Notre objectif ici est de déterminer le degré [Q(w) : Q], qui est le degré du polyndme minimal de
w sur Q.

Définition 10. Soit n € IN*. Le n®™ polynéme cyclotomique ®,, € C|[X] est défini par

q)n(X) = H (X_ g)

fepy

On remarque que P, est unitaire et que ses racines, les éléments de y;;, sont simples.

Proposition 11. Ona X" —1 = [ [ ®4(X).
dn
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Démonstration. Les deux polyndmes sont unitaires. Ils ont le méme degré, puisque deg®; = || =
¢(d) et Ly, ¢(d) = n. 1l suffit donc de vérifier qu'ils ont les mémes racines dans C.

Soit x une racine de X" — 1, on a x™ = 1 donc x est une racine de 1'unité dont 'ordre d divise n, c’est
donc un élément de u; et par conséquent une racine de ®;.

Soit x une racine de [, ®4(X), il existe donc d tel que d|n et x est racine de ®;. On a donc x € p et
donc x? = 1. Mais d|n donc x* = (x?)"/? =1 et x est racine de X" — 1. v

Exemples. > ®1(X) = X — 1, P2(X) = X+ 1, P3(X) = X2+ X + 1, Dy(X) = X2+ 1.
> Si p est un nombre premier, ®,(X) = XV 1+ XP 24 ... + X2+ X + 1.

> Détermination de ®g. On a X® — 1 = Pg(X)P3(X)Po(X)P1(X) et X3 —1 = D3(X)D1(X). Or
Xt —1=(X>-1)(X3+1) donc X3 +1 = ®g(X)P2(X) avec ®(X) = X + 1, donc finalement
De(X) = X2 — X +1.

Corollaire 12. Pour toutn € N*, ona ®,(X) € Z[X].

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 13. Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Soient P,Q € A[X] des
polyndmes unitaires. On suppose qu'il existe R € K[X] tel que P = QR. Alors R € A[X] et R est
unitaire.

Démonstration. Puisque Q est unitaire, on peut effectuer la division euclidienne de P par Q dans A[X],
et on obtient P = GQ + H avec G, H € A[X] et deg H < deg Q. Dans K[X], la division euclidienne est
la méme, et elle est unique. On en déduit que H = 0 et R = G € A[X]. Pour le dernier point, il suffit de
comparer les coefficients dominants. v

Démonstration du corollaire. Par récurrence sur 7, en utilisant le lemme.

> Pour n =1, onl'a déja vu.

> Soitn € N, n > 2, tel que ®, € Z[X] pour tout r < n. Par hypothese de récurrence, le polynéme
Q(X) =TT sn Pr(X) est dans Z[X] et il est unitaire.

r#n

On sait que X" — 1 = @, (X)Q(X) dans C[X], et puisque X" — 1 et Q(X) sont dans Z[X], le quotient
®,,(X) estdans Q(X) ; puisque c’est un polyndme, il est dans Q[X]. On peut donc appliquer le lemme :
le polyndme @, est dans Z[X] (et il est unitaire). v

Théoréme 14. Pour tout n € IN*, le polyndme @, (X) est irréductible dans Z[X] et dans Q[X]. C’est
le polyndme minimal de toute racine primitive 71*™¢ de l'unité w € p} sur Q.
En particulier, on a [Q(w) : Q] = ¢(n).

Démonstration. Démontrons que @, est irréductible dans Z[X]. Soit P € Z[X] un facteur irréductible de
D, et soit Q € Z[X] tel que , = PQ. Notons que puisque P, est unitaire, les coefficients dominants
de P et Q sont égaux et sont dans {—1;1}, on peut donc supposer que P et Q sont unitaires. Nous allons
démontrer que ®,, = P.

Vérifions d’abord que toute racine de @, est racine de P. Pour un entier s € IN*, notons /(s) le nombre
de facteurs premiers dans la décomposition en produit de nombres premiers de s.

Soit { € C une racine de P fixée. Si w est une racine de ®;, c’est-a-dire une racine primitive pieme de
l'unité, alors il existe s € IN*, premier avec #, tel que w = °. Nous allons démontrer par récurrence sur
{(s) que * est racine de P.

> Sil(s) =0, c’est-a-dire sis = 1,il n'y a rien a faire.

> Supposons que {(s) = 1, c’est-a-dire que s = p est un nombre premier qui ne divise pas n. Nous
devons démontrer que ” est une racine de P. Supposons par 1’absurde que {” n’est pas une racine
de P. Notons que {? = w est une racine de &, donc {7 est une racine de Q. Par conséquent, {
est une racine de Q(X”). Comme P est irréductible sur Z donc sur Q, c’est le polyndme minimal
de ¢ sur Q et donc P divise Q(X?) dans Q[X], et donc dans Z[X] d’apres le lemme 13. Réduisons
I'égalité &, = PQ modulo p, on a donc

@, = PQ dans F,[X].
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On a aussi Q(X?) = Mp. En effet, posons Q(X) = Z?:o a;X'; puisque IF), est I’ensemble des
racines du polyndme X? — X dans IFp,, et en utilisant le fait que IF, est de caractéristique p, on a
a;" = a; pour tout i et on en déduit que Mp =Y, omPX"P = Z‘ii:o 7 (XP)! = Q(XP). Comme
P divise Q(X”) dans Z[X], on en déduit que P divise Q" dans F p[X]. Soit S un facteur irréductible
de P dans IF[X]. D’apres le lemme de Gauss, S divise aussi Q et donc S? divise PQ = @, qui
divise X" —1 = X" — 1 dans F[X]. Mais (X" — 1)’ = 7X"~!, qui n’est pas nul puisque p ne
divise pas n. Dans l'anneau factoriel F,[X], les seuls diviseurs non inversibles de 7X"~! sont, a
association pres, les Xkavecl <k<n-1, qui ne divisent pas X" — 1,donc X" — 1 n’a pas de
facteur carré. On a donc obtenu une contradiction et par conséquent {7 est une racine de P.

> Soit s premier a n tel que r := £(s) > 1 et tel que le résultat est vrai pour tout s’ premier a n avec
{(s") < £(s).Posons s = py ... pravec py,..., p, premiers qui ne divisent pas n. Par hypothese de
récurrence, {' = {P1Pr-1 est une racine de P. La démonstration pour ¢(s) = 1 montre alors que
w = ({')Pr est aussi une racine de P.

Nous avons donc démontré par récurrence que toute racine de @, est racine de P. Puisque les racines de
®,, sont simples, on en déduit que P, divise P (dans C[X]) et donc, puisque P divise ®,, que &, = P.
Finalement, ®, est irréductible dans Z[X].

Enfin, le polynome @, est irréductible dans Z[X] donc il est irréductible dans Q[X]. C’est donc le poly-
ndéme minimal de chacune de ses racines, qui sont les racines primitives n'*™* de 1'unité. v
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CHAPITRE 4

Théorie de Galois des extensions finies

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les extensions de corps en utilisant des groupes associés.

I GROUPE DE GALOIS

Définition 1. Soit k C E une extension de corps. Le groupe de Galois de E sur k est le groupe des
k-automorphismes de E (pour la loi de composition).
On le note Gal(E /k) (ou parfois Auty(E)).

Exemples. > On a Gal(C/R) = Z/27 = Gal(Q(v/2)/Q).
Vérifions par exemple le deuxiéme isomorphisme. Soits € Gal(Q(1/2)/Q). Alors s est entiérement
déterminé par s(1/2). On a 5(v/2)? = s(ﬂz) = 5(2) = 2 donc s(v2) = £v2.Sis(v2) = V2,
alors s = idg ). D'autre part, on sait qu'il existe un Q-automorphisme o de Q(v2) tel que
U(\@) = —/2 car V2 et —/2 sont conjugués, d’apres le corollaire 5 du chapitre 2. Il est clair que
0 o0 =idg, /). Finalement, on a Gal(Q(Vv2)/Q) = {id;c} = 7/2Z.
Pour Gal(C/R) on raisonne de méme, ce groupe est constitué de id¢ et de la conjugaison com-
plexe.

> Gal(Q(+/2)/Q)? Posons a = /2. Soit s un Q-automorphisme de Q(a). Alors s est entierement
déterminé par s(«). On doit avoir (s(a))® = s(a®) = s(2) = 2 donc s(a) € {a,ju,j*a}. Mais
j € Q(a) donc s(a) = a. On en déduit que s = id.
Finalement, Gal(Q(v/2)/Q) = {1}.

Remarque. Gal(E/k) est un sous-groupe du groupe de tous les automorphismes de corps Aut(E) de
E. Si k est le sous-corps premier de E, alors Gal(E/k) = Aut(E).

Lemme 2. Soit k C E C L des extensions et soit s: E — L un k-morphisme. Soit & un élément de E
algébrique sur k.

(i) Siw estracine de P € k[X], alors s(«) est racine de P.

(i) Les éléments « et s(a) sont conjugués.

Démonstration. (i)  Exercice.

(ii) Soit M, le polyndme minimal de a sur k. Alors s(a) est racine de M, et M, est irréductible et
unitaire, donc M, est le polyndme minimal de s(«) sur k. v

Proposition 3. Soit k C E une extension finie. Alors Gal(E/k) est un groupe fini.

Démonstration. Soitk C E une extension finie. Alors il existe a1, ..., &, dans E tels que E = k(aq, ..., ).
Sis € Gal(E/k), on sait qu'il est déterminé par les s(a;) pour 1 < i < n. De plus, pour tout i, a; est
algébrique sur k et a; et s(a;) sont conjugués donc il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour s(«;).
Finalement, il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour s. v
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Soit f € k[X].Si E et E' sont deux corps de décomposition de f, on sait qu’il existe un k-isomorphisme
0: E — E’. On en déduit un isomorphisme de groupes

Gal(E/k) — Gal(E'/k)

s +— cgosoc L

Ceci donne un sens a la définition suivante.

Définition 4. Soit f € k[X] un polyndme non constant. Le groupe de Galois de f sur k est le groupe de
Galois de l'extension k C E oit E est un corps de décomposition de f sur k.
On le note Galg(f).

Le groupe de Galois d"un polyndme est un outil essentiel pour étudier ses racines. Nous le verrons
dans le chapitre 5.

Théoréme 5. Soit f € k[X] un polyndme non constant. Soit R s I'ensemble des racines de f dans une
cloture algébrique de k. Posons m = |Rs| < deg f.

Alors le groupe de Galois Gali(f) opeére sur Ry, et cette action est transitive si f est irréductible
sur k.

De plus, cette action induit un morphisme de groupes injectif

Galy(f) < S(Rf) & Sy

(autrement dit, I’action est fidele).

Démonstration. Soit E un corps de décomposition de f sur k. Alors Galy(f) = Gal(E/k). Par définition
de Gal(E/k), ce groupe opeére sur E (par automorphismes : pour s € Gal(E/k) etx € E, s - x = s(x)). De
plus, cette action se restreint a R d’apres le lemme 2. Plus précisément, si s € Gal(E/k) et si « est une
racine de f, alors s - & = s(a) € Ry.

Si f est irréductible, le lemme 8 du chapitre 2 montre que I'action de Gal(E/k) sur R ¢ est transitive.
Considérons le morphisme de groupes ¢: Gali(f) — S(Ry) induit par cette action : ¢(s)(a) = s(a). Soit
s € Gal(E/k) tel que ¢(s) = idg,. Puisque s est un k-automorphisme de E = k(Ry), il est entiérement
déterminé par les s(a) pour & € R¢. Mais par hypothése, on a s(a) = a pour tout & € Ry, donc s = idg.
On a démontré que ¢ est injectif. v

Nous avons associé un groupe a une extension de corps. Nous allons maintenant définir une ex-
tension a partir de groupes d’automorphismes.

Définition-Proposition 6. Soit E un corps et soit G un sous-groupe de Aut(E). On pose
E¢ = {x € E|Vs€G, s(x) =x}.

Alors EC est un sous-corps de E, appelé le corps des invariants de G.

Démonstration. Exercice. v

Remarquons que si k C L C E sont des extensions de corps, alors Gal(E/L) est un sous-groupe de
Gal(E/k).
On a donc construit deux applications

{sous-extensions k C L C E} & {sous-groupes de Gal(E/k)}
kcLCE —> Gal(E/L)
kCEHCE i H.

Il est alors naturel de se demander si ce sont des bijections réciproques. Plus précisément, nous allons
étudier la question suivante.

20



Question. Soit k C E une extension (algébrique). On a toujours k C EGI(E/K),

A quelles conditions sur k C E a-t-on k = EG(E/K) 2

Exemples. (1) On considere 1'extension R C C. Le groupe de Galois Gal(C/R) est égal a {1,s} avec
s: C — C la conjugaison complexe.
Dans ce cas on a CU(C/R) = R

(2) On consideére I'extension Q C Q(+v/2). On a déja vu que Gal(Q(</(2))/Q) = {1}, donc
Q(/(2) VRV = (/) £ Q

IT EXTENSIONS NORMALES

Définition-Proposition 7. Soit k C E une extension algébrique et soit E une cloture algébrique de E. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i)  Tout polynome irréductible f € k[X] ayant une racine dans E a toutes ses racines dans E.

(ii) Tout k-morphisme t: E — E est a valeurs dans E, et donc est un élément de Gal(E /k).

Une extension algébrique satisfaisant une de ces conditions équivalentes est dite normale.

Démonstration. > On suppose que (i) est vérifiée. Soit t : E — E un k-morphisme. Soit « € E. Alors a
est algébrique sur k et on sait donc que t(«) est conjugué a a. Soit M, le polyndme minimal de « sur
k, c’est un polyndme irréductible de k[X] qui a une racine dans E, donc d’apres I'hypothese (i) toutes
ses racines sont dans E, et par conséquent ¢(a) € E. Donc t est un k-endomorphisme de E et puisque
E est une extension algébrique de k, t est un k-automorphisme de E (proposition 13 du chapitre 1).

> On suppose que (ii) est vérifiée. Soit f € k[X] un polyndme irréductible qui a une racine « dans E.
Soit B une autre racine de f dans E. D’aprés la proposition 3 du chapitre 2 de prolongement des
isomorphismes, il existe un unique k-isomorphisme o: k(x) — k(p) tel que o(a) = B. Si on compose
avec l'injection naturelle de k(8) dans E, on obtient un k-morphisme k(a) — E, qui se prolonge en
un k-morphisme de &: E — E d’apreés le théoréme 16 du chapitre 2. Par hypothese (ii), & est un
k-automorphisme de E, donc = o(a) = &(«) est dans E. v

Proposition 8. Soit k C E une extension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) k C E estnormale.

(ii) E estun corps de décomposition sur k d’un polynome f € k[X].

Démonstration. Soit f € k[X] et soit E un corps de décomposition de f sur k. Posons E = k(ay, ..., &)
ol &1, ..., &y, sont les racines de f dans une cloture algébrique E de E.

Soit t: E — E un k-morphisme; il est déterminé par les ¢(«;). Pour tout i, t(a;) est une racine de f, donc
c’est 'un des a; et donc ¢ est a valeurs dans E. L'extension k C E est donc normale.

Réciproquement, soit k C E une extension normale finie. Puisqu’elle est finie, il existe a1, ...,a, dans E
tels que E = k(ay, ..., a,). Soit f = [T/ My, ot M, € k[X] est le polyndme minimal de «; sur k.
Chaque M, est irréductible sur k et &; € E donc par hypothése toutes les racines de M, sont dans E.
Ainsi, f est scindé dans E[X] donc E contient un corps de décomposition de f sur k. De plus, tout corps
de décomposition de f sur k doit contenir tous les «;, puisque ce sont des racines de f, donc doit contenir
E. Finalement, E est un corps de décomposition de f sur k. v

Exemples. (1) L'extension R C C est normale puisque C est un corps de décomposition de X2 + 1
sur RR.

(2) Lextension Q C Q(+v/2) n’est pas normale car le polyndme X — 2 € Q[X] a une racine dans
Q(+v/2) mais pas toutes.

Proposition 9. Soit k C E une extension finie. Alors il existe une extension finie E C E telle que
I’extension finie k C E soit normale.

Démonstration. On pose E = k(ay,...,a). Soit f = [T_; M,. Soit £ un corps de décomposition de f
sur k. Alors k C E C E, les extensions sont finies et k C E est normale. v
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Exemple. Q C Q(V2) C Q(V2,jv/2,j*V2) = Q(V2,)).

Proposition 10. Soient k C E C L des extensions algébriques telles que k C L est normale. Alors
(i) E C L estnormale;

(ii) k C E est normale si, et seulement si, pour touts € Gal(L/k) onas(E) = E.

Démonstration. (i)  Soitt: L — L un E-morphisme. C’est donc un k-morphisme et puisque k C L est
normale, t est & valeurs dans L. Ainsi, E C L est normale.

(ii) Supposons que k C E est normale. Soit s € Gal(L/k). Soit L une cléture algébrique de L; c’est
également une cloture algébrique de E.

On a un k-morphisme E L T~ Eet puisque k C E est normale, il est & valeurs dans E,
autrement dit, s(E) C E. Ainsi, s est un k-endomorphisme de E et donc un k-automorphisme de E,
donc s(E) = E.

Réciproquement, supposons que pour tout s € Gal(L/k) on a s(E) = E. Soit t: E — E un k-
morphisme. Puisque I'extension E C L est algébrique, il se prolonge en un k-morphisme t: L — E.

Or E = L donct: L — L. Puisque l'extension k C L est normale, f est a valeurs dans L, donc
induit un élément de Gal(L/k). Par hypothese, on a donc t(E) = E et donc t est a valeurs dans E.
On a démontré que k C E est normale. v

IIT EXTENSIONS SEPARABLES

Définition 11. Soit k un corps.

(i) Soit f € k[X] un polyndme non constant. On dit que f est séparable (sur k) s’il n’a que des racines
simples (dans E, un corps de décomposition de f sur k).

(if) Soit k C E une extension algébrique. On dit qu’un élément a € E est séparable sur k si son polynome
minimal sur k est séparable sur k.

(iii) On dit qu'une extension algébrique k C E est séparable si tout élément a € E est séparable sur k.

Proposition 12. Soit f € k[X] un polynéme irréductible. Alors f est séparable si et seulement si
f'(X) # 0. Ainsi,

(i) sicar(k) =0, alors f est séparable;

(ii) sicar(k) = p >0, alors f est séparable si et seulement si f & k[X?].

Démonstration. Soit E un corps de décomposition de f.
Supposons que f n’est pas séparable sur k. Alors f admet une racine multiplea € E. Onadonc f(a) =0
et f/(a) = 0. De plus, f est irréductible et admet 4 comme racine, donc il est associé au polyndme
minimal de a. Oron a f’(a) = 0, donc f divise f’. Puisque deg f > deg f’, on en déduit que f' = 0.
Réciproquement, si f’ = 0 alors toute racine de f est une racine multiple de f, donc f n’est pas séparable.
Précisons ce que cela signifie en fonction de la caractéristique de k. Remarquons d’abord que si on pose
f(X ) ):l 02 X', alors f/(X) = 2?:1 ia;X'~1 qui est nul si et seulement si ia; = 0 pour tout i avec
0<i<d
(i) Supposons que car(k) = 0.Si f' = 0, alors pour tout i > 0 on a 4; = 0 donc f est constant donc
f n’est pas irréductible (il est inversible ou nul). Par conséquent, tout polyndme irréductible est
séparable.
(ii) Supposons maintenant que car(k) = p > 0.
Si f n’est pas séparable, c’est-a-dire que f’ = 0, alors ia; = 0 pour tout i avec 0 < i < d.Siin’est
pas un multiple de p, alors i # 0 dans k et donc a; = 0. On en déduit que

fX)= Y ax' = Y a,,]XWEk[XF’]
0<i<d jEN
pli 0<pj<d

Réciproquement, si f € k[XP], alors il existe g € k[X] tel que f(X) = g(X*), donc f'(X)
¢'(XP)pXP~1 =0, donc f n’est pas séparable.

N
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Corollaire 13. Si car(k) = 0, alors toute extension algébrique est séparable.

Exemple. Soit k un corps de caractéristique p > 0 (par exemple F,») et soit « € k un élément quin’a
pas de racine p-ieme dans k (par exemple un générateur du groupe cyclique IF;Z). Alors X? — « est
irréductible sur k (Voir Travaux Dirigés.) mais il n’est pas séparable sur k.

Lemme 14. Soient k C E C L des extensions algébriques. On suppose que k C L est séparable.
Alors les extensions k C E et E C L sont séparables.

Démonstration. Par hypothese, tous les éléments de L et donc en particulier les éléments de E sont sépa-
rables sur k, donc k C E est séparable. De plus, si « € L, alors le polynéme minimal de « sur E divise le
polynéme minimal de & sur k qui est séparable par hypothése, donc a est séparable sur E, et I’extension
E C L est donc séparable. v

Remarque. De la méme maniere, on démontre que si k C E C L sont des extensions algébriques et si
« € L est un élément séparable sur k, alors « est séparable sur E.

Définition-Proposition 15. Soit k C E une extension finie. Soit () un corps algébriquement clos. Soit
t: k — Q un morphisme de corps tel que l'extension t(k) C Q) soit algébrique. Alors I'ensemble

D= {f: E — Q| f morphisme de corps tel que fik= t}

des morphismes de corps qui prolongent t est fini, et son cardinal ne dépend pas du choix du couple (t,(}).
On note [E : ks ce cardinal, que I'on appelle degré séparable de ’extension k C E.

Si E = k(w), alors [E : ks est égal au nombre de racines distinctes du polyndme minimal de a sur k
(dans un corps de décomposition de ce polynome).

Démonstration. Soit (#,€)) un autre tel couple. Alors Q) (resp. ()') est une cloture algébrique de #(k)
(resp. de t'(k)). Notons v: t(k) — kla réciproque de I'isomorphisme t : k — t(k). On a un isomorphisme
de corps t' o v: t(k) — t'(k). D’apres le corollaire 18 du chapitre 2, on en déduit qu’il existe un isomor-
phisme ¢: Q — Q' qui prolonge ' 0 v, c’est-a-dire que @) = t' cvetdoncpot =t'ovot =+t.Onen
déduit alors une bijection ®; n — Oy y quia f € Oy associe g o f.

Puisque k C E est finie, on peut écrire E = k(aq,...,a,) avec a1, ..., &, algébriques sur k. Choisissons
une cloture algébrique (2 de E et soit t: k — E — () le plongement; ainsi, tout élément f de ®;  est un
k-morphisme. Pour tout i avec 1 < i < n, I'élément f(«;) est une racine du polyndme minimal de «; sur
k, il n’y donc qu'un nombre fini de possibilités pour f(«;). Puisque f est entierement déterminé par les
f(a;), on en déduit que ®; ( est fini.

Dans le cas particulier oit E = k(a), ce qui précede montre que le cardinal de ®; ) est inférieur ou égal
au nombre de conjugués de a dans () (sans compter les multiplicités), c’est-a-dire le nombre de racines
distinctes de M,. De plus, si  est un conjugué de «, on sait qu’il existe un k-isomorphisme k(«) — k(B)
qui induit un k-morphisme E = k() — (), ’est-a-dire un élément de @ ), et deux conjugués distincts
de « induisent des éléments distincts de ®; . On en déduit 1’égalité recherchée. v

Remarque. 1l découle de la démonstration précédente que si a est un élément algébrique sur k, alors
[k(w) : k]s < deg My = [k(a) : K].

Proposition 16. Soient k C E C L des extensions finies. Alors

[L:k|s =[L:E|s[E : k]s.

Démonstration. Soit t : k — k un plongement de k dans une cloture algébrique k de k.

Soit r = [E : ks et posons D r= {f : E — k | f morphisme de corps et fix = t} ={fi,.... fr}

Soit i € {1,...,7}. On sait que k est une cloture algébrique de E. De plus, on a un morphisme de
corps fi: E — k. Soit g = [L : E|; et posons q); 7= {g Lok | ¢ morphisme de corps etgp = fl} =

{gir, ..., gi/q}. On rappelle que g ne dépend pas de i d’apres la définition-proposition 15.
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Pour tout (i, j), &;; est un prolongement de t a L. De plus, si 1 est un prolongement de ¢ a L, alors /| est
un prolongement de f a E, donc c’est I'un des f; et donc 1 est I'un des g; ;.

Finalement, {g;; | 1 <i <7, 1 <j < g} estI’ensemble des prolongements distincts de t a L et par consé-
quent [L : k| =rq = [E : k|s[L : E]s. v

Proposition 17. Soit k C E une extension finie. Alors

[E: k|]s < [E : k.

Démonstration. On a déja vu que si E = k() avec a algébrique sur k, alors [E : k| < [E : k].

Dans le cas général d'une extension finie k C E,ona E = k(ay,...,a,) avec a1, ..., a, algébriques sur
k. Posons E, = k(ay,...,a,) pour tout r avec 1 < r < net Ey = k. Alors E, C E,11 = E/(ay11) est une
extension finie et [E, 1 : E;|s < [E;y1 @ Ef].

En utilisant la formule de la proposition précédente, on obtient

I
_
I
_

[E:k]s = ” [E;y1: Er]s < T [Er41: E/] = [E - K] v

i

Il
o
Il
=)

Proposition 18. Soit k C E une extension finie. Alors k C E est séparable si, et seulementsi, [E : k|; =
[E : k].

Démonstration. > Traitons d’abord le cas oit E = k(w).
Si « est séparable sur k, alors les racines de M, sont simples et on a donc [k(«) : k|]s = [k(a) : k.
Réciproquement, si [k(«) : k]s = [k(«) : k] alors le nombre de racines distinctes de M, est égal au
degré de M,, donc toutes les racines de M, sont simples et donc « est séparable sur k. On a donc

® a séparablesurk <= [k(a) : k|]s = [k(a) : k].

On en déduit que, si k C k(«) est séparable, alors « est séparable sur k donc [k(«) : k|s = [k(a) : k].
Démontrons la réciproque. Supposons que [k(a) : k]s = [k(a) : k]. Soit B € k(a). Nous devons
démontrer que f3 est séparable sur k.
Onak C k(B) C k(a). Donc [k(x) : k(B)]s[k(B) : k|s = [k(a) : k]s = [k(a) : k] = [k(a) : k(B)][k(B) : K].
De plus, puisque « est séparable sur k, il est séparable sur k(). On en déduit d’apres ® que [k(«) :
k(B)]s = [k(a) : k(B)]. Par conséquent, [k(B) : k|s = [k(B) : k] et donc B est séparable sur k d’apres @.
> Traitons maintenant le cas général. Puisque k C E est finie, on a E = k(ay,...,a,) avec ay,...,ay
algébriques sur k. Posons E, = k(ay,...,a,) pour 1 <r < netEy =k OnakE, 1 = E(a,41) pour
0<r<n—1.
Si k C E est séparable, alors a; est séparable sur k et donc sur E;_; pour tout i, et donc [E; : E;_1]s =
[E; : Ei_41] pour tout i. On a donc

n n

[E:kls =TTlEi: Eials =T JIEi : Eia] = [E : K],

i=1 i=1
Réciproquement, supposons que [E : k]s = [E : k]. Soit p € E, on doit démontrer que B est séparable
surk.Onak C k(B) C E. De plus,

i _ [E:kls  [E:K [E:k] '
R ) M 0 Rl R R
Or on sait en général que [k(B) : k]s < [k(B) : k], donc on a [k(B) : k|]s = [k(B) : k] et on déduit de &
que B est séparable sur k. v

Corollaire 19. Soit k C E une extension et soient «y, . .., &, des éléments de E algébriques sur k. Alors
I'extension k C k(aq,...,a,) est séparable si, et seulement si, tous les a; sont séparables sur k.
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Démonstration. Si k C k(ay,...,a,), alors les a; sont séparables sur k par définition d’une extension
séparable.

Supposons que tous les a; sont séparables sur k. Posons E, = k(ay,...,a,) pour1 < r < netEy =k
Alors a; est séparable sur E; 1. On a donc

n n
[En ks = [ IEi - Eials = [JIEi : Eima] = [En : K]
i=1 i=1
donc k C E;, est séparable d’apres la proposition. v



Corollaire 20. Soient k C E C L des extensions algébriques. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) k C L est séparable.
(i) k C EetE C L sont séparables.

Démonstration. Nous avons déja vu I'implication (i)=-(ii) dans le lemme 14.

Réciproquement, supposons que k C E et E C L sont séparables.

> Sik C L est une extension finie, alors [L : k|s = [L: E|s[E : k| = [L : E][E : k] = [L : k] donck C L est
séparable.

> Sinon, soit« € L etsoit P € E[X] son polynéme minimal sur E ; posons P(X) = Y4 a;X" aveca; € E.
Soit E' = k(ag,...,a;). Les éléments a; sont algébriques sur k donc 'extension k C E’ est finie. Soit
L' = E'(a). L'extension E' C L' est également finie. De plus, les 4; sont séparables sur k (ils sont dans
E)donck C E’ est séparable. L'élément a € L est séparable sur E donc P est séparable; or P € E'[X] et
P(a) = 0 donc le polyndme minimal de a sur E’ divise P, donc il est séparable et donc « est séparable
sur E'. L'extension E' C L’ est donc séparable. On déduit du cas fini que k C L’ est séparable (finie)
et donc que o € L' est séparable sur k.
Finalement, l'extension k C L est séparable. v

Proposition 21. Soit k C E une extension finie normale. Alors |Gal(E/k)| = [E : k]s.

Démonstration. Soit k une cloture algébrique de k. Rappelons que [E : k]; est fini et que c’est le nombre

d’éléments de ® = {t :E — k| testun k—morphisme}. Notons que k est une cloture algébrique de E.

Sis € Gal(E/k), en composant avec 0: E < k on en déduit un élément o o s de @, et si s #s',ona
oos # oos’, donc on obtient une injection f: Gal(E/k) — &. D’autre part, si t € ®, puisque k C E
est normale, t est a valeurs dans E donc définit un élément t de Gal(E/k) tel que f(f) = 0ot =t.Ona
donc une bijection f entre Gal(E/k) et ®, qui sont donc de méme cardinal. v

Remarque. Sik C E est une extension finie quelconque, la démonstration montre que |Gal(E/k)| <
[E : k|5 (car f est toujours injective).

Définition 22. Soit k C E une extension. Un élément o € E est un élément primitif de I'extension si
E =k(a).

Théoréme 23. (Théoreme de I’élément primitif.)
Toute extension finie et séparable admet un élément primitif.

Démonstration. Soit k C E une extension finie séparable.

> Premier cas : k est un corps fini. Notons g le cardinal de k. L'extension k C E est finie, donc E est aussi
un corps fini, de cardinal 4" ot n = [E : k]. Le groupe E* est donc cyclique, soit « un générateur de ce
groupe. On a k(«) C E. De plus, tout élément de E* est une puissance de a, donc E = k(«).

> Second cas : k est un corps infini. Il existe ay, ..., a, dans E, 2 a 2 distincts, tels que E = k(aq, ..., ay).
Sin = 1iln’y arien a faire, supposons donc que n = 2.
Soient t1,...,t,: E — k les k-morphismes distincts. On sait que 7 = [E : k]s = [E : k]. Considérons le
polynoéme

fX)= TT ((ti—tp)(a) + (t: = t;)(a2) X) € K[X].

1<i#j<r

Pour tout i, t; est entierement déterminé par t;(«1) et t;(a2), donc sii # j, on doit avoir ¢;(a1) # tj(a1)
ou ti(az) # tj(a2). Onen déduit que f # 0. Puisque k est infini, il existe c € k tel que f(c) # 0, et donc
pour touti # jona (t; —t;)(a1) + (t; — t;) (a2)c # 0, c’est-a-dire que (t; — t;) (a1 + caz) # 0 ou encore
ti(wy + can) # tj(ag + caz). Donc les restrictions des ¢; a k(a1 + caz) sont des k-morphismes distincts,
eton a donc [k(ay + cap) : k]s > r. D’autre part, on a k C k(aq + cap) C E, I'extension k C k(aq + cay)
est donc séparable et on a

r < [k(ag 4+ cag) tk|s = [k(ag +cap) 1 k] < [E: k] =71
dont on déduit que E = k(a1 + cap).

On conclut par récurrence sur n. v
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Remarque. La démonstration du théoréme dans le cas ot k est fini n’utilise pas le fait que 1’extension
est séparable. Par conséquent, toute extension finie d"un corps fini admet un élément primitif.

En fait, une extension finie d"un corps fini est toujours séparable. Voir Travaux Dirigés.

En effet, soit IF; C IF; un extension finie ot g est une puissance d’un nombre premier p. On sait
que Fyr est le corps de décomposition sur IF, du polynome X7 — X, dont les racines sont simples
puisque son polyndme dérivé est g"X7 ~! — 1 = —1 # 0. Ainsi toutes les racines de X4 — X dans Fyr
sont séparables sur IF,, donc IF, C IF;r est séparable et donc IF; C IF;r est séparable.

Une autre démonstration consiste a considérer le morphisme de corps ¢ : F, — IF, défini par
@(a) = a”, qui est un isomorphisme puisqu'il est injectif et IF; est fini. Soit a € FF; et soit M, € Fy[X]
son polyndme minimal sur IF,. Supposons que &, et donc M,, n’est pas séparable. On sait donc qu’il
existe f € Fy[X] tel que My (X) = f(X*). Posons f(X) = Y ;a;X'. Puisque ¢ est un isomorphisme,
pour tout i il existe b; € F, tel que a; = b!. On a donc M, (X) = f(X?) = YL b/ XP = <Zfl:0 bZ-Xi) p,
ce qui contredit le fait que M, est irréductible dans IF,[X].

IV THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DE GALOIS

| Définition 24. Une extension galoisienne est une extension k C E qui est normale et séparable.

Ainsi, une extension k C E est galoisienne si et seulement si elle est algébrique et, pour tout a € E,
le polynéme minimal de « est scindé a racines simples dans E[X].

Remarque. Pour toute extension finie k C E, on a |Gal(E/k)| < [E : k]s. Si de plus k C E est une
extension normale finie, alors |Gal(E/k)| = [E : k|5 (voir Proposition 21).
Enfin, si k C E est une extension galoisienne finie, on a [E : k| = |Gal(E/k)|.

Remarque. Soit k C E une extension galoisienne finie. On sait qu’elle admet un élément primitif.
Soit w € E. Alors a est un élément primitif de 1’extension si, et seulement si, pour tout s € Gal(E/k)
avecs # idg, onas(a) # a.
En effet :

> Si E = k(«), alors tout élément s de Gal(E/k) est entierement déterminé par s(«). En particulier, si
s # idg, alors s(a) # idp(a) = a.

> Réciproquement, supposons que pour tout s € Gal(E/k) avec s # idg, on ait s(«) # «. On a alors
une injection Gal(E/k) — ¢z = {f k() = k | fik = l} ol ¢ est linjection naturelle ¢: k < k.

On en déduit donc que
|Gal(E/k)| < [k(a) : k]s < [k(a) : k] < [E : k] = |Gal(E/k)]|.
Toutes ces inégalités sont donc des égalités, par conséquent [k(«) : k| = [E : k] et E = k(«).

Remarque. Sik C L C E sont des extensions avec k C E galoisienne, alors L C E est galoisienne.
En effet, elle est algébrique puisque k C E l'est, elle est normale d’apres la proposition 10 et elle est
séparable d’aprés le corollaire 20.

Théoreme 25. Soit k C E une extension algébrique. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) k C E est galoisienne.
(ii) EGal(E/k) — |

Démonstration. > (i)=(ii). Supposons que k C E est galoisienne. On a toujours k € EG(E/K)_ Soit main-
tenant « € E \ k et démontrons que a ¢ EGI(E/K),
Puisque a ¢ k, le polyndme minimal M, de « est de degré > 1, donc il a une autre racine . Puisque
I'extension k C E est normale, B € E, et puisque 'extension k C E est séparable, § # a. D’apres
le corollaire 5 du chapitre 2, il existe un k-isomorphisme t : k(a) — k(B), que I'on peut considérer

comme un k-morphisme k(a) — k. Les extensions k C k(a) C E sont algébriques, donc d’apres le
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théoreme 16 du chapitre 2, il existe un k-morphisme f: E — k qui prolonge t. Notons que k est une
cloture algébrique de E, donc puisque I'extension k C E est normale, ¢ est a valeurs dans E, il définit

donc un élément de Gal(E/k) qui ne fixe pas &. Donc a ¢ EGI(E/K),

Finalement, EGAl(E/K) — k.

> (ii)=-(i). Supposons que EGal( = k. Soit & € E et soit M, son polynéme minimal sur k. On note
a1 =@, ay,...,&, les racines distinctes de M, dans E. Notons que n < deg M,. Pour touts € Gal(E/k)
et pour tout , il existe j tel que s(«a;) = a;; en effet, s(a;) € E et s(«;) est une racine de M,;. Ainsi, le
k-morphisme s (injectif) permute les a;. Posons f(X) = [T (X —«;) € E[X]. Soit s € Gal(E/k) et
soit 5 : E[X] — E[X] son unique prolongement a E[X] tel que 5(X) = X. Alors 5(f(X)) = f(X), donc
tous les coefficients de f sont dans EG(E/K) — k, et donc f(X) € k[X]. Mais f(a) = f(«1) = 0 donc
M, divise f, et puisque deg f < deg M, et f est unitaire, les polyndmes f et M, sont égaux. On en
déduit que les racines de M, sont toutes dans E et sont 2 & 2 distinctes. On a démontré que k C E est
galoisienne. v

E/k)

Théoréme 26. Soient E un corps et G un groupe fini d’automorphismes de E. Alors I'extension E¢ C
E est galoisienne finie et [E : E¢] = |G|. De plus, G = Gal(E/E°).

Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 27. Soit k C E une extension algébrique séparable. Supposons qu’il existe n € IN* tel que
pour toutw € E, ona [k(a) : k] < n. Alors I'extension k C E est finie et [E : k] < n.

Démonstration. Soit & € E tel que le degré [k(a) : k] soit maximal. Démontrons que E = k(). Soit
B € E.Puisque l'extension k C E est séparable et k C k(a, §) C E, I'extension k C k(a, B) est également
séparable, et elle est finie. D’apres le théoreme de I'élément primitif, il existe ¢ € k(a, B) tel que k(a, B) =
k(c). On a donc k(«) C k(c). Par conséquent on a [k(«) : k] < [k(c) : k] < [k(a) : k] puisque [k(«) : k]
est maximal, et donc k(a) = k(c). Finalement, on a § € k(c) = k(«). Donc E = k(«) et on en déduit le
résultat. v

Démonstration du théoreme 26. Soit« € E.

> Démontrons que « est algébrique sur EC. Considérons l'orbite Q, = {s(a)|s € G} de a sous
l'action de G, qui est finie puisque G est fini. Soient o7, ...,0, des éléments de G tels que ), =
{o1(a),...,0v(w)} et oj(a) # oj(a) sii # j. Soit t € G. Pour tout i on a f(c;(a)) € Qn donc il existe j
tel que t(0;(a)) = oj(a). Puisque ¢ est injectif, il définit une permutation des o;(a).
Soit f(X) = TI/_1(X —0;(«)) € E[X]. Soit t: E[X] — E[X] I'unique morphisme d’anneaux qui
prolonge t et tel que #(X) = X. Alors f(f(X)) = f(X), donc les coefficients de f(X) sont dans
ECetona f(X) € E¢[X]. Or a € Q,, donc f(«) = 0 et donc « est algébrique sur EC.

> Soit P le polyndme minimal de a sur E©. Alors P divise f, dont toutes les racines sont simples et dans
E, donc P est scindé a racines simples dans E[X].

> Remarquons de plus que [E®(«) : E¢] = degP < deg f = r < |G|.

Ceci est vrai pour tout & € E, donc nous avons démontré que EC C E est une extension galoisienne et
que pour tout & € Eona [E®(a) : E¢] < |G|, donc d’apres le lemme EC C E est galoisienne finie avec
[E:EC] <G|

De plus, il est clair que G C Gal(E/E®) donc |G| < |Gal(E/E®)| = [E : E®] < |G| (ot I'égalité du
milieu découle d’une remarque page 26), donc on a bien G = Gal(E/E®). v

Corollaire 28. Soit k C E une extension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Kk C E est galoisienne.

(ii) EGal(E/k) — [

(iii) [E: k] = |Gal(E/k)|.

Démonstration. > Nous avons déja vu que (i)<(ii) et (i)=(iii).

> (iii)=-(ii). Soit G = Gal(E/k). Puisque k C E est une extension finie, G est fini. On sait donc que
EC C E est galoisienne finie et que [E : E¢] = |G| d’aprés le théoréme 26. Par hypothése on a aussi
[E : k] = |G|. Puisque k C E© on en déduit que E® = k. v
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Proposition 29. Soitn € IN*, soit k un corps de caractéristique nulle ou premiere a n contenant toutes
les racines n®™es de 1'unité (c’est-a-dire toutes les racines de X" — 1 € k[X]), soit a € k et soit & une
racine du polyndéme X" — a (dans un corps de décomposition de X" — a sur k).

Alors l'extension k C k() est galoisienne et Gal(k(a)/k) est un groupe cyclique d’ordre d avec
d | n. De plus, ot ek

Démonstration. Soit U, I'ensemble des racines ni*™es de 1'unité dans k. Ce sont toutes les racines du
polynéme X" — 1. Elles forment un sous-groupe fini du groupe multiplicatif k*, donc U, est un groupe
cyclique. De plus, le polyndme P = X" — 1 n’a que des racines simples, car P’ = nX"~! et P n’ont pas
de racine commune (on utilise ici le fait que la caractéristique de k ne divise pas n et donc que P’ n’est
pas nul donc son unique racine est 0), donc U, est un groupe cyclique d’ordre n.

Soit w un générateur de U,. Alors U, = {a)j l0<j<n— 1}. Les racines de X" — a sont les w/a avec
0 < j < n; en effet, ce sont des racines de X" — a et il y a n éléments distincts, donc ce sont toutes les
racines de X" — a. En particulier, a est séparable sur k. De plus, pour tout j on a w/a € k(a) donc k(a)
est un corps de décomposition de X" — a sur k. L'extension k C k(a) est donc galoisienne.

Notons G = Gal(k(a)/k). Pour tout s € G, s(«) est une racine de X" — a donc s(a) = wsa olt ws est une
racine 7M€ de l'unité.

On considere I'application ¢ : G — U, qui a s associe ws. C’est un morphisme de groupes (en effet, si
s et t sont dans G, alors wsott = s o t(a) = s(wi) = wis(a) = wiwsa puisque w; € k). Le morphisme
¢ est injectif; en effet, sis € Ker ¢, alors ¢(s) = 1 donc s(«) = a; mais s est entierement déterminé par
s(a), donc s = idy(,). Par conséquent, G est isomorphe a un sous-groupe de Uy, qui est cyclique d’ordre
n, donc G est cyclique d’ordre d qui divise 7.

Enfin, pour tout s € G 'élément ws est une racine d'*™¢ de 1'unité et s(a*)
donc a? € k(x)C. Mais k()¢ = k puisque k C k(«) est galoisienne, donc

= (W) = gfla = of

s(a)
€ v

d
k.

o

Théoreme 30. (Correspondance de Galois.) Soit k C E une extension galoisienne finie. On a une
correspondance bijective, qui renverse les inclusions,

{sous-extensions k C L C E} = {sous-groupes de Gal(E/k)}
kcLCE > Gal(E/L)
kCEH CE — H.

De plus, si k C L C E, alors I'extension k C L est galoisienne si, et seulement si, le sous-groupe
Gal(E/L) est normal dans Gal(E/k), et on a alors Gal(L/k) = Gal(E/k)/ Gal(E/L).

Démonstration. Si k C L C E est une sous-extension, alors L C E est une extension galoisienne donc
L= EGal(E/L)'

Si H est un sous-groupe de Gal(E/k), c’est en particulier un sous-groupe fini d’automorphismes de E,
donc k € EH C E avec EM C E galoisienne et Gal(E/E") = H (Théoréme 26).

On a donc établi la correspondance bijective. Montrons maintenant que k C L est galoisienne si, et
seulement si, Gal(E/L) est normal dans Gal(E /k).

Soit k C L C E une sous-extension.

Puisque k C E est séparable, k C L est séparable, elle est donc galoisienne si, et seulement si, elle est
normale, ce qui est équivalent d’aprés la proposition 10 a

Vs € Gal(E/k), s(L) = L.

Soit s € Gal(E/k). Montrons que Gal(E/s(L)) =s Gal(E/L)s™!:

> soit t € Gal(E/L), pour tout ' € s(L) onas !(x') € Ldoncsotos (x') =s(s7!(x')) = x’ donc
sotos™! € Gal(E/s(L)). Doncs Gal(E/L)s~! C Gal(E/s(L)).

> soit t € Gal(E/s(L)), de méme, ona s 'otos € Gal(E/L) donct = so(stotos)os™t €
s Gal(E/L)s™ L.

Supposons que Gal(E/L) < Gal(E/k). Pour tout s € Gal(E/k) on a, en utilisant ce qui précede,

Gal(E/s(L)) = s Gal(E/L)s™! = Gal(E/L). On déduit donc de la correspondance bijective déja dé-

montrée que s(L) = L. Ainsi, k C L est normale.

Supposons que k C L est normale. Alors pour tout s € Gal(E/k) onas(L) = L doncs Gal(E/L)s™! =

Gal(E/s(L)) = Gal(E/L) et donc Gal(E/L) <1 Gal(E/k).

Il reste a démontrer que sous ces conditions, on a Gal(L/k) = Gal(E/k)/ Gal(E/L). Puisque k C L est

normale, pour tout s € Gal(E/k) onas(L) = L. On peut donc considérer s|; € Gal(L/k) et définir une

application ¢ : Gal(E/k) — Gal(L/k) par ¢(s) = s|;.. C’est un morphisme de groupes.
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Le morphisme ¢ est surjectif. En effet, si t € Gal(L/k) on peut considérer L LIk, qui se prolonge
ens: E — k, qui est a valeurs dans E puisque k C E est normale; on a donc s € Gal(E/k), et ¢(s) = t.
Il reste a déterminer le noyau de ¢. Soit s € Gal(E/k) tel que ¢(s) = id;. Alors s € Gal(E/L) donc
Ker ¢ C Gal(E/L). Réciproquement, si s € Gal(E/L) on a bien stir ¢(s) = id; donc s € Ker ¢.

On conclut grace au premier théoreme d’isomorphisme que Gal(E/k)/ Gal(E/L) = Gal(L/k). v

Exemple. Soit E = Q(f@,]) Posons & = v/2.

> E est un corps de décomposition de X* — 2 sur Q, donc I'extension Q C E est normale. De plus,
car(Q) = 0 donc elle est séparable. Elle est donc galoisienne, et finie.
Déterminons son degré. on a [E : Q] = [E : Q(«)][Q(a) : Q]. Le polynéme X3 —2 € Q[X] est
unitaire irréductible sur Q et admet a pour racine, donc c’est le polyndme minimal de a sur Q et
[Q(«) : Q] = 3. Le polynéme X? + X + 1 est unitaire irréductible sur Q(a) (puisqu’il est de degré 2
et n’admet pas de racine dans Q(«) C R), il admet j comme racine donc c’est le polynéme minimal
de jsur Q(a) etona [E : Q(«)] = 2. Finalement [E : Q] = 6.

> Soit G = Gal(E/Q). Ce qui précede montre que G est un groupe d’ordre 6. D'apres le théoreme de
synthese de la fin du chapitre 4 du premier semestre, on sait que G est soit cyclique, soit isomorphe
au groupe symétrique S3.
De plus, « et ja sont conjugués sur Q(j); en effet, [Q(a,j) : Q(j)] = % = § = 3doncle
polynéme minimal de & sur Q(j) = 3, mais X° — 2 est un polynéme annulateur de a donc il est
multiple du polyndme minimal de « sur Q(j) donc égal a ce dernier puisqu’il est de méme degré. Il
existe donc un Q(j)-automorphisme s de E, qui est en particulier un élément de G, tel que s(j) = j
et s(a) = ja. De méme, il existe t € G tel que t(a) = a et t(j) = j%. On remarque que s> = id et
> = id. De plus, tosot 1 os™! = s # id donc G n’est pas abélien et donc G est isomorphe a Ss.
Les éléments de G sont donc 1,s,s2 =s 1, t,sotos 1,s 1otos.

> Les sous-groupes de G = S3 sont d’ordres 1,2, 3 ou 6 et sont les suivants.
<> Sous-groupe d’ordre 1: I = {id}.
< Sous-groupes d’ordre 2: Ty = {id, t}, T, = {id,sotos '} et T3 = {id,s 1 otos}.
< Sous-groupe d’ordre 3 : A = {id, s,s?} (groupe alterné As).
<> Sous-groupe d’ordre 6 : G.

G

\\% /

> En utilisant la correspondance entre les sous-groupes de G et les sous-extensions de Q C E, on
en déduit que les sous-extensions de Q C EsontlesQ C L C Eavec L = EH ot H parcourt les
sous-groupes de G :

El'=E

Notons que puisque |T;| = 2 ona [E : ET] = 2 et donc [ETi : Q] = 3. De méme, [E : E4] = 3 et
donc [E4: Q] = 2.
On vérifie que EN' = Q(a), E™ = Q(ja), E® = Q(j?a), EA = Q(j). Par exemple, on a t(a) = «
donca € ET donc Q(x) C EM et [Q(a) : Q] =3 = [E" : Q] donc Q(a) = E™1.

> Les sous-extensions qui sont galoisiennes sont toutes les E" c Eou H € {Th, T, T5, A}, ainsi

que Q C EA puisque A <1 G (et c’est le seul sous-groupe normal non-trivial de G). De plus on a
Gal(E4/Q) 2 G/A = Z/2Z.

29



> On peut vérifier que c = j + a est un élément primitif de 1’extension Q C E : d’aprés une remarque
page 26, il suffit pour cela de vérifier que pour tout ¢ € G avec o # id, ona o(c) # c.
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CHAPITRE 5

Applications

I CONSTRUCTIONS A LA REGLE ET AU COMPAS

A. Formalisme algébrique

Soit IPy un ensemble de points du plan euclidien R?. On autorise deux types de constructions :
> tracer une droite passant par deux points de Py,

> tracer un cercle de centre un point de P et de rayon la distance entre deux points de IPy.

Définition 1. Tout point de R? obtenu comme intersection de droites ou de cercles suivant les opérations
ci-dessus est dit constructible en une étape a partir de IP.

Un point M du plan est dit constructible s’il existe une suite finie de points My, M, ..., M, = M tels
que pour tout i avec 1 < i < n, le point M; est constructible en une étape a partir de Py U {Mj, ..., M;_1}.

Lemme 2. Soit D une droite passant par les points A = (a3,a2) et B = (b1, by). Alors D a une équation
de la forme ax + By + v = 0 avec &, B, y dans Q(ay, az, by, by).

Soit ¢ un cercle de centre A = (a1,a;) et de rayon BC avec B = (b, by) et C = (c1,¢2). Alors € a
une équation de la forme s y2 —2ax — 2By + v = 0 avec a, B,y dans Q(ay, a2, by, by, c1, ¢2).

by —
Démonstration. La droite D = (AB) a pour équation x —ay =0sia; = by ety —ay = (x —ay) bz ZZ si
14
ay 75 bl-
Le cercle ¢ a pour équation (x — a1)? + (y — a2)? = (c; — b1)? + (co — bp)>. v

Supposons R? rapporté a un systéeme de coordonnées : M = (x,y) en identifiant le point a ses
coordonnées. Soit Ky le sous-corps de R engendré par les coordonnées des points de IPy.

Notons que K est de caractéristique nulle, donc il contient Q. On a donc des extensions Q C Ky C
R.

Avec les notations de la définition 1, si on pose M; = (x;,y;), soit K; = K;_1(x;,y;) pour 1 <i < n.
On a donc une chaine d’extensions Q C Ky C K1 C K, C --- C K,; CR.

Théoreéme 3. Avec les notations ci-dessus, les degrés des extensions Ky C Ko(x) et Ko C Ko(y) sont
des puissances de 2.

Lemme 4. Les degrés [K;_1(x;) : Ki_1] et [Ki—1(y;) : Ki_1] sont égaux a 1 ou 2.

Démonstration. Le point M; = (x;,y;) est construit en une étape a partir de Py U {My, ..., M; 1}. C'est
donc l'intersection de

(a) deux droites (non paralleles) ou

(b) une droite et un cercle ou
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(c) deux cercles (non concentriques).
Etudions ces trois cas.

(a) Soient D et D’ deux droites telles que M; = DN D'. Soientax + pfy+ vy =0eta’x+py++ =0
leurs équations respectives avec o, B, 7, &/, f/, ' dans K;_1 et ap’ — pa’ # 0. Les coordonnées de M;
forment l'unique solution du systéme linéaire

ax + By +v1=0
Wx+ By +9 =0

donc x; et y; sontdans K;_qj etona [K;_1(x;) : Kj_1] = 1let [Ki_1(y;) : Ki_1] = 1.

(b) Soit D une droite et soit C un cercle tels que M; = D N C. Soit ax 4 By + v = 0 une équation de
D et soit x? + y> — 2a’x — 2B’y + 9’ = 0 une équation de C avec a,f,v,«’,p',7 dans K;_;. Les
coordonnées de M; forment alors une solution du systeme

ax +py+v1=0
x?+y? —2a/x — 2By +9' = 0.

SiB =0alors x; € K;_1, etsi§ # 0 onsubstituey = —% dans la deuxiéme équation pour obtenir
un polynome de degré inférieur ou égal a 2 dont x; est racine. Le polynéme minimal de x; sur K;_;
le divise, donc il est de degré 1 ou 2 et donc [K;_1(x;) : K;_1] =1 ou2.
De méme, [K;_1(y;) : Ki_1] =1ou2.

(c) Soient C et C’ deux cercles tels que M; = C N C'. Soient x? + y? — 2ax — 2By + v = O et x> + y? —
2a'x — 2B'y + ' = 0 leurs équations respectives avec a, 8,7y, &', p/,7' dans K;_1 et (a, B) # («/, B').
Les coordonnées de M; forment alors une solution du systeme

x>+ y? —2ax —2By+7 =0
X +y?—2a'x =28y +9' = 0.

En faisant la différence des deux équations, on est ramenés a un systeéme tel que celui du cas précé-
dent, et on en déduit que [K;_1(x;) : Kj_1] =1ou2etque [K;_1(y;) : Ki_1] = 1ou2. v

Démonstration du théoreme. D’apres le lemme précédent, [K; : Ki_1] = [Kj_1(x;, ;) : Ki—1(x;)][Ki—1(x;) :
K;_1] est une puissance de 2. En effet, le degré de y; sur K;_; est égal a 1 ou 2 et il est multiple du degré
de y; sur K;_1(x;), quiest égala 1 ou 2.

Donc par récurrence [Kj, : Ko] est une puissance de 2.

De plus, [Ky, : Ko] = [Ky : Ko(x)][Ko(x) : Ko] done [Ko(x) : Kp] est aussi une puissance de 2. v

B. Applications a quelques problemes géométriques

Avant de nous intéresser a ces problemes bien connus, faisons les remarques suivantes.
On supposera toujours que |Pg| > 1 et on choisira un repere de telle sorte que O = (0,0) et
I = (1,0) soient dans IPy.

Remarque. Si on sait construire des points M et N tels que MN = «, alors on sait construire le point
(«,0) ala regle et au compas.

Remarque. On sait construire, a la regle et au compas, une droite perpendiculaire a une droite donnée
et passant par un point donné.

En effet, soit D = (AB) une droite et soit C un point. Si (AC) ou (BC) est orthogonale a D, c’est
terminé.

Supposons que C # A et que (AC) ne soit pas orthogonale & D. Le cercle de centre C et de rayon CA
rencontre la droite D en un autre point M. On sait alors tracer la médiatrice de [AM] (c’est la droite
passant par les points d’intersection des cercles de centres A et M et de rayon AM), qui contient C et
qui est perpendiculaire a D.

Si C = A, on fait la méme construction avec B.
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B.1. Duplication du cube

Question. Peut-on construire, i la régle et au compas, I'aréte d’un cube dont le volume soit le double de celui
d’'un cube d’aréte donnée ?

Considérons comme cube initial un cube d’aréte [OI]. Soit Py = {O, I'}. Alors Ky = Q.

Supposons que 1'on puisse construire des points M et N tels que MN® = 2; alors le point A =
(«,0) tel que &> = 2 serait également constructible. Dans ce cas, a serait une racine du polyndme
X3® — 2 € Q[X], qui est irréductible sur Q, donc on aurait [Q(«) : Q] = 3, qui n’est pas une puissance
de 2. Le point A n’est donc pas constructible a partir de IPy et le cube d’aréte MN avec MN® = 2 non
plus.

La réponse est donc non.

B.2. Trisection de I’angle

Question. Peut-on construire, a la régle et au compas, deux droites qui partagent un angle donné en trois
parties égales ?

La réponse est non en général. Vérifions-le pour 'angle 7. On prend a nouveau Py = {O, I'} et donc
Ko = Q. Le point P obtenu par intersection du cercle de centre O et de rayon OI avec la médiatrice
de [OI] nous permet de construire ’angle %.

On voudrait construire un angle 6 tel que 36 = 7. Il s’agit de construire le point M = (cos 6, sin 6).

Supposons que M est constructible.

On sait construire, a la régle et au compas, la perpendiculaire a I'axe des abscisses passant par M.
On peut donc construire le point de coordonnées (&, 0) avec &« = cos 6.

Onaalors 1 = cos ¥ = cos(360) = 4 cos® 6 — 3 cos = 4a° — 3x donc 8a® — 6a — 1 = 0. Le polyndme
f(X) =8X3—6X —1 € Q[X] est irréductible (critere d'Eisenstein appliqué a f(X — 1) avec p = 3) et
admet « comme racine, donc [Q(«) : Q] = 3 n’est pas une puissance de 2 : contradiction.

B.3. Quadrature du cercle

Question. Peut-on construire, a la régle et au compas, I'aréte d’un carré dont I'aire soit égale a celle d’'un
disque donné?

Considérons le disque D de rayon [OI]. Soit Pg = {O, I}. Alors Ky = Q. L'aire de D est 77 : on
cherche a construire un carré dont l'aire est 77, ¢’est-a-dire dont I'aréte est de longueur /7.

Supposons que I’on sache construire un segment de longueur /77. On sait donc construire le point
A tel que IA = /7t et (IA) soit orthogonale a 1’axe des abscisses en I. Soit d la droite orthogonale a
(OA) passant par A : elle rencontre I’axe des abscisses en B.

On a alors trois triangles rectangles semblables : OAB, OIA et AIB. On en déduit que é—AI =1
et donc que IB = OI - IA? = [A? = 7. On sait donc construire un segment de longueur 7 et par
conséquent (77,0) est constructible.

Mais alors I'extension Q C Q(7r) serait finie (de degré une puissance de 2), ce qui contredit le fait
que 7T est transcendant.

La réponse est donc non.

II RESOLUBILITE PAR RADICAUX DES EQUATIONS POLYNOMIALES

Dans toute cette partie, k sera un corps de caractéristique nulle.

On cherche les solutions d'une équation f(x) = 0 ou f € k[X]. Si degf € {1,2,3,4}, il existe
des formules générales qui permettent d’obtenir des solutions de f(x) = 0 comme des expressions
algébriques (obtenues avec les opérations +, —, X, <) faisant intervenir des radicaux (c’est-a-dire des
racines n'®™es d’éléments de k), valables pour tout f € k[X]. Nous allons voir que ce n’est plus le cas
sideg f > 5.
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A. Extensions radicales

Définition 5. Une extension k C E est radicale s’il existe a1, . ..,a, dans E et p(1),...,p(n) dans IN*
tels que

> zxf ) €k,

p(i)

> pour touti € {2,...,n}onax;

> E :k(al,...,an).

& k(le,. . .,uci,l),

Les a; forment une suite de radicaux pour l'extension k C E.

Remarque. Notons qu'une extension radicale est nécessairement finie (pour tout i, «; est algébrique
sur k(ag, ..., ai_1)).

Remarque. Soit a1, ..., a, une suite de radicaux pour une extension radicale k C E. Quitte a ajouter
ou enlever des éléments a;, on peut supposer que

@ pour tout i, il existe p(i) € IN* premier tel que af(l) € ket ucf(i) € k(aq, ..., aj—q) pouri>2et
@ aq € ket,pourtouti >2,a; & k(ay, ..., ai_1).

En effet, pour le point @, supposons que par exemple p(1) = g; - - - g, soit la décomposition en

produit de facteurs premiers de p(1). On consideére alors la suite a1 = a' """, a1, e

=u
, 1
, 1 . o
’{/1 = zxf( ) € ket pour toutj > 2ona zx‘lilj " e k(ara, ..., m5-1). De

X1r—1 = 06?1, X1y = Q1. Alors «
plus, k(a1 1,...,41,) = k(a1). On fait de méme pour les autres p(i).

Pour le point @, il suffit ensuite d’enlever les éléments qui sont dans le corps engendré par k et les
éléments précédents, la suite obtenue vérifiera encore la propriété @.

Remarque. (Pas traitée en cours.) Soientk C L C E des extensions. On vérifie facilement que sik C L
et L C E sont radicales, alors k C E est radicale, et que si k C E est radicale alors L C E est radicale.
Cependant, on peut avoir k C E radicale et k C L non radicale.

Donnons un exemple. Soit w une racine primitive 7™ de 1'unité dans C et soita = w +w ™! €
Q(w). Il est clair que l'extension Q C Q(w) est radicale. Vérifions que Q C Q(«) n’est pas radicale.

Déterminons d’abord le degré de Q C Q(a). L'extension Q C Q(w) est galoisienne (corps de
décomposition de @y et car(Q) = 0), de degré 6, et son groupe de Galois G est formé des automor-
phismes s; de Q(w) définis par s;(w) = w* pour 1 < k < 6. Notons que G est abélien, donc tous
ses sous-groupes sont normaux dans G et donc pour toute extension intermédiaire Q C L C Q(w),
I'extension Q C L est galoisienne.

Le polyndme f(X) = [I0_;(X — si(a)) est a coefficients dans Q(w)® = Q et admet &« comme
racine. Notons que f(X) = ¢(X)? avec g(X) = [_;(X — sp(a)) car s;_g(a) = s¢(a) pour tout k.
Le calcul de g donne ¢(X) = X° + X2 —2X — 1 € Q[X], qui est irréductible (par exemple avec le
test des racines entiéres puisqu’il est de degré 3). C’est donc le polyndme minimal de a sur Q. Ainsi,
[Q(«) : Q] = 3. En particulier, puisque 3 est premier, pour tout z € Q(a) \ Q ona Q(z) = Q(«).

Supposons que Q C Q(«) soit radicale et soit By, ..., B, une suite de radicaux pour l’extension.
Quitte a supprimer des f;, on peut supposer que f1 ¢ Q. On a donc Q(B1) = Q(«). De plus, par
hypothése, il existe n € IN, n > 2 tel que g} = g € Q.

L'extension Q C Q(«) est galoisienne et son groupe de Galois est d’ordre 3. On en déduit que les
conjugués de B sont dans Q(pB1) et que B1 a exactement deux conjugués 73 et 7, tels que 1, 71 et
72 sont deux a deux distincts. De plus, 71 et 9, sont des racines du polyndme minimal de B sur Q
qui divise X" — g, donc 7v{ = 95 = B} = q. On en déduit que g—i et %, qui sont des éléments de
Q(B1) C R, sont des racines n°™s de 1'unité. Mais les seules racines 7°™¢ de l'unité qui sont dans R
sont 1 et —1, on en déduit qu’au moins deux éléments parmi f1, 71 et 7, sont égaux, et on a obtenu
une contradiction.

Donc Q C Q(a) C Q(w) avec Q C Q(w) radicale et Q C Q(«) non radicale.

Théoreme 6. Si k est un corps de caractéristique nulle et si k C E est une extension normale radicale,
alors Gal(E/k) est résoluble.
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Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 7. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit k C E une extension, soit n € IN* et soite € E
une racine primitive 7°™¢ de l'unité.
Alors Gal(k(e)/k) est abélien (et méme cyclique si # est premier).

Démonstration. Voir Travaux Dirigés.

Puisque ¢ est une racine primitive n°™¢ de I'unité, pour tout s € Gal(k(e)/k) I'élément s(¢) est aussi une
racine primitive n°™¢ de I'unité, et par conséquent il existe s € (Z/nZ)™ tel que s(¢) = .

Soit ¢ : Gal(k(e)/k) — (Z/nZ)™ définie par (s) = gs. Si s et t sont dans Gal(k(g) /k), alors s o t(e) =
s(e®) = (s(e))™ = (ef5)1 = ¢B% donc P(sot) = P(s)P(t) et P est un morphisme de groupes. Si
P(s) =1, alors s(¢) = e et donc s = id (puisque s est déterminé par s(¢)). Donc ¢ est injectif.
Finalement, Gal(k(e)/k) s’identifie & un sous-groupe du groupe abélien (Z/nZ)*.

Si de plus 1 est premier, alors (Z/nZ)™ est cyclique donc Gal(k(¢)/k) aussi. v

Démonstration du théoréme. On raisonne par récurrence sur le nombre n d’éléments d'une suite de radi-
caux vérifiant les propriétés @ et @.
> Sin = 0, c’est évident.

> Soit n > 0 tel que le résultat soit vrai pour les extensions normales radicales possédant une suite de
radicaux vérifiant ® et @ et de longueur n — 1. Soit E = k(aq, ..., a,) une extension normale radicale
telle que (a1, ..., a,) vérifie ® et @.

Il existe un nombre premier p € IN* tel que ucf € k. Soit My, le polynéme minimal de & sur k. Puisque
'extension k C E est normale, M,, est scindé dans E[X], et toutes ses racines sont simples puisque
la caractéristique est nulle. De plus, a1 € k donc deg M,, > 2. Il existe donc une racine  # a de
M,, dans E et par conséquent il existe s € Gal(E/k) tel que s(x;) = B. Puisque ai’ € k, on a alors
af = s(al) = pr.

Posons ¢ = a1~ 1. Alors ¢ # 1 et e’ = 1 donc, puisque p est premier, 1,¢,...,e"~! sont les racines
piemes de I'unité distinctes.

Soit L = k(e), on a une suite d’extensions k C L C L(a1) C E. L'extension k C E est galoisienne donc
I'extension L C E est galoisienne. D’apres la proposition 29 du chapitre 4, I'extension L C L(a1) est
galoisienne de groupe de Galois cyclique. Le théoreme de correspondance de Galois implique alors
que Gal(E/L(«q)) est normal dans Gal(E/L) et que Gal(L(aq)/L) = Gal(E/L)/ Gal(E/L(aq)).
OnaE = L(ag)(ay,...,a,). Onen déduit que L(a1) C E est radicale et normale et qu’elle a une suite
de radicaux vérifiant @ et @ de longueur n — 1. D’apres I'hypothése de récurrence, Gal(E/L(x1)) est
résoluble.

De plus, le groupe Gal(L(aq)/L) est abélien (cyclique), donc résoluble. On en déduit donc que
Gal(E/L) est résoluble (il admet un sous-groupe normal résoluble Gal(E/L(a1)) et son quotient par
ce sous-groupe est Gal(L(«7)/L), résoluble).

Enfin, L est un corps de décomposition de XP — 1 sur k donc k C L est normale, donc galoisienne,
donc Gal(L/k) = Gal(E/k)/ Gal(E/L) avec Gal(L/k) abélien d’apres le lemme 7, donc résoluble, et
Gal(E/L) est résoluble, donc Gal(E/k) est résoluble. v

B. Résolubilité des polyndomes

Définition 8. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f € k[X] et soit E un corps de décomposition de
f surk.

On dit que I'équation polynomiale f(x) = 0, ou que le polynome f, est résoluble par radicaux sur k s'il
existe un corps L contenant E tel que I'extension k C L soit radicale.

Remarque. Chaque racine peut étre obtenue a partir d’éléments de k par les opérations algébriques
usuelles (4, —, X, <) et en prenant des racines n'*™®, mais pas toutes de la méme maniere.

Théoréme 9. Soit k un corps de caractéristique nulle et soit f € k[X] un polynéme résoluble par
radicaux sur k.
Alors le groupe Gal(f) est résoluble.
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Lemme 10. Soit k C L une extension radicale. Alors il existe une extension L C N telle que k C N
soit normale et radicale.

Démonstration. Posons L = k(ay,...,a,) avec, pour tout i, p(i) € IN* tel que txf(i) ck(ay,...,ai1).

Pour tout i, notons M,, € k[X] le polyndme minimal de «; sur k et considérons le polyndme f =
1 My, € k[X].

Soit N un corps de décomposition de f sur k. Alors k C N est normale, démontrons qu’elle est radicale.

Pour tout i € {1,...,n}, notons B;1 = a;, B2, ..., Bi4, les racines de My, ott d; = deg M,,. Définissons

une chaine de corps Ky = k C K; C ... C K; = N récursivement par K; = K;_1(Bj1, ..., Big,) pour

(p(i))

1 < i < n. Nous savons déja que ,Bfl(i) = a € K;_1 pour tout i. Montrons que pour tout i et pour
toutjavec2 <j<d;ona ,BZ.(I) € Ki_1.

D’apres le lemme 8 du chapitre 2, si E; est un corps de décomposition de My, sur kil existe o € Gal(E;/k)
tel que o(a;) = B;;. On a alors ﬁf}(l) = (T(txf(l)) € o(Ki_1). Or pour tout £, c permute les By; (ce sont les
racines de M,, € k[X]), donc ¢(K;_1) = K;_1. Donc ‘BZ(Z) € Ki_1 Ck(Bi1,---,B1n B2t - - - ,,Bi,]'—1).

On en déduit finalement que k C L = k(B11, P12, - - , Bna,) est radicale. v

Démonstration du théoréme 9. On suppose que f est résoluble par radicaux sur k. Soit E un corps de dé-
composition de f sur k et L une extension de E telle que k C L soit radicale.

D’apres le lemme précédent, il existe une extension L C N telle que k C N soit normale et radicale.
D’apres le théoreme 6, le groupe de Galois Gal(N/k) est résoluble.

Notons que 'extension k C N est galoisienne puisqu’on est en caractéristique 0. L'extension k C E
est également galoisienne, donc d’apres le théoreme de correspondance de Galois, le groupe de Galois
Gal(N/E) est normal dans le groupe Gal(N/k) et Gal;(f) = Gal(E/k) = Gal(N/k)/ Gal(N/E) est
isomorphe a un quotient du groupe résoluble Gal(N/k), il est donc résoluble. v

Remarque. La réciproque du théoréme est également vraie : si Gali(f) est résoluble, alors f est réso-
luble par radicaux sur k. (Admis.)

Proposition 11. Soit p un nombre premier et soit f € Q[X] un polyndme irréductible de degré p. Si f
a exactement deux racines complexes non réelles, alors Galg (f) est isomorphe a S,.

Démonstration. Voir Travaux Dirigés.

C est algébriquement clos, donc dans C[X], le polynéme f est scindé, et toutes ses racines sont simples
(f irréductible et car(Q) = 0). Donc le groupe de Galois est un sous-groupe de S, (permute les racines
de f).

Soit E un corps de décomposition de f sur Q. Alors [E : Q] est un multiple de p donc p divise |Galg(f)|.
Puisque p est premier, il existe un élément d’ordre p dans Galg(f). Or les seuls éléments de S, d’ordre
p sont les p-cycles, donc Galg (f) contient un p-cycle.

La conjugaison dans C induit un Q-automorphisme de E qui laisse invariantes les p — 2 racines réelles
et échange les deux racines complexes, le groupe Galg(f) contient donc une transposition.

Quitte a changer 1'ordre des racines de f dans E, on peut supposer que Galg(f) contient (; % g Z) et

(; g p; ﬁ’), qui engendrent S, donc Galg(f) = Sp. v

Corollaire 12. Le polynéme X° — 6X + 3 n’est pas résoluble par radicaux.

Démonstration. Voir Travaux Dirigés.

En utilisant le critére d’Eisenstein avec p = 3, on vérifie que le polyndme est irréductible sur Q, et I'étude
de la fonction x +— x° — 6x + 3 montre qu'il a trois racines réelles distinctes. D’aprés la proposition,
Gal(X® — 6X +2/Q) = Ss, qui n’est pas résoluble, donc X° — 6X + 3 n’est pas résoluble par radicaux
sur Q. v
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III APPLICATION AU THEOREME DE D’ ALEMBERT-GAUSS

Lemme 13. Soit R C E une extension finie de degré impair. Alors E = IR.

Démonstration. Soit « € E. Soit M, le polyndme minimal de « sur R. On a deg M, = [R(a) : R] =
[E: R]
[E : R(a)] . . .
Puisque M, est irréductible sur R, il est de degré 1 et donc & € R. v

, qui est impair. D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, M, a une racine réelle.

Lemme 14. Il n’existe pas d’extension quadratique de C.

Démonstration. C’est une conséquence du fait (connu) que tout polyndéme de degré 2 a coefficients dans
C admet une racine dans C. v

Lemme 15. Soit C C E une extension galoisienne de degré 2" avec n € IN. Alorsn = 0et E = C.

Démonstration. Soit G = Gal(E/C). Puisque C C E est galoisienne, on a |G| = [E : C] = 2".
D’apres le lemme 14, on ne peut pas avoir n = 1. Supposons par 1’absurde que n > 1.

D’apres le premier théoréme de Sylow, il existe un sous-groupe H de G d’ordre 2"~ 1. Puisque H est
d’indice 2 dans G, il est normal dans G. On déduit de la correspondance de Galois que l’extension

.. ) 2"
C C E' est galoisienne de degré |Gal(EH/C)| = |Gal(E/C)/Gal(E/EH)| = |G/H| = T = 2.
D’apres le lemme 14 on a obtenu une contradiction.
On a donc bienn = 0. v

Démonstration du théoreme de d"Alembert-Gauss. Soit f € C[X] un polyndme non constant. Nous devons
démontrer que f a une racine dans C.

Remarquons que f f € R[X] (ot f désigne le polynome conjugué de f). De plus, f a une racine dans C
si, et seulement si, f f a une racine dans C. On peut donc supposer que f € R[X].

Soit E un corps de décomposition de f sur R et soit L = E(i). Alors L est un corps de décomposition du
polynome f(X)(X%+1) sur R, donc R C L est une extension normale, qui est donc galoisienne puisque
car(R) = 0. Soit G = Gal(L/IR).

OnaR C C C L donc I'extension R C L est de degré pair (multiple de [C : R] = 2). Posons [L : R] =
2"m avec n € IN* et m € IN* impair.

Soit H un 2-sous-groupe de Sylow de G. Alors H est d’indice m dans G. De plus, 'extension L C L

L:R G
est galoisienne et H = Gal(L/LH) donc [LF : R] = [[L - LI}] = ||H|| = m d’apres le théoreme de
correspondance de Galois. D’aprés le lemme 13, on a LH = R et m = 1. Donc [L : R] = 2", ce qui

implique que [L : C] = 2"~! et donc grace au lemme 150na L = C.
Puisque f admet une racine dans L, il a une racine dans C. v






Deuxieme partie

Algebre bilinéaire






CHAPITRE 6

Formes bilinéaires symétriques; formes
quadratiques; orthogonalité

Dans la suite K est un corps de caractéristique différente de 2 et V est un K-espace vectoriel de
dimension finie.

I GENERALITES SUR LES FORMES BILINEAIRES

Définition 1. Une forme bilinéaire sur V est une application b : V x V. — K linéaire en chaque
variable, c’est-a-dire telle que pour tout (u,v,w) € V3 et pour tout A € K,
b(u+v,w)=b(u,w)+b(v,w), b(Au,w) = Ab(u,w),
b(u,v+w) =b(u,v)+b(u,w), b(u, Aw) = Ab(u, w).

Exemples. > Les produits scalaires sur les espaces vectoriels réels sont des formes bilinéaires.
> b : R?> x R? — R définie par b((x1,x2), (y1,¥2)) = x1y1 — X212 est une forme bilinéaire sur R?.

> b:C? x C? — C définie par b((x1,x2), (y1,¥2)) = x1y1 + x1y2 est une forme bilinéaire sur C2.

Définition 2. Soit b une forme bilinéaire sur V et soit B = {e1,...,e,} une base de V. Posons bijj =
b(e;, ;). La matrice M(b) = (b;j) € M, (K) est appelée la matrice de b relativement a la base B.

Le résultat suivant montre qu’une forme bilinéaire est entierement déterminée par sa matrice dans
une base. La preuve est un simple calcul laissé en exercice.

Proposition 3. Soit b une forme bilinéaire sur V, soit B = {ey, ..., e, } une base de V et soit Mg(b) =
(bij) la matrice de b relativement a la base 5. On a

n n n

b (Z Aiei, ZV:’&') = Y Aipjbij = (M, .., An) - Mp(b) -1, .. pin)
i=1 i=1 ij=1

Réciproquement, si M = (m;;) € M,(K), il existe une unique forme bilinéaire b sur V telle que

Mg (b) = M, c’est-a-dire b(e;, ej;) = m;j, pour tous i, j.

La matrice d"une forme bilinéaire dans une base dépend du choix de la base. La preuve du résultat
suivant est une vérification directe, laissée en exercice.
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Proposition 4. Soit b une forme bilinéaire sur V, et soient B = {ey,...,e,} et B' = {¢},...,¢},} des
basesde V.On a

Mp (b) = 'DMp(b)D
o D = (dij) € GL,(K) est la matrice inversible définie par ¢; = Y ; djie; pour tout i (matrice de
passage).

Ce résultat meéne a la définition suivante.

Définition 5. On dit que deux matrices M, N € M, (K) sont congruentes s'il existe D € GL,(K) telle
que M = 'DND.

Définition 6. Soient by et by des formes bilinéaires sur des espaces vectoriels Vy et V. On dit que by et by
équivalentes s'il existe un isomorphisme K-linéaire f : Vi — V; tel que

Vo,we Vi, ba(f(v), f(w)) =bi(v,w)

Il est clair que la relation «étre équivalente» est une relation d’équivalence sur les formes bili-
néaires. L'objectif principal de la théorie des formes bilinéaires est de les classifier a équivalence pres. En fait
le probleme se ramene au cas V; = V5, mais il peut étre plus commode dans certaines situations de
considérer des formes bilinéaires définies sur des espaces différents.

Au niveau matriciel, le probleme de classification prend la forme suivante.

Proposition 7. Soient b et b, des formes bilinéaires sur des espaces vectoriels V; et V,. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) by et by sont équivalentes.

(ii)) Pour toute base B de V3, il existe une base C de V; telle que Mp(by) = Mc(b2).

(iii) Il existe des bases B de V; et C de V; dans lesquelles Mp(by) = Mc(b2).

En particulier, lorsque V; = V, =V, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) by et by sont équivalentes.

(ii)) Pour toute base B de V, il existe une base C de V telle que Mp(b1) = Mc¢(ba).

(iii) Il existe des bases B et C de V telles que Mp(b1) = Mc(by).

(iv) Il existe une base B de V telle que les matrices Mp(b;) et Mp(by) soient congruentes.

(v) Dans toute base B de V, les matrices Mg(b1) et Mp(b,) sont congruentes.

Démonstration. (i)=- (ii) Supposons by et by équivalentes : il existe un isomorphisme K-linéaire f : V; —
Va tel que pour tous v, w € Vi, ona by(f(v), f(w)) = by (v, w). Soit B = {ey, ..., e, } une base de Vi, et
considérons la base f(B) = {f(e1),..., f(en)} de V5. Alors la matrice de by dans la base B et la matrice
de b, dans la base f(B) sont égales.

(ii) = (iii) Evident.

(iii)=(i) Supposons qu’il existe une base B = {ey,...,e,} de V; etunebase C = {¢], ..., ¢}, } de V; telles
Mp(b1) = Mc(by). Alors 'unique isomorphisme linéaire f : Vi — V, tel que f(e;) = e!, pour tout i,
vérifie by (f(v), f(w)) = by (v, w) pour tous v, w € V;.

Supposons que V; = V, = V. Les assertions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes d’apres ce qui précede.

L’équivalence avec les autres assertions se montre directement en utilisant la proposition 4. v

On définit maintenant des invariants importants associés a une forme bilinéaire. Comme a I’habi-
tude, le rang d’une matrice est par définition la dimension de I'image de I'application linéaire qu’elle
définit.
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Définition-Proposition 8. Soit b : V x V. — K une forme bilinéaire. Le rang de b est le rang de la
matrice de b relativement a une base de V. Il ne dépend pas du choix de la base de V, et si by et by sont deux
formes bilinéaires équivalentes, on a rang(by) = rang(bs).

On dit que b est non dégénérée lorsque rang(b) = dim(V), c’est-a-dire lorsque la matrice de b est
inversible.

Le résultat se montre grace les propositions 4 et 7 (les rangs de deux matrices congruentes étant
égaux), mais on peut aussi le montrer grace au résultat important suivant.

Proposition 9. Soit b : V x V. — K une forme bilinéaire et soit

Y,V — V*
v ¥y (0) = b(—,0), ¥p(0)(w) = b(w, v)

Alors ¥}, est une application linéaire et rang(b) = rang(¥;) = dim(Im('¥})). En particulier b est non
dégénérée si et seulement ¥, est un isomorphisme.

Démonstration. La linéarité de ¥}, est une vérification facile. Si B = {ey,...,e,} est une base de V, de
base duale B* = {ej,..., e;}, ona ¥y(e;) = YiL b(e;, ej)e] pour tout j. La matrice de ¥, relativement
aux bases B et B* est donc Mg (b), d’ot le résultat. v

Définition-Proposition 10. Soit b : V x V. — K une forme bilinéaire. Soit (K*)> = {x* | x € K*};
c’est un sous-groupe de K*.
Le discriminant de b est défini par

0 sidet(M) =0

diser(b) = {det(M) € K*/(K*)? sinon

ot M est la matrice de b relativement a une base de V. Il ne dépend pas du choix de la base de V, et si by et
by sont deux formes bilinéaires équivalentes, on a discr(by) = discr(by).

Exemples. Si b est la forme bilinéaire sur IR> dont la matrice associée dans la base canonique est

1 0 . —
(0 _1> alors discr(b) = —1.

. e . ., . 1 0
Si b est la forme bilinéaire sur C% dont la matrice associée dans la base canonique est <O _1>

alors discr(b) = —1 = i* = 1.

Démonstration. Soient M et N les matrices respectives de b dans des bases de V. Alors M = 'DND pour

une matrice inversible D. On a donc det(M) = det(N) det(D)? € det(N)(K*)? = det(N).
La preuve de la derniére assertion est similaire. v

II FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

On ne considere désormais que des formes bilinéaires symétriques. La définition est la suivante.

Définition 11. On dit qu’une forme bilinéaire b : V. x V — K est symétrique si

Yu,v €V, b(u,v) =b(v,u)

Rappelons qu'une matrice A = (a;;) € M,,(K) est dite symétrique si ‘A = A, c’est-a-dire si a;; = a;;
pour tous i,j. On note Sym,, (K) 1’ensemble des matrices symétriques n x n : c’est un sous-espace

vectoriel de M,,(K), de dimension @
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On voit facilement qu'une forme bilinéaire est symétrique si et seulement si sa matrice dans une
(ou toute) base est symétrique.

Proposition 12. Soient b,b’ : V x V — K deux formes bilinéaires symétriques telles que pour tout
ueEonab(u,u)=">0(uu). Alorsb=10".
Démonstration. Soient u,v € V.On a
b(u+v,u+0v)=b(u,u)+b(v,0)+2b(u,v) et b(u+o,u+v)=>(uu)+b(v,0)+2b0(u0)

Cela donne b(u,v) = b'(u,v) pour tous u,v € V (on rappelle que la caractéristique de K n’est pas 2),
doub =" v

Le résultat précédent et sa preuve justifient la définition suivante.

Définition 13. Soit q : V — K une application. On dit que q est une forme quadratique sur V s'il existe
une forme bilinéaire symétrique b : V. x V.— K telle que

YueV, q(u) =b(u,u)

La forme bilinéaire b est alors unique, on la note by, et on a by(u,v) = 3(q(u +v) — q(u) — q(v)).
Réciproquement, sib : V x V.— K est une forme bilinéaire symétrique, on lui associe la forme quadra-

tique qy, définie par q,(u) = b(u, u).

I est donc completement équivalent de se donner une forme bilinéaire symétrique ou une forme
quadratique.

Exemples. > On prend V = K? et q(u) = x} + x3 pour tout u = (x1,x2) € V. Alors g est une forme
quadratique et pour v = (y1,¥2) ona by(u,v) = x1y1 + x2Y2.

>Onprend V = K? et g(u) = x} — x5 + 6x1x2. Alors g est une forme quadratique et by(u,v) =
X1Yy1 — X2Y2 + 3x1y2 + 3x211.
> Plus généralement, soit V = K". Pour tout u = (xy,...,x,) € V, on pose
4 q1(u) = ax? pouruna € K;
< q2(u) = ax;x; pour una € K.
Alors g1 et g sont des formes quadratiques, de formes bilinéaires associées définies par
& by, (u,v) = axy;;
& by, (u,0) = 5xiy;j + 5Vix;
pour toutv = (y1,...,yn) € V.
> On prenzd V = R2etb = (,) un produit scalaire sur R?. On note ||.|| la norme associée a b. Alors
o = [

La terminologie «forme quadratique» est justifiée par ’expression dans une base.

Proposition 14. Soitq : V — Kune application et soit B = {ey, ..., e, } une base de V. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) g est une forme quadratique.

(ii) Ilexiste A = (a;;) € Sym, (K) telle quesi u = Y/ | x;e;, alors

n
g(u) = Z aiix? +2 Zaijxl-xj.
i=1

i<j
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Démonstration. Soit b une forme bilinéaire sur V et soit A = (a;;) € Sym, (K) la matrice de b relativement
a B. Alors pour tout u = ! ; x;e; ona

n n n n n n
b(u,u) = b(Z xiei,Zx]-ej> = ZZxx e, € ZZ Xja;j
i— = i=1j=1 i=1j=1
n
=Y aux?+ Z Y ajxix; = Za”x + Y agxixi4 ) aixx;
i=1 i=1j#i 1<i<j<n 1<j<i<n
= Z ”x + Z ajjXiXj + Z AjiXX; Za”x +2 Z ajjXiXj,
=1 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

la derniere égalité découlant du fait que A est symétrique.

> (i)=-(ii). Supposons que g est une forme quadratique, de forme bilinéaire associée b. Le calcul précé-
dent montre alors que q(u) = b(u,u) = Y/, a”x + 2 1 <icj<n BijXiXj.

> (ii)=(i). Supposons que pour tout u = Y ' ; xje; € Vonaitg(u) =Y, a,-ixlz + 2 Y1<icj<n 3ijXiXj. Soit
b la forme bilinéaire symétrique sur V dont la matrice relativement & la base B est A. Alors le calcul
précédent montre que b(u, u) = q(u) pour tout u € V donc g est une forme quadratique de forme
bilinéaire associée b. v

Ainsi, une fois qu'une base de V est fixée, la forme quadratique g s’exprime comme un polynéome
homogene de degré 2 en les coordonnées du vecteur, d’ot1 le nom de forme quadratique.

De plus, si A est diagonale, alors q(u) = YI' ; a;x? est une combinaison linéaire de carrés. Nous
allons voir que, moyennant un changement de base, on peut toujours se ramener a ce cas.

La notion d’équivalence pour les formes bilinéaires symétriques prend la forme suivante au niveau
des formes quadratiques.

Définition-Proposition 15. Soient by : V1 x Vi — Ket by : Vo x Vo — K des formes bilinéaires
symeétriques et soient q1, qo les formes quadratiques associées. Alors by et by sont équivalentes si et seulement
s'il existe un isomorphisme linéaire f : V1 — Vo tel que qo o f = q;.

On dit que deux formes quadratiques sont équivalentes quand leurs formes bilinéaires sont équiva-
lentes, c’est-a-dire quand la condition précédente est vérifiée.

La vérification est facile (exercice).

IITI ORTHOGONALITE

Définition 16. Soit b : V x V. — K une forme bilinéaire symétrique.

On dit que deux vecteurs u,v € V sont b-orthogonaux (ou simplement orthogonaux s'il n’y a pas
d’ambigiiité) si b(u,v) = 0.

Une famille de vecteurs S est dite (b-)orthogonale si les vecteurs de S sont deux a deux orthogonaux, elle
est dite (b-)orthonormée si elle est orthogonale et si b(u, u) = 1 pour tout u € S.

Proposition 17. Soit b : V x V. — k une forme bilinéaire symétrique et soit S C V une famille
orthogonale telle que b(u, u) # 0 pour tout u € S. Alors la famille S est linéairement indépendante.

Démonstration. Soientvy,...,v, € SetAq,..., Ay € Ktels que YI' ; Ajv; = 0. Pour touti on a

n n
0= b(z A]"Uj, ’01') = Z /\]b(’U], "01') = /\ib(’(’)i, ’01')
= =1

d’ott A; = 0 et le résultat. v

Remarque. L'hypotheése de la proposition est bien «b(u,u) # 0 pour tout u € S» et non «u # 0
pour tout u € S». En effet, contrairement au cas oi1 b est un produit scalaire, on peut avoir u # 0 et
b(u,u) = 0 (on dit alors que u est isotrope).

Par exemple, soit b la forme bilinéaire sur R> donnée par b((x1, x2), (y1,y2)) = x1y2 + x2y1. Alors
u = (0,1) # 0 mais b(u, u) = 0. Notons que b est non-dégénérée.

45



Définition 18. Soit b une forme bilinéaire symétrique sur V. Si S est une partie de V, le b-orthogonal de
S (ou I'orthogonal de S pour b) est le sous-ensemble

Str:={uecV|Vvoes, b(uv)=0}

On le note S* lorsqu'il n’y a pas d’ambigiiité.
Les propriétés suivantes sont des vérifications immédiates.

Proposition 19. Soit b une forme bilinéaire symétrique sur V et soit S une partie de V.
(i) St estun sous-espace vectoriel de V, et S C (S+)*.
(ii) SiS C T,alors T+ C S*.

(iii) Si W est un sous-espace vectoriel de V et {wy, ..., w,} est une famille génératrice de W, alors
Wt = {ueVvV |Vi=1,...,p, b(u,w;)) =0} = {wl,...,wr}l.

Autrement dit, (vect{S})+ = S*.

Remarque. Attention, méme si S est un sous-espace vectoriel de V, on peut avoir S & (SH)*.
Par exemple, soit b la forme bilinéaire sur R> donnée par b((x1,x2), (y1,v2)) = x1y1.
Soit S = vect{(1,0)}. Alors S* = vect{(0,1)} et (5+)* =R? 2 S.

Le résultat suivant est trés important.

Théoréme 20. Soit b : V x V — K une forme bilinéaire symétrique, et soit W C V un sous-espace
vectoriel.

(i) b estnon dégénérée si, et seulement si, Vi = {0}.

(ii) Si b est non dégénérée, alors dim(V) = dim(W) + dim(W+), et W = (W+)+.

(iii) SiWNW+ = {0},alors V =W o W

Démonstration. (i)  Soit ¥}, : V — V* l'application linéaire définie par ¥j,(v) = b(—,v) pour tout
v € V. On sait d’apres la proposition 9 que b est non dégénérée si, et seulement si, ¥} est un
isomorphisme. On constate que Ker ¥;, = V. Or ¥}, est un isomorphisme si et seulement si ¥}, est
injectif. On en déduit donc que b est non dégénérée si et seulement si V- = {0}.

(i) On suppose que b est non dégénérée. L'application linéaire

YWV — W
v b(v, =)W
est surjective. En effet, si f € W*, on peut prolonger f a ¢ € V*, or b est non dégénérée donc
Y, est surjective, donc ¢ = ¥,(v) et alors f = gw = ‘I’Z"(U). Le noyau de ‘I’ZV est W', donc
le théoréme du rang donne dim(V) = dim(W) + dim(W+), comme annoncé. On a alors aussi
dim(V) = dim(W+) + dim((W+)+), donc dim((W+)+) = dim(W) et donc comme W C (W+)+,
on abien W = (W)L,

(iii) L’application linéaire
(T )jw: W— W*
w— b(w, —) 1w
a pour noyau W N W+. Si cet espace est nul, alors (TZ\/)IW est injective et c’est donc un isomor-

phisme (la restriction de b a W est donc non-dégénérée). En particulier ‘I’ZV: V — W~ est sur-

jective, et le théoréme du rang donne donc a nouveau dim(V) = dim(W) + dim(W+). Puisque
WN W+ = {0}, on en déduit que V =W & W+.
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Remarque. On peut avoir une forme bilinéaire b sur V non-dégénérée dont la restriction a un sous-
espace W est dégénérée.

Par exemple, si b est la forme bilinéaire symétrique sur IR? associée a la forme quadratique g : R? —
R définie par q(x1,x2) = x3 — x5 et si W = vect{(1,1)}, alors b est non-dégénérée mais sa restriction

a W est nulle.

Le résultat suivant est un cas particulier de la proposition 12.

Proposition 21. Soitb : V x V — K une forme bilinéaire symétrique non nulle. Alors il existe v € V
tel que g(v) = b(v,v) # 0.

On peut maintenant montrer 1’existence d’une base orthogonale pour une forme bilinéaire symé-
trique quelconque.

Théoreme 22. Soit b : V x V. — K une forme bilinéaire symétrique. Alors V possede une base
orthogonale pour b. Il existe donc une base de V dans laquelle la matrice de b soit diagonale

aq 0 0

0o . 0
ar

0 O 0n—r

ot tous les a; sont non nuls et r = rang(b).

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dim(V).

Sin =1 le résultat est évident.

Soit n > 1 tel que le résultat est vrai pour les formes bilinéaires symétriques sur les espaces vectoriels
de dimension < 1. Supposons que b # 0, sinon le résultat est évident. Soit v € V tel que b(v,v) # 0
(proposition précédente), et soit W = vect{v}. Ona WN W+ = {0},donc V = W @ W par le théoreme
20. On a dim(W+) = n — 1, donc par hypothése de récurrence il existe une base b-orthogonale 3 de
W, et ainsi {v} U B est une base b-orthogonale de V. En ordonnant cette base de maniére adéquate, on
obtient la forme demandée pour la matrice de b dans cette base, et il est clair que 'entier r est le rang de

b. v

Remarque. 1l résulte de ce théoreme quesib : V x V. — K est une forme bilinéaire symétrique, il
existe un sous-espace E C V tel que V = VL @ E (cette somme directe étant b-orthogonale, c’est-
a-dire que tous les vecteurs d'un des sous-espaces sont orthogonaux aux vecteurs de 'autre sous-
espace) et dim(E) = rang(b).

En effet, si B = {ey, ..., e, } est une base relativement a laquelle la matrice de b est celle de I’énoncé
du théoréme, V+ = vect{e, 1, ...,e,} donc E = vect{ey, ..., e;} convient.

Il y a bien entendu une version de ce théoreme pour les formes quadratiques et pour les matrices
symétriques.

C’est le résultat de réduction le plus général sur un corps quelconque. Si on fait des hypotheses
supplémentaires sur K, nous allons voir que 1’on peut obtenir des résultats plus précis.
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CHAPITRE 7

Classification des formes bilinéaires
symétriques

I FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES SUR UN CORPS ALGEBRIQUEMENT CLOS

Dans le cas ot1 le corps de base est algébriquement clos, le théoréme 22 du chapitre précédent peut
étre affiné de la maniére suivante, pour obtenir une classification complete des formes bilinéaires
symétriques dans ce cas.

Théoreme 1. Soit b : V x V — K une forme bilinéaire symétrique. Supposons que tout élément de
K admet une racine carrée dans K (cela est vrai si K est algébriquement clos). Alors il existe une base
de V dans laquelle la matrice de b est diagonale de la forme

I, O
0 Onr
our = rang(b).

En particulier deux formes bilinéaires symétriques by, by : V x V. — K sont équivalentes si, et
seulement si, elles ont méme rang.

Démonstration. Soit r le rang de b et soit {e,..., ey} une base b-orthogonale : b(e;,ej) = d;a; avec

2 _

ai,...,a non nuls et g; = 0 pour i > r. Pour i < 7, soit ¢; € K tel que ¢ = a;. La base

{cl_lel, o0 e, e, ,en} convient.

Supposons que b; et by soient équivalentes. Soit B une base de V. Les matrices de b; et b, relativement a
la base B sont congruentes d’apres la proposition 7 du chapitre 6, donc elles ont méme rang.
Supposons que b; et by aient le méme rang r. Ce qui précéde montre qu’il existe des bases B et C de V

n—r

d’apres la proposition 7 du chapitre 6. v

>. On en déduit que b; et by sont équivalentes

Corollaire 2. On suppose que tout élément de K admet une racine carrée dans K.
(i) Deux formes quadratiques sur V sont équivalentes si, et seulement si, elles ont méme rang.

(ii) Deux matrices symétriques sont congruentes si, et seulement si, elles ont méme rang.

: I :
De plus, les matrices < ¢ ) pour 0 < r < n forment des représentants de ces classes de

0 0p—r
congruence.

(iii) Hyan+1classes d’équivalence de formes quadratiques ou de formes bilinéaires symétriques.
Il'y an + 1 classes de congruence de matrices symétriques.

49



IT FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES SUR IR

A. Théorémes généraux

On commence par la forme la plus générale de la loi d’inertie de Sylvester.

Théoreme 3. (Loi d’inertie de Sylvester) Soit K un sous-corps de R etsoitb : V x V — Kune forme
bilinéaire symétrique. Il existe une base {ej, ..., e, } de V dans laquelle la matrice de b est diagonale

de la forme
aq 0 0
0
ap
0 —ﬂp+1 0
0 01’[—1’

avec r = rang(b), (a1,...,a,) € K eta; > 0 pour tout i, 1 < i < r. Le couple d’entiers (p,r — p) ne
dépend pas du choix d’une telle base, on le note sign(b), et on dit que c’est la signature de la forme
bilinéaire b.
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Deux formes bilinéaires symétriques équivalentes ont méme signature.

Démonstration. L'existence d'une telle base est une conséquence directe du Théoreme 22 du chapitre 6,
en ordonnant les vecteurs de la base de maniere adéquate.

I faut maintenant montrer I'indépendance de p du choix de la base. On utilise la forme quadratique g
associée a b.
Soit B = {ey, ..., e, } une base de V dans laquelle la matrice de b est la matrice de I’énoncé. Remarquons
a; sil<i<yp
que B est b-orthogonale et que g(e;) = ¢ —a; sip <i<r
0 sir <i<mn.

a;, >0 sil<i<y

Soit B/ = {e’l, ... ,efq} une autre base b-orthogonale de V, telle que g(e}) = —a; <0 sip <i<r
0 sir<i<mn.
Posons
F =vect{ey,...,ep}, G =vect{eyiq,...,en}
F = Vect{e/l,. ..,e;/}, G = Vect{e;,ﬂ, .. .,e;}.

OnaV=F®GetV=FaG.
Soitu € FNG'. Alors, siu # 0, comme u € Fonau = Y. xje; donc q(u) = Y.I_, x?a; > 0. D’autre
part, puisque u € G', onau = Yl , ; xje; donc q(u) = Y., x?(—al) < 0: contradiction. Donc
FNG ={0}et

dim(F+ G') =dimF+dimG' =p+ (n—p')

et ceci doit étre inférieur a n, donc p < p'.

De méme, en considérant F/ et G, on montre que p’ < p, et donc p’ = p.
Ainsi p est indépendant du choix de la base, de méme que le couple (p,r — p).

De la méme fagon, on montre que deux formes bilinéaires symétriques équivalentes ont méme signature
(proposition 7 du chapitre 6) : on choisit pour chaque forme bilinéaire une base comme dans I'énoncé et
on fait un raisonnement similaire. v



Théoreme 4. (Loi d’inertie de Sylvester) Supposons que K = Retsoitb : V x V — R une forme
bilinéaire symétrique. Il existe une base de V dans laquelle la matrice de b soit diagonale de la forme

I, 0 0
0 _Irfp O
0 0  0p—r

oul 7 est le rang de b et sign(b) = (p,r — p) est la signature de b, qui ne dépend pas du choix d'une
telle base.

En particulier deux formes bilinéaires symétriques sur un R-espace vectoriel V sont équivalentes
si et seulement si elles ont méme signature.

Démonstration. La premiére assertion provient du théoreme précédent et du fait que dans R tout réel
strictement positif admet une racine carrée dans R. Si b, b’ ont méme signature, il existe des bases B et 5/
de V dans lesquelles les matrices respectives de b et b’ sont les mémes, donc b et b’ sont équivalentes. v’

On termine le paragraphe en donnant les versions de la loi de Sylvester pour les matrices symé-
triques et les formes quadratiques.

Théoreme 5. (Loi d’inertie de Sylvester, version matricielle) Pour A € Sym (R), il existe P €
GL,(R) telle que 'PAP = D est diagonale de la forme

I, 0 O
0 —-I O
0 0 O

Le couple (s, t) s’appelle la signature de A, c’est la signature de la forme bilinéaire symétrique as-
sociée a A. Ainsi, toute A € Sym, (R) de signature (s,t) avec s,t > 0 est congruente a la matrice
précédente.

En particulier, deux matrices A et A’ dans Sym, (IR) sont congruentes si et seulement si elles ont
méme signature.

(n+1)(n+2)

Il'y a donc > classes de congruence.

Théoréme 6. (Loi d’inertie de Sylvester, version formes quadratiques) Soit g : V — R une forme
quadratique de rang r. Alors il existe un entier s avec 0 < s < r et une base {ey,...,e,} de V tels que :

n

2 DB 2

Vu=) xe, qu)=xi+...+x—xip—...— x5
i=1

L'entier s ne dépend pas de la base {ey, ..., e,} choisie.
Le couple (s, — s) s’appelle la signature de g, c’est aussi la signature de la forme bilinéaire
symétrique associée a g.

Remarque. Soit V un R-espace vectoriel de dimension n. Une forme bilinéaire symétrique b sur V
est un produit scalaire si, et seulement si, sa signature est (1,0).

> Supposons que la signature de b soit (1,0). Soit g la forme quadratique associée a b. Il existe alors
une base {ey, ..., e, } telle que pour tout u = Y/ ; x;e; onait g(u) = Yi' ; x7. Onadonc q(u) > Oet
siq(u) = 0 alors x; = 0 pour tout i et donc u = 0. Ainsi, b est un produit scalaire.

> Supposons que la signature de b soit (p,r — p) # (n,0). Soit q la forme quadratique associée a b. Il
existe alors une base {ey, . .., e, } telle que pour tout u = Y} ; x;e; onaitq(u) = Y/, x? — i—p+1 x2.
Sir <n,onagq(e,) =0avece, # 0.Sir =n,alors p < netonaq(e,) <0.Dans les deux cas, on
en déduit que b n’est pas un produit scalaire.
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B. Méthodes pratiques de réduction

Soit g une forme quadratique associée a une forme bilinéaire b (sur un IR-espace vectoriel). La loi
de Sylvester se traduit en particulier par le fait que g(u) est une combinaison linéaire de carrés.

Comment fait-on dans la pratique pour exprimer g(#) comme une combinaison linéaire de carrés
et trouver sa signature? Une méthode algorithmique est donnée par la

Méthode de Gauss

Soit a réduire la forme quadratique g définie sur V par :

n

n
qu) =Y aixt+2 Y ayxixj, (avecu =) xe).
i=1 ‘

1<i<j<n i=1

On suit alors pas a pas 'algorithme suivant :

@ On prend un terme en x? (avec un coefficient le plus simple possible afin d’alléger les calculs)
et on considere tous les termes contenant x; que I'on écrit comme le début du développement
d’un carré. On poursuit cette étape jusqu’a épuisement des termes en x?. Il y a alors deux
possibilités : soit le probleme est résolu et c’est terminé, soit ce n’est pas le cas et on passe a
I'étape @.

@ S'iln’y a pas (ou plus) de termes en x?, on considére un terme «simple» en x;x; et on écrit tous
les termes contenant x; ou x; sous la forme :

S R RS
/\xix]- + x;R + ij =A (XZ' + X) (x]- + X) _T
H,_/Hb,_/
a

et on utilise le fait que ab = §[(a 4+ b)* — (a — b)?].
Ensuite, on reprend la méthode a partir de 1’étape @.

Exemples. > Soit V = R* de base {e1,e2,€3,e4}. Pour u = x1e1 + xpe2 + X3e3 + xge4, soit q(u) =
X3 4 x5 + x + 2x1X2 + 22x0X3 + 2x4%1 — x3X2. On est dans le premier cas, avec le coefficient de x?
non nul. Donc

X2 +2x1(x2 + x4) + X3 + x5 + 2x2X3 — X3X4
= (x1+x2+x1)% — (x2+ x2)? + x5 + x§ + 2x0%3 — X3X4
= (x1 4 x2 4+ x4)% 4+ 2x2x3 — 2x2X4 — X3X4.

q(u)

La forme quadratique qui reste ne contient plus de carrés, on passe donc a la deuxieme étape :
q(u) = (x1 + X2 + X4)2 — X3X4 + x3(2x2) — x4(2x2)

= (x1+x2+x4)%+ (33 +2x2)(—x4 +2x7) — 4x§

= (x1+ x4 x4)% 4 3 (402 + x3 — x4)% — (x3 4 x4)? — 423,
La signature de g est donc (2, 2).

Soit V = R? de base {e1,e2}. Pour u = xe; + yey, soit g(u) = xy. Alors
1
g(u) = 7 ((x+y)* = (x=v)?)

et donc la signature de g est (1,1).

On arrive finalement a une expression de la forme
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ouly,..., I, sont des formes linéaires sur V, linéairement indépendantes.

La méthode de Gauss fournit une expression sous forme de combinaison linéaire de carrés de
formes linéaires linéairement indépendantes. On prendra garde qu'une combinaison linéaire de car-
rés obtenue autrement qu’a partir de la méthode de Gauss peut contenir des formes linéaires non
linéairement indépendantes, et donner des résultats trompeurs pour la signature. Par exemple consi-
dérons la forme quadratique sur R® définie par

q(u) = (x1 — 12)* + (22 — x3)> — (x1 — x3)°

On est tenté de conclure que la signature de g est (2,1). Le probleme est que les formes linéaires /1, I
et I3 définies sur R® par

Li(u) =x1 —xp, (1) =xp—x3, I3(u) = x1 — x3

ne sont pas linéairement indépendantes, car I3 = I; + . En fait, en utilisant la méthode de Gauss, on
trouve

1 1
q(u) = §(x1 — 2%+ x3)% — §(x1 —x3)?

et la signature de g est donc (1,1)!
Moralité : Si g est donnée comme combinaison linéaire de carrés, on s’assure que les formes li-
néaires sont linéairement indépendantes. Sinon on développe et on applique la méthode de Gauss.

«Rappel.» Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K. Soit B = {I;,...,1,} une base de V*.
Alors il existe une base de V dont la base duale est V.

Pour vérifier cela, on considere la base duale B* = {I3,...,I*} de V**. Soit ¢ : V — V** I'isomor-
phisme naturel défini par ¢(v)(a) = a(v) pour tout v € V et tout « € V*. On peut considérer la base
C ={e1,...,€6,} de V définie par ¢; = qfl(li*) pour tout i. Soit C* = {e], ..., ¢} } sa base duale (base
de V*).

Rappelons que pour toutx € V*onaa = Y ; a(g;)ef. Par définition de ¢ on a donc, pour tout j,

Or [} (l;) = &;j, donc [; = ¢7. On a démontré que B = C*.

Remarque. Reprenons l'expression
S r
— 2 2
g=) 1= ) I
i=1 i=s+1
ouly, ..., I, sont des formes linéaires linéairement indépendantes sur V que 1'on complete en une base

{h,...,1,} de V*. Soit b la forme bilinéaire symétrique associée. Soit C = {¢j,...,€,} la base de V
dont la base duale est {I3,...,I,}. Alors C est une base b-orthogonale de V et pour tout u = Y} ; x;e;

onaq(u) =L %7 — Lg%

~+ La signature de g est alors le couple (s, 7 —s).

~+ On peut aussi déterminer une base b-orthogonale de V' a partir de cette expression. Soit 5 la
base de départ de V. Pour déterminer C explicitement, on remarque que la matrice de passage
de la base B dans la base C est

P(B,C) ='P(B*,Cc*)" L.

En effet, P(B,C) = Mc (idy) et P(B*,C*)~! = P(C*,B*) = Mg+ g-(idy+). Or idy+ est 'endo-
morphisme adjoint de idy, donc les matrices P(B,C) et P(B*,C*)~! sont transposées.

Cette méthode oblige en particulier a compléter des bases et a calculer des inverses de matrices.
Si on veut éviter cela, on utilisera la méthode alternative suivante.

Autre méthode (basée sur le théoréme 22 du chapitre 6)
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> Si g = 0 n'importe quelle base convient.

> Sinon on cherche 1 € V tel que g(e1) # 0. On détermine alors {e1}*. (On remarque que si Wy :=
vect{e1} ona Wy N Wi = {0} donc dim{e; }" = dim Wt =n—1.)
Siq|(e,}+ = 0, oncomplete ¢; par unebase {¢y, ..., ¢, } de {e } pour obtenir une base b-orthogonale
€1,...,&np de V.

> Si g,y # 0, on cherche g € {1} tel que g(e2) # 0. On détermine alors {ey,e2}*. (On remarque
que si Wy := vect{ey, e} ona Wo N W5~ = {0} donc dim{ey, e} = dim Wy = n —2.)
Si {er,e}t = 0, 0n complete {e1, &2} par une base {e3,...,¢e,} de {€1,e2}+ pour obtenir une base
b-orthogonale {¢1,...,¢,} de V.

> Siq|(e, 6,30 # 0, 0n cherche g3 € {e, g2} tel que g(e3) # 0, et on continue le procédé...

On obtient finalement une base b-orthogonale {¢j,...,¢,}. On détermine la signature de g en
comptant le nombre de termes positifs et négatifs dans {q(¢;) | 1 <i < n}.

Exemple. Soit V = R* de base {e1, s, e3,e4}. Pour u = Zf;l xje; on pose
q(u) = x3 +2x3 — x5 +2x120 + 2x0x3 — 2x3X4.
La forme bilinéaire symétrique associée est donnée par
b(u,v) = x1y1 + 2x22 — X4Ys + X1Y2 + X2y1 + X2y3 + X3Y2 — X3Y4 — X4Y3
oo = YL yie;.

On pose €1 = e1. Onabien g(e;) =1 # 0.
On détermine {¢;}*. On a

{e1}" = {u| b(u,e1) =0} = {u | x; + x = 0}.

On pose €3 = ¢4 € {e1}". On abien g(ey) = —1 # 0.
On détermine {ey, &5}

{e1, €2} = {u | b(u,e1) =0 =b(u,e2)} = {u | x1+x, = 0etxs+ x4 = 0}.

On pose €3 = e; — ey € {e1,€2}. On abien g(e3) =1 # 0.
On détermine {¢1, €2, 83}L.

{e1, 62,63} = {u | b(u,e1) =0 = b(u,e2) = b(u,e3)}
Z{M’X1+X2:06tX3+X4=06txZ+X3:0}.

L
Onposees =e; —ep +e3 —es € {€1,€2,€3} .

On a donc obtenu une base b-orthogonale {1, €;,¢€3,€e4} de V.
De plus, g(e4) = 0. La signature est donc (2,1) et le rang est 3.

IITI FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES SUR UN CORPS FINI

On classifie maintenant les formes bilinéaires symétriques non dégénérées sur les corps finis (tou-
jours en caractéristique différente de 2, c’est-a-dire pour des corps dont le cardinal est impair).
On commence par un résultat préliminaire.

Proposition 7. Soit K un corps fini de cardinal impair et b : V x V. — K une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur un espace vectoriel V de dimension supérieure ou égale a 2. Alors la
forme quadratique associée g : V — K est surjective.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 8. Soit K un corps fini de cardinal impair et soient a,b € K* ett € K. L'équation ax? + by? = ¢
a toujours une solution dans K x K.
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Démonstration. Soit p le cardinal de K. Vérifions d’abord que I'ensemble (K*)? = {x?> | x € K*} a

prl éléments. L'application a : K* — K*, x ~— x? est un morphisme de groupes. Son image est (K*)?2
et son noyau est {£1}, qui a deux éléments car K est de caractéristique différente de 2. Le théoréeme
d’isomorphisme pour les groupes et le théoreme de Lagrange donnent donc le résultat. Soient

F={ax*|x€K}, G={t—by*|yecK}

Ces deux ensembles ont donc chacun 1 + pT_l éléments, et donc #F +#G =1+ p > p,ainsi FN G # &,
et on a le résultat. v

Démonstration de la proposition. Soit maintenant B = {ej, ..., e, } unebase b-orthogonale:onag(} ;' ; x;e;) =

Y aixlz avecdy,...,ay € K* (b est non-dégénérée, sa matrice dans B est donc de rang maximal). Alors
g(x1e1 + xpep) = a1 x% + azx%, et donc le lemme donne le résultat. v

Théoréme 9. Soit K un corps fini avec car(K) # 2 etsoitb : V x V. — K une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée, avec dim(V) > 2. Il existe une base {vy,...,v,} de V dans laquelle la
matrice de b soit diagonale de la forme diag(1,...,1,d), avecd € K*.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dim(V), de maniere trés similaire & la preuve du
Théoreme 22 du chapitre 6.

Supposons que n = 2. La proposition précédente assure qu'il existe v € V tel que g(v) = b(v,v) = 1.
On a alors vect{o} Nvect{v}" = {0} donc dimvec’c{v}L = 1. Soit donc w € vect{v}™ un vecteur non
nul, alors {v, w} est une base de V qui est b-orthogonale. De plus, d = g(w) = b(w,w) # 0 car b est
non-dégénérée.

Supposons maintenant que n > 2 et le résultat montré au rang < n.Soitv € V tel que q(v) = b(v,v) = 1.
Le raisonnement de la preuve du théoréme 22 du chapitre 6 s’applique a 'identique & 1'espace W =
vect{v}, et fournit la base demandée. v

Théoréme 10. Soit K un corps fini avec car(K) # 2. Soient by, by : V x V. — K des formes bilinéaires
symétriques non dégénérées. Alors b; et b, sont équivalentes si et seulement si discr(b;) = discr(by).

Ainsi, a équivalence pres, il y a exactement deux formes bilinéaires symétriques non dégénérées sur
V.

Démonstration. Si by et by sont équivalentes, alors elles ont méme discriminant d’apres la Définition-
Proposition 10 du chapitre 6.

Réciproquement, supposons que discr(b;) = discr(bp). D’apres le théoreme précédent, il existe des
bases Bj et By de V dans lesquelles les matices respectives de by et by sont

A1 = MBl (bl) = diag(l,. . .,1,d1), Az = MB2(b2) = diag(l,. . .,1,d2).

Puisque discr(b;) = discr(by), il existe a € K* tel que dp = a*d;. Soit By =

SiBy = {eq,...,en},soit Bﬁ = {61, ca ey, }, c’est toujours une base by-orthogonale. De plus, bz(a’len, a’len) =
dq. La matrice de b, dans la base B} est donc A1, et by et by sont bien équivalentes.

La derniére assertion provient du fait que (K*)? a pT_l éléments (voir la preuve du lemme 8), et donc
K*/(K*)? a2 éléments. v

Exemple. Si K = [Fs5, on peut choisir (I"O_ ! (1)> et (I”O_ ! g) comme représentants des classes de

. . . . I,y O
congruence de matrices symétriques inversibles. Notons que < -l _1> est congruente a I, et que

0
In—l 0 5 In—l 0
( 0 2) est congruente a ( 0 _2>.

C .. (1,14 O I,.1 O
Si K = F7, on peut choisir < 0 1> et ( 0 _1).

La suite n’est pas au programme.
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IV CLASSIFICATION DES CONIQUES ET DES QUADRIQUES

Définition 11. On se place dans un espace euclidien de dimension n, et on fixe une base orthonormée. On
peut donc supposer qu’il s’agit de R" muni de sa base canonique.
On appelle hypersurface du second degré I'ensemble H des points u € R" vérifiant :

F(u) :=q(u)+L(u)+c=0

oll q est une forme quadratique non nulle, { est une forme linéaire, et ¢ est une constante (réelle).
Lorsque n = 2, une hypersurface de degré 2 s’appelle une conique; lorsque n = 3 une hypersurface de
degré 2 s’appelle une quadrique.

On cherche a déterminer la forme de I’hypersurface. Nous commencerons dans le cas général, puis
déterminerons la classification complete dans le cas des coniques et des quadriques.

Rappel. (Théoreme spectral pour les endomorphismes symétriques.) Soit E un espace euclidien.
On note f son produit scalaire. Soit i un endomorphisme symétrique de E. Alors 1 est diagonalisable
dans une base f-orthonormale : il existe une base f-orthonormale de E formée de vecteurs propres

pour ¢.

Nous allons déterminer une équation réduite pour H.
@ La premiére étape est de réduire la forme quadratique g dans une base f-orthonormale.

Soit A la matrice associée a ¢, et soit ¢ I'endomorphisme de IR” dont la matrice dans la base
canonique est A. La matrice A est symétrique.

Siu € R”, soit U le vecteur colonne associé; alors
g(u) = UAU = (AUU = (p(u),u).

Comme ¢ est symétrique, on peut lui appliquer le théoréme spectral : il existe donc une base
f-orthonormale {¢y,...,¢,} de E formée de vecteurs propres pour ¢. Soit A; la valeur propre
associée au vecteur propre &;.

n n
Notons u = Y _ x;e;. Alors q(u) = (p(u),u) = Y_ Aix7, donc F(u) = Yy Aix? — YL Tixi + c.
i=1 i=1
@ La deuxieme étape est de réduire F. Pour cela on «compleéte les carrés», c’est-a-dire que 1'on
écrit, lorsque A; # 0,

2 2
: T T
Aix} = Tix; = Ai(xF — -xp) = A <xi - l) -
1

L’équation devient donc

T n
Y A=Y Txi+c 1)
i=1 r+1
Ceci revient a faire un changement d’origine (si A1,..., A, sontnonnulset A, =--- = A, =0,

la nouvelle origine est () = <2T711, ., ZL):/ o,..., 0) - on a fait une translation dans R").

Notons que si 'un des 7; est non nul, par exemple T, alors on peut faire un nouveau change-

C/

ment d’origine pour que '’équation ne contienne plus de constante (' = Q + (0,...,0, —¢)).

@ Pour étudier 'hypersurface #, on se placera dans le repére orthonormal privilégié (Q |
€1,...,€n) dans lequel 'équation a 1’expression réduite ().

A. Classification des coniques

Soit C une conique (c’est-a-dire une hypersurface de degré 2 dans un espace euclidien de dimen-
sion 2). Notons < ; > les coordonnées d'un point dans le repére privilégié () | €1,€2), et A, ju les

valeurs propres de 1.

56



> Si g est de rang 2, i.e. les valeurs propres sont non nulles, 'équation réduite de C est Ax? + uy? = 6.
Notons que quitte a diviser par |4|, on peut supposer que 6 = 1,0 ou —1. On peut également, quitte
a tout multiplier par —1 ou a échanger les roles de x et y, supposer que A = % > 0. On obtient
alors :

Equation réduite Nature de la conique
% + yé =1 Ellipse
x? yz _ :
T 7= 0 Point ()
x? y2 _ .
2 + P =-1 Vide
2 P 0 Réunion de deux droites sécantes d’équa-
@ g tionsy:j:éx
o
x2 y2
2 =1 Hyperbole

> Si g est de rang 1, i.e. si I'une des valeurs propres est nulle, par exemple y, 'équation réduite de C
est Ax? 4+ Ty = p. Comme auparavant, nous pouvons supposer que A = “1—2 >0etp=0,10ou—1,
et méme que p = 0 lorsque T # 0. On obtient alors :

Equation réduite Nature de la conique

2 _1q Réunion de deux droites paralléeles
ot d’équations x = tu

¥ =0 Droite d’équation x = 0

n

=1 Vide

Z—i - % =0 Parabole

Exemple. Considérons la conique C d’équation x2 + 10v/3xy + 113> — 16 = 0. Nous voulons déter-
miner sa nature.
La forme quadratique est x? + 10v/3xy + 11y%. La matrice de ¢ dans la base canonique est donc

A= (1 00,

Nous voulons trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
Le polynome caractéristique est

1-A 5V3

22 L fA— (1
55 11 |mA 126 = (A-16)(A+4)

donc les valeurs propres sont 16 et —4, non nulles.

Le noyau de A +4I = 5( \% \f > est engendré par < _f@ ) et le noyau de A — 161 =

— 1
5( \/g \_/f ) est engendré par ( /3 > Donc nous obtenons un repeére orthonormal en normali-

(5 )2)

Dans ce repere, C a pour équation 16X? — 4Y? = 16, ou

sant ces vecteurs :

Y2

X2
4

1.
I s’agit donc d"une hyperbole.
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B. Classification des quadriques

Soit Q une quadrique (c’est-a-dire une hypersurface de degré 2 dans un espace euclidien de dimen-
sion 3). Notons x,y, z les coordonnées dans le repere privilégié () | €1,€2,€3) et A, yu, v les valeurs

propres de 1.

> Si g est de rang 3, i.e. si les valeurs propres sont toutes non nulles, alors 1’équation réduite de Q
est Ax? + puy? + vz? = 6. Comme dans le cas des coniques, on peut supposer que A = 5 > 0 et

§= é >0, etque é = 0,1 ou —1. On obtient alors :

Equation réduite Nature de la quadrique
2V A S
ctptoa=1 Ellipsoide
zé + yé — fTZZ =1 Hyperboloide a une nappe
2
Zé + 4% - % =-1 Hyperboloide a deux nappes
2
Zé + 5 - %22 =0 Cone du second degré a base elliptique
§+§+%:0 Point ()
L+ G=-1 Vide

> Si g est de rang 2, i.e. si exactement une des valeurs propres, par exemple v, est nulle, 'équation
réduite de Q est Ax?> + uy?> = 7z + 4. Quitte & changer z en —z, on peut supposer que T > 0.
Lorsque T # 0, on peut supposer que = 0. Donc on suppose que T = leté =0ouque T = O et

que 6 = 0,1 ou —1. On obtient alors :

Equation réduite | Nature de la quadrique

zé + yé =z Paraboloide elliptique

Zé + yé =1 Cylindre a base elliptique

% + y—z =0 Droite d’équations x = 0; y = 0
L= Vide

Zé - %—z =z Paraboloide hyperbolique

z% - %z =1 Cylindre a base hyperbolique

Z—i - %—i =0 Réunion de deux plans d’équations y = j:gx

> Si g est de rang 1, i.e. si exactement deux valeurs propres sont nulles, disons y et v, I'équation
réduite est ;‘—z = Ty + 0z + w. Comme auparavant, on peut supposer que lorsque T ou ¢ est non
nul alors w = 0, et que w = 0,1 ou —1 sinon. De plus, lorsque T # 0 et o # 0, on peut changer la
variable y pour mettre I'équation sous la forme Ax* 4+ 7y’ = 0 avec y’ = (y + £z) (en supposant

déja que w = 0). On obtient :

Equation réduite Nature de la quadrique

x? = 2py Cylindre a base parabolique

2 _1q Réunion de deux plans paralléles distincts d’équa-
ot tions x = +a

¥ =0 Plan d’équation x = 0

o

5= -1 Vide
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Exemple. Considérons une quadrique Q d’équation —7x2 + 25y + 7z2 + 48xz + 5x — k = 0.

-7 0 24
La matrice associée a la forme quadratique est A = 0 25 0 |.Ses valeurs propres sont
24 0 7

—25 (simple) et 25 (double). On choisit une base orthonormale du plan Ker(A — 25I) et on complete
avec un vecteur normal €3 de la droite Ker(A + 251). On obtient donc un nouveau repére orthonormal

3 4
3 0 4
5 5
0er=|0 |;e2=1[1 |;e3= 0 |) par exemple. L'équation de Q devient 25X? + 25Y? —
4 3
4 0 _3
5 5
257% +3X +4Z = k, soit
7
25X +25Y% — 257" =k — —
5X +25 5 100

enposant X' = X + 2, Y' = Yet Z' = Z — &, c'est-a-dire que 'on a pris Q = (—2;;0; %) dans le

507
repere (O | €1,€2,€3).
Donc,

>sik > %, alors Q est un hyperboloide a une nappe;
>sik < %, alors Q est un hyperboloide a deux nappes;

>sik = %, alors Q est un cone a base circulaire (les coefficients de X’ et Y/ sont égaux).

V DEMONSTRATION DU THEOREME SPECTRAL POUR LES ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES
Soit E un espace euclidien.

Proposition 12. Supposons que ¢ soit un endomorphisme symétrique de E. Alors le polyndme ca-
ractéristique de f est scindé dans R[X] (ses valeurs propres sont réelles).

Démonstration. Le polyndme caractéristique de ¢ est scindé dans C[X], il suffit donc de démontrer que
toutes les valeurs propres de i sont réelles. Soit donc A € C une valeur propre de .

Soit A la matrice de ¢ dans une base orthonormale. Alors ‘A = A. On peut voir A comme une matrice
de M, (C). Il existe V € M,,1(C) non nul tel que AV = AV. On conjugue cette relation coefficient a
coefficient. Puisque les coefficients de A sont réels, on obtient: AV = AV = AV.On multiplie a gauche
par 'V, ce qui donne 'V(AV) = A'VV. D’autre part, puisque A est symétrique, on a

VA =V'A=YAV) ='(AV) =V
donc VAV = AVV.De plus,si V = (v; -+ ©v,),onaVV = |o;]> + -+ |v,|> > 0. Puisque
AMVV = WAV = AWV, on en déduit donc que A = A et donc que A € R. v

Proposition 13. Soit i un endomorphisme symétrique de E et soit V un sous-espace vectoriel de E
stable par . Alors V- est stable par .

Démonstration. Soit u € V+. On doit vérifier que ¢ (u) € V+. Soitdoncv € V.Ona

(p(u),v) = (u,p(v)) =0
car ¢(v) € V par hypothese. Donc ¢(u) € V-*. %

Théoréeme 14. (Théoréme spectral des endomorphismes symétriques) Soit (E, (,)) un espace eu-
clidien et soit i un endomorphisme symétrique. Alors 1 est diagonalisable dans une base orthonor-
male. Autrement dit, il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de 4.
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Démonstration. Nous allons démontrer le théoréme par récurrence sur n = dim E.
Sin =1, alorsil n’y a rien a démontrer.

Soit n > 2 tel que le résultat soit vrai pour les endomorphismes symétriques d'un espace euclidien de
dimension n — 1. Nous savons d’apres la proposition 12 qu’il existe une valeur propre réelle, A. Soit v;
un vecteur propre associé a la valeur propre A ci-dessus. Quitte a le diviser par sa norme, nous pouvons

supposer que ||o1|| = 1. Nous avons une décomposition orthogonale E = vect{v;} @& vect{v;}* qui est
stable par 1. Nous pouvons donc restreindre ¢ a vect{v; }L pour obtenir un endomorphisme symétrique
 : vect{vy } — vect{v; } . Ce sous-espace est de dimension 1 — 1, donc par hypothese de récurrence,

il existe une base orthonormale {vy,...,v,} de Vec’t{vl}L formée de vecteurs propres pour ¢ et donc
pour ¢. Donc {vy,...,v,} est une base orthonormale de E formée de vecteurs propres pour ). v

Du théoreme précédent, on déduit :

Corollaire 15. (Théoréme spectral pour les matrices symétriques) Soit A € M, (R) une matrice

symétrique. Alors il existe une matrice orthogonale P telle que ! PAP soit diagonale.
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Démonstration. La matrice A représente un endomorphisme symétrique dans la base canonique (ortho-
normale) de R". Donc d’apres le théoréme spectral ci-dessus, il existe une matrice P € M, (R) inversible
telle que P~ AP soit diagonale. De plus, toujours d’apres le théoréme spectral, cette matrice est la ma-
trice de passage d"une base orthonormale a une autre base orthonormale. Elle est donc bien orthogonale,
et P! =P, v



Annexe : théoréemes spectraux pour les
endomorphismes d’un espace hermitien

Soit (H, (,)) un espace hermitien de dimension 7.

I ENDOMORPHISMES HERMITIENS OU AUTO-ADJOINTS

Définition-Proposition 16. Soit M une matrice dans M, (C). On appelle adjointe de M la matrice
M* =M. On dit que M est hermitienne ou auto-adjointe si M* = M.

Un endomorphisme 1 de H est dit hermitien ou auto-adjoint si ¢* = . Cela équivaut a dire que la
matrice de 1 dans une (ou toute) base orthonormale est auto-adjointe.

Démonstration. Analogue au cas réel. v

Proposition 17. Soit i un endomorphisme hermitien. Alors ses valeurs propres sont réelles.

Démonstration. Soit A une valeur propre pour ¥, et soit z un vecteur propre associé. Alors d’une part

(¥(2),z) = (Az,z) = Al|z||? et d’autre part, puisque i est hermitien, (1p(z),z) = (z, ¢*(2)) = (z,P(z)) =
(z,Az) = A||z||*. Comme z # 0 (c’est un vecteur propre), on a ||z|| # 0 et donc A = A. v

IT ISOMETRIES OU ENDOMORPHISMES UNITAIRES

Soient (H, {,)) et (H’,{,)’) deux espaces hermitiens. Notons ||-|| et ||-||" les normes associées.

Définition 18. Une isométrie de (H, <,>) vers (H',(,)") est une application linéaire ® : H — H' qui
préserve la norme, c'est-a-dire que ||®(z)||" = ||z|| pour tout z € H. Si H = H', on dit aussi que ® est un
endomorphisme unitaire.

Les résultats suivants se démontrent comme dans le cas euclidien.

Propriété 19. Une application linéaire ® : H — H’ est une isométrie si et seulement si elle préserve
le produit hermitien.

Proposition 20. Si ® est une isométrie de H dans H’, alors @ est injective. De plus, si @ : H — H est
un endomorphisme unitaire, alors ® est un isomorphisme.

Théoreme 21. Tout espace hermitien de dimension 7 est isométrique a I'espace hermitien canonique
C" (c'est-a-dire qu'il existe une isométrie bijective entre les deux).
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Propriétés 22. Soit (H, (,)) un espace hermitien.
(i) Soit ® une isométrie de H. Alors ®~! est une isométrie de H.
(i) Si P et ¥ sont des isométries de H alors ¥ o ® est une isométrie de H.

(iii) idy est une isométrie de H.

Définition-Proposition 23. L'ensemble des isométries de 'espace hermitien (H, (,) i) est un sous-groupe
de GL(H). On l'appelle le groupe unitaire et on le note U(H).

L’ensemble des isométries de H dont le déterminant est égal a 1 est également un sous-groupe de GL(H).
On 'appelle le groupe spécial unitaire et on le note SU(H). C’est le noyau de I'application déterminant
sur U(H).

Si H = C" est muni de sa structure canonique d’espace hermitien, on note U(H) = U, (C) et SU(H) =
SU,(C).

Proposition 24. Soit (H, (,)) un espace hermitien et soit ® : H — H une application linéaire. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) D est une isométrie.

(i) &* = oL
(iii) Si B est une base orthonormale de H et si M est la matrice de ® dans la base B, alors ‘MM =
I, = M'M.

(iv) Si B est une base orthonormale de H et si M est la matrice de ® dans la base B, alors M est
inversible et M~ = M.

(v) Si B est une base orthonormale de H et si M est la matrice de @ dans la base B, alors les vecteurs
colonne de M forment une base orthonormale de C" avec sa structure hermitienne canonique.

(vi) Si B est une base orthonormale de H, alors ®(B) est une base orthonormale de H.

Lorsque les conditions équivalentes (iii)-(v) ci-dessus sont vérifiées pour une matrice M, on dit
que M est une matrice unitaire.

Proposition 25. Soit ® une isométrie. Alors
(i) les valeurs propres de @ sont de module 1;
(ii) |det®|=1.

Démonstration. (i) Soit A une valeur propre pour @ et soit z un vecteur propre (z # 0) associé. Alors,
puisque ® est une isométrie, ||z|| = ||P(z)| = ||Az|| = |A]||z]|, donc [A| = 1.
(ii) Soit M la matrice de @ dans une base orthonormale. Alors MM = I,,, donc

1 = det(I,) = det(MM) = det(M) det("M) = det(M)det(M) = |det(M)|* = |det(®)[?,
donc |det(®)| = 1. v

IIT ENDOMORPHISMES NORMAUX

Définition 26. Un endomorphisme x de H est dit normal s’il commute avec son adjoint, i.e. x o x* =

X" ox.
Une matrice A est dite normale si A*A = AA*.

Remarque. Un endomorphisme x est normal si et seulement si sa matrice dans une (toute) base
orthonormale est normale.

Exemples. (i) Tout endomorphisme hermitien est normal.
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(ii) Tout endomorphisme unitaire (isométrie) est normal.

1 -1 —i

dant, A est normale car
L (2 2\,
AA_(—ZZ’Z)_AA'

(iii)) A = < ! _l.l ) :alors A* = < ! 1. > Donc A n’est ni hermitienne, ni unitaire. Cepen-

IV THEOREMES SPECTRAUX

Théoreme 27. (Théoréme spectral des endomorphismes normaux) Soit H un espace hermitien. Un
endomorphisme x de H est normal si et seulement s’il est diagonalisable dans une base orthonormale
de H.

Démonstration. Supposons d’abord que x soit diagonalisable dans une base orthonormale, c’est-a-dire
qu’il existe une base orthonormale B telle que la matrice D de x dans B soit diagonale. Alors la matrice
de x* est égale a D.Or DD = DD, donc x* o x = x o x*, c’est-a-dire que x est normal. On notera que
les valeurs propres de x sont des nombres complexes arbitraires.

On montre la réciproque par récurrence sur n = dim H.
Le cas n = 1 est évident.

Supposons donc que 1 > 2 et que le résultat soit vrai pour un espace hermitien de dimension n — 1. Soit
x un endomorphisme normal de H, ot H est un espace hermitien de dimension n. Comme H est un
espace vectoriel complexe, il existe une valeur propre A pour x. Soit z un vecteur propre associé. Posons

1= 1 ZH : alors e; est un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre A.

Nous voulons montrer que vect{ e1}™ est stable par x. Montrons d’abord que x*(e;) = Ae;. Pour cela,
posons w = x*(e1) — Aey, et calculons

(w,w) = (x*(e1), x"(e1)) — (x*(e1), Aer) — (Aer, x*(e1)) + (Aer, Aen)
= (e, x o x"(e1)) — Mew, x(e1)) — Ax(er),er) + [A][lex ||
= (e1, X" o x(e1)) — Aley, Aey) — AAey, e1) + |A]?
= (x(e1), x(er)) — |A> = [A + A

= (Aey, Aey) — A

2
\/\I lex* — (A

D'ottw = 0 et donc x*(e1) = Aey.

Soit F = vect{e; } - etsoit 2’ € F. Alors (x(z'),e1) = (2, x*(e1)) = (2, Ae1) = A(Z,e1) = 0 donc x(2') €
F. Ainsi la restriction de x a F définit un endomorphisme x|r de F. C’est encore un endomorphisme
normal (car on voit facilement que (x| P = (7(*)| r)- L'hypothese de récurrence montre qu’il existe
une base orthonormale {ey,...,e,} de F formée de vecteurs propres pour x|p et donc pour x. Alors
{e1,€2,...,e,} est une base orthonormale de H formée de vecteurs propres pour y. v

De la méme fagon que dans le cas réel, on déduit la version matricielle :

Corollaire 28. (Théoréme spectral pour les matrices normales) Soit A € M,,(C). Alors A est une
matrice normale si et seulement s’il existe une matrice unitaire P telle que P* AP soit diagonale.

Remarque. Attention, il n'y a pas de théoreme spectral pour les endomorphismes normaux d’un
espace euclidien (ou pour les matrices normales de M, (RR)).

Corollaire 29. (Théoréme spectral des endomorphismes hermitiens) Soit H un espace hermitien.
Soit 1 un endomorphisme hermitien. Alors les valeurs propres de 1 sont réelles. De plus, ¢ est dia-
gonalisable dans une base orthonormale, c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormale de H formée
de vecteurs propres pour .
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Démonstration. Si 1 est hermitien, alors ¢* = ¢ et donc ¢ est normal. On peut donc appliquer le théo-
réme spectral pour les endomorphismes normaux et la proposition 17. v

Corollaire 30. (Théoréme spectral des endormorphismes unitaires) Soit (H, (,)) un espace hermi-
tien et soit ® une isométrie de H. Alors les valeurs propres de ® sont de module 1. De plus, ® est
diagonalisable dans une base orthonormale de H.

Démonstration. Si® est unitaire, alors ®* = ®~! donc ® est normal. On peut donc appliquer le théoréme
spectral pour les endomorphismes normaux et la proposition 25. v

Corollaire 31. (Caractérisation des endomorphismes hermitiens et unitaires) Soit y un endomor-
phisme normal de H. Pour que x soit hermitien (resp. unitaire), il faut et il suffit que ses valeurs
propres soient réelles (resp. de module 1).

A

Démonstration. Les conditions nécessaires ont déja été prouvées (propositions 17 et 25).

Réciproquement, d’apres le théoreme spectral pour les endomorphismes normaux, il existe une base
orthonormale B dans laquelle la matrice de x est diagonale, notons-la D.

Si les coefficients diagonaux sont réels, il est clair que D = D, donc x est hermitien.

Si les coefficients diagonaux sont des complexes de module 1, il est clair que D = D = D, donc y est
unitaire. v

Remarque. Nous pouvons maintenant également démontrer la proposition 12 du Chapitre 7 et par
conséquent le théoréme spectral pour les endomorphismes symétriques d’un espace euclidien en
utilisant ce qui précede.

En effet, soit i un endomorphisme symétrique d"un espace euclidien E. Soit A la matrice de i dans
une base orthonormale. Alors ‘A = A. Le polyndme caractéristique ¢ de A est scindé dans C[X]. De
plus, A est hermitienne, donc ses valeurs propres sont réelles, donc c est scindé dans R[X].
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