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I. Le language des catégories et foncteurs

Ce chapitre est une bréve introduction au langage des catégories et des foncteurs, utile
dans toutes les branches des mathématiques. On introduit seulement les notions minimales
pour nos besoins.

A. CATEGORIES

Définition A.1. Une catégorie C est la donnée
1. d'une classe ob(C) d’objets de C;

2. pour tout couple (X,Y') d’objets de C d’un ensemble noté Home (X, Y) dont les éléments
sont appelés morphismes de X dans Y de C (avec la notation f : X — Y pour f €
Hom¢(X,Y));

3. pour tout triplet (X,Y,Z) d’objets de C, d’une application
Hom¢(X,Y) x Home(Y,Z) — Home (X, Z)
(fg)—rgof

appelée composition des morphismes, qui est associative, et telle que pour tout objet X de C,
il existe un élément 1x € Home (X, X), appelé identité de X (noté parfois aussi idx), tel que
VfeHome(X,Y), ona folx = fetVf € Home(Y,X),onalxof =f.

Exemples A.2. (a) Ens : la catégorie des ensembles. Les morphismes sont les applications, la
composition est la composition des applications.

(b) Grp : la catégorie des groupes. Les morphismes sont les morphismes de groupes.

(c) Top : la catégorie des espaces topologiques. Les morphismes sont les applications conti-
nues.

(d) Mod(A), la catégorie des A-modules a gauche, A étant un anneau. Les morphismes sont
les applications linéaires.

(e) Soit G un groupe. On construit une catégorie C(G) de la maniére suivante : ob(C(G)) =
{*} et Hom¢ (%, *) = G. La composition est le produit dans G.

Remarque A.3. On désigne souvent une catégorie par le nom de ses objets. En fait ’essentiel
de lI'information est contenue dans les morphismes (voir le dernier exemple).

| Définition A.4. Une catégorie C est dite petite si ob(C) est un ensemble.

Exemple A.5. Ensn’est pas une petite catégorie.

Définition A.6. Soit C une catégorie. On appelle catégorie opposée de C la catégorie, notée
CP, dont les objets sont les mémes que ceux de C et telle que si X,Y sont des objets de C°?, on a
Homgop (X, Y) = Home (Y, X).



Définition A.7. Soit C une catégorie. Une sous-catégorie C' de C est la donnée d’'une sous-classe
ob(C") de ob(C) d’objets de C’, et pour tous objets X,Y de C' d'un sous-ensemble Home: (X, Y)
de Home (X, Y), tels que

e si X est un objet de C', on a 1x € Home: (X, X);

e si X,Y,Z sont des objets de C' et si f € Home/(X,Y), g € Home/(Y,Z), onago f €
HOI’I’IC/ (X, Z)

Une sous-catégorie C' de C est dite pleine si pour tous objets X,Y de C', on a Home/(X,Y) =
Hom¢ (X, Y)

Une sous-catégorie est elle-méme, pour la composition induite, une catégorie.

Exemples A.8. (a) Soit k un corps commutatif. La catégorie Vects(k) des k-espaces vectoriels

de dimension finie est une sous-catégorie pleine de la catégorie des k-espaces vectoriels
Vect(k) = Mod (k).
(b) Ab, 1a catégorie des groupes abéliens, est une sous-catégorie pleine de Grp.

Définition A.9. Soit C une catégorie et X un objet de C. On dit que X est un objet initial (resp.
objet final) de C si pour tout objet A de C I'ensemble Home (X, A) (resp. Home (A, X)) est réduit
a un élément.

Exemples A.10. (a) Le groupe trivial a un élément est un objet initial et final de Grp.

(b) Z est un objet initial dans Ann, la catégorie des anneaux, alors que 'anneau nul est un
objet final.

(c) Un objet initial (resp. final) de C est un objet final (resp. initial) de C°P.

Définition A.11. Soient C une catégorie et f € Home(X,Y). On dit que f est un
(a) monomorphisme si Vg, h € Home(Z,X), ona

fog=foh=g=h

(b) épimorphisme siVg,h € Home(Y,Z), ona

gof=hof=g=h

(c) isomorphisme s'il existe g§ € Hom¢ (Y, X) tel que fog =1y et go f = 1x.

Exemples A.12. (a) Dans Ens ou Mod(A) : monomorphisme = morphisme injectif, épimor-
phisme = morphisme surjectif, isomorphisme = morphisme bijectif = monomorphisme +
épimorphisme.

(b) Un isomorphisme est un monomorphisme et un épimorphisme. La réciproque n’est pas
vrai : dans Ann, l'inclusion Z C Q est un monomorphisme et un épimorphisme, mais pas
un isomorphisme.

(c) Un objet initial (resp. final) d'une catégorie est, s’il existe, unique a isomorphisme pres.
(En effet : Soient X et Y des objets initiaux d"une catégorie C, et soient f, g les uniques morphismes
respectifs de Hom¢ (X, Y) et Home (Y, X). Alorsona fog = 1y et go f = 1x car Home(Y,Y) et
Hom¢ (X, X) sont réduits a un élément. La preuve pour les objets finaux est identique.)



B. FONCTEURS

Définition B.1. Un foncteur (covariant) F d'une catégorie C vers une catégorie C', F : C — C’,
est la donnée

(a) Pour tout objet X de C d'un objet F(X) de C.

(b) Pour tout couple d’objets (X,Y) de C et tout f € Home(X,Y), dun F(f) €
Home: (F(X), F(Y)) tel que

e pour tout objet X de C,ona F(1x) = 1r(x);

o Vf € Hom¢(X,Y), Vg € Home(Y,Z), ona F(go f) = F(g) o F(f).

Exemples B.2. (a) Le foncteur identité 10 : C — C, X — X, f — f.

(b) Le foncteur oubli Grp — Ens, qui a un groupe associe 1'ensemble sous-jacent.

(c) Le foncteur Ann — Grp qui associe a un anneau le groupe de ses éléments inversibles.
(d) Le foncteur Grp — Ab qui & un groupe G associe son abélianisé G/ |G, G|.

(e) Soit X un objet d'une catégorie C. Alors Hom¢ (X, —) est un foncteur de C dans Ens avec

pour f: Y — Z,
HomC(X/_)(f) = fo - HOl’l’lc(X, Y) — HOI’I’lC(X,Z)
u— fou

Si C = Mod(A), le foncteur Hom 4 (X, —) est un foncteur Mod(A) — Ab.

f)SiF:C — C'etG : C — C” sont des foncteurs, on définit le foncteur composé
GoF :C — C" par Go F(X) = G(F(X)) pour tout objet X de C, et Go F(f) = G(F(f))
pour tout morphisme f de C.

(g) Si X est un espace topologique, on note 719(X) I'ensemble des composantes connexes par
arcs de X. On vérifie sans difficulté que si f : X — Y est une application continue, alors f
induit une application 79(X) — 719(Y). On obtient ainsi un foncteur 7y : Top — Ens.

(h) Pour un anneau A, le foncteur Ens — Mod(A), X — AX) = AX, qui a un ensemble X
associe le A-module libre de base X (AX, étant, formellement, le A-module libre des fonc-
tions a support fini X — A).

Définition B.3. Un foncteur contravariant F d'une catéorie C vers une catégorie C' est un
foncteur covariant F : C — C'op.

Exemple B.4. Soit X un objet d'une catégorie C. Alors Hom¢(—, X) est un foncteur contra-
variant de C dans Ens, avec pour f : Y — Z,

Hom¢(—, X)(f) = — o f : Hom¢(X, Z) — Hom¢ (X, Y)
ur—ruof

Si C = Mod(A), le foncteur Hom 4 (—, X) est un foncteur contravariant Mod(A) — Ab

Le résultat suivant, tres facile, est pourtant un outil important pour montrer que des objets
d’une catégorie ne sont pas isomorphes.
Théoréme B.5. Soient F : C — C’ un foncteur, et X,Y des objets de C. Si X et Y sont

isomorphes, alors F(X) et F(Y) sont isomorphes.
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Preuve. Soient f: X — Yetg:Y — Xtelsque fog=1yetgo f = 1x. Alors 1py) = F(ly) = F(fo
g) =F(f)oF(g)etlyx) = F(lx) = F(go f) = F(g) o F(f), donc F(X) et F(Y) sont isomorphes. v’

Exemple B.6. On retrouve ainsi le fait que si X et Y sont des espaces topologiques homéo-
morphes, alors les ensembles 71p(X) et 7p(Y) sont en bijection. On peut utiliser cela pour
montrer que IR? et R ne sont pas homéomorphes (en enlevant un point a chacun des deux
espaces).

Définition B.7. Soient F,G : C — C’ deux foncteurs. Un morphisme de foncteurs (ou trans-
formation naturelle) de F dans G, ¢ : F — G, est la donnée pour chaque objet X de C d’'un
morphisme ¢px € Home: (F(X), G(X)) tel queVf € Home(X,Y), ona G(f) o px = ¢y o F(f),
c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif

F(X) - 6(x)
lF(f) jcm
F(Y) -2~ 6(y)

Un morphisme de foncteurs ¢ est un isomorphisme si ¢px est un isomorphisme pour tout objet X de

C.

Exemple B.8. Soient X et X' deux objets d'une catégorie C et soit f € Hom¢ (X, X'). Alors f
induit un morphisme de foncteurs f, : Home (X', —) — Hom¢ (X, —) défini par

(f«)y : Home(X',Y) — Home (X, Y)
ur—ruof

Le morphisme de foncteurs f. est un isomorphisme si f est un isomorphisme.

Définition B.9. Deux catégories C et C' sont dites

(a) isomorphes s'il existe des foncteurs F : C — C' et G : C' — C tels que Fo G = 1¢r et
G o F = 1¢. On dit alors que F et G sont des isomorphismes de catégories.

(b) équivalentes s'il existe des foncteurs F : C — C' et G : C' — C et des isomorphismes de
foncteurs F o G =~ 1¢r et Go F o~ 1. On dit alors que F et G sont des équivalences de catégories.
On dit alors que G est un quasi-inverse de F.

Lorsque les foncteurs précédents sont contravariants, on parle d’anti-isomorphisme et
d’anti-équivalence de catégories.

Le théoreme a suivre est tres utile pour montrer qu'un foncteur est une équivalence de
catégories. On a d’abord besoin d"un peu plus de vocabulaire.

Définition B.10. Soit F : C — C' un foncteur. On dit que F est fidéle (resp. plein, resp.
pleinement fidéle) si pour pour tous les objets X,Y de C I'application
Hom¢(X,Y) — Home (F(X), F(Y))
f—E(f)

est injective (resp. surjective, resp. bijective).
On dit que F est essentiellement surjectif si pour tout objet X' de C' il existe un objet X de C
tel que F(X) est isomorphe a X'.




Théoréme B.11. Soient C et C’ des catégories et F : C — C’ un foncteur. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(a) F est une équivalence de catégories.

(b) F est essentiellement surjectif et pleinement fideéle.

Preuve. (1) = (b) Supposons que F est une équivalence de catégories : il existe un foncteur G :
C' — C et des isomorphismes de foncteurs 7 : v — FoGetf: GoF — 1¢. Pour U € (', le
premier ismorphisme U = F(G(U)) assure que F est essentiellement surjectif. Soit f : X — Y un
morphisme de C. Alors le diagramme suivant est commutatif :

Ainsisi F(f1) = F(f2),ona
fi =0y oGF(f1) 00" =6y o GF(f2) 005" = fu

est F est fidele. De méme on montre que G est fidele en utilsant . Soit ¢ : F(X) — F(Y) un
morphisme de C'. Alors g = F(f) pour f := 6y o G(g) o 05". En effet

Oy o GE(f) 005! = f =0y 0 G(g) 0 0y

etainsi GF(f) = G(g), d’ott g = F(f) puisque G est fideéle. Ainsi F est pleinement fidele.

(b) = (a) Supposons F pleinement surjectif et essentiellement fidele. Pour chaque objet W de C’,
choisissons un objet G(W) de C et un isomorphisme 7y : W = F(G(W)). Pour g : W — W/ un
morphisme de C’, considérons

Hwrogo 11;\/1 : FG(W) — FG(W')
Le foncteur F étant pleinement fidele, il existe un unique morphisme G(g) : G(W) — G(W’) tel que
F(G(g)) = nw o gony' : FG(W) — FG(W')

Vérifions que G est un foncteur. Ona G(1w) = 1gw) car F(G(1w)) = nw o N = Lrgw) = F(lgw)-
Soient g: W — W' eth: W — Z. Alors

F(G(hog)) =nzohogony' =nzohony onw ogon,
=F(G(h)) o F(G(g)) = F(G(h) o G(g))

ce qui donne G(ho g) = G(h) o G(g) par fidélité de F. Ainsi G est un foncteur et par construction 7 :
1¢r — F o G est un isomorphisme de foncteurs. Pour un objet X de C, on définit 0x : G(F(X)) — X
comme 1'unique morphisme tel que F(0x) = q;(lx) (F est pleinement fidele). Les 6x sont des isomor-
phismes car F est fidele. Si f : X — Y est un morphisme de C, pour montrer que f o fx = 6y o GF(f),
il suffit, par fidélité de F, de voir que F(f) o, (1X) =g, (1y) o FGF(f), ce qui est vrai par construction
de 7 et G. v

Exemple B.12. Soit C la sous-catégorie pleine de Vects(k) dont les objets sont les espaces

vectoriels k", n € N (k0 est par convention 1’espace vectoriel nul). Le foncteur inclusion
C C Vectg(k) est une équivalence de catégories.



Définition B.13. Une catégorie est dite essentiellement petite si elle est équivalente a une petite
catégorie.
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II. Complexes, homologie, cohomologie

Dans ce chapitre on introduit les objets de base de I’algébre homologique. Pour des usages
futurs dans diverses situations (topologie et algébre), les concepts et résultats généraux sont
présentés ici, mais manquent probablement d’exemples concrets pour les illustrer.

A. SUITES EXACTES DE MODULES

On présente, dans ce court paragraphe la notion de suite exacte de modules. Dans la suite
A est un anneau.

Définition A.1. Soient f : M — N et g : N — P des morphismes de A-modules. La suite

MLNSDP

est dite exacte en N si Ker(g) = Im(f). Une suite de morphismes de A-modules

My — My — My = -+ = M, = M,

est dite exacte si elle est exacte en My, ..., M,,.

Par exemple :
1. Lasuite0 - M i> N est exacte (en M) si et seulement si f est injective.

2. La suite M i> N — 0 est exacte (en N) si et seulement si f est surjective.

3. Lasuite 0 - M L NS P 0 est exacte si et seulement si f est injective, g est

surjective et Ker(g) = Im(f).

Le résultat suivant, qui ne sera pas utilisé dans la suite, est un bon exercice pour travailler
les suites exactes et les diagrammes commutatifs.

Lemme A.2. (Le lemme des cing) Considérons le diagramme commutatif a lignes exactes
de morphismes de A-modules suivant :

M, fi M, f2 M f3 M, fa Ms

I

Ny Np N3 Ny N5

81 &2 83 84

1. Supposons ¢; surjective, ¢, injective, ¢4 injective. Alors ¢3 est injective.
2. Supposons ¢, surjective, ¢4 surjective et ¢5 injective. Alors ¢3 est surjective

3. Si ¢y et ¢4 sont des isomorphismes, ¢; est surjective et ¢s5 est injective, alors ¢3 est un
isomorphisme.
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Preuve. 1. Soit x3 € Mj3 tel que ¢3(x3) = 0. Alors gaps(x3) = 0 = Pafz(x3). ¢a est injective donc
fa(x3) = 0, et par exactitude en Mj il existe x, € M, tel que x3 = fo(x2). Ona 0 = ¢3(x3) =
$3f2(x2) = ga¢2(x2), donc par exactitude en N, il existe y; € Nj tel que ¢a(x2) = g1(y1). Il existe, par
surjectivité de ¢1, x1 € M tel que y1 = ¢1(x1), et alors g1(y1) = g1¢1(x1) = ¢2f1(x1) = ¢2(x2). Par
injectivité de ¢ on a f1(x1) = xp, donc x3 = f2(x2) = f2f1(x1) = 0. Donc ¢3 est injective.

2. Soit y3 € Nj. Par surjectivité de ¢4, il existe x4 € My tel que ¢a(xs) = g3(y3) et on a gaa(xg) =
0 = ¢5fa(x4). Par injectivité de ¢s, on a f4(xs) = 0, et par exactitude en My il existe x3 € Mj tel
que f3(x3) = x4. Alors g3(y3) = ¢pa(xa) = Pafs(x3) = g3¢3(x3). Donc par exactitude en Nj, il existe
Y2 € Ny tel que y3 — ¢p3(x3) = g2(1y2). Comme ¢, est surjective il existe x, € M, tel que y2 = ¢a(x2),
d'ottyz — ¢3(x3) = Qp2(x2) = P3fa(x2), et y3 = ¢3(x3 + f2(x2)). ¢3 est donc surjective. La troisieme
assertion est la combinaison des deux premieres. v

B. COMPLEXES

On introduit maintenant les objets de base de ’algebre homologique.

Définition B.1. Un A-module Z-gradué est une suite M, = (My,)nez de A-modules. Si M, =
(My)nez et N« = (Nu)nez sont des A-modules Z-gradués, un morphisme de A-modules Z-
gradués M, — N est une suite d’applications A-linéaires f, : M, — Ny, n € Z. La catégorie
obtenue, notée Modz (A), est appelée la catégorie des A-modules Z-gradués.

Remarque B.2. La donnée d'un A-module Z-gradué est équivalente a la donnée d'un A-
module M muni d"une décomposition en somme directe M = @,,czM;, ou les M,, sont des
sous-A-modules de M.

Définition B.3. Soit k € Z. Soient My, = (My)nez et N« = (Ny)yez des A-modules Z-
gradués. Une application linéaire de degré k de M, dans N est une suite d’applications A-linéaires
fn . Mn — Nn+k, ne Z.

Un morphisme de A-modules Z-gradués est donc une application linéaire de degré 0.

Définition B.4. Un complexe de chaines (ou simplement complexe) de A-modules est un couple
C = (Cy,dy) oit Cy est un A-module Z-gradué et d, : C, — C, est une application linéaire de
degré —1, appelée différentielle telle que pour tout n € Z, on a d, od,y; = 0 (c’est-a-dire
Im(d,+1) C Ker(dy)).

d
LNy G

A2 dpt1
C:"'Cn+2 > Cn+1 )Cn

Définition B.5. Soit C = (Cs, d.) un complexe de A-modules. On pose, pour tout n € Z,

e Z,(C) = Ker(d,) C Cy (n-cycles),

e B,(C) =Im(d, 1) C Cy, (n-bords)

e H,(C) = Z,(C)/By(C). Hy(C) est appelé le n-iéme A-module d’homologie de C (le n-
ieme groupe d"homologie quand A = Z.).

L’homologie d'un complexe mesure donc le défaut d’exactitude de la suite de modules
sous-jacente.
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Exemple B.6. Soient f : M — N etg : N — P des morphismes de A-modules tels que
go f =0.Alors

oML NZBPO.-

est un complexe, en posant M, = 0sin < Ooun > 2, My = P, M; = N, My = M, et
dy =0sin>2oun<0,d =g dy = f.Sionnote C ce complexe, on a Hy(C) = P/Im(g),
H1(C) = Ker(g)/ Im(f), H,(C) = Ker(f), et H,(C) =0sin #0,1,2.

Exemple B.7. Soient C = (C,,d) et D = (D.,d") deux complexes. Leur somme directe
C @ D est le complexe dont le module Z-gradué est C. © Dy, = (Ch @ Dy)pez et donc la
différentielle est dS ©dY : C, @ Dy, — C_1 ® Dy_1, (x,y) = (d$(x),dR (y) pour tout n € Z.
On a alors H,(C ® D) ~ H,(C) & H, (D) pour tout n.

Définition B.8. Soient C = (C,,d%) et D = (D,,dP) deux complexes. Un morphisme de
complexes f : C — D est une application linéaire de degré 0 qui commute aux différentielles :

fn

Cn Dy,

o e
fn-
Cn—l —1>' Dn—l

On obtient ainsi la catégorie des complexes de A-modules, notée Comp(A). La preuve du
résultat suivant est un exercice facile.

Proposition B.9. Soit f : C — D un morphisme de complexes. Alors pour tout n on a
fn(Z4(C)) C Zy(D) et f,(By(C)) C By(D), et f induit un morphisme de A-modules

Hy(f) : Hy(C) — Hy(D)
[e] — [fu(c)]

De plus Hy, : Comp(A) — Mod(A) est un foncteur.

On a aussi une version “montante” des complexes, ot la différentielle est de degré +1.

Définition B.10. Un complexe de cochaines (ou simplement complexe) de A-modules est un
couple C = (Cx, dy) oit Cy est un A-module Z-gradué et d,. : C. — C, est une application linéaire
de degré +1 telle que pour tout n € Z,ona dy,1 od, = 0 (c’est-a-dire Im(d,) C Ker(d,;+1)).

d,— d d
C: - Chg =5 Cn B Cpp1 =5 Cgn - - -

Définition B.11. Soit C = (C,, d.) un complexe de cochaines de A-modules. On pose, pour tout
ne4z,
e Z"(C) = Ker(d,) C Cy (n-cocycles),
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e B"(C) =Im(d,_1) C C, (n-cobords)
e H"(C) = Z"(C)/B"(C). H"(C) est appelé le n-ieme A-module de cohomologie de C (le
n-ieme groupe de cohomologie quand A = Z.).

Remarque B.12. Soit C = (Cy,d,) un complexe de cochaines de A-modules. Pour n € Z,
posons C, = C_, etdS = dC, : Cl, — C'_,. Alors C' = (C.,d"") est un complexe de
chaines, etona H"(C) = H_,(C').

C. LONGUE SUITE EXACTE D’HOMOLOGIE

On introduit maintenant un outil clé pour faires decalculs d’homologie : la longue suite
exacte d’homologie.

Définition C.1. Une suite de morphisme de complexes

cLp&E

est dite exacte si pour tout n € Z, la suite

c, LD, 5 E,

est exacte.

Proposition C.2. Soit

chpdeEo

une suite exacte de complexes. Alors pour tout n € Z la suite suivante est exacte

Hau(f)

Ha(C) 22, H, (D) 2, H,(E)

Preuve. Ona H,(g) o H,(f) = Hu(g o f) = 0. Réciproquement, soit x € Z, (D) tel que H,(g)([x]) =
0 = [gn(x)]. On a donc g, (x) € By(E) :il existe y € Ey41 tel que g,(x) = d%,, (y). Par surjectivité de
Qn+1 il existe z € Dy 11 tel que y = g,11(z), et donc

gn(x) = i1 (y) = dig 1 (8n41(2)) = gn(dr1(2))

et x —d? ,(z) € Ker(g,) = Im(fy). Il existe donc ¢ € C, tel que x —dZ, (z) = fu(c). On a
fu1(dS(c)) = dB(fulc)) = dD(x —dl,,(z)) = d5(x) —dD(dY ,(z)) = 0, donc par injectivité de
fa1onadS(c) =0,etc € Z,(C). Ainsi [x] = [fu(c)] = Ha(f)([c])- v
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Théoreme C.3. (Longue suite exacte d’homologie) Soit

f

O—>C—>D§>E—>O

une suite exacte de complexes. Il existe pour tout n € Z, un morphisme de A-modules
Vyu : Hy(E) = H,—1(C)
appelé morphisme de connection, telle que la suite suivante soit exacte :

HV! (f) vn

(D) 2 b, 8) I B, ,(c) 2

- Hy(C) H,_1(D)- -

Preuve. On a déja établi I'exactitude en H, (D), et il faut construire V. Soit z € Z,(E). On commence
par associer & z un élément x € Z,_1(C).

8n+1

Dy+1 —Eyt1—>0
o, Ldsﬂ
0 c,—2 D, —* - E, 0
ldg a» Ld
0—>Cy1 25Dy 2 Ey ——0
lds] o,

0 Cn—Z DI’!—Z

Soity € D, tel que g,(y) = z.Onadk(z) =0 = dk(g.(v)) = gu-1(d2(y)). Il existe donc un unique
x € Gy tel que fu1(x) = d;)(y). Ona fyo(dy_1(x)) = d; 1 (fu-1(x)) = di_1(d)(y)) = 0. Par
injectivité de f,_p onadS ,(x) = 0etdoncx € Z,_1(C).

Montrons que [x], la classe de cohomologie de x, est indépendante du choix de y. Soit y’ € D,
tel que ¢,(y') = z = gu(y). Alors y — iy € Ker(gy) : il existe a € C, tel que y —y' = f,(a). Soit
X € Cyy tel que fu 1(¥) = d2(y'). Ona fu1(x—+) = d2(y — y/) = dL(ful(@)) = fu1(dS(a)),

d’ott x — x' = d$(a) et [x] = [x]. On a donc construit une application
z— [x], avec fy_1(x) = d; (y) et gu(y) =z

qui est clairement A-linéaire. Soit z € B, (E), c’est-a-dire z = d%_,(c) pour ¢ € E,11. Soit b € Dy 41
tel que gu41(b) = ¢. Ona g,(dl, (b)) = d%.(gu+1(P)) = z. On a donc a,(z) = [x], pour x tel que
fuo1(x) =d2(dP (b)) =0, d’ot s (z) = 0. Ainsi &, induit un morphisme de A-modules

[2] — [x], avec fu—1(x) = dy, (y) et gu(y) =z

Montrons 1’exactitude en H, (E). Soit r € Z,(D).On a V,, 0 H,()([r]) = V.([gx(r)]) = [x] pour
x € Cp1 tel que fu_1(x) = d (y) et gu(y) = gu(r), d'olt fy_1(x) = d;(r) = 0, et V0 Hu(g)([r]) =
Réciproquement, soit z € Z,(E) tel que Vn([ ]) =0 = [x],oux € Z, 1(C) vérifie f,_1(x) = d2(y)
etz = gu(y) (y € Dy). ll existe donc ¢ € Cy tel que x = d$(c), etona f, 1(x) = f,_1(d5(c)) =

d;) (fu(c)) = d(y), dotty — fu(c) € Zy(D), avec z = gu(y — fu(c)). Ainsi [z] = Ha(g)([y — fu(c)])
pour y — fu(c) € Z,(D), et [z] € Im(V},).

Il reste a montrer 1'exactitude en H,_1(C). Soit z € Z,(E). On a H,_1(f)(Vu([z])) = [fu-1(x)]
pour x € C,_1 vérifiant f, 1(x) = d2(y),z = gu(y), y € D,. Ainsi H,_1(f)(V.([z])) = [d2(y)] = 0.
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Réciproquement, soit ¢ € Z,,_1(C) tel que H,_1(f)([c]) = 0 = [fn 1( )] Il existe donc r € D, tel
que d;)(r) = fu-1(c). Soit z = gu(r) € Ey. Onady(z) = d;;(gn ) ~1(dR (1) = gn-1(fa-1(c)) =
0,d’otiz € Z,(E), et par construction on a [c] = Vn([ D). v

Théoréme C.4. (Fonctorialité de la longue suite exacte d’homologie) Soit

o—-c-t.p- 8. g .0

Pl

0 C/ D S F 0

un diagramme commutatif de morphismes de complexes, a lignes exactes. Alors pour tout
n € Z,le diagramme suivant est commutatif

Vi

Hn(E) - n—l(C)
anon lHnmp)
Hy(E') —% H,_1(C))

Preuve. Soit z € Z,(E). On a V,([z] [x] pour x € Z, 1(C) tel que f, 1(x) = d2(y), y € D,

[z]) =
satisfaisant g, (y) = z. Ona Hy—1(¢)(Va([z])) = [¢n-1(x )] ,
Par ailleurs V,,(H, (;7)([ ])) V,)Z([T] n(2)]) =[] oux’ € Z,_1(C') vérifie f, _,(x') = dy (y') pour

tout y’ € Dj, vérifiant g/, (y Nn(z).Onan,(z) = 1.(gn(y)) = g, (Pu(y)), ainsi
faa () = d;’f/(lﬁn(y)) = Pu1(d;} (1) = Pu1(fu1(x)) = fr1 (@1 (x))
done x" = ¢y 1(x), et Hy1(¢)(Va([2])) = [¢n1(x)] = [x] = Vi (Ha (1) ([2]). v

D. HOMOTOPIES

Définition D.1. Soient C = (C,,d®) et D = (D, dP) deux complexes et soient f,g : C — D
des morphismes de complexes. Une homotopie de f a g est une application linéaire de degré +1
h:Ci— D, tellequeVn € Z,ona d1?+1 ohy, +h,_q od,g =g9n— fu

C
dn+1 dc

C1 - Cy —2-C, g

2wl

Dy 11 D Dy, 5 Dy 1
n+1 dﬂ

On dit que f et g sont homotopes s’il existe une homotopie de f a g.

La notion et la terminologie sont bien stir inspirées de la notion correspondante pour les
applications continues en topologie. Le résultat suivant est souvent utile.
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Théoréme D.2. Soient C = (C,,d®) et D = (D.,d") deux complexes et soient f,g : C —
D des morphismes de complexes. Si f et ¢ sont homotopes, alors pour tout n € Z on a

Hy(f) = Hn(g)-

Preuve. Soit h une homotopie de f a g. Soit x €
hua (d; (x)) = diy 1 (hu(x)), done Hy (f)([x]) = [fu(x)

Corollaire D.3. Soit C = (C,,d®) tel que idc soit homotope a zéro. Alors Vn on a H,(C) =

{0}.
La preuve du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition D.4. Soient C = (C,,d%),D = (D,,dP),E = (E,d?) des complexes.

1. La relation ”étre homotope” est une relation d’équivalence sur 1'ensemble des mor-
phismes de complexes de C dans D.

2. Si f,g: C — D sont des morphismes de complexes homotopes et si u,v : D — E sont
des morphismes de complexes homotopes, alors u o f et v o ¢ sont homotopes.

E. COMPLEXES PRE-SIMPLICIAUX

On termine le chapitre par une méthode tres utile pour construire des complexes. La en-
core c’est une construction inspirée de la topologie.

Définition E.1. Soit C une catégorie. Un objet pré-cosimplicial dans C est une famille (X,,) neN
d’objets de C munis de morphismes, appelés cofaces,

on

F i Xp— Xy,n2>1, 0<i<n

satisfaisant 5}1“ 0ol = 51’“1 o (5]“_1, VO<i<j<n+1
Un objet pré-simplicial dans C est un objet pré-cosimplicial dans C°P, c’est-a-dire une famille
(Xn)nen d'objets de C munis de morphismes, appelés faces,

al Xy — Xy, n>1, 0<i<n

satisfaisant di' o d?“ = d;ﬂl o d?“, VO<i<j<n+1

Remarque E.2. Soit (X,),en un objet pré-cosimplicial dans C, dont les faces sont notées
o : X1 — Xy. Soit F : C — D un foncteur contravariant. Alors (F(X;))nen est un objet
pré-simplicial dans D, avec cofaces F(d") : F(X;) — F(X,—1).
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Définition E.3. Soit n € IN. Le n-simplexe standard est 'ensemble

n
A" ={(to,...,tn) ER"™ | Y 1, =10<t <1} CR"!
i=0

que I'on munit de la topologie induite de celle de R"*+1

Le résultat suivant motive la terminologie “simplicial”. La preuve est une vérification
immédiate.

Définition-Proposition E.4. Pour n € N et 0 < i < n, soit

S AT — AT
(tO/-"rtn—l) — (to,...,ti,l,O,ti,. . -rtn—l)

Alors muni de ces applications cofaces, (A"),cN est un objet pré-cosimplicial dans Top.

La construction suivante, fondamentale, est la source de beaucoup de complexes rencon-
trés en pratique.

Définition-Proposition E.5. Soit (My),cN un A-module pré-simplicial dont les faces sont no-
téesd! : My — M,_1 (n > 1,0 < i < n). Posons, pourn > 1,

n
Z : My — M,_q

On a, pour tout n > 2, d,_1 09, = 0. Donc si on pose M, = 0sin < 0etd, =0sin <0,on
obtient un complexe

an72

3,
Y NG Y e N S N Ny VAN Y BN AN

appelé le complexe pré-simplicial associé au A-module pré-simplicial (M ),cN-

Preuve. Soitn > 2.0On a
n=1 n o n=1 n
n 108 22(—1)1+]d?_10d7 = 22141-]-
i=0 j=0 i=0 j=0
olt on a posé, pour (i,j) € [0,n —1] x [0,n], u; = (—=1)Hd!to d?. Il s'agit de vérifier que pour
(i,j) € [0,n —1] x [0,n], il existe (', ') € [0,n — 1] x [0,n] tel que u;; = —u;j.
Soit donc (i,) € [0,n — 1] x [0, n]. Supposons i < j (alors (i,j) € [0,n] x [1,n]).On a
wj = (=1)Hdi o df = (—1)f+fd7:11 od! = —(—1)i+f*1d7j11 odf = —uj_1;
et donc on peut prendre (i’,j') = (j — 1, 1) [0,n—1] x [0,n —1].

Supposons i > j (alors (i,j) € [0,n —1] x [0,n — 1]). Le calcul précédent donne w1 = —uj, et
donc on peut prendre (7',j") = (j, i+ 1). v
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II1. Homologie singulieére

On introduit dans ce chapitre ’homologie singuliére des espaces topologiques. Elle est
basée sur une idée assez simple (comment plonger ou pas des simplexes dans un espaces
topologique), mais la machinerie algébrique pour formaliser 1'idée est en fait trés astucieuse.
L’application que nous avons en vue est une preuve du théoréme d’invariance du domaine.

A. DEFINITION DE L'HOMOLOGIE SINGULIERE

Rappelons que pour n € IN, le n-simplexe standard est 'espace topologique

n
A" ={(ty,...,ta) ER"™ | Y t;=1,0<t; <1} cR""!
i=0

I1 est muni d’application cofaces
SN ATL S AT (n>1,0<i<n)
(to, .-, ty1) —> (fo, .-, tii1,0,ti, .oty 1)

qui en font un objet pré-cosimplicial (A"),en dans Top.

Définition A.1. Soit X est un espace topologique. Un n-simplexe singulier dans X est une
application continue o : A" — X, c’est-a-dire un élément de C(A", X)

Pour un espace topologique X, notons C(—, X) le foncteur contravariant Top — Ens, Y —
C(Y, X).

En appliquant ce foncteur C(—, X) a 'espace topologique pré-cosimplicial (A,)
obtient un ensemble pré-simplicial

ne]N/ on

(C(A", X))nen
dont les cofaces sont données par
dl: C(A",X) — C(A"1,X),n>1,0<i<n
o — 008", (to,... ty—1) = 0(to, - tii1, 0, b1, t1)
En appliquant maintenant le foncteur
Ens — Ab

E—— ZE =27
on obtient un groupe abélien pré-simplicial,

(ZC(A", X))nen

Notons, pour tout n € Z, S,,(X) = ZC(A", X). On notera So(X) le complexe associé par la
proposition E.5 au groupe abélien pré-simplicial (S,(X)),en. Pour n > 1, la différentielle
est donnée par
n .
C(A",X)s0+— ) (—1)cod}!
i=0
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Sif: X — Y est une application continue, elle induit pour tout # un morphisme de groupes

Sn(f) : Sn(X) — Su(Y)
C(A",X)>0+— foo

On vérifie sans difficulté que cette construction définit un foncteur

Se : Top — Comp(Z)

Définition A.2. Soit X un espace topologique et n € IN. Le n-éme groupe d’homologie singu-
liere de X, noté H, (X), est le n-eme groupe d’homologie du complexe So(X) :

Hy(X) = Hu(Se(X))

Proposition A.3. Pour tout n € IN, '’homologie singuliére définit un foncteur
H, : Top — Ab

qui est la composée des foncteurs

Top LIN Comp(Z) M, Ab

Preuve. Si f : X — Y est une application continue, on pose H,(f) = H,(Se(f)). Il est clair que cela
définit un foncteur, composé des deux foncteurs indiqués. v

Corollaire A.4. Si X et Y sont des espaces topologiques homéomorphes, alors pour tout
n € N, les groupe H, (X) et H,(Y') sont isomorphes.

B. PREMIERS CALCULS

On présente quelques calculs immédiats dans ce paragraphe.

B.1. Ho(X)

Proposition B.1. Pour tout espace topologique X, on a Hy(X) ~ Zy(X).

Preuve. On a, par définition
Ho(X) = So(X)/(91(51(X))

On a une bijection

C(A%, X) = X
o o(1)
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qui s’étend en un isomorphisme de groupes
e:50(X) ~2ZX

Soit g : X — mp(X) la surjection canonique qui associe a x € X sa composante connexe par arcs C(x).
On prolonge g en une application linéaire g : ZX — Zm(X), et on considere 'application linéaire

goe:So(X) = Zmo(X)
Pour o € C(A!,X),onadi(0) =0cod} —oodl € So(X),dotre(d1(0)) = 0(0,1) — o (1,0) et
qoe(di()) = C(e(0,1)) = C(e(1,0))

L'application v : [0,1] — X, t — o(t,1 —t) est une chemin continu de ¢(0,1) a ¢(1,0), d’ou
C(c(0,1)) = C(0(1,0)) et g o e s"annule sur 01 (S1(X)), induisant ainsi un morphisme de groupes

D HQ(X) — ZTCQ(X)
o] — C(e(1))

Pour un composante connexe par arcs C, choisissons xc € C et soit oc € C(AY, X) défini par o¢(1) =
xc. Ceci définit une application 779(X) — So(X), C — xc, que I'on prolonge en un morphisme de
groupes Zmy(X) — So(X), qui composé avec la surjection canonique, produit un morphisme de
groupes

Y Z?T()(X) — H()(X)
Cr— [oc]

Vérifions que ® et ¥ sont des isomorphismes réciproques. Pour C € 7my(X), on a ®o ¥(C) =
C(oc(1)) = C(xc) = C,d’ou @ o ¥ = id. Pour ¢ € C(A?, X), soit y = Xc(y(1))- Soit ¥ un chemin
continu de o(1) ay, et T € C(A!, X) défini par 7(t,1 —t) = y(t).Ona

0= [01(7)] = [t o &) — [T 081] = [0] = [oc(ray] = [0] = ¥ o @([0])

On en déduit que ¥ o ® = id. v

B.2. Homologie d"un point

Proposition B.2. Soit * 'espace topologique a un point. On a

Z sin=20
H, (%) ~
n(*) {o sin>0

Preuve. Pour tout n, C(A", x) est réduit a un élément, noté o, et donc S, (X) = Zo,. On voit facile-
ment que 9, (0;,) = 0 si n impair et 9,,(0;,) = 0,,—1 si n est pair. Le complexe S, (*) est donc

0 o~ 0
coo = Loy — Loy — Loy — Loy — 0

et le calcul de son homologie est immédiat. v
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B.3. Composantes connexes

On montre maintenant que 1’homologie d"un espace topologique est déterminée par I'ho-
mologie de ses composantes connexes par arcs.

Proposition B.3. Soit X un espace topologique et soient { X, },c 4 ses composantes connexes
par arcs. Pour tout n € IN, on a un isomorphisme de groupes

P Hu(Xa) ~ Hu(X)

aeA

Preuve. Pour chaque 1, on a une bijection

[ c(a", X) =~ C(a",X)

xEA

car I'image par une application continue d’un connexe par arcs est contenu dans une composante
connexe par arcs. On a donc pour tout n un isomorphisme de groupe

P Su(Xe) = P ZC(A", Xo) 2 Z (]_[ C(A”,Xa)> ~ ZC(A",X) = S,(X)

nEA nEA nEA

et on obtient un isomorphisme de complexes

P Se(Xa) ~ Se(X)

nEA

induisant les isomorphismes annoncés entre groupes d’homologie. v

C. HOMOLOGIE ET HOMOTOPIE

On étudie dans ce paragraphe le lien entre homologie et homotopie. On commence par
quelques rappels sur '’homotopie.

C.1. Homotopie

Définition C.1. Soient X, Y des espaces topologiques et f,g : X — Y des applications continues.
Une homotopie de f a g est une application continue

H:Xx[0,1 —Y

telle que H(—,0) = fet H(—,1) = g. Ondit que f et g sont homotopes s'il existe une homotopie
defag.

Exemple C.2. Soit f,g : X — D deux applications continues, ot D est une partie convexe de
R". Alors f et g sont homotopes, via ’homotopie

H:Xx[0,1]] — D
(x, 1) — (1= 1) f(x) + tg(x)
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On consultera un texte sur ’homotopie pour la preuve des résultats suivants.

Proposition C.3. Soient X, Y, Z des espaces topologiques.

1. La relation “étre homotope” est une relation d’équivalence sur 'ensemble des applica-
tions continues de X dans Y.

2. Si fo, f1 : X — Y, sont des applications continues homotopes et si gp, g1 : Y — Z sont
des applications continues homotopes, alors gg o fy et gp 0 g1 sont homotopes.

Définition C.4. Soient X,Y des espaces topologiques et f : X — Y une application continue. On
dit que f est une équivalence d’homotopie s'il existe g : Y — X continue telle que f o g soit
homotope a idy et g o f soit homotope a idx.

On dit que X et Y ont méme type d’homotopie s’il existe une équivalence d"homotopie entre X
etY.

On dit qu'un espace topologique est contractile sil a le méme type d"homotopie qu’un point

Exemples C.5. 1. Deux espaces topologiques homéomorphes ont méme type d’homoto-

pie.

2. Si D C R" est une partie convexe non vide, alors D a méme type d’homotopie qu'un
point. En effet si xg € D, ’application constante f : D — {x(} et 'injection {xo} — D
sont des équivalences inverses. Ainsi D est contractile (en particulier R” est contrac-
tile).

3. Les espaces R" \ {0} et S"~! ont le méme type d’homotopie. En effet soient f : S"~1 —
R"\ {0} I'injection canonique et ¢ : R"\ {0} — §" 1, x ﬁ Alors g o f est]’identité
de S"~1, et f o g est homotope a I'identité de R" \ {0} via 'application

R"\ {0} x [0,1] - R"\ {0}

(x, 1) s (1—t)ﬁ+tx

Exercice C.6. Montrer qu’un espace topologique X est contractile si et seulement si 1’appli-
cation idx esthomotope a une application constante X — X. Montrer que si X est contractile,
deux applications continues f : X — Z (Z espace topologique quelconque) sont homo-
topes.

C.2. Homologie d’un espace contractile

On veut montrer le résultat suivant.

Proposition C.7. Soit X un espace topologique contractile. Alors H,(X) = {0} pour tout
n > 0.

On utilisera le lemme (bien connu) suivant.
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Lemme C.8. Soient X, Y, Z des espaces topologiques et q : X — Y, h : X — Z des ap-
plications continues avec g surjective. On suppose que les deux conditions suivantes sont
réalisées.

1. Vx,x" € X, q(x) = gq(x') = h(x) = h(x'),

2. X etY sont compacts.

Alors il existe une unique application continue g : Y — Z telle que go g = h.

Preuve de la proposition. Soit xg € X, et soit 0y € C(A?, X) telle que 0p(1) = xo. Pour tout n soit
€n 1 Su(X) — S,(X) le morphisme de groupes défini par ¢, = 0sin # 0 et ¢(c) = 0y pour tout
o € C(AY X). On définit ainsi un morphisme de complexes

e= (en) : So(X) — Su(X)

Soit maintenant & : X x [0,1] — X une homotopie entre I'identité de X et 'application constante
x — xp. On va associer a I une homotopie s entre ¢ et I'identité de So(X). On en déduira donc
(Théoreme D.2 page 17) que idy, (x) = Hn(idx) = Hy(e) = 0sin > 0, d’oti le résultat.

Considérons l’application continue

gn s A" [0,1] — A"
((uos s pin—r) #) — (&, (1 = o, -, (1= H)pn-1)
qn est surjective car
(1,0,...,0) =q4(0,...,1,1) et

t1 ty

s ") sitg £ 1
T 1oy ) sit 7

(to, -+, tn) = qu(

Si ¢ € C(A"1,X), on montre facilement en utilisant le lemme qu'il existe une unique application
continue s,,_1(0) : A" — X telle que

Sn,1(0) ofp = ho (0’ X id[O,l])
On a donc
h(O'(O,...,l),l)ZXQ SitQ:1
Wo(fy, . 12) f) sito # 1

En prolongeant linéairement & S,_1(X), on obtient une application linéaire s,_1 : S,_1(X) —
$u(X). Montrons que s = (s;) est bien I'homotopie annoncée entre idg, (x) et e. (bien stir on pose
s, = 0sin < 0). On doit donc montrer que pour toutn > 0ona

Snfl(o')(to,...,tn) = {

an+1 0S8y +8;-10 an = idsn(x) — &y

Pour n = 0 cela revient a
81 0S5y = ing(X) — &

Pour o € C(AY, X),on a
so(0) 095(1) = s0(c)(0,1) = h(c(1),0) = (1) et so(c)0ai(1) = so(0)(1,1) = h(c(0),1) = xo

d’ou
d1(s0(0)) = so(0) 0 9g — s0(0) 09} = 0 — 0 = (idg,(x) — €0)(0)

et on a donc le résultat pour n = 0.
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Supposons maintenantn > 1, etsoit1 <i < n+1.Soitc € C(A",X).Ona

Sn(O') O(S?Jrl(to,...,tn) = ( )(to, . i 1,0 t,‘, . )
_ (0’( .. ’1 ,1 fo ”to),to) sitg # 1
h(O’( ),1) = X0 Sit():l
h(0'05n ( . tir’) to) si tg 751
Sp_1(cod™ N(to,... t I=to7 """ 7 1=to /7
n-1(70051) (b n) = {h(a( ,0), 1) sitg=1
h(a(1 7o , T2 o - =) to) sitg#1
h(o(0, ) )—xo sitg=1
Ainsipourn > 1,et1 <i<n+1,0nas,(0)od ™ =s,_1(cod!)et
n+1
(0410 8y + Sy—1 0 09p) = Z 5”“—1—2 1)/s,_1 00(5”)
i=0
n+1 n+1

=Y (—1)su(0) 0 8" + Y (=1) s, 1 (008 4)
0 i=1
= s, () o 65!

Par ailleurs

sn(0) 008 (to, .. tn) = $u(0)(0, (to, .. 1)) = h(o(to, ..., tn),0) = o(to, ..., tn)

et donc s, () 0 8*F! = ¢, ce qui termine la preuve. v
0 q p

Corollaire C.9. Si D est une partie convexe de R", alors H,(D) = {0} pour tout p > 0.

C.3. Invariance homotopique de 1’homologie

Le but du paragraphe est de montrer le résultat suivant.

Théoréme C.10. Soient X, Y des espaces topologiques et f, ¢ des applications continues. Si
f et g sont homotopes, alors pour tout n > 0 on a H,(f) = Hu(g).

La démonstration sera une conséquence directe du résultat technique suivant.

Lemme C.11. Soit X un espace topologique. Pour tout t € [0, 1], notons

7% X — X x[0,1]
x — (x,t)

qui induit un morphisme de complexes
Se(1%) : Se(X) — So(X x [0,1])

Alors il existe une homotopie de Se(17%) & Se(17%).
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Preuve du théoréme. Par hypothese il existe i : X x [0,1] — Y continue telle que

f=hony et g=hony

Pour n > 0 on a dong, en utilisant le lemme et le théoreme D.2 page 17,

Hﬂ(f) = Hn(h © 779() = Hn(h) © Hn(ﬂ?() = Hn<h> © HH(S‘<77())())
= Hyu(h) o HH(S-(U§()) = Hy(h) o Hn(W%() = Hy(ho ’7%{) = Hy(g)

Il reste donc a démontrer le lemme. v

Remarque C.12. En fait, en utilisant la proposition D.4 page 17, on voit que 1'on a en fait
montré que si f et ¢ sont homotopes, alors les morphismes de complexes So(f) et S¢(g) sont
homotopes.

Preuve du lemme. On va construire pour tout n > 0 et tout espace topologique X, un morphisme de
groupes
X 1 8,(X) — Sp1(X x [0,1])

tel que
(Kn) 91085 455100 = Su(n7k) — Su(n%) : Su(X) = Su(X x [0,1])

et pour toute application continue f : X — Y

(Fu)  Susa(f xidpg) o 53 = s 0 Su(f)

On va construire sX par récurrence sur n > 0.

On commence en n = 0. Pour ¢ € C(A% X), soit s{(0) € C(Al, X) défini par s5(0)(to, t1) =
(0(1), t1). En prolongeant linéairement, on obtient un morphisme de groupe s : So(X) — S1(X x
[0,1]). On doit montrer que

d1osy = So(i1x) — So(nX)

(évidemment on pose sX = 0 pour n < 0). Pour o € C(A% X), on a
91(s' (7)) = s (¢) 0 &g — 55 () 0 81

56 () 06p(1) = 55 () (0,1) = (0(1),1) = yx 0 (1) = So(17) (1)
et
56 () 061 (1) = 55 (0)(1,0) = (0(1),0) =y 0 o(1) = So(11%)(1)

Cela montre Kj et on établit Fy sans difficulté a partir des définitions, et on a donc le résultat pour
n=20.

Supposons maintenant n > 0 et s%,...,sX | construits pour tout espace topologique X, avec les
relations Ky, ...,K,_1 et F, ..., F,_1 vérifiées.

Notons i, : A" — A" 'application identité, i, € S,(A"). Considérons I'élément

’73" - ’72" - Sﬁn—l(an (in)) € Su(A" x [0,1])
On a, en utilisant (K;,_1),
O (e = 1% = 55" 1(Bu(in)) ) = u(7he) = 3n (1) = Bu (51 (i)

= On (’73") - an(ﬂg”) + 5512(8”,18”(1},)) - Snfl(ﬂzlv)(an(in» + Snfl(ﬂgn)(anﬁn))
= (1) — O (11an) — On(17pn) + 3u (1) =0
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L'espace topologique A" x [0, 1] est contractile, donc la proposition C.7 page 23 assure I’existence de
a € S,+1(A" x [0,1]) tel que
n1(a) = 1pn — 3w — 531 (3n(in))

On revient & un espace topologique quelconque X. Pour o € C(A", X), soit

sX(0) = (o xid)oa € S,11(X x [0,1])

n

En prolongeant par linéarité cela définit un morphisme de groupes sX : S,(X) — S,11(X x [0,1]).
Il faut vérifier que (K,) est vraie. On a, pour ¢ € C(A", X),

Inr1(sy (0)) = dny1 (0 x id) 0 a) = (0 x id) (341 (a)) = S0 X id) (1an — R0 — 531 (3n(in)))
:(Uxid)oqin—(Uxid)ongn—(axm) s2" 1 (9n(in)))
=’7§<00’—779<00—5 (UXid)( "1 (3u(in))
= Su(11x) () = Su(1%)(0) = 531 © Su—1(0) (B (in))
= Sn(11x)(0) — ( %) (@) = 531 09 © S () (in)
= Su(1x)(0) = Su(X) () = s3-1 © 9 (0)

ot 'on a utilisé F,,_1, et donc K, est établi. On montre finalement F,, sans difficulté. v

)
d

Comme conséquence immédiate du premier théoreme, on obtient 'invariance homoto-
pique de I'homologie singuliere.

Théoreme C.13. Soient X, Y des espaces topologiques ayant méme type d’homotopie. Alors
pour tout n > 0, on a H,(X) ~ H,(Y).

Preuve. Soient f : X — Yetg:Y — X des équivalences homotopiques réciproques. On a pour tout
n

idy,(x) = Ha(idx) = Hu(g o f) = Ha(8) 0 Hu(f), idp,(v) = Ha(idy) = Hu(f 0 g) = Hu(f) o Ha(g)

etainsi H, (f) et H,(g) sont des isomorphismes inverses. v

C.4. Le premier groupe d’homologie

On explique dans ce paragraphe comment le premier groupe d’homologie est relié au au
groupe fondamental.

Rappelons tout d’abord que si X est un espace topologique et x € X, son groupe fonda-
mental 711(X, x) en x est construit de la maniére suivante (on modifie légerement la défini-
tion usuelle en identifiant [0, 1] et A!, ce qui ne change pas le groupe obtenu bien sir).

- On considere tout d’abord I'ensemble L, des applications continues ¢ : Al — X telles
que ¥(1,0) = x = v(0,1) (lacets de base x).

- L'ensemble 711 (X, x) est le quotient de Ly par la relations d’équivalence suivante : vy ~
71 si et seulement s'il existe une homotopie H : Al x [0,1] — X entre g et 1 (c’est-a-dire
H(—,0) = yoet H(—,1) = 1) telle que H((1,0),—) = x = H((0,1), —). Si ¥ € Ly, on note
{7} sa classe dans 71 (X, x).
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- La loi de groupe sur 71(X, x) est induite par la composition des chemins : si ¢, T € Ly,
ona{y}-{t} ={y- 7} ou

v(2tg—1,2t;), 0<t <3
v-T(to, t) = ( 1) 1 2
T(2t0,21 —1), <t <1
L’élément neutre est la classe du lacet constant 1y, et pour v € Ly, {7y}~ ! = {77}, ou

v~ (to,t1) = 7¥(t1, to) (lacet parcouru en sens inverse).

Rappelons finalement que si G est un groupe, son abélianisé, noté G,p, est le quotient
de G par le sous-groupe (normal) de G engendré par les commutateurs [x,y] = xyx~ 'y,
x,y € G.Si f : G = M est un morphisme de groupes dans un groupe abélien M, il induit
un morphisme de groupes f : G,, — M tel que foq = f,ot1 g : G — Gy, est la surjection
canonique.

Théoréme C.14. Soit X un espace topologique connexe par arcs. Alors pour tout x € X, on
a un isomorphisme de groupes

H; (X) ~ m(X, %) ab

Début de la preuve. Fixons x € X. Soity € Ly.Onay € C(Al, X), et un lacet étant un cycle, on a une
application

u: Ly — Hy(X)
v [7]

Soient 4,7 € Ly avec v ~ T. Il existe donc k : Al x [0,1] — X tel que k(—,0) = v, k(—,1) = T,
k((0,1),—) = x = k((1,0),—). Soit g : A' x [0,1] — A?, (to,t1,t) — (to,t1(1 —t),t1t). On vérifie
facilement, en utilisant le lemme C.8 page 24, I'existence de ¢ : A> — X continue telle que oo g = k.
Alors on a

0(0) =008 —codl+00d=cr—T+7

oll ¢y (o, t1) = x (lacet constant). ¢, est un bord (cx = d2(c%), otr ¢, (o, t1,t2) = x), d’out [T] = [y] dans
H;(X) et ainsi u induit une application # : 711 (X, x) — H1(X), {7} — [7]-

Soient 7, T € Ly, et soit w : A2 — X, (to, t1,t2) — 7 - T(to + %, % +t)Ona

(W) =wodl —wod +wods
avecwoég:T,woé%:'y-r,woégz'y,d’oﬁ
h(w)=Tt—7-T+7 et [y 7]=[]+][1]

Cela démontre donc que 7 : 711 (X, x) — Hj(X) est un morphisme de groupes, et H; (X) étant abélien,
il induit un morphisme de groupes 6 : 71(X, x)p — Hi1(X), (7) — [7] (ou () est la classe de {7y}
dans 711 (X, x) ap)-

La construction n’a pour l'instant pas utilisé I’hypothese de connexité par arcs. On ne construira
pas l'isomorphisme inverse, ce qui nécessiterait un peu plus de matériel sur 1’homotopie. v
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D. LE THEOREME DE M AYER-VIETORIS

On introduit maintenant un outil extremement utile pour effectuer des calculs d’homolo-
gie singuliere : la suite exacte de Mayer-Vietoris.

D.1. Enoncé

Théoreme D.1. (Théoreme de Mayer-Vietoris) Soit X un espace topologique tel que X =
UUV,oul,V sont des ouverts de X. Pour tout n € N, il existe un morphisme de groupes
Vi Hy(X) = H,—1(UNV) tel que I'on ait une suite exacte

o Hpa (X) 2 Hy(UN V) — Ha(U) @ Ho(V) — Ho(X) 2% Hy_ 1 (UNV) = -+

Le morphisme
Ha(U) @ Hy(V) = Hy(X)

est le morphisme H,, (iy;) — Hy (iy), ott iy; et iy sont les inclusions respectives de U et V dans
X. Par ailleurs le morphisme

H,(UNV)— H,(U) & H,(V)

est H, (i) ® Hy(j), ot i et j sont les inclusions respectives de U NV dans U et V.
Le début de la suite exacte de Mayer-Vietoris est

Hl(um V) — Hl(U) @Hl(V) — Hl(X) — H()(um V) — HQ(U) @D Ho(V) — Ho(X) — 0

D.2. Applications

Proposition D.2. On a
Z sin=0,1
0 sin>2

Preuve. On sait déja que Hy(S') = Z par connexité par arcs de S'. Soient U = S\ {(0,1)} etV =
S'\ {(1,0)}. U et V sont des ouverts de 5!, homéomorphes a IR, alors que U N V a deux composantes
connexes, homéomorphes a IR. On a donc

Z sin=0 Z? sin=0
H,(U) ~ H,(V) ~ H,(UNV) ~
n(U) w(V) {0 sin>1 nl ) {O sin>1
Sin > 2 la suite de Mayer-Vietoris donne donc une suite exacte

H,(U)® H,(V) =0 — H,(S") - 0=H, {(UNV)

et donc H,(S') = {0}. Le début de la suite exacte de Mayer-Vietoris donne donc une suite exacte de

groupes abéliens

0-HmEHYLz2sz2 iz 4o
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Rappelons que si M C Z" est un sous-groupe, alors M est libre de rang k < 7 et on a un isomor-
phisme Z" /M ~ 7" k3 T ou T est un groupe abélien fini. Il suit donc de l'isomorphisme Z ~
Z?/Ker(f) = Z/Im(g) que Im(g) est libre de rang 1, et de I'isomorphisme Im(g) ~ Z?/ Ker(g) =
Z2/1Im(j) que Im(j) ~ H;(S!) est libre de rang 1, d’ot le résultat. v

Théoréme D.3. Pourn > 1etp > 0,0ona

Z sip=0,n

H,(S") ~
p(8") {0 sip#0,n

Preuve. On peut supposer n > 2. Soient U = §" \ {N} et V = 5"\ {S} ot N et S sont les poles
nord et sud respectifs de S*. U et V sont des ouverts de 5", homéomorphes a R”, ona §" = UUYV,
U NV est homéomorphe a R" \ {0} (utiliser la projection stéréographique, on utilise ici que n > 2).
En utilisant le fait que U, V sont contractiles et que U N V a le méme type d’homotopie que "1, la
suite de Mayer-Vietoris fournit, pour tout p > 2, une suite exacte

H,(U) @ Hy(V) =0 — Hy(S") = H, 1(UNV) = 0= H, 1(U) ®H, 1(V)

et donc un isomorphisme
Hy(S") ~ H,_1(UNV) ~ H,_1(S" )
On obtient donc
H,(S") ~H, 1(S" ')~ -~ Hy(S?) ~ H{(S)) ~Z

et pour k > 0
Hy1(S") = Hyyp 1 (S"1) = -+ = Hiyo(S?) = Hia(S') = 0

Les termes de bas degré de la suite Mayer-Vietoris donnent une suite exacte

0Hm©) Lzsz2 Lz 5o

et de maniere similaire a la proposition précédente on en déduit que H;(S") = 0sin > 2. On a donc

pour k >0
Hy (") ~ Hy_j-1(8"1) =~ -+ = Hy($2) ~ Hy(S*) = 0

et cela termine la démonstration. v

Corollaire D.4. (Invariance du domaine) Soient m,n > 0 avec m # n. Alors
1. §" et § ne sont pas homéomorphes;
2. R" et R™ ne sont pas homéomorphes;

3.S5ilU C R"et V C R"™ sont des ouverts non vides, alors U et V ne sont pas homéo-
morphes.
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Preuve. La premiere assertion est une conséquence immédiate de I'invariance topologique de 1'ho-
mologie singuliere et du résultat précédent, et la deuxeme assertion est un cas particulier de la troi-
sieme, pour laquelle on peut supposer n > m > 1, le cas m = 0 étant immédiat.

Soit donc U un ouvert non vide de R", n > 2, et soit x € U. Montrons que H,_1(U \ {x}) # 0. Soit
e > O0tel que S¢(x) C U (sphere de rayon ¢ centrée en x). On a un diagramme commutatif d'inclusions
d’espaces topologiques

u\ {x} f R\ {x}

qui induit un diagramme commutatif de morphismes de groupes

Hy1(Se(x))
Hy (l) H,_1 (k)

Hn_1(U\ {x}) Hy1(f)
k etant une équivalence d’homotopie, il induit un isomorphisme H,_1(S¢(x)) ~ H,_1(R" \ {x}),
avec Z ~ H,_1(S"1) ~ H,_1(S¢(x)). Ainsi H,,_1(i) est injectif et H, _1(U \ {x}) # 0.

Soit ¢ : U — V un homéomorphisme, avec U C R" et V C R™ des ouverts non videsetn > m > 1.
Soit B une boule ouverte contenue dans V. Alors ¢ induit un homéomorphisme U’ = ¢~1(B) — B.
Soit x € U'. Alors ¢ induit un homéomorphisme entre U’ \ {x} et B\ {¢(x)}. On a donc

Hy1(B\ {g(x)}) = Hya (U'\ {x}) #0

Or B est homéomorphe a R", d’ott H,_1(B\ {¢(x)}) =~ H,_1(R™\ {y}) =~ H,_1(S""1) # 0, ce qui
implique que m = n : contradiction v

Hy1 (R {x})

D.3. Homologie associée a un recouvrement ouvert

On introduit dans ce paragraphe un ingrédient important pour démontrer le théoreme de
Mayer-Vietoris : 'homologie associée a un recouvrement.

Soit X un espace topologique et U = (U;);c; un recouvrement ouvert de X. Pour n € N,
On note S¥(X) le sous-groupe de S, (X) engendré par les simplexes singuliers o : A" — X
pour lesquels il existe i € I tel que o(A") C U;. 1l est clair que 9,(S% (X)) C SY ,(X).
Ainsi SY(X) est un sous-complexe de S¥(X), et on note HY(X) les groupes d’homologie
correspondants.

Les groupes d’homologie HY (X) dépendent a priori du recouvrement /. En fait le résultat
suivant montrent que ce n’est pas le cas.

Proposition D.5. Soit X un espace topologique et ¢/ un recouvrement ouvert de X. Alors
l'inclusion de complexes S¥(X) < So(X) induit pour tout 7 > 0 un isomorphisme de
groupes HY (X) ~ H,(X).

Cette proposition sera démontrée dans la sous-section D.5. En acceptant provisoirement
ce résultat, on peut maintenant démontrer le théoréme de Mayer-Vietoris.
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Preuve du théoréme de Mayer-Vietoris a partir de la proposition D.5. Soient X un espace topologique et

U,V des ouverts de X tels que X = U U V. Pour construire la suite exacte de Mayer-Vietoris, le

but est d’appliquer la longue suite exacte d’homologie & une certaine suite exacte de complexes.
Considérons les inclusions suivantes

ig:U—=X, iyv: V=X, i:UnV<=U j:UN"NV=V

et les trois complexes
S«(UNV), So(U)@Se(V), Se(X)

Pour n > 0, considérons la suite

Sn(l)@sn(]) ) Sn(iu)*sn(iv)

0= S, (UNV) Su(U) @ S,(V 5,(X)

Les applications i et j étant injectives, il suit que S, (i) et S,(j) sont injectives, ainsi que S, (i) & S, (j).
Par ailleurs sic € C(A",UNV),ona

(Su(iu) = Su(iv)) (Sn(i) ® Su(j)(0)) = Su(iu) — Su(iv)(ioo,jor) =iycioo —iyojor =0
d'ott (Sy(ir) — Suliv)) o (Su(i) & Su(j)) = 0. Soit (¢, ') € Su(U) & Su(V) tel que

(Su(iu) = Su(iv))(c,c’) = 0 = Su(iu)(c) — S(iv)(c")

L'élément T := S, (iy)(c) = Su(iv)(c') € Su(X) = ZC(A", X) est donc a la fois

- une combinaison linéaire de simplexes singuliers a valeurs dans U,

- une combinaison linéaire de simplexes singuliers a valeurs dans V.

Puisque 'on travaille dans un groupe abélien libre de base les simplexes singuliers, on voit que
T est combinaison linéaire de simplexes singuliers a valeurs dans UNV : T = Z,’f:l Ak0, avec pour
tout k, oy € C(A", X) vérifiant 03 (A") C UN V. On peut donc écrire oy = vody, ouv: UNV — X
est l'injection ijj o1 = iy o jet g € C(A",UNV).On a alors

T = Su(iu)(c) = Sn(iU)(;)\k(i 0 di)) = Su(iv)(c") = Sn(iv)(;Ak(]' © d%))

et donc
Su(i) ® Su(j) (ZM@) = (Z)\k(iofk)/z/\k(]'ofk)> = (c,c)
k k %

La suite est donc exacte en S, (U) & S,,(V).

Considérons maintenant le recouvrement ouvert Y = {U, V} de X. L'application S (iu) — Su(ivy)
est a valeurs dans S (X). Pour ¢ € C(A", X) telle que c(A") C U, on a (S,(iy) — Su(iv))(c,0)
iyoo = 0. Pour o € C(A", X) telle que 0(A") C V,ona (S,(iy) — Su(iv))(0,—0) =iy oo = 0.
suit donc que S, (i) — Su(iv) : S (U) @ S, (V) — SY(X) est surjective, et la suite

a—

5n(1)®5n(j) Sn(itr) =Sn(iv)

0—=S,(UNV) Sa(U) ® Sy (V) SY(X) =0
est exacte. Ces applications commutent aux différentielles et on obtient ainsi une suite exacte de
complexes

(1)®Sa())

0 So(UNV) =020 g (1) @ 5, (v) W5

S4(X) =0

En combinant la longue suite exacte d’homologie (théoreme C.3 page 15) et la proposition D.5, on
obtient bien la suite exacte de Mayer-Vietoris. v
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D.4. Subdivision barycentrique

Pour terminer la preuve du théoreme de Mayer-Vietoris, il reste donc a montrer la pro-
position D.5. On introduit pour cela la subdivision barycentrique. On commence par une
construction préliminaire.

Lemme D.6. Soit D C R" une partie convexe et soit v € D. Pour toutc € C (AP, D), on note
v* 0 € C(APT!, D) défini par

(t / ) 0 Sit0=1
vxo(ty,..., = i
0 p+1 (1—t0) (1 £ ,;i—?})—l—tov S 7&1

En prolongeant linéairement, cela définit pour tout p un morphisme de groupes v * — :
Sp(D) — Sp11(D) et on a pour tout ¢ € S,(D)

c—v*dy(c) sip>0

) —
p1(v %) {C_g(c)v, sip =0

otie : So(D) — Z est le morphisme de groupes défini par e(c) = 1 pour tout o € C(A°,C),
et v est vu comme le 0-simplexe 1 — v.

Preuve. 1l est facile de voir que v * ¢ est bien continue. Soit p > 0 et soit 0 € C(A?,D).On a

p+1 1 p+1 1
Ipr1(vxo) =) (- 1)(0*0)0(5P+ =0+ ) (- v>n<c7)o§f7+
i=0 i=1
Par ailleurs )
v % dp Z v (00d!)

On vérifie a partir des définitions que (v*0) o (5f+ =vx(0od! )pourl <i < p+1,onobtient
donc l'identité recherchée. La vérification en p = 0 est directe. v

Pour tout p > 0, on note gF = (ﬁ,,“,ﬁ

standard AP.

) € AP : c’est le barycentre du simplexe

Définition-Proposition D.7. Il existe pour tout espace topologique X et tout p > 0, un mor-
phisme de groupes

tel que By = id, et pour p > 0 et o € C(AF, X),

B (@) = Sp(0) (B BYL1 3y (idar))

que I'on appelle I’opérateur de subdivision (barycentrique) de X.
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Les morphismes sont contruits par récurrence sur p. Pour p = let ¢ € C(A!,X) ona

B (0) = S1(0)(B! + 65 — Bl % 61) = oo (B * &) — o o (B! +4])
oupourt € [0,1],ona

oo (Bhx0p)(t1—1) =o*(§,1—§), oo (Blxs)(t1—1t) 20(1_%,%)

On voit donc bien que 1'opérateur de subdivision transforme un simplexe singulier en une
combinaison linéaire de simplexes singuliers obtenus en le subdivisant relativement a son
barycentre. Les principales propriétés de la subdivision barycentrique sont données dans la
proposition suivante.

Proposition D.8. Soit X un espace topologique.
1. BX = (B;,() est un morphisme de complexes So(X) — So(X). Deplussi f : X — Y est
une application continue, on a pour tout p € IN, S, (f) o BX BY o Sy(f)-

2. 1l existe une homotopie hX entre BX = (Bff) et l'identité, et si f : X — Y est une
application continue, on a pour tout p € N, S, 1(f) o h;f = hg 0 S5,(f).

Preuve. 1. On commence par montrer la derniere assertion (fonctorialité). Soit f : X — Y continue et
o € C(AF,X). Alors

Sp(f) o B (0) = Sp(f) 0 8(0) (B + BL1(3y(idar)) ) = Sp(f 00) (B ByL1 (3, (i)
=By (foo) =By (Sy(f)(0)) = By o Sy(f)(0)

Pour montrer que BX est un morphisme de complexes, on doit vérifier que pour tout p > 0 et tout
espace topologique X, on a

dpoBy =B) 100,

On va le montrer par récurrence sur p. En p = 0 c’est évidemment vrai (B_; = 0). Pour p > 0 et
o€ C(AF,X),ona

9y 0 BY(0) =3y (Sp(e) (B + BY 1 3y (idar)) )
= 5,1(0) 00y (B BY 1@y (idar)) )
Pour p = 1 cela donne, en utilisant le lemme précédent,
310 BY(0) = So(0) (3 (B" + dn(ida)) ) = So() (n(iddr) — e(r(idd1))B")
= S0(0) (91(idp1)) = d1(0) = 31 © By (v)

On suppose maintenant que p > 2 et le résultat montré pour p — 1. On a, par le lemme précédent, le
premier résultat et 1'hypothese de récurrence,

9p 0 BY(0) = Sp1(0) (BY 19 (idar)) — B+ 91 (BY1(9, (idar))

= B 08, 1(0)((@p(idw)) = S, ()(ﬁ”*B 2(8p-1(3p (i)
= BY (9 0 8,(0) (id)) = BY1 09,(0)
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ce qui est le résultat cherché.
2. 11 faut maintenant construire une homotopie de B* a I'identité. Il faut donc construire pour tout
espace topologique X des morphismes de groupes 1\ : S,(X) — Sp11(X), p > 0, tels que

dpp10hy +hy 1009, =id—B) (R))

On construit les 1% par récurrence sur p, avecsi v = 0, hX = 0, etsip > 0et o € C(A?, X),
p P P p 0 p

1(0) = Spea(0) (B« (idwr — BY (idar) — 1 19y (idar) ) ) € Spia(X)

Pour toute application continue f : X — Yeto € C(A?,X),ona

Spi1(f) o ¥ (0) = Spia(f) 0 Spea (@) (B7 (idAp — BY (idar) — 131 @y (idw)) ))
= SP+1 (f oo (pr * <ldAp ldAp) - h?il (ap(ldAP)))>
= Iy (f o) = hy(Sp(f)(0))
=y 0 Sp(f)(0)

ce qui montre le dernier point.

On montre maintenant les relations (R, ) par récurrence sur p. En p = 0 la relation est évidemment
vraie car BY = id (bien stir h_; = 0 par convent10n) Supposons p > 0 et les relations R, 1 vérifiées.
Notons w = idpr — BM (idar) — hﬁf (9p(idar)) € Sp(AP). On a, pour o € C(A?, X)

Aps10hy(0) = 0p41(Sps1 () (BY * w)) = Sp(0) (Bp1(BF * w))
= Sp(0)(w = P x dp(w)) = Sp(0)(w) = Sp(0) (B * p(w))

On a

9y(w) =3, (idar — B (idas) — 3 1(9, (id))
= 9, (idar) — 9,(B5" (idar)) — 0y (h5" 1 (2 (idar)))
0

p(idar) — By (6, (idar)) — 9, (B3 1 (9, (idar)))

Par hypothese de récurrence on a
dpoht’y =—hy' 109, 1 +id — B,

d’ou
dpohy’ 03, =0,— By 00,

et on en déduit que d,(w) = 0. Ainsi
Ipt1 0/ () = Sp(0) (w) = Sp(0)(idar — By (idar) — k5”1 (9, (idar)))
=0 — Sp(0) (B} (idar)) — Sp(0) (B 1 (9, (idar
=0 — B, (Sp(0) (idar)) — Iy 1(Sp(0) (9 (idav)
=0 = B(0) = I, 1(9,(0))

ce qui démontre bien la relation (R,). v

Une autre propriété importante, en vue de la preuve de la proposition D.5 page 31, est la
suivante.
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Proposition D.9. Soit X un espace topologique et soit I/ un recouvrement ouvert de X. Soit
¢ € Sp(X). Il existe m > 0 tel que (Bff)m(c) € SZPJ(X).

Preuve. On aura besoin de deux lemmes. Rappelons d’abord que si X est un espace métrique et
K C X est une partie bornée, le diametre de K est défini par diam(K) = sup{d(x,y), x,y € K}. Si
o, - -.,0p € R" (muni de sa norme euclidienne usuelle), on note [vo, .., vp] leur enveloppe convexe.

Lemme D.10. Soient v,...,v, € R".Ona

diam([vy, . ..,vp]) = max;;(||v; — v;]])

Preuve du lemme. Soient x,y € [vg,...,v ] Onax = Z] 0 Ajvj, avec Z] oA =1let0 < A; < 1pour
toutj.Ona

[x =yl = 11 Ai(0 =)l < DAyl — yl| < maxg|[o; —y|]
] ]
En particulier pour tout i, on a

lx = ol = [for — x1] < max;l[o; — oy]], et max([lx - o1]1) < ma; (| oy - o]
C’est vrai pour tout x, donc
[Jx — y[| < max;|[v; — y|| < max;;(|[v; —vj|)
Le diametre est donc plus petit que max; j(||v; — v;||), 'inégalité inverse étant immédiate. v

Sioy,...,v, € R", on note encore [vo, .-, Up] le p-simplexe singulier de IR"
[v0,...,0p) : AP — R"

p
()Lo, .. .,Ap) — Z)\ﬂ)i
i=0

dont I'image est [0y, ...,v,]. Un tel p-simplexe singulier de R" est dit affine. On a
p ) R
dp([vo,...,vp)) =Y (=1)'[v0, .., Ty, ..., 0p] € Sp—1(R")

i=0

oll le symbole 7; indique I’omission. Par ailleurs pour v € R”, ona v * [vg,...,v,| = [v,v9,...,0,].
y q P p p

Lemme D.11. Soient vy, ...,v, € R", et D leur enveloppe convexe. Alors BE([UO,. ..,0p]) € 55(D)
est une combinaison linéaire de p-simplexes affines de diametre au plus %diam( [©0,...,0p)).

Preuve du lemme. Notons ¢gp = ﬁ Y7, vi le barycentre de D. On commence par établir la formule
suivante

p
BE([UO,..., Z gD*B ([0, ., T, ..., 0p)])

Tout d’abord, si ey, . . ., e, est la base canonique de R**! ona
AP p ] p p ’ igr « BAY &
B, ([eo,...,ep]): "(iday) = Y (—1)B *B ((5].)22(—1)5 « By 1 (leo, -, &, ep])
j=0 j=0
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On a ensuite

BP ([oo,...,vp]) = Sp([vo, - .., 0] ) (By (idar))

p .
= Sp([vo,. . .,Up]) (Z(—l)]’@p * Bﬁil([&),. . .,é\]',. . .,6p])>

j=0

On vérifie alors que pour T € C(AP~!,AP), on a [vy,...,v,] o (BF *T) = gp * ([vo,...,vp] 0 T) (en
utilisant le fait que [0y, ..., v,] préserve les combinaison convexes), et donc

I
™=

~
Il
(=)

BP([vo, - ., vy]) (—1Ygp * Sp([vo, - -, 0p])(By 1 ([eo, .-, &, . ep]))

I
-r/j“

-
Il
S

—1)]gD * <B;l,)_1(5p([001' : ,,Up])([E(),. "’é}" ..,Ep])))

I
™=

-
I
S

(—1)igp * (3,’3,1([00,...,@,...,vp]))

ce qui est la formule cherchée. On a vu ici [vy, . . ., vp] comme un p-simplexe a valeurs dans D, mais
le méme raisonnement fonctionne en remplagant D par R", et donne

P
B]Ip{ ([vo, ..., vp Z gD*B ([vo,...,ﬁj,...,vp])

Montrons maintenant par récurrence sur p que B;}f"([vo, ..., 0p]) € S5p(R") est une combinaison li-

pz1d1am([vo, R AE
cela donnera le résultat attendu pour B? ([vo,...,vp]) € Sp(D) (le diametre des simplexes ne dépen-
dant pas de l'inclusion D C R").

Pour p = 0 le résultat est clair, le diametre d'un point étant 0. Supposons donc p > 0 et le ré-
sultat montré en rang < p. Par hypothése de récurrence, les Bg{fl([vo, .o+, 05,...,0p]) sont des com-

binaisons linéaires de simplexes affines a valeurs dans [vy, . .. 0y vp| (donc dans [vy, ...,v,]) de

néaire de p-simplexes affines a valeurs dans [vy, ..., v,] et de diametre au plus

diametre < 5 -1 diam|oy, . . 0, 0p) < ijldiam([vo,...,vp])). Il suit donc que Bg{n([vg, ..., Up)) est
combinaison linéaire de simplexes affines du type

gD * [wg,...,wk] = [gD,wo,...,wk]
ott les w; sont dans D et diam[wy, ..., wy| < pleam([vo, o vp]) < erldlarn([vo, ..., 0p]). Alors

diam|[gp, wo, . .., wi] = max;;(||gp — wil|, ||w; — wj||) = max(diam([wy, ..., wk]), max;(||gp — w;||)

< max <pf_1diam([vo,...,vp]),supxeD(HgD - x||)>

Par ailleurs comme dans le lemme précédent on voit que pour tout x € D, on a ||gp — x|| <
max;||¢p — vj||, etona

1

llgp —vjl| = Hm(zvi) -l < p+12|\0z vjl|
4 =P s
p+1maxl]Hvl vj|| = +1d1am([vo,...,vp])

On obtient finalement

diam|[gp, wy, ..., wy] < pf_ldiam([vo,...,vp])
ce qui est I'inégalité recherchée. v
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On peut maintenant montrer la proposition. Soit ¢ € C(A?, X) un p-simplexe singulier. On a (pro-
position D.8 page 34) 5,(c) o B," = B 05,(), d’ot1 S,(c) 0 By (idar) = By 0 S,(0)(idar) = By (0)
et de méme pour tout m > 0

(By)"(0) = Sp() o (B,")" (idar)

D’autre part idar est le simplexe affine [ey, .. .,ep] (ot e, ..., ey, est la base canonique de R, Le
lemme précédent assure donc que pour tout € > 0 il existe m > 0 tel que k > m = (B5" ) (idar) €
Sy (AF) est une combinaison linéaires de simplexes affines de diametre < e.

Considérons maintenant le recouvrement ouvert suivant de I'espace métrique compact AF :

cl(u), Ueu

Soit e > 0 un nombre de Lebesgue de ce recouvrement (c’est-a-dire que toute partie bornée T de A” de
diametre < € est contenue dans un des ouverts de ce recouvrement, un nombre de Lebesgue existe
toujours pour un espace métrique compact, voir par exemple le livre de Lee). Les considérations
précédentes assurent qu’il existe m > 0 tel que k > m = (Bﬁp)k(idAp) € S5,(AP) soit une combinaison
linéaires de simplexes affines de diametre < €, chacun de ces simplexes étant donc a valeurs dans
o~ 1(U) pour un U € U. 1l suit donc que pour k > m,

(B)) () = Sp() o (By")*(idar)

est une combinaison linéaires de simplexes étant chacun a valeurs dans U pour un U € U, d’ou
(Bf,()k(a) € S?(X).

Si maintenant ¢ € S,(X) est une combinaison linéaire de p-simplexes singuliers, on prend un m
comme précédemment pour chacun de ces simplexes, puis on prend le maximum de ces m pour

obtenir ! tel que (Bff)l(c) € SZ;;’(X). v

Preuve de la proposition D.5 page 31 (et donc fin de la preuve du théoréme de Mayer-Vietoris). Soit donc X un
espace topologique et I/ un recouvrement ouvert de X. On doit montrer que 'inclusion de complexes
SY(X) = Se(X), a — a induit pour tout n > 0 un isomorphisme de groupes v : HY(X) ~ H,(X),
[a] > [a].

Soit donc a € S¥(X) dans le noyau de v : [a] = 0 dans H,,(X), c’est-a-dire il existe b € S,,1(X) tel
que a = 9,41(b). Par la proposition précédente il existe p > 0 tel que (BX)?(b) € S% ,(X). BX étant
homotope a I'identité (proposition D.8 page 34), il en est de méme de (BX)? (proposition D.4 page
17), et soit donc T une homotopie entre (B%X)? et I'identité de So(X). On a

(BY1)P(b) — b = Ty (9y41(b)) + Ons2(Tus1(b)) = Tu(a) + Ons2(Tus1(b))

Ainsi
3n+1((Bi1)" (b)) = 941 (b) = 0pa(Tu(a)) et a = 0u1((By11)" (b) — Tu(a))
Par la fonctorialité de '’homotopie T (deuxieme partie de la proposition D.8 page 34) et le fait que
a € S%(X),onaT,(a) € S¥(X), et donc [a] = 0 dans HY (X). Ainsi v est injective.
Soit maintenant a € S,(X) tel que d,(a) = 0. Par la proposition précédente il existe p > 0 tel

que (BX)?(a) € SY(X). En reprenant les notation précédentes soit T une homotopie entre (B%X)? et
l'identité de So(X). On a

(BY)P(a) = a = Tu-1(9n(a)) + 0ns+1(Tu(a)) = dus1(Tu(a)) = a = (By)"(a) — dus1(Tu(a))

Comme BX est un morphisme de complexes, (BX)F(a) est un n-cycle et ainsi [a] = [(BX)?(a)]
v([(BX)P(a)]), ce qui montre que v est surjectif. Ainsi v est un isomorphisme.

N
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E. COHOMOLOGIE SIMPLICIALE

On définit tres brievement, dans ce dernier paragraphe du chapitre, la cohomologie sim-
pliciale d"un espace topologique.

Soit X un espace topologique. A X nous avons associé un complexe de groupes abé-
liens Se(X). Soit M un groupe abélien, et condidérons le foncteur contravariant et additif
Hom(—, M) : Ab — Ab (Ab étant la catégorie des groupes abéliens, égale a Mod(Z)). Appli-
quant ce foncteur Hom(—, M) au complexe S.(X), on obtient un complexe de cochaines de
groupes abéliens

Hom(S.(X), M)

dont la cohomologie est, par définition, la cohomologie singuliere de X a coefficients dans
M
H"(X,M) := H"(Hom(S«(X),M)), Vn >0

Si K est un corps commutatif, alors H"(X,K) désigne la cohomologie singuliére de X a
coefficients dans le goupe additif de K. On a le résultat suivant.

Théoréme E.1. Si K est un corps de caractéristique 0, alors on a pout tout n

H"(X,K) ~ Hom(H,(X), K)

Le théoreme est conséquence du résultat plus précis suivant.

Théoréme E.2. Soit X un espace topologique et M un groupe abélien. Pour tout n > 0, il
existe une suite exacte scindée de groupes abéliens

0 — Ext!(H,_1(X), M) — H"(X, M) — Hom(H,(X), M) — 0

ot Ext!(H,,_1(X), M) est un certain groupe abélien qui s’annule si M est divisible (en parti-
culier si M est le groupe additif d"un corps de caractéristique zéro)

Ce dernier théoreme est quant a lui conséquence du résultat général suivant.

Théoréme E.3 (Théoreme des coefficients universels). Soit C un complexe de groupes abé-
liens formé de groupes abéliens libres. Si M est un groupe abélien, alors on a pour tout n
une suite exacte scindée de groupes abéliens

0 — Ext!(H,_;(C), M) — H"(Hom(C, M)) — Hom(H,,(C), M) — 0

ot Ext!(H,,_1(C), M) est un certain groupe abélien qui s’annule si M est divisible.

Les groupes Ext!(H,_1(C), M) seront définis dans la deuxiéme partie du cours.
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IV. Modules projectifs, injectifs

A. MOTIVATION

Dans la suite, A sera une K-algebre sur un anneau commutatif K. En particulier, si K = Z
alors A est un anneau.
Considérons une suite exacte

oML MM 5o (A1)

de A-modules (a gauche). On peut lui appliquer le foncteur (contravariant) Homy (—, N) ot
N est un A-module. La suite obtenue est-elle exacte ?
La réponse "simple" est non. On a cependant ceci.

Proposition A.1. Soit 0 — M’ £, M £ M” = 0 une suite exacte de A-modules. Soit N un
A-module. Alors la suite

0 — Hom (M", N) 55 Hom (M, N) £ Homy (M, N), (A2)
oug" = —ogetf*=—of,estexacte.
Preuve. > Démontrons que le morphisme ¢* est injectif. Soit ¢ € Homu(M”,N) un mor-

phisme de A-modules tel que g*(¢) = 0. On a donc ¢ o ¢ = 0, c’est-a-dire que ¢ est nul
sur 'image de ¢. Mais g est surjectif, donc ¢ est nul sur M”, autrement dit ¢ = 0.

> Ona f*og* = 0. En effet, pour tout ¢ € Homs(M",N),ona f*og*(¢) = ¢ogof =0
puisque g o f = 0. On en déduit que Im g* C Ker f*.

> Démontrons que Ker f* C Im g*. Soit y € Homy (M, N) tel que f*(¢) = 0, c’est-a-dire que
P o f = 0. On doit définir ¢ € Homy(M”, N) tel que g*(¢) = ¢, soit p o g = .

Soit donc m” € M". Puisque g est surjectif, il existe m € M tel que m"” = g(m). Nous allons
poser ¢(m’) = p(m). A priori ¢(m’") n’est pas bien défini puisqu’il dépend du choix de m. Soit
donc my € M tel que g(m1) = m” = g(m). On a alors my —m € Kerg = Im f donc il existe

m' € M’ tel que my —m = f(m’). Par conséquent (mq) = p(m+ f(m')) = p(m)+ o f(m') =
P(m). Donc ¢(m") est bien défini et nous avons construit une application ¢ : M" — N.
De plus, ¢ o g = 1 par construction.

Il reste a vérifier que ¢ est un morphisme de A-modules. Soit (m},m4,a) € M" x M" x A.
Alorsil existe (m1, my) € M x M tel que m{ = g(mq) etmy = g(m,).Onadonc ¢(m]) = p(my)
et o(my) = (my). De plus, g(mq1 + amy) = g(my) + ag(my) = m{ + am} donc

o(mi +amy) = p(my +amy) = Y(m) + ap(mz) = (my) +ag(my). v

Le morphisme f* n’est pas, en général, surjectif.

Exemple A.2. Soit A = Z. Notons a la classe d"un entier a dans Z/2Z et a sa classe dans
Z/AZ.
f

La suite 0 — Z/2Z L Z/47 £ Z/2Z — 0 de Z-modules (groupes abéliens) ou
f(a) =2aet g(a) = aest exacte.
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La suite

0 = Homz(Z/2Z,7./2Z) 5 Homz(Z/47,7./27) 1> Homz (2 /22,7./27)

obtenue en appliquant le foncteur contravariant Homy (—, Z/2Z) est exacte, mais f* n’est
pas surjectif.

En effet, vérifions que le morphisme « = idy,»yz € Homy(Z/2Z,7Z/2Z) n’a pas d’an-
técédent par f*. Supposons que ¢ € Homz(Z/4Z,7/27) soit un antécédent de a par f*,
c’est-a-dire que ¢ o f = a. On aurait, en particulier, T = a(1) = p(f(1)) = ¢(2) = 2u(1) =
2-1=0dans Z/2Z, une contradiction.

Cependant, il existe des situations dans lesquelles il 1’est. Nous verrons que 1'on peut

> soit ajouter des conditions sur la suite exacte (A.1) pour que la suite

0 — Hom (M", N) 55 Hom (M, N) L5 Hom, (M, N) = 0 (A3)

soit exacte. Cette condition sera remplie en particulier lorsque le module M" est libre,
ou méme si c’est un facteur direct d'un module libre (module projectif, voir plus loin).

> soit ajouter une condition sur le module N (module injectif) pour que le foncteur
Hom 4 (—, N) transforme toutes les suites (A.1) en des suites exactes.

La situation est similaire lorsque 1’on applique le foncteur covariant Hom4 (N, —) a la

suite exacte (A.1); la suite 0 — Homu (N, M') R Hom (N, M) £ Homy (N, M") avec

fi = fo—etg, = go est toujours exacte, mais il faut ajouter des hypotheses sur la suite
(A.1) ou sur le module N pour que g, soit surjectif.

Exemple A.3. Soit A = Z. Notons a la classe d'un entier a dans Z/27Z et 4 sa classe dans
Z/47Z.
f

La suite 0 — Z/2Z — Z/4Z = Z/2Z — 0 de Z-modules (groupes abéliens) ot
f(a) =2aetg(a) = aestexacte.

La suite 0 — Homy(Z/27,7./27) f—> Homy(Z/227,7./47) LA Homy(Z/227,7./27)
obtenue en appliquant le foncteur covariant Homy (Z/2Z, —) est exacte, mais g, n’est pas
surjectif.

En effet, vérifions que « = idy oz € Homyz(Z/2Z,7Z/2Z) n’a pas d’antécédent par g..
Supposons qu'il en ait un, ¢ € Homy(Z/2Z,Z/4Z), c'est-a-dire que & = g o ¢. Posons

a=1(1),aveca € Z. Alors 1 = zx( ) = g(yp(1)) = g(a) = a donc a est impair. D’autre

part,ona 0 = ¢(2) = 2y(1) = 24 = 2a, donc 4 divise 2a et donc a est pair. On a obtenu une
contradiction.

Une autre question se pose lorsque la suite (A.3) n’est pas exacte : quelle est 'image de
f*? Nous verrons dans le chapitre V comment prolonger la suite (A.2) dans ce cas.

De plus, les modules projectifs et injectifs seront des outils indispensables pour construire
certaines (co)homologies.
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B. SUITES EXACTES SCINDEES

Définition-Proposition B.1. Soit (£) 0 — M’ Lo M B M” 5 0 une suite exacte de A-
modules. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Il existe un morphisme de A-modules o : M" — M tel que g o o = id .
(2) Il existe un morphisme de A-modulesr : M — M’ tel quer o f = idy .

De plus, si ces conditions sont vérifiées, alors M = Kerg ®Imo = Kerr & Im f = M & M" en
tant que A-modules.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dit que la suite exacte (£) est scindée. Le morphisme
o est appelé une section de g et le morphisme r est appelé rétraction de f.

Preuve. > Supposons que (1) est vérifiée et démontrons que M = Ker g ® Imo.
Soit m € M. Alors m = o(g(m)) + (m —o(g(m))) avec o(g(m)) € Imo. De plus, g(m —
o(g(m))) = g(m) —idog(m) = 0 donc m — o(g(m)) € Kerg. Par conséquent, M = Imo +
Kerg.
Soit maintenant m € Im o NKer g. Alors il existe m"” € M" tel que m = o(m’") etona g(m) = 0.
Onadonc0 = g(c(m”)) =m"” etdoncm = c(0) = 0. Donc Imo NKer g = 0.

> On démontre de méme que si (2) est vérifiée alors M = Kerr @ Im f.

> Démontrons que (1)=-(2). Nous devons construire 7. Nous savons que M = Ker g ® Imo =
Im f @ Imo. Soit m € M. Alors il existe un unique (x,y) € Im f x Imo tel que m = x +y. De
plus, puisque x € Im f et f est injective, il existe un unique m’ € M’ tel que f(m') = x. Posons
r(m) = m’; ceci définit une application r : M — M'. Il est clair que r o f = idyy. Il reste a
démontrer que r est un morphisme de A-modules.
Soit (mq,mp,a) € M x M x A. Posons my = f(m})+y1 et my = f(mh) + y, avec
(my,my,y1,y2) € M' x M' xImo x Imo. Alorsr(my) = m} etr(my) = mf,. De plus, mq + amy, =
f(m} +amb) + (y1+ay2) avecys +ay, € Imo donc r(my + amy) = m) + amly = r(my) + ar(my).

> Démontrons que (2)=-(1). Nous devons construire ¢. Nous savons que M = Im f @ Kerr =
Ker g @ Kerr. Soit m” € M". Alors il existe m € M tel que m" = g(m). Posons m = x +y
avec (x,y) € Ker g x Kerr. Nous allons poser o(m") = y. Cependant, cela n’est pas bien défini
puisque y dépend du choix de m. Soit donc my € M tel que g(m71) = m” et posons my = x1 + 11
avec (x1,11) € Kerg x Kerr. Alorsy —y; = m —mj +x; —xdoncy —y; € Kerr NKerg = 0.
On a donc y; = y et donc o(m"”) = y définit bien une application o : M"” — M. Il est clair que
goo =idyw . Il reste & démontrer que ¢ est un morphisme de A-modules.
Soit (m{,mj,a) € M’ x M" x A. Posons m{ = g(x1 +y1) et mj = g(x2+ y2) avec
(x1,%2,¥1,y2) € Kerg x Ker g x Kerr x Kerr. Alors o(my) = y; et ¢(m}) = y,. De plus, m{ +
aml) = g(y1 + ayz) avec y1 + ay, € Kerr donc o(my 4+ aml)) = y1 + ayo = o(my) + ac(m?).

> Enfin, puisque f et ¢ sont injectives on a Kerg =Im f = M’ et Imo = M" d’ou l'isomor-
phisme M = M’ & M" lorsque les conditions sont satisfaites. v

Exemple B.2. Lorsque K est un corps et A = K, toutes les suites exactes 0 - M’ — M —
M" — 0 de K-modules (ou K-espaces vectoriels ici) sont scindées. En effet, tout K-espace
vectoriel est libre (puisqu’il possede une base), donc tout morphisme surjectif de K-espaces

vectoriels admet une section d’apres le Corollaire D7 du Chapitre I du premier semestre.

Exemple. Soient M et N deux A-modules. Alors la suite

0-MES5MaNTS N0
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définie par i(m) = (m,0) et t(m,n) = n pour tout (m,n) € M x N est une suite exacte
scindée.

Proposition B.3. Soit (£) 0 — M’ Ly M 3 M” = 0 une suite exacte scindée de A-modules.

Alors, pour tout A-module N, les suites

0 — Hom(M”,N) £5 Homyu (M, N) L Homy(M',N) =0 et (B.1)
0 — Homu (N, M) EL Hom (N, M) 35 Hom (N, M") — 0 (B.2)

oug"=—o0g, f"=—of, f = fo—etg. = go—,sont exactes.

Preuve. Pour la suite (B.1), il suffit de vérifier que f* est surjective. Soit donc ¢ € Homu(M’, N).
Puisque la suite (£) est scindée, il existe une rétraction r de f. On pose ¢ = P or € Homy (M, N).
Alors f*(¢) = o f =tporof =1

Pour la suite (B.2), il suffit de vérifier que g. est surjective. Soit donc p € Homyu (N, M"). Puisque
la suite (€) est scindée, il existe une section o de g. On pose ¢ = ooy € Homuy(N,M). Alors

g«(p) =gop=goooyp=1y. v

C. MODULES PROJECTIFS

Définition C.1. Soient A et B des K-algebres. Un foncteur F de A-Mod dans B-Mod est
dit additif si pour tout couple d’objets (M,N) de A-Mod, l'application Homs(M,N) —
Homp(FM, FN) est un morphisme de groupes abéliens.

Remarque C.2. Un foncteur additif F envoie I'objet nul sur 'objet nul et les morphismes
nuls sur les morphismes nuls correspondant.

En effet, pour les morphismes nuls c’est clair (I'application Homy(M,N) —
Homp(FM,FN) est un morphisme de groupes abéliens). De plus, l'application
¢: Ends(0) — Endp(F0) est un morphisme de groupes abéliens. Dans End4(0) on a
idp = 0, donc dans Endp(F0) on aidry = ¢(idg) = ¢(0) = 0 donc FO = 0.

Remarque C.3. Si N est un A-module, alors le foncteur Hom 4 (—, N) (resp. Hom4 (N, —))
est un foncteur additif contravariant (resp. covariant) de A-Mod dans KK-Mod. On sait déja
que Homy (M, N) est un groupe abélien, et la structure de K-module sur Hom,4 (M, N) est
donnée par

VA € K, Vo € Homy(M,N), Vm € M, (A f)(m) :== f(mA) = Af(m).

Cas particulier : lorsque K est un corps, le foncteur Homg (—,K) de la catégorie des K-
espaces vectoriels dans elle-méme est le foncteur dualité.

Lemme C.4. Soit F : A-Mod — B-Mod un foncteur additif et soient My,...,M, des A-
modules. Alors F(P! ; M;) = &, F(M;).
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Preuve. On utilise la caractérisation de la somme directe finie donnée dans la proposition B13 du
chapitre I au premier semestre. Posons M := @} M;. Faisons la démonstration dans le cas oi1 F est
contravariant, la démonstration lorsque F est covariant est similaire.

Pour tout i, il existe des morphismes de A-modules u; : M; — M et p; : M — M,; tels que

n
pi le) 1,[]- — (Sl] lsz et ldM - Zui o Pi-
i=1

On a donc des morphismes de B-modules Fp; : FM; — FM et Fu; : FM — FM; qui vérifient

n
FM]' oFp; = 51] idle. et idrp = ZFPI o Fu;.
i=1

On en déduit que FM = @}, FM;. v

Définition C.5. > Soit F un foncteur additif covariant de A-Mod dans IK-Mod.

On dit que F est exact s'il transforme toute suite exacte 0 — M’ — M — M" — 0de
A-modules en une suite exacte 0 — F(M') — F(M) — F(M") — 0 dans K-Mod.

> Soit F un foncteur additif contravariant de A-Mod dans IK-Mod.

On dit que F est exact s'il transforme toute suite exacte 0 — M’ — M — M" — 0 de
A-modules en une suite exacte 0 — F(M") — F(M) — F(M') — 0 dans K-Mod.

Exemple C.6. Lorsque K est un corps, d’apres la proposition B.3 et 'exemple qui précede,
les foncteurs Homg (—, N) et Homg (N, —) sont exacts sur IK-Mod. En particulier, le foncteur
de dualité est exact sur IK-Mod.

Proposition C.7. Soit F : A-Mod — K-Mod un foncteur additif covariant (resp. contrava-
riant). Le foncteur F est exact si, et seulement s'il transforme toute suite exacte M' — M —
M" de A-modules en une suite exacte F(M') — F(M) — F(M") (resp. F(M") — F(M) —
F(M')) de K-modules.

Preuve. Supposons que F transforme toute suite exacte M’ — M — M” en une suite exacte, et soit

0— M i) M 2 M” — 0 une suite exacte. On suppose que F est covariant, le cas contravariant

se fait de méme. Les suites 0 — M’ i> M, M i> ME M et M E M’ — 0sont exactes, donc

par hypothese, en utilisant le fait que FO = 0, les suites 0 — FM’ o, FM, FM' YoM B EMY et

F F F
FM =% FM" — 0 sont exactes. On en déduit que 0 - FM Yy EM! B EMP 5 0 est exacte aussi et
par conséquent que le foncteur F est exact.

f

Réciproquement, supposons que F est exact. Soit M = M 3, M” une suite exacte. On a des suites
exactes

0 Kerf— M LImf =0

O—>Kerg:Ime>M£>Img—>0
0= Img L M" 5 M"/Img — 0

oil i et j sont les inclusions naturelles et o1 f et ¢ sont les corestrictions de f et ¢ a leurs images
respectives. Notons que f =io fetg=jog.

> Supposons que le foncteur F est covariant.
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On applique le foncteur F aux suites ci-dessous, ce qui donne par hypothese des suites exactes

0 = F(Ker f) — FM' L F(Im f) — 0

0= F(Imf) &5 FM 2 F(Img) — 0
0 — F(Img) 5 FM" — F(M"/Img) — 0.
o o B ) NG NG o . .
n en déduit que Im Ff = Im(Fio Ff) = Im(Fi) = Ker(Fg) = Ker(Fjo F§) = Ker(Fg) ot (1) vient
du fait que Ff est surjectif, (2) vient de 'exactitude de la deuxiéme suite et (3) vient du fait que Fj

est injectif.

F F
La suite FM’ —f> FM =2 FM" est donc bien exacte.

> Supposons que le foncteur F est contravariant.

On applique le foncteur F aux suites ci-dessous, ce qui donne par hypothese des suites exactes

0 < F(Ker f) «+ FM’ <F—f F(Imf) «<0
0+ F(Imf) & M & FImg) « 0
0+ F(Img) &L FM" « F(M"/Img) « 0.
On en déduit que Ker Ff = Ker(Ff o Fi) v Ker(Fi) 2 Im(Fg) © Im(Fg¢ o Fj) = Im(Fg) ot (1) vient

du fait que Ff est injectif, (2) vient de I'exactitude de la deuxiéme suite et (3) vient du fait que Fj est
surjectif.

F F
La suite FM" -5 FM —f> FM’ est donc bien exacte. v

4 3 2 1
Remarque C.8. Supposons que 1'on ait une suite exacte - - - Some S M2 S Mt S MO
0 de A-modules, c’est-a-dire que pour tout n > 1 on a Im ontl = Kerd" et ! surjectif. On
peut lui appliquer le foncteur Hom 4 (—, N). On obtient alors un complexe

0 — Homy (M, N) LN Homy (M, N) b, Hom (M?,N) LER Hom (M3, N) LN

oud, = —od".

On peut donc considérer ’homologie de ce complexe, qui donne une indication sur le
défaut d’exactitude du foncteur Hom4 (—, N).

Cependant, différents choix de la suite exacte au départ pourraient donner différentes
cohomologies. Nous devrons travailler avec des suites exactes particuliéres, formées de mo-
dules projectifs ou injectifs.

| Définition C.9. Un A-module P est dit projectif si le foncteur covariant Hom 4 (P, —) est exact.
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Proposition C.10. Soit P un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P est projectif.
(ii) Toute suite exacte 0 - M’ —+ M — P — 0 de A-modules est scindée.

(iii) Pour tout morphisme surjectif ¢ : M — M" de A-modules et tout morphisme f : P —
M" de A-modules, il existe un morphisme f : P — M de A-modules tel que o f = f :

P

af l\’f
L

"
M Vq)M 0

(iv) Il existe un A-module X tel que P @ X soit un A-module libre.

Preuve. > (i)=(ii). Supposons P projectif. Soit 0 — M’ L, M 3 P - 0 une suite exacte.
Puisque le foncteur Hom 4 (P, —) est exact, la suite

Hom (P, M) £ Hom (P, P) — 0

est exacte. En particulier, idp € Homx (P, P) admet un antécédent : il existe o € Hom 4 (P, M)
tel que g o o = idp. Autrement dit, o est une section de g et donc la suite exacte du début est
scindée.

> (ii)=(iii). On suppose que (ii) est vérifiée. Soient ¢ : M — M" et f : P — M" des morphismes
de A-modules avec ¢ surjectif. Considérons le A-module X = {(m,u) € M x P; o(m) = f(u)}
(X est appelé «produit fibré» ou «pullback»). Soient g : X — Peth : X — M les restrictions des
projections; ce sont des morphismes de A-modules. De plus, g est surjectif; en effet, siu € P,
alors il existe m € M tel que f(u) = ¢(m) puisque ¢ est surjectif, etona u = g(m, u).

On a donc une suite exacte 0 — Ker g — X 3 p—o, qui est donc scindée par hypothese. Par
conséquent, il existe une section ¢ de g, et on peut poser f = h o ¢. On vérifie facilement que
@ oh = f og, c'est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif

0 Ker X _p 0

=
og
—
[

Finalement, on a bien o f = pohoo = fogoo = f.
> (iii)=-(1). On suppose que (iii) est vérifiée. Nous devons démontrer que Homy (P, —) est

exact. Soit 0 — M’ &5 M £ M” —5 0 une suite exacte. Alors la suite 0 — Hom (P, M) foo

Homy (P, M) LE Hom, (P, M") est exacte, il suffit donc de démontrer la surjectivité de
go —. Soit h € Homyu (P, M"). Par hypotheése, le morphisme g est surjectif donc il existe
h € Homy (P, M) tel que g o h = h, ce que nous voulions. Donc P est projectif.

> (ii)=-(iv). On suppose que (ii) est vérifiée. Vous avez vu au premier semestre (Corollaire D6
du chapitre I) que tout A-module est quotient d"'un module libre. Il existe donc un module libre

L et un morphisme surjectif ¢ : L — P. Appliquons (ii), la suite exacte 0 — Ker ¢ — L p—
0 est donc scindée; on a donc P @ Ker ¢ = L. Or L est libre donc P @ Ker ¢ est libre.
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> (iv)=(ii). On suppose que (iv) est vérifiée. Soit 0 — M’ i) M 25 P — 0 une suite exacte.

Nous devons démontrer qu’elle est scindée. Par hypothese, il existe un module X tel que L =
(5:4,)

—
g 0

0 idx
sections : P® X — M @ X puisque P @ X est libre. De plus, Im sip C M. En effet, siu € P,
alors s(u) = m+xavecm € Metx € X.Or®os =id; doncu = &(m+x) = g(m) + x et
donc g(m) = uetx =0d’ous(u) = me M. Notons que g(s(u)) = g(m) = u. On a donc défini
un morphisme 0= s;;: P — M tel que g o 0 = idp, autrement dit une section de g. La suite du
début est donc scindée. v

PpX — 0.

) admet une

P & X soit libre. De plus, on a une suite exacte 0 — M’ ﬂ Mo X

Vous avez vu au premier semestre (Corollaire D7 du chapitre I) que & := (

Remarque C.11. En particulier, un module libre et tous ses facteurs directs sont projectifs.

Exemple C.12. Le A-module A est un A-module libre, de base (1), et donc projectif.

Corollaire C.13. Soit P = @, P; une somme directe (non vide) de A-modules. Alors P est
projectif si, et seulement si, pour tout i € I le A-module P; est projectif.

Preuve. > <> Supposons que tous les P; soient projectifs et démontrons que P est projectif.
Pour tout i € I il existe un A-module X; et un A-module libre L; tels que P; ® X; = L;. On
en déduit que P & (Pjc; Xi) = (B;es Li) qui est un module libre, donc P est projectif.

<> ou Supposons que tous les P; soient projectifs et démontrons que P est projectif. Considé-

. ¢ . .
rons un diagramme M —— N —— 0. Alors pour tout i € I nous avons un diagramme

ls
p
M-~ N—->0 ou Y; est la restriction de ¢ a P;, et comme P; est projectif il existe
¥i
p;
0; € Homu (P;, M) tel que ¢ o 0; = ¢; pour tout i € I.
Soit maintenant x € P. Alors x s’écrit de maniere unique x = ) ;c;x; avec x; € P; et |
une partie finie de I. On peut donc poser 6(x) = Y ;c; 6;(x;). Ceci définit une application
6 : P — M. On vérifie facilement que c’est un morphisme de A-modules. De plus, ¢ o

0(x) = @(Licj 0i(xi)) = Liej @ o 0i(xi) = Licj ¥i(xi) = Licg ¥(xi) = ¢(Licjxi) = $(x)
donc o6 = .

Donc P est projectif.

> Réciproquement, supposons que P soit projectif, soit i € I et montrons que P; est projectif.

Il existe un module X et un module libre L tels que P® X = L. Onadonc P, &Y = L avec

Y = X @ @jer Pj, donc P; est projectif. v
j#i

Théoreme C.14. Tout A-module est un quotient d"'un A-module projectif.

Preuve. Vous avez vu au premier semestre (Corollaire D7 du chapitre I) que tout module est quotient
d"un module libre, qui est en particulier projectif. v

Exemple C.15. Si A est 'anneau Z x Z, alors les A-modules Z x {0} et {0} x Z sont pro-
jectifs (leur somme directe est égale au A-module libre A), mais pas libres (aucune famille
non vide d"un de ces modules n’est libre sur A).
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D. MODULES INJECTIFS

Définition D.1. Un A-module E est dit injectif si le foncteur contravariant Hom s (—, E) est
exact.

Proposition D.2. Soit E un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E est injectif.

(ii) Pour tout morphisme injectif ¢ : M — N de A-modules et tout morphisme f : M — E
de A-modules, il existe un morphisme f : N — E de A-modules qui prolonge f :

(iii) Toute suite exacte 0 — E — M — M" — 0 de A-modules est scindée.

Preuve. > (i)=(ii). On suppose que (i) est vérifiée. On considere un diagramme

0——M——N
¢

Par hypothese, le foncteur Hom 4 (—, E) est exact donc la suite exacte 0 — M %, N induit une
suite exacte Hom,4 (N, E) —*% Homy, (M, E) — 0.Puisque f € Homx (M, E), il a un antécédent
f € Hom4 (N, E), qui vérifie donc f o ¢ = f.

> (ii)=(i). Exercice.

Supposons que (ii) est vérifiée. Soit 0 — M 2 N % R — 0 une suite exacte. On doit démontrer
que la suite

0 — Homu(R, E) ¥ Homa(N, E) £ Homu(M, E)

est exacte. D’apres la proposition A.1 page 40, il suffit de démontrer que ¢* est surjectif. Soit
donc f € Homa(M, E). On cherche f € Hom4 (N, E) tel que f = ¢*(f) = f o ¢. Or celui-ci
existe d’apreés I’hypothese (ii). La suite

0 — Homa (R, E) ¥ Homu(N, E) 5 Homa(M, E) — 0

est donc exacte, et le foncteur Hom 4 (—, E) est donc exact.

> (ii)=>(iii). Soit 0 — E > M — M” — 0 une suite exacte. Il suffit de démontrer que ¢ admet
une rétraction.

On a un diagramme
o]
0—E——M
¢

doncil existe r € Homy (M, E) tel que r o ¢ = idg, c’est-a-dire que r est une rétraction de ¢.
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> (iii)=(ii). On considere un diagramme

0——M——N
¢

On construit un A-module X de la fagon suivante (appelé «somme amalgamée» ou «pushout»).
Le A-module E x N admet K = {(f(m), —¢(m)); m € M} comme sous-A-module. On définit
X comme étant le A-module quotient X = (E x N)/K. Soit p : E x N — X la projection
canonique. On définit également deux morphismes de A-modules ¢ : E — Xeth: N — X par
g(e) = p(e,0) et h(n) = p(0,n) pour tout (e,n) € E x N.

Onaalorshog = go f.Eneffet,sim € Mona (gof —hoe)(m) = g(f(m)) —h(p(m)) =
p(f(m),0) = p(0,9(m)) = p(f(m), —¢(m)) = 0 car (f(m), —¢(m)) € K.

De plus, g est injectif; en effet, si g(¢) = 0 alors (e,0) € K c’est-a-dire qu'il existe m € M tel que
(e,0) = (f(m),—¢(m)) dans E x N. On a alors ¢(m) = 0 donc m = 0 puisque ¢ est injectif,
donc f(m) = 0 et donc e = 0.

On a donc construit une suite exacte 0 -+ E —+ X — X/E — 0. Comme E est injectif, cette suite
exacte est scindée par hypothese. Soit donc ¥ € Hom 4 (X, E) une rétraction de g, c’est-a-dire

querog =idg.
0 E Z X X/E——0
1)
O—>M7—N

Posons f =roh.Onaalors fogp =rohop =rogof=idpof = f, ce que l'on voulait. v’

Exemple D.3. On note A* = Homy (A, K) le dual de A. C’est un groupe abélien et c’est
méme un A-module a droite pour 'action suivante :

Y(a,f) € Ax A*, YA € A, (f-a)(A) = f(al).

Supposons maintenant que K est un corps. Alors A* est un A-module a droite injectif. En
effet, pour tout A-module a droite X, on a un isomorphisme de K-espaces vectoriels

g: x> o g(xa)]]

(a vérifier... : il faut vérifier que f est une application K-linéaire, que § est un morphisme de
A-modules, et que les applications ci-dessus définissent un isomorphisme de K-espaces vec-
toriels). De plus, on a déja vu que lorsque K est un corps, le foncteur de dualité Homp (—, K)
est exact sur la catégorie des K-espaces vectoriels. Donc Hom 4 (—, A*) est exact sur la caté-
gorie des A-modules a droite.

Corollaire D.4. Soit E = [];c; E; un produit (non vide) de A-modules. Alors E est injectif si,
et seulement si, pour tout i € I le A-module E; est injectif.

Preuve. Notons 7t; : E — E; les projections.
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> Supposons que tous les E; soient injectifs et démontrons que E est injectif. Considérons un
diagramme

E

|

0——M——N.
Alors pour tout i € I nous avons un diagramme

E;
v 9,

0——M — N
ou f; = m; o f puisque E; est injectif. Notons que sim € M,ona f(m) = (fi(m))ier-
Soit maintenant x € N.On pose f(x) = (fi(x))ics. Ceci définit un morphisme f € Hom (N, E)
telque fo ¢ = f.
Donc E est injectif.
> Réciproquement, supposons que E soit injectif, soit i € I et montrons que E; est injectif.
Considérons un diagramme E; et le morphisme f € Hom, (M, E) défini par

/

0——M——N
¢

0 . )
f(m) = (uj)jer avec u; = Sl] 7 Z Puisque E est injectif, il existe f € Homx (N, E) tel
fi(m) sij=1i.
que f o ¢ = f.Posons f; = m; o f. Alors f; € Hom,(N, E;) et fio ¢ = f..
Donc E; est injectif. v

Proposition D.5 (Critere de Baer). Soit M un A-module. Alors M est injectif si, et seulement
si, pour tout idéal I de A, tout morphisme g : I — M de A-modules peut étre prolongé en
un morphisme G : A — M de A-modules.

Preuve. > Supposons que M est injectif, c’est-a-dire que le foncteur Hom(—, M) est exact.
On a une suite exacte de A-modules 0 — I -5 A qui induit donc une suite exacte

Homy (A, M) =2k Homy (I, M) — 0. Alors pour tout ¢ € Homyu(I, M), il existe G €
Homx (A, M) tel que G o i = g, autrement dit, G prolonge g.

M

X

0—=I1——=A

> Réciproquement, supposons que M vérifie la propriété de I’énoncé, nous devons démontrer
que M est injectif. Considérons un diagramme

M

/|

0——=R——=N
¢

et montrons que f peut étre prolongé en f € Homu (N, M).
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Soit S I'ensemble formé des couples (f’, N') ott N’ est un A-module tel que R C N’ C N et
f" € Homu(N’, M) prolonge f. 1l est clair que S n’est pas vide (il contient (f, R)) et qu'il est
partiellement ordonné par la relation

(f/,N/) < (f//’ N//) — N/ C N/l etf‘/ll\l, — fl‘

De plus, I’ensemble ordonné (S, <) est inductif. En effet, si (f], N/)cs est une partie totalement
ordonnée de S, elle admet un élément maximal ( f, N = UierN;) ot f est défini de la facon
suivante; soit x € N, il existe i tel que x € N/, on pose flx) = fl(x); de plus, si j € I est
tel que x € Nj, on a par exemple (f;, N;) < (f;,N;) donc f]-’|Ni = f etdonc fi(x) = fi(x) et
finalement f est bien défini. Il reste a vérifier que N est un A-module, que f est un morphisme
de A-modules et que (f, N) est bien un majorant de (f/, N!);c; dans S (exercice).

D’apres le lemme de Zorn, I'ensemble S admet donc un élément maximal, (fo, Np). Il suffit
pour conclure de démontrer que Ny = N et de poser f = fo.

Supposons par l'absurde que No & N et soit donc x € N\ Np. L'ensemble I :=
{a € A;ax € Ny} est un idéal de A. On considéere le morphisme de A-modules g : [ — M dé-
fini par g(a) = fo(ax). D’apres I'hypothese, on peut prolonger ¢ en un morphisme G : A - M
de A-modules. Posons X = Ny + Ax et soit F : X — M le morphisme de A-modules dé-
fini par F(y +ax) = fo(y) + G(a) ou (y,a) € Ny x A. Vérifions qu’il est bien défini. Si
y+ax = y; +a;x avec (y1,41) € No x A, alors (a —a1)x = y3 —y € Npdonca —a; € I
et G(a) — G(m) = G(a—m) = gla—a) = fo((a —a)x) = fo(ya —y) = fo(y1) — fo(y) donc
fo(y) + G(a) = fo(y1) + G(a1). On vérifie facilement que F est un morphisme de A-modules.
De plus, Fy, = fo donc (F,X) € S et (fo,No) < (F,X), ce qui contredit la maximalité de
(fo, No)-

Finalement Ny = N et f = f; convient. Donc M est injectif. v

Définition D.6. Un A-module M est dit divisible si pour tout a € A avec a # 0 et tout m € M,
il existe m' € M tel que m = am’.

Corollaire D.7. Soit A un anneau principal. Un A-module M est injectif si, et seulement s’il
est divisible.

Preuve. Rappels : sia € A, un morphisme f: (a) — M est entierement déterminé par f(a) et un
morphisme F: A — M est entierement déterminé par F(1) (et on a alors, pour tout A € A, f(Aa) =
Af(a) et F(A) = AF(1)).
> Supposons que M soit divisible. Nous allons utiliser le critere de Baer pour démontrer que M
est injectif. Notons que les idéaux de A sont principaux par hypothese.
Soit I = (a) unidéal de A. Soit g : I — M un morphisme de A-modules. Si I = 0 alors g =0 et
il est évident que le morphisme nul de A dans M prolonge g.
Supposons que a # 0. Posons m = g(a) € M. On recherche un morphisme G : A — M
qui prolonge g; s'il existe, il est entierement déterminé par G(1) = m’ € M. Puisque M est
divisible, il existe m’ € M tel que m = am’. Soit G: A — M le morphisme déterminé par
G(1) = m'. Alors G(a) = aG(1) = am’ = m = g(a) donc G prolonge g.
Donc M est injectif d’apres le critere de Baer.

> Supposons que M soit injectif. Soit m € M et soita € A, a # 0. On définit g: (a) — M par
g(a) = m. Grace au critere de Baer, il existe G: A — M qui prolonge g. Posons m’ = G(1) € M.
Alors am’ = aG(1) = G(a) = g(a) = m. On a démontré que M est divisible. v

Corollaire D.8. Soit A un anneau principal et soit E un A-module injectif. Alors tout quo-
tient de E est injectif.
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Preuve. Puisque A est principal et E est injectif, il est divisible. Soit K un sous-module de E. II suffit
de démontrer que E/K est divisible.

Soit (a,e) € A x (E/K) aveca # 0 ete € E. Puisque E est divisible, il existe ¢’ € E tel que e = ae’.
On en déduit que € = a¢’. Donc E /K est divisible. v

D.1. Le cas des groupes abéliens (A = Z)
Le résultat ci-dessus s’applique en particulier aux groupes abéliens (A = Z est principal).

Exemples D.9. (1) Z n’est pas divisible, il n’est donc pas injectif.
(2) Q est divisible, donc il est injectif.
(3) Q/Z est divisible, donc il est injectif.

(4) Toute somme directe de groupes abéliens divisibles est encore divisible, donc toute
somme directe de groupes abéliens injectifs est injectif.

Proposition D.10. Tout Z-module est un sous-Z-module d"un Z-module injectif.

Preuve. Soit M un Z-module et soit G une partie génératrice de M. Soit Ly = Z(9) = EB Z4 avec
g€g
Z4 = Z pour tout g € G le Z-module libre de base G et soit Lo = QY = P Q, avec Q; = Q pour

g€g
tout ¢ € G le Q-espace vectoriel de base G. On a un morphisme injectif de Z-modules Lz — Lq

(induit par les injections de Z, = Z dans Q¢ = Q pour tout g € G). On a également un morphisme
surjectif de Z-modules Lz — M dont on note K le noyau. On a donc M = Lz /K. De plus, K est un
sous-Z-module de Lg.

Le Z-module Q est injectif, le Z-module Lo = Q9) est une somme directe de Z-modules injec-
tifs, donc Lg est un Z-module injectif d’apres les exemples qui précedent. De plus, puisque Z est
principal, on sait aussi que le quotient Lg /K est injectif.

On a donc obtenu un morphisme injectif M = Lz /K — Lg/K de Z-modules avec Lg/K injectif.

v

Théoreme D.11. Tout A-module M est un sous-A-module d"un A-module injectif.

Preuve. > Préliminaires :
4 Soit R un A-module. Alors Homz (A, R) est un A-module pour 'action de A donnée par
(a-f)(A) = f(Aa) pour (a,A, f) € A% x Homz (A, R).
4 Soit R un A-module. Alors Homy4 (A, R) est un A-module pour 'action de A donnée par
(a-f)(A) = f(Aa) pour (a,A, f) € A2 x Homy (A, R).
4+ Soit R un A-module. Alors on a un isomorphisme de A-modules :

Homu(A,R) % R
fo= fQ)
(a— ar) &y

La vérification que ¢ et ¢ sont des bijections réciproques I'une de I’autre est immédiate.
Vérifions que ¢ est un morphisme de A-modules : sia € A et f € Homa(A,R), alors
p(af) = (af)(1) = f(la) = f(a) = af(1) = ap(f) car f est A-linéaire.

(On peut remarquer, mais c’est inutile, que \ est un morphisme de A-modules aussi; faisons la

vérification car ces structures sont plutot nouvelles : soient A € A, v € R; alors pour tout a € A
onap(Ar)(a) = arret P(Ar)(a) = p(r)(ar) = aAr.)
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> Soit M un A-module. C’est en particulier un Z-module, donc M est un sous-Z-module d'un
Z-module injectif E.
On a alors M = Homy (A, M) C Homz(A, M) C Homyz (A, E) en tant que A-modules.
Il suffit donc de démontrer que Homyz (A, E) est un A-module injectif.

> Pour tout A-module X, on a un isomorphisme de Z-modules

Homy (X, Homyz (A, E)) Homyz (X, E)

=
fo= filee f2)()]
g:lx—=lamglax)]] < g

Puisque E est un Z-module injectif, le foncteur Homyz(—, E) est exact, il transforme donc
en particulier toute suite exacte X — Y — Z de A-modules (qui est une suite exacte
de Z-modules) en une suite exacte Homz(Z,E) — Homgz(Y,E) — Homz(X,E) de
Z-modules, qui est isomorphe a Homu(Z,Homyz(A,E)) — Homyu(Y,Homz(AE)) —
Hom 4 (X,Homz (A, E)), donc Homyu(—,Homyz (A, E)) est aussi exact. Donc Homyz (A, E) est
un A-module injectif. v

E. RESOLUTIONS PROJECTIVES, INJECTIVES

Nous allons étudier une construction générale de (co)homologies, adaptées a diverses
situations. Pour cela, étant donné un A-module M, nous allons construire des complexes de
(co)chaines en partant de "résolutions" de M puis en leur appliquant un foncteur approprié.
Ce sont donc ces "résolutions" que nous allons définir et étudier. Il est nécessaire que deux
résolutions différentes fournissent des complexes qui ont la méme cohomologie pour que
la cohomologie associée a M ait un sens. C’est la qu’interviennent les modules projectifs et
injectifs.

Définition E.1. Soit M un A-module.

> Une résolution projective (resp. libre) de M est une suite exacte de A-modules de la
forme

d d d d
PP P B PSS M0

dans laquelle tous les P, sont projectifs (resp. libres).
Cela signifie que dy est surjectif et que pour tout n > 0, onaImd, 1 = Kerd,,.

> Une résolution injective de M est une suite exacte de A-modules de la forme

d d d d
0-M2Ih 5L —- B, 5T,

dans laquelle tous les I, sont injectifs.

Cela signifie que dy est injectif et que pour tout n > 0, on aImd, = Kerd,, ;1.

Proposition E.2. Tout A-module M admet une résolution libre, et donc une résolution pro-
jective.

Preuve. Soit M un A-module. Il existe un A-module libre P, et une surjection dg : Py — M.
Soit K; le noyau de dy. C’est un A-module, il existe donc un A-module libre P; et une surjection
m : P = Kj. On définit d; : P — Py comme la composée de 71; et de l'inclusion de K; dans Py.
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Schématiquement, on a

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, >P0—>M—>O

/\/

. . d d .
Vérifions que la suite P, L Py % M — 0 est exacte en P, (elle est exacte en M par construction).
C’est bien le cas puisque Kerdy = Ky = Im 71y = Im d;.

Supposons construite une suite exacte de A-modules libres P, d—”> P4 — =P d—1> Py d—0>
M — 0. Pour construire le module libre suivant on procede de méme. Soit K11 le noyau de d,,, il
existe un A-module libre P, ;1 et une surjection 71,11 : Py,41 — K,q1 et on définit d,,,1 comme la
composée de 71,11 et de I'inclusion de K;,1 1 dans P,. La suite ainsi obtenue est bien exacteen P,,. v/

Proposition E.3. Tout A-module M admet une résolution injective.

Preuve. La démonstration est similaire a la démonstration précédente, en utilisant le fait que tout
A-module est un sous-module d'un A-module injectif et en remplacant les noyaux par des images.
Le schéma du début est :

Io/ Im(do) = I()/M I1/ Im(dl)
US| 0
0 —_— M T I() """"""""""""""""""" d 1 """"""""""""""""" > 11

Ces résolutions ne sont pas uniques, mais elles le sont a homotopie pres.

Théoréme E.4 (Théoreme de comparaison). Soit (Ps, de) une résolution projective de M et
soit f : M — N un morphisme de A-modules. Alors pour toute résolution (Q.,d.) de N
il existe un morphisme de chaines @, : P — Q. qui est un relevement de f, au sens ou
dp 0 ¢o = f odp. De plus, le morphisme de chaines ¢ est unique a équivalence homotopique
pres.

dy

d do

P P, P M 0

EIL‘Pz Ellq’l Hlfpo Lf
1) 1 O

Q—>Q—>Qy——=N 0

Preuve. > Commencons par démontrer l'existence de ¢, par récurrence.

< Construction de @g. On a un diagramme

Py

lfodo

Qy——=N—7—=0
o

donc, puisque Py est projectif, il existe ¢g : Py — Qo tel que dp o pg = f o dy.
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<> Supposons maintenant construits des ¢, 0 < k < n, tels que dx o ¢ = @r_1 o dy pour
1 < k < n. Construisons ¢, 1.

On remarque que 6, © ¢, 0dpy1 = @y_10dy0d,_1 = 0donc Im(¢, od,1) C Kerd, =
Im é,41. On a donc un diagramme

Pn+1
l/‘/’nodnﬂ

Qui1 ——Im by —0
On+1

donc, puisque P, est projectif, il existe ¢ 41 : Pyy1 — Qui1 tel que 6,410 @1 =
Pn © dni1-
> Démontrons maintenant 1'unicité a homotopie pres. Supposons que 1 soit un autre releve-
ment de f et posons 0 = 1p — ¢. Nous devons construire des morphismes h,, : P, — Q1 tels
que 0, = 6,41 0hy + hy—1 od, pour tout n > 0, olt on pose h_; = 0. On le fait récursivement.
< Construction de hy. On remarque que dy 06y = oo g — oo @9 = f ody — f ody = 0 donc
Im 6y C Kerdp = Im ;. On a donc un diagramme

Py

Jo

Q1 —>Im(51 —0
1

donc, puisque Dy est projectif, il existe hy : Py — Qq telque 8y = 61 0hy = d1 0ohg+h_1 od).
< Supposons maintenant construits des morphismes hy : P, — Q41 tels que 6y = d;yq 0
hi + hy_1 o di pour tout 0 < k < n. Construisons h,,41.

On considere le morphisme 6,1 —hy ody41 @ Pyr1 — Qui1- Ona 841 0 (0441 — hy o
dn+1) = 9;1 o] dn+1 — <91’l — h?l*] o di’l) o dn+1 = 0 donc Im(9n+1 — hn ] dn+1) C Ker §n+1 =
Im é,,42. On a donc un diagramme
Pn+1
j9n+1_hnod71+l

Qni2 ——=Imbp1p —=0
‘5n+2

donc, puisque P, est projectif, il existe hy, 11 : Pyp1 — Quio tel que 0,41 — hyodpig =
Opy20 hn+1- v

Corollaire E.5. Soit P une résolution projective d'un A-module M. Soit f : P — P un
relevement de idj; . Alors f est homotope a idp.

Preuve. Cela découle de la deuxiéme partie du théoréme de comparaison, puisque f et idp sont deux
relevements de id . v

Remarque E.6. Soient P et Q deux résolutions projectives d'un A-module M. Alors il existe
des relevements f : P — Qetg: Q — Pdeidy;. Alors fog: Q — Q est un relevement de

idy donc il est homotope a idg et de méme g o f est homotope a idp.

Voyons maintenant une fagon de construire des résolutions projectives.
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Lemme E.7 (Lemme du fer a cheval). On suppose que I'on a un diagramme

0
d/ dl d/
P, —2~ P — =P, —= M 0
f
M
8
d ! )
Pz/ / P{ / Pé/ M// 0

0

dans lequel la colonne est exacte et les lignes sont des résolutions projectives. Posons P, =
P} & Pj/. Alors les P, fournissent une résolution projective de M et la colonne de droite se
releve pour donner une suite exacte scindée de complexes

oPLpspr_p

ou f, : Pj — P, et g, : P, — P}/ sont les injection et projection naturelles.

Preuve. Nous avons un diagramme

0 0 0 0
d} & d
Py —2 P ——= P} ——= M’ 0
f2 f fo f
P, P Py M
@ 81 80 8
py o pr A pr M
0 0 0 0
avec fu(x) = (x,0) et gu(x,y) = y pour tout n. Les suites verticales sont exactes (scindées), les

modules P, sont projectifs. Il reste & construire les différentielles d,, : P, — P, de telle sorte que le
diagramme ainsi obtenu commute et que (P, d) soit une résolution projective de M.

> Construction de dy. On a un diagramme

/"

S0 . I
Ldo
P

1
M 2 M'——0

avec Py projectif, donc il existe un morphisme sg : P — M tel que g o sy = djj. On pose alors
do(x,y) = f(dg(x)) + so(y)-
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Considérons maintenant le diagramme suivant

0 0 0
! d/

0— =K, —2s Pl —2 M 0
fog fo f

0— =Ky —2s Py —2 o M 0
80Ky 80 8

0— Ky pr Wy
0 0 0

ou Ky = Kerdy, Kjy = Ker(dy)), Kij = Ker(dy) et ip. iy, ij sont les inclusions. Nous allons vérifier
que la suite 0 — K — Ky — K[| — 0 est bien définie et exacte, que la suite 0 — Ky — Py —
M — 0 est exacte (c’est-a-dire que dy est surjective) et que le diagramme est commutatif.

4+ Tout d’abord, dj est surjective grace au lemme des cing (lemme A.2 page 11).

+ Vérifions que les carrés de droite commutent :

do(fo(x)) = do(x,0) = f(dy(x)) et
g(do(x,y)) = g(f(dy(x))) +g(s0(y)) = dy(y) = dp(go(x,y)).

4+ Vérifions que la suite 0 — K, — Ko — K] — 0 est bien définie et exacte.
Il faut vérifier dans un premier temps que fo(Kj) C K{ et que go(Ko) C K. Orsi x, € K{,
alors do(fo(x()) = f(dy(x5)) = f(0) = 0 donc fo(x) € Ko. On démontre de méme que
g0 (K()) - K(/),.
Il est clair que fo, K, est injective et que go|x, © fo| K, = 0. Il reste & démontrer que gy, est
surjective et que Ker(go|x,) C Im(fo/x)-
Soit x{ € Kj. Puisque gy est surjective, il existe xg € Py tel que xj = go(xp). De plus,
0 = dj(x) = dj(go(x0)) = g(do(x0)) donc do(x9) € Kerg = Im f et puisque dj, est
surjective il existe x{, € Pj tel que do(xo) = f(dy(xp)) = do(fo(xp)). Finalement, on a
xo — fo(xp) € Ko et go(xo — fo(xg)) = xq (car go © fo = 0), donc go|x, est surjective.
Soit xg € Ker (go‘ Ko) = Ko NKer(go). Puisque Ker(go) = Im(fp), il existe x;, € P, tel que
xo = fo(x). Onaalors f(dj(x))) = do(fo(x})) = do(x0) = 0 donc djj(x() € Ker(f) = {0}
et donc x|, € K{,. Finalement, xg € Im ( fo, K[,]).

4 Finalement, il est clair que les carrés de gauche commutent et donc que le diagramme
entier commute.

> Construction de d;.
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On obtient de la méme maniere un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes

0 0 0
! d/
0—=K,—1>p K 0
Sk f ok
0 Ki—p K, 0
81Ky | iy 81 801Ky
0K/ opr Mogr g
0 0 0

ou Ky = Kerdy, K] = Ker(d}), K{ = Ker(d{) et ;. i}, i sont les inclusions.
On en déduit alors le début d"une résolution projective de M :

Pl dq P(] d
N
Ko

(il est clair que Ker(dy) = Ko = Im(d;) par construction).

°'s M 0

> La construction de d,, est similaire. v

Exercice E.8. Les résultats analogues pour les résolutions injectives sont valables aussi (ren-
verser toutes les fleches).

Finalement, voici un lemme utile pour vérifier qu'un complexe est une résolution.

Lemme E.9. Soit C = (Cy, dyn)nen un complexe de chaines de A-modules tel que id¢ soit
homotope a zéro. Alors C est une résolution de Cy/ Imd;.

—Ci—=Cy —— G —=G 0
hy hy 1 h ho

avecd,j0ohy +h,_q10d, =idc, pour toutn > 0.

Preuve. D’apres le corollaire D.3 page 17, on sait que H"(C) = 0 pour tout n. On a donc Imd,, 11 C
Ker d, (puisque C est un complexe) et Kerd,,/Imd, 1 = 0, on en déduit que Imd,,;1 = Kerd,. Vv

Remarque E.10. 11 suffit qu’il existe une homotopie de K-modules, ou méme de groupes
abéliens, de id¢ a 0 pour avoir le résultat, car un complexe de A-modules qui est exact en
tant que complexe de groupes abéliens est exact en tant que complexe de A-modules.
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V. Foncteurs Ext

A. GENERALITES

Définition-Proposition A.1. Soit M un A-module. Soient P et Q deux résolutions projectives
de M. Alors pour tout A-module N, les cohomologies de complexes de cochaines Hom s (P, N) et
Homy (Q, N) sont isomorphes.

Cette cohomologie est notée Ext’y (M, N).

Avant d’en faire la preuve, démontrons le lemme suivant.

Lemme A.2. Soit F : A-Mod — K-Mod un foncteur additif. Soient C et D deux complexes
de A-modules et soient f et g deux morphismes de complexes de C vers D. Soit h une
homotopie de f a g. Alors

(i) F(C) et F(D) sont des complexes de K-modules.
(ii) F(f) et F(g) sont des morphismes de complexes.
(iii) F(h) est une homotopie de F(f) a F(g).

Preuve. On fait la démonstration lorsque, par exemple, F est contravariant et C, D sont des com-
plexes de chaines.

(i) Dans (C,d) on a d,od,;1 = 0 donc F(d,41) o F(d,) = F(dyody41) = F(0) = 0, donc
(F(C),F(d)) est un complexe.

(ii) On a des diagrammes commutatifs

dnt1
Cn+1 — Cn

fnJr]l lfn

Dn+1 a—> D,
n+1

donc, en appliquant le foncteur F, on a des diagrammes commutatifs

F(d,
P(Cn+1) <(;1) F(Cn)

F(ﬂm)T TF(fn)

F(D”“)Fm F(Dn)
donc F( f) est bien un morphisme de complexes.

(iii)) Ona f, — gu = hy—1 0dy + 041 © hy, donc en appliquant F on obtient F(f,) — F(gn) = F(dn) ©
F(hy—1) + F(hy) o F(911)-

d, u B Fd,
Cpor 2 0 —2e FC, 1 L FC, L, v
hy Fh,
iy d NGRS
Dny1 5= Dn—5> Dna FDy1 5= FDn 5= FDnia
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Preuve de la Définition-Proposition A.1. Puisque P et Q sont deux résolutions projectives de M, il existe
des relevements ¢ : P — Qety : Q — Pdeidy. Alors pogp : P — Petpoyp : Q — Q sont
homotopes a idp et idg respectivement d’apres la remarque E.6 page 55.

Soit F = Homy (—, N). C’est un foncteur additif (contravariant). D’apres le lemme, F(P) et F(Q)
sont des complexes de K-modules et F(¢) et F(3) sont des morphismes de complexes. De plus,
F(p) o F(¢) = F(¢ o @) est homotope & F(idp) = idp(p) et F(¢) o F(¢) est homotope & id(g) -

On en déduit des morphismes H"(F(¢)) : H"(F(P)) — H"(F(Q)) et H*(F(¢y)) : H*(F(Q)) —
H"(F(P)) pour tout n tels que H"(F(¢)) o H"(F(@)) = H"(idpp)) = idpnp) et H"(F(g)) o
H"(F(¢)) = H"(idp(g)) = idyn(g)- Les morphismes de complexes H"(F(¢)) et H"(F(3)) sont des
isomorphismes réciproques 1'un de l’autre. v

Remarque A.3. On a un isomorphisme de IK-modules Ext% (M, N) = Hom4 (M, N).
En effet, soit (P, ds) une résolution projective de M. On applique Hom(—, N) ce qui

donne un complexe 0 — Hom 4 (P, N) —oh, Homy (P, N) — --- donc Ext)(M,N) =
Ker(—ody)/Im0 = Ker(— ody).

Ainsi, en degré 0, les cocycles et les classes de cohomologie coincident (les cobords sont
nuls) eton a

festuncocycle <= fod; =0 <= f =0sur Imd; = Kerdy
<= f induit un morphisme de A-modules f : M = Py/ Kerdy — N.

On a donc une bijection entre Ker(— o dq) et Hom4 (M, N), dont on vérifie facilement que
c’est un morphisme de K-modules.

Exemple A.4. Soit A = Z, soit M = Z/mZ avec m > 2 et soit N un Z-module quelconque.
On a une suite exacte de Z-modules

0Z" 725 7/mZ — 0

ou 7t est la projection naturelle. Puisque le Z-module Z est libre, donc projectif, c’est une
résolution projective de Z/mZ. On applique Homyz(—, N), ce qui donne le complexe

0 — Homz(Z,N) % Homyz(Z,N) -0 —0— - -

avec ¢(f) : x — f(mx) = mf(x). On a un isomorphisme Homy(Z, N) = N (en évaluant en
1) donc le complexe s’identifie a

0-NSN—-0—0---
et on obtient

Exty(Z/mZ,N) = Homz(Z/mZ,N) =< ,N := {y € N; my = 0},
Ext, (Z/mZ,N) = N/mN,
Exty,(Z/mZ,N) =0sin > 2.

Exemple A.5. Soit A = Z/mZ avec m > 2. Soit d un diviseur de m. Alors M := Z/dZ est
un A-module.
Une résolution libre, donc projective, du A-module M est donnée par

Yzimz L z/mz S z/mz D 2/mz S Z/mz — 2/4Z = M — 0
ot le dernier morphisme envoie la classe d"un entier modulo m sur sa classe modulo 4.
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On applique Homy(—,N) et on utilise lisomorphisme Homu(Z/mZ,N) =
Hom4 (A, N) = N, ce qui donne le complexe

0 NELENSNEL N
On en déduit que

Ext% (M, N) = Homu (M, N) = 4N
Ext’, (M, N) = <%N> /dN sin est impair

Ext’, (M,N) = (4N) / (%N) si n est pair, n > 2.
En particulier, si p est un nombre premier, on a Ext, pZZ(Z/ pZ,Z/pZ) = Z/pZ pour
tout n > 0, alors que Ext,(Z/pZ,Z/pZ) = 0 pour tout n > 2.

Corollaire A.6. Si P est un A-module projectif, alors pour tout A-module N et pour tout
entier n > 1 ona Ext, (P,N) = 0.

Preuve. Puisque P est projectif,---0 -0 —--- —-0—P 1, P — 0 est une résolution projective de
P. On applique Hom 4 (—, N), ce qui donne le complexe

0 - Homuy(P,N) - 0—0---

dont la cohomologie est Hom,4 (P, N) = Ext? (P,N) en degré 0 et 0 en degré strictement positif. v/

Exemple A.7. Le Z-module Z™ est libre, donc projectif, et donc Ext’ (Z™, N) = 0 pour tout
n > 1 et tout Z-module N.

Remarque A.8. A partir des exemples précédents, on peut déterminer Ext’; (M, N) pour tout
Z-module M de type fini et tout Z-module N, en utilisant le théoreme de structure des
groupes abéliens de type fini et la proposition A.12 ci-dessous.

En particulier, on a Ext% (M, N) = 0 pour tout n > 2, tout Z-module M de type fini et tout
Z-module N. On verra plus loin que c’est vrai méme si M n’est pas de type fini.

Lemme A.9. Si f : M — M’ est un morphisme de A-modules, alors il induit un morphisme
de K-modules Ext} (M’, N) — Ext} (M, N).

Preuve. Soit P une résolution projective de M et soit P’ une résolution projective de M'. Il existe
un relevement f : P — P’ de f. On applique le foncteur additif Hom,(—, N), on obtient donc un
morphisme de complexes Homy (f, N) : Homu (P/, N) — Homy (P, N) qui induit un morphisme en
cohomologie d’apres la proposition B.9 page 13. v

Théoréme A.10. Pour tout A-module N et tout entier n > 0, Exty(—, N) est un foncteur
contravariant additif.

61



Preuve. D’apres la proposition B.9 page 13, H" est un foncteur. Donc Exty (—, N), qui est la composée
des foncteurs Hom, (—, N) et H", est un foncteur. Il reste a vérifier qu'il est additif, et pour cela il
suffit de vérifier que H" est additif. Cela découle du fait que les foncteurs de restriction (a Ker(— o
dn41)) et de passage au quotient (par Im(— o d,,)) sont additifs. v

Théoréeme A.11. Soit0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte de A-modules. Soit N un
A-module.
Alors il existe une suite exacte longue de IK-modules

0 ——Homuy(M"”,N) —=Hom (M, N) —=Hom 4 (M', N) —
— Y Extl(M”,N) — Ext}y (M, N) — Extl; (M/, N) ——

— V' Ext3(M",N) — Ext4 (M, N) — Ext} (M’, N) —

V"L Ext (M”,N) — Ext", (M, N) — Ext"; (M', N) —

De plus, tout morphisme de complexes entre deux suites exactes

0 M’ M M 0

L

0 R’ R R" 0

induit des diagrammes commutatifs

Ext} (R, N) —> Ext';"1(R”, N)

|

Ext} (M/, N) —> Ext'*1(M”, N)

pour tout entier n > 0.

Preuve. Soit P’ (resp. P") une résolution projective de M’ (resp. de M"). D’apres le lemme du fer a
cheval, il existe une résolution P de M et une suite exacte (£) 0 - P’ — P — P” — 0 de complexes
de chaines, dont toutes les lignes sont scindées.

On applique le foncteur Hom4 (—, N). On obtient donc une suite exacte de complexes de cochaines

0 — Homy (P”,N) — Homy (P, N) — Homyu(P,N) — 0

(I'exactitude provient du fait que les lignes de £ sont scindées). D’apreés le théoréeme C.3 page 15
(ou plutdt sa version cohomologique), il existe une suite exacte longue comme dans I'énoncé. La fin
découle du théoreme C.4 page 16 (ou plutdt de la fonctorialité de la suite exacte longue de cohomo-
logie). v
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Proposition A.12. Soient M, M et N trois A-modules. Alors

Ext’, (M; & M, N) = Ext’, (M1, N) @ Ext’y (Ma, N).

Preuve. On a une suite exacte scindée 0 — M, i> M & M 3 M, — 0. Notons ¢ une section de g
et r une rétraction de f.

Notons pour simplifier F, = Exty (—, N) pour n € N.

D’apres le théoréme A.11, on a pour tout n > 0 une suite exacte

F, Fy
Fu(Ma) 28 Eu(My @ Ma) 2% F, (M),

11 suffit donc de démontrer que F, f est surjectif et que F, g est injectif puis que cette suite exacte est
scindée.

Oronarof = idy, donc en appliquant F, on a F,f o Fyr = idp(yy,) donc Fy,f est surjectif. De
méme, g o 0 = idy, donc F,0 0 F,g = idp(p,) donc F, g est injectif. De plus, F,r est une section de Fy f
(ou E,0 est une rétraction de F,g).

La suite exacte 0 — F,(M>) FL‘% F,(M; © My) i F,(M;) — 0 est donc scindée et on a bien
Fn(Ml D Mz) = Fn(Ml) D Fn(Mg). v

Proposition A.13 (Caractérisation des A-modules injectifs). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) N est un A-module injectif.

(ii) Le foncteur Hom4 (—, N) est exact.
(iii) Pour tout A-module M et toutn > 1 on a Ext’;(M, N) = 0.
(iv) Pour tout A-module M on a Ext, (M, N) = 0.

Remarque A.14. Nous avons donc défini le premier groupe de la suite exacte du théoréme
des coefficients universels E.3 du chapitre I1I, et cette proposition montre qu’il s’Tannule bien
lorsque le groupe abélien M de coefficients est divisible (équivalent a injectif).

Preuve. (i) <= (ii) par définition d'un A-module injectif. De plus, il est évident que (iii)=-(iv).

Soit M un A-module quelconque. On sait que M est le quotient d'un A-module projectif P, on a
donc une suite exacte 0 — K — P > M — 0 avec P projectif et K = Ker 7t. Elle induit, d’apres le
théoréme A.11 et le corollaire A.6, des suites exactes

0 = Ext’} (P, N) — Ext’, (K, N) — Ext’*'(M,N) — Ext’;"1(P,N) = 0

pour tout n € IN*. On en déduit que tous les V", n > 1, sont des isomorphismes (dans cette suite
exacte longue!).

> Supposons que (iv) soit vérifiée et démontrons (iii) par récurrence sur n. Soit M un A-module
quelconque et soit 0 - K — P — M — 0 la suite exacte construite précédemment. Par hy-
pothese, (iii) est vrai pour n = 1. Supposons que (iii) soit vrai pour un n donné. On a donc
(puisque le A-module dans la premiére composante est quelconque) Exty (K, N) = 0 par hy-
pothese de récurrence. Mais Ext’y™ (M, N) = Ext’y (K, N) = 0 donc (iii) est vraie au rang n + 1.
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> (iv)=(ii). Soit 0 — M’ i) M — M" — 0 une suite exacte de A-modules. On sait que la suite

0 — Homu(M",N) — Homa (M, N) L5 Homa (M, N) ¥ Exty,(M",N) = 0

est exacte. On a donc V° = 0, et donc f* surjective. La suite

0 — Homu(M", N) — Homu (M, N) £ Homu (M, N) = 0

est donc exacte et (ii) est donc vérifiée.

> (ii)=(iv). Soit M un A-module quelconque et soit 0 — K Ly p s M = 0 la suite exacte

construite précédemment. Grace au théoreme A.11 et au corollaire A.6, on a une suite exacte

0 — Homu(M, N) — Homu(P,N) £ Homu (K, N) s Extly, (M, N) % Extl, (P, N) = 0.
Donc V? est surjective (Im V? = Ker0 = Extl, (M, N)). Par hypothese (ii), f* est surjective,
donc Ker VO = Homy (K, N) et par conséquent V? = 0. Finalement, Ext} (M, N) = ImV? =
Im 0 = 0. Donc (iv) est vérifiée. v

Théoréeme A.15. Soit 0 - N’ — N — N” — 0 une suite exacte de A-modules. Soit M un
A-module.

Alors il existe une suite exacte longue de IK-modules

0——Homuy (M, N') —=Homy (M, N) —=Homy (M, N") —

— 0, Bxtl (M, N') — Extly (M, N) — Extl, (M, N"") —

~ V1 Bxt (M, N') —— Ext} (M, N) — Ext4 (M, N") —

Va_
— "% Ext} (M, N') — Ext"} (M, N) — Ext"; (M, N"") ——

De plus, tout morphisme de complexes entre deux suites exactes

0 N’ N N" 0

AN

0 R’/ R R” 0

induit des diagrammes commutatifs

Ext’, (M, N") — Ext"+1 (M, N')

|

Ext’ (M, R") — "~ Ext";"1(M, R')

pour tout entier n > 0.
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Preuve. Soit 0 — N’ i> N i> N’ — 0 une suite exacte de A-modules. Soit P une résolution pro-
P

jective de M. On applique les foncteurs additifs Homa(—, N’), Hom (—, N) et Hom, (—, N”) a cette
résolution, et on obtient une suite exacte de complexes

0 — Homyu (P, N') Lt Homy (P, N) £= Hom,(P,N") — 0;

I'exactitude vient du fait que tous les P, sont projectifs. D’apres le théoreme C.3 page 15 (ou plutot
sa version cohomologique), il existe une suite exacte longue comme dans I’énoncé. La fin découle du
théoreme C.4 page 16 (ou plutdt de la fonctorialité de la suite exacte longue de cohomologie). v

Proposition A.16. Soient M, Nj et N, trois A-modules. Alors

Ext’ (M, Ny & N») = Ext" (M, Ny) @ Ext’, (M, N).

Preuve. On a une suite exacte scindée 0 — Nj i> N1 & N, L N> — 0. Notons ¢ une section de g et
r une rétraction de f.

Notons pour simplifier F, = Ext’s (M, —) pour n € IN.

D’apres le théoréme A.15, on a pour tout 7 > 0 une suite exacte

F, Fy
Fo(N1) 225 Fy(Ny @ N2) 220 ().

Il suffit donc de démontrer que F,f est injectif et que F,g est surjectif puis que la suite exacte est
scindée.

Oronaro f =idy, doncenappliquant F, ona F,r o F,f = idp(y,) donc F, f est injectif. De méme,
g oo =idy, donc F,g o F,0 = idp(y;,) donc F,g est surjectif. De plus, F,0 est une section de F,g.

La suite exacte 0 — F,(Ny) b, E,(N1 & N2) Ing, F,(Nz) — 0 est donc exacte et scindée et on a
bien F, (Nl D N2> = Fn(Nl) D Fn(Nz). v

Proposition A.17 (Caractérisation des A-modules projectifs). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) M est un A-module projectif.

(ii) Le foncteur Hom 4 (M, —) est exact.
(iii) Pour tout A-module N et tout n > 1 on a Ext’; (M, N) = 0.
(iv) Pour tout A-module N on a Exty (M, N) = 0.

Preuve. (i) <= (ii) par définition d'un A-module projectif. On a déja vu que (1)=-(iii). De plus, il est
évident que (iii)=(iv).
1l reste & démontrer que (iv)=>(ii). Soit 0 — N’ — N %5 N” — 0 une suite exacte. On sait que la
suite
0 — Homyu (M, N') — Homu (M, N) £ Hom (M, N") v, Ext!(M,N') =0
est exacte (théoréeme A.15). On en déduit que ImV® = 0, donc V? = 0 et donc KerV? =
Homy (M, N”) = Im g, donc g est surjective. Le foncteur Hom 4 (M, —) est donc exact. v

Théoréme A.18. Soit N un A-module et soit E, une résolution injective de N. Soit M un
A-module.
Alors le n*™m¢ K-module de cohomologie de Hom 4 (M, E,) est Ext’y (M, N) :

H" (Homa (M, E.)) = Ext}; (M, N).
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Preuve. Admis. v

Exemple A.19. On rappelle qu'un Z-module est injectif si et seulement s’il est divisible, et
que par conséquent un quotient d'un Z-module injectif est injectif.
Nous allons vérifier que pour tous Z-modules M et N et tout n > 2, on a Extj; (M, N) = 0.
On sait qu'il existe un morphisme injectif de Z-modules N — E avec E injectif. De plus,
E/N est injectif aussi. On a donc une suite exacte

O —+N—-E—-E/N=-0—0---

qui est une résolution injective de N.
On applique le foncteur Homyz (M, —), ce qui donne le complexe

0 - Homz(M,E) - Homz(M,E/N) -0 —0---

dont la cohomologie en degré > 2 est nulle.

Exemple A.20. Soit M un Z-module de torsion. On a une résolution injective (car formée
de modules divisibles) de Z donnée par 0 - Z — Q — Q/Z — 0---. On applique
Homz (M, —), ce qui donne le complexe

0 - Homz(M,Q) - Homgz(M,Q/Z) -0 —0---

On remarque que puisque M est de torsion, pour N = Q ou N = Z on a Homz(M, N) =
0. En effet, soit f € Homz(M, N) et soit x € M quelconque. Puisque M est de torsion, il
existe n € Z, n # 0, tel que nx = 0. On a alors, puisque f est un morphisme de groupes
abéliens, nf(x) = f(nx) = f(0) = 0 dans N, qui est sans torsion. Par conséquent, f(x) = 0
et finalement f = 0.

On en déduit que

Exty (M, Z) = Homz(M,Z) = 0
Extl, (M, Z) = Homz(M,Q/Z).

B. COHOMOLOGIE DES GROUPES

Rappelons que I'algebre du groupe G a coefficients dans Z est le Z-module libre de base
G muni du produit Z-linéaire qui prolonge le produit de G. Autrement dit, Z[G]| est 'en-
semble des combinaisons linéaires finies a coefficients dans Z des éléments ¢ € G, et si
X =Y pepAnh ety = Y ek prk avec H et K des parties finies de G et Ay,. j des entiers, on a
Xy = 2 Anprhk.

heH
kek

Définition B.1. Soit G un groupe.

La cohomologie du groupe G a coefficients dans Z est H"(G,Z) := Ext%[c](Z,Z) o Z
est le Z|G|-module trivial (par définition, cela signifie que pour tout ¢ € G et tout A € Z ona
QA = A).

Plus généralement, si M est un Z[G|-module, la cohomologie de G a coefficients dans M est
H?’I(G, M) = EX’[%[G} (Z, M).

Lemme B.2. On a

H(G, M) = Homgy ) (Z, M) = M := {a € M: ga = a pour tout g € G}.
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Preuve. On sait que H*(G, M) = Eth[G] (Z, M) = Homgyc|(Z, M). De plus, un morphisme f de Z
dans M est déterminé par f(1) € M. Si f € Homyg)(Z, M), pour tout g € Gona f(1) = f(gl) =
¢f(1) (puisque Z est un Z[G]-module trivial) donc f(1) € MC. Réciproquement, si a € MC, on

définit bien un morphisme de Z|G]-modules en posant f(A) = Aa pour tout A € Z, puisque pour
toutg € Gona f(gA) = f(A) = Aa = Aga = g(Aa). v

Il est souvent utile dans les raisonnements théoriques et certains calculs explicites d"utili-
ser une résolution projective "standard" du Z[G]-module Z pour calculer H" (G, M).

Proposition B.3. La suite (L., d.) définie ci-dessous est une résolution libre du Z|G|-
module trivial Z :

> L, = Z|G""]; la structure de Z[G]-module de L, est donnée par

Vo e G, Y(80,81,---,8n), - (80,81,---,8n) = (080,81,---,8n),

que l'on prolonge par Z-linéarité.

> Pourn >1,dy, : L, — L, est 'application Z-linéaire définie sur G" ! par

n—1

(gO/gll .. -/gi’l) — Z (_1)i(80/ DO rgigi+1/ . '/gi’l) + (_1)n(80/ oo /gn—l)-
i=0

Enfin, dy : Ly = Z|G| — Z est l'application Z-linéaire définie sur G par dy(g) = 1.

Remarque B.4. Expression de d, pour de petites valeurs de n :

do(8)
d1(80,81) = 081 — &0
d2(80,81,82) = (8081r82) (80,8182) + (80, 81)
) =
) =

d3(80, 81,82, 83 (8081, 82,83) — (80,8182, 83) + (0,81, 8283) — (0,81, 82)
(g0/g1/g2/g31g4 (80g11821g3/g4) (g01g182/g3/g4) + (801811g2g3/g4)
- (g0/81/g2/g3g4) + (g0/g1/g2/g3)

Preuve. > Rappelons que G"*! est une base de Z[G"*!] en tant que Z-module donc la struc-
ture de Z[G]-module de L, est bien définie.

Vérifions que L, est un Z[G|-module libre de base {1} x G".

4 Soit x € Ly. Alors x = Y, Ai(géi),ggi),...,g,g)) avec A\; € Z et g](i) € G. On a donc
=Y, /\l-g((]i) (1, gii), cee, gﬁli)) qui est une combinaison Z[G]|-linéaire d’éléments de
{1} x G™.
Donc {1} x G" est une famille génératrice du Z|G|-module L,,.
4 Supposons que l'on ait Y, yi(l,ggi),...,g,g)) = 0 avec y; € Z[G]| et g]@

(ggi), e, g,(f)) deux a deux distincts. Posons y; = Y §_;AixQk avec Ajx € Z et g € G.

€ G et les

Alors 0 = Y!_ Y5 Mgk g%i), ey g,(f) ) qui est une combinaison linéaire a coefficients
dans Z d’éléments distincts de G"*1. On a donc A;; = 0 pour tout (i, k) et donc y; = 0
pour tout i. Donc la famille {1} x G" est libre sur Z[G], et c’est donc une base du Z[G|-
modules L, qui est donc libre.
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On pourrait, pour ce qui suit, se contenter de démontrer que Z[G""!] est projectif. Pour cela,
on peut utiliser les isomorphismes de Z-modules (qui serviront par la suite)
Homy ) (Z[G"'],M) = Homgz(Z[G"],M)
¢ ¢:l(81---,8n) = 91,81, 8n)]
¥ [(80 - 8n) = g0 ¥(81,- -, &n)] ¥

(que l'on prolonge par Z-linéarité). Le foncteur Homy (Z[G"], —) est exact car Z[G"] est le
Z-module libre de base G", donc le foncteur Homg;g) (Z[G" ], —) est exact.

—
-

> Vérifions que (L, d) est un complexe de Z[G|-modules. On vérifie facilement que les d,, sont
des morphismes de Z[G|-modules. De plus, (L,d) est le complexe associé au module pré-
simplicial (c’est-a-dire objet pré-simplicial dans la catégorie A-Mod) (L,),en dont les faces
sont les morphismes Z-linéaires ¢! : L, — L,_1, 0 < i < n, définis par

(g()/---/gifl/gigi+l/gi+2/---/gn) 510<1<n
511 7 s .7 — .
(g1 &) {(go,...,gnl) sii=n

sur les éléments de G"*1. (La vérification est laissée en exercice.)

> 1l reste a vérifier que (L, d) est une résolution de Z. Soit h_; : Z — Ly = Z[G] l'applica-
tion Z-linéaire définie par h_1(1) = 1 et, pour tout n > 0, soit h, : L, — L,4+1 I'application
Z-linéaire définie sur G"*! par h,(g0,...,41) = (1,90,--.,8x) (attention, h, n’est pas Z[G]-
linéaire).
Alors h;, est une homotopie de Z-modules de idy a zéro (a vérifier : d, ;1 o hy + hy—10d, =
idy,), donc (L, d) est une résolution de Lo/ Imd; d’apres le lemme E.9 et la remarque E.10 du
chapitre IV.

Pour terminer, il suffit de vérifier que Lo/ Imd; = Z. Pour cela, nous allons utiliser le fait que
dy est surjectif (c’est clair) et démontrer que Imd; = Ker dj (ce qui implique en particulier que
Lo/ Imdy, = Lo/ Kerdy = Imdy = Z). On sait déja que Imd; C Ker d.

Soit maintenant x = Y' ; A;g; € Kerdp avec (A, i) € Z x G. Alors 0 = dyp(x) = Y/ A; donc
x =Yg Aigi — Nt Al = X Ai(gi — 1) = di (Ui Ai(L gi) € Imdy cardy(1,8:) = g — 1.
Donc on a bien Ker dy = Im d;. v

Théoréme B.5. Soit G un groupe et soit M un Z[G]-module. Alors H"(G, M) est le
nme oroupe de cohomologie du complexe (de Z-modules) (C,,6,) défini par C, =
Homz(Z[G"], M) et 6, : Homz(Z[G"~!], M) — Homz(Z[G"], M) qui a ¢ associe

n—1 )
(817, 8n) — &19(82, -, &n) + Y (1) (g1, -, 8i-1,&i&i+1, Gi+2s- - -+ &n)
i=1

+ (=1)"¢(g1,- -+, 8n-1)

(on a H*"(G,M) = Kerd,1/Imé,). De plus, on peut remplacer Homyz(Z[G"], M) par
Hom(G", M), ’ensemble des applications de G" dans M.

Preuve. On applique Homyg)(—, M) a la résolution précédente. On obtient un complexe (D, d) ol
D, = HomZ[G}(Ln,M) etoud, = (—od,) : Dyy1 — D,. De plus, on utilise les isomorphismes
D, = Homgy g (Z[G"™'], M) = Homz(Z[G"], M) = C, donnés dans la démonstration précédente.
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On obtient un complexe (C, §) avec C,, = Homz(G", M) et o1 6, est obtenu de la fagon suivante.

On en déduit la formule de I’énoncé.

Pour la remarque finale, rappelons que G" est une base du Z-module libre Z[G"], donc un mor-
phisme de Homyz (Z[G"], M) est entierement déterminé par sa restriction a G", autrement dit on peut
identifier les groupes abéliens Homz(Z[G"], M) et Hom(G", M). v

Proposition B.6. Soit G un groupe fini d’ordre m. Soit M un Z[G]-module quelconque. Alors
mH"(G, M) = 0 pour toutn > 0.

Preuve. Soit ¢ € Hom(G", M) un (n + 1)-cocycle, c’est-a-dire que 6,11 (¢) = 0. Il suffit de démontrer
que mi est un cobord.
Soit ¢ € Hom(G"~!, M) définie par

P81, 8n-1) = Y P(81,---/8n-1,0).

ceG

Cette expression a bien un sens puisque G est fini.
Ona

n

0=0,r1(9) (gL &n11) = 1982, -+, gns1) + Y (=1 P(g1, -+, 8i-1,8i8i+1/ Giv2s -+ &nt1)
i=1

+(=1)" (g1, 8n)-

Faisons la somme sur ¢ = g,+1 € G de cette identité :

n—1 )
0= E <g1lP(gz,-..,gn,U)+ ;(—1)111’(81/---/gi—lrgigi+1,gi+z,---,gn,U)

ceG

+(=1)"p(g1, - ,gn 1,8n0) + (=) (g1, ..., gn) ) -

= g19(82,---,8n) + 2 P(81, -/ 8i-1,8i&i+1,8it+2s- -+, &n)
)" Y (8L gur, T) (1) (g, -, gn)
TeG

en utilisant la bijection G — G définie par ¢ — g,0, de réciproque T — g, It
=219(82,---,8n) + 2 (81, 8i-1,8i8i+1,8i+2/ -+ &n)

+(-1 )”fp(gu---,gn—l) + (1) (g, .., 8n)
= 6n1(9) (g1, -, 8n) + (1) myp(g1, ..., gn)

donc myp = (—1)"6,-1(¢) = 6,-1((—1)"¢) est bien un cobord. v
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Corollaire B.7. Soit G un groupe fini et soit M un Z[G|-module de type fini. Alors H" (G, M)
est fini pour tout n > 0.

Preuve. En tant que groupe abélien, Hom(G", M) est de type fini. En effet, si on note hy,...,h, les
éléments du groupe fini G" et si {my, ..., m,} est une famille génératrice de M, alors les applications
] s% k= l engendrent le groupe abélien Hom(G", M).
0 sik £ i

Par conséquent, Ker J,, est un sous-groupe abélien d'un groupe abélien de type fini, il est donc de
type fini pour tout n. En particulier, pour tout 1, le groupe abélien quotient H" (G, M) est de type fini.
Mais il est de torsion d’apres la proposition, donc il est fini. v

fij : G" — M définies par f;;(hy) =

Remarque B.8. Soit G un groupe et soit M un G-module. Il existe un espace topologique
K(G,1) appelé espace d’Eilenberg-MacLane, sur lequel G agit par automorphismes pro-
prement et sans point fixe, et tel que la cohomologie H"(G, M) du groupe a coefficients
dans M est isomorphe a la cohomologie singuliere H" (K(G,1); M) (qui est '’homologie de
Homyz(S«(K(G, 1)), A) ici).

C. AUTRE EXEMPLE : COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Soit A une K-algebre. On va travailler dans la catégorie A-Bimod-A des A-bimodules; ce
sont les A-modules M a gauche et a droite qui vérifient

V(a,b) € A, Vm € M, (am)b = a(mb).

Les morphismes de A-bimodules sont les morphismes de A-modules a gauche et a droite.

On peut démontrer que la catégorie A-Bimod-A est équivalente a la catégorie R-Mod pour
une K-algebre R associée a A. Tous les résultats des sections précédentes peuvent donc
s’appliquer.

Définition C.1. Soit M un A-bimodule. La cohomologie de Hochschild de A a coefficients
dans M est H"(A, M) = Ext’} gi.oq.4 (A, M). Lorsque M = A on note souvent HH"(A) :=
H"(A,A).

Remarque C.2. On peut également définir la cohomologie de Hochschild a partir d'un
module pré-cosimplicial de la fagon suivante (on peut également définir un module pré-
simplicial qui fournit une résolution projective du A-bimodule A et qui induit le module
pré-cosimplicial ci-dessous en applicant le foncteur Hom 4_gjmod-4 (—, M), mais nous n’avons
pas les outils pour le faire ici).

Soit M (A", M) le K-module des formes n-K-linéaires de A" dans M, Les cofaces 47 :
M(A"1, M) — M(A", M) sont les applications K-linéaires définies par

ai- f(ag, ..., an) sii=0
0N (f)(ar,...,an) = < f(ar,...,4i0i01,...,4n) sil<i<n-—1
flay, ..., ay-1) - an sii=n.

Lemme C.3. On a les isomorphismes de IK-modules suivants :

HH’(A) = Z(A), le centre de A, et
H°(A,M) = M = {m € M: am = ma pour touta € A.}
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Preuve. Ona H°(A, M) = Ext% g; g4 (A, M) = Hom4-gimod-4 (A, M).

Considérons ¢ : Hom 4 gimod-4 (A, M) — M quia f associe f(1). Il est clair que ¢ est un morphisme
de K-modules.

Si f € Homy gimod-4(A, M), posons m = f(1). Ona f(a) = f(al) = af(1) = am puisque f est un
morphisme de A-modules a gauche et f(a) = f(1la) = f(1)a = ma puisque f est un morphisme de
A-modules a droite. On a donc m € M4,

Maintenant, étant donné m € M4, soit f : A — M l'application définie par f(a) = am. Alors
pour tout « € Aona f(aa) = aam = af(a) donc f est un morphisme de modules a gauche, et
f(aa) = aam = ama = f(a)a car m € M4, donc f est un morphisme de modules a droite. Donc
f € HomA-Bimod-4 (A, M). On a donc un isomorphisme de K-modules entre Hom 4-gimod-4 (A, M) et
M4

En particulier, si M = A, on a M4 = Z(A). v

Remarque C.4. La cohomologie de Hochschild joue un role important dans 1’étude des A-
modules.

Par exemple, on dit que deux algebres A et B sont Morita équivalentes si les catégories
A-Mod et B-Mod sont équivalentes; la cohomologie de Hochschild est un invariant d’équiva-
lence Morita, c’est-a-dire que si A et B sont Morita équivalentes, alors HH" (A) = HH"(B)
pour tout n € IN.
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VI. Extensions de groupes

A. INTRODUCTION

Nous allons utiliser la cohomologie des groupes pour classifier les extensions de groupes.
La question générale est la suivante. Etant donnés deux groupes G et N (pas nécessaire-

ment abéliens), quels sont les groupes E tels qu’il existe une suite exacte (£) {1} — N =
E % G — {1}? Peut-on classifier ces groupes (dans un sens a préciser)? Notons que G
s’identifie aux classes (a gauche par exemple) d’éléments de E modulo le sous-groupe i(N);
or G est un groupe donc i(N) doit étre normal (distingué) dans E.

Exemple A.1. Notons C, le groupe cyclique d’ordre n. Prenons 'exemple de N = C; = G.
Ce sont des groupes abéliens, on les note multiplicativement. On cherche donc les groupes

Etelsquel — G LELDL C, — 1 soit exacte.

Notons que 1'on doit avoir |E| = 4. Les éléments de E sont donc d’ordre 2 ou 4. S'il existe
un élément d’ordre 4, alors E est le groupe cyclique C4. Ce groupe convient, si on note «,
B, et v les générateurs de N = Cp, E = C4 et G = C, respectivement, on prend i(a) = p2
et 77(B) = 1. Si tous les éléments de E sont d’ordre 2, on est dans la situation E = C3 avec
i(a) = (a,1)ett(a,b) =0.

Les groupes Cy et C3 ne sont pas isomorphes, on a donc deux possibilités distinctes. Nous
verrons que c’est lié au fait que |H?(Cp, C2)| = 2 (cf. plus bas).

Cette question est difficile et n’est pas completement résolue, mais elle 1’est dans certains
cas. Elle a suscité beaucoup d’intérét, car elle est un outil dans la question plus générale de
la classification des groupes finis. En effet, tout groupe fini G posséde une suite de Jordan-
Holder, c’est-a-dire une suite de composition

G:Gnl>anll>"'l>G3DG2DG11>G0:{1}

dont tous les quotients successifs (G;/G;_1 pour 1 < i < n) sont simples. Les groupes finis
simples ont été classifiés a isomorphisme pres. De plus, on a des suites exactes {1} —
Gi-1 — G — G;/Gj_1 — {1} pour 1 < i < n. Si on connaissait toutes les suites
exactes (&) a isomorphisme pres, on pourrait en déduire G, a partir des groupes simples G;
et G2/ Gy, puis le groupe Gz a partir du groupe G, et du groupe simple G3/ G, etc.

B. LE cAS OU N = A EST ABELIEN

B.1. Classification des extensions de G par A

Lemme B.1. Soit A un groupe abélien et soit
M >ALESGE {1y
une suite exacte de groupes avec i(A) normal dans E. Alors A est un Z[G]-module, 'action

de ¢ € Gsura € A étant donnée par 8a =i~ !(gi(a)¢ ') ou g € n1(g) € E.
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Preuve. Puisque i(A) est un sous-groupe normal de E, chaque élément de E induit un automor-
phisme de i(A) en agissant par conjugaison. On a donc un morphisme de groupes

E — Aut(i(A))
e —  @e:i(a) —ei(a)el.
Soit maintenant ¢ € G. Puisque 7t est surjectif, il existe § € E tel que 77(§) = g. L'élément ¢ agit
donc sur i(A) par conjugaison.
Supposons que e € E soit un autre antécédent de g par 7. Alors e !¢ € Kerr = Imi = i(A).
Posons e~ !¢ = i(«). On doit vérifier que @3 = ..
Soitdonca € A.Ona

puisque i(A) est abélien.

On a donc une action bien définie de G sur i(A).

Enfin, puisque i est injectif, le groupe abélien A est isomorphe a i(A) et on en déduit que 1’action
de G sur A donnée dans 1’énoncé est bien définie et fait de A un Z[G]-module. v

Remarque B.2. Dans ce chapitre, tous les groupes (y compris les groupes abéliens) sont notés
multiplicativement. En particulier, dire que A est un Z[G]-module signifie que A est un
groupe abélien (noté multiplicativement) muni d"une action de G sur A qui vérifie, pour
tout (a,b,g,h) € A% x G?:
§(ab) = %asdb 81=1
1a:a gha:g(ha)

que 'on étend a Z[G] en posant %a = 1,8 g = $ala et ~$a = %=1 = (8a) L.

Cela signifie que 1'on a un morphisme de groupes

¢:G — Aut(A)
g — @g:la— 8a]

(la premiere ligne dit que ¢, est un morphisme de groupes, qui est inversible d’inverse

¢g-1 grace a la derniére propriété, puis la deuxieme ligne dit que ¢ est un morphisme de
groupes). On dit que G agit sur A par automorphismes.

D’autre part, si A est un groupe abélien noté multiplicativement, la différentielle &, :
Hom(G"~!, A) — Hom(G", A) du théoréme B.5 du chapitre V s’écrit

on($)(81,- -, &n)
n—1 .
=%1(g2,..,8n) - H ¢(g1,---,gi—l,gigi+1,gi+z,---,gn)(_l) ‘Eb(gl/---rgnfl)(_l) :
i=1
Donc par exemple, en identifiant Hom(G°, A) et A

51(a)(g) = Saa™"
5(1)(81,.82) = 19(g2) - ¥(8182) " - ¥(g1)
53(9)(81,82,83) = $19(22,83) - ¥(182,83) - ¥(81,8283) - P(81,82) "
Exemple B.3. Nous allons démontrer que H"(C,,Cp) = Cp pour n = 0,1,2, ot I'action de

C, sur C; est triviale (c’est bien la situation du lemme B.1 lorsque G est abélien). Notons ¢ le
générateur de C,.
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> On sait déja que H(Cy, Cp) = C2C 2 = C, puisque 'action est triviale.
> Déterminons H!(Cy, C,).

4 Soit a € Cp. On a 61(a) = aa~! = 1 (puisque I'action est triviale), donc ¢ €
Hom(Cy, C;) est un cobord si et seulement si ¢ = 1. Ainsi Imd; = {1} et donc
Hl(Cz, Cz) = Ker(éz).

4 Soit ¢ € Hom(C,, C;). Ona dy¢(u,v) = ¢(v)e(uv) 1o(u). Ainsi

S9(1,1) = ¢(1)
59(1,0) = (1)
2¢9(0,1) = ¢(1)
b29(0,0) = 9(0)’9(1) ™" = (1)
donc ¢ est un cocycle si et seulement si ¢(1) = 1. Le cocycle ¢ est donc déterminé

par ¢(c) € {1,0}.Onadonc Ker(é,) = C.
Finalement, H'(C,, C) =2 C,.
> Déterminons H?(Cy, C,).

$> Le calcul précédent montre que les cobords sont les constantes (6 = ¢(1) € Cy).
Donc Im(é;) = C,.
% Soit € Hom(C3,C,).Ona

(531[J(0’a, O’b, O.C) — l[J(O'b, UC)¢(0a+b’ O'C)l/?(O'a, O.b)lp(aa, 0.b+c>

(ot a,b, c sont dans {0, 1}).
Si ¢ est un cocycle, on a donc d3¢ = 0, et on obtient en prenant a = 0 puis en
prenantc =0

p(1,0"7) = y(1,0")
Yo", 1) = y(c’,1)
et en particulier ¢(1,0) = ¢(1,1) = (0, 1).
Réciproquement, supposons que ¥(1,0) = ¥(1,1) = ¢(o,1) et démontrons que

P est un cocycle. Notons que ¢(0”,1) = (1,1) = ¢(1,0*) pour touta € {0,1} et
que ¥(c?, ) = ¥(a?, o) pour tous a,b dans {0,1} .

(9(c®, ") (e, V(e o) p(1,1)
= (o, (1, 1) 1 sic=0
o b oy _ S’ o )P, 1)’ o)
Saplet, o, ot) = — p(1,0")p(1,1) =1 sia =0
(o, ") p(c’, o)p(o, o (e, o)
L =y¢(o, D)o, ) y(o, " y(o,d?) =1 sia=1=c
donc &3¢ = 1.

Ainsi, 1 est un cocycle si, et seulement si, ¥(1,0) = ¥(1,1) = (o, 1). Un tel
cocycle est donc déterminé par ((1,1),4(c,0)) € C3. Donc Ker 83 = C3.
Finalement, H*(C,, Cp) 2 C3/Cr & Gy
(Des représentants des deux classes de cohomologie sont donnés par (p(1,1),¢(c,0)) = (1,1)
et (Y(1,1),¥(0,0)) = (1,0), les autres cocycles sont obtenus a partir de ceux-ci en multi-
pliant par le cobord constant égal a o)
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Dans la suite, on se donne un groupe G et un Z[G|-module A, c’est-a-dire une action de
G sur le groupe abélien A par automorphismes (I’action est prédéfinie).

Définition B.4. Une extension de G par A est une suite exacte de groupes

E) My >ALES G {1)

avec i(A) normal dans E et telle que la structure de Z[G|-module induite par la suite exacte ()
sur A est celle que nous nous sommes donnés.

L’expression "extension de G par A" est aussi utilisée pour désigner le triplet (E,i, 1), ou le
groupe E si le contexte (i, 1t) est clair.

On notera E(G, A) I'ensemble des extensions de G par A.

Définition-Proposition B.5. On définit une relation d’équivalence sur E(G, A) de la fagon sui-
vante. Soient (E, i, 7t) et (E',i’, ©") deux extensions de G par A. On dit qu’elles sont équivalentes
et on note E ~ E’ §'il existe un morphisme de groupes ¢ : E — E’ tel que le diagramme suivant
commute

{1} AL E-T.G {1}

Preuve. > Il est clair que E ~ E, il suffit de prendre ¢ = idg.
> SiE ~ E aumoyende ¢ : E — E' et E' ~ E” aumoyende ¢ : E' — E”, alors E ~ E” au
moyen de o ¢ : E — E”.
> Supposons que E ~ E’ au moyen de ¢ : E — E’. Alors ¢ est un isomorphisme d’apres le
lemme des cinq (lemme A.2 page 11).
1l est alors facile de vérifier que E’ ~ E au moyen de ¢~ 1. v

Le but de cette partie est d’établir un lien entre les extensions de G par A (avec A abélien)

et H?(G, A). Plus précisément, nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoreme B.6. Soit G un groupe et qui agit sur un groupe abélien A par automorphismes.
Alors il existe une bijection entre 1’ensemble des classes d’équivalence E(G,A)/ ~ et
H?(G, A).
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a). Définition d'une classe de cohomologie a partir d’une extension.

Définition B.7. Soit 7w : E — G un morphisme surjectif de groupes. Une section de 1t est une
application ¢ : G — E telle que 7t o ¢ = idg.

Soit (£) {1} - A & E — G 55 {1} une extension de G par A. On veut lui associer un
élément de H%(G, A).

Rappelons qu’en utilisant la résolution standard, H*(G, A) = Z?(G,A)/B?*(G,A) ou le
groupe des cocycles Z2(G, A) est le noyau de d : Hom(G?, A) — Hom(G?, A) défini par
df : (u,0,w) = "f(v,w) - f(uv,w)" ' f(u,ow) - f(u,v) ! et le groupe des cobords B2(G, A)
est I'image de d : Hom(G, A) — Hom(G?, A) défini par dg(u,v) = "¢(v) - g(uv) ' - g(u).

Construction d’un élément de Hom(G?, A)
Fixons une section ¢ de 71 (autrement dit, une regle pour choisir un antécédent de
chaque élément de G par 7). Rappelons que l'action de G sur i(A) est donnée par ¢i(a) =

o(g)i(a)o(g) ™

Lemme B.8. Tout élément de E s’écrit de maniere unique sous la forme i(a)o(g) avec (a,g) €
A X G.

Preuve. > Soit x € E. Alors g = ( ) € G.Posons y = x0(¢)"! € E.Ona n(y) =
m(x)m(o(g)™t) = gm(o(g))™! = g¢7! = 1doncy € Kerm = Imi et donc y = i(a) pour
una € A. Finalement, x = i(a)o(g).

> Démontrons maintenant 'unicité. Supposons que i(a)o(g) = i(b)o(h) avecb € Aeth € G.
On a alors o(h)o(g)~! = i(b)li(a) = i(b-'a) € Imi = Kerrw donc 1 = m(c(h)o(g)~!) =
m(o(h))t(o(g))~! = hg™'. On a donc ¢ = h, d’oti(a) = i(b) et, puisque i est injectif, a =
b. v

Ecrivons le prodult de E pour deux éléments sous cette forme. Soient e = i(a)o(g) et
By, On o0 = eI ) = Koo ilBho(6) o aIoth) i Dyl (h
Or i(A) est normal dans E, donc $i(b) = o(g)i(b)o(g)~! € i(A). D’autre part, o(g)c(h) et
o (gh) ont tous deux pour image gh par 77, donc ils différent par un élément de i( A). Puisque
i est injectif, il existe un unique f;(g,h) € Atelquec(g)o(h) =i(fs(g, h))o(gh). Finalement,
ee’ =i(a)%i(b)i(f-(g h))o(gh) qui est de la forme i(c)o (k).

Nous avons donc démontré le résultat suivant.

VII

Définition-Proposition B.9. Soit o une section de 7 et soit (g,h) € G2. Alors f,(g,h) est
l'unique élément de A tel que o(g)o(h) = i(fo(g, h))o(gh).
Ceci définit une application fy : G> — A.

fo est un 2-cocycle
Pour démontrer que f, est un 2-cocycle, on utilise 1’associativité de la loi de E. Soit
(g,h,k) € G>.Ona
(o(g)o(h))o(k) =i(fo(g h))o(gh)o(k) =i(fo(g h))i(fo(gh, k))o(ghk)
o(g)(e(h)a(k)) = o(g) (i(fo(h k))o(hk)) = o()i(fo(h, k) () o(g)o (k)
= 8i(fo(h, k))i(fo (g, k)0 (ghk).
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Par identification (en utilisant le fait que A est abélien), on en déduit que
i(fo(g, h)i(fo(gh, k) = S8i(fo(hk))i(fr(g,hk)) et donc, puisque i est injectif,
8 (1, k) for(gh, k) "1 fo(g, 1K) fo (g, 1) ! = 1, C'est-a-dire que df, = 1.

La classe de f, dans H?(G, A) ne dépend pas du choix de

Si T est une autre section de 77, nous allons démontrer que (1,v) — f,(u,v) fz(u,v)
dans B%(G, A).

Soit g € G. Alors 71(t(g)o(g)™1) = g¢! = 1 donc 7(g)o(g)~! € Kerr = Imi donc il
existe un unique a, € A tel que 7(g)o(g) ! = i(ag) ('unicité vient de l'injectivité de 7).

Ceci définit une application « : G — A par a(g) = ag.

Maintenant considérons 7(g)7(h) ot (¢,h) € G.On a

t(g)t(h) = i(fx(g h))T(gh)

et T(g)T(h) = i(ag)o(g)i(an)o(h) = i(ag)o(g)i(an)o(g) o (g)e(h)

i(ag) %i(an)i(fo(8,h))o(gh)

donc, par identification et en utilisant l'injectivité de i et la commutativité de A, on a
(g, h) fo(g,h)~ ! = gaha , Ag = da(g, 1), donc fr et f; different d’un cobord.

Nous avons donc demontre que la classe du cocycle f, est un élément bien défini de
H?(G, A).

1 est

1

b). Définition d’une classe de cohomologie a partir d'une classe d’équivalence d’exten-
sions.

Il nous faut maintenant démontrer que deux extensions équivalentes définissent la méme
classe de cohomologie.

Soient donc (E, i, ) et (E’, i, ©') deux extensions équivalentes. Il existe donc un isomor-
phisme ¢ : E — E' tel que poi =i et 1’ 0o ¢ = 7.

Soit o une section de 7t. Alors ¢’ = ¢ o o est une section de 7’. En effet, on a

oo =nopoor=moc=idg.
Soit maintenant (g, k) € G2. Alors o’(g)c’ (h) = i'(f,(g, 1))’ (gh) et

U’(g)U'(h)=(P( (&) ¢(o(h) = @(a(g)o(h)) = ¢(i(fo(8,h))o(gh)) = ¢ oi(fo(g 1)) oc(gh)
= i'(fo(8, 1))’ (gh).

Par identification, on a donc f, = f,. En particulier, ces applications définissent la méme
classe de cohomologie.

Nous avons donc défini une application

®:E(G,A)/ ~ — H*G,A)
(E,i,m) — f, ou o estunesectionde 7.
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c). ® est injective

Soient & = (E,i, ) et € = (E',i’, ") deux extensions de A par G dont les classes d’équi-
valence ont la méme image par ®. Nous devons démontrer qu’elles sont equivalentes.

Fixons une section ¢ de 7t et une section ¢’ de 77’. Notre hypothese est que f, = f,,
c’est-a-dire que f,» = f, - da pour une applicationa : G — A.

Nous devons définir un morphisme de groupes ¢ : E — E’. Soite € E; il existe un unique
(a,8) € Ax G tel que e = i(a)o(g). Posons alors ¢(e) = i'(an(g) )0’ (g). Ceci définit une
application E — E'.

Vérifions que ¢ est un morphisme de groupes. Rappelons que da(g h) =
8a(h)a(gh)ta(g), que fr = foda et que A est abélien. On a alors

o(i(a)o(8))(i(b)o(h)) = i'(an(g) ")’ ()i (ba(h)~")o” (h)

= i'(aa(g) ")’ (8)i' (ba(h) 1o’ (§) o’ ()0 ()

= i'(an(g) ") 51 (ba(h) )i’ (fr (g, 1))’ (gh)

= i (an(g) " 8bSa(h)~ fa(g,h)d“(gf h))o' (gh)

= i'(a8b)i (fo (g, h)da(g, h)a(g) ~ a(h) ™ )o’ (gh)

= i'(a8bfo (g, )a(gh) ")’ (gh)

= '(a8b)i' (fo (g, h)a(gh) ")’ (gh)
¢(i(adbfo(g,h))o(gh))
i

Il nous reste a vérifier que 77’ o ¢ = et que poi =7'.
Notons que roi = 1and 77 o ¢ = id; et de méme pour l'autre extension. On a donc

' (g(i(a)o(g))) =n'(i' (an(g) 1o (8)) = 7' (i'(aa(g) ™)) 7' (¢’ (8))
=1-g=n(i(a))r(v(g)) = n(i(a)o(g))-
D’autre part, on a
¢(i(a)o(1)) i
et p(i(a)o (1)) = ¢(i(a))g(o(1)) = p(i()i' (x(1)~H)o'(1)

donc en identifiant on obtient ¢(i(a)) = i’'(a).
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On a donc démontré que £ ~ &’ et donc que P est une application injective.

d). ® est surjective

Pour démontrer que P est surjective, il suffit de définir, pour tout 2-cocycle f, une exten-
sion (&) telle que I'image par P de la classe d’équivalence (&¢) est f.

Soit donc f € Z2(G, A) un 2-cocycle. Nous aurons besoin a plusieurs reprises du lemme
suivant.

Lemme B.10. Posons e = f(1,1)~!. Pour toutu € Gona



Preuve. Puisque f est un 2-cocycle, on a

L=df(L,1,u) ="F(Lu)f(L,u) " f(Lu)f(1,1)7 = f(1,u)e
donc f(1,u) = e let
1= df(u,1,0) = "F(1L1) (1) 1) (1) = e (1)
donc f(u,1) = "¢ 1. v

Lemme B.11. Soit E¢ 'ensemble A x G muni de laloi Ef X Ef — E définie par
V(a,g) € Ax G, Y(bh) e AxG, (a,g)*(bh) = (a8bf(g, h),gh).

Alors E¢ est un groupe.

Preuve. > La loi est associative. Soient (a,g), (b, h) et (¢, k) dans Ef. Notons que puisque f est
un 2-cocycle (et A est abélien), onaéf(h,k)f(g, hk) = f(gh, k)f(g, h).

(
((a,8) * (b, h)) * (c, k) = (a®b f(g, ), &gh) * (c, k)

= (a®bf (g, h)$"cf(gh k), ghk)
(a,8) = (b"cf (h k), hk)
= (a%b&"cE f(h, k)£ (g, hk), ghk)
= (a$b&"cf (gh, k) f(8, ), ghk)
((a,8) * (b,h)) * (c k).

> La loi posséde un élément neutre, (¢,1), ot e = f(1,1)". Soit (a,g) dans E. En utilisant le
lemme B.10

(a,8) * ((b,h) * (¢, k)) =

(a,8) % (e,1) = (a®ef(g,1),8)

= (af(g& 1) f(8,1),8) = (4,8)
(e1) % (a,8) = (e'af(1,g),8)

= (aee™',8) = (a,8).

-1

> Tout élément (a,g) € Ef posséde un inverse, (g (a1ef(g, g_l)_l),g_l) :

(a,8) * (gl (a‘lef(g,g‘l)‘l),g”) = (a(a7ef(2.8™) ") fleg ™ )gg™) = (1)
(gl(a%ﬂg,gl)1),g1)*(a,g)=<gl(a1€f(g,g ) ) af (s 98" g>

Or en utilisant le lemme B.10 on a

1=df(g7 g8 =% flg e )f(Le ) (g L) f(gg) !

=% flgg e e (gL g) !

donc le dernier élément de Ey ci-dessus est bien (g, 1). v
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Lemme B.12. On définit les applications 7t¢ : Ef — Getif: A — Ef par
me(a,g) =8 et if(a)=(ag1).
Alors 7t¢ et iy sont des morphismes de groupe et
Vo
(Sf) {1}—>A—>Ef—>G—>{1}

est une extension de G par A.

Preuve. > 714 est un morphisme de groupes : 77¢((a,g) * (b, h)) = ms(a®bf(g,h),gh) = gh =
mte(a,g)7tse(b, h).
> if est un morphisme de groupes : if(a)if(b) = (ag,1)(be,1) = (a‘bf(1,1),1) =

(agbe™'f(1,1),1) = (abe, 1) = if(ab).
> iy estinjectif. En effet, siif(a) = (¢,1) alors ae = e et donc a = 1 donc Ker iy = {1}.
> 7115 est surjectif. En effet, pour tout ¢ € Gona g = 7s(e, g).
> Onargoig(a) = rip(ag, 1) = 1 donc 715 o iy = 1 etdonc Imis C Ker 71y.

> Soit (a,g) € Ker ;. On a donc g = 1. On en déduit que (a,8) = (a,1) = if(ae™?) € Imiy.
On a donc Ker 7ty = Im if.

> La suite (£f) est donc exacte. Il reste a vérifier que I'action de G sur A induite par cette suite
exacte est la méme que l'action de G sur A donnée au départ.

Notons que l'application oy : G — Ef définie par o¢(g) = (1,g) est une section de 7r¢. Nous

devons alors vérifier que pour tout g € G et touta € A onaif($a) = o4(g)if(a)or(g) . Ona
(en utilisant les propriétés de 1’action par automorphismes)

S ef(gg ) ),g)

¢ (ef(g8 ) Y)gY)

8
ef(,87) 7 flg.g7").1)
= (3aefef(g,1),1) (A est abélien)

) (Lemme B.10)
8
Lemme B.13. ['image de la classe d’équivalence de (£5) par ® est f.

Preyve. 1l suffit de démontrer que f;, = f. Pour cela, considérons o¢(g)o(h) pour (g,h) € G*. Par
définition de f,, ona

AWMWZMM@J)@O

= (fo; (&, h)e, 1) x (1, 8h)
— (f (g, >ef<1 gh), gh)
= (fo, (g, h)ee” 1 gh) (Lemme B.10)
= (fo; (g, 1), 8h)
et07()()(1/)( h) = (f(g,h),8h)
donc en idenfiant on obtient f,, (g, 1) = f(g,h). v
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B.2. H'(G, A) et les extensions triviales

Dans cette partie, nous supposons toujours que A est abélien. Nous savons maintenant
que H?(G, A) correspond aux classes d’équivalence d’extensions de G par A.
Nous allons voir maintenant comment interpréter H'(G, A) en termes d’extensions.

Définition B.14. Une extension E de G par A est dite triviale s'il existe une section o de 7T qui
est un morphisme de groupes.

Rappel. Soient N et G deux groupes tels que G agit par automorphismes sur N, c’est-a-dire
qu’il existe un morphisme de groupes ¢ : G — Aut(N). Le produit semi-direct de N par
G est le groupe noté N x G dont I'ensemble sous-jacent est N x G et la loi est donnée par
(n,8)(m, h) = (ne(g)(m), gh).

En particulier, si {1} -+ A = E 5 G — {1} est une extension de G par le Z[G]-module

A, on peut considérer le produit semi-direct A x G dont la loi est donnée par (a,g)(b, h) =
(adb,gh).

Proposition B.15. Une extension est triviale si, et seulement si, elle est équivalente a

(F) 12A5AxcEGo1

oui(a) = (a,1)etm(a g) = gpourtout (a,g) € A x G.

Preuve. > Supposons que I'extension {1} — A £+ E 5 G — {1} est équivalente a (F). On
a donc un isomorphisme de groupes ¢ : E - A x G telque poj =iet mo ¢ = p. On définit
une section o de p par o(g) = ¢~ (1, g).
En effet, ¢ est un morphisme de groupes puisque o(gh) = ¢~ 1(1,¢h) = ¢ 1((1,£)(1,h)) =
9~ (L8~ (L) = o(g)a(h).
De plus, ona poo(g) = mogpog1(1,¢) = n(1,¢) = g donc po o = idg, c'est-a-dire que ¢
est une section de p, et donc 'extension E est scindée.

> Supposons que (£) {1} = A L E 55 G — {1} est triviale. Il existe donc une section " de
p qui est un morphisme de groupes. Puisque tout élément de E s’écrit de maniére unique sous
la forme j(a)o(g), on définit une bijection (ensembliste) « : A x G — E par a(a,g) = j(a)o(g).
Démontrons que « est un morphisme de groupes.
On a (voir page 76)

Enfin,onaaoci(a) = a(a,1) = j(a)o(1l) = j(a) doncaoi = jetpon(a,g) = p(j(a)o(g)) =
Donc E ~ A x G. v

Remarque B.16. Cette proposition dit qu’a équivalence pres, il n'y a qu'une extension tri-
viale de G par A. Notons qu’elle correspond a 1’élément neutre du groupe H?(G, A), car si
la section ¢ est un morphisme de groupes on a f, = 1.

Mais dans le cas ot1 il y a une section qui est un morphisme de groupes, il y en a plusieurs
(qui définissent toutes des extensions — triviales — équivalentes), ces sections peuvent étre
classifiées grace au groupe H'(G, A).
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On dira que deux sections ¢ et T de 7t qui sont des morphismes de groupes sont conju-
guées par un élément de A s'il existe a € A tel que T(g) = i(a) 'o(g)i(a) pour tout g € G.

Proposition B.17. Soit1 - A — E — G — 1 une extension triviale. L'ensemble des classes
de conjugaison par des éléments de A des sections de 7t qui sont des morphismes de groupe
est en bijection avec H' (G, A).

Preuve. E est une extension triviale de A par G, donc 7t admet des sections qui sont des morphismes.
Dans la suite, fixons une section ¢ : G — E de 7t qui est un morphisme.
Rappelons que tout élément de E s’écrit de manieére unique sous la forme i(a)o(g) avec (a,g) €
A x G et que le produit de E s’écrit alors (i(a)o(g)) (i(b)o(h)) = i(adb)o(gh).
> Soit T : G — E une autre section qui est un morphisme de groupes. Pour tout g € G, il existe
un unique /-(g) € A tel que T(g) = i(¢+(g))o(g). Ceci définit une application £ : G — A.
Vérifions que /. est un 1-cocycle. Soit (¢, 1) € G>. Ona

i(£x(gh))o(gh) = T(gh) = T(8)T(h) = i(L(8))o(8)i(Lx(h))or(h) = i(l(g) * Lz (h))o(gh)
donc en identifiant on obtient ¢+ (gh) = €¢;(h){-(g) c’est-a-dire que ¢ est un cocycle.
> Supposons que T est conjugué a ¢ par un élément de A, c’est-a-dire qu’il existe a € A tel que
T =1i(a)"'o(—)i(a).Ona
i(4:(g))0(8) = T(g) = i(a) ' (g)ila) = i(a~Sa)or(g)
donc en identifiant on a /- (g) = a~!&a = da(g) donc £ est un cobord.

Nous avons donc défini une application

¥ : {classes de conjugaison par A des sections morphismes} — H'(G, A).

> Supposons que T et w sont deux sections de 7t qui sont des morphismes de groupes telles que
Y (t) = ¥(0). Les classes de cohomologie de ¢ et de ¢, sont égales, il existe donc un cobord
da tel que { = da - {,. Soit g € G. On a alors

T(8) = i(lx(8))o(8) = i(da(g)lw(8))o(g) = i(a~ bw(g) 2a)o(g)
= i(a")i(lw(8))(8)i(a) = i(a)'w(g)i(a)
donc T et w sont conjuguées par un élément de A. Donc ¥ est injective.
> ]l reste a démontrer que ¥ est surjective.
Soit donc ¢ un 1-cocyle. Soit T : G — E défini par 7(g) = i(4(g))c ().
)

< T est une section de 7. En effet, 77(g) = 7(i(¢(g)))(c(g)) = 1g = &
< T est un morphisme de groupes. En effet,

T(gh) =i(L(gh))o(gh) = i(*(h))i(L(h))o(g)o
= i(£(g))e()i(L(h))o(h) = T(g)T(h).

¢ ¥(7) = ¢ par définition de T et de ¥ (7).
Donc Y est surjective. C’est donc une bijection. v

—~

h)

Corollaire B.18. Si A est un Z[G]-module trivial, alors I’extension E de G par A est triviale

si, et seulement si, elle est équivalentea 1 — A L AxG S G— 1dontles morphismes i
et 77 sont I'injection et la projection naturelles. De plus, I’ensemble des sections de 7t qui sont
des morphismes de groupe est en bijection avec H' (G, A).

Preuve. 1 suffit de vérifier le dernier point. Notons que i(a) = (a,1) pour touta € A. Donci(A) =
A x {1}, qui agit trivialement par conjugaison sur A x G puisque A est abélien (i(a)~1(b,g)i(a) =
(a=1,1)(b,g)(a,1) = (alab,g) = (b,g)), donc les classes de conjugaison par des éléments de A de
sections de 7t qui sont des morphismes de groupes sont toutes réduites a un élément. v
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B.3. H3(G, A)?

On peut se demander a quoi correspond H3(G, A). Ce groupe est en bijection avec les
classes d’équivalence de suites exactes de la forme {1} -— A - N - E — G — {1}
pour une relation d’équivalence plus compliquée que la précédente et ott N est un "module
croisé" sur E (muni d"une action particuliere de E) et A est central dans N.
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