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Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Dualité en algebre linéaire (cas de la dimension finie)

Notions de base sur les formes linéaires

Dans tout ce qui suit, on désigne par F un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1.1 - Espace dual

Définition. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de £ dans K.

Exemples.
— L’application trace A — Tr A est une forme linéaire sur M,,(K),
— Si f: R™ — R est une application différentiable en un point a, alors la différentielle d, f
est une forme linéaire sur R”.

Définition et proposition. On appelle espace dual de E, noté E*, I’espace vectoriel
des formes linéaires sur F. Il vérifie dim £* = n et donc E* est isomorphe a E.

Notation. Pour toute forme linéaire ¢ € E* et tout vecteur v € E, on note :
(t,v)y =L(v) € K.

Le crochet ainsi défini est une forme bilinéaire E* x E — K , appelée crochet de dualité.

1.2 - Base duale

Proposition. Soit B = (eq,...,e,) une base de F.
(i) Pour tout 1 < i < n, application e : E — K qui, & tout vecteur v = > 1", x;e;,
associe le scalaire z; est une forme linéaire ; elle est déterminée par :
(ef,ej) = 0;; pour tous 1 <4,j < n.

(ii) La famille B* = (e],...,e}) est une base de E*, base duale de B, qui vérifie :

n n
v=> (ef,v)e; pourtout ve E, et £= ) ( e)ef pour tout £ € E*.
i=1 1=1

Preuve. Vérification directe des différents points. a

» Remarques.
1. L’application qui & tout vecteur v = Y 1" | z;¢; de E associe la forme linéaire ¢ = Y " | z;ef
donne un isomorphisme explicite de FE sur E*.
2. Pour toute base B’ de E*, il existe une unique base B de E telle que B’ soit la base duale
de B; on dit parfois que B est la base antéduale de B’.
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» FExemples.

1. Soit £ = K". Soit B une base de E. Les composantes des vecteurs de B par rapport a la
base canonique de F sont données par les vecteurs colonnes d’une matrice carrée n x n
inversible A. Alors les composantes des vecteurs de B* par rapport a la base duale de la
base canonique sont données par les vecteurs lignes de la matrice A~

2. Polynémes d’interpolation de Lagrange. Soit E = K,[X]. Soient ag,ay,...,a, une fa-
mille fixée d’éléments de K deux a deux distincts. On considere les formes linéaires
Lo, b1, ..., ¢, définies par ¢;(P) = P(a;) pour tout P € E et tout 1 < i < n. Alors la famille
(Lo, 41, ...,¢y,) est une base de E* dont la base antéduale (Lg, L1, . .., Ly) est définie par :

Li=Tli<jcnjr (ﬁ) Tout polynéme P € E s’écrit donc P(X) =>"" | P(a;)Li(X).

a;—agj
3. Formule de Taylor. Soit E' = K,,[X]. Soient a un élément fixé de K. On considere les formes
linéaires g, (1, ..., ¥, définies par ¢;(P) = P(i)(a) pour tout P € E et tout 1 < i < n.
Alors la famille (¢, ¢y,...,£,) est une base de E* dont la base antéduale (eg,eq,...,ey)

(X;a)i, ce qui traduit le fait que f(e;) = eg-k)(a) vaut 0 si k # j et

1 si k = j. Tout polynéme P € E s’écrit donc P(X) =", P(i)(a)(X%!a)i.

est définie par : ¢; =

1.3 - Bidual

Proposition.

(i) Pour tout v € E, I'application ¢, : E* — K qui, a toute forme linéaire ¢ € E*,
associe le scalaire ¢, (¢) = (¢,v) est une forme linéaire sur E*;

(ii) L’application ¢ : v — ¢, est un isomorphisme de 'espace vectoriel de E sur
I’espace vectoriel bidual E**.

Preuve. Le point (i) est évident. Pour (ii), il est clair que ¢ est linéaire et comme dim E = dim E* =
dim E**, il suffit de montrer que ¢ est injectif. Soit v € Ker ¢. Il vérifie £(v) = 0 pour toute forme linéaire
¢ dans E*. En particulier e} (v) = 0 pour tout 1 < i < n. Comme e}(v) n’est autre que la composante
i-ieme de v dans la base B = (eq,...,e,), on conclut que v = 0p. O

1.4 - Orthogonalité associée a la dualité

La bilinéarité du crochet de dualité défini en 1.1 permet d’introduire la notion suivante.

Proposition et définitions.
(i) Un vecteur v € E et une forme linéaire ¢ € E* sont dits orthogonauz lorsque
(¢, vy = 0.
(ii) Pour toute partie A de E, on appelle orthogonal de A, noté AL le sous-espace
vectoriel de E* défini par A+ = {¢ € E*; (¢,v) = 0 pour tout v € A}.
(iii) Pour toute partie X de E*, on appelle orthogonal de X, noté X°, le sous-espace
vectoriel de E défini par X° = {v € E; (/,v) = 0 pour tout £ € X}.

Le fait que AL et X° sont des sous-espaces vectoriel est évident.



» FEzercice. Pour toutes parties A et B de E, et toutes parties X et Y de E*, on a :

Si A C B, alors B+ c At Si X CVY,alors Y° C X°,
AC (AY)° et At = (Vect A)*, X C(X°)t et X° = (Vect X)°,
{0g}t = E* et E+ ={0p}. {0g-}°=FE et (E*)°={0g}.

Si ’on suppose de plus que A et X sont des sous-espaces vectoriels de E et E* respectivement,
on a les résultats dimensionnels suivants.

Proposition. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et L un sous-espace vectoriel de
E*. On a:
dim F + dim F+ = n = dim L + dim L°,
et par conséquent :
(FHY =F et (L°)* = L.

Preuve. La premiére égalité étant triviale lorsque F = E ou F' = {0g}, on peut supposer que F est
de dimension 1 < p < n — 1. D’apres le théoreme de la base incomplete, on peut considérer une base
B = (ei)1<i<n de E dont les p premiers vecteurs forment une base (e;)1<;<p de F. Parmi les vecteurs de la
base duale B* = (6;)19'571 de E*, considérons la famille C = (G;)pﬂgjgn' C’est évidemment une famille
libre ; montrons qu’elle est génératrice de F*. Il est clair que e; EF L pour tout p + 1 < j < n puisque
(e7,ei) = 0 pour tout 1 <4 < p (par définition de la base duale). Tout élément ¢ de F* se décompose
dans E* sous la forme ¢ = Y (¢, ej)e;; mais (£,e;) = 0 lorsque 1 < i < p, de sorte que £ est une
combinaison linéaire des vecteurs de C. On conclut que C est une base de F*-, et donc dim F+ = n — p.
Le seconde identité sur les dimensions se montre de méme. Il est alors clair que, pour des raisons de

dimensions, les inclusions F' C (F1)° et L C (L°)* vues dans l'exercice précédent sont ici des égalités. O

Remarque : cas des espaces vectoriels euclidiens.

Supposons que FE soit un espace vectoriel euclidien. Notons u - v le produit scalaires de deux
vecteurs u et v dans E. Rappelons d’abord le résultat suivant, connu sous le nom de théoreme
de représentation des formes linéaires, ou théoréme de représentation de Riesz.

(i) Pour tout vecteur a € E, l'application ¢, : E — R définie par {,(v) = a - v
pour tout v € E est une forme linéaire sur E.

(ii) Réciproquement, pour toute forme linéaire ¢ € E*, il existe un unique vec-
teur a € E tel que £ = {,.

Preuve. Le point (i) est clair par bilinéarité du produit scalaire. Pour (ii), considérons 'application ® : E — E*
définie par ®(a) = £, pour tout a € E. Il est immédiat de vérifier qu’elle est linéaire. Son noyau est le sous-
espace des vecteurs a tels que ¢, = Og=, ce qui équivaut a a - v = 0 pour tout v € F, et donc ¢ = Og par
définition d’un produit scalaire. Ainsi Ker ® = {0g}, lapplication ® : E — E™ est injective, donc bijective
puisque dim E = dim E*. Finalement, pour tout ¢ € E™, il existe un unique a € F telle que £ = ®(a). O

Ainsi, via la correspondance bijective @, le crochet de dualité sur E (au sens de 1.1) coincide
avec le produit scalaire, au sens ou :

pour tous £ € E* et v € E, ({,v) = a-v, ou a est 'unique vecteur de E tel que ¢ = ¢,.

Tous les résultats donnés ici dans le cadre de la dualité sur 'orthogonalité ou sur la transpo-
sition (ci-dessous) s’appliquent donc en particulier aux espaces euclidiens.
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» Ezercice. Pour tous sous-espaces vectoriels I} et Fy de F, et Ly et Lo de E*, on a :
(L +FR)t=FfnFt et (RNE)t=F+F
(L1 + LQ)O = Li N LS et (Ll N LQ)O = i + LS

1.5 - Transposition

On considere ici deux espaces vectoriels E et F' de dimensions finies respectives n et m.

Définition et proposition. Pour tout application linéaire f de E dans F', ’applica-
tion !f de F* dans E* définie par :

'tf(¢) =Lo f pour tout £ € F*

est une application linéaire de F* dans E*. On I'appelle 'application transposée de f.

Preuve. Evident. O

Théoréme. L’application t : f + !f est un isomorphisme d’espaces vectoriels de
L(E,F) sur L(F*,E*).

Preuve. La linéarité de t est évidente. Soit f € Kert. Pour tout £ € F* et tout v € F, on a (¢, f(v)) =
U f(v)) = tf(0)(v) = 0. Donc f(v) € (F*)° pour tout v € E. Comme (F*)° = {0Og}, on conclut
que f est 'application nulle dans L£(F, F'). Ceci montre que ¢ est injective, et donc bijective puisque
dim L(E, F) = dim L(F*, E*) = nm. O

» Exercice.
Ker‘f = (Im f)* et Imf = (Ker f)*.
rglf =rg f, et si f est un isomorphisme, alors (if)~! = tf~1L.

fgo f)="1f olg, avec G un espace vectoriel de dimension finie et g € L(F, Q).

1.6. - Hyperplans!

Soit £ : £ — K une forme linéaire sur E. D’apres la formule du rang, le rang de ¢ ne peut
valoir que 1 ou 0. Ce rang est nul si et seulement ¢ est identiquement nulle. Ce rang vaut 1 si et
seulement si £ est surjective ; son noyau est alors de dimension n — 1.

Définition et proposition. On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de
FE de dimension n — 1.
(i) Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement s’il existe une
forme linéaire ¢ € E* non-nulle telle que H = Ker 4.
(ii) Dans ce cas une forme linéaire ¢/ € E* vérifie H = Ker ¢’ si et seulement s’il
existe un scalaire non-nul \ tel que ¢/ = \/.

1. On privilégie ici la définition historique et élémentaire d’hyperplan par la dimension, mais en vue d’une
notion valide en toute dimension, on peut prendre comme une définition plus générale le fait d’étre le noyau d’une
forme linéaire non-nulle. Les deux notions coincident bien siir en dimension finie; en dimension infinie un des
problémes principaux est de distinguer le cas des formes linéaires continues.
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Preuve. Soit H un hyperplan. D’apres le théoréeme de la base incompléte, on peut considérer une base
B = (e1,...,e,) de E telle que (e,...,e,—1) soit une base de H. Notons ¢ = e}. Tout vecteur v € F

n *

se décompose sous la forme v = > (e}, v)e;, et v € H si et seulement si (e}, v) = 0, c’est-a-dire si et
seulement si v € Ker ¢, ce qui montre (i). Pour montrer (ii), considérons une forme linéaire non-nulle ¢
telle que H = Ker ¢'. Pour tout v € E, on a {'(v) = (e}, v)l'(en) et £(v) = (e}, v)l(e,). Comme {(e,) et
¢'(e,,) sont non-nuls, on déduit que ¢ (v) = M(v) pour A = ¢'(e,)f(e,) 1. La réciproque est évidente. O

Corollaire. Soit B une base de E.

(i) Quels que soient des scalaires ap,as,...,a, non tous nuls dans K, I’ensemble
des vecteurs de E dont les composantes (x1,xa, ..., ;) dans la base B vérifient
la relation ajx1 + asxa + - -+ + anx, = 0 est un hyperplan H de E.
(ii) Réciproquement, quel que soit un hyperplan H de E, il existe des scalaires
ai,a9,...,a, non tous nuls dans K tel que H soit ’ensemble des vecteurs de
E dont les composantes (z1,x2,...,z,) dans la base B vérifient la relation
a171 + asx2 + - - + apxy, = 0.
On dit alors que la relation ayx1 +asxa + - - - + anx, = 0 est une équation de H dans la
base B. Une relation de la forme byx1 + boxs + - - - + b, x,, = 0 est une autre équation de
H dans B si et seulement s’il existe A € K non-nul tel que b; = Aa; pour tout 1 < i < n.

» Application : systémes d’équations d’un sous-espace vectoriel.

Tout sous-espace vectoriel F' de dimension 1 < p < n est ’ensemble des vecteurs de F dont les
composantes dans la base B vérifie un systeme de n — p équations d’hyperplans, qui sont les
noyaux de n — p formes linéaires indépendantes.

Preuve. Soit (eq, . .., e,) une base de F. Complétons-la en une base B = (e1,...,€p, €pt1,---,€n)
s 14 * * * % * : * *

de E. Considérons la base duale B* = (e7, ..., e, €5, q,...,€5,). Lasous-famille (e 4,...,¢},)

est évidemment libre, de sorte que e, 4, ..., €}, sont n—p formes linéaires indépendantes dans

E*. Comme on I'a vu en 2.2, un vecteur quelconque v € E s’écrit toujours v = >, (e}, v)e; ;
dire que v € F signifie donc que (ef,v) = 0 pour tout p + 1 < i < n, ce qui prouve que
Ker f = ﬂ?:p+1 Kere?. O

2. | Exemples d’applications >

2.1. - Engendrement de certains groupes de la géométrie.

» Engendrement du groupe orthogonal par les symétries hyperplanes

Si H est un hyperplan d’un espace vectoriel euclidien £ non-nul, la symétrie orthogonale par
rapport a H est I'application s : E — E qui, a tout vecteur v € E décomposé de facon unique

2. On se limite ici & quelques applications simples. Plusieurs autres sont intéressantes, mais nécessitent des
développements spécifiques hors du format de ce petit document. Citons par exemple parmi les thémes classiques :
(1) les versions géométriques du théoreme de Hahn-Banach sur la séparation des convexes par des hyperplans
affines dans un espace vectoriel normé; (2) le réle des bases duales dans la preuve du théoréme de réduction
de Frobenius sur les endomorphismes cycliques; (3) certaines applications en géométrie différentielle (extrema
liés par exemple). Observons enfin qu’en raison de l'interprétation du crochet de dualité dans le cas des espaces
euclidiens (détaillée précédemment au paragraphe 1.4) plusieurs résultats centraux dans ce contexte (comme la
diagonalisation des endomorphismes symétriques) relévent de raisonnements de dualité.
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sous la forme v = u + w avec u € H et v € H', associe le vecteur s(v) = u — w. Une telle
symétrie est appelée simplement une symétrie hyperplane. Toute symétrie hyperplane est une
isométrie vectorielle, c’est-a-dire un élément du groupe orthogonal O(E).

Proposition. Soit £ un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1. Le groupe
orthogonal O(F) est engendré par les symétries hyperplanes de E.

Preuve. On se propose de montrer que, pour toute isométrie f € O(E) disctincte de idg, il existe des
symétries hyperplanes s1,...,s, , avec p < n, telles que f = sy 0590 --0s, (sachant que idg est quant &
elle toujours égale a s o s pour toute symétrie hyperplane). On raisonne par récurrence sur n. Le résultat
est vrai si n = 1 car alors O(F) = {idg, —idg} et —idg est la symétrie par rapport & ’hyperplan {0g}.
Supposons le résultat vrai pour tout espace euclidien de dimension n, et prenons dans un espace euclidien
E de dimension n + 1 une isométrie vectorielle f. Distinguons deux cas.

« Supposons qu’il existe un vecteur u € F non-nul tel que f(u) = u. Introduisons la droite D de base u et
I'hyperplan H = D=+, 1l est facile de vérifier que, parce f est une isométrie et D est stable par f, alors H
est aussi stable par f. En appliquant '’hypothese de récurrence a la restriction fy de f a H, il existe des
symétries s1, S, .. ., 5 par rapport a des hyperplans Fi, Fy, ..., F,, de H telles que f = 510530085, avec
p < n.Onpose L; = F;®D pour tout 1 < i < n, qui est un hyperplan de E. L’orthogonal L;- de L; dans E
est égal & I'orthogonal de F; dans H, s;(w) = —w pour tout w € Li-. On prolonge s; de H A E = H®D en
posant ¢;(u) = u. Alors ¢;(v) = v pour tout v € L;. Ainsi ¢; est la symétrie orthogonale de E par rapport
a 'hyperplan L;. D’une part, pour tout v € H,on a (ty0---0t,)(v) = (sp0------ ost)(v) = fo(v) = f(v).
D’autre part (t0---0t,)(u) =u = f(u). On conclut que f =t;0---0ot, avec p < n.

« Supposons que, pour tout vecteur u € F non-nul, on a f(u) # u. Choisissons un tel vecteur u. Le vecteur
u—f(u) # 0 engendre une droite vectorielle D. Notons H I’hyperplan D*. Comme f € O(E), les vecteurs
u — f(u) et u+ f(u) sont orthogonaux. Ainsi u + f(u) € H = D+, alors que u — f(u) € D = H*. En
notant s la symétrie hyperplane par rapport & H, on a s(u+ f(u)) = u+ f(u) et s(u— f(u)) = —u+ f(u).
En écrivant u = J(u + f(u)) + 3(u — f(u)), on déduit que s(u) = f(u), dott u = s(f(u)). On peut
donc appliquer le premier cas a 'isométrie s o f : celle-ci est produit d’'un nombre p < n de symétries

hyperplanes, donc f = soso f est produit de p + 1 < n + 1 symétries hyperplanes. O

» Engendrement du groupe spécial linéaire par les transvections

Rappelons qu’une transvection d’un K-espace vectoriel £/ de dimension finie n est un endomor-
phisme f de E tel qu’il existe une forme linéaire ¢ € E* et un vecteur non-nul e € Ker ¢ tels que
f(v) = v+ £(v)e pour tout v € E. Il est clair qu’on a alors f € SL(E).

FEzercice. Montrer que si v et w sont deux vecteurs non-nuls et non colinéaires de F, il existe
une transvection f de E tel que f(v) = w. En déduire que si v et w sont deux vecteurs
colinéaires non-nuls de F, il existe deux transvections f et g que f(g(v)) = w.

Ezercice. Soit H et L deux hyperplans de E. Soit v un vecteur non-nul de F n’appartenant
ni & H ni a L. Alors il existe une transvection f de E qui fixe v et qui échange H et L.

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Le groupe spécial linéaire
SL(E) est engendré par les transvections de E.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n. Le résultat est vrai si n = 1. Supposons le résultat vrai pour
tout espace vectoriel de dimension n, et prenons dans un espace vectoriel £ de dimension n + 1 un
isomorphisme f € SL(FE). Considerons un vecteur quelconque non-nul v de E. Quitte & composer par
une ou deux transvections, il résulte du premier execice ci-dessus que 'on peut supposer que f(v) = v.
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Prenons un hyperplan H de E qui ne contient pas v, de sorte que v = f(v) n’appartient pas non plus a
Ihyperplan f(H). Donc d’apres le second exercice ci-dessus, quitte & composer par une autre transvection,
on peut supposer que f(H) = H. On applique 'hypothese de récurrence a la restriction fo de f a H : il
existe des transvections ¢1,...,g, de H telles que f = g; o --- o g,. Chacune des g; se prolonge en une
transvection f; de I en fixant v, et 'on obtient f = fi0---0 f,. O

2.2. - Formes linéaires sur |'espace vectoriel des matrices carrées.

» On fixe dans ce paragraphe un entier n > 2. La proposition suivante donne une description
explicite des formes linéaires sur I’espace vectoriel M, (K).

Proposition.
(i) Pour toute matrice A € M, (K), Papplication ¢4 : M, (K) — K définie par
wa(M) = tr(AM) pour toute M € M, (K) est une forme linéaire sur M, (K).
(ii) L’application A — ¢4 est un isomorphisme de 'espace vectoriel M, (K) sur
son dual M,,(K)*.

Preuve. Le point (i) est clair, de méme que la linéarité de l'application @ : A — 4. Comme M,,(K) et
son dual M, (K)* sont de méme dimension, il suffit de montrer I'injectivité de ®. Soit donc A € Ker ®.
On a tr(AM) = pa(M) = O pour tout M € M, (K). En particulier, pour M = Ej , un vecteur fixé
quelconque de la base canonique de M,,(K), on a en notant A = (a;j)1<i j<n :

n n n n
0=tr(AEke) =tr(X° > aijEijEre) = > > aijtr(E; jExe)
1

i=1j=1 i=1j=
n n n n
=2 > aij tr(0k i Eie) = 3. 3 aij0r0i0 = ark.
i=1j=1 =1lj5=1
Ceci étant pour tous 1 < k, ¢ < n, on conclut que A est la matrice nulle, ce qui achéve la preuve. ]

» C’est une propriété bien connue de la trace que tr(MN) = tr(NM) quelles que soient
M,N € M,(K). On peut déduire de la proposition précédente que cette propriété caractérise
la trace parmi les formes linéaires sur M,,(K) “a une constante pres” :

Corollaire. L’ensemble des formes linéaires ¢ sur M, (K) qui vérifient p(MN) =
@(NM) pour toutes M, N € M, (K) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 du
dual M,,(K)*, engendré par la trace.

Preuve. Soit ¢ € M,,(K)* vérifiant la condition (M N) = ¢(NM) pour toutes M, N € M,,(K). D’apres
la proposition précédente, il existe une unique matrice A € M, (K) telle que ¢ = v 4. On a donc pour
toutes M, N € M, (K) I'égalité tr(AMN) = tr(ANM), d’ot en utilisant les propriétés de la trace
tr(AMN) = tr(MAN), ou encore tr((AM — MA)N) = 0. Ceci étant pour tout NM,,(K), on en déduit
que Y an— 4 est la forme nulle, et donc par injectivité de I'isomorphisme @ de la proposition précédente,
que AM — M A est la matrice nulle. Ceci étant pour tout M € M, (K), la matrice A est dans le centre
de M, (K). 1l existe donc A € K telle que A = AI[,. Finalement, pour toute M € M, (K), on a :
o(M) =tr(AM) = tr(AM) = Atr(M). O

» On déduit aussi de I'isomorphisme précédent la propriété suivante des hyperplans de M, (K).
Corollaire. Tout hyperplan de M, (K) a une intersection non-vide avec le groupe

linéaire GLy,(K).
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Preuve. Soit H un hyperplan de M, (K). Il est le noyau d’une forme linéaire non-nulle ¢ € M,,(K)*.
D’apres la proposition précédente, il existe A € M,,(K) non-nulle telle que ¢ = @4. Il s’agit donc de
montrer qu’il existe une matrice inversible S € GL,,(K) telle que ¢4 (.S) = 0.

Considérons la forme canonique A = PJQ de la matrice de A, ou P,Q € GL,(K) et J = (OIT On—r

n—r On—r )7’

avec r = rg A. La forme linéaire ¢4 s’exprime alors sous la forme p4(M) = tr(PJQM) = tr(JQMP). 1l
suffit donc de trouver une matrice T' € GL,,(K) telle que tr(JT) = 0 pour que la matrice S = Q7 1TP~1 €
GL, (K) vérifie p4(S) = tr(JQQ'TP~1P) = tr(JT) = 0. On conclut en choisissant pour T la matrice
de permutation associée & la permutation circulaire (1,2,...,n) : son déterminant vaut (o) # 0 et la
diagonale de la matrice JT n’est formée que de zéros. O



Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Formes quadratiques

L’objectif de ces notes n’est pas de faire un exposé complet de ce qui peut étre dit sur cette
notion dans le cadre du programme, mais juste de faire un focus sur quelques arguments généraux
(en termes d’isomorphismes canoniques et de dualité) pour établir les principaux théorémes de
réduction et de classification des formes quadratiques, en particulier dans les espaces euclidiens.

1. Réduction des formes quadratiques

Dans toute cette partie, £/ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n. Volontairement,
on ne se limite pas ici au contexte prévu par le programme (i.e. K = R), et K désigne simplement
un corps commutatif de caractéristique différente de 2.

1.1 - Isomorphisme canonique entre formes quadratiques et formes bilinéaires symétriques

Définition. Une forme quadratique sur E est une application ¢ : £ — K qui s’exprime
dans toute base de E sous la forme d’un polynéme homogene de degré 2 en les variables
coordonnées, ou qui est identiquement nulle.

Comme les formules de changements de base sont linéaires, si la condition de la définition est
vraie dans une base, elle 'est dans toute base. Concretement, cette condition se traduit par le
fait que, pour toute base B de E, il existe des scalaires (c¢;;)1<i j<n tels que, pour tout vecteur

v de coordonnées (x1,...,z,) dans la base B, on ait :
n
— 2
q(v) = Z Cii T + 2 Z Cij iy .
i=1 1<i<j<n

Définition. Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : £ x E — K qui vérifie,
pour tous vecteurs u,v,w € F :

() lu+v,w) = p(u,w) + (v, w) et P, +w) = @(u,v) + o(u,w),

(il) o(Au,v) = p(u, Av) = Ap(u,v) pour tout A € K.
La forme bilinéaire ¢ est dite symétrique si de plus :

(iii) ¢(u,v) = p(v,u) pour tous u,v € E.

Sil'on fixe une base B = (e1,...,ey,) de E et sil'on pose a;; = ¢(e;, e;) pour tous 1 < 4,5 < n, il
résulte de la bilinéarité que, quels que soient deux vecteurs u,v € E de coordonnées respectives
($17"'axn) et (y17"'ayn)7 ona:

n n
QO(U, U) = Z Z A LiYj-
i=1j=1

Il est clair que dans ce cas q(u) := p(u,u) pour tout u € E définit une forme quadratique sur
E. Mais a priori plusieurs formes bilinéaires peuvent donner la méme forme quadratique (par
exemple ¢(u,v) = z1y1 + T2y2 et Y(u,v) = x1y1 + T1Y2 — T2y1 + x2y2 donnent toutes les deux
q(u) = a?% + y% sur F = R?). Néanmoins il y a unicité deés lors que 1'on suppose de plus que ¢
est symétrique (i.e.a;; = aj;). C’est le résultat d’isomorphisme suivant :

Frangois Dumas - version du ler février 2023
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Théoréme et définition.

(i) L’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E et ’ensemble des formes
quadratiques sur F sont des K-espaces vectoriels, de dimension %n(n +1).

(ii) L’application qui, & toute forme bilinéaire symétrique ¢ sur F, associe la forme
quadratique q sur E définie par :

q(u) = ¢(u,u) pour tout u € E
est un isomorphisme d’espace vectoriel.

(iii) Son isomorphisme réciproque est ’application qui, a toute forme quadratique
q sur F, associe la forme bilinéaire symétrique ¢ sur E définie par :

e(u,v) = 3[g(u+v) — g(u) — g(v)] pour tous u,v € E,

appelée la forme polaire associée a q.

Preuve. Vérifications élémentaires ; laissées au lecteur. O

Remarque. On peut déduire de cette correspondance une autre définition (équivalente) de

la notion de forme quadratique comme une application ¢ : E — K vérifiant g(Av) = A\2q(v)

pour tous v € E, A € K, et telle que 'application (u,v) — %[q(u + v) — q(u) — q(v)] est

2
bilinéaire.

1.2 - Morphisme canonique de F dans E* associé a une forme quadratique

On note E* l'espace dual de F, c’est-a-dire I'espace vectoriel des formes linéaires sur E (i.e. des
applications linéaires ¢ : E — K). On sait que E et E* sont isomorphes, de méme dimension n.

Proposition. Soient ¢ une forme quadratique g sur E et ¢ sa forme polaire associée.

(i) Pour tout vecteur u € E, 'application ¢, : E — K définie par ¢,(v) = p(u,v)
pour tout v € E est une forme linéaire sur E.

(ii) L’application J, : E — E* qui a tout u € E associe la forme linéaire ¢, est un
morphisme de K-espace vectoriel.

Preuve. Vérifications élémentaires ; laissées au lecteur. O

» Ce morphisme canoniquement associé a ¢ ou ¢ permet de définir les notions suivantes :

Définitions. Soient ¢ une forme quadratique g sur E et ¢ sa forme polaire associée.
(i) On appelle noyau de g (ou de ¢) le noyau du morphisme J,, ; en d’autres termes :
Kerqg=Kerp ={u € E; ¢(u,v) =0 pour tout v € E} .
(ii) On appelle rang de ¢ (ou de ) le rang de 'application J,, ; en d’autres termes :
rgq =rgp = n — dim Kergq.

(iii) On dit que g (ou @) est non-dégénérée lorsque son noyau est nul; en d’autres
termes :

l[¢ non dégénérée] & [Kerq = {0g}] & [rgq = n| & [J, isomorphisme].
Preuve. Vérifications élémentaires ; laissées au lecteur. O
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» APPLICATION IMPORTANTE. Un exemple intéressant d’application de I'isomorphisme .J, entre
FE et E* dans le cas non dégénéré est le suivant :

Définitions et proposition. Soient g une forme quadratique g sur £ et ¢ sa forme
polaire associée.
(i) On dit que deux vecteurs u et v sont orthogonaux pour g (ou poury) lorsque
o(u,v) = 0.
(ii) Pour tout sous-espace vectoriel H de E, on appelle orthogonal de H ’ensemble
H*' des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de H :

H* = {u € E; p(u,v) = 0 pour tout v € H}.
(a) H* est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Si de plus ¢ est non-dégénérée, alors dim H + dim H+ = n et (H-)* = H.

Preuve. Le point (a) est évident. Pour (b), considérons I'isomorphisme J, de E sur E*. L’image
Jo(H 1) est I’ensemble des formes linéaires @y telles que y € H L. Par bijectivité de Jyp, cest
donc I'ensemble des formes linéaires de E* qui s’annulent en tout vecteur de H. En d’autres
termes, J,(H 1) est I'orthogonal H° du sous-espace H au sens de la dualité. Or on sait3 que
dim H + dim H° = n, ce qui achéve la preuve puisque dim H+ = dim Jw(HJ—) = dim H°. O

» ATTENTION, la somme de H et H+ n’est pas forcément directe :

— E =R?% ¢(u,v) = 2191 — T2y2 pour tous u = (x1,73) et v = (y1,92); alors la droite
H={u€ E;x =2} vérifie H- = H.

— E =13, o(u,v) = T1Y1 + Tay2 — T3y3 pour tous u = (r1,T2,73) et v = (y1,y2,¥3); la
droite H = {u € E; vy = w3 et x5 = 0} vérifie H- = {u € E; 2y = 23} donc H C H+
avec dim H+ = 2.

— E =R, p(u,v) = z1y1 + T2y2 + x3y3 — Tays pour tous u = (r1,22,23,24) et v =
(Y1,Y2,Y3,v4); le plan H = {u € E; 1 = x5 et x3 = 24} a pour orthogonal H+ = {u €
E;zi+axy=0ctas =24}, dot HNH ={u € E;x=1=12y=0¢t 3 = 24} de
dimension 1, avec dim H = dim H+ = 2.

1.4 - Représentations matricielles

Rappelons les quelques propriétés suivantes, dont les preuves reposent sur des considérations
élémentaires de bilinéarité. Soient ¢ une forme quadratique et ¢ la forme polaire associée.

1. Pour toute base B = (ey,...,e,) de E, la matrice A de ¢ (ou ¢) dans la base B est la
matrice n X n de terme général a;; = p(e;, ej). C’est une matrice symétrique, dont le rang
est le rang de ¢. Pour tous vecteurs u et v de E de matrices colonnes de coordonnées
respectives X et Y dans la base B, on a : p(u,v) =X AY.

2. Si B’ est une autre base de E et si 'on note P € GL(n,K) la matrice de passage de B a
B, alors la matrice A’ de ¢ (ou ) dans la base B’ est A’ =tPAP.

3. La base B est dite orthogonale pour ¢ (ou pour ¢) lorsque ¢(e;,e;) = 0 pour tous 1 <
i # 7 < n, ce qui équivaut au fait que la matrice A est diagonale.

3. Soit (e1,...,en) une base de E telle que (e1,...,ep) soit une base de H. Toute £ € E* se décompose dans la
base duale en £ = Y7 | Aiel, avec A; = £(e;). Alors £ € H° si et seulement si £(e;) = 0 pour tout 1 < ¢ < p, donc
si et seulement si £ = ZZH Aiej. Ce qui montre que (ept1,...,ep) est une base de H°, et donc dim H® =n — p.
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1.5 - Théoremes de réduction et de classification

Théoréme fondamental.

Pour toute forme quadratique ¢ sur F, il existe une base orthogonale.

Preuve. On procede par récurrence sur la dimension n de E. Le résultat est clair si n = 1.
Supposons le théoreme vrai au rang n. Soit F de dimension n 4 1. Si g est identiquement nulle
sur E, le résultat est évident. Sinon, il existe un vecteur e,+1 € E tel que g(e,41) # 0. Soit
F la droite vectorielle engendrée par e,,1. Son orthogonal F* est le sous-espace des vecteurs
v € E tels que p(en41,v) = 0, c’est-a-dire le noyau de la forme linéaire non-nulle ., ,,. Donc
F* est de dimension n. L’hypothese q(en+1) # 0 implique que F N F+ = {0}, de sorte que le
sous-espace F + F* est de dimension n+ 1, donc est égal & E. En d’autres termes F & F+ = E.
Par hypothese de récurrence, il existe une base (eq, ..., e,) de F- orthogonale pour la restriction
de g & FL. Ainsi (e1,...,en,eny1) est une base de E orthogonale pour g. O

Corollaire. Pour toute forme quadratique q sur F, il existe une base B de E telle que
la matrice de ¢ dans la base B est diagonale, donc il existe des scalaires A\q,..., A\, € K
tels que, pour tout vecteur u € E de coordonnées (z1,...,x,) dans la base B, on a :

q(u) = > Nz}
=1

Le nombre de \; qui sont non-nuls est indépendant de la base B puisqu’il s’agit du rang de q.

» LE PROBLEME DE LA CLASSIFICATION.

1. Deux formes quadratique ¢ et ¢ sur E sont dites équivalentes lorsqu’il existe un auto-
morphisme f de E tel que q(u) = ¢/(f(u)) pour tout u € E.

2. Ceci équivaut a l’existence de deux bases B et B’ de E telles que la matrice de ¢ dans la
base B est égale & la matrice de ¢’ dans la base B'.

3. Le probleme de la classification des formes quadratiques consiste en la détermination des
classes d’équivalence suivant la relation d’équivalence des formes quadratiques, ce qui
revient a chercher des bases dans lesquelles la matrice d’une forme quadratique donnée
est d’'une forme canonique la plus simple possible.

4. Meéme si cette question se réduit d’apres le théoreme fondamental ci-dessus a travailler
sur des matrices diagonales, cela reste un probléme potentiellement difficile en fonction
du corps K sur lequel on travaille. Par exemple les cas ou K = Q ou ou K est un corps fini
donnent lieu & des théories algébriques complexes. Les seules situations vraiment évidentes
sont celles ot K = C et ou K = R, que l'on va résoudre maintenant en montrant que :

e pour F un C-espace vectoriel, les formes quadratiques sur E sont classifiées par un
entier 0 < r < n, a savoir le rang.

e pour F un R-espace vectoriel, les formes quadratiques sur E sont classifiées par un
couple (p,p’) d’entiers tels que 0 < p + p’ < n, appelé la signature.
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Théoréme (classification dans le cas complexe).

Pour toute forme quadratique ¢ de rang r sur un C-espace vectoriel £ de dimension
n, il existe une base B de FE telle que, pour tout vecteur u de coordonnées (z1, ..., x,)
dans la base B, on a :

q(u) = 2% + a5+ +af.

Preuve. D’apres le corollaire du théoreme fondamental ci-dessus, il existe une base B = (e1, ..., e,)
dans laquelle ¢ s’xprime sous la forme g(u) = > | )\ia:? avec les \; dans C. Quitte a permuter
les vecteurs de B, on peut sans restriction supposer que A\; # 0 pour 1 < i < r et A; = 0 pour
r+ 1 < i < n. Parce que C est algébriquement clos, il existe pour tout 1 < ¢ < r un nombre
a; € C non-nul tel que \; = a?. En posant ¢, = a%—ei pour 1 <i<rete, =e; pourr+1<i<n,
on obtient une nouvelle base de E dans laquelle ¢ s’exprime de la fagon voulue. O

Théoréme (classification dans le cas réel : loi d’inertie de Sylvester).

Pour toute forme quadratique ¢ de rang r sur un R-espace vectoriel £ de dimension
n, il existe une base B de FE telle que, pour tout vecteur u de coordonnées (1, ..., xy,)
dans la base B, on a :

qu)=af+af+-- - +a-a -2l ,—---—22,
ou p est un entier tel que 0 < p < r qui ne dépend que de q.

Le couple (p,r — p) est appelée la signature de la forme quadratique q.

Preuve. On procede de la méme facon que précédemment avec les coefficients réels \;. Quitte a
permuter les vecteurs de BB, on peut sans restriction supposer que A; = 0 pour r +1 <1i < n et
que, pour un certain entier 1 <p<r,ona); >0pourl <i<pet A\ <Opourp+1<si<r. Il
existe pour tout 1 < ¢ < p un nombre «; € R non-nul tel que \; = af, et pour tout p+1<i<r
un nombre «; € R non-nul tel que —\; = a?. En posant €] = a%ei pour 1 <7 <r et e, =e; pour
r+ 1 < i <n, on obtient une nouvelle base de F dans laquelle ¢ s’exprime de la fagon voulue.

Il reste a démontrer que p ne dépend pas du choix de la base. Donnons-nous pour cela deux

bases B = (e1,...,e,) et B = (€],...,e),) de E dans lesquelles ¢ s’exprime respectivement par :
qlu) =af+-Fay—ad, — - —a7 et q(u) :x'12+---+m;,2—x;,+12—---—3:;,2,

avec 1 < p,p’ < r. Considérons les sous-espaces vectoriels :

F = Vect(ey,...,ep), H=Vect(ept1,...,e,), F' = Vect(e], ..., ezlo’)’ H' = Vect(epi1,...,en).
Soit u € F'N H. Si u était non-nul, on aurait & la fois g(u) > 0 et ¢(u) < 0, ce qui est impossible.
C’est donc que F' N H = {0g}. On en déduit que le sous-espace F' + H est de dimension
P+ (n—p), dou p’ < p. On a de méme p < p/, ce qui achéve la preuve. O

1.6 - Deux compléments importants sur la réduction des formes quadratiques

» PROCEDE PRATIQUE DE REDUCTION EN SOMME DE CARRES : METHODE DE (GAUSS.

C’est un procédé algorithmique permettant d’exprimer toute forme quadratique g sur £ = R”
sous la forme ), )\l[? avec \; € R*, ou les ¢; sont des formes linéaires indépendantes dans E*.
Le nombre p de coefficients \; > 0 et le nombre p’ de coefficients \; < 0 donnent la signature de
q, et p+p' est le rang de q.
Nous ne développons pas ici la mise en ceuvre de cette méthode bien connue, et renvoyons a
tout ouvrage classique traitant des formes quadratiques.
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» SUR L’EXISTENCE DE BASES ORTHONORMALES. Pour une forme quadratique ¢, de forme
polaire associée ¢, complétons la notion de base orthogonale introduite en 1.4.3.

1. Une base B = (e, ...,e,) de E est dite orthonormale pour g (ou pour ¢) lorsque
p(ej,ej) =0 pour tous 1 <i# j<n et p(e;,e;) =1 pourtout 1 <i<mn,
ce qui équivaut au fait que la matrice A est égale & la matrice identité I,,.

2. Le théoreme fondamental de 1.5 établit I'existence d’une base orthogonale pour toute
forme quadratique de F, et ceci quel que soit le corps K des scalaires. Mais il est clair
d’apres les deux théoremes de classification qu’il n’existe pas forcément des bases ortho-
normales.

3. Si K = C, il existe une base orthonormale pour une forme quadratique ¢ si et seulement
elle est de rang n, c’est-a-dire non dégénérée, ce qui équivaut a g(u) # 0 pour tout u # 0.

4. Si K = R, il existe une base orthonormale pour une forme quadratique ¢ si et seulement
elle est de signature (n,0), ce qui équivaut a g(u) > 0 pour tout u # Op.

Cette derniere remarque correspond au cas des espaces euclidiens étudiés ci-dessous.

2. Formes quadratiques sur un espace euclidien

Dans toute cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n.
2.1 - Notion de produit scalaire

Définitions. Soit ¢ une forme quadratique sur F, de forme polaire associée .
(i) On dit que g (ou ) est positive lorsqu’elle est de signature (r,0), ou r désigne
le rang de ¢, ce qui équivaut a : g(u) > 0 pour tout u € E.
(ii) On dit que ¢ (ou ¢) est définie positive lorsqu’elle est de signature (n,0), ce qui
équivaut a : g(u) > 0 pour tout u € E, et g(u) = 0 si et seulement si u = 0p.

Une forme bilinéaire symétrique définie positive est appelée un produit scalaire.

Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire s’appelle un espace
vectoriel euclidien.

» PROCEDE D’ORTHONORMALISATION DE SCHMIDT. On a vu & la fin de la premiere partie que,
si ¢ est un produit scalaire, il existe une base de E qui est orthonormale pour . La méthode
d’orthonormalisation de Schmidt est un procédé algorithmique permettant de construire une
telle base orthonormale & partir d’une base quelconque de E. Nous ne développons pas ici cette
méthode bien connue, et renvoyons a tout ouvrage classique traitant des espaces euclidiens.

» REMARQUE. Nous ne développons pas ici non plus les résultats standards sur les espaces vec-
toriels euclidiens concernant les exemples classiques, la norme euclidienne associée, la propriété
de Pythagore, I'existence du supplémentaire orthogonal, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le cone
isotrope, ... ce sont tous des points importants qui ont leur place dans tout exposé sur le sujet,
mais pour lesquels nous renvoyons aux ouvrages usuels.
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2.2 - Réduction simultanée des formes quadratiques sur un espace euclidien

Théoréme (dit de réduction simultanée).
Soient g; et go deux formes quadratiques sur un R-espace vectoriel de dimension finie.

Si g1 est définie positive, alors il existe une base orthonormale pour ¢; qui est ortho-
gonale pour gs.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n = dim E. Pour n = 1, le résultat est clair. Prenons
n > 2, supposons par hypothese de récurrence le résultat vrai pour tout espace vectoriel euclidien
de dimension n— 1, et considérons un espace vectoriel euclidien £ de dimension n. On note ¢y le
produit scalaire de F et ¢; la forme quadratique associée. On considere une forme quadratique
g2 sur E, de forme polaire associée s.

La sphere unité S' = {w € E; ¢1(w) = 1} est compacte dans E, donc I'application ¢z : E — R,
qui est continue sur E, atteint son maximum sur S'. Il existe un vecteur e de S tel que
g2(w) < go(e) pour tout w € S'. Notons A = ga(e) € R, et introduisons la forme bilinéaire
symétrique ¢ de E définie par :
o(u,v) = Ap1(u,v) — p2(u,v) pour tous u,v € E.
Sa forme quadratique g associée vérifie donc :
q(u) = Aq1(u) — g2(u) pour tout u € E.
Soit u € E quelconque. Posons w = ¢;(u)~'/?u de sorte que w € S*. On a donc q;(u) gz (u) =
g2(w) < A, ce qui prouve que ¢(u) > 0. Ainsi la forme quadratique ¢ est positive. De plus, e est
un vecteur isotrope de ¢, ce qui signifie que g(e) = 0. Or il est bien connu que le cone isotrope
d’une forme quadratique positive est égale a son noyau (c’est une conséquence de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz). Donc e € Ker ¢ = Ker ¢. En particulier ¢(e,v) = 0 pour tout v € E. D’ou :
w2(e,v) = A\pi(e,v) pour tout v € E.
Soit F' la droite vectorielle de E engendrée par e. Soit H ’hyperplan vectoriel qui est 'orthogonal
de F pour le produit scalaire ¢1. Par hypothese de récurrence, il existe une base B’ = (ea, ..., €y)
de H orthonormale pour ¢; qui est orthogonale pour la restriction ¢, de g2 & H. En adjoignant e,
on obtient une base B = (e, ea,...,¢e,) de E. Elle est orthonormale pour ¢; puisque e appartient
a lorthogonal F de H et que e € S'. Elle est aussi orthogonale pour ¢o puisqu’il résulte des
calculs précédents que p2(e,v) = 0 pour tout v € H. O

2.3 - Application a la théorie spectrale des espaces euclidiens
On fixe un R-espace vectoriel euclidien £ de dimension n.
» NOTATIONS. Par commodité, on modifie dans ce dernier paragraphe la notation ¢(u,v) em-
ployée pour le produit scalaire de deux vecteurs; on le note maintenant :
{(u|v) pour tous u,v € E.

Le morphisme de dualité £ — E* associé a ce produit scalaire, tel qu’on I’a introduit en 1.2,
est ici un isomorphisme, qui permet d’associer & tout vecteur a € E une unique forme linéaire
L, : E— R définie par :
l,(v) = (a|v) pour tout v € F,
et réciproquement, pour toute forme £ € E*, il existe un unique vecteur a € E tel que £ = £,,.
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» NOTION D’ENDOMORPHISME SYMETRIQE. Rappelons que, par définition, un endomorphisme
f de E est dit symétrique lorsqu’il vérifie :

(f(u)|vy = (u| f(v)) pour tous u,v € E.

Il est facile de voir qu'un endomorphisme est symétrique si et seulement si sa matrice dans
une base orthonormale de F est une matrice symétrique. Les endomorphismes symétriques
forment un sous-espace vectoriel de End F isomorphe au sous-espace vectoriel des matrices
symétriques de M,,(R). Rappelons (théoreme 1.1) que c’est aussi le cas de I'espace vectoriel des
formes bilinéaires symétriques (ou des formes quadratiques). On peut effectivement construire
canoniquement 1’isomorphisme suivant :

» [SOMORPHISME CANONIQUE ENTRE FORMES QUADRATIQUES ET ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

Lemme. Soit E un espace vectoriel euclidien, de produit scalaire (-|-).

(i) Pour tout endomorphisme symétrique f de E, 'application ¢y : Ex E — R
définie par :
o¢(u,v) = (f(u)|v) pour tous u,v € E
est une forme bilinéaire symétrique sur E. Sa forme quadratique gy : £ — R
associée est définie par qr(u) = (f(u) |u) pour tout u € E.

(ii) Réciproquement, pour toute forme quadratique ¢ de FE, il existe un unique
endomorphisme symétrique f de E tel que ¢ = ¢;. La forme polaire associée a
q est alors ©y.

(ili) Avec ces notations, on a : Ker f = Kerqy = Kerpy et rgf =rgqr =rgey.

Preuve. Les points (i) et (iii) sont clairs. Pour montrer (ii), considérons une forme quadratique
q sur E, et  sa forme polaire associée. En appliquant a ¢ la proposition 1.2, on peut considérer
pour tout u € E la forme linéaire ¢, € E* définie par ¢, (v) = ¢(u,v) pour tout v € E. D’apres
la méme proposition 1.2 mais appliquée cette fois au produit scalaire sur F, il existe un unique
vecteur f(u) de E tel que ¢, = £y, (avec la notation introduite ci-dessus) ce qui signifie que,
pour tout v € F, on a : p(u,v) = (f(u)|v). La bilinéarité de ¢ implique que l’application
f: E — E ainsi définie est linéaire. Le fait que la forme bilinéaire ¢ soit symétrique implique
que f est un endomorphisme symétrique. O

» APPLICATION A UNE PREUVE DU THEOREME SPECTRAL

Théoréeme. Tout endomorphisme symétrique f d’un espace vectoriel euclidien E est
diagonalisable. Plus précisément, il existe des bases orthonormales de E constituées de
vecteurs propres de f.

Preuve. Soit f un endomorphisme symétrique de E. Soit gy la forme quadratique de E associée
a f au sens du lemme précédent. D’apres le théoreme 2.2 de réduction simultanée, il existe une

base B = (e1,...,e,) de E qui est orthonormale pour le produit scalaire et orthogonale pour gy .
On a donc ¢¢(e;,e;) = 0 pour tous 1 < i # j < n, cest-a-dire (f(e;) | ej) = 0, ce qui traduit le
fait que la matrice de f dans la base B est diagonale. O
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Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Endomorphismes symétriques d’un espace vectoriel euclidien

Dans tout ce qui suit, on se place dans un espace vectoriel euclidien E. On note n > 1 sa
dimension. Le produit scalaire de deux vecteurs x et y de E est noté (z |y).

Notion d’endomorphisme symétrique

1.1 - Adjoint d'un endomorphisme

Lemme préliminaire (représentation des formes linéaires).
(i) Pour tout vecteur a € E, 'application {, : E — R définie par {,(z) = (a|x)
pour tout x € E est une forme linéaire sur E.
(ii) Réciproquement, pour toute forme linéaire ¢ € E*, il existe un unique vecteur
a € FE tel que £ = 4,.

Preuve. Le point (i) est clair par bilinéarité du produit scalaire. Pour (ii), considérons ’application
® : F — E* définie par ®(a) = ¢, pour tout a € E. Il est immédiat de vérifier qu’elle est linéaire. Son
noyau est le sous-espace des vecteurs a tels que ¢, = Og», ce qui équivaut & (a|z) = ¢,(x) = 0 pour
tout « € E. Parce que (-|-) est un produit scalaire, cela équivaut & a = Og. Ainsi Ker ® = {Og}. Ainsi
lapplication ® : E — E* est injective. Comme dim F = dim E*, cela équivaut a la bijectivité de ®. Donc,
pour tout £ € E*, il existe un unique a € E telle que £ = ®(a), ce qui est I'assertion (ii) voulue. O

Théoreme et définition. Pour tout endomorphisme f de E, il existe un unique
endomorphisme de F, noté f*, appelé l'adjoint de f, vérifiant :

(flz)|y) =(z|f*(y)) pour tous x,y € E.

Preuve. Soit y € E. Considérons l'application x — (f(x)|y) est une forme linéaire sur E. D’apres le
lemme ci-dessus,il existe un unique vecteur f*(y) tel que ( f(x)|y) = (x| f*(y)) pour tout € E. On
définit ainsi une application y — f*(y) de E dans E. Il s’agit de montrer qu’elle est linéaire.

Soient x,y, z quelconques dans E, A, i quelconques dans R. Considérons le réel (f(x) | Ay + pz).
D’une part d’apres ce qui précéde : (f(x) | Ay + pz) = (x| f*(Ay + pz)). D’autre part par bilinéarité :

(F@) [ My + pz) = M(f(2) [y) + ulf(2) [ 2) = Mz | [ () + e[ () = @[ A7 (Y) + pf(2))-
Ainsi : (x| f*( Ay + pz)) = (x| A\f*(y) + pf*(2)), ceci pour tout = € E, ce qui prouve la linéarité de f*.0

Corollaire. Pour tout endomorphisme f de E et toute base orthonormale B de F, la
matrice de f* dans la base B est la transposée de la matrice de f dans B :

Matg(f*) = ‘Matg(f).

Preuve. Notons B = (61, ey en), A= (aij)lgi}jgn = Matg(f) et B = (bij)lgi,jgn = Matg(f*).

Comme B est orthonormale, on a : a;; = (f(e;) | e;) et bi; = (f*(e;) | e;) pour tous 1 < i, j < n. D’ou :
bij = (f*(ej) | €:) = (ej| f(e)) = (f(ei) [ €5) = eji,

donc B =tA. 0

Frangois Dumas - version du 3 mars 2020
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Proposition. Soit f un endomorphisme f de E'; on a les propriétés suivantes :

i) (f)*=f Kerf*=(mf)", Imf*=(Kerf), rgf*=rgf.
(ii) (fog)* = g* o f* pour tout autre endomorphisme g de E.

(iii) si f est bijective, alors f* I’est aussi et lon a (f*)~1 = (f~1)*.
Preuve. Laissée au lecteur. O
1.2 - Endomorphisme symétrique

Définition. Un endomorphisme f de F est dit symétrique lorsqu’il est égal a son
adjoint.

En d’autres termes :

[ f symétrique | <= [f*=f] <= [(f(x)|y) = (x| f(y)) pour tous z,y € E],

et f est symétrique si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale de E est une
matrice symétrique.

Exemples. Soit F' un sous-espace vectoriel de F. La projection orthogonale pp sur F
et la symétrie orthogonale sg par rapport a F' sont des endomorphismes symétriques.

Preuve. Laissée au lecteur (rappelons pr et sp sont définies par pp(z) = 2’ et sp(z) = 2’ — 2" pour
tout vecteur z € E décomposé de facon unique en x = 2’ + 2’ avec 2’ € F et 2/ € F+ d’apres de la
décomposition E = F @ F*). O

Proposition. L’ensemble des endomorphismes symétriques de E est un sous-espace

. ) . 1
vectoriel de dimension %

Preuve. Laissée au lecteur (déterminer une base du sous-espace vectoriel des matrices symétriques). O

1.3 - Quelques propriétés immédiates en exercices

» Montrer que, pour tout endomorphisme f de F, les endomorphismes f + f* et f o f* sont
symétriques.

» Montrer que, si f et g sont deux endomorphismes symétriques de E, 'endomorphisme f o g
est symétrique si et seulement si f et g commutent.

» Montrer que, si f est un endomorphisme symétrique de F, les sous-espaces vectoriels Ker f
et Im f sont supplémentaires orthogonaux.

» Soient F' et H deux sous-espaces vectoriels de F tels que E = F' & H. Soient p la projection
sur I’ parallelement a H, et s la symétrie par rapport a F' parallelement a H.

— Montrer que p est un endomorphisme symétrique si et seulement si H est I'orthogonal de F'.

— Montrer que s est un endomorphisme symétrique si et seulement si H est 'orthogonal de F'.
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2. Diagonalisation des endomorphismes symétriques

2.1 - Le théoreme spectral

Proposition. Si A et p sont deux valeurs propres réelles distinctes d’un endomor-
phisme symétrique, alors les sous-espaces propres associés Ey et E, sont orthogonaux.

Preuve. Soit f un endomorphisme symétrique de E. Soient A et p deux valeurs propres distinctes de f.
Soient x,y respectivement des vecteurs propres associés aux valeurs propres A et p. Donc f(z) = Az et

f(y) = py. Comme f est symétrique, on a : ( f(z)|y) = (z| f(y)), donc (Az|y) = (z|py), ou encore
Ma|y)=uplx|y). Parce que X # p, on déduit que (z|y) = 0, c’est-a-dire = Ly. O

Lemme. Le polynome caractéristique d’un endomorphisme symétrique se décompose
completement dans R en un produit de polynémes de degré 1.

Preuve. Notons dim E = n. Soient f un endomorphisme symétrique de F, et A sa matrice dans une
base orthonormale de E. En particulier A est une matrice symétrique dans M, (R). Soient Py = Py
le polynéme caractéristique de f ou A. C’est un polyndéme a coefficients réels, que 'on peut considérer
aussi comme polyndme & coefficients complexes. A ce titre, il se décompose dans C[z] sous la forme
Py(z) = (—1)™(x — M) (x — A2) ... (x — A\p) avec les A\; dans C (pas forcément deux a deux distincts). 11
s’agit de montrer que \; € R pour tout 1 <17 < n.

La matrice A peut étre considérée comme la matrice d’'un endomorphisme g de C™ par rapport a la base
canonique de C™. Prenons I'un des nombres complexes A; en le notant simplement A. C’est une valeur
propre de g; soit x € C™ un vecteur propre associé. On a x # Oc» et g(z) = Az. Notons X la matrice
colonne des composantes de = dans la base B, de sorte que : AX = AX. En prenant les conjugués de tous
les coefficients dans cette égalité, on a AX = A X. Mais A = A puisque A est & coefficients réels. Donc
AX = )X, ou encore en transposant : ‘XA = \X, c’est-a-dire XA = XX, puisque A est symétrique.

En combinant les égalités AX = XA et AX = AX, on obtient A’X X = XXAX = A X X. Or X X est
un réel strictement positif (g’est la somme des carrés des modules des composantes dans C du vecteur
non-nul z). On conclut que A = A c’est-a-dire A € R. O

Théoreme. Tout endomorphisme symétrique f d’un espace vectoriel euclidien E est
diagonalisable. Plus précisément, il existe des bases orthonormales de E constituées de
vecteurs propres de f.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n = dim E. Pour n = 1, le résultat est clair. Prenons n > 2,
supposons par hypothese de récurrence le résultat vrai pour tout espace vectoriel euclidien de dimension
n — 1, et considérons un espace vectoriel euclidien E' de dimension n.

Soit f un endomorphisme symétrique de E. D’apres le lemme, il admet des valeurs propres réelles ; soit
A I'une d’elle. Considérons e un vecteur propre associé a A. Quitte & multiplier e par le réel |le]| =1, on
peut sans restriction choisir e de norme 1. Soit H I’hyperplan vectoriel orthogonal & la droite vectorielle
F = Re engendrée par e. Pour tout « € H, on a: (f(z)|e) = (x| f(e)) puisque f est symétrique, d’ot1 en
utilisant le fait que f(e) = Ae Pon déduit que : {f(z)]|e) = (x| Ae) = Aa|e) = 0. Ceci prouve que pour
tout x € H, le vecteur f(x) est orthogonal & e¢; en d’autres termes H est stable par f.

Donc la restriction de f & H détermine un endomorphisme f’ de H, qui reste évidemment symétrique. Par

hypothese de récurrence appliquée & f’, il existe une base orthonormale B’ = (es, ..., e,) de H constituée
de vecteurs propres de f’ donc de f. En adjoignant e, on obtient une famille B = (e, ea,...,e,). Par
construction, B’ est constituée de vecteurs propres de f. Puisque F = H @ F avec F1LH, la famille B
est une base orthonormale de F. a
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Corollaire. Toute matrice symétrique A dans M, (R) est diagonalisable.

Plus précisément, il existe une matrice diagonale D a coefficients réels et une matrice
orthogonale P € O(n,R) telles que A = PDP~!.

Preuve. Soit A une matrice symétrique dans M, (R). Soit f I’endomorphisme de espace euclidien E = R"
(muni du produit scalaire canonique) dont A est la matrice de f dans la base canonique B. C’est un
endomorphisme symétrique. En appliquant le théoreme ci-dessus, il existe une base orthonormale B’ de
E telle que la matrice de f dans la base B’ est une matrice diagonale D. On a donc A = PDP~!, ou P
désigne la matrice de passage de B a B’. Cette matrice P est orthogonale en tant que matrice de passage
entre deux bases orthonormales, ce qui acheve la preuve. O

» Application a la diagonalisation simultanée d’endomorphismes symétriqgues commutant deux
a deu.

Proposition. Soit f1,..., fr une famille d’endomorphismes symétriques de E. Si f; o
fj = fj o fi pour tous 1 <4, j < n, alors il existe une base orthonormale B de E telle
que la matrice M; de f; dans la base B soit diagonale pour tout 1 < i < n.

Preuve. Le résultat est clair si E est de dimension 1. Supposons la propriété vraie pour tout espace
vectoriel de dimension n et prenons E un espace vectoriel de dimension n + 1, avec des endomorphismes
symétriques f1,..., fr de E commutant deux a deux. Si tous les f; sont des homothéties, c’est fini. Si
'un au moins des f;, par exemple f1, n’est pas une homothétie, il résulte du théoreme spectral que
E=F@@ - ®F avec dimF; < n et F;LF, pour tous 1 < j # £ < s, ou F1,...,Fs désigne les
sous-espaces propres distincts de fi. L’hypothese fi o f; = f; o fi implique que Fj est stable par f;
pour tout 1 < i < k et tout 1 < j < s. Les restrictions fi,..., f; de fi,..., fr & F; sont donc des
endomorphismes symétriques de F; commutant deux a deux. D’apres ’hypothese de récurrence, il existe
pour tout 1 < j < s une base orthonormale B; de F; dont les vecteurs sont vecteurs propres de f! pour
tout 1 < 4 < k. La réunion By U --- U B, est alors une base orthonormale de E dont les vecteurs sont
vecteurs propres de f; pour tout 1 <1 < k. ]

2.2 - Endomorphismes symétriques et réduction des formes quadratiques

» Correspondance bijective entre endomorphismes symétriques, formes bilinéaires symétriques,
et formes quadratiques.

Lemme fondamental.

(i) Pour tout endomorphisme symétrique f de E, 'application ¢ : E x E — R

définie par :
of(z,y) = (f(z)|y) pour tous z,y € E

est une forme bilinéaire symétrique sur E. Sa forme quadratique ¢y : £ — R
associée est définie par q¢(z) = (f(z) | x) pour tout =z € E.

(ii) Réciproquement, pour toute forme quadratique ¢ de FE, il existe un unique
endomorphisme symétrique f de E tel que ¢ = ¢;. La forme polaire associée a
q est alors ¢y.

(iii) Avec ces notations, on a : Ker f = Kerqs = Kerp; et rgf =rgqr =rgpy.
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Preuve. Les points (i) et (iii) sont clairs. Pour montrer (ii), considérons une forme quadratique g sur E.
Notons ¢ sa forme polaire associée. Rappelons que :

q(x) = oz, x) et o(x,y) = 5(¢(z+y) —q(z) — q(y)) pour tous z,y € E.

Pour tout « € E, notons h,, application E — R définie par h,(y) = ¢(x,y) pour tout y € E. Il est clair
que h, est une forme linéaire sur E. D’apres le point (ii) du lemme 1.1, il existe un unique vecteur f(x)
de E tel que h, = L), ce qui signifie que, pour tout y € E, on a : ¢(z,y) = (f(z)|y). La bilinéarité
de ¢ implique aisément que 'application f : E — F est linéaire. Le fait que la forme bilinéaire ¢ soit
symétrique implique que f est un endomorphisme symétrique. ]

» Réduction simultanée des formes quadratiques.

Théoreme. Soit ¢ une forme quadratique sur l’espace vectoriel euclidien E. Il existe
une base orthonormale de E qui est orthogonale pour gq.

Preuve. Soit f I’endomorphisme symétrique de E tel que ¢ = gy. D’apres le théoreme spectral, il existe
une base orthonormale B = (ey,...,e,) de E telle que la matrice de f dans la base B est diagonale, ce
qui se traduit par (f(e;)|e;) = 0 pour tous 1 < i # j < n. On conclut que pys(e;,e;) = 0 pour tous
1 <i# j <mn, ce qui prouve le résultat voulu. a

Corollaire (une formulation équivalente). Soient ¢; et go deux formes quadratiques
sur un espace vectoriel réel de dimension finie. Si ¢; est définie positive, alors il existe
une base orthonormale pour ¢; qui est orthogonale pour gs.

» Remarque. On a montré le théoreme spectral, puis on en a déduit de fagon évidente le
théoreme de réduction simultanée des formes quadratiques via la correspondance canonique
entre formes quadratiques et endomorphismes symétriques. On aurait pu inversement donner
d’abord une démonstration directe du théoreme de réduction simultanée des formes quadra-
tiques (par exemple suivant la méthode figurant dans le document pour l'agrégation interne
sur les formes quadratiques) puis utiliser la correspondance canonique avec les endomorphismes
symétriques pour en déduire le théoréeme spectral.

» FExercice d’application a l’étude des coniques et des quadriques

o Considérons la conique de R? d’équation 2 — zy + 3> +% = 0. On note q la forme quadratique
de R? définie par q(z,y) = 22 — zu + y2. Utiliser la réduction de Gauss de ¢ pour trouver sa
signature. Utiliser la diagonalisation de la matrice de ¢ dans la base canonique pour déterminer
une base orthonormée de vecteurs propres. Vérifier que I’équation de la conique dans cette base
est X2 +3Y2 =1 (ellipse centrée en I'origine).

o Considérons la quadrique de R? d’équation zy+yz+zx+1 = 0. On note ¢ la forme quadratique
de R3 définie par q(z,v,2) = 2y + yz + zx. Utiliser la réduction de Gauss de ¢ pour trouver sa
signature. Utiliser la diagonalisation de la matrice de ¢ dans la base canonique pour déterminer
une base orthonormée de vecteurs propres. Vérifier que 1’équation de la quadrique dans cette
base est 2X2? — Y2 — Z? + 2 = 0 (hyperboloide & une nappe de révolution autour de I'axe des
X).
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3. Endomorphismes symétriques positifs

On a vu en 2.2 que l'on peut associer de fagcon canonique a tout endomorphisme symétrique f
de E une forme quadratique gy. Le cas ou cette forme quadratique gy est positive, ou définie
positive, donne lieu a certaines applications particulieres développées ici.

3.1 - Spectre d'un endomorphisme symétrique positif

Définitions. Soit f un endomorphisme symétrique de E. On dit que :
(i) f est positif lorsque 'on a (f(x)|z) > 0 pour tout x € E.
(ii) f est défini positif lorsque 'on a (f(z)|z) > 0 pour tout z € E non-nul.

On a vu que les valeurs propres d’'un endomorphisme symétrique sont réelles. Plus précisément :

Théoréme. Soit f un endomorphisme symétrique de E.
(i) f est positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

(ii) f est défini positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Preuve. Soit f un endomorphisme symétrique. D’aprés le théoreme 2.1, il existe une base orthonormée
B = (e1,...,e,) de E formée de vecteurs propres de f. Pour tout 1 < i < n, désignons par \; la valeur
propre associée a e;. Ces valeurs propres sont des réels. On a :

(flei)|ei) = {Niei|e;) = Nilei | e;) = A pour tout 1 < i < n.

1l est clair que si f est positif (respectivement défini positif), alors tous les réels A; sont positifs (respecti-
vement strictement positifs). Pour la réciproque, il suffit d’observer que, pour tout réel € E décomposé
dans la base B sous la forme x = 2?21 a;€;, avec a; € R, on a par bilinéarité :

n

(F@) ) = (3 auf(e | 3o aied) = X a2 (fles) [e) + X ey (fles) &) = 3o a2,
i=1 =1 i=1 T 1<i#j<n T i=1

Ce résultat permet une traduction en termes de matrices :
Définition. Une matrice carrée symétrique a coefficients dans R est dite positive (res-

pectivement définie positive) lorsque toutes ses valeurs propres sont positives (respec-
tivement strictement positives).

3.2 - Critére de Sylvester (mineurs principaux d'un endomorphisme symétrique positif)

Soit A = (az‘j)lgi,jgn une matrice carrée symétrique a coefficients réels. Pour tout 1 < k < n, on
note Ay = (aij)1<i j<k la matrice carrée k x k extraite “au nord-ouest”, et Ay son déterminant.
On a alors :

Théoréme. La matrice symétrique A est définie positive si et seulement si Ax > 0
pour tout 1 < k < n.

Preuve. Laissée au lecteur comme un possible développement d’approfondissement. (]
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4. Exemples d’applications

4.1 - Racine carrée d'un endomorphisme symétrique positif.

Proposition. Pour tout endomorphisme symétrique positif g de F, il existe un unique
endomorphisme symétrique positif f de E tel que g = f o f.

Preuve. Soit g un endomorphisme symétrique positif. Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de F
formée de vecteurs propres de g. On a donc g(e;) = A\e; pour tout 1 < i < n ol Aq,..., A, sont les
valeurs propres de ¢, qui appartiennent a R, d’apres le théoréme 3.1. L’endomorphisme f défini par
f(e;) = v/ Aie; pour tout 1 < i < n vérifie bien que fo f = g.

Pour montrer I'unicité, considérons un endomorphisme symétrique positif f tel que g = f o f. Pour tout
réel positif A\, notons E) = Ker(f—Aidg) et F)\ = Ker(¢g—Xidg). Il est clair que E) C F\2. En particulier
si A est une valeur propre de f, alors A\? est une valeur propre de g. Les valeurs propres de f (qui sont
toutes positives) sont donc de la forme /A;, ott A1, ..., \; désignent les valeurs propres distinctes de g
(qui sont toutes positives). Comme g et f sont tous les deux diagonalisables d’apres le théoreme 2.1,
on a Zle dim F\, = Zf;l dim E ;; = n. Les inclusions E 5; C F), sont donc en fait des égalités.
Il en résulte que, pour tout réel x décomposé par diagonalistion de ¢ sous la forme x = Zle T; avec
v, € F\, = E 5,ona f(z)= Zle f(z:) = Zle Vi, ce qui définit f de fagon unique. O

Corollaire. Pour toute matrice carrée réelle symétrique positive B, il existe une unique
matrice carrée réelle symétrique positive A telle que B = A2.

4.2 - Décomposition polaire d'un endomorphisme bijectif.

Théoreéme. Pour tout endomorphisme bijectif g de E, il existe un unique endomor-
phisme orthogonal u de E et un unique endomorphisme symétrique défini positif f de
E tel que g =wuo f.

Preuve. Commencons par quelques observations concernant I’endomorphisme h = g*og. Il est symétrique
(voir le premier exemple de 1.3). De plus, pour tout vecteur € F, on a :

(h(@) |2) = (g"(9(2))) | =) = (g(z) | g(x)) = llg()]*.

Ceci prouve que h est positif, et méme défini positif [car g(z) # O pour x # Op par bijectivité de g].
Montrons I'unicité de la décomposition. Supposons que I'on a g = uo f avec u orthogonal et f symétrique
positif. Remarquons d’abord que f est inversible puisque g et u le sont. Donc f est nécessairement défini
positif. De plus, on calcule : g*og = (uo f)*ouo f=f*ou*ouof=f"o(u*ou)of.
Or par hypthese, u* ou = idg et f* = f, don fo f = ¢g* o g = h. En appliquant le théoreme 4.1,
I’endomorphisme f satisfaisant f o f = h est unique. L’unicité de f implique celle de w car u = go f~1.
Montrons maintenant ’existence de la décomposition. Comme h est symétrique défini positif, il existe
un unique endomorphisme symétrique positif f tel que h = f o f, et il est défini positif, et donc bijectif.
Posons u = go f~! de facon & avoir ¢ = uo f. On calcule :

uwou=(gof ) ogoft=(f)ogtogoft=(f)Tohoft=f"lo(fof)of I =idp,

ce qui montre que u est orthogonal et acheve la preuve. ]

Corollaire. Pour toute matrice carrée réelle inversible M, il existe une unique ma-
trice carrée réelle orthogonale U et une unique matrice carrée réelle symétrique définie
positive A telle que M = UA.
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4.3 - Quelques propriétés complémentaires des matrices symétriques.
» Norme et rayon spectral.

La norme d’une matrice A carrée d’ordre n a coefficients réels induite par la norme euclidienne
de R™ est définie par :

A= s Moo )
rER™,x#0 z€R™ ||z||=1

On a ||Az|| < ||A]| ||=|| pour tout x € R,
et |AB|| < ||A]| || B]| pour toutes matrices carrées A et B.
Le rayon spectral de A est défini par :

A) = Al
p(A) Ao A)I |

ol les valeurs propres considérées peuvent étre complexes. Il est bien connu? qu’il vérifie :
p(A) < ||All.

Dans le cas ou A est symétrique, on peut montrer que l'on a 1’égalité :

Proposition. Pour toute matrice carrée réelle symétrique A, on a : ||A]| = p(A).

Preuve. Soit f ’endomorphisme de R™ dont A est la matrice dans la base canonique. Il est symétrique
donc diagonalisable, et il existe une base orthonormale B = (eq,...,e,) telle que f(e;) = A;e; pour tout
1 <i<n,avec A,..., A\, les valeurs propres, toutes réelles, de f ou A comptées avec leur multiplicité.

Soit = un vecteur de norme 1 dans R", décomposé en z = > | aje; avec o; € R tels que > -, a? = 1.
On calcule alors :

£ @) = ;aiAiGiHQ = ;a%? < p(A)? 32 af = p(A).

9

1
On a donc ||A|| < p(A). 1l existe un entier 1 < k < n pour lequel p(A) = |Ag|. Alors p(A) = || f(ex)]| avec
|lex]l = 1. On conclut que ||A]| = p(A). O

Corollaire. Pour toute matrice carrée réelle A, on a :

1Al = *All = V" AA] = /p("AA).

Preuve. Soit x € R™ tel que ||z|| = 1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
|Az]|? = (Azx | Az) = (z|*AAz) < ||l=|| [|'AAz]| = |["AAz|| < ||=]| |*AA]| = " AA]|.
D’apres les propriété de la norme matricielle, on en déduit ||A||2 < [|[LAA| < ||PA] ||A]l, ot [|A]| < [|EA].

En échangeant les roles des matrices 'A et A, il vient ||!A|| = ||A||. La double inégalité ci-dessus devient
alors [|A||? < ||PAA| < ||A||? et donc ||A]|> = ||'AA]|. Enfin, puisque la matrice AA est clairement
symétrique, on déduit de la proposition précédente que ||!AA| = p(tAA). a

4. Ce résultat se démontre de facon simple. Soit A une valeur propre de A. Soit x un vecteur propre associé.
Si 'on note B la matrice carrée dont la premiere colonne est = et les autres sont nulles, on a AB = AB, donc
Al x [|B]| = ||ABJ| < |A]| x ||B]]. Or ||B]| # 0 puisque z est non-nul, d’out |A| < ||A].
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» Plus petite et plus grande valeur propre d’une matrice symétrique (quotients de Rayleigh).

Proposition. Pour toute matrice carrée réelle symétrique A = (ajj)i<i j<n, la plus
petite valeur propre A, et la plus grande A\jp; de A sont données par :

‘rAx ‘rAx
in n et Ay = sup n
z€R™,#£0 T zER™ 240 9838

m =

et vérifient :
Am < ai; < Ay pour tout 1 < i < n.

Preuve. On note f I’endomorphisme de R™ dont A est la matrice par rapport a la base canonique. On
introduit les applications ¢ : R™ — R et r : R™ \ {0} — R définie par :

f](x) = f(:E) cx=trAx et r(g;) = Iml\lzq(x) _ twA;v.

txx

La forme quadratique ¢ est continue sur R™ (rappelons que ¢(z) s’exprime comme un polynéme homogene
de degré 2 en les coordonnées de z) donc elle est bornée sur la sphere unité S = {z € R"; |jz| = 1}
et atteint ses bornes. Il existe donc x,, et x5 dans S, non-nuls tels que ¢(z,,) = inf{q(z); x € S} et
q(zpr) = sup{q(x); z € S}. Posons A\, = q(x,,) et Ayy = g(xpr). Comme g et r coincident sur S, on a
encore A\, = inf{r(z); z € S} et Apy = sup{r(z); z € S}. De plus, il est clair que pour tout x € R
non-nul et tout a € R*, q(azx) = o?q(x) et donc r(ax) = r(z). On en déduit que :

Am = inf{r(z); z € R™, . # 0} et Ay =sup{r(z); z € R",z # 0}.
Montrons que A, est une valeur propre de f. Considérons pour cela la forme quadratique @ : R” — R
définie par : Q(z) = q(x) — Mn|z||? = (r(x) — A\n)|Jz||?. Elle vérifie par définition Q(x) > 0 pour tout
z € R, et g(x,,) = 0. Sa forme bilinéaire symétrique associée est définie par p(z,y) = f(z) -y — Anz -y
pour tous z,y € R™. L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour = = x,, et y = = quelconque donne :
((F (@) = Amm) - )7 = (@, 2m)? < Q) Q(x) = 0 pour tout « € R™.

Ainsi (f(zm) — AmZm) La pour tout € R™, d’ou f(x,,) = Azy,. Ceci prouve que A, est une vp de f,
dont un vecteur propre associé est x,,.

Montrons que c’est la plus petite. Soit A valeur propre de f. Il existe y € R™ non-nul tel que f(y) = Ay,
donc il existe z € S, tel que f(z) = Az. Alors ¢(z) = f(z)-z = Az-z = A, et comme A\, = inf{q(x); z € S},
on conclut que \,, < A

On procede de méme pour la plus grande valeur propre, ce qui achéve la preuve du premier point.

t

Le second s’en déduit immédiatement en appliquant I'’encadrement A, < f:;”” < Ay au vecteur x = ¢;
de la base canonique. ]

» Propriétés topologiques de certains sous-ensemble de matrices.

On note M, 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, et S, le sous-
espace vectoriel des matrices symétriques,

Proposition.
(i) Le sous-ensemble St des matrices symétriques définies positives est un ouvert
de M,,.
(i) Le sous-ensemble S des matrices symétriques positives est un fermé de M,,
d’intérieur S;F .

Preuve. Laissée au lecteur comme développement d’approfondissement. (]
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Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Polynomes d’endomorphismes en dimension finie

Dans tout ce qui suit, on désigne par F un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Notion de polynéme d’endomorphisme

1.1 - L’algebre non-commutative des endomorphismes de F

Considérons le K-espace vectoriel (End E, +,.) des endomorphismes de ’espace vectoriel E. On
sait que End F est aussi un anneau (non commutatif) unitaire pour les lois + et o. On a donc
une double structure de K-espace vectoriel et d’anneau, avec de plus la propriété de cohérence
suivante (évidente & vérifier) :

A(uowv) = (Au)ov=mwuo (Av) pour tous u,v € End E,\ € K.
On déduit par définition que :

(End E, +,0,.) est une K-algébre, non commutative, unitaire.

En particulier I’élément neutre pour le produit interne dans End E est idg, et 'on note v =
uwowo...ou, avec m facteurs.

1.2 - L'algébre commutative des polynémes a coefficients dans K

En considérant sur K[X] a la fois sa structure d’anneau commutatif unitaire et sa structure
usuelle de K-espace vectoriel de K[X], on vérifie aisément que :

K[X] est une K-algébre, commutative, unitaire.

» Rappels. Rappelons au passage quelques propriétés de 'anneau K[X] utiles pour la suite.
Parce que l'on considere ici des polynomes a coefficients dans un corps, ’anneau K[X] est eucli-
dien, donc principal. Cela signifie que tout idéal I de K[X] est un idéal principal, i.e. engendré
par un élément : il existe P € K[X] tel que I = PK[X] = {PQ; Q € K[X]}. Si P est un
générateur de I, les autres générateurs de I sont les polyndémes associés a P, i.e.les polynomes
de la forme aP avec a € K*. Il résulte aussi du fait que K[X] est principal que 'on a dans
K[X] une notion de pged et la propriété de Bézout.

1.3 - Morphisme canonique de K[X] dans End E associé a un endomorphisme fixé

Proposition. Pour tout v € End E fixé, il existe un unique morphisme d’algébres
¢y : K[X] — End E tel que ¢, (X) = u. Il est défini par P — P(u) ot l'on pose :
P(u) = ap.u™ + amflﬂm_l + -+ aj.u+ ap.idg

lorsque P =" o X" ot o; € K.
Preuve. Il est clair que ¢,, est bien un morphisme d’algebre K[X] — End F tel que ¢, (X) = u. Pour l'uni-
cité, supposons que ¢ est un morphisme d’algebres K[X] — End E tel que p(X) = u. Si P = Z:’;l a; X!

est un élément de K[X] quelconque, alors o(P) = Y7 o(a; X*) = 00 aip(X)F = 37 ayu’, ce qui
prouve que ¢ = @,,. O

On dit usuellement que < I’endomorphisme P(u) est un polynéme en I'endomorphisme u .

Frangois Dumas - version du 2 juillet 2021
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Deuz remarques importantes au plan pratique.
» Attention au fait que @, () = pu(ao.1x) = ao.pu(lx) = ap.idg.
» Bien qu’en général la loi o ne soit pas commutative dans End E, on a pour tout endo-
morphisme u de E et tous polynomes P et () dans K[X] les égalités :

P(u) o Q(u) = PQ(u) = QP(u) = Q(u) o P(u),

ceci découlant du fait que les différentes puissances de u commutent entre elles.
1.4 - Lemme des noyaux

Théoreme. Soit u un endomorphisme de E.
(i) Soient P et @ deux polynémes premiers entre eux dans K[X], alors on a :
Ker(P(u) o Q(u)) = Ker P(u) @ Ker Q(u).

(ii) Soient plus généralement m > 2 un entier et Py, P,,..., Py, des polynoémes
deux a deux premiers entre eux dans K|[X], alors on a :

Ker(Pl(u) oPy(u)o---o Pm(u)> = Ker P (u) & Ker Py(u) @& --- @& Ker Py, (u)

Preuve. Si x € Ker Q(u), alors Q(u)(z) = 0g, donc P(u)(Q(u)(z)) = 0g, c'est-a-dire (P(u) o Q(u))(z) =
Og, ou encore (PQ)(u)(z) = 0, c’est-a-dire z € Ker(PQ)(u) ; ceci prouve que Ker Q(u) C Ker(PQ)(u
On montre de méme que Ker P(u) C Ker(PQ)(u) en utilisant le fait que P(u)oQ(u) = Q(u) o P(u). Ansi
Ker P(u) et Ker Q(u) sont deux sous-espaces vectoriels de Ker(PQ)(u), d’ou :

Ker P(u) + Ker Q(u) C Ker(PQ)(u).
» Pour la réciproque, utilisons le fait que P et @) sont premiers entre eux dans K[X]. Par le théoréeme de
Bézout, il existe H, G € K[X] tels que HP + GQ = 1 dans K[X]. Donc H(u)o P(u)+ G(u) o Q(u) =idg
dans End E, et donc z = H(u)(P(u)(x)) + G(u)(Q(u)(z)) pour tout x € E. Choisissons x € Ker(PQ)(u).
Il s’écrit comme on vient de le voir © = y + z avec y = H(u)(P(u)(x)) et z = G(u)(Q(u)(x)). D’une part
le vecteur y vérifie :
Qu)(y) = (Q(u) o H(u) o P(w))(z) = (H(u) o P(u) 0 Qw))(x) = H(u) ((PQ)(w)(x)) = H(u)(0) = O,
et donc y € Ker Q(u).
D’autre part, le vecteur z vérifie :
P(u)(z) = (P(u) o G(u) 0 Q(u))(z) = (G(u) o P(u) 0 Q(u))(w) = G(u)(PQ)(u)(2)) = G(u)(0p) = 0,
et donc z € Ker P(u).
On a ainsi montré que Ker(PQ)(u) C Ker P(u) + Ker Q(u), et finalement :

Ker(PQ)(u) = Ker P(u) + Ker Q(u).
Il reste & montrer que la somme est directe. Pour cela, considérons x € Ker P(u) N Ker Q(u). On a
P(u)(x) = 0 done H(u)(P(u)(z)) = H(u)(0g) = 0g. De méme Q(u)(z) = 0 donc G(u)(Q(u)(z)) =
G(u)(0g) = 0g. Dou z = H(u)(P(u)(z)) + G(u)(Q(u)(z)) = 0g + 0g = Og. On a ainsi prouvé que
Ker P(u) N Ker Q(u) = {0Og}. On conclut que :

Ker(PQ)(u) = Ker P(u) & Ker Q(u).

» L’assertion (i) étant établie, ’assertion (ii) s’en déduit par récurrence sur m. Le résultat est vrai pour

= 2; supposons-le vrai jusqu’a un rang m — 1. Soient Py, Ps, ..., P, € K[X] que 'on suppose deux &
deux premiers entre eux. Alors P,, est premier avec Q = PP ... mel (en effet, il existerait sinon un
facteur irréductible R commun & la décomposition de P,, et a celle de () ; R apparaitrait nécessairement
dans la décomposition d'un Pj, ou 1 < jo < m — 1, ce qui contredirait le fait que P,, est premier avec
Pj,). L’assertion (i) montre alors que Ker(P1Ps...Pp)(u) = Ker Q(u) & Ker P, (u), et ’hypothese de
récurrence impliquant que Ker Q(u) = Ker Pi(u) @ Ker Py(u) @ --- @ Ker P,,,—1(u), le résultat voulu a
lordre m est établi. O
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1.5 - Polynémes de matrices

En notant M,,(K) ’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, on a :
(Myn(K),+, x,.) est une K-algébre, non commutative, unitaire, isomorphe a End E.

En effet, tout choix d’une base B de E permet de considérer la bijection m : End E — M,,(K)

associant a tout endomorphisme u sa matrice m(u) par rapport a la base B. Elle vérifie :

m(u+v) =m(u) + m(v), m(uov)=mu) x m(v), m(Au)=Am(u)
pour tous u,v € End F, A € K, et réalise donc un isomorphisme d’algébres unitaires. En parti-
culier on a bien m(idg) = I,. Comme en 1.3, on montre que :

Proposition. Pour tout A € M, (K) fixé, il existe un unique morphisme d’algebres
Ya: K[X] = M, (K) tel que 4(X) = A. 1l est défini par P — P(A) ot I'on pose :

P(A) = am A" + a1 A"+ o A+ a0y
lorsque P = 3" c; X" o1 o € K.

On dit usuellement que < la matrice P(A) est un polynéme en la matrice A >.

Avec les notations de 1.3, on a 14 = m o ¢, pour tout choix d’une base de E avec m(u) = A.

2. Idéal d’annulation et polyn6me minimal

2.1 - Idéal d’annulation

Proposition et définition. On note O I'endomorphisme nul de E et O, la matrice
nulle dans M,,(K).

(i) Pour tout endomorphisme u € End E, I’ensemble N,, des polynémes P € K[X]
tels que P(u) = O est un idéal non nul de K[X|, appelé l'idéal d’annulation de
l’endomorphisme u.

(ii) Pour toute matrice A € M,,(K), '’ensemble N4 des polynémes P € K[X] tels
que P(A) = O,, est un idéal non nul de K[X], appelé Iidéal d’annulation de la
matrice A.

Preuve. Avec les notations de 1.3, on a N,, = Ker ¢,,. Comme ¢,, est un morphisme d’anneaux, son noyau
est un idéal de K[X]. En tant que K-espaces vectoriels, K[X] n’est pas de dimension finie alors que
End E est de dimension n2, donc ¢, n’est pas injectif, et donc I'idéal N, n’est pas nul. La preuve est
identique pour une matrice A. O

2.2 - Polynome minimal

Proposition et définition.

(i) Pour tout endomorphisme u € End E, il existe un unique polynéme unitaire
Q. € K[X] tel que N, soit I'idéal principal engendré par Q, dans K[X]. Le
polynéme unitaire Q,, est appelé le polynome minimal de I’endomorphisme u.

(ii) Pour toute matrice A € M, (K), il existe un unique polynéme unitaire Q4 €
K[X] tel que N4 soit I'idéal principal engendré par Q 4 dans K|[X]. Le polynéme
unitaire Qo est appelé le polynéme minimal de la matrice A.
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Preuve. Comme on ’a rappelé en 1.2, Panneau K|[X] est principal, donc 'idéal N,, est principal non
nul. T1 existe un unique polynéme unitaire @, tel que N, = @, K[X]. La preuve est identique pour une
matrice A. 0

2.3 - Remarques

(1) Tout endomorphisme u annule son polynéme minimal @, et un polynéme P € K[X] est
annulé par u si et seulement s’il est multiple dans K[X] du polynéme minimal @, de u :
Qu (U) =0,
et
pour tout P € K[X]|, (P(u) =0) < (il existe R € K[X] tel que P = RQ,),

avec une formulation analogue en termes de matrices.

(2) Pour tout choix d’une base de E, si 'on a u € End F et A € M,,(K) avec m(u) = A,
alors N, = Ny et Q, = Q4 d’apres la derniere remarque de 1.5.

2.4 - Exemples

(1) Soient F' et H deux sous-espaces vectoriels non nuls de E tels que E = F @ H. Soit s la
symétrie par rapport & F' parallelement & H. Alors le polynéme minimal de la symétrie
sest Qg =X?—1.

En effet, on a sos = idg dans End F, donc s annule X% 1, d’ou X%2-1¢ N, et donc Qs divise
X2 — 1. Mais ici s # idg puisque H # {0} et s # —idg puisque F # {0g}, dou X —1 ¢ N, et
X +1¢ Ns, et donc Qs ne divise pas X — 1 ni X 4 1. D’ot le résultat. a

(2) En supposant toujours que £ = F @& H avec F' et H non nuls, et en considérant cette
fois la projection p de E sur F parallelement & H, qui vérifie pop = p, p # idg et p # O,
on montre de méme que le polynéme minimal de la projection p est @, = X 2 X.

(3) Soit u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe dans I'idéal d’annulation de u
un polynéme P tel que P(0) =0 et P’(0) # 0. On a alors E = Ker u & Im u.

En effet, les hypotheéses P(0) = 0 et P’(0) # 0 impliquent que le développement de P est de la
forme P = amX™ + am 1 X" 4+ 4+ a2 X?+a1X avec m > 1 et les a; dans K tels que a1 # 0.

Considérons un vecteur y € Ker uNImu. Il existe donc = € E tel que y = u(z) et u?(z) = u(y) =
0g. 1l en résulte que u®(z) = u(0g) = Ox et plus généralement u”(x) = O pour tout k > 2.
Donc I'endomorphisme P(u) = "7 apu® vérifie que P(u)(z) = a1u(r) = ary. Mais P(u) est
I’endomorphisme nul puisque par hypothese P est dans I’idéal d’annulation de u. De plus, a1 est
non-nul. Donc on a y = Og. On a ainsi montré que Keru N Imu = {0Og}. Comme on sait par
ailleurs par la formule du rang que dim Ker u + dim Im u = n, on conclut que Keru & Imu = E.

O
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3. Polynémes d’endomorphismes et valeurs propres

Quelques rappels. Soit u un endomorphisme de FE.

Une valeur propre de u dans K est un scalaire A € K tel qu’il existe un vecteur z € E non
nul vérifiant u(z) = A.z. Un tel vecteur non nul z est alors appelé un vecteur propre associé
a la valeur propre \.

Si A est une valeur propre de u dans K, le sous-espace vectoriel Eyx = Ker(u — Aidg) de
E est appelé le sous-espace propre associé a la valeur propre A. C’est donc ’ensemble des
vecteurs z € E tels que u(z) = Az, c’est-a-dire ensemble des vecteurs propres associés & A
auquel on adjoint le vecteur nul Og.

On appelle polynome caractéristique de u le polynéme P, = det(u — X.idg) € K[X]. Son
degré est égal a la dimension n de E. Les zéros de P, dans K sont exactement les valeurs
propres de u dans K. La multiplicité d’une valeur propre A dans K est ’exposant avec lequel
le facteur (X — \) apparait dans la décomposition du polynéme P, en produit de facteurs
irréductibles dans K[X].

3.1 - Théoréeme de Cayley-Hamilton

Théoreme. Pour tout endomorphisme u € End F, le polynéme caractéristique de u
appartient a I'idéal d’annulation de u.

Preuve. Fixons un vecteur x € E non-nul. Parce que E est de dimension finie, il existe un entier p > 1
tel que la famille C = {u*(x)}o<r<p—1 est libre et uP(z) est une combinaison linéaire des vecteurs de C.
Notons u,(z) = Zi;é a;uf(x). On peut compléter la famille C en une base B de E, et la matrice A de u
dans la base B est alors de la forme :

C B
A= O D
avec C € M, ,(K), B€ Mp_p(K), D € My_p,—p(K), et O la matrice nulle dans M,,_p, ,(K). On en
déduit en calculant les déterminants par blocs que le polynéme caractéristique de u (i.e.de A) est :
_ _|C =X, N
Pula)=PaX)=1" 0" p_x1,,

= det(C — XI,,) det(D — X,_,) = Po(X)Pp(X)

Or, par construction, on a :

0 0 0 oo
1 O 0 o

c=(01 ... 0 o (matrice dite compagnon).
0 0 ... 1 Qp_1

11 est facile de montrer (par exemple par récurrence, en développant par rapport a la premiere ligne) que
Po(X) = (=17 [x7 = SPZf e X*].
Si 'on applique 'endomorphisme Px(u) au vecteur x choisi au départ, on a donc :
Po(u)(z) = (~1)” [u?(2) = S3g are(2)] = 0,
et donc, en utilisant le calcul de P4 fait précédemment :
Pa(u)(x) = (Pp(u) o Po(u))(x) = Pp(u)(Po(u)(z)) = Pp(u)(0r) = 0.

Ceci étant établi pour tout vecteur = € E, on conclut que P, (u) est 'endomorphisme nul, ce qui montre
le résultat voulu. O
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» Un exemple d’application.

Soient u et v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E ; les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) w et v n’ont aucune valeurs propres communes

(ii) les polyndmes caractéristiques P, et P, sont premiers entre eux

(iii) P,(v) € GL(E).

Preuve. Montrons que (i) implique (ii). Par contrposée, supposons que P, et P, ne sont pas premiers
entre eux dans C[X]. Il existe donc un polynéme R € C[X] non-inversible (i.e.de degré > 1) qui
divise P, et P, dans C[X]. Parce qu’on est dans C[X], ce polynéme non-constant admet au moins

un zéro A € C. 1l est clair que A est alors aussi un zéro de P, et de P,, et donc une valeur propre de
u et de v.

Montrons que (ii) implique (iii). On suppose que P, et P, sont premiers entre eux dans C[X]. Par
la propriété de Bézout, il existe donc U,V € C[X] tels que P,U + P,V = 1 dans C[X]. On a donc
dans End E Dégalité P,(v) o U(v) + P,(v) o V(v) = idg. Mais P,(v) = O d’apres le théoreme de
Cayley-Hamilton ; donc P,(v) o U(v) = idg. L’endomorphisme P, (v) est donc bijectif de bijection
réciproque ’endomorphisme U(v). En d’autres termes P,(v) est un automorphisme de lespace
vectoriel E, c’est-a-dire P, (v) € GL(E).

Montrons que (iii) implique (i). Par contraposée, supposons que u et v admettent une valeur propre
commune A € C. Il existe z € E non-nul tel que v(z) = Az, et plus généralement v*(x) = \*x pour
tout k > 0 avec la convention que v* = idg et A\° = 1. Si l'on note P, (X) = >.1* , ar X", alors P, (v)
est I’endomorphisme P, (v) =Y ", axv®, donc :

Py(v)(z) = 37 arv®(2) = Y3y axA"z = Pu(N)a.

Mais A étant une valeur propre de u, on a P,(A\) = 0 et donc P, (v) = 0g. Ceci prouve que le noyau

de ’endomorphisme P, (v) € End E contient un vecteur non-nul. Donc P, (v) n’est pas injectif, donc
pas bijectif, donc P,(v) ¢ GL(E). O

3.2 - Valeurs propres et polyndme minimal

Théoréeme. Pour tout endomorphisme u € End E, on a :
(i) le polynéme caractéristique P, est un multiple du polynéme minimal Q,, dans
K[X],
(i) les zéros dans K du polynéme minimal Q,, sont exactement les valeurs propres
de u dans K.

Preuve. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, P, appartient a I'idéal d’annulation N, de u. Comme
N, est I'idéal principal engendré par @, dans K[X], il existe un polynéme R tel que P, = RQ, dans
K[X], ce qui prouve (i).
Si A € K un zéro de @, on a Q,(A\) =0, donc P, (A) = R(A)Q.(\) =0, et donc A est une valeur propre
de u. Réciproquement, soit A une valeur propre de u. Il existe donc un vecteur non nul =z de E tel que
u(z) = A\.z. En composant par u, on en déduit v?(z) = u(A.x) = A\u(x) = \2.z, puis v®(z) = M.z et
finalement u? (z) = M.z pour tout j > 0.
Posons Qu = X™ 4 B 1 X '+ -+ 51X + Bo, ot m = deg Q,, < deg P, = n et ol les 3; appartiennent
& K. Par définition du polynéme minimal, @, (u) est 'endomorphisme nul O de E. Donc :
0r = Qu(u)(z) = (U™ + B_ru™ 4+ fru+ Boidg) (x)
= u"™(x) + Bnau™ (@) + -+ fru(x) + for = Ax + B N+ -+ Bida + Box
=Qu(\).x.

Comme le vecteur z est non nul, on conclut que @, (\) est nul dans K. ]
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» Un exemple d’application.

Soient F un C-espace vectoriel de dimension finie, v un endomorphisme de FE, et A un
polynome de C[X]. Alors 'endomorphisme A(u) appartient & GL(FE) si et seulement si A est
premier avec le polynéme minimal de u dans C[X], et dans ce cas "automorphisme réciproque
A(u)~1 est de la forme B(u) pour un certain B(X) € C[X].

Preuve. Posons v = A(u) et considérons son polynéme caractéristique P, = >°1" ja; X’, o n > 1
désigne la dimension de E. On sait que a, = (—1)" et aussi que ap = detwv. Si I'on suppose que
v € GL(E) on a donc ag # 0. Comme d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton P,(v) = O, 1’égalité
anv™ + -+ a1v + aoidg = O dans End E implique alors :

idg = —a—lo(anv" + - +av) = —a—lo(a,ﬂ/“1 +---4aridg)owv
On en déduit que I’automorphisme réciproque v = A(u)~* est de la forme B(u) avec :

B(X)= -3, aX"! e CX].

Supposons que A(u) appartient & GL(FE). D’apres la question précédente, il existe un polynéme
B € C[X] tel que A(u) o B(u) = idg dans End E. Cela signifie que le polynéme AB — 1 appartient
a I'idéal d’annulation de u, et donc que ce polynéme est un multiple du polynéme minimal Q. de u
dans C[X] : il existe ainsi R € C[X] tel que AB — 1 = RQ., ou encore que AB + (—R)Q., = 1. On
conclut avec le théoreme de Bézout que A et @, sont premiers entre eux.

La réciproque s’obtient en remontant les mémes arguments et calculs. O

» Remarque. Ainsi, le polynéme caractéristique P, et le polynéme minimal (), ont exactement
les mémes zéros dans K, qui sont les valeurs propres de u dans K.
En outre, P, étant un multiple de (), on a pour toute valeur propre A de u :

| < la multiplicité de A en < la multiplicité de A en
tant que zéro de @, tant que zéro de P, /'

Notons enfin que tout ce que l'on vient de formuler en termes de polynéme minimal et de
valeurs propres d’un endomorphisme peut étre exprimé de facon analogue en termes de polynéme
minimal et de valeurs propres d’une matrice carrée.

EXEMPLE. Si une matrice A € Ms(K) vérifie P4 = —(X —2)*(X + 1)%. A priori, Q4 peut valoir :
(X —2)(X+1), ou (X-2*%X+1), ou (X-2>3%X+1),
ou (X —-2)(X+132 ou (X-22%X+17? ou (X-2>3%X+1)>~4
Pour déterminer ce que vaut effectivement @4, on peut calculer successivement tous les produits
matriciels correspondants (A — 215)(A + I5), (A — 2I5)*(A + I5)..., jusqu’a obtenir un produit nul
(sachant que de toute fagon (A — 2I5)3(A 4 Is)? est nul d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton).
On concoit que de tels calculs directs sont vite fastidieux, voire inextricables a la main pour des
matrices un peu grandes. D’ou I'importance d’arguments théoriques plus généraux.

» Rappel terminologique. D’apres la remarque précédente, et en vue des résultats suivants, on
rappelle que :

1. Un polynome P € K[X] est dit scindé sur K s’il se décompose en produit de facteurs de
degré 1, c’est-a-dire qu'il est de la forme P(X) = (X — A)* (X — Ag)®2--- (X — \,)%
avec A1, A2, ..., A, deux a deux distincts dans K, et a1, ae, ..., ap des entiers > 1.

2. Un polynoéme P € K[X] est dit scindé a racines simples sur K s’il se décompose en
produit de facteurs de degré 1 deux a deux distincts, c’est-a-dire qu’il est de la forme
P(X)=(X—=X)(X —X2) - (X —=X\p) avec A1, Ag, ..., A, deux a deux distincts dans K.
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3.3 - Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

Théoréeme. Un endomorphisme u de E est diagonalisable sur K si et seulement s’il
existe dans I'idéal d’annulation de u un polynéme scindé a racines simples sur K.

Preuve. Supposons que u est diagonalisable. Rappelons que cela signifie que v admet des valeurs propres
A1, A2, ..., As (supposées par notation deux & deux distinctes) telles que E = Ey @ Ea @ -+ @ Ej, ol
E; = Ker(u — \;.idg) est le sous-espace propre associé & A;, pour tout 1 < j < s. Introduisons dans
K[X] les polynoémes F' = (X — A)(X — X2) -+ (X = Ay) et G; = F/(X = X;) = [[;,,(X — A;) pour tout
1<i<s.0naF(u)=Gi(u)o(u—A.idg). Donc F(u)(x) = 0g pour tout « € E;. Donc F(u)(xz) =0g
pour tout x € F puisque E est somme directe des F;. On conclut que F'(u) est 'endomorphisme nul, ce
qui prouve le résultat voulu (avec p = s).

Réciproquement, supposons satisfaite la condition de I’énoncé. Les polynomes (X — A;) sont deux & deux
premiers entre eux dans K [X]. D’apres le lemme des noyaux, on a £ = @?_, Ker(u— ;. idg), donc u est
diagonalisable, ses sous-espaces propres étant ceux des Ker(u — A;.idg) qui ne sont pas nuls (leur nombre
s peut étre a priori < p). O

Corollaire. Un endomorphisme u de E est diagonalisable sur K si et seulement si son
polynéme minimal est de la forme Q,, = (X — A1 )(X —X2) -+ (X = Ag), o A1, Aa, ..., As
sont les valeurs propres distinctes de u dans K.

Preuve. Découle immédiatement du théoréme précédent, du point (i) du théoreme 3.2, et de la définition
du polynéme minimal. O

3.4 - Condition nécessaire et suffisante de trigonalisabilité

Théoréme. Un endomorphisme u de E est trigonalisable sur K si et seulement s’il
existe dans I'idéal d’annulation de u dans un polynéme scindé sur K.

Preuve. On rappelle (sans le redémontrer ici) que u est trigonalisable sur K si et seulement si son
polynéme caractéristique P, est scindé dans K[X]. Comme P, est dans 'idéal d’annulation de u, la
premieére implication est trivialement vérifiée.
On montre 'implication réciproque par récurrence sur n = dim E. Elle est claire pour n = 1, et on fait
I’hypothese de récurrence que tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n—1 dont I'idéal
d’annulation N, contient un polynéme scindé est trigonalisable. On considére alors « un endomorphisme
de F de dimension n tel que N, contienne un polynéme F' scindé sur K. Ce dernier étant un multiple
dans K[X] du polynéme minimal Q,,, ce dernier est lui aussi scindé sur K. Notons

QuiX) = (X = W)™ (X = Xa)2 o+ (X = Ay)
avec Aq, ..., A, deux a deux distincts dans K, et aq, ..., o, des entiers > 1. Si ’endomorphisme v — A idg
était bijectif, le polynome R(X) = Q. (X)/(X — \;) vérifierait R(u) = (u— A\ idg) ! o Q. (u) = O, donc
appartiendrait & N, ce qui est impossible par définition du polynéme minimal @,,. Donc u — A idg n’est
pas bijectif, donc n’est pas surjectif (on est en dimension finie), donc le sous-espace vectoriel Im(u— A1 idg)
est de dimension < n — 1. On peut alors considérer un hyperplan H de E qui contient Im(u — A1 idg).
D’une part H est stable par u— A1 idg (car plus généralement (u— A1 idg)(F) = Im(u— A1 idg) C H), et
donc H est stable par u. D’autre part ), reste de fagcon évidente dans 'idéal d’annulation de la restriction
u de u a H.
En appliquant 'hypothese de récurrence a v/, il existe une base B’ de H telle que Matg: (u') est triangu-
laire. Il suffit de compléter B’ en ajoutant un vecteur de E n’appartenant pas & H pour obtenir une base
B de E telle que Matg(u) soit triangulaire. O
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4. Sous-espaces caractéristiques

4.1 - Cas des endomorphismes nilpotents

Proposition. Soit v un endomorphisme de F nilpotent d’indice m > 1. Alors 0 est la
seule valeur propre de E, le polynéme caractéristique de u est P, (X) = (—1)"X" et
son polynéome minimal est @, (X) = X™.

Preuve. Par hypothese, u™ = O et u* # O pour tout 0 < k < m—1. Donc I'idéal d’annulation N,, contient
le polynéme X™ mais ne contient pas X™~!. Par définition du polynéme minimal comme générateur
unitaire de N, on déduit que Q,(X) = X™. Donc d’apres le point (ii) du théoreme 3.2, la seule valeur
propre de u est 0. De plus, puisque NV, contient X™ qui est scindé, il résulte du théoreme 3.4 que wu est
trigonalisable. Donc le polynome caractéristique P, est scindé. Puisque la seule valeur propre de u est 0
et que P, est de degré n, on ne peut avoir que P, (X) = (=1)"X". O

4.2 - Notion de sous-espace caractéristique

Définition. Soit v un endomorphisme de E. Soit A une valeur propre de u, de multi-
plicité ¢ € N*. On appelle sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A, noté
F), le noyau de ’endomorphisme (u — \.idg)?.

Rappelons que dire que A est de multiplicité ¢ signifie que le polynéme caractéristique P, est
divisible dans K[X] par (X — \)9, mais pas par (X — A\)9T!. On sait que la multiplicité g est
supérieure ou égale a la dimension du sous-espace propre Fy, et que u est diagonalisable sur K
si et seulement si ces deux entiers coincident pour chacune des valeurs propres de wu.

Il est clair que, pour toute valeur propre A de u de multiplcité ¢ dans K, on a :

F\=Ker(u—\.idg)? O E\=Ker(u—Aidg) # {0g}.

Proposition. Soient u un endomorphisme de E. Pour toute valeur propre A de u, la
multiplicité de \ est égale a la dimension du sous-espace caractéristique F.

Preuve. Par définition de ¢, le polynome caractéristique de u est de la forme P, = (X — M\)9F avec
F € K[X] tel que F(X) # 0. Introduisons le sous-espace vectoriel H = Ker F'(u) de E. Les polynomes
(X — A\)? et F étant premiers entre eux dans K[X], il résulte du lemme des noyaux que F = F\ @ H.
Le sous-espace vectoriel H est stable par u; en effet, si # € H, alors F(u)(x) = O0g, or F(u)(u(z)) =
u(F(u)(z)) = u(0g) = 0 donc u(x) € H. De méme F) est stable par u.

On peut donc considérer la restriction v de w a F) et la restriction w de v a H, et 'on a P, = P, P,
dans K[X] (propriété classique du polynéme caractéristique, il suffit de choisir une base adaptée & la
décomposition en somme directe et de faire la calcul des déterminants par blocs), avec la convention
P, =1 dans le cas ot H ={0g}.

Notons d = dim Fy. Considérons v = v — A.idp,, qui est la restriction de u — A.idg & Fy; il est
clair que c’est un endomorphisme nilpotent de F, d’ordre < q. Donc d’apres la proposition 4.1, on a
P, = (—1)?X9 ce qui revient a dire que P, = (—1)4(X — \)?. Par ailleurs, par définition de H et de w,
on a F(w) = O. Donc F est un multiple dans K[X] du polynéme minimal @,, de w. Comme F'()\) # 0, on
a forcément Q,,(\) # 0, ce qui prouve avec le théoréme 3.2 que A n’est pas une valeur propre de w, d’out
P,(\) # 0. En résumé, P, = (—1)4(X — \)?P,, avec P, (\) # 0, ce qui signifie que d est la multiplicité
de la valeur propre . ]
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4.3 - Cas trigonalisable

On suppose dans ce paragraphe que P, est scindé sur K, c’est-a-dire que u est
trigonalisable sur K. C’est en particulier le cas pour tout endomorphisme de E si
K est algébriquement clos, par exemple si K = C.

On désigne par A1, Ag, ..., A les valeurs propres deux a deux distinctes de u dans K, on a donc :
Py=(=1)"X = A)B(X = X)? - (X = As)®, n=degPu=q +q+ - +¢s,
Qu = (X = A)PHX = A)P2 - (X = Ag)Ps, m =degQu=p1+p2+ - +Dps,

avec 1 < p; < g <n pour tout 1 <7 < s. De plus, pour tout 1 < i < s, on note :

E; = Ker(u — \;.idg) le sous-espace propre associé a \;, qui vérifie dim E; < ¢,

F; = Ker(u — \;.idg)% le sous-espace caractéristique associé a \;, qui vérifie dim F; = g;.

Proposition. Sous les hypothéses et avec les notations ci-dessus :
(i) E est somme directe des sous-espaces caractéristiques : E = F1 ® Fo @ --- @ F.
(ii) Pour toute valeur propre \; de u, on a : F; = Ker(u — \;.idg)P?.
(iii) De plus u est diagonalisable si et seulement si, pour toute valeur propre \; de
u, on a F; = E;, ou encore de fagon équivalente p; = 1.

Preuve. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a P,(u) = O, donc E = Ker P,(u). Comme il est
clair que les polynémes (X — ;)% sont deux & deux premiers entre eux, on applique alors le lemme des
noyaux pour conclure que E = @;_, Ker(u — \;.idg)%, ce qui prouve le point (i).

On a aussi Q(u) = O, donc de la méme facon E = @;_, Ker(u — \;.idg)P?. Ainsi, en rappelant que
F; = Ker(u — A;.idg)% et en introduisant H; = Ker(u — A;.idg)P? pour tout 1 < i < s, on a H; C F;
puisque p; < g;. Les égalités £ = @le F;, = @le H; impliquent alors que F; = H; pour tout 1 <i < s.
Ce qui montre le point (ii).

Le point (iii) découle du fait que u est diagonalisable si et seulement si E = E1 @ Es & --- @ Ej, et que
par ailleurs chaque F; C F; pour tout 1 <7 <'s. O

4.4 - Application : décomposition de Dunford

Proposition. Pour tout endomorphisme trigonalisable u de F, il existe un unique
endomorphisme diagonalisable d de E et un unique endomorphisme nilpotent n de E
tels que u =d+n avec don =nod.

De plus, d et n sont des polynéomes en ’endomorphisme u.

Preuve. En reprenant les notations de 4.3, ona E = F1® Fo®---® F;. Pour tout 1 < j < s, le sous-espace
F; est stable par v (comme on I’a vu dans la preuve de la proposition 4.2) ; notons u; 'endomorphisme
de F}; défini par restriction de u.

Pour tout 1 < j < s, considérons p; la projection vectorielle sur F; parallelement a H; = @©;-;F;. Posons
d= Z;:l Ajp;. Il est clair que d est diagonalisable, qu’il admet les A; pour valeurs propres, avec les F
comme sous-espaces propres associés respectifs. Notons d; = A;idg; 'endomorphisme de F; défini par
restriction de d.
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Introduisons alors I’endomorphisme n = u — d. Pour tout 1 < j < s, le sous-espace F; est stable par n et
la restriction n; de n & F; est nj = u; —d;. Les n; sont donc nilpotents (par définition des F}), d’ot 'on
déduit que n est nilpotent.

En reprenant la preuve du lemme des noyaux, on observe® que p; est un polynoéme en u pour tout
1 < j < s. 1l en résulte que d aussi (puisque d = Z;:l Ajpj), et donc n aussi (puisque n = u —d). Il en
résulte (voir derniére remarque de 1.3) que n et d commutent pour la loi o. Ceci montre I'existence d’une
décomposition.

Pour 'unicité, supposons qu'il existe une autre décomposition u = d’ + n’ avec les mémes propriétés.
Comme d’' commute avec n/, il commute avec u, donc avec tout polynéme en u, donc avec d. D’apres
un résultat classique®, il existe alors une méme base de E dans laquelle les matrices de d’ et de d sont
simultanément diagonales, et donc d — d’ est diagonalisable.

De méme, comme n’ commute avec d’, il commute avec u, donc avec tout polyndéme en u, donc avec n.
1l en résulte avec la formule du bindéme que n — n’ est nilpotent. Ainsi ’endomorphisme d — d’ = n — n’
est a la fois diagonalisable et nilpotent, donc nul, d’ott d = d’ et n =n/'. ]

4.5 - Exemples d'utilisation de la suite des noyaux

On reprend ici toutes les hypotheses et notations du paragraphe 4.3. Pour toute valeur propre
A de u, on appelle suite des noyaux associée a \; la suite croissante des sous-espaces vectoriels :

E; =ZKer(u— )\.idg) C Ker(u — \;.idg)? C--- C Ker(u — \i.idg)% = F;
~— ~—
dim=r; dim = ¢;
Cette suite est donc formée de g; sous-espaces, mais d’apres le point (ii) de la proposition 4.3,
elle est stationnaire a partir de Ker(u — \;.idg)P* = -+« = Ker(u — A;.idg)% = F;.

Lemme. Si pour un entier £ > 1 on a Ker(u — );.idg)™! = Ker(u — \;.idg)?,
alors Ker(u — \;.idg)® = Ker(u — \;.idg)* pour tout s > /.

Preuve. On fait une récurrence sur s pour montrer que la propriété :
(P;) : Ker(u — M\;.idg)! = Ker(u — A;.idg)* pour tout £ <t < s

est vraie pour tout s > £ + 1. Elle l'est pour s = ¢ 4+ 1 d’apres 'hypothese du lemme. Supposons par
hypothese de récurrence qu’il existe s > £ 4 1 tel que Ps soit vérifiée. On a en particulier :

Ker(u — \;.idg)® = Ker(u — \;.idg)* = Ker(u — \;.idg)*~ 1.
Soit # € Ker(u — A;.idg)*™ On a : (u — \;.idg)®(u — A\;.idg)(z) = (u — \;.idg)*T(2) = Og, donc
(u—N;.idg)(z) € Ker(u — \;.idg)*®.
En appliquant I'égalité précédente, il en résulte que : (u — A;.idg)(z) € Ker(u — A;.idg)*~1, done (u —
Xi-idg)*(x) = (u — A\;.idg)* L (u — ;. idg)(x) = 0g, c'est-a-dire z € Ker(u — \;.idg)*.
Ceci prouve que Ker(u — \;.idg)*™ C Ker(u — A;.idg)®. L’inclusion inverse étant évidente, on conclut
que Ker(u — ;. idg)*t! = Ker(u — ;. idg)® = Ker(u — ). idg)*, ce qui montre (P 1) et achéve la preuve
du lemme. O

5. Sil’on reprend la preuve de I'assertion (i) du théoréme 1.4, la décomposition d’un vecteur quelconque z € E
sous la forme x = y+z avec y € Ker Q(u) et z € Ker P(u) est telle que y = H(u)(P(u)(x)) et z = G(u)(Q(u)(z)),
de sorte que la premiére projection est égale p1 = H(u) o P(u) et la seconde & p» = G(u) o Q(u).

6. Si deux endomorphismes v et w sont diagonalisables et vérifient v o w = w o v, il existe une méme base de
FE dans laquelle la matrice de v et celle de w sont simultanément diagonales. La preuve procede par récurrence
sur la dimension de E.
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-4 101

» Premier exemple illustratif. Soit A = (:122 w9 ) Soit u ’endomorphisme de R* dont
-2 1 0-1

la matrice dans la base canonique est A. On calcule P, = P4 = (X — 3)(X + 2).

Par les méthodes habituelles, on détermine E1 = Ker(u — 3.idg) (on sait qu’il est de dimension 1)
et F» = Ker(u + 2.idg). On trouve que dim E2 = 1 ce qui, comme —2 est v.p. triple, prouve que A
n’est pas diagonalisable. A priori, le polynéme minimal de A peut valoir :

(X = 3)(X +2)3, ou (X —3)(X +2)% ou (X —3)(X +2).
Mais ce dernier cas est exclu puisque A n’est pas diagonalisable (voir corollaire 3.3).

Donc (A — 314)(A + 2I4) est non nulle. Comme par ailleurs on sait que (A — 314)(A + 2I4)* est
nulle d’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton, c’est le calcul de (A — 314)(A + 214)? qui permet de
trancher. On fait le calcul de ce produit matriciel :

0

g) — 0.

0

-7 10 1 —2 101\ 2 -7 1 0 1 0o 0
-2 —40 1 —2 101 _ —2 —40 1 0 0
—12 6 0 1 —1265 1 = | -126 01 —50 25
-2 1 0 -4 -2 101 -2 1 0 -4 0 0

On trouve (A—314)(A+214)? = O4 ; on conclut que le polynéme minimal est Q4 = (X —3)(X +2)2.

™)
ofoo

1 1
0 0

» Second exemple illustratif. Soit A = (8 - ;) Soit u I’endomorphisme de R® dont la
0 3

0
0

matrice dans la base canonique est A. On calcule P, = P4 = —(X — 1)*(X +1)2.

On détermine les sous-espaces propres; on obtient :

A =1, E;=ZKer(u—1idg), de dimension 71 =2 [une base est (e1,e2 + e3)];
A2 =—1, E> =Ker(u+idg), de dimension ro =1 [une base est (e1 + e2 + e3 — 2e4 — 2e5)].

Donc A n’est pas diagonalisable. En particulier, Qa4 # (X + 1)(X — 1).
On forme la suite des noyaux :
E, =Ker(u—idg) C Ker(u—idE)2 - Ker(u—idE)3 = Fi,avecdim Fhy =71 =2etdimF} = ¢q1 = 3,
E> = Ker(u +idg) C Ker(u + idE)2 = F,, avec dim E2 =12 = 1 et dim Fy = g2 = 2.
Le seul noyau a déterminer est Ker(u — idE)2 qui, au vu des dimensions, est égal a E1 ou a Fi.
Pour trancher, on peut faire la calcul direct de (A — 15)2. On peut aussi sans calcul utiliser le
lemme du début de ce paragraphe : si 'on avait Ker(u — idg) = Ker(u — idg)?, on aurait aussi
Ker(u — idg) = Ker(u — idE)S, c’est-a~dire F4 = Fi, ce qui est absurde. Donc Ker(u — idE)2 = F.
En résumé :

By =Ker(u —idg) ¢ Ker(u — idg)? = Ker(u — idg)® = F1 ,

~~ ~~
r1=2 q1=3

Ey =Ker(u+idg) ¢ Ker(u+idg)? = Fs .

—~ —~

r2=1 q2=2
D’apres le lemme des noyaux, Ker[(u—idg)o (u+idg)?| = Ker(u—idg) ®Ker(u+idg)* = E1® Fa.
Ce noyau est donc de dimension r1 +¢2 = 4 < 5, de sorte que ’endomorphisme (v —idg)o (u+idE)2
n’est pas nul, ou encore (A — I5)(A + I5)? # Os.
De méme, Ker[(u —idg)® o (u+idg)| = Ker(u —idg)® ® Ker(u + idg) = F1 & E> est de dimension
g1 +r2 = 4 < 5, de sorte que ’endomorphisme (u — idE)2 o (u + idg) n’est pas nul, ou encore
(A—TI5)*(A+ I5) # Os.
En revanche, Ker[(u — idg)? o (u + idg)?] = Ker(u — idg)® ® Ker(u + idg)* = Fy @ F» = R®, de
sorte que I’endomorphisme (u — idE)2 o(u-+ idE)2 est nul, c’est-a-dire (A — 15)2(A + [5)2 = Os.
On conclut que le polynéme minimal est Q4 = (X — 1)%(X + 1)%.

38



Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Notion de rang en algebre linéaire

Différentes définitions équivalentes du rang

1.1 - Rang d'une famille de vecteurs
Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel.
Définition. Soit C = (u;);er une famille de vecteurs de E. On dit que C est de rang

fini si le sous-espace vectoriel Vect C engendré par C est de dimension finie. Dans ce
cas, dim Vect C est appelé le rang de la famille de vecteurs C. On le note rgC.

En d’autres termes, rg C = r signifie qu’il existe une sous-famille formée de r vecteurs de C qui
est libre, et que toute sous-famille formée de m > r vecteurs de C est liée.
Remarque 1. Si C = (uy,ug,...,u,) est finie, on a nécessairement rgC < n.

Remarque 2. Si E est de dimension finie p, on a nécessairement rgC < p.

1.2 - Rang d'une application linéaire
Soient K un corps commutatif, et &/ et F' deux K-espaces vectoriels.
Définition. Soit f une application linéaire de E dans F. On dit que f est de rang fini

si le sous-espace vectoriel Im f est de dimension finie. Dans ce cas, dim Im f est appelé
le rang de l’application linéaire f. On le note rg f.

Rappelons que Im f = f(F) = {f(u);ue E} ={v e F, Juec E, v= f(u)} est un sous-espace
vectoriel de F'.

Remarque 1. Si F' est de dimension finie p, on a nécessairement rg f < p.

Remarque 2. Si F est de dimension finie n, on a nécessairement rg f < n.

Théoréme (“formule du rang”). Soit f une application linéaire de E dans F. Si F est
de dimension finie, alors on a :
dimKer f +rg f = dim F.

Rappelons que Ker f = {u € E, f(u) = 0p} est un sous-espace vectoriel de F.

Principales idées de la preuve. Notons n = dim E' et prenons (uj,...,u,) une base de E. Alors
la famille (f(u1),..., f(uyn) est une famille génératrice de Im f. Il en résulte que Im f est de
dimension finie avec dimIm f < n. Par ailleurs, en utilisant le théoreme de la base incomplete,
on peut considérer un supplémentaire H de Ker f dans E. La restriction de f a H est alors un
isomorphisme de H sur Im f. On conclut que rg f = dimIm f = dim H = dim E — dim Ker f.

Corollaire. Soit f un endomorphisme de F, avec E de dimension finie. Alors f est
injective si et seulement si f est surjective (et donc bijective).

Fran¢ois Dumas - version du 19 février 2016
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1.3 - Rang d'un systeme d'équations linéaires

Soit K un corps commutatif.

Définition. Soit (S) un systéme linéaire de p équations a n inconnues, a coefficients
dans K. On appelle rang du systéme (.S) l'entier naturel :

rg(S)=n—d
ou d est la dimension du sous-espace vectoriel des solutions dans K" du systéme ho-
mogene (Sp) associée a (S).

Remarque. Si (5) est de rang r, il équivaut a un systeme de r équations dites équations principales
(les p — r autres étant des combinaisons linéaires de celles-ci) & r inconnues dites inconnues
principales (les n — r autres étant considérées comme des parametres dans la résolution).

1.4 - Rang d'une matrice

aii1 ar2 ... Qain

) ) a1 a2 ... dn
Soient K un corps commutatif et A = | | ) € M, (K).

ap1 Ap2 ... Qpp

On appelle matrice extraite de A toute matrice & p’ lignes et n’ colonnes (avec p’ < p et n’ <n)
obtenue en supprimant p — p’ lignes et n — n’ colonnes de A, en laissant a la méme position les
coefficients restants.

Définition. On appelle rang de la matrice A, noté rg A, le maximum des ordres des
matrices carrées extraites de A qui sont inversibles.

En d’autres termes, rg A = r signifie qu’il existe une matrice d’ordre r extraite de A qui est
inversible, et que toute matrice carrée d’ordre m > r extraite de A est non-inversible.

» Lien avec les définitions précédentes.

Soit A € My, ,(K) comme ci-dessus. On associe a cette matrice :
- la famille C = (uq, ug, ..., uy) de vecteurs de KP formée par les colonnes de A
- Papplication linéaire f de K™ dans KP? telle que A soit la matrice de f par rapport aux
bases canoniques de K" et KP
- le systeme linéaire homogene de p équations a n inconnues suivant :

ajgry + apre + o0+ aipr, = 0 1 0
ag1r1 + ag2r2 + -+ agpxT, = 0 Z2 0
(S0) ie. A = 1.
ap1T1 + aparz + o A+ Gpawy = 0 Tn 0

Théroéme. On a rg A =rgC =rg f =1g(5), avec 0 <rgA < min(n,p).

Remarque. La deuxieme et la troisieme égalités sont évidentes, car VectC = Im f et le sous-

espace vectoriel des solutions du systeme (Sp) est égal a Ker f. Il n’en est pas de méme de la

premiere égalité, dont la preuve utilise les arguments développés dans la section 2 du document.
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» Matrices carrées de rang maximal.

Corollaire. Soient A une matrice carré d’ordre n a coefficient dans K, C la famille
des n vecteurs colonnes de A dans K", f I’endomorphisme de K™ tel que A soit la
matrice de f dans la base canonique de K", et (Sy) le systéme linéaire homogene de n
équations a n inconnues dont la matrice des coefficients est A. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

() rg A =1gC =15 f =18 (S0) =,
ii) la famille C est une base de K",
iii) Pendomorphisme f est bijectif,
iv) le systeme (Sp) admet pour unique solution le vecteur nul de K",
v) la matrice A est inversible.

(
(
(
(

2. Propriétés et méthodes de calcul du rang

2.1 - Matrices équivalentes

Définition. Soient A et B deux matrices de M, ,(K). Elles sont dites équivalentes
lorsqu’il existe des matrices carrées inversibles P et () d’ordre n et p respectivement
telles que : B = QAP.

Remarque. Cela signifie que A et B représentent la méme application linéaire f d’un espace
vectoriel F de dimension n dans un espace vectoriel F' de dimension p, par rapport a deux
couples de bases de E et de F' respectivement, les matrices (Q et P s’interprétant comme les
matrices de changement de bases associées.

Lemme. Soit A une matrice de M, ,(K). Soit 7 un entier 0 < r < min(p,n). Alors
rg A = r si et seulement si A est équivalente & la matrice :

JT = Ir Or,n—r
pn Op—r,r Op—r,n—r

obtenue en complétant la matrice carrée identité I, par n —r colonnes de zéros a droite
et p — r lignes de zéros en bas.

Remarque 1. C’est de ce lemme (que I'on montre en prenant d’abord pour r le rang de f ou de
C au sens des notations du paragraphe 1.4) que 'on déduit le théoreme 1.4.

Remarque 2. On en déduit aussi le résultat suivant qui caractérise le rang comme l'invariant de
classification associé a la relation d’équivalence des matrices.

Théoréme. Deux matrices de M), ,(K) sont équivalentes si et seulement si elles ont
le méme rang.

Corollaire. Toute matrice est de méme rang que sa transposée.
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2.2 - Rang et transformations élémentaires

Proposition. Soit A € M, ,(K). Le rang de A est égal & celui de la matrice obtenue
a partir de A en appliquant 'une des six transformations élémentaires suivantes :
1. échanger deux colonnes, ou échanger deux lignes,
2. multiplier une colonne, ou une ligne, par un scalaire non-nul,
3. ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, ou ajouter
a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.

En appliquant les transformations élémentaires détaillées ci-dessus, on se raméne a une matrice

A’ de méme rang que A et qui est échelonnée, c’est-a-dire dont le nombre de zéros en début de
chaque ligne augmente strictement de ligne en ligne. Le rang de A’ est alors facile & calculer.

Exemples et exercices

3.1 - Une illustration numérique des différents point de vue sur le rang

12 1 3 3
Calculer suivant quatre raisonnements différents le rang de A = (g _01 :% _21 _g) € Mys(R).
10 1 1 1
a) Premier point de vue. On introduit la famille C = (u1,u2, us, us, us) formée des 5 vecteurs

de R* correspondant aux colonnes de A. Donc :

ur = (1,0,2,1), uz = (2,-1,0,0), us = (1,-1,-2,1), wa = (3,-1,2,1), us = (3,-2,-2,1).
On a : usa = u1 + uz et us = uz + us, de sorte que Vect C = Vect(u1, uz2,us). On montre par un
calcul facile que (u1,u2,us) est libre. Donc (u1, u2, us) est une base de Vect C. Ceci prouve que
dim Vect C = 3. On conclut que rg A = 3.

b) Deuxiéme point de vue. On introduit le systéme homogene de 4 équations & 5 inconnues
(notées ici z,vy, 2z, t,s) dont A est la matrice :

z +2y+ z +3t+3s=0 (1)

—y —z —t —2s=0 (2
(SO){Qx — 2242t —2s=0 (3)
x + z +t + s =0 (4)

On obtient un systéme équivalent en remplacant (3) par (3) —2 x (1), et (4) par (4) — (1) :

0 (1) o

0 (2) . z + 2y
o (3) Pus (S0) & { zy/
0o (4)

x4+ 2y + 2z + 3t + 3s
-y — z — t — 2s
(SO)@’{ — 4y — 4z — 4t — 8s

— 2y — 2t — 2s

en remarquant que (3') et (2) sont équivalentes, et en simplifiant (2) par —1 et (4') par —2.

On en tire :
y= —t — s
(SO)<:> z= —t —2s —y =—t —2s — (—t—s) = —s
z= —3t—3s—2z—2y=—3t—3s— (—s) — 2(—t—s)=—t

Le sous-espace vectoriel des solutions de (So) est Fo = {(—¢,—t — s, —s,t,); t,s € R}, c’est-a-
dire le plan vectoriel de R® de base (u,v) avec u = (—1,—1,0,1,0) et v = (0,—1,—1,0,1). Le
rang de (Sp) est égal 4 5 — dim Fy = 5 — 2 = 3. On conclut que rg A = 3.
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c) Troisiéme point de vue. Soit f 'application linéaire de R® dans R* telle que A soit la
matrice de f par rapport aux bases canoniques. Pour tout vecteur v = (z,y, 2,t,s) € R® on a:

z 0
veKerf < f(u)=(0,0,0,00 & A (%) = (8) < u est solution de (So).
¢ 0
Comme on I’a vu au b) ci-dessus, le sous-espace vectoriel des solutions de (Sp) est un plan. Donc
dimKer f = 2. Comme dimIm f 4+ dimKer f = dimR® = 5, on en déduit rg f = dimIm f =
5—2 = 3. On conclut que rg A = 3.

d) Quatriéme point de vue. On raisonne sur les matrices carrées extraites inversibles. Comme
rg A est inférieur ou égal au nombre de lignes et au nombre de colonnes, on a : rg A < 4.

» A est de rang 4 si et seulement s’il existe une matrice carrée d’ordre 4 extraite de A qui
est inversible. Or, il existe ici 5 matrices carrées d’ordre 4 extraites de A (on les obtient en
supprimant 1'une des colonnes de A). Notons-les :

2 1 3 3 11
_ [ -1-1-1-2 _ [ 0-
A= 0 -2 2 —2 | Az = 2 —
0 1 1 1 11

Désignons par w1, w2, us3, U4, us les vecteurs colonnes de A dans R*.

La matrice A est celle de la famille (u2,us, ua, us). Comme on a us = uz + ugz, cette famille est
liée, donc la matrice A; n’est pas inversible.

Par le méme raisonnement, A4 n’est pas inversible car us = u2 + us, As et Az ne sont pas
inversibles car us = u1 + u2, et As n’est pas inversible car us = us + w4 — u1.

On a ainsi vérifié que toutes les matrices carrées d’ordre 4 extraites de A sont non-inversibles,
ce qui prouve que rg A < 4.

» On regarde ensuite les matrices carrées d’ordre 3 extraites de A. Sil'une au moins est inversible,
cela suffit & prouver que rg A = 3. Or, la matrice obtenue en supprimant dans A la lére ligne et
les deux dernieres colonnes est M = (%) _81 :lé ), qui est inversible.

Conclusion : on a montré que toutes les matrices carrées d’ordre 4 extraites de A sont non-
inversibles, et qu’il existe une matrice carrée d’ordre 3 extraite de A qui est inversible; ceci
prouve que rg A = 3.

3.2 - Une illustration numérique de I'application des opérations élémentaires

1 a+l 2a® 20242
2 2 N 7
Calculer le rang de A = | —la-la—a"3a"a"=2 | ¢ A, ((R), ol a € R fixé.

0 a a a’+a
1 a+l 2a 2a+2

On garde L; et Ls, lat+l 242 24242
_ 0 2a a+a2 3a+a2
on remplace Lo par Lo + L, Al = o . e
on remplace Ly par Ly — Ly ; on obtient : 0 0 2a—2a2 2a—2a2
On garde L1, L2 et Ly, lat+l 242 24242
_ 0 2a a+a2 3a+a2
on remplace L3 par 2L3 As = S S
puis par 2Ls — Lo ; on obtient : 0 0 2(a—a?) 2(a—a?)
1a+l 2a% 24242
On garde Ll, LQ, Lg, A3 _ . a2a afaz 3Z+a2 .
on remplace L4 par L4 4 2L3 ; on obtient : 0 0 a’—a a’—a
0 0
1 sia=0
Finalement, rg A =rgAs =<¢{2 sia=1 .
3 sia¢{0,1}
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3.3 - Quelques propriétés classiques en exercice
» Rang de la somme de deux applications linéaires.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies. Soient f et g deux applications
linéaires de E vers F. Montrer que :

(1) |re(f) —relg)| < rg(f +g) < rg(f) +18(9),

(i) rg(f +g) =rg(f) +rg(g) siet seulement si {Imf NImg = {0}

Ker f + Kerg = F.

» Rang de la composée de deur endomorphismes.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme de E. Montrer que :

(i) rg f +rgg — dim E <rg(go f) < min(rg f,rgyg),
(i) re(go f) rgg siet seulement si £ =Im f + Kerg
ii) rg(go f) =
e rg f  siet seulement si Im f N Kerg = {0g}

» Rang d’une sous-famille de vecteurs.

Soit C = (uy, ... up) une famille de finie de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E. Montrer que :
pour tout p <n, ona rg(ui,...,up) > rgC+p—n.

» Rang et produits de matrices.
— Soient A et B deux matrices dans M3 3(K) telles que AB = Os. Montrer que 1'une (au
moins) de ces deux matrices est de rang inférieur ou égal a 1.
— Soient A dans M32(K) et B dans My 3(K) deux matrices de rang 2 telles que (AB)? =
AB. Montre que BA = Is.

— Soient A dans M32(K) et B dans My 3(K) deux matrices telles que AB = (é g (8)>'

Calculer rg A et rg B. Déduire de 1'égalité (AB)? = AB le calcul de BA.
» Rang de matrices présentées par blocs.

— Soit M € Mp1pnip(K) de la forme M = (Oin OB”) avec A € M,, ,(K) et D € M, ,(K).
Montrer que rg M =rg A +rg D.

— Soit M € My4pnip(K) de la forme M = (OI:n g) avec B € M,, ,(K) et D € M, ,(K).
Montrer que rg M =n +rgD.

— Soit M € My 1pnip(K) de la forme M = (Ofn ff,) avec A € M, ,,(K), B € M,, ,(K) et
D e M, ,(K). Montrer que rg M = p si et seulement si A = O,
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Idéaux d’un anneau commutatif

Dans tout le texte, A désigne un anneau commutatif unitaire. On note U(A) le groupe multipli-
catifs des éléments inversibles de A, et A* ’ensemble des éléments non-nuls de A.

Propriété algébriques générales sur les idéaux
1.1 - Notion d'idéal

Définition. On appelle idéal de A toute partie non-vide I de A qui vérifie les deux
conditions suivantes :

(1) I est un sous-groupe du groupe additif A,

(2) pour tousx € [ et a € A, on a za € I.

Ezemples.
(a) {0} et A sont des idéaux de A.

(b) Pour tout n € Z, 'ensemble nZ des multiples de n est un idéal de 'anneau Z.
(¢) Dans Panneau F(R,R), I'ensemble des fonctions qui s’annulent en 0 est un idéal.
(

d) Dans 'anneau R[X, Y], ’ensemble des polynémes s’annulant sur une partie non-vide €2
du plan R? est un idéal de R[X,Y].

Lemme (tres utile dans la pratique). Soit I un idéal de A.
(i) si I contient 1, alors I = A.
(ii) plus généralement, si I contient un élément de U(A), alors I = A.

Preuve. Supposons 1 € I. Tout a € A s’écrit a = 1.a donc, comme 1 € 1, il résulte de la propriété
(2) que a € I. On a alors A C I, donc A = I, ce qui prouve (i). Supposons maintenant que I
contienne un élément z inversible dans A. Onal=zz ' avecx € I et 271 € A, donc 1 € I, et
on applique (i) pour conclure que I = A. O

Proposition.

1. L’intersection de deux idéaux de A est un idéal de A. Plus généralement, 1’in-
tersection d’une famille quelconque d’idéaux de A est un idéal de A.

2. Soient B un anneau commutatif unitaire. Soit f : A — B un morphisme d’an-
neaux unitaires. On a :
(i) Pour tout idéal J de B, I'image réciproque f~!(.J) est un idéal de A.
(ii) En particulier, Ker f = {z € A; f(z) = 0p} est un idéal de A.
(iii) Pour tout idéal I de A, 'image directe f(I) est un idéal de 'anneau f(A) =

Im f; (attention, ce n’est pas en général un idéal de B).

Preuve. Evidente, laissée au lecteur. O

Frangois Dumas - version du 05 février 2021
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La notion d’idéal permet de construire des anneaux quotients (voir plus loin). Donc, de méme
que la description des sous-groupes normaux d’un groupe donné est une question cruciale de la
théorie des groupes, la question naturelle se pose de déterminer lorsque c’est possible les idéaux
d’un anneau donné. Outre les procédés standards permettant de déduire de nouveaux idéaux a
partir d’idéaux connus (proposition 1.1, opérations sur les idéaux vues plus loin en 1.3), le type
d’idéal le plus simple, que 'on peut toujours considérer, est celui d’idéal principal.

1.2 - Notion d'idéal principal

Proposition et définitions. Pour = € A, on note :
xA={zy;ye€ A} ={z € A; il existe y € A tel que z = zy}.

Alors :

(i) xA est un idéal de A, appelé I'idéal principal engendré par x;

(ii) xA est le plus petit idéal de A contenant z ;

(ili) ona:(zA=A)<& (zcU(A)).
On appelle idéal principal de A tout idéal I de A pour lequel il existe un élément x € A
tel que I = zA.

Preuve. 1l est clair que x A est non-vide (il contient = puisque z = x.1). Soient y € zA et z € x A
quelconques ; il existe a,b € A tels que y = za et z = xb, donc y — z = z(a — b) € zA, ce qui
prouve que zA est un sous-groupe additif. Soient y € zA et ¢ € A quelconques; il existe a € A
tel que y = za, donc ye = xac = z(ac) € xA. On conclut que xA est un idéal de A.

Soit I un idéal de A contenant x. Comme x € I, on a za € I pour tout a € A. Donc zA C I,
ce qui prouve (ii). Si zA = A, alors 1 € xA, de sorte qu’il existe y € A tel que xy = 1, ce qui
prouve x € U(A). L’implication réciproque découle du point (ii) du lemme de 1.1 O

Bien que tres simple, le corollaire suivant est important, et montre que la notion d’idéal n’a
d’intérét que pour des anneauxr qui ne sont pas des corps.

Corollaire. ( A est un corps ) < ( les seuls idéaux de A sont {0} et A ).

Preuve. Supposons que A est un corps. Soit I un idéal de A. Si I # {0}, il existe dans I un
élément non-nul, donc inversible dans A puisque A est un corps. On conclut avec le lemme 1.1
que I = A. Supposons réciproquement que A n’admette que {0} et A comme idéaux. Soit = € A
quelconque non-nul. L’idéal zA étant alors distinct de {0}, on a nécessairement A = A, d’ou
x € U(A) le point (iii) de la proposition ci-dessus. Ainsi tout élément non-nul de A est inversible
dans A; on conclut que A est un corps. O

Puisque dans tout anneau A on peut toujours considérer des idéaux de la forme xA pour x € A,
une question naturelle est d’étudier des anneaux ou tous les idéaux sont de ce type. D’ou la
notion suivante.

Définitions. On appelle anneau principal tout anneau commutatif unitaire A qui est
integre et dans lequel tout idéal est principal.
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» EXEMPLES FONDAMENTAUX
(i) L’anneau Z des entiers relatifs est un anneau principal.

(ii) SiK est un corps, 'anneau K[X] des polynémes en une indéterminée a coefficients dans
R est un anneau principal.

(i) L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est un anneau principal.

Dans le cas de Z, on sait que tout sous-groupe additif de Z est de la forme aZ avec a € Z, ce
qui suffit a montrer le résultat. En fait, les trois exemples relevent du méme argument général
que ’on montrera plus loin en 3.2, a savoir que tout anneau euclidien est un anneau principal.

» CONTRE-EXEMPLES FONDAMENTAUX
(i) Si B est un anneau qui n’est pas un corps, 'anneau B[X] des polyndmes en une indéterminée
a coefficients dans B n’est pas principal.

(ii) Méme si K est un corps, 'anneau K[X1,..., X,] des polynémes en n indéterminée a
coeflicients dans K n’est pas principal lorsque n > 2.
(iii) L’anneau Z[i1/5] n’est pas principal.
On démontrera le point (i) un peu plus loin. A titre d’exemple, on vérifie ici de fagon élémentaire
que Z[X] n’est pas principal.
Ezemple. On considére dans A = Z[X] le sous-ensemble I = 24 + X A formé des polyndémes qui
s’écrivent 2P + X @Q avec P,Q € A. 1l est facile de vérifier que I est un idéal de A (qui n’est autre
que 'idéal engendré par 2 et X au sens ol on va le voir au paragraphe suivant). Montrons que I
n’est pas un idéal principal.
Par I’absurde, supposons qu’il existe P € A tel que I = PA. Comme 2 € [, il existerait () € A tel
que 2 = PQ, ce qui impliquerait par un raisonnement sur les degrés que P € Z. Comme de plus
X € 1, il existerait R € A tel que X = PR, ce qui impliquerait P = £1 (et R = £X). On aurait
donc 1 = £P € I, de sorte qu’il existerait S,T € A tels que 1 = 25 + T'X, ce qui est clairement
impossible dans A = Z[X], puisque le coefficient constant de 25 + T'X est pair. a

Concernant le point (ii), il est facile de vérifier de méme que, dans 'anneau A = K[X, Y], I'idéal
I = XA+ Y A n’est pas un idéal principal. Le point (iii) sera démontré plus lon en 3.4.

1.3 - Opérations sur les idéaux

Proposition et définition (idéal engendré par une partie, somme d’idéaux).

(i) SiI et J sont des idéaux de A, alors 'ensemble I+J = {x+y; z € I,y € J} est
un idéal de A, appelé I'idéal somme de I et J ; c’est le plus petit idéal contenant
I et J.

(ii) En particulier 'ensemble zA +yA = {xa + yb; a,b € A} est le plus petit idéal
de A contenant x et y, quels que soient x,y € A.

Preuve. Evidente ; laissée au lecteur. O

» REMARQUE. La motivation de la notion d’idéal somme résulte du fait que la réunion de deux
idéaux n’est en général pas un idéal (par exemple si A =7Z, I = 2Z et J = 3Z, I U J n’est pas
un idéal). L’idéal I + J est alors 'idéal engendré par I U J, c’est-a~dire l'intersection de tous les
idéaux contenant I U J, qui est aussi le plus petit idéal de A contenant I U .J
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Définition et proposition (produit d’idéaux). Si I et J sont des idéaux de A, on
appelle produit des idéaux I et J, et on note I.J, ’ensemble des éléments de A qui sont
somme d’un nombre fini de produits d’un élément de I par un élément de J.

n
(zelJ)s (ilexisten e N* y1,...,yn €I, 21,...,2, € J, tels que x = > y;2; ).
i=1

Alors :

IJ est un idéal de A; c’est le plus petit idéal contenant ’ensemble {yz; y € I,z € J},
et il vérifie : IJ C I N J.

Preuve. Evidente ; laissée au lecteur. O

» EXERCICE. Montrer que, si I, J et K sont des idéaux de A, on a :
I+(J+K)=(I+J)+ K, I(JK)=(IJ)K, I(J+K)=I1J+1IK.

2. Applications aux anneaux quotients

2.1 - Quotient d'un anneau par un idéal
Soit I un idéal de A.

e [’idéal I est en particulier un sous-groupe du groupe additif A, et il est trivialement normal
puisque A est abélien. On peut considérer le groupe additif quotient A/I. Rappelons que, si l'on
note @ la classe dans A/I d’un élément a de A, on a par définition :

a={bcA;a-bel}:=a+1,
et que l'addition dans A/I est définie par :
@a+b=a+b pour tous a,be€ A. (%)

En particulier le groupe additif A/ est abélien, d’élément neutre 0 = I.

Rappel : le point crucial de cette construction du groupe quotient est de montrer que la définition
ci-dessus de 'addition est indépendante des représentants choisis. Ceci signifie que, si a’ € @ et
b € b, alors a’ + b’ = a + b; cela résulte du fait que a’ —a € T et b —b € I, d’ot (a' +b') — (a+b) =
(a' —a)+ (b’ —b) € I. Une fois que l'on a ainsi établi que I’addition est bien définie, vérifier qu’elle
est associative, commutative, admet 0 pour élément neutre et que tout éléments @ admet —a pour
opposé est, évident.

e La surjection canonique p: A — A/I, qui a tout élément a de A associe sa classe @ est alors
un morphisme de groupes pour ’addition.

e On définit ensuite dans A/I une multiplication en posant :

a.b=ab pour tous a,b € A. (%x)
1. Elle est bien définie, indépendamment des représentants choisis.
En effet. Soient o' € @ et b’ € b, ce qui signifie que: ' —a €T et —beI.Ona:at —ab=
a' (b’ —b) + (¢’ — a)b. Comme a’ —a € I et que I est un idéal, on a (a’ — a)b € I. De méme
a’'(b' —b) € I puisque b — b € I. On conclut que a'b’ — ab € I comme somme de deux éléments
de I, et donc a’b’ = ab.

2. Elle est associative, commutative, distributive sur addition dans A/I, et admet 1 comme
élément neutre.

En effet. Quels que soient a,b,c € A, on a (@.b).¢ = (ab)c = a(bc) = @.(b.€), ce qui montre
l’associativité. Le reste se montre de méme. ad
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3. La surjection canonique p vérifie p(1) =1 et p(ab) = p(a).p(b) pour tous a,b € A.
En effet. Par définition de p d’une part, et de la multiplication dans A/I d’autre part, on a
p(ab) = ab =a.b = p(a).p(b). O

On a ainsi démontré :

Proposition. Pour tout idéal I de A, ’ensemble quotient A/I muni de 'addition (x)
et de la multiplication (%) est un anneau commutatif unitaire ; la surjection canonique
p: A — A/I est un morphisme d’anneaux unitaires.

On a pour les anneaux quotients des résultats de méme nature que ceux obtenus pour les groupes
quotients, en particulier le théoréme fondamental suivant :

Théoréme (dit premier théoreme d’isomorphisme). Soit B un anneau commutatif
unitaire et f : A — B un morphisme d’anneaux unitaires. Alors I'anneau quotient de
A par 'idéal Ker f est isomorphe au sous-anneau Im f = f(A) de B. On note :

A/Ker f ~1Im f.

Preuve. On a vu a la proposition 1.1 que Ker f est un idéal de A. On peut donc considérer
Panneau quotient A/I. On introduit 'application :
p: A/Ker f — Im f
a+— f(a)

/" on aa—a € Kerf, donc

v est bien définie : en effet, si a,a’ € A vérifient @ =
f(a) = f(a') = f(a —a') = 0p, ce qui prouve que p(a) = ¢(a).
v’ ¢ est un morphisme d’anneaux unitaires de A/ Ker f dans B : en effet, p(14) = f(14) = 1p
et, pour tous a.b € I, p(@+b) = p(a+b) = f(a+b) = f(a) + f(b) = (@) + o(b), ainsi que
p(a b) = p(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = ¢(@)p(b).
v' ¢ est une bijection de A/Ker f sur B : en effet, elle est surjective par construction et
un élément @ de A/ Ker f appartient a Ker ¢ si et seulement si f(a) = 0p, ce qui équivaut a
a € Ker f, c’est-a-dire @ =0 = 0y4;. 0
» EXEMPLE D’APPLICATION.
Pour tout idéal I de A, on note I[X] le sous-ensemble de A[X] formé des polynémes
a coefficients dans I, i.e. de la forme ) " a; X*, avecn >0 et ag,a1,...,an € 1.

Alors I[X] est un idéal de A[X], et anneau quotient A[X]/I[X] est isomorphe a
Panneau (A/I)[X] des polynomes a coefficients dans ’anneau A/I :

AX]/TX] = (A/D)[X].

En effet. Le fait que I[X] soit un idéal est une simple vérification. Considérons la
surjection canonique p : A — A/I et définissons son extension canonique :

f: AX] — (A/D)[X]
n . n .
P=3% aX"— f(P)= > pla;)X"’
i=0 i=0
Il est clair que f est un morphisme d’anneaux unitaires, qu’il est surjectif, et que son
noyau est Ker f = I'X]. L’isomorphisme A[X]/Ker f ~Im f donne le résultat. O
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Une fois obtenu par passage au quotient un nouvel anneau A/, se pose la question naturelle
de décrire ses idéaux, et en particulier de déterminer comment les idéaux de A/ sont liés aux
idéaux de 'anneau de départ A. On a une réponse compléte dans la proposition suivante.

Théoréme (idéaux d’un anneau quotient ; troisieme théoréme d’isomorphisme).
Soit I un idéal de A.

(i) Tout idéal de A/I est de la forme J/I pour J un unique idéal de A contenant
I, avec la notation naturelle J/I = p(J) ={z; z € A}.

(ii) On a alors I'isomorphisme d’anneaux unitaires (A/I)/(J/I) ~ A/J.

Preuve. La preuve, classique et sans difficulté, est laissée au lecteur. O

» EXEMPLE D’APPLICATION : IDEAUX DE Z/nZ.

Fixons un entier n > 2. Alors nZ est un idéal de Z, et ’anneau quotient Z/nZ n’est
autre que 'anneau classique des classes de congruence modulo n.

Pour tout diviseur g de n, il existe un et un seul idéal de Z/nZ d’ordre ¢, qui est
dZ/nZ ou n = dq . Réciproquement tout idéal de Z/nZ est de ce type.

Ezemple : dans Z /127, les idéaux sont :
(0} = 122/127, {0,6} = 62/12Z, {0,4,8} = 47/127Z,

» EXERCICE : On considére dans 'anneau A = Z[X] les idéaux principaux I = 24 et I' = X A.
On note J =1+ I' =2A + X A. Montrer de deux fagons différentes que A/.J est isomorphe a Fo.
SoLuTiON 1. Le morphisme canonique ¢ : A — F3[X] défini par ¢(>°1 a:X") = S @ X"
est surjectif et de noyau I. D’apres le premier théoréme d’isomorphisme, B = A/I est isomorphe
a F2[X]. On a I C J, donc d’apres le troisieme théoréme d’isomorphisme, A/J est isomorphe a
(A/I)/(J/I) = B/(J/I). Comme B ~ F3[X] et que J/I = BX, on déduit que B/(J/I) ~ F5. On
conclut que A/J ~ F,.
SOLUTION 2. Le morphisme d’évaluation 1 : A — Z défini par ¢(>°1_ a:X") = ag est surjectif et de
noyau I'. D’apres le premier théoréme d’isomorphisme, C' = A/I’ est isomorphe a Z. On a I’ C J,
donc d’apres le troisieme théoréme d’isomorphisme, A/.J est isomorphe & (A/1")/(J/I') = C/(J/I").
Comme C ~Z et que J/I' = 2C, on déduit que C/(J/I) ~ Z/2Z = F3. On conclut que A/J ~ F.
Le théoreme établit qu’il existe une bijection entre I’ensemble des idéaux de A contenant I et
Pensemble des idéaux de A/I.

2.2 - ldéal premier, idéal maximal

Définitions. Un idéal P de A est dit premier lorsque P # A et vérifie :

quels que soient deux éléments a et b de A, si ab € P, alors a € P ou b € P.

Un idéal M de A est dit mazimal lorsque M # A et vérifie :

quel que soit I un idéal de A, si M est strictement inclus dans I, alors I = A.

» REMARQUES.
(1) Par définition, ( I'idéal nul {0} est premier ) < ( I'anneau A est intégre ).
(2) Si A n’est pas un corps, {0} n’est pas maximal. Si A est un corps, I'idéal {0} est I'unique
idéal maximal de A.
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(3) On peut démontrer que tout anneau commutatif unitaire admet nécessairement au moins
un idéal maximal. Ce résultat non trivial (dont la preuve utilise le lemme de Zorn appliqué
a I’ensemble partiellement ordonné des idéaux de A distincts de A) est connu sous le nom
de théoreme de Krull.

Les notions d’idéal premier et d’idéal maximal sont directement liées aux propriétés des anneaux
quotients associés, comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme (fondamental). Soit I un idéal de A. On a :

I maximal <= A/I corps

ﬂ ﬂ

I premier <= A/I integre

Preuve. Supposons que M est un idéal maximal de A. Comme M # A, anneau A/M est non-
nul. Considérons un idéal quelconque K de A/M. D’apres la seconde proposition de 2.1, il existe
un idéal J de A tel que M C J et K = J/M. Mais, par maximalité de M, I'inclusion M C J
implique que J = M ou J = A, c’est-a-dire J/M = {0} ou J/M = A/M. Ceci prouve que les
seuls idéaux de A/M sont {0} et A/M. On conclut avec le corollaire de 1.2 que A/M est un
corps. L’implication réciproque découle des mémes calculs. L’équivalence de la premiere ligne
est donc vérifiée.

Supposons que P est un idéal premier de A. Comme P # A, 'anneau A/P est non-nul.
Considérons @,b € A/P tels que @b = 0. On a ab = 0, c’est-a-dire ab € P. Comme P est
premier, on a a € P ou b € P, c’est-a-dire @ = 0 ou b = 0. On a ainsi montré que A/P est
integre. L’implication réciproque découle des mémes calculs : I’équivalence de la seconde ligne

est vérifiée. Il suffit de rappeler que tout corps est un anneau integre pour achever la preuve. O

» REMARQUES (lien entre primalité et maximalité)
(a) D’apres le théoréme ci-dessus, tout idéal maximal est premier.

(b) Il existe des anneaux commutatifs unitaires A possédant des idéaux premiers non-nuls
qui ne sont pas maximaux.
Ezemple. Prenons A = Z[X] et I = XA l'idéal principal engendré par X. Soit f : A — Z
Papplication qui & tout polynéme P = a, X™ + -+ - + a1 X + ao, avec les a; € Z, associe le terme
constant ag. Il est facile de vérifier que f est un morphisme d’anneaux unitaires, qu’il est surjectif,

et que son noyau est I = X A. D’apres le théoréme 2.1, on a alors A/I ~ Z. Comme Z est integre
sans étre un corps, I'idéal I est premier sans étre maximal. a

(c) Dans l'anneau Z, considérons un idéal quelconque I = kZ avec k € N. Si k = 1, alors
I = Z n’est ni premier, ni maximal. Si k = 0, alors I = {0} est premier mais non maximal.
Si maintenant k > 2, il résulte du théoreme précédent que :
( kZ est premier ) < ( k est un nombre premier ) < ( kZ est maximal )
Ainsi dans 'anneau Z, les notions d’idéal maximal et d’idéal premier non-nul coincident.
La propriété observée ci-dessus pour Z est en fait vraie pour tous les anneaux principaux, comme

le montre la proposition suivante.
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Proposition. Si l’'anneau A est principal, tout idéal premier non-nul de A est maximal
dans A (et donc, pour les idéaux non-nuls de A, les notions de premier et de maximal
coincident).

Preuve. Soient I un idéal premier non-nul de A et J un idéal de A tel que I C J. Comme A est
un anneau principal, il existe donc a,b € A non-nuls tels que I = aA et J = bA. Comme a € I,
on a a € J donc il existe x € A tel que a = bz. Supposons que I # J, c’est-a-dire que b ¢ I. On
aa=bxr €l avecb ¢ I, donc le fait que I soit premier implique que = € I. Il existe alors y € A
tel que x = ay. On déduit que a = bx = bay, ou encore a(1 — by) = 0. L’intégrité de A implique
que 1 — by = 0 puisque a # 0, d’out by = 1, ce qui prouve que b € U(A). D’apres le lemme de
1.1, on conclut que J = A. Ainsi, pour tout idéal J de A tel que I C Jet J # I, on a J = A.
On conclut que I est maximal. a

On a vu a la remarque (b) ci-dessus que I'anneau Z[X]| posseéde des idéaux premiers non-nuls
non maximaux, ce qui donne une nouvelle preuve du fait (déja montré a la fin de 1.2) que Z[X]
n’est pas principal.

La proposition suivante précise le second théoréeme de 2.1 en montrant que la correspondance
bijective entre les idéaux de A contenant I et les idéaux de A/I préserve la primalité et la
maximalité.

Proposition. Soit I un idéal de A distinct de A.
(i) Les idéaux premiers de A/I sont les idéaux de la forme P/I ou P est un idéal
premier de A contenant 1.
(ii) Les idéaux maximaux de A/I sont les idéaux de la forme M /I ou M est un
idéal maximal de A contenant I

Preuve. Soit K un idéal de A/I. D’apres le second théoreme de 2.1, il existe un unique idéal
J de A contenant I tel que K = J/I, et 'on a un isomorphisme d’anneaux (A/I)/K ~ A/J.
Des lors, J est premier (resp. maximal) dans A si et seulement si A/.J est integre (resp. est
un corps), c’est-a~dire si et seulement si (4/1)/K est integre (resp.est un corps), ce qui est
équivaut a dire que K est un idéal premier (resp. maximal) de A/1. O

3. Applications a la divisibilité

3.1 - Interprétation de la divisibilité en termes d'idéaux

Définitions et proposition (multiples et diviseurs). Soient z et y deux éléments de
A. On dit que x est un diviseur de y dans A, ou encore que x divise y dans A, ou
encore que y est un multiple de x dans A, lorsque il existe a € A tel que y = za. On
note alors z|y, et I'on a :

(zly) & (yezxzA) & (yACzA).

Preuve. Supposons que z|y. Il existe a € A tel que y = xa. Donc y € xA. De plus, tout élément
de yA est de la forme yb avec b € A, donc de la forme xab, et donc appartient & xA, ce qui
montre que yA C xA. La réciproque est claire. O
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» CONSEQUENCES. On en déduit immédiatement que :
(1) Pour tous z,y,z € A, (=z|y et ylz) = (z|z).
(2) Pourtout u € A, (uc€U(A)) & (uA=A) & (uly quel quesoit y € A).
(3) Pour tous z,u € A, (u€U(A) et zlu) = (ze€U(A)).

COMMENTAIRE. La notion de multiple et de diviseur, et donc toute la théorie de la divisibilité que
P’on va détailler dans la suite, n’a d’intérét que dans un anneau qui n’est pas un corps. En effet, dans
un corps K, deux éléments x et y non-nuls sont toujours a la fois multiple et diviseur 'un de l'autre
puisque z = zy avec z =xy ' € Kety=travect=yzr ' =2"! € K.

Définition et proposition (éléments associés). On suppose ici que A est intégre.
Soient x et y deux éléments de A. On dit que x et y sont associés lorsqu’on a a la fois
x|y et y|x. On note alors = ~ y, et 'on a :

(z~y) & (zA=yA) & (ilexiste u € U(A) tel que x = uy ).

Preuve. La premiere équivalence découle directement de la proposition précédente. Pour la se-
conde, supposons que = ~ y. Il existe u,v € A tels que x = uy et y = vz, donc x = uvx. Si
x =0, alors y = 0, et on a = uy pour tout u € U(A). Si x # 0, on écrit (1 —uv) = 0 et on
utilise l'intégrité de A pour déduire que uv =1, d’ott u € U(A), ce qui montre le résultat.

Réciproquement, supposons = = uy avec u € U(A); on a y|x et, puisque y = u~ 'z avec u~! € A,
on a aussi z|y. On conclut que x ~ y. O

» EXEMPLES.

v' Dans Z, deux entiers m et n sont associés si et seulement si m = +n ; rappelons en effet que
I'onaU(Z) ={1,-1}).

v Pour tout anneau integre A, deux polynomes P et Q de A[X] sont associés si et seulement
s'il existe ¢ € U(A) tel que P = cQ et I'on a alors Q = ¢ 1P ; en effet on a U(A[X]) = U(A).
v' En particulier, si K est un corps, deux polynémes P et @ de K[X] sont associés si et seulement
s'il existe ¢ € K* tel que P = cQ.

» REMARQUE. Il résulte imédiatement de ces définitions que deux éléments associés dans A ont
les mémes multiples et les mémes diviseurs dans ’anneau A.

3.2 - Division euclidienne et idéaux principaux

Rappelons que 'on appelle anneau euclidien un anneau commutatif unitaire qui est integre, et
pour lequel il existe une application ¢ : A* — N vérifiant les deux conditions suivantes :

1. pour tous a,b € A*, (alb = d(a) < 0(b));

2. pour tout a € A et b € A*, il existe ¢,r € A tels que : a =bg+r et (r =0 ou d(r) < §(b)).

Une application § vérifiant ces deux conditions s’appelle un stathme euclidien.

» EXEMPLES.
(a) L’anneau Z est euclidien, pour le stathme défini par §(z) = |x| pour tout = € Z*.

(b) Si K est un corps, 'anneau K[X] est euclidien, avec §(F') = deg F' pour tout F € K[X]

non-nul.

(c) L’anneau Z[i] est euclidien, avec §(z) = zZ pour tout z € Z[i] non-nul.
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Proposition. Tout anneau euclidien est principal.

Preuve. Soit A un anneau euclidien, de stathme §. Il est integre, et il s’agit donc de montrer
que tout idéal I de A est principal. C’est clair si I = {0} (alors I = 0A) ou si I = A (alors
I =1A). On suppose donc I # {0} et I # A. On considére E = {§(z); x € I,z # 0}. C’est une
partie non-vide de N, elle admet donc un plus petit élément n. Il existe x € I, x # 0 tel que
n = d0(x). Soit alors a € I quelconque ; par division euclidienne de a par z, il existe ¢, € A tels
que a =xq+ravecr =0oud(r) <o(z) =n.Ona:r=a—xqaveca € etz el donc
r € I par définition d’un idéal. Par minimalité de n, on ne peut donc pas avoir §(r) < n, et donc
nécessairement r = 0, d’ou a = zq. Ceci prouve que tout a € I appartient & zA, c’est-a-dire
I C zA. Comme par ailleurs zA C [ puisque = € I, on conclut que I = zA. O

» REMARQUES.

(a) La proposition démontre la caractére principal des anneaux Z, Z[i], et K[X] annoncé
précédemment en 1.2.

(b) La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse ; on peut par exemple démontrer que
Panneau Zw] = {a+wb; a,b € Z} pour w = £(1+141/19) est principal mais non euclidien.

On a montré précédemment que ’anneau Z[X] n’est pas principal, donc en général : le fait que
A soit euclidien n’implique pas que A[X] est euclidien, et le fait que A soit principal n’implique
pas que A[X] est principal. On a en fait le résultat général suivant :

THEOREME. Soit A un anneau commutatif unitaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) A est un corps. (ii) A[X] est euclidien; (iii) A[X] est principal.

Preuve. On a déja vu que (i) = (ii) = (iii). Supposons maintenant A[X] principal. En particulier,
A[X] est intégre, et donc A est intégre. Considérons I’application f : A[X] — A qui, & tout polyndme
P=3", a; X*, associe le coefficient ag. Il est facile de voir que f est un morphisme d’anneaux, qui
est clairement surjectif. Donc le premier théoréme d’isomorphisme 2.1 conduit & A[X]/Ker f ~ A.
L’intégrité de A implique que A[X]/Ker f est intégre donc, d’aprés le théoréme 2.2, Ker f est un
idéal premier non-nul de A[X]. Mais comme A[X] est supposé principal, Ker f est alors, d’apres la
premiére proposition de 2.2 un idéal maximal de A[X], et donc, d’apres le théoréme 2.2, A[X]/ Ker f
est un corps. On conclut via I'isomorphisme A[X]/Ker f ~ A que A est un corps. O

3.3 - Applications des idéaux a I'arithmétique dans les anneaux principaux

On suppose A integre ; rappelons d’abord les deux définitions suivantes :
(1) Deux éléments a et b de A sont premiers entre euz lorsque les seuls éléments de A qui
divisent a la fois a et b sont les éléments de U(A).
(2) Deux éléments a et b de A admettent un plus grand commun diviseur dans A lorsqu’il
existe un élément d € A tel que d divise a, d divise b, et tout élément qui divise a la fois
a et b divise aussi d. On dit alors que d est un pged de a et b.
On a immédiatement les propriétés :
(i) Si deux éléments a et b de A admettent un pged d, alors les autres pged de a et b sont
les éléments d’ € A associés & d. De plus, les deux éléments a’ et b’ tels que a = da’ et
b = db’ sont premiers entre eux dans A.
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(ii) Deux éléments a et b de A sont premiers entre eux si et seulement si U(A) est ’ensemble
des pged de a et b, ou encore si et seulement si 1 est un pged de a et b.

Dans les situations classiques de 'arithmétique dans Z ou K[X], deux éléments quelconques ont
toujours des pged. Les résultats pratiques importants qui leur sont liés (théoremes de Bézout,
de Gauss,...) sont en fait vrais dans tout anneau principal, comme on va le voir.

Théoréme (interprétation du pged en termes d’idéaux). On suppose A principal. Deux
éléments quelconques de A admettent des pged dans A. Plus précisément, quels que
soient a et b dans A, tout générateur de I'idéal aA + bA est un pged de a et b.

(destunpgeddeaetd) < (aA+bA=dA)

Preuve. Soient a,b € A fixés. Comme A est principal, 'idéal aA 4+ bA est principal. Il existe
d € A tel que aA+bA = dA. Montrons que d est un pged de a et b. On a d’abord aA C aA+bA,
donc aA C dA, donc d|a. De méme, d|b. Soit maintenant ¢ € A tel que c|a et ¢|b. Alors aA C cA
et bA C cA, donc, puisque cA est stable par addition, aA + bA C cA, c’est-a-dire dA C cA, et
donc ¢|d. Ceci prouve que d est un pged de a et b. Réciproquement, soit d’ un pged de a et b.
Comme on ’a rappelé ci-dessus, on a d’' ~ d, donc dA = d' A, c’est-a-dire d'A = aA + bA. O

Théoreme de Bézout. On suppose A principal. Pour tous a et b dans A, on a :

('a et b premiers entre eux dans A ) < ( il existe u,v € A tels que au+bv =1)

Preuve. Soient a,b € A fixés. Supposons a et b premiers entre eux, donc 1 est un pged de a
et b, et donc aA + bA = A. En particulier 1 € a4 + bA, et donc il existe (u,v) € A? tel que
au + bv = 1. Supposons réciproquement qu’il existe u,v € A tels que au + bv = 1; alors 1
appartient a a4 + bA, donc aA + bA = A. Or, si d est un pged de a et b, on a dA = aA + bA.
On déduit que dA = A, donc d € U(A), c’est-a-dire a et b premiers entre eux. O

Lemme de Gauss. On suppose A principal. Pour tous a, b, c dans A, on a :

(a divise be, et a premier avec b ) = ( a divise ¢ )

Preuve. Comme a et b sont premiers entre eux, il existe d’apres le théoréme de Bézout u,v € A
tels que au + bv = 1. Donc ¢ = cau + cbv. Comme a divise be, on a be € aA, donc bev € aA.
Par ailleurs il est clair que acu € aA. Par stabilité de I'idéal a A pour I’addition, on conclut que
¢ = acu + bev € aA. O

Corollaire (une précision sur le théoreme de Bézout). On suppose A principal. Soient
a et b premiers entre eux dans A. Pour tout couple (u,v) € A2 tel que au + bv = 1,
'ensemble de tous les couples (z,y) € A? tels que ax + by = 1 est égal &

{(u,v) + c(=b,a); c e A}.

Preuve. Soit (u,v) € A% tel que au+bv = 1. Pour tout ¢ € A, le couple (z,y) = (u,v)+c(—b,a) =

(u — ¢b,v + ca) vérifie ax + by = a(u — cb) + b(v + ca) = au — acb + bv + bea = au + bv = 1.

Réciproquement, quel que soit (x,y) € A2 tel que ax +by = 1, on a ax + by = au + bv, d’ont

a(u—z) = b(y —v). Comme a et b sont premiers entre eux, il résulte du lemme de Gauss que a

divise y — v. Il existe donc ¢ € A tel que y — v = ca. On a alors : cab = b(y —v) = a(u — x). Si
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a # 0, on déduit par intégrité de A que u—x = cb; on obtient donc bien x = u—cb et y = v+ca.
Sia =0, alors b € U(A) et la propriété est claire. O

» COMPLEMENT. Si A est principal, on a de méme une notion de ppcem :
(a) On appelle ppcm de deux éléments a,b € A tout élément m € A tel que aANbA = mA.
(b) ('m est un ppcm de a et b ) < (a|m, b|m, et tout multiple de a et b est multiple de m ).
(c) Le produit de tout pged de a et b par tout ppcm de a et b est associé a ab.
(d) En particulier ( a et b sont premiers entre eux ) < (ab est un ppcm de a et b ).

Comme la notion de pged, la notion de ppcm est définie & ’association pres, et s’étend naturel-
lement & un nombre fini quelconque d’éléments de A.

3.4 - Eléments irréductibles et idéaux maximaux

Définition. On suppose que A est integre. Un élément x de A est dit irréductible dans
A lorsqu’il n’est pas inversible dans A, et vérifie la condition :

six = abavec a,b€ A, alors a € U(A) oub e U(A).

» REMARQUES.
1. 0 n’est pas irréductible dans A.

2. Dans la définition (a), le “ou” est exclusif. En d’autres termes, si x est irréductible dans
A et s’écrit x = ab, alors un seul des deux éléments a,b appartient a U(A) (car si les
deux étaient dans U(A), alors = appartiendrait aussi & U(A), ce qui est contraire a la
définition).

3. Un élément de A peut étre irréductible dans A mais ne plus I’étre dans un anneau conte-
nant A. Par exemple, 3 est irréductible dans Z mais pas dans QQ puisqu’il est inversible
dans Q.

4. Tout élément associé a un élément irréductible dans A est encore irréductible dans A.

Proposition (caractérisation en termes d’idéaux principaux). On suppose A inteégre.

(i) Un élément z € A est irréductible dans A si et seulement si I'idéal zA est
maximal parmi les idéaux principaux distincts de A.

(ii) On suppose de plus que A est un anneau principal. Un élément z € A est
irréductible dans A si et seulement si ’idéal x A est un idéal maximal de A.

Preuve. Supposons z irréducible. L’idéal principal M = x A est distinct de A puisque = ¢ U(A).
Soit J = aA un idéal principal de A distinct de A, c’est-a-~dire tel que a ¢ U(A), et supposons
que M C J. Alors en particulier x € J, donc il existe b € A tel que x = ab. Puisque a ¢ U(A),
lirréductibilité de x implique que b € U(A). Donc = ~ a, d'ou M = J. Ceci prouve que M
est maximal parmi les idéaux principaux distincts de A. Réciproquement soit x € A tel que A
soit maximal parmi les idéaux principaux distincts de A. Soient a,b € A tels que x = ab. Alors
x € aA, et donc xA C aA. Sia € U(A), alors aA = A. Sinon, aA # A et la maximalité de A
implique alors que A = aA, donc z ~ a, d’ou l'existence de u € U(A) tel que z = wa. Mais
x = ua = ba implique par intégrité de A que b = u, et donc b € U(A).

Ceci prouve (i). Le point (ii) est alors évident par définition d’un anneau principal. O
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» EXEMPLES.
(a) Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés.
(b) Pour tout corps K, les polynomes de degré un sont toujours irréductibles dans K[X].
(c) Si K = C, les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un.
(d) Si K = R, les éléments irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré un, et les
polynomes de degré deux de discriminant strictement négatif.
(e) Montrer que le polynome X* + 7 est irréductible dans F5[X].

(f) C’est un exercice classique d’arithmétique (lié au théoreme dit “des deux carrés”) que
de montrer que, dans I'anneau Z[i] des entiers de Gauss, les éléments irréductibles sont
d’une part les éléments x + iy avec z,y € 7Z tels que 22 4 y? soit un nombre premier, et
d’autre part les nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

e COMPLEMENT 1 : UN ARGUMENT POUR MONTRER QU’UN ANNEAU N’EST PAS PRINCIPAL.

Définition et proposition (éléments premiers.) On suppose que A est integre. Un
élément = de A est dit premier dans A lorsqu’il est non-nul et non inversible dans A,
et vérifie la condition :

si x divise ab avec a,b € A, alors x divise a ou x divise b.

On a alors les propriétés suivantes :
(i) Un élément x € A est premier dans A si et seulement si I'idéal xA est un idéal
premier non-nul de A.
(ii) Tout élément premier dans A est irréductible dans A.
(iii) Si de plus 'anneau A est principal, alors tout élément irréductible est premier,
et donc les notions d’élément premier et d’élément irréductible coincident dans
ce cas.

Preuve. Le point (i) est clair par définition d’un idéal premier.

Pour (ii), soit € A premier dans A. On a x ¢ U(A). Supposons que x = ab avec a,b € A.
En particulier x|ab, donc puisque = est premier, x|a ou z|b. Supposons que z|a. Il existe y € A
tel que a = zy, d’ot © = zyb, ou encore z(1 — yb) = 0. Comme z est non-nul car premier, on
conclut par intégrité que yb =1, donc b € U(A). On prouve de méme que a € U(A) si x|b.
Pour (iii), soit  un élément irréductible de A. Il est non-inversible et non-nul, et I'idéal M = x A
est maximal parmi les idéaux principaux de A distincts de A. Mais ici, tout idéal de A est par
hypotheése principal. Donc M est tout simplement un idéal maximal de A. Donc M est un idéal
premier de A (voir 2.2), et comme il est non-nul, on déduit du point (i) que = est un élément
premier dans A. O

» La réciproque du point (ii) peut étre fausse si A n’est pas principal. Ceci donne une méthode
pour établir qu'un anneau inteégre donné n’est pas principal : il suffit de trouver des éléments
irréductibles qui ne sont pas premiers. C’est le cas de I’exemple suivant :

CONTRE-EXEMPLE. Considérons I’anneau A = Z[i+/5]. Il est intégre comme sous-anneau de C.

Montrons d’abord que 3 n’est pas premier dans A. Observons d’abord que 3 ne divise pas 2 + iv/5
dans A (en effet, on aurait sinon (2+1iv/5) = 3(a+ibv/5) avec a,b € Z, d’ot1 3a = 2 et 1 = 3b, ce qui
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est impossible), et que de méme 3 ne divise pas 2 —iv/5. Et pourtant 3 divise 9 = (2+iv/5)(2—iv/5)
dans A, puisque 9 = 3.3. On conclut que 3 n’est pas premier dans A.

Montrons maintenant que 3 est irréductible dans A. Il est clair que 3 n’est pas inversible dans A.
Supposons que 3 = zy avec x = a + ibv/5 et y = ¢ + idV/5, ol a,b,¢,d € Z. Posons N(z) = |z|> =
a? +5b% et N(y) = |y|> = 2 +5d>. On a: 9 = N(zy) = N(z)N(y) dans N*, et donc trois cas
seulement sont possibles : N(z) = N(y) =3, 0ou N(z) =1et N(y) =9, ou N(z) =9 et N(y) = 1.
Or le premier cas est impossible (car a? + 5b? = 3 n’a pas de solutions entieres), le second implique
que x € U(A) (car a® +5b®> = 1 implique a = £1 et b = 0, et donc & = £1), et le troisitme implique
de méme que y € U(A). On conclut que 3 est irréductible dans A. O

e COMPLEMENT 2 : UN ARGUMENT VERS LA FACTORIALITE DES ANNEAUX PRINCIPAUX.

L’importance que joue dans 'arithmétique de Z la décomposition de tout entier non-nul et non
inversible en produit de nombres premiers (au signe pres), et le fait que la notion de nombre
premier s’étend a tout anneau principal en la notion d’éléments irréductible, conduit a la question
naturelle de l'existence et de I'unicité d’une décomposition de tout élément non-nul et non
inversible d’un anneau principal en un produit déléments irréductibles.

Sans donner ici de preuve complete (on les trouve partout), indiquons seulement quelques jalons
pour bien poser le probleme. Un anneau integre A est dit factoriel lorsqu’il vérifie les deux
conditions suivantes :

(F1) tout élément non-nul et non inversible de A peut s’écrire comme un produit d’élément
irréductibles dans A,

(F2) cette décomposition est unique & l'ordre pres des facteurs et a I’association pres.
On peut montrer que, lorsque l'on a (F1), la condition (F2) est équivalente a la condition :
(F’2) tout élément irréductible dans A est premier dans A.

Comme on a vu ci-dessus que la condition (F’2) est vérifiée pour les anneaux principaux, il suffit
de montrer que tout anneau principal vérifie la condition (F1) pour conclure que :

tout anneau principal est factoriel.

Pour établir la condition (F1) dans un anneau principal, la difficulté est de démontrer que tout
élément non nul et non inversible possede un diviseur irréductible, et qu’il n’en possede qu’un
nombre fini. Ces deux arguments vont reposer sur les deux lemmes suivants, qui ont tous les
deux leur intérét propre.

Lemme. Si A est un anneau principal, tout élément de A non-nul et non inversible
est divisible dans A par un élément irréductible dans A.

Preuve. Soit x € A, x ¢ U(A), x # 0. L’idéal A est un idéal propre de A. D’apres le théoréme
de Krull, il est contenu dans un idéal maximal M. Parce que A est principal, il existe un élément
z € A tel que M = xA. En particulier I'inclusion A C zA signifie que z divise x. Le fait que M est
maximal et non-nul (car il contient x qui est non-nul) implique que z est irréductible dans A. a

Lemme. Si A est un anneau principal, toute suite croissante d’idéaux de A est sta-
tionnaire.
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Preuve. Soit (In)nen une suite croissante d’idéaux de A. Il en résulte que la réunion I des idéaux I,
est dans ce cas un idéal (vérification évidente). Parce que A est principal, il existe pour tout n € N
un élément a,, de A tel que I, = a, A, et il existe b € A tel que I = bA. En particulier b € I, et donc
il existe un idéal I,,, tel que b € I,,,. Pour tout n > m, on a I,,, C I, donc b € I,,, ce qui implique
que bA C I,,. Comme par ailleurs bA D I, par définition de b, on conclut que I,, = bA deés lors que
n > m, ce qui montre le résultat voulu. a

On laisse au lecteur le soin de compléter la preuve du fait que tout anneau principal est factoriel :
- en démontrant que les deux lemmes ci-dessus permettent détablir qu’un anneau principal vérifie
la condition (F1),

- et en établissant qu’alors la condition (F2) est bien équivalente & la condition (F’2) que l'on
sait étre vraie lorsque A est principal.

D’autres exemples d’applications

4.1 - Caractéristique d'un anneau

NOTATION. On travaille toujours dans un anneau commutatif unitaire A. Pour tout z € A, on
note 2z = x +x, 3x =z + = + x et de méme nz =+ x + --- + x (avec n termes) pour tout
entier n > 2. On pose naturellement 1x = x et 0x = 0, ce qui définit la notation nx pour tout
n € N. Si 'on considére maintenant un entier m < 0, on convient que mz = n(—z) = —(nx) ou
n = —m € N. On a ainsi défini la notation nx pour tout x € A et tout n € Z. On a :

pour tout n € Z, (nly =04 ) < (nz =04 pour tout z € A ).

Lemme et définition. Il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires f : Z — A.
Il est défini par f(n) = nlg pour tout n € Z. On I'appelle le morphisme canonique de
Z dans A.

Preuve. Si f est un morphisme d’anneaux unitaires Z — A, on doit avoir f(1) = 14, d’ou
par additivité f(2) = f(1) + f(1) = 14 + 14 = 214, et par récurrence f(n) = nly pour
tout entier n > 1. Comme f est un morphisme de groupes additifs, on a aussi f(0) = 04 et

fim) = f(—=n) = —f(n) = —(nla) = (—n)la = mly pour tout entier m < 0 et en posant
n = —m. En résumé, on a f(n) =nly pour tout n € Z. Réciproquement, il est clair que f ainsi
défini est bien un morphisme d’anneaux unitaires. O

Définition. On appelle caractéristique de A, notée car A, 'unique entier k£ € N tel que
Ker f = kZ, ou f est le morphisme canonique de Z dans A.

Cette définition est justifiée par le fait que, comme f : Z — A est un morphisme d’anneaux
unitaires, Ker f est un idéal de Z; et puisque Z est principal, il est de la forme ¢Z pour un
unique entier ¢ € N.
En d’autres termes :

carA=0 & {pourtoutnGZ, (nlA:OA)@(nZO)]

carA=c>0 & [pourtoutnGZ, (nlga =04 )@(nEcZ)}
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EXEMPLES.
(a) L’anneau Z est de caractéristique nulle, ainsi que les corps Q, R, C.

(b) Pour tout n > 2, 'anneau Z/nZ est de caractéristique n. En particulier, pour tout
nombre premier p, le corps Z/pZ est de caractéristique p.

(c) Pour tout sous-anneau unitaire B de A, on a car A = car B.

Proposition. Si A integre, la caractéristique de A est soit 0, soit un nombre premier.

Preuve. Soit ¢ la caractéritique de A. D’apres le théoreme 2.1, = Z/cZ = 7Z/Ker f ~ Im f.
Comme A est integre, il est en de méme du sous-anneau Im f, et donc de l'anneau Z/cZ.
D’apres 2.2, lintégrité de Z/cZ équivaut au fait que ¢Z est un idéal premier de Z, donc ¢ est
nul ou un nombre premier. O

4.2 - Polyndome minimal et lemme des noyaux

On renvoie sur ce point aux sections 2.1 et 2.2 du document sur les polynémes d’endomorphismes
(pages précédentes 29 et 30).

4.3 - Radical et idéaux primaires

Proposition et définition. Soit / un idéal d’un anneau commutatif unitaire A. Alors

II° ble :
ensembie VI={z € A; il existe n € N*, 2" € I}.

est un idéal de A, contenant I.

Preuve. Sans difficulté ; laissée au lecteur. O.

» Les propriétés suivantes sont classiques et sans difficulté (ou I et J sont deux idéaux) :

ICI=VICVI, VVD)=VI, VInJ=VInVJ.

Définition. Soit I un idéal d’un anneau commutatif unitaire A. On dit que I est
primaire lorsque I # A et vérifie :

quels que soient deux éléments a et b de A, si ab€ I et a ¢ I, alors b € /1.

Proposition. Soit [ un idéal d’'un anneau commutatif unitaire A.
(i) Si I est premier, alors il est primaire.
(ii) Si I est primaire, alors /I est premier.

(iii) Si /T est maximal, alors I est primaire.

Preuve. Le point (i) est évident par définition puisque I C /1.

Pour montrer (ii), supposons que I est primaire. Observons d’abord que v/I # A (en effet, on

aurait sinon 1 € v/, donc 1” € I pour un certain n € N*, donc 1 € I, dott I = A, ce qui est

exclu puisque I est primaire). Considérons ensuite deux éléments a,b € A tels que ab € VI 11

existe un entier n > 1 tel que a™™ = (ab)™ € I. Ou bien a” € I, et donc a € V/I. Ou bien a™ ¢ I,
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mais alors b" € /T puisque I est primaire, donc il existe un entier m > 1 tel que (b")™ € I,
c’est-d-dire "™ € I et finalement b € /1.

Pour montrer (iii), supposons que VT est maximal. Soient a, b deux élements de A tels que ab € T
et b ¢ VI. 1l s’agit de montrer qu’alors a € I. L’idéal J = /I + bA contient strictement /T
donc par maximalité J = A. Il existe donc ¢ € VI et d € A tels que 1 = ¢+ bd. On a alors
abd = a — ac, d’'ott a — ac € I puisque ab € I, puis ac — ac®> € I en multipliant par c. Alors
a—ac® =a—ac+ac—ac? € I. De méme a — ac® = a — ac* + (a — ac)c? € I, et par récurrence
a —ac? € I pour tout ¢ € N. Puisque ¢ € VI, il existe ¢ € N tel que ¢? € I, d’otra € I. O

» EXEMPLE DE REFERENCE.

Les idéaux primaires de Z sont les idéaux p"Z, ou p est un nombre premier et ol n est
un entier naturel non-nul.

Preuve. Soit I un idéal primaire de Z. Comme Z est principal, il existe deux entiers p,q € Z,
que l’on peut supposer positifs, tels que I = ¢Z et v/I = pZ. Puisque p € V1, il existe un entier
m € N* tel que p™ € ¢Z, donc ¢ divise p™. Or d’apres le point (ii) de la proposition précédente,
I'idéal pZ est premier, donc d’apres les résultats vus en 2.2, p est un nombre premier. Dés lors
le fait que ¢ divise p™ implique qu’il existe n € N tel que ¢ = p". On a n # 0 car I # A par
hypothese. Ainsi I = p"Z avec n € N*. La preuve de la réciproque est sans difficulté et laissée
au lecteur. O
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Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand 2018-2019

L’anneau Z/nZ

Construction et structure de Z/nZ

1.1 - L'ensemble Z/nZ

» Relation de congruence

Définition. Soit n un entier naturel. Deux entiers = et y sont dits congrus modulo n
lorsque x — y est divisible par n dans Z. On note alors z = y [n]

Remarque. Tout entier x est congru modulo n au reste de la division euclidienne de z par n.
Deux entiers = et y sont congrus modulo n si et seulement s’ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

Proposition. Pour tout entier naturel n, la relation de congruence modulo n est une
relation d’équivalence sur Z.

Notation. Soit n un entier naturel fixé. Pour tout x € Z, on note ¥ la classe d’équivalence de =
pour la relation de congruence modulo n.

T={yeZ,xz=yn|} ={x+kn; keZ}
Rappelons que tout élément d’une classe T s’appelle un représentant de la classe z. Dire qu’un
entier y est un représentant de la classe T signifie que x = y [n], ou encore que T = 7.
» Ensemble quotient pour la relation de congruence

Notation. On note Z/nZ 'ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n,
c’est-a-dire ’ensemble des classes de congruences de tous les entiers.

Z/nZ7 ={T; x €L}

Cas particulier 1. Si n = 0, la relation de congruence modulo 0 est I’égalité dans Z. Dans ce cas,
on a T = {x} pour tout z € Z, et Z/0Z = Z.

Cas particulier 2. Si n = 1, la relation de congruence modulo 1 est la relation triviale dans Z,
c’est-a-dire x = y [1] quels que soient les entiers x et y. Dans ce cas, on a T = Z pour tout x € Z,
et Z/17 = {0}.

Dans la suite on ne considérera plus que le cas ot n > 2

Théoréme. Pour tout n > 2, 'ensemble Z/nZ est fini, de cardinal n, et 'on a :
Z/nZ =1{0,1,2,...,n —1}.

Le reste de la division euclidienne de x par n est I'unique représentant de T qui appartient a
[0,n —1].

Frangois Dumas - version du 8 février 2019
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1.2 - Structure d'anneau de Z/nZ
» Compatibilité de la congruence avec les opérations de Z

Proposition. Pour tout entier naturel n, la relation de congruence modulo n est
compatible avec 'addition et avec la multiplication dans Z, ce qui signifie que, quels
que soient des entiers z,2’,y, 1y :

si z=d2'[n] et y=y'[n], alors z+y=2'+y'[n] et zy=a'y[n].

» Lois quotients

Lemme. Les lois de composition internes + et x construites sur Z/nZ en posant :

pour tout (Z,%) € (Z/nZ)?, T+y=z+y e TxY=z Xy,

sont bien définies, indépendamment des représentants choisis

Preuve : Fixons T et § deux éléments quelconques de Z/nZ. On pose T+ 7y = = + y. Prenons un
autre représentant x’ de la classe T, et un autre représentant 3" de la classe 7. Cela signife que
T =717 ety =7, ouencore x =z’ [n] et y =y’ [n]. D’apres la proposition ci-dessus, on a alors
z+y =12 +9y [n],donc 2’ +y =z +Fy, cest-a-dire T+y = T + 7. Ceci prouve le résultat
pour 'addition. On raisonne de méme pour la multiplication. O

Remarque. Le lemme signifie que la surjection canonique 7 : Z — Z/nZ, qui a tout = € 7Z associe
m(x) =7, vérifie :
pour tout (z,y) € Z%, w(z+y)=n(x) +7(y) et =w(xxy)=mn(x)xn(y). (%)

Théoréme. L’ensemble Z/nZ muni des deux lois de composition internes définies au
lemme précédent est un anneau commutatif unitaire. L’élément neutre pour ’addition
est 0 et I’élément neutre pour la multiplication est 1. La surjection canonique 7 : Z —
Z/nZ est un morphisme d’anneaux unitaires.

Remarque sur la preuve. On peut vérifier par des calculs élémentaires tous les axiomes de
la structure d’anneau pour Z/nZ simplement en appliquant 7 a 'axiome correspondant dans
Panneau Z et en utilisant la propriété (x); c’est le principe de transport de structure.

On peut définir plus généralement par le méme principe 'anneau quotient A/I de tout anneau
commutatif A par tout idéal I de A. C’est cette construction qui s’applique ici a 'anneau Z et
a l'idéal nZ de Z formé par les multiples de n.

Remarque. Il en résulte que ’on peut calculer dans Z/nZ avec les régles de calcul usuelles dans
un anneau commutatif, mais avec quelques particularités :
(i) un produit peut étre nul sans qu’aucun des facteurs ne le soit (par exemple 2 x 3 = 0
dans Z/6Z bien que 2 # 0 et 3 #0);
(ii) une équation linéaire de degré 1 dans Z/nZ peut avoir plusieurs solutions (par exemple,
dans Z/16Z, I'équation 4z = 0 a quatre solutions 0, 4, 8, 12).
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1.3 - Eléments inversibles de Z/nZ et structure de corps de Z/pZ
» Caractérisation des éléments inversibles de l’anneau Z/nZ.

Théoréme. Pour tout entier x, I'élément T est inversible dans 'anneau Z/nZ si et
seulement si les entiers x et n sont premiers entre eux.

Preuve : T est inversible dans Z/nZ si et seulement s’il existe un élément y de Z/nZ tel que
Ty = 1, ce qui équivaut & l'existence d’un entier y tel que zy = 1[n], ou encore & l'existence
d’un entier y et d’un entier k tel que zy — kn = 1. D’apres le théoreme de Bézout, cette derniere

condition est satisfaite si et seulement si z et n sont premiers entre eux. O

Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Panneau Z/nZ est un corps;
(ii) Vanneau Z/nZ est intégre ;

(iii) Pentier n est un nombre premier.

Preuve : (i) implique (ii) puisque tout corps est un anneau intégre. Pour montrer que (ii) implique
(iii), raisonnons par contraposée en supposant que n n’est pas premier. Il existe alors deux entiers
non-nuls p et q distincts de 1 et de —1 tels que n = pq. On a donc pg = 7 = 0. Et pourtant p # 0
(car sinon, il existerait un entier k tel que p = kn, d’olt n = kng, ce qui contredirait q # +1), et
de méme G # 0. On a ainsi vérifié que n non premier implique Z non inteégre, ce qui prouve que
(ii) implique (iii). Montrons enfin que (iii) implique (i). Supposons n premier. Il en résulte que
tout entier appartenant & [1,n — 1] est premier avec n. En appliquant le théoréme précédent,
on déduit que les éléments inversibles de I'anneau Z/nZ sont 1,2,...,n — 1. En d’autres termes
tous les éléments de Z/nZ sauf 0 sont inversibles, donc Z/nZ est un corps. O

» Groupe des éléments inversibles de l'anneau Z/nZ.

D’une fagon générale, pour tout anneau commutatif unitaire A, ’ensemble des éléments inver-
sibles de ’anneau A est un groupe pour la multiplication, que 1’on note U(A), et que 'on appelle
le groupe des unités de A.

Le théoreme ci-dessus montre que l'ordre du groupe U(Z/nZ) est exactement le nombre d’entiers
compris entre 1 et n — 1 et premiers avec n; ce nombre ¢(n) sera étudié plus loin.

Remarquons que :
— U(Z/10Z) = {1,3,7,9} est d’ordre 4; de plus 32 —9Jet 3 =7, ce qui montre que le
groupe U(Z/107Z) est cyclique.
— U(Z/12Z) = {1,5,7,11} est aussi d’ordre 4; de plus 52 = 7% = T1° = 1, ce qui montre
que le groupe U(Z/127) n’est pas cyclique, mais isomorphe au groupe de Klein.
— Lorsque p est premier, on a d’apres le corollaire ci-dessus U(Z/pZ) = {1,2,3,...,p — 1}.
On peut démontrer que c’est un groupe cyclique.
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2. Quelques compléments algébriques classiques.

2.1 - Générateurs du groupe cyclique additif Z/nZ
» Cyclicité du groupe additif Z/nZ.

Proposition. Le groupe additif Z/nZ est cyclique.

Preuve : Considérons Z/nZ = {0,1,2,...,n — 1} muni de sa structure de groupe pour I'addition.
Ona:2=1+1,3=1+1+1, et d'une fagon générale T = 1+ --+ 1 (somme de x termes) pour
tout x € [1,n], jusqu’a 7 = 0. Ceci prouve que Z/nZ est engendré, en tant que groupe additif,
par le seul élément 1. C’est donc un groupe monogene, et comme il est fini, il est cyclique. O

» Caractérisation des générateurs du groupe cyclique additif Z/nZ.

Exemple introductif. Considérons Z/67Z = {0,1,2,3,4,5}.

- En tant que groupe additif, on a vu que Z/6Z est engendré par 1.
- Mais il est aussi engendré par 5 car :

5+5 =4, 5+5+5=3, 5+5+5+5=2,
54+5+5+5+5=1, 5+5+5+5+5+5=0.
- En revanche, il n’est pas engendré par 3 car 3 + 3 = 0, et donc une somme de termes tous

égaux a 3 ne donnera toujours que 3 ou 0, et non tous les éléments de Z/67Z.

La question qui se dégage est donc, pour un n donné, de déterminer, parmi tous les éléments de
Z/nZ, ceux qui 'engendrent en tant que groupe additif. La proposition suivante y répond.

Proposition. Pour tout entier z, I’élément T engendre le groupe additif Z/nZ si et
seulement si les entiers x et n sont premiers entre eux.

Preuve : Si T engendre Z/nZ, il existe un entier m vérifiant 1 < m < n — 1 tel que I’élément 1
soit la somme de m termes 1 = T+ - - +Z. Ceci implique que I'on a dans I'anneau Z/nZ 1'égalité
mz = 1. D’ou T inversible, et le résultat voulu d’apres le théoréme 1.3.

Réciproquement, supposons x et m premiers entre eux. D’apres le théoreme 1.3, il existe un
entier m vérifiant 1 <m <n —1tel que 1 =mzZ =T + -+ + T. Mais comme 1 engendre Z/nZ,
tout élément de Z/nZ s’exprime comme une somme de termes tous égaux a 1, et donc comme
une somme de termes tous égaux & Z. On conclut que T engendre Z/nZ. O

» Isomorphisme de tout groupe cyclique avec le groupe additif Z/nZ.

Proposition. Tout groupe cyclique est isomorphe a un groupe additif Z/nZ.

Plus explicitement, si G = {e,a,a?,...,a" 1} est un groupe cyclique d’ordre n (noté multiplica-
tivement), alors application f : G — Z/nZ qui, a tout élément a” (avec 0 < z < n— 1), associe
T, est un isomorphisme de groupes de (G, .) sur (Z/nZ,+).

D’apres la proposition précédente, un élément a® de G est un générateur de G si et seulement
si x et n sont premiers entre eux.
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2.2 - Théoreme chinois

On fixe deux entiers a > 1 et b > 1. On considere les anneaux Z/aZ et Z/bZ ; pour tout entier x,
on note T sa classe modulo a et T sa classe modulo b. On considére ’anneau produit Z/aZ x Z /bZ.
Ses éléments sont les couples (T, %), avec x,y € Z. 1l est fini, formé de ab éléments. On considere
lanneau Z/abZ. 11 est fini, formé de ab éléments. On note 7 la classe modulo ab d’un entier z.

Théoreme. Avec les données et notations ci-dessus, on consideére I’application :
f: Z/abZ — Z/aZ x Z]VZ
z — (z,7).
Alors
(i) L’application f est bien définie, et est un morphisme d’anneaux.

(ii) Si les entiers a et b sont premiers entre eux, alors f est un isomorphisme.

Preuve. Pour montrer (i), considérons deux entiers = et y vérifient T = 3. Alors z — y est un
multiple de ab. Donc d’une part T = 3 car z — y est multiple de a, et T = y car x — y est
un multiple de b. D’ou f(Z) = f(y). Ceci prouve que f est bien définie. Le fait que f soit un
morphisme d’anneaux se vérifie de fagon évidente. Pour (ii), considérons un élément Z du noyau
de f. On a f(Z) = (0,0), donc Z = 0 et & = 0, c’est-a-dire € aZ N bZ. Donc & € uZ en notant
u le ppem de a et b. Or, puisque a et b sont ici supposés premiers entre eux, on a u = ab. Donc
z € abZ, ou encore T = 0. Ceci prouve que f est injective. Il en résulte que f est bijective car
les ensembles de départ et d’arrivée sont finis de méme cardinal ab. O

Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) les entiers a et b sont premiers entre eux ;
(ii) les anneaux Z/aZ x Z/bZ et Z/abZ sont isomorphes ;
(iii) les groupes additifs Z/aZ x Z/bZ et Z/abZ sont isomorphes ;
(

iv) le groupe additif Z/aZ x Z/bZ est cyclique.

Preuve. On a montré au théoréme précédent que (i)=-(ii). Les implications (ii)=>(iii) et (iii)=(iv)
sont évidentes. Pour montrer (iv)=-(i), raisonnons par contraposée en supposant que a et b ne
sont pas premiers entre eux. Le ppcm p de a et b est donc strictement inférieur au produit
ab. Soit (Z,y) un élément quelconque de Z/aZ x Z/bZ. Comme a divise p, on a pz € aZ, d’ou
7z = 0. Donc yT = T+Z+---Z = 0. De méme ujj = 0. Ainsi tout élément (Z,y) de Z/aZ x Z/bZ
vérifie u(z, ) = (0,0) avec p < ab. En d’autres termes, tout élément de Z/aZ x Z/bZ est d’ordre
strictement inférieur & ab. Et donc le groupe additif Z/aZ x Z/bZ n’est pas cyclique. Ce qui

acheve la preuve. O
Ezemples. @0 ] @D | @2 | 1o | @1 | T2
(0,0) | (0,1) | (1,0) | (I,T) 0,0) | (0,0) | (1,T) | 0,2) | (1,0) | 0,1) | (1,2)
(0,0) | (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1, 1) (1,1) | 1,) | (0,2) | (1,0) | (0,1) | (1,2) | (0,0)
(0,1) | (0,1) | (0,0) | (1,1) | (1,0) ©,2) | 0,2 | 1,0) | @,1) | 1,2 | ©,0) | 1,1
@ §) @ ?) (} E) (@ @ @ f) I$,o | €,o) | 0,1) | 1,2) | @0 | T,D) | @2
@y | @Y ] 3,0 ] 01 | 00 o) | o) @y |0y | )| 02 | do
727 x 727 n’est pas cyclique; c’est le (1,2) | (1,2) | 0,0) | (1,1) | (0,2) | (1,0) | (0,1)
groupe de Klein V' = {e, a,b, ¢} pour : —
e=(0,0), a=(0,1), b= (1,0) et c = (I,T). 7.)27 x 7./3Z est cyclique, engendré par z = (1, 1).
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3. Quelques compléments arithmétiques classiques.

3.1 - Indicatrice d’Euler

Définition. Pour tout entier n > 2, on note ¢(n) le nombre d’entiers compris entre 1
et n — 1 qui sont premiers avec n :

o(n) = Card{k € [1,n — 1] ; pged(k,n) = 1}.

En convenant de plus de poser ¢(1) = 1, on définit ainsi une application ¢ : N* — N*
appelée fonction indicatrice d’Euler.

Remarque. ¢(n) est a la fois le nombre de générateurs du groupe additif Z/nZ, et le nombre
d’éléments du groupe multiplicatif U(Z/nZ) des inversibles de 'anneau Z/nZ.

Proposition. La fonction ¢ est une fonction arithmétique multiplicative, ce qui signifie
que, pour tout couple (a,b) € N* x N* tel que a et b soient premiers entre eux, on a :

p(ab) = p(a)p(b).

Preuve : Fixons deux entiers a,b > 1 premiers entre eux. D’apres le théoreme chinois, I’anneau
Z/abZ est isomorphe & Uanneau produit Z/aZ x Z/bZ. En particulier, ¢(ab) est égal au nombre
d’éléments de U(Z/aZ x Z/bZ). Or on vérifie aisément qu’un élément (Z,y) de Z/aZ x Z/bZ est
inversible si et seulement si T est inversible dans Z/aZ et y est inversible dans Z/bZ. 1l en résulte
que U(Z/aZ x ZJVZ) = U(Z/aZ) x U(Z/bZ) est formé de p(a)p(b) éléments. D’ol I'égalité. O

Pour donner une formule explicite permettant de calculer ¢(n), on procede en plusieurs étapes :

Lemme. Si p est un nombre premier et si « est un entier strictement positif, alors :

o(p*) = p* — p>!

Preuve : Soit p un nombre premier. On a ¢(p) = p — 1 car tout entier de [1,p — 1] est premier
avec p. Fixons maintenant un entier o > 2. Il y a p® — 1 entiers compris (au sens large) entre
1 et p® — 1. Parmi eux, ceux qui ne sont pas premiers avec p® sont exactement ceux qui sont
divisibles par p (car p est premier), c’est-a-dire ceux qui sont de la forme mp avec m € N* tel
que mp < p®. Il y en a autant que de valeurs de m telles que 1 < m < p*~!, & savoir p*~! — 1.
On conclut que ¢(p®) = (p* — 1) — (p*~ ' — 1) = p* — p*~ 1. O

1
Théoréme. Pour tout entier n > 2, ona: ¢(n)= nH(l —--).
p

peEP
pln

Preuve : Considérons la décomposition de n en produit de facteurs premiers : n = p{*pg? - - - pg*
avec pi1,p2,...,Pps premiers deux a deux distincts, et les a; > 1. D’apres la proposition, on a :
w(n) = (P )e(P3?) - p(ps*). En appliquant le lemme, il vient :

p(n) =pi" (1— o)ps* (L— 50) - pE (1= o),

d’ou le résultat. O
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3.2 - Théoreme d'Euler

Théoreme. Soient a et n deux entiers > 2. Si a et n sont premiers entre eux, alors :

a?™ = 11n].

Preuve. Comme a est premier avec n, on sait que a € U(Z/nZ). On peut donc considérer
lapplication ¢ : U(Z/nZ) — U(Z/nZ) définie par t(T) = ax pour tout T € U(Z/nZ). Parce que
@ est inversible dans U(Z/nZ), Iapplication ¢ est clairement une bijection. Donc :
[z = J[@a= = a"“?x ] =
TEU(Z/nZ)  TEU(LZ/nI) TEU(Z/nZ)
ou |U(Z/nZ)| désigne le nombre d’éléments du groupe U(Z/nZ), qui n’est autre que ¢(n). D’ou
a?™ =1, ce qui acheve la preuve. O

Corollaire. Soit p un nombre premier. Alors :
(i) pour tout a € Z tel que a ¢ pZ, on a: aP~' =1[p),

(ii) pour tout a € Z, on a : aP = a|p).

Preuve : Le point (i) est la traduction immédiate du théoréme précédent puisque p(p) =p — 1
lorsque p est premier. Le point (ii) s’obtient en multipliant les deux membres de (i) par a. O

Remarque. Le point (ii) est appelé le petit théoréme de Fermat.

Remarque. Réciproquement (i) implique que p est premier, mais il existe des entiers non premiers
qui vérifient (ii) (c’est la notion de nombre pseudo-premier, ou nombres de Carmichael, comme
561, 1105, 1729, 2465, 2821...).

3.3 - Théoreme de Wilson

Théoréme. Un entier p > 2 est premier si et seulement si (p — 1)! = —1[p].

Preuve : Supposons p premier. Donc Z/pZ est un corps, que l’on notera Fp,. Tous les éléments de
[, distincts de 0 sont inversibles. Il est clair que 1 a pour inverse lui-méme, ainsi que —1 =p — 1.
Réciproquement, soit T un élément non-nul de F,, tel que Z = Z*. On a alors > = 1, donc
(z -1)(+ 1) = 0, ce qui, parce que F,, est ici un corps donc un anneau intégre, implique
T = #+1. En résumé, 1 et —1 = p — 1 sont les seuls éléments de F, égaux & leur propre inverse.
On calcule :

p—1)N=1Tx2x--xp—2x(p—1)=1x(p—1)=—1,
[ ——

T
en remarquant que le produit des facteurs situés au centre vaut 1 puisque les facteurs qui y

figurent sont deux & deux inverses 'un de lautre. On conclut que (p — 1)! = —1 [p].

Réciproquement, supposons (p — 1)! = —1 [p]. Pour tout = € [1,p — 1], on peut écrire (p — 1)! =
T X g, ou y désigne le produit de tous les éléments non-nuls de Z/pZ distincts de Z. Or, par
hypothese, (p — 1)! = —1. Donc T x § = —1, d’olt T inversible dans Z/pZ, d’inverse —g. Ceci
étant vrai pour tout élément T non-nul de Z/pZ, on conclut que Z/pZ est un corps, et donc p
est premier. O
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4. | Quelques exercices d’application.

4.1 - Identité d'Euler

Montrer que la fonction indicatrice d’Euler vérifie I'égalité : > p(d) = n.
din

4.2 - Cyclicité du groupe (Z/pZ)*
Soit p un nombre premier. Montrer que le groupe multiplicatif U(Z/pZ) = [ est cyclique.

Indications : Notons G le groupe multiplicatif U(Z/pZ). Puisque Z/pZ est un corps, que l'on
note Fy, on a G = F. Pour tout diviseur d de p — 1, notons I'y 'ensemble des éléments de
G d’ordre d et Eq Pensemble des éléments Z de G tels que @ = I. Montrer que Eg est un
sous-groupe de G d’ordre < d et contenant I'y. et que cardI'q = ¢(d). En utilisant le théoréme
de Lagrange et I'identité d’Euler, en déduire que I" # () pour tout diviseur d de p — 1. Conclure.

4.3 - Exemple de nombre de Carmichael

Montrer que l'entier p = 561 n’est pas premier mais vérifie n? = n [p] pour tout n € Z.

Indications : Fixons n € Z quelconque et posons N = n(n”®° —1) = n((n?)?*° —1). Vérifier qu’il
existe k; € N tel que N = n(n® — 1)k;. En justifiant que 3 divise n® — n, conclure que 3 divise
N. Etablir de de méme que 11 et 17 divisent N et conclure.

4.4 - Systemes de congruence

Soient o et B deux entiers quelconques. Soient a et b deux entiers naturels non-nuls premiers
entre eux. Montrer que le systeme de congruences :

x = «alal
z
= {250
admet des solutions dans Z. Montrer ensuite que l’ensemble des solutions dans Z de (X) est :

S ={aupf + bva+ Aab; X € Z},
ou (u,v) désigne un couple d’entiers tels que au + bv = 1.

4.5 - Codage monographique en cryptographie
On note : A = {A,B,C,...,Y,Z} lalphabet, et £ = {0,1,2,...,24,25} Pensemble des 26
premiers entiers naturels. Soit ¢ la bijection naturelle de A sur £ consistant & numéroter :
9(A) =0, g(B) =1, g(C) =2, g(D) =3, ...... , 9(Y) =24, g(Z) = 25.
Coder un message littéral consiste alors a introduire une bijection f de £ sur £ et a appliquer :
AL ¢ Loe L A
a +— gla) — flg(@)) = g ' (f(g(a)))
et le décodage consiste alors en ’application :
AL s e 4 A
Bo— g(B) — [fH9(B) — g ' (f(9(8)))

Démontrer que, pour (a,b) € £ x £ fixé tel que a est premier avec 26, 'application f,; qui, &
tout entier n € £, associe 'unique entier f,;(n) dans £ vérifiant :
fap(n) = an + b [26]
est une bijection de & sur £.
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Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Racines des polyndmes en une indéterminée

Préliminaire : quelques questions sur les polynémes

1.1 - Quelle définition de I'anneau des polynémes en une indéterminée ?

On fixe un anneau commutatif unitaire A.
Notons (provisoirement) B = A® Pensemble des suites d’éléments de A qui sont “a support fini”
ce qui signifie que tous les termes sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

On note 0 = (04,04,...). Pour tout élément f = (an)nen de B distinct de 0p, on appelle degré
de f le plus grand des entiers n € N tels que a, # 0. On définit une addition et une multiplication
dans B en posant, pour tous f = (an)nen et g = (bn)nen dans B,

n
fHg=(an+ba)nen et fg=(cn)nen, avec cn = > aibn_;.
i=0

On peut montrer (vérification technique et fastidieuse, mais élémentaire) que, pour ces opérations,
B est un anneau commutatif unitaire, avec Op = (04,04,...) et 1 = (14,04,04,...). On lappelle
I’anneau des polynémes en une indéterminée a coefficients dans A.

On définit aussi le produit externe d’un élément a € A par un élément f = (an)nen en posant
af = (aan)nen. A noter que le produit externe «f n’est autre que le produit interne de f par
(a,04,04,...). C’est pourquoi on convient de noter encore o I’élément («,04,04,...) de B, ce qui
permet d’identifier A & un sous-ensemble de B. Dans cette identification, les lois définies dans B
ci-dessus prolongent celles de A, et donc A est un sous-anneau de B. particulier Op =04 et 1 = 14.

En posant ¢; = (04,04,...,04,14,04,04,...), avec 14 en (i + 1)-iéme position, pour tout ¢ € N,
tout élément de B s’écrit de fagon unique f = ZneN anen avec les a,, € A nuls sauf un nombre fini
d’entre eux (de sorte que la somme est finie). Il est clair que epem = €ntm pour tous n,m € N, et
donc e, = €7 pour tout n € N. On note traditionnellement X = e; et B = A[X], et 'on retrouve
les notations usuellement utilisées pour désigner les polynomes.

On retiendra que :
(a) Pour tout anneau commutatif unitaire A, les polynémes en une indéterminée a coefficients

dans A forment un anneau commutatif unitaire, noté A[X], dont A est un sous-anneau.
Le neutre pour 'addition est 04. Le neutre pour la multiplication est 1 4.

(b) Pour tout élément non nul P de A[X], il existe un unique entier naturel n et un unique
(n + 1)-uplet (ag,ai,...,a,) d’éléments de A, appelés les coefficients de P tels que :
P=a,X"+ap, 1 X" '+ - +a1X+ayg et a,#O0.
L’entier n est appelé le degré de P, noté deg P. L’élément non nul a,, de A est appelé le
coefficient dominant de P, noté cd(P). L'élément ag est appelé le terme constant de P.

Par convention, un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, et
l’on pose deg 0 = —o0 et c¢d(0) = 0.

c¢) Deux polynémes non nuls P =Y 1" a; X" et Q = Y 7", b; X" sont égaux si et seulement
=0 =0
sin =m et a; = b; pour tout 0 < i < n.

Frangois Dumas - version du 11 octobre 2022
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(A SiP=3"a,X et Q=>",b;X", ona:
P+ Q=0 " 0y + b)XT et PQ = Y1 (Yo ajbi) X,
avec la convention de notation a; =0sii>net b; =0si7>m.
(e) On en déduit que, pour tous P et @ dans A[X], on a :
deg(P 4+ Q) < max(deg P,deg@) et deg(PQ) < degP + degQ.

1.2 - Importance du fait que I'anneau des ccefficients soit inteégre ou non : intégrité et éléments
inversibles de I'anneau des polynémes

Proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire.
(i) Si A est integre, alors pour tous polynomes P,Q € A[X], on a :
deg(PQ) =deg P+ deg@ et cd(PQ)=cd(P)cd(Q).
(ii) A[X] est integre si et seulement si A est integre.

(iii) Si A est integre, alors le groupe des éléments inversibles de A[X] est égal au
groupe des éléments inversibles de A.

Preuve. Résulte de fagon évidente du fait que, si P = ap X"+ -+ a1 X +aoet Q =0, X" +---+
b1X + bo, avec cd(P) = an # 0 et cd(Q) = by, # 0, alors :
PQ = anb, X" + (anbm-1 + an—lbm)Xn+m_1 + -+ (a1bo + aob1) X + aobo

et de la notion méme d’anneau intégre (tout produit de deux éléments non-nuls est non-nul). O
Remarque. Si A n’est pas integre, A[X] peut contenir des éléments inversibles de degré non-nul.
Par e:cemgle, pgurfl = ZJ4Z,Je polynéme 2X +1 est inversible dans A[X], d’inverse égal & lui-méme,
puisque (2X +1)(2X +1) = 1. O

Remarque. A[X] n’est jamais un corps, que A soit ou non integre.

En effet, élément X de A[X] vérifie toujours deg(PX) = deg P + 1 pour tout P € A[X], de sorte
que l’on ne peut pas avoir PX = 1, ce qui montre que X n’est jamais inversible. a

1.3 - Importance du fait que I'anneau des ccefficients soit un corps ou non : division euclidienne
dans I'anneau des polynémes

Proposition. Soit K un corps commutatif. Quels que soient des polynomes F' et G
dans K[X], avec G # 0, il existe Q € K[X] et R € K[X] uniques tels que

F=GQ+R et degR < degG.

Preuve. Voir ouvrage de référence. On utilise de facon essentielle le fait que les coefficients des
polynoémes sont dans un corps, ce qui permet d’inverser le coefficient dominant de G. a

e De fait, le résultat de cette proposition n’est plus vrai si A n’est pas un corps.

Par exemple, prenons dans Z[X] les polynémes F = X2 +1 et G = 3X + 1. S'il existait Q, R € Z[X]
tel que F' = GQ + R avec deg R < deg GG, on aurait nécessairement R =r € Z et Q = aX + b avec
a,b € Z,dout X?>+1=(3X +1)(aX +b) +r, et en particulier 3¢ = 1, ce qui est impossible dans
Z1X].
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Attention cependant : on verra un peu plus loin que certaines divisions euclidiennes sont possibles
méme pour A un anneau quelconque lorsqu’on divise par un polynoéme Q) unitaire (ou plus
généralement de ceefficient dominant inversible dans A), ce qui est utile pour I’étude des racines
de polynomes a ceefficients dans un anneau.

e La proposition ci-dessus se traduit en disant que, si K est un corps, alors 'anneau K[X] est
euclidien, pour le stathme défini par le degré. En toute généralité, on montre que tout anneau
euclidien est principal, mais que la réciproque peut étre fausse. Cela ne se produit cependant
pas pour les anneaux de polynémes en raison du théoréme suivant (pour la preuve, voir ouvrage
de référence) :

Théoréme. Soit A un anneau commutatif unitaire. Les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Aestuncorps; (ii) A[X] est euclidien; (iii) A[X] est principal.

Le fait que K[X] est principal a de nombreuses conséquences importantes, non seulement dans
Parithmétique des polynomes (idéaux premiers et idéaux maximaux, éléments irréductibes et
éléments premiers, PPCM et PGCD, Bézout...), mais aussi dans des applications des polynomes
dans d’autres domaines (par exemple en algebre linéaire ’existence du polynéme minimal).

1.4 - Importance du fait que I'anneau des ccefficients soit fini ou non : différence entre
polynome et fonction polynomiale

Soit A un anneau commutatif unitaire.

e Pour tout polynéme P = Y7 ;a, X’ de A[X], on appelle fonction polynomiale associée & P
I'application P : A — A définie par P(a) = Y ", a;c pour tout a € A.

L’élément P(a) est appelé la valeur de P en a. On note parfois simplement P(a) = P(c).

e Notons F(A, A) 'ensemble des applications de A dans A. On considere I'application P P de
A[X] dans F(A, A). L’'image de A[X] par cette application est appelée I’ensemble des fonctions
polynomiales de A dans A, noté P(A, A). Par construction, on a :

Papplication ® : A[X] — P(A, A), P — P est un morphisme d’anneaux surjectif.

e Attention, ® n’est pas nécessairement injective !

Par exemple, pour A = Z/3Z et P = X3 42X, P est la fonction nulle de A dans A bien que P
ne soit pas le polynéme nul dans A[X].

On verra cependant plus loin que, si A est infini et intégre, alors ® est injective, ce qui permet
dans ce cas d’identifier la notion de polynome et de fonction polynomiale, comme on le fait
couramment pour les polynémes a coefficients réels ou complexes.

e Soit o un élément de A. En associant & tout polynome P de A[X] élément P(a) de A, on
définit une application de A[X] dans A, noté ev, dont il est facile de vérifier qu’elle est un
morphisme d’anneaux. Cette application

evy  A[X] = A, P evy(P) = P(a)

est appelé le morphisme d’évaluation en a.
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2.

Racines d’un polynéme

2.1 - Notion de racine

Définition. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit P un polynoéme dans A[X].
On dit qu’un élément o € A est une racine de P (ou un zéro de P) lorsque P(a)) = 0.

On a utilisé ici la notation P(c) pour P(a), la valeur de P en .

e Donnons a titre d’illustration une premiere conséquence concrete de la proposition ci-dessus.

Proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient P un polynéme dans
A[X] et a un élément de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) « est une racine de P,
(ii) (X — «) divise P dans A[X] (i.e.il existe @ € A[X] tel que P = (X — a)Q).

Preuve. 11 est trivial que (ii) implique (i).

L’implication réciproque est évidente si A est un corps car la division euclidienne permet alors de
déduire qu’il existe @, R € A[X] tel que P = (X —a)Q + R avec deg R < 1, donc en fait R =r € A.
On obtient ainsi une écriture d P de la forme :

P=(X-a)Q+r avec Q € A[X] et r€ A, dour = P(a),

d’ou le résultat. Mais en fait, méme lorsque A n’est pas un corps, on a encore 1’écriture ci-dessus
(cela provient du fait que le polynéme (X — «) par lequel on divise est unitaire). Vérifions-le de
fagon élémentaire.

Notons P = 37" ja;X"*. On cherche Q@ = 37" b; X" et r € A tels que P = (X — a)Q + r. Par
identification, cette égalité équivaut aux identités :

b1 = A, bn—k—l - abn—k = Qn-k pour 1 < k <n-— 17 r— abO = ao,

qui admettent de proche en proche une unique solution b,_1,...,b1,bo,r. On achéve alors la preuve
comme ci-dessus. O

Corollaire. Soit A un anneau commutatif unitaire integre. Soient P un polynoéme
non-nul dans A[X]. Si P admet k racines distinctes dans A, alors deg P > k.

Preuve. Notons ag, ag,...,ar des racines deux a deux distinctes de P. D’apres la proposition ci-
dessus, il existe @ € A[X] tel que P = (X — a1)Q. Comme P(a2) =0, on a (a1 — a2)Q(a2) = 0.
Parce que a1 # a2 et que A est inteégre, il en résulte que Q(a2) = 0. En réappliquant la proposition,
il existe S € A[X] tel que @ = (X — a2)S, et donc P(X — a1)(X — a2)S. On recommence avec as
et l'on obtient par itération P = (X — a1)(X — a2) -+ - (X — ag)T pour un certain T € A[X].

En réutilisant 'intégrité de A, on conclut que deg P = k 4+ deg T, d’ou la minoration voulue. a

Le résultat de ce corollaire peut étre faux lorsque A n’est pas integre.

1. Contre-exemple avec A fini : pour A = Z/47, le polynome 2X dans A[X] est de degré 1

mais admet deux racines distinctes 0 et 2.

2. Contre-exemple plus général : soit A un anneau non intégre quelconque, fini ou infini;
soient a, b deux éléments non-nuls de A tels que ab = 0. Alors le polynome X2 — (a+b)X

dans A[X] est de degré 2 mais admet quatre racines distinctes 0, a, b et a + b.
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e Une autre conséquence concerne 'injectivité de I’application associant une fonction polyno-
miale & un polynome.

Corollaire. Soit A un anneau commutatif unitaire inteégre infini. I’anneau de po-
lynémes A[X] est isomorphe a ’anneau des fonctions polynomiales P (A, A).

Preuve. On a déja vu plus haut que 'application ® : A[X] — P(A, A), P — P est un morphisme
d’anneaux surjectif. Si P Ker € @, la fonction P s’annule en tous les éléments de A, donc le polynome
P admet une infinité de racines. Il résulte alors du corollaire précédent que P est la polynéme nul.
Ainsi ® est injective et réalise donc un isomorphisme d’anneaux. a

2.2 - Ordre de multiplicité

Définitions et proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit P un po-
lynome dans A[X] et k un entier > 1. On dit qu'un élément o € A est une racine
d’ordre k de P lorsque P est divisible par (X — a)* mais pas par (X — a)**+1.
Ceci équivaut & l'existence d’un polynéme @ € A[X] tel que :

P= (X —a)kQ avec Q(a) # 0.
Une racine d’ordre 1 est dite simple. Une racine d’ordre > 2 est dite multiple. Les
racines d’ordre 2, 3... dont dites doubles, triples...

Preuve. Supposons que a € A est une racine d’ordre k de P. Alors P est divisible par (X — a)k donc
il existe Q@ € A[X] tel que P = (X — a)*Q. Si l'on avait Q(a) = 0, alors « serait une racine de Q,
donc (X — «) diviserait @ d’apres la proposition 2.1, donc (X — «)**! diviserait P, contradiction.
Donc Q(«) # 0. L’implication réciproque est claire. O

Théoreme. Soit A un anneau commutatif unitaire integre. Soit P un polynéme non-
nul dans A[X]. Soient ay,aq,...,as des racines deux a deux distinctes de P, d’ordre
respectifs k1, ko, ..., ks. Alors il existe un polynome @ € A[X] tels que :

P=(X—-a)"(X -k (X —as)kQ, avec Q(a;) # 0 pour tout 1 <i < s.

Preuve. D’aprés la proposition précédente, P est divisible par (X — a;)* pour tout 1 < i < s.
Dans le cas olt A est un corps (on notera alors A = K) on conclut rapidement car 'anneau K[X]
étant principal, P est divisible par le PGCD des (X — Oéi)ki7 qui n’est autre que leur produit puisque
les (X — ;)" sont premiers entre eux.

Si 'on ne suppose plus que A est un corps, mais seulement un anneau integre, le résultat reste vrai
moyennant une preuve un peu plus élaborée. Comme 1 et as sont des racines de P dans A d’ordre
respectif ki et kg, il existe deux polynémes Qi et Q2 dans A[X] tels que P = (X — a1)F1Q; =
(X — a2)*2Qs avec Q1(a1) et Q2(a2) non-nuls dans A. Notons K le corps des fractions de A. En
tant que polynémes de K[X], les polynémes (X — a1)** et (X — a2)*? sont premiers entre eux, donc
d’apres la propriété de Bézout appliquée dans ’anneau principal K[X], il existe deux polynémes U
et V dans K[X] tels que (X —a1)"1U + (X — a2)™2V = 1.
En multipliant les deux membres par le produit ¢ de tous les dénominateurs des ceefficients de U et
V dans K, on obtient une égalité dans A[X] de la forme
(X —a)S4+ (X —a2)*?T =c avec S,T € A[X] et c€ A.

Puisque P = (X — al)lel, le produit par @1 des deux membres de cette égalité conduit & :

CQl = PS =+ (X — az)kQTQ1 = (X — ag)szQS + (X — az)szQl.
Il en résulte que (X — a2)*? divise Q1 dans A[X], donc divise Q1, de sorte qu’il existe Q € A[X] tel
que Q1 = (X — a2)*2Q, et finalement P = (X — a1)" (X — @2)"2Q. On achéve la preuve en itérant
le processus. o
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e Un premier exemple d’application. Soit K le corps Z/pZ avec p un nombre premier. Alors
XP = X =Tlpex(X —a).
Preuve. D’apres le petit théoréeme de Fermat, on a o = « pour tout o € K. Donc les éléments de

K sont p racines distinctes du polynéme P = X? — X. Donc P est divisible par [] (X — ). Les
deux polynémes étant unitaires de degré p, on en déduit I’égalité voulue. a

e Un second exemple d’application (interpolation de Lagrange). Soit K un corps commutatif
quelconque. Quels que soient aq, ..., a, des éléments distincts de K et Aq,..., A, des éléments
de K, il existe un unique polynéme P de degré < n — 1 tel que P(«;) = A; pour tout 1 < i < mn.
Preuve. Pour tout 1 < 4 < n, on introduit le polynéme Q; = [];_,(X — ax)/(X — a), qui est de
degré n — 1 dans K[X]. Il vérifie Q;(ax) = 0 pour tout 1 < k # i < n, et Q;(a;) # 0 car les ay,
sont supposés distincts. On introduit alors le polynéme interpolateur de Lagrange L; = le,
qui est aussi de degré n — 1. Le polynéme P = )" | A\;L; est par construction I'unique solution du
probleme. a

2.3 - Utilisation de la dérivation des polyndmes

e [’existence ou non de racines multiples peut étre identifiée en utilisant la notion de polynéme
dérivé (supposée connue, voir cours de référence). On a d’abord le résultat général suivant.

Proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit P un polynéome dans A[X].
Un élément o € A est une racine multiple de P si et seulement si P(a) = P'(a) = 0.

Preuve. Si a est racine multiple de P, il existe Q@ € A[X] tel que P = (X — a)*Q avec k > 2. On

calcule P’ = (X — a)*Q' 4+ k(X — a)*'Q, d’ott P'(a) = 0 puisque k — 1 > 1.

Supposons réciproquement que P(a) = P'(a) = 0. Puisque P(a) = 0, il existe Q € A[X] tel que

P=(X—-0a)Q.Dou P =Q + (X —a)Q’. Puisque P'(a) = 0, on en déduit que Q(c) = 0 donc il

existe S € A[X] tel que Q = (X — a)S. Ainsi P = (X — )25, ce qui montre le résultat voulu. O
e Aller plus loin par la méme méthode élémentaire pour spécifier ’existence de racine double
ou triple souléve aussitot des questions quant a la caractéristique de A. On peut effectivement
montrer la proposition suivante pour tout anneau A de caractéristique nulle (en particulier en
remplagant ['usage des dérivées par les hyperdérivées) mais on se limite dans le cadre de cet
exposé au cas le plus simple ot A est un corps commutatif de caractéristique nulle.

Proposition. Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit P un polynéme non-nul
de K[X]. Un élément o € K est une racine de P d’ordre égal a k si et seulement si :

Pla)=Pl(a)=---=P®(a)=0 et P& (q)#£0.

Preuve. Soit P € K[X] de degré n. La formule de Taylor (que 1’on suppose ici connue, voir cours de
référence) s’écrit

P(X) =Y H(X —a)! PY(a).
=0
11 en résulte que, pour tout 1 < m < n, le polynéme (X — «)™ divise P si et seulement si P(a) =
P'(a) =---= P™ !(a), d’ot1 le résultat. |
e Rappelons pour mémoire que si K est de caractéristique nulle, il est nécessairement infini (tout
corps fini est de caractéristique premiere), propriété qui intervient dans plusieurs des énoncés

que I'on a vu ci-dessus.
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2.4 - Racines et irréductibilité
e D’une facon générale, un élément x d’un anneau commutatif unitaire integre A est dit irréductible
dans A lorsqu’il n’est pas inversible dans A, et vérifie :

si x = ab avec a,b € A, alors a ou b est inversible dans A.

Appliquons cette définition & un anneau de polynome A[X] o A est un anneau commutatif uni-
taire integre ; comme on ’a vu en 1.2, Panneau A[X] est alors lui-méme intégre et les polynomes
inversibles sont les constantes inversibles, c’est-a-dire les éléments de A inversibles dans A. On
obtient ainsi la formulation suivante :

Définition. Soit A un anneau commutatif unitaire inteégre. Soit P un polynéme dans
A[X]. On dit que P est irréductible lorsque P n’est pas un élément de A inversible
dans A, et qu’il vérifie pour tous P,Q € A[X] :

si P =QR, alors @ ou R est un élément de A inversible dans A.

Dans le cas particulier ou A est un corps, cette définition devient :

Définition. Soit K un corps commutatif. Soit P un polynéme dans K[X]. On dit que
P est irréductible lorsque P ¢ K* et qu'’il vérifie pour tous @, R € K[X] :

si P=QR, alors Q € K* ou R € K*.

e Il ne s’agit pas ici de faire I’étude de la notion de polynéme irréductible, qui est tres riche,
mais seulement de souligner, en se limitant au cas de polynémes a ccefficients dans un corps
commutatif K, quelques liens évidents entre cette notion et celle de racine :

1. tout polynome de degré 1 dans K[X] est irréductible dans K[X];

2. un polynéme de K[X] de degré > 2 qui est irréductible n’admet pas racine dans K ;

3. la réciproque de ces deux assertions est fausse.
Un résultat fondamental est que tout polynoéme non constant de K[X] se décompose en un
produit de polynémes irréductibles, de fagon unique (& l'ordre pres des facteurs et au produit

par des constantes non-nulles pres). On dit que 'anneau K[X] est factoriel. En particulier un
polyndéme est dit scindé dans K[X] s’il se décompose en un produit de polynémes de degré 1.

e Les situations ou la réciproque de ’assertion 1 ci-dessus est vraie correspondent a la notion
suivante :

Définition et proposition. Un corps commutatif K est dit algébriguement clos s’il
vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) tout polynéme non constant de K[X] admet au moins une racine dans K ;

(ii) tout polynéme de K[X| de degré n > 1 admet exatement n racines (comptées
avec leur ordre de multiplicité) dans K ;

(iii) les polynomes irréductibles dans K[X] sont les polynémes de degré 1;

(iv) tout polynoéme non constant de K[X] est scindé.

Preuve. L’équivalence des quatre assertions est immédiate. a
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v" On va voir ci-dessous que le corps C est algébriquement clos et que les corps que R et Q ne
sont pas algébriquement clos.

v/ Un corps fini K n’est jamais algébriquement clos (en effet le polynome [],cx(X —a) +1n’a
pas de racine dans K puisqu’il prend la valeur 1 en tous les éléments de K).

v On peut montrer en théorie des corps que tout corps commutatif admet une extension (non
unique) qui est algébriquement close.

2.5 - Cas particulier des polynomes a ccefficients complexes ou réels

e Un exemple fondamental de corps algébriquement clos est donné par le théoréme suivant :

Théoreme. Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Ce théoreme est connu sous le nom de théoreme de d’Alembert-Gauss. C’est un résultat
non immeédiat, mais dont diverses preuves peuvent étre abordées au niveau de ce document.
Elles sont de fait assez longues et élaborées : nous ne les détaillons pas ici et renvoyons aux
ouvrages de référence.

e Cas du corps de nombres réels.
Commengons par rappeler les deux faits élémentaires suivants :
(a) Tout polynéme de R[X]| de degré impair admet au moins une racine dans R.

(b) Soit P = aX?+bX+caveca,b,c € R, a # 0. Il admet deux racines réelles (éventuellement
égales) lorsque son discriminant A = b? — 4ac est positif. I n’admet aucune racine réelle
lorsque A est strictement négatif.

On déduit du théoreme de d’Alembert-Gauss une caractérisation des polynémes irréductibles

dans R[X].

Corollaire. Les polynémes irréductibles dans R[X] sont les polynémes de degré 1 et
les polynomes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

Preuve. Soit P € R[X] de degré n > 2 que l'on suppose irréductible dans R[X]. Il n’a donc pas de
racine réelle. Mais en tant que polynéme de C[X], il admet au moins une racine « € C, avec o ¢ R.
Le polynéme S = (X —a)(X —@) = X? — (a+@) X + a@ appartient & R[X]. On peut donc effectuer
dans R[X] la division euclidienne P = QS+ R avec @, R € R[X] et deg R < 2. Or P(a) = S(a) = 0.
Donc R est un polyndome de degré < 1 & ceefficients dans R qui s’annule en « ¢ R : ce ne peut étre
que le polynéme nul. Ainsi P = S = X2 4+ bX + ¢ avec b = —(a+ @) et ¢ = a@, d’ou le résultat. O

e On peut citer a titre d’application le résultat classique suivant qui relie la répartition des
racines complexes (ou réelles) de P avec celle des racines de P’.

Théoréme (dit de Gauss-Lucas). Soit P un polynéme de degré n > 2 dans C[X].
L’ensemble des points du plan dont les affixes sont les racines de P’ est inclus dans
I’enveloppe convexe de ’ensemble des points du plan dont les affixes sont les racines

de P.
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Preuve. Notons P(X) = a,(X — 1) (X —rg)*2 -+ (X — 1) ou les r; sont les m racines complexes
distincts de P et a; leur multiplicités. Les «; sont donc non-nulles et telles que oy + oo + - -+ + @ = 1.

On calcule P/(X) = > %@, d’ott 'on déduit que :
i=1 !

P'(z) _ X~ o
) = 21 zjr,- pour tout z € C\ {ry,72,...,7m}.

En appliquant cette identité & un nombre complexe r qui est une racine de P’ mais n’est pas une racine
de P, on déduit par des calculs simples dans C que :

m o m a -1 m a

J _r.) — 27 — J ) .
Z |r—mr;|? (’I" T]) - 0’ d'ott r= |: Z \rfrj\2:| Z [r—mr;|? Tj-
Jj=1 Jj=1 Jj=1

1 m

m
Pour tout 1 < j < m, on pose \; = [ > ijﬁp] ‘7"_0‘77]‘2 On a donc r = Y A\;jr;, out les \; sont des réels
J:1 J J .

j=1

positifs vérifiant Ay + Ao + - -+ A, = 1, ce qui montre que le point d’affixe r est barycentre a coefficients
positifs des points Ay, Ao, ..., A, d’affixes respectives ry,ra, ..., 7y

On a ainsi montré que tout point du plan dont ’affixe est une racine de P’ mais pas de P est dans
I’enveloppe convexe de ’ensemble des points A, A, ..., A,. C’est encore vrai pour un point dont Iaffixe
est une racine de P’ et de P (puisque c’est alors I'un des points A;), ce qui achéve la preuve. ]

Corolllaire. Soit P un polynéme de degré n > 2 dans R[X]. Si P est scindé sur R,
alors P’ est scindé sur R. De plus, I’ensemble des racines de de P’ est inclus dans le
segment [rq,r,] ou r1 est la plus petite racine et r,, la plus grande racine de P.

Ezercice. Sous les hypotheses du théoreme, l'isobarycentre des points dont les affixes sont les
racines de P est égal a I'isobaycentre des points dont les affixes sont les racines de P’.

En effet : notons P(X) = Z?:o a; X" avec a; € C, an # 0. Si 'on désigne par z1,..., 2, les

n racines de P (non nécessairement distinctes), alors zq + -+ + z, = —aZ;l. De méme, si
I'on désigne par z{,...,2/,_; les n racines de P'(X) = Y7, ia; X"~ (non nécessairement
distinctes), on a zf +--- 4+ 2/, _; = —%

On en déduit que (21 + -+ 2,) = =15 (2] + -+ + z,_1), ce qui prouve le résultat voulu.O

2.6 - Racines et extension de corps

Rappelons d’abord que si K est un corps commutatif et L est un corps commutatif tel que K
est un sous-corps de L, on dit que L est une extension de K.

Lemme. Soient K un corps commutatif et P un polynome irréductible dans K[X].
Alors il existe une extension L de K telle que P admette au moins une racine dans L.

Preuve. On considére anneau de polyndmes A = K[X] et I'idéal principal I de A engendré par P.
Parce que K est un corps, A est un anneau principal, et parce que P est un élément irréductible
de A, 'idéal I est alors un idéal maximal de A. Il en résulte que ’anneau quotient L = A/I est un
corps. Soit 7 la surjection canonique K[X] — L, définie par 7w(F) = F pour tout F' € K[X], qui est
un morphisme d’anneau.

En restreignant = & K, on obtient I'application ¢ : K — L qui associe a tout a € K sa classe a dans
L. Cette application 4 est un morphisme de corps, qui est clairement injectif (car @ = 0 signifie que
a est un multiple de P dans K[X], ce qui n’est possible que si a = 0). Le corps K peut donc étre
identifié & son image i(K) dans L, en notant donc @ = a. L’image i(K) étant un sous-corps de L,
on obtient ainsi L comme une extension de K.
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Notons ensuite z = 7(X) = X, de sorte que pour tout povlyn()me Q=>", a; X" € K[X], avec
ai,az,...,an € K,on am(Q) = (X0 a:X") =30" @X =7 ,aixz’. Sil’on choisit pour Q le
polynéme irréductible P donné au départ, on a 7(P) = 0 par construction, donc P(z) = 0, ce qui
fait apparaitre £ comme une racine de P dans L. a

Premier exemple : prenons K = R et P = X? + 1, qui est irréductible dans R[X]. On a L =
R[X]/(X? 4+ 1) qui correspond au corps C, avec i = 7(X) qui vérifie i2 +1 = 0 donc i® = —1.
Second exemple : prenons K = Q et P = X2 — 3, qui est irréductible dans Q[X]. On a L =

Q[X]/(X? — 3) qui correspond au corps Q[v3] = {z + yv3; z,y € Q}, avec /3 = 7(X) qui
vérifie (v/3)? — 3 = 0, donc (v/3)% = 3.

Théoréme. Soient K un corps commutatif et P un polynéme non-constant dans K |[X].
Alors :

(1) il existe une extension L de K telle que P admette au moins une racine dans L.

(ii) il existe une extension L de K telle que P soit scindé dans L[X].

Preuve. Pour I'assertion (i), il suffit de considérer un polynéme @ irréductible dans K[X] qui divise P.
D’apres le lemme, il existe une extension L de K telle que @) admette dans L une racine . Comme
Q divise P, cet élément o € L est aussi une racine de P.

Pour lassertion (ii), on raisonne par récurrence sur le degré n. Plus précisément, on démontre par
récurrence sur n I’assertion : pour tout corps commutatif K et tout polynéme P € K[X] de degré n,
il existe une extension L de K telle que P est scindé sur L. Pour les détails de rédaction voir ouvrage
de référence. O

Une extension L vérifiant 1’assertion (i) est parfois appelé un corps de rupture du polynoéme P.
Une extension L vérifiant I'assertion (ii) est appelé un corps de décomposition du polynéme P.

Relations entre racines et ccefficients

3.1 - Polyndmes symétriques élémentaires

Commengons par rappeler la définition générale suivante.

Définition. Soit A[X7, Xo,...,X,] Panneau des polynomes en n indéterminées a
coefficients dans un anneau commutatif unitaire A integre. On appelle polyndémes
symétriques élémentaires les n polynomes suivants :

Y1 =X1+Xo+ -+ Xy,
Yo=X1Xo+ X1 Xg+ -+ X1 Xpn+ Xo X3+ -+ Xo Xy + - + X1 Xp,

Yk = Z X, X;, ... X;, pour tout 1 <k <n, (somme de (}) termes),
1<iy <ig<-<ix<n
Y =X1X5... X,
Les polynomes 33; sont symétriques au sens ou ils sont invariants par toute permutation des

indéterminés. Aux cotés d’autres formes classiques (somme de Newton, polynoémes de Wronski...),
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ils jouent un roéle important dans I’étude des polynomes symétriques (ils engendrent 1’algebre
des polynémes symétriques).

Remarque. On vérifie par un calcul élémentaire que dans 'anneau A[X7, Xo, ..., X,][T], le
polynéme P(T) = (T — X1)(T — X2) ... (T — X,,) vérifie :
P(T)=T" =S T P4 5T 2 — oo 4 (1)1, T+ (-1)"%,.

Cette simple observation est a la base du résultat suivant, qui relie les racines et les coefficients
d’un polynome P a coeflicient dans un corps commutatif.

3.2 - Fonctions symétriques élémentaires des racines d'un polynome

Proposition. Soit K un corps commutatif. Soient aq, s, ..., a, des éléments quel-
conques de K. Pour tout 1 < i < n, posons o; = X;(a,qs,...,a,). Alors
a1, 2, ... ,0, sont les racines du polynome :
X" — o X" 40X 2 — .. 4 (=1)"0, de K[X].
Preuve. Conséquence immédiate de la derniere remarque de 3.1, ou o, = X (a1, a2, ..., a,) désigne
I’évaluation en les a; du k-ieme polyndéme symétrique élémentaire. a

Théoreme. Si K est un corps algébriquement clos, alors pour tout polynéme P =
Y gaiX' de K[X] de degré n > 1, les n racines ai,as, ..., a, de P vérifient :

A
(—1)k Sk

Splag,ag,. .. ap) = , pour tout 1 <k < n.

n

Preuve. Soit P =" a;X" un polynéme de K[X], de degré n > 1. Comme K est algébriquement
clos, P admet n racines a1, aa,...,a, dans K, et se factorise en :

PX)=%" e X" =an [I[_,(X —q;), aveca, #0.

Comme ci-dessus, on a en notant o, = X (a1, az,...,a,) Pégalité :

[[[_ (X —ai)=X"— O X" F o X" (1) o1 X 4 (1) 0.
On en déduit par identification que : an—1 = —an01, Gn—2 = An02, ..., jusqu’a a1 = (71)"71an0n,1,
ao = (—1)"anon. O

e Ezemple 1. Pour P(X) = aX? + bX + ¢ € C[X], avec a # 0, on retrouve le résultat bien

connu : b c
oL =a1+ay=—— et o09=aay=—.
a a

e Ezemple 2. Pour P(X) = X3 + pX + q € C[X], on retrouve le résultat bien connu :
or=a1+as+a3=0, ocy=0ja+aiaz+asaz=p et o03=aiaa3=—q.

e Eremple 3. Si A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans C, alors 'application du
théoreme ci-dessus au polynoéme caractéristique de A donne en particulier que :
det A= A et trA=3" 1A\,
ou Ag,..., A, désignent les valeurs propres distinctes de A comptées avec leur multiplicité.
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4. Résultant et discriminant

4.1 - Notion de résultant de deux polynémes

Dans toute cette partie, K est un corps algébriquement clos. On cherche a résoudre la question
suivante : étant donnés deux polynémes distincts P et @ de degré > 1 dans K[X], trouver une
condition nécessaire et suffisante pour qu’ils admettent au moins une racine commune. Dire que
P et Q admettent une racine commune « € K équivaut a dire que le polynome X — « divise a

la fois P et @ dans K[X], ou encore que leur pged dans anneau K[X] est de degré > 1.

Définition. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et () deux polynomes
non-nuls dans K[X] de degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons :

m .
P = ZaiXZ et

=0

Am
Am—1
Am—2

Am—n+1
Am—n

Am—n—1

R(P,Q) =

az
ai
ao

n .
Q:ZbiXZ, a;,b; € K, am;«éO, bn;«éO.
1=0
On appelle résultant de P et Q le déterminant d’ordre m + n suivant :
0 0 0 bn 0 0 0 +—1
am bn—l bn — 2
Am—1 bn72 bnfl — 3
Am 0 .
Am—n+2 Am—1 Am, bl . “—n
Am—n+1 Am—2 QAm—1 bo b1 +—n+1
Am—n Am—2 0 bo —n+2
0 0
. 0 .
as an Ant1 0 bn 0 —m-—1
as An—1 an 0 bn_1 bn —m
ai An—2 an—1 0 bn—2 bn—l —m+ 1
ao
. ag ai . . bo b1
0 0 ao 0 0 0 bo —m-+n
n m

Remarque. On a supposé ci-dessus que m > n, pour fixer clairement I’écriture du déterminant.
L’analogue pour m < n s’en déduit mutatis mutandis.

Lemme. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et () deux polynomes dans
K[X] de degrés respectifs m > 1 et n > 1. IIs admettent une racine commune dans K
si et seulement s'il existe des polynomes R et S dans K[X] tels que :

degS <n—1,

Preuve. Supposons les trois conditions du lemme vérifiées. Appelons a1, az, ..

deg R <m —1,

RQ = SP.

., i les racines (non

nécessairement distinctes) de P dans K. Alors, pour tout 1 < ¢ < m, le polynéme X — «; divise P,
donc divise RQ, dans K[X]. Puisque X — a; est de degré 1, on a nécessairement X — a; qui divise R
ou X — a; qui divise @Q, et ceci quel que soit 1 < i < m. Comme deg R < m, on ne peut pas avoir R
divisible par (X — a1)(X —az2)...(X — am). C’est donc qu’il existe au moins un indice 1 <ig < m
tel que X — oy, divise Q. Ainsi «a;, est une racine commune a P et (Q dans K.
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Réciproquement, supposons que P et ) aient une racine commune o € K. Si D est un pged de P
et @ dans K[X], on a degD > 1, et il existe des polynémes non-nuls R et S dans K[X] tels que
P=RDet Q= S5D, avec deg R < deg P et deg S < deg Q. On a alors I'égalité RQ = RSD = SP.0O0

Théoréme. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes non-constants de
K[X] ont au moins une racine commune dans K si et seulement si leur résultant est
nul.

Preuve. Soient P = Y a; X" et @ = S°1 b X' dans K[X], de degrés respectifs m > 1 et
n > 1. D’apreés le lemme, I’existence d’une racine commune a P et @) équivaut a I'existence de deux
polynoémes non-nuls R = Z?;_Ol XiX* de degré <m —1,et S = Z?:_Ol wiX*, de degré < n — 1, tels
que RQ = SP. Par identification, cette égalité équivaut aux relations :

Amfn—1 = bnAm-1

aAm—1MUn—1 + Am Un—2 = bnfl)\mfl + bn)\m72

Am—2Mn—1 + Am—1f4n—2 + Amfbn—3 = bpn—2Am—1+ b1 Am—2+bnAm_3

aopt +aipto = bodi +bido
aolo = boXo

En faisant “tout passer” dans le premier membre, on obtient un systéme linéaire homogene, de
m +n équations & m + n inconnues, qui sont fin—1, n—2, -, 4oy —Am—1, —Am—2, ..., —Ao. 1l admet
une solution non-nulle si et seulement si son déterminant est nul. Or ce dernier n’est autre que le
résultant R(P, @), d’ou le résultat. O

Corollaire. Soit K un corps algébriquement clos. Deux polynémes non-constants de
K[X] sont premiers entre eux dans K[X] si et seulement si leur résultant est non-nul.

Preuve. On a déja observé au début du paragraphe que ’existence d’une racine commune a P et )
équivaut au fait que leur pged est de degré > 1, c’est-a-dire que P et @) ne sont pas premiers entre
eux. D’ou le résultat d’apres le théoreme précédent. a

Ezxemples en petits degrés.

eSiP=aX+b et Q=cX+d, alors R(P,Q) = ad — be.

eSi P=aX?+bX +c et Q=pX+gq, alors R(P,Q) = p*c+ ¢*a — pqb.

eSiP=aX?+bX +c et Q=pX2+qgX+r, alors R(P,Q) = (ar — cp)? — (aq — bp)(br — cq).
FEzxercice. Soit a € K un parametre quelconque. Montrer qu’il existe au plus 7 valeurs de a

pour lesquelles les polynoémes P = X4+ X3+ X 4+a+1et Q = aX®+ X + @ ont une racine
commune. (Indication : vérifier que R(P,Q) = a” + 2a* + 3a® + a®> + a + 1.)

4.2 - Application : notion de discriminant d'un polynéme

Définition. Soit K un corps algébriquement clos. On appelle discriminant d’'un po-
lynéme P de degré au moins égal a 2 dans K[X] le résultant de P et de son polynéme
dérivé P’. On note :

A(P) = R(P, P').

On peut appliquer alors les résultats du paragraphe précédent.
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Théoréme. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P un polynoéme de degré au
moins égal & 2 dans K[X] et P’ son polynome dérivé. Alors le polynéme P a au moins
une racine multiple dans K si et seulement si A(P) = 0.

Preuve. D’apres la premiere proposition de 2.3, P admet une racine multiple si et seulement si P et
P’ admettent une racine commune, d’ot1 le résultat d’apres le théoreme de 4.1. a

On formule souvent ce résultat sous la forme :

Corollaire. Soit K un corps algébriquement clos. Un polynéme P de degré au moins
égal & 2 dans K[X]| n’admet que des racines simples dans K si et seulement si son
discriminant est non-nul.

EXEMPLE 1. Dans C[X], considérons P(X) = aX?+bX +c, avec a # 0. On a P'(X) = 2aX +b,

et donc :
2a 0
b 2
0

A(P) = R(P,P') = 3

= a(4ac — b?).

a
b
c

L’application du corollaire ci-dessus montre que P n’a que des racines simples si et seulement si
b2 — dac # 0, résultat bien connu!

EXEMPLE 2. Dans C[X], considérons P(X) = X3 +pX +¢. On a P'(X) = 3X? + p, et donc :
10300
A(P)=R(P,P') = p0p03| =g 3+ 2742
N T gpopo| T~ P T
0gq00p

Supposons que A(P) = 0, et notons « la racine multiple de P dans K (elle est forcément
unique puisque P est de degré 3). Comme « est alors aussi racine de P’, on a o = —£.

Si p = 0, alors la nullité de A(P) = 4p> + 27¢® implique que I'on a aussi ¢ = 0, donc
P(X) = X3, qui admet 0 comme racine triple.

Si p # 0, alors la nullité de A(P) = 4p3 + 27¢* implique que I'on a p = —2471?22, d’ou
o? = —£= %. On vérifie que seul a = —S—Z est racine de P, et c’est une racine double.

4.3 - Expression du résultant et du discriminant en fonction des racines

Théoreme. Soit K un corps algébriquement clos. Soient P et () deux polynomes
non-nuls dans K[X] de degrés respectifs m > 1 et n > 1. Notons :

P= Z:OaiXi = am H?q’zl(X —aj) et Q= Z:ObiXi = b, H?Zl(X — Bj)-
Alors le résultant est donné par : R(P,Q) = a,b;" H (0 — Bj).

1<i<m
1<5j<n
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Preuve. Les a; pour 1 < i < m et les b; pour 1 < j < n sont les coefficients dans K de P et @
respectivement, avec donc am, # 0 et b, # 0. Les a; pour 1 < i < m et les §; pour 1 < j < n sont
les racines dans K de P et @ respectivement, comptées avec leur ordre de multiplicité. On raisonne
en plusieurs étapes.

Premiére étape. Soient Pi et Q1 les polyndémes unitaires dans K[X] définis par P = amPi et
Q=0b,Q1. On a :
Pr=TIL (X — o) et Qi=[[_,(X-5).
Notons o1, ..., 0 les fonctions symétriques élémentaires en les racines a1, . . ., o, de P, et o1, ..., o),
les fonctions symétriques élémentaires en les racines (i, ..., 3, de Q. D’apres 3.2, on a :
Am—1 m @0 ’ brn-1 ’ n bo
S — m = —1 —_— = - n:_1 PR

01 am s g ( ) am7 o1 b, ) g ( ) by,
et donc : Pi=X" o1 X" 40 X" — 4 ()" o1 X+ (1),

Qr=X"—0 X" P+ o, X" 2 — .+ (=1)" o, 1 X+ (=1)"0.

Deuziéme étape. Reprenons les expressions développées P = 3" a; X' et Q = > 1 b: X"
L’expression de R(P,Q) vu en 4.3 permet de voir R(P, Q) comme un polynéme en les n + m + 2

indéterminées ao, a1, ..., am,bo, b1, ..., b,. Plus précisément, la forme du déterminant permet d’ob-
server que ce polynome est homogene de degré n en les indéterminées ao, a1, ..., a, et homogene de
degré m en les indéterminées bo, b1, ..., b,. Dans Panneau Klao, a1, ..., am,bo,b1,...,by], notons :

R(P,Q) = F(ao,al,. . .,am,bo,bl, . .,bn).
D’apres les observations précédentes :
R(P’Q) :a”"];'LbTF( 20 ail "'7M71’%’%""7 b’nil’]‘)'

am’ am’ am bn

Cette relation appliquée aux polynoémes P; et Q1 développés comme a la fin de la premiere étape

s’écrit :
R(P17 Ql) = F((_l)ma-mv (_l)m_la’m—lv sy TO01, 17 (_1)"10_’/’“ (_1)”-10_;71’ RN} _Jll7 1)
On en déduit d’abord que R(P1, Q1) est un polyndme symétrique en a1, @, ..., dune part, et

en (1, B2, ..., B, d’autre part.
On en déduit ensuite que R(P, Q) = apn, by R(P1,Q1), d’ot R(P1, Q1) = 0siet seulement si R(P, Q) =
0, c’est-a-dire d’apres le théoréme de 4.1 si et seulement s’il existe un couple (z,7) avec 1 < i < m
et 1 < j < ntel que a; = By.
Ces deux remarques impliquent que, dans Kai,...,&m,B1,-..,Bxs], le polynéme R(Pi,Q1) est
divisible par (a; —8;) pour tous 1 < ¢ <met 1 < j < n, donc par le produit H1<i<m’1<j<n(ai_ﬁj).

En notant S ce produit et en comparant pour chacun des polynémes R(P1,Q1) et S les degrés
en ai,2,...,0m €t en B1,02,...,0n, ainsi que le coefficient de (aiaz---am)™, on en tire que
R(P1,Q1) = S. On conclut R(P, Q) = ap,by'S, ce qui acheve la preuve. O

REMARQUE. On a donc les expressions suivantes du résultant :

R(P,Q)=anbm T[] (ci—8)=ap [[ @)= (1mb [ PB)).
1<i<m 1<i<m 1<j<n
1<5<n

qui rendent explicite la conclusion du théoreme de 4.1

Corollaire Soit K un corps algébriquement clos. Soit P = a, X" + -+ -+ a1 X + ag un
polynéme de degré n > 2 dans K[X]. Soient a, ..., a, les racines de P dans K. Alors
le discriminant de P est donné par :

n(n—1) _
AP)=(-1)"z o' J] (i—ay)?
1<i<j<n
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Preuve. Ona: P(X)=an [[ (X —ax), donc: P (X)=a, 3 ( (X — ak))
1<k<n 1<j<n M<k<n,k#j
d’ol, pour tout 1 < i < n, I’égalité :
Pla;) = an(as —on)(ai —az) ... (s — aim1) (s — aigr) - . (0 — o).
On calcule alors en utilisant les expressions de la remarque ci-dessus :

A(P)=R(P,P)=al '] P'(a:)

1<i<n

= U,Z_IH an(oq — al)(ai — Ozz) N (ai — ai—l)(ai — ozi+1) N (Ozi — an)

1<i<n
= ain—ll—[ (ai — 051)(041' — Oéz) e (Oéi — Oéi—l)(ai — O¢i+1) e (Oci — Ozn)
1<i<n

= ai”_11<H< (—l)i_l(al — Dzi)(OéQ — ai) e (ai_l — ai)(ai — Dzi+1) e (a,- — an)

2n—1 n(n—1)/2 2
=a (=) T (i - ag)”,
1<i<j<n
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Agrégation interne de Mathématiques - Clermont-Ferrand

Fractions rationnelles

1. | Corps des fractions d’'un anneau commutatif unitaire intégre

Il existe bien str des anneaux integres qui ne sont pas des corps. Le but de ce qui suit est de
montrer que, néanmoins, on peut construire de fagon canonique pour tout anneau commutatif
untaire intégre A un corps K qui le contient, et qui est (en un sens que l'on précisera) le plus
petit corps qui le contient. Puisque tout corps est un anneau integre et que tout sous-anneau
d’un anneau integre est integre, la question n’a de sens qu’en partant d’'un anneau A integre.

1.1 - Construction
» Données.

Fixons A un anneau commutatif unitaire integre. Posons A* = A\ {0}. On définit dans A x A*
la relation ~ par : (a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

» Etape 1. — la relation ~ est une relation d’équivalence dans A x A*.

Preuve. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Pour la transitivité, considérons trois couples
(a,b), (¢,d) et (e, f) dans A x A*. Supposons que (a,b) ~ (¢, d) et (¢,d) ~ (e, f). On a donc : ad = bc
et ¢f = de. 1l vient adf = bef = bde, et comme d # 0, lintégrité de A implique af = be, d’ou
(a,b) ~ (e, /). 0

Pour tout couple (a,b) € A x A*, on note ¢ la classe d’équivalence de (a,b) pour la relation ~ :
2={(c,d) € Ax A*; (¢,d) ~ (a,b)} = {(c,d) € A x A*; ad = bc}.

Une telle classe s’appelle une fraction. On note K = (A x A*)/ ~ Densemble quotient de
A x A* par la relation ~, c’est-a-dire ’ensemble des fractions. Tout couple (¢, d) appartenant a
a

7 s’appelle un représentant de la fraction 7. En résumé :

(¢=5dans K) < ((a,b)~ (c,d) dans A x A*) < (ad=bcdans A ).

» Etape 2. - L’application ¢ : A — K qui, a un élément a € A associe la fraction ¢(a) = ¢,
est injective, et est appelée injection canonique de A dans K.

Preuve. Soient a,c € A tels que ¢(a) = ¢(c). Alors ¢ = ¢, d'ott a.1 = 1.¢c, donc a = c. O
On convient d’identifier A avec le sous-ensemble ¢(A) de K, qui lui est équipotent. Via cette
identification, A est un sous-ensemble de K, et on pose a = {, pour tout a € A. Donc :

quel que soit @ € A, on a : a:%:{(c,d)EAxA*;c:ad}:%d pour tout d € A*.

En particulier : 0 = % = % pour tout b € A* et 1 = % = % pour tout b € A*.

» Etape 3. — Les lois de composition internes dans K définies par :
a 4 ¢ _ adtbe a . c_ ac
b T4~ bd et b X d = bd

sont bien définies (indépendamment des représentants choisis), munissent K d’une structure
d’anneau commutatif unitaire, et prolongent celles de A (ce qui signifie que I'injection canonique
est un morphisme d’anneaux unitaires, ou encore que A peut étre considéré, en I'identifiant avec
son image par ¢, comme un sous-anneau unitaire de K ).
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Preuve. Supposons que § = ‘;—: et & = ;—;. Un calcul évident montre que ab’ = a’b et cd’ = 'd
impliquent d’une part (ad + be)b'd = (a’d’ + b'c')bd, et donc 2dtbe — “/db/,fif’/c/, et d’autre part
(ac)(b'd") = (a’c')(bd), et donc £ = %. Ceci prouve que les deux lois sont bien définies. Qu’elles
satisfont alors tous les axiomes de la structure d’anneau commutatif unitaire (avec 0 = % pour
neutre additif et 1 = % pour neutre multiplicatif) est une simple vérification laissée au lecteur.
Enfin quels que soient deux éléments a,c € A, on a : ¢(a + ¢) = “T*‘ = ¢+ ¢ = ¢a) + ¢(c) et
¢lac) = & = §.¥ = ¢(a).¢(c), ce qui acheve la preuve. O
» Etape 4. — Tout élément non nul de K est inversible dans K. Plus précisément, tout élément
¢ € K avec (a,b) € A* x A* admet 2 pour inverse.
Preuve. Evident puisque %g = Z—f; =1. a

1

En particulier, tout élément non nul a € A admet dans K l'inverse .

1.2 - Conclusion

On a démontré par cette construction et les vérifications faites aux différentes étapes :

Théoréme. Soit A un anneau commutatif unitaire integre.
L’ensemble K = (A x A*)/ ~ des fractions sur A, muni des lois construites ci-dessus,
est un corps commutatif, qui contient A comme sous-anneau unitaire.

1.3 - Caractere canonique et minimal de la construction

La proposition suivante explicite le caractére minimal du corps de fractions.

Proposition. Soit A un anneau commutatif unitaire integre. Soit K son corps de
fractions.
(i) Si K’ est un sous-corps de K tel que A est un sous-anneau de K’, alors K/ = K.
(ii) Si L est un corps tel que A est un sous-anneau de L, alors il existe dans L un
sous-corps K’ isomorphe & K, ce qui permet par identification de considérer K
comme un sous-corps de L.

Preuve. Pour (i), on a A C K’ C K avec K’ un corps. Soit € K. Par définition, il existe a € A et b € A*
tel que z = § = a%. Onabe Adoncbe K, avec b # 0; comme 'inverse de b dans K est % € K, et

que cet inverse doit appartenir & K’ puisque K’ est un sous-corps, on a % € K’. Par ailleurs a € A donc

a € K'. Le sous-corps K’ est stable par produit, donc a% € K, cest-a-dire ¢ = x € K’'. Cela prouve

que K C K, donc K = K'. ’

Pour (ii), on a A C L avec L un corps. Considérons l'application j : K — L qui a toute fraction § € K
associe ab~!, c’est-a-dire le produit dans L de a (qui est un élément de A donc de L) et de l'inverse de
b (car b est un élément non-nul de A donc inversible dans L). Il est immédiat de vérifier que j est bien
défini, que c’est un morphisme d’anneaux unitaires, et que j est injective. Par ce plongement, on identifie
K au sous-corps j(K) de L. O

1.4 - Exemples
» Le corps de fractions de 'anneau intégre Z est appelé corps des rationnels et est noté Q.
» On considere dans C le sous-anneau A = Z[i] = {a + bi; a € Z,b € Z} des entiers de
Gauss. Le sous-ensemble Q(i) = {p +¢i; p € Q,q € Q} de C est un sous-corps de C
isomorphe au corps des fractions de A.
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2. Corps de fractions rationnelles

2.1 - Notion de fraction rationnelle

Lemme. Soient A un anneau commutatif unitaire et A[X] ’anneau des polynémes en
une indéterminée a coefficients dans A. Si A est integre, alors A[X] est integre.

Preuve. Soient P,Q deux polynémes non-nuls de A[X], de degrés respectifs n,m € N. Notons P =
SraiXtet @ = Y b X" avec a;,b; € Aya, # 0,by, # 0. On a alors PQ = apb, X" ™™ + ---.
L’intégrité de A implique que apby,, # 0 dans A, donc PQ # 0 dans A[X]. O

En particulier, si K est un corps, alors 'anneau K[X] est integre. D’ou la définition suivante.

Définition. Pour tout corps K, le corps de fractions de 'anneau integre K[X] est
appelé corps des fractions rationnelles a coefficients dans K, noté K(X). Ses éléments
sont de la forme :

F = g ou (P,Q) € K[X] x K[X] avec ) # 0 est un représentant de F'.
Considérer les corps de fractions rationnelles a coefficients dans un corps est suffisant pour rendre
compte des corps de fractions des anneaux de polynomes a coefficients dans un anneau integre.

Proposition Soit A un anneau commutatif unitaire integre. Soit K le corps de frac-
tions de A. Alors le corps de fractions de 'anneau integre A[X] est égal a K (X). Ses
éléments sont de la forme :

F avec P,Q € A[X], Q # 0.

=2
T Q

Preuve. Comme A est un sous-anneau de K, anneau A[X] est un sous-anneau de K[X], donc un sous-
anneau du corps K (X). D’apres le point (ii) de la proposition 1.3, le corps de fractions F' de A[X] est un
sous-corps de K (X). Puisque que A C A[X], on a K C F, et comme par ailleurs A[X] C F, on en déduit
que K[X] C F. Finalement K[X] C F C K(X), et comme K (X) est le corps de fractions de K[X], on
conclut avec le point (i) de la proposition 1.3 que F' = K(X). O

» Ezemple. Le corps de fractions de Z[X] est Q(X).

» Remarque : cas de plusieurs variables. En utilisant 'isomorphisme canonique K[X;, Xa| ~
K[X1][X2], il résulte du lemme ci-dessus que K[X, Xo] est integre ; on peut donc considérer son
corps de fractions K (X1, X3) ~ K(X1)(X2) et, par une itération évidente, le corps de fractions
rationnelles K (X7,...,X,) en un nombre fini quelconque n d’indéterminés.

2.2 - Dérivée d'une fraction rationnelle

Proposition et définition. Soit K un corps.
(i) Pour toute fraction rationnelle F' = g € K(X) avec P,Q € K[X],Q # 0, la
fraction rationnelle F/ = % est indépendante du couple de représentants

(P, Q) choisi. On Pappelle la fraction rationnelle dérivée de F.
(ii) L’application F' — F’ est un endomorphisme de K-espace vectoriel de K (X)
vérifiant de plus (FG) = F'G + FG' pour toutes F,G € K(X).

Preuve. Vérification évidente. 0
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2.3 - Formes irréductibles, zéros et pdles d'une fraction rationnelle

Proposition et définition Soit K un corps.

Pour toute F' € K(X), on appelle représentant irréductible de F' tout couple de po-
lynémes P,Q € K[X] avec Q # 0 tels que F' = g avec P et () sont premiers entre eux.

On dit aussi dans ce cas que F' = g est sous forme réduite.

Pour toute F' € K(X), il existe un unique représentant irréductible P, Q tel que @ est
unitaire.

Preuve. Soit F = 4 € K(X) avec A, B € K[X], B # 0. Parce que K est un corps, 'anneau K[X] est
principal. On peut donc considérer un pged D € K[X] de A et B; rappelons que D n’est pas défini de
facon unique, mais au produit pres par un élément de K*. On a A = DP et B = DQ avec P et
premiers entre eux. Donc F' = g, et le couple P, Q) est un représentant irréductible de F'.

Désignons par ¢ € K* le coefficient dominant de @) et notons @1 = %Q, qui est unitaire dans K[X]. Si

l'on pose P, = %P, onaF = % = %, avec toujours P; et ()1 premier entre eux. La preuve de I'unicité

est évidente et laissée au lecteur. O
Définition Soit K un corps. Soit F = g € K(X) supposée écrite sous forme
irréductible.

On appelle zéro de F' dans K tout zéro dans K du polynéme P € K[X].
On appelle péle de F dans K tout zéro dans K du polynéme non-nul @ € K[X].

» Remarques.
1. Ces notions ne sont définies qu’en partant d’une forme irréductible de F', et dépendent
du corps K ou on les considere.
X3-1

Ezemple. Considérons F(X) = 5= € R(X). Sous cette forme, les zéros réels du dénominateur
sont 1 et —1. Mais il faut réécrire F' sous forme irréductibe F(X) = Xz)'("iflﬂ pour conclure

que F' admet —1 comme unique poéle dans R et n’admet pas de zéros dans R. Pour la méme
fraction vue dans C(X), on a toujours —1 comme unique pole dans C, mais on a aussi
deux zéros j et j2 dans C.

2. L’ordre d’un zéro (respectivement d’un pole) de F' est naturellement défini comme son
ordre en tant que zéro de P (respectivement de Q).

3. Soit F' € K(X) une fraction rationnelle. Comme le polynéme @ n’a qu’'un nombre fini
de zéros dans K, la fraction n’a qu'un nombre fini de poles. Notons D ’ensemble K
privé de I’ensemble fini des poles de F. Pour tout élément x € K, on peut considérer
par évaluation des polynomes P et @ en x les éléments P(z) € K et Q(z) € K*. D’ou
I’application :

F:D—K, xHﬁ(m):ggg

On appelle Fla fonction rationnelle associée a F', et 'on note généralement F=F.

On montre facilement (la preuve est laissé en exercice au lecteur) que, lorsque le corps
K n’est pas fini, deux fractions rationnelles sont égales si et seulement leur fonctions
rationelles associées coincident en tout x € K qui n’est un pole ni de I'une ni de 'autre.
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2.5 - Degré d'une fraction rationnelle

Définition Soit K un corps. Soit F' = g € K(X) non-nulle supposée écrite sous forme
irréductible. On appelle degré de F' 'entier relatif deg F' = deg P — deg Q € Z.

— On pose par convention deg F' = —oo lorsque F' = 0, et ’on obtient les propriétés usuelles :

deg(F + G) < max(deg F,deg G) et deg(F'G) = deg F' + deg G pour toutes F,G € K(X).
— Attention : deg F' > 0 ne signifie pas que F' est un polynéme (par exemple F(X) = )?(jl ).
— En utilisant 2.2, calculer & titre d’exercice deg I’ en fonction de deg F' pour toute F' €

K(X).

Décomposition en éléments simples

3.1 - Principe général

» Partie entiere

Lemme et définition. Soit K un corps. Toute fraction rationnelle F' € K (X) s’écrit
de facon unique sous la forme F' = F + S ou E est un polynoéme de K[X] et S est
une fraction rationnelle dans K (X) vérifiant deg.S < 0. Le polynéme E est appelé la
partie entiére de F.

Preuve. Comme K est un corps, 'anneau K[X] est euclidien. En effectuant la division euclidienne de P par
Q, il existe deux polynémes E, R € K[X] telle que P = QE+ R avec deg R < deg @, d’ou F' = 5 = E+g
avec S = % € K(X) de degré strictement négatif, ce qui montre lexistence de la décomposition. Pour
l'unicité, supposons que F = E; + 51 = Fy + Sy avec Fy,Ey € K[X] et 51,5 € K(X) de degrés
strictement négatifs. On a alors E; — Fy = Sy — S avec E1 — Es un polynome et So — S; une fraction
de degré strictement négatif, ce qui n’est possible que si £1 = E5 et S1 = So. O

» Le théoréme fondamental

Théoréme. Soit K un corps. Toute fraction rationnelle F' € K(X) s’écrit de facon
unique sous la forme :

F=E+S5+85+---+5
avec E € K[X] la partie entiere de F et, pour tout 1 <i <p, S; € K(X) de la forme :

Si= > 5

=1 @

ou les @; sont des polynomes irréductibles dans K[X] deux a deux non associés, les n;
sont des entiers naturels non-nuls, et les P;  sont des polynomes dans K [X] vérifiant :

deg P; 1, < deg @; pour tout 1 <7 <p et tout 1 <k < n;.

Cette écriture unique s’appelle la décomposition en éléments simples de F'.

Dans cette écriture, les polynomes Q1, @2, ..., Q) sont les facteurs distincts de la décomposition
en polynomes irréductibles dans K[X] du dénominateur de F’ écrite sous forme réduite, et 'entier
n; est la plus grand puissance avec laquelle @); intervient dans cette décomposition.

Nous ne reprenons pas ici la preuve de ce théoreme, qui est classique et figure dans tous les
ouvrages d’algebre élémentaire.
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3.2 - Mise en ceuvre sur C et R

Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1, et les polynomes irréductibles
de R[X] sont les polynémes de degré 1 et ceux de degré 2 dont le discriminant est strictement
négatif; on en déduit immédiatement la forme de la décomposition en éléments simples dans

C(X) et dans R(X).

Corollaire 1. Toute fraction rationnelle F' € C(X) s’écrit de fagon unique sous la
forme :

ou :

E € C[X] est la partie entiere de F,

ai,...,ap € Csont les poles deux a deux distincts de F' d’ordres respectifs ny, ..., nyp,
les coefficients \; j, appartiennent a C.

Corollaire 2. Toute fraction rationnelle F' € R(X) s’écrit de fagon unique sous la

forme : .
- i,k X +Bik
F=FE+ Z > P20 D ot
i=1k=1 (X i1 jmy X e
ou :
E € R[X] est la partie entiere de F,
ai,...,a, € Rsont les poles de F' deux a deux disctincts d’ordres respectifs n1, ..., np,

les coefficients \; ;, appartiennent a R,

les polynémes X2 + b; X + ¢; pour 1 < i < ¢ sont les diviseurs irréductibles de degré 2
du dénominateur de la forme réduite de F’,

les coefficients «; 1, B;  appartiennent a R.

Les méthodes classiques de calcul des coefficients figurent dans la plupart des livres usuels; on
ne les reprend pas ici.

3.3 - Quelques applications usuelles
» Calcul des primitives des fonctions rationnelles réelles.

La décomposition en éléments simples dans R(X) permet par linéarité de ramener le calcul des
primitives de toute fonction rationnelle réelle au calcul des primitives des fonctions rationnelles
du type correspondant aux deux types déléments simples X i‘a) FOU ¢ X;ﬁ;;ﬁc) -, pour lesquels des
méthodes d’intégration adhoc peuvent étre mises en ceuvre. C’est une des applications majeures

de la décomposition, mais la encore, nous renvoyons aux livres d’enseignement classiques.

» Calcul de sommes de séries “téléscopiques”.

Exemple : la série 7>
1
w3

e} W)(n-ﬂ) est convergente (équivalente a la série de Riemann de terme

général Pour calculer sa somme, on introduit la décomposition en éléments simples du terme
1 _ 1 1 1 1
general F( ) m =35 (n+1) + 2(7L+2) donc 2F( ) (ﬁ - T—H) (n+1 n+2) D’ou
F(n

230 F(n) = (1= 3) = (g — w')s puis 4% F(n) = §.
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4. Divers prolongements et développements

4.1 - Développement en série entieres d'une fonction rationnelle complexe

On consideére ici une fraction rationnelle F' € C(X) et l'on note f la fonction d’une variable
complexe & valeurs complexes associée (au sens de 2.3.3); une telle fonction est appelée une
fonction rationnelle complexe.

Proposition. Toute fonction rationnelle complexe f n’admettant pas 0 pour pole est
développable en série entiere au voisinage de 0, et le rayon de convergence de cette
série entiére est égal au minimum des modules des poles de f.

Preuve. La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle F' € C(X) associée est de la
forme :

P ng
F(X)=E(X)+ Z:lkz;l (X)‘_‘"z’fi)k avec z;, A € C.

Par hypothese z; # 0 pour tout 1 <i<p. Pourtout 1 <i<p, 1<k<mn;etz€C,ona:

| | i
fur(e) = e = 2 (1-2)

11 est clair alors, puisque |z| < |z;| équivaut a |zi\ < 1, que fi; est développable en série entiere sur
D(0,]|z]), et que le rayon de convergence correspondant est égal & |z;|. Il en résulte pour la somme des
fik, en notant p = min{zy,...,2,}, que f est développable en série entiere sur D(0, p), et que le rayon
de convergence correspondant est égal a p. O

4.2 - Fonction rationnelle réelle a valeurs entieres

e Rappelons d’abord que l'on sait caractériser les polynémes P € R[X] tels que P(n) € Z pour
tout n € Z. Ce sont les polynoémes de la forme Y. ;a;H; avec a; € Z, ot H; désigne pour
tout i € N le polynéme de Hermite H; = X (X — 1)+ (X —i+1) de degré i, avec Hy = 1.
Ces polynomes vérifient : H;y1(X + 1) = H;p1(X) + Hi(X), avec H;(0) = 0. Il est clair que
H;(n) = (}) € N pour tout n € N, d’ott H;(n) € Z pour tout n € Z. La famille (H;);>o est une
famille étagée qui constitue donc une base de R[X], et 'on montre par récurrence sur le degré
que, parmi les combinaisons linéaires réelles des H;, celles dont les coefficients sont des entiers
sont exactement les polynémes qui ne prennent que des valeurs entieres sur Z.

e On considere ici une fraction rationnelle ' € R(X) et 'on note f la fonction réelle d'une
variable réelle associée ; une telle fonction est appelée une fonction rationnelle réelle.

Proposition. Toute fonction rationnelle réelle qui ne prend que des valeurs entieres
sur Z est une fonction polynomiale.

Preuve. On raisonne par récurrence sur le degré de la partie entiere de F' (voir 3.1).

Supposons d’abord que la partie entiere de F' est de degré nul. On a donc F' = ¢+ S avec ¢ € R et
S € R(X) tel que deg S < 0. La fonction rationnelle réelle s associée & S vérifie lim,,_, o, s(n) = 0, donc
la suite (f(n))n>0 est une suite d’entiers qui converge dans R vers le réel c. Il en résulte que ¢ € Z et
f(n) = ¢ pour n assez grand, donc s(n) = 0 pour tout entier n assez grand. Si s n’était pas identiquement
nulle, elle n’admettrait qu'un nombre fini de zéros (ceux du numérateur d’une forme réduite de S), donc
ici s est nécessairement la fonction nulle. On conclut que F' = ¢ € Z.
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Supposons ensuite que la proposition soit vraie pour toute fraction rationnelle de partie entiere de degré
< k. Soit F € R(X), décomposée suivant 3.1 en FF = E + S, avec E € R[X] tel que degFE < k+ 1 et
S € R(X) telle que deg S < 0. On considere la fraction rationnelle G(X) = F(X + 1) — F(X); comme
F elle vérifie G(n) € Z pour tout n € Z et sa partie entiere E(X + 1) — E(X) est de degré < k. On
applique hypothese de récurrence pour conclure que F(X + 1) — F(X) est un polynéme, et donc que
S(X) =5(X+1) dans R(X). En comparant I’ensemble fini des p6les complexes de S(X) et de S(X +1),
on en déduit que S =0, et donc que F € R[X]. O

4.3 - Décomposition en éléments simples de P’/ P et théoreme de Lucas

Proposition. Soient P un polynéme non constant de C[X], r1,..., 7y, ses zéros dans
C et aq,...,an leurs multiplicités respectives; on a alors dans C(X) 1’égalité :
PI(X)  <—m o
P(X) — ijl X—]rj'
Preuve. Notons P(X) = a,(X —r1)*(X —12)*2 -+ (X — 7n)%. On calcule P/(X) = E;n:1 ajf:(jj), et
le résultat voulu s’en déduit. O

Une conséquence classique mais intéressante de ce simple calcul est le théoreme de Lucas qui
établit que, si P est un polynéme de degré n > 2 dans C[X], 'ensemble des points du plan dont
les affixes sont les zéros de P’ est inclus dans 1’enveloppe convexe de I’ensemble des points du
plan dont les affixes sont les zéros de P (voir page 77 de ce document, dans la section consacrée
aux racines d’un polynéme).

4.4 - Déterminant de Cauchy
Proposition. Soient ai, ..., ay,by,...,b, des nombres complexes tels quel a; +b; # 0
pour tous 1 < 14,5 < n. Le déterminant de la matrice :

Ap = (ai%bj)lgi,jgn

I[I (@-a) JI -0

1<i<y< 1<i<j<
det A, = == S

B I (ai+by)

1<i,j<n

est égal a :

Preuve. C’est un calcul classique dont on trouvera le détail dans de nombreux ouvrages; nous ne le
reprenons pas ici. L’idée est que, si F' est une fraction rationnelle admettant n poles simples (& savoir

ai,...,a,) qui prend des valeurs données en n points distincts des a; (a savoir —by, ..., —by,), alors, dans
la décomposition en éléments simples F(X) = >, X’\%a, les numérateurs Aq, ..., A, sont solutions d’un
systeme de n équations a n inconnues dont le déterminant est le détermiant de Cauchy. O

4.5 - Automorphismes de K(X)

Théoréme. Le groupe des K-automorphismes d’anneau de K (X) est isomorphe au
groupe linéaire projectif PGL(2, K).

Preuve. Notons Aut i K (X) le groupe des K-automorphisme de K (X) c’est-a-dire le groupe des automor-
phismes d’anneaux de K (X) vérifiant o(a) = a pour tout a € K. Tout o € Autx K(X) est entieremement
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déterminé par la valeur de o(X). En particulier, pour toute matrice M = (’C‘ Z) € GL(2,K), on peut

considérer oy € Autg K(X) défini par op(X) = ggis On vérifie aisément que :

®:GL(2,K) - Autg K(X), M~ oy
est un morphisme de groupes. Son noyau est le sous-groupe des matrices scalaires dans GL(2, K), que
lon identifie & K*, de sorte que Im® ~ GL(2,K)/Ker® = GL(2, K)/K* = PGL(2, K). 1l suffit donc
pour montrer le théoreme de vérifier que ® est surjective.

Fixons o € Autg K(X) quelconque. Posons Y = o(X), que 'on peut écrire sous la forme Y = % avec
P,Q € K[X] premiers entre eux, Q) # 0. Il est clair que l'on a aussi P # 0, et la surjectivité de o équivaut
a lexistence de deux polynémes R, S € K[Y] premiers entre eux tels que X = %. On note :

R=a,Y"+ ---4+a1Y +apet S=b0,Y"+---+b1Y + by avec ai,bi € K, (ao,bo) ?é (0,0) 75 (an,bn).

Donc :

Y anP"Q "+ 4+ a1 PQ ! + aq B anP" + -+ a; PQ" ! + aoQ"
- by PPQ" + -+ 01 PQ1 + b o bnpn+,,.+b1anfl+b0Qn’

X(bp P+ -+ 01 PQ" 1 4 00Q™) = 4, P" + - - -+ a1, PQ" ! + apQ",

que l’on écrit sous la forme (byX — ag)Q™ = PT avec T € K[X]. Puisque P et ) sont premiers entre eux
dans lanneau principal K[X], on en déduit avec le lemme de Gauss que P divise (bpX — ag). Comme
(ag,bo) # (0,0), il en résulte que P est de degré inférieur ou égal & 1. De maniére symétrique, on montre
que @ divise (b, X — a,,)P" pour en déduire que @ est de degré inférieur ou égal & 1. Ainsi P est de la
forme aX + b et @ de la forem ¢X + d, donc o(X) = g))((j_'s, et la bijectivité de o implique ad — bc # 0.
Ceci prouve que o = oy pour M = (‘; Z) € GL(2, K), ce qui établit la surjectivité de ®.. a

ou encore :

Commentaire. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Liiroth. Un théoréeme compa-
rable, connu sous le nom de théoréeme de Castelnuovo, nettement plus profond et compliqué,
décrit explicitement le groupe des K-automorphismes de K(X,Y). D’une fagon générale, le
groupe Autx K(X1,...,X,) est appelé le groupe de Cremona, et constitue un objet fondamen-
tal de géométrie algébrique.
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