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Corps de Siegel

Par Eric Gaudron A Clermont-Ferrand et Gaél Rémond A Bordeaux

Résumé. Nous appelons corps de Siegel une extension algébrique du corps des nombres
rationnels sur laquelle un lemme de Siegel vaut. C’est classiquement le cas pour les corps de
nombres mais aussi pour le corps des nombres algébriques d’aprés Roy—Thunder et Zhang.
Nous donnons de nouveaux exemples. Nous montrons aussi qu’il existe des corps qui ne sont
pas de Siegel, a savoir les corps de degré infini qui satisfont la propriété de Northcott, intro-
duite par Bombieri—Zannier. Notre démarche repose sur I’étude de plusieurs séries de minima
successifs associés a un espace adélique. Les différentes propriétés du corps se lisent sur des
quantités généralisant la constante d’Hermite. Dans le cas des nombres algébriques, nous cal-
culons leurs valeurs exactes.

We define a Siegel field to be a subfield K of the algebraic numbers over which a Siegel
lemma holds. Known examples include number fields (classical geometry of numbers) and the
field of algebraic numbers itself (Roy—Thunder and Zhang). We investigate the situation for
other fields. We provide new examples such as real algebraic numbers or Hilbert class fields
towers, as well as counterexamples. We also relate the Siegel condition to other properties
of K, for example the Northcott property introduced by Bombieri—Zannier. For this we define
several series of successive minima for an adelic vector space over K, which give rise to di-
verse numerical invariants of K (akin to Hermite’s constant). When K is the field of algebraic
numbers, we determine their exact values.
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188 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

1. Introduction

Ce texte trouve son origine dans la question suivante : que se passe-t-il entre le lemme
de Siegel classique (sur un corps de nombres) et le lemme de Siegel absolu de Roy—Thunder—
Zhang (sur Q) ? Autrement dit, quels sont les corps K C Q sur lesquels on peut énoncer un
lemme de Siegel ? Nous proposons un cadre pour répondre a cette question, celui des espaces
adéliques rigides sur K, et donnons plusieurs exemples de corps ol nous pouvons dire s’il
existe ou non un lemme de Siegel.

Avant de présenter les détails de notre travail, rappelons de quoi il s’agit. Classiquement,
on appelle lemme de Siegel un énoncé permettant de trouver une petite solution a un systeme
d’équations linéaires. Dans le cas le plus dépouillé, nous avons : si (a, b, c) € Z3\ {(0,0,0)},
alors il existe (x, y,z) € Z3\ {(0,0,0)} avec ax + by + cz = 0O et

max(|x], |y|,|z]) < V6 max(lal, |b|, [c[)"/>.

Ceci s’obtient facilement par le principe des tiroirs. L’extension a un systeme arbitraire, qui
a fait fortune en approximation diophantienne et théorie des nombres transcendants pour la
construction de fonctions auxiliaires, porte le nom de Siegel qui I’a formulé le premier comme
un lemme dans un article de 1929. On en fait toutefois généralement remonter I’idée & Thue
(dans un article (en allemand) de 1909 [25] mais en réalité la méme approche apparait déja en
1908 dans un article [24] en norvégien).

Nous pourrions méme, a un petit changement de point de vue pres, reculer encore dans
le temps. En effet, dans I’exemple précédent, notons E 1’espace vectoriel réel

{(x,y,2) € R? | ax + by +cz =0}
muni de la norme ||(x, y, z)|| = max(|x|,|y|,|z|) puis A le réseau de E donné par
{(x.y.2) € Z° | ax + by + cz = 0}.

La question devient alors d’estimer la plus petite norme non nulle d’un élément de A. Alterna-
tivement, nous cherchons la plus petite valeur p pour laquelle le corps convexe

C={ueckE|ul<p)

contient un élément de A \ {0}. Nous voici dans le cadre de la géométrie des nombres de
Minkowski : son fameux premier théoreme (1889) affirme que C N A # {0} des que

vol(C) > 4vol(E/A)
pour une mesure de Haar quelconque sur E. Le calcul montre

4vol(E/AN) 4 _,
_— < — b
ey = 3¢ max(al. bl lel),

ce qui conduit 2 une version améliorée de I’inégalité précédente ol +/6 est remplacée par
v/4/3. Remarquons en passant que le calcul deviendrait plus confortable avec une norme
euclidienne. Avec la norme /x2 + y2 + z2, la quantité 4 vol(E/A)/ vol(C) vaut exactement

4 _,Na?+b%+c?
er |pged(a, b, ¢)|
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 189

tandis que, pour la norme du supremum, une formule exacte pour ce quotient s’écrirait par
exemple

1 max (0, |a|+|b|+|c|—2max(|a|,|b|,|c|))2)‘1

-2 -1
d(a.b. _
P Ipged(a. b o) (max(|a|,|b|,|c|) 4labe]

dont on déduit la majoration ; en dimension supérieure le calcul exact n’est plus gérable et
I’estimation requiert I’inégalité de sciage du cube de Vaaler, voir [5, 28].

Ainsi le lemme de Siegel se réduit au premier théoréme de Minkowski. Nous ignorons
de quand date cette observation. En revanche, I’étape suivante, a savoir la remarque que I’on
peut appliquer le second théoreme de Minkowski dans ce contexte, apparait indépendamment
dans les travaux de McFeat en 1971 [17] et de Bombieri—Vaaler en 1983 [5]. Entre temps, la
situation avait été généralisée aux corps de nombres. Par exemple, nous pouvons énoncer, en
nous limitant au premier théoréme : si K est un corps de nombres,

(%) il existe un réel ¢(2, K) > 0 tel que pour tout (a, b, c) € K>\ {(0,0,0)}
il existe (x, y,z) € K>\ {(0,0,0)} avec
ax +by+cz=0etH(x,y,z) <c(2, K)H(a,b,c)l/z.

Ici la hauteur peut étre prise indifféremment (si I’on ne précise pas ¢ (2, K)) avec la norme
du supremum ou la norme hermitienne en une place infinie.

En 1995-1996, Roy—Thunder [22] et Zhang [33] montrent indépendamment le fait remar-
quable que I’assertion () vaut pour K = Q. Ceci nous amene a poser la définition suivante :
un sous-corps K de Q est dit de Siegel s’il satisfait (x). Nous cherchons 2 savoir quels sont les
corps ayant cette propriété.

Nous nous placerons dans le cadre des espaces adéliques sur K, c’est-a-dire des espaces
vectoriels de dimension finie munis de normes en toutes les places de K. De fagon précise,
nous nous limitons aux espaces adéliques que nous appelons rigides, dont les normes peuvent
étre définies par une matrice adélique (voir définition 3.1 et suivantes). A un tel espace E, sont
attachées des notions de hauteur des points Hg: E — R et de hauteur de I’espace H(E).

Commencons par dire que nous montrerons que si K satisfait la condition apparemment
faible (x) (pour un certain type d’espace adélique de dimension 2 et seulement sous la forme
du premier théoreme de Minkowski), alors il vérifie automatiquement la propriété générale que
pour tout n > 1 il existe un réel c¢(n, K) tel que si E est un espace adélique rigide sur K de
dimension 7, alors il existe une base eq, ..., e, de E avec

Hg(ey)---Hg(en) <c(n, KYH(E).

Nous formaliserons ceci a I’aide de minima successifs au sens de la hauteur, notés A; (E). Nous
considérerons aussi la variante A?V(E ) introduite par Bombieri—Vaaler, les minima A; (E) de
Thunder, ceux de Zhang Z;(E) ainsi que des mélanges comme CZBV(E ) (Zhang et Bombieri—
Vaaler). Une bonne partie de notre travail consistera a comparer ces différents minima.

La forme forte du théoréme de Zhang pour un espace adélique rigide E sur Q de dimen-
sion n s’écrit

Z\(E)--- Zn(EYH(E)™" < exp(n(Hy —1)/2)

on Hy, =1+ % + -+ % est le nombre harmonique. En général nous appelons corps de
Zhang un corps K C Q tel que ce produit Z;(E)--- Z,(E)H(E)™! est borné uniquement en

Brought to you by | University of Gothenburg
Authenticated
Download Date | 10/6/17 2:21 PM



190 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

fonction de n = dim E pour tout £ sur K. Un de nos principaux résultats établit que cette
propriété, plus forte que celle de Siegel, lui est en fait équivalente dés que [K : Q] = oo.

Théoreme 1.1. Un corps de Siegel qui n’est pas un corps de nombres est un corps de
Zhang.

Nous faisons aussi le lien avec la propriété de Northcott, étudiée par Bombieri—Zannier
[6]. La définition des minima de Zhang montre que, sur un corps de Northcott, les Z;(E)
sont infinis pour i > 2. Il s’agit la en fait d’une caractérisation des corps de Northcott (voir
proposition 4.4). Par analogie, nous appelons corps de BV-Northcott un corps sur lequel les
§IBV(E ) sont infinis pour i > 2. En particulier un corps de Northcott n’est jamais un corps de
Zhang et nous déduisons donc du théoréme la conséquence suivante.

Corollaire 1.2. Un corps de Northcott qui n’est pas un corps de nombres n’est pas un
corps de Siegel.

Le théoréme sera établi au paragraphe 4.6 (voir corollaire 4.20). Les arguments utilisés
s’averent plus quantitatifs que ne le laisse supposer I’énoncé et permettent, de maniere un peu
inattendue, de montrer I’optimalité de la constante apparaissant dans le théoreme de Zhang
pour K = Q, méme dans la forme faible n’impliquant que le premier minimum A; = Zj.

Théoreme 1.3. Pour tout € > 0 et tout n > 1, il existe un espace adélique rigide E sur
Q de dimension n tel que A1 (EYH(E)™Y" > exp((H, — 1)/2) — .

Nous pouvons formuler ce résultat en disant qu’il fournit la valeur exacte de la constante
d’Hermite du corps Q (paragraphe 5.2) alors que, 2 titre de comparaison, celle du corps Q reste
inconnue pour tout n > 9, n # 24 (paragraphe 5.1).

Nous examinerons aussi un invariant intéressant du corps K, noté c1(K) : il s’agit du su-
premum des quotients )L]fV(E YH(E)™!lorsque E estun espace adélique rigide de dimension 1.
Lorsqu’il est fini, il permet de comparer aisément entre elles toutes les séries de minima d’un
espace E de dimension quelconque; a I’opposé, si K est de Northcott (ou de BV-Northcott)
sans &tre un corps de nombres, alors ¢ (K) est infini.

Nous donnerons de nombreux exemples : corps de Siegel, corps non de Siegel, corps
de BV-Northcott mais non de Northcott, corps avec ¢ (K) fini, corps avec ¢1(K) = 1. Nous
passerons également en revue une liste de questions ouvertes a propos de 1’existence de corps
ayant telle ou telle propriété.

Précisons que les espaces adéliques rigides que nous considérons dans tout le texte sont
en particulier hermitiens et purs au sens de [10]. Ce choix est dicté par deux raisons : d’une
part, les définitions mé&me des espaces adéliques et des hauteurs dans le cas général apparaissent
beaucoup plus délicates que dans le cas hermitien pur ; d’autre part, la présente étude, majori-
tairement qualitative (on s’intéresse essentiellement a savoir si certains invariants du corps K
sont finis ou infinis, rarement a estimer leurs valeurs), se trouverait peu modifiée par I’utilisa-
tion de normes non hermitiennes & I’infini : on se ramenerait au cas hermitien a la fagon de
[9] par multiplication par un défaut d’hermitianité A(E) majoré uniformément en fonction de
n = dim E. L’autorisation de normes impures aux places finies, quant a elle, interdirait com-
pletement certaines comparaisons de minima faites ici (car le défaut de pureté de [10] n’est pas
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 191

borné en fonction de la dimension). Nous espérons revenir sur ces questions dans un travail
ultérieur.

Dans la partie suivante, nous étudions places et adeles de K, en mettant I’accent sur la to-
pologie et la mesure sur I’ensemble V(K) des places de K. Cette fagon d’envisager la hauteur
sur K s’inspire de 1’approche d’ Allcock—Vaaler [1] que nous généralisons. Nous consacrons
ensuite la partie 3 aux définitions de la notion d’espace adélique rigide et des différentes hau-
teurs associées (points, espaces) ainsi qu’a leurs propriétés de base. La partie 4 introduit les
minima et rassemble toutes les comparaisons qui les lient entre eux. Enfin, la derniere partie
contient nos exemples de corps.

2. Places d’une extension algébrique

2.1. Topologie. Soit K une extension algébrique de Q. Nous notons V' (K) 1’ensemble
des places de K, c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équivalence de valeurs absolues non
triviales sur K. Pour v € V(K), nous ne considérons qu’un seul représentant de la classe
d’équivalence v, noté |-|,, a savoir celui qui étend une valeur absolue usuelle sur Q ; nous
pouvons le caractériser par |p|, € {1, p, p~'} pour tout nombre premier p. Lorsque L est
un sous-corps de K, nous notons toujours v|;, la restriction de v € V(K) a L et écrivons a
I’occasion res: V(K) — V(L) pour I’application correspondante.

Notre premiere tiche est de munir V' (K) d’une topologie et d’une mesure. Cette construc-
tion généralise celle d’Allcock et Vaaler qui traitent le cas ou K est une extension galoisienne
d’un corps de nombres (voir [1]).

Notons & I’ensemble des extensions finies de Q contenues dans K. Pour tous L, L' € &
avec L C L', nous disposons d’une application de restriction V(L") — V(L) qui fait de la
famille (V(L))zeg un systeme projectif d’ensembles. De 1la mé&me fagon, pour tout L € &,
la restriction donne une application V(K) — V/(L). La collection de ces fleches fournit une
application

r:V(K) — l(ln V(L).

Le&

Lemme 2.1. L’application r est bijective.

Démonstration. Si nous réalisons la limite projective comme la partie du produit
[[1ce V(L) formée des familles (v ) eg telles que vy /|, = vz pour tous L, L € & avec
L C L', alors I'application r est donnée par r(v) = (v|1)reg. Elle est injective car si
r(v) = r(v’), alors, pour tout x € K, nous avons |x|, = |x|y en choisissant L = Q(x).
De méme, pour la surjectivité, nous reconstruisons une place de K a partir des vy, en posant
pour x € K la définition |x[y = [x|yg,,- On vérifie sans peine que ceci définit une valeur
absolue donc une place v et que vz, = vy, pour tout L € &. |

Nous munissons a présent les ensembles V(L) (L € &) de leur topologie discrete. Les
applications de restriction sont alors évidemment continues et nous pouvons donc munir V(K)
de la topologie de la limite projective. Il s’agit de la topologie la moins fine pour laquelle les
applications de restriction V(K) — V(L) (L € &) sont continues. En d’autres termes, la
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192 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

topologie est engendrée par les ouverts
Vo(K) = {w € V(K) | wz, = v}

pour tous L € & et v € V(L). Ces ensembles sont aussi fermés. La topologie obtenue sur
V(K) est totalement discontinue (en effet : si w # w’, il existe L € & avec w|z, # wl’ . et
w et w’ sont séparés par la partie ouverte et fermée Vaw,, (K)) et donc séparée. Elle est, de
plus, localement compacte : en effet, comme pour tout L. € &, ona V(L) = ]_IPGV(Q) Vp(L)
(somme directe topologique), on trouve V(K) = ]_[pev((@) Vp(K) avec

Vp(K) = lim V(L)

Le&

pour tout p € V(Q); chaque V(L) est fini donc compact, ce qui entraine que V,(K) est
compact (c’est un fermé de [[; ¢ Vp(L) pour la topologie produit et cet espace est compact
par le théoréme de Tychonoff). Par suite, les ouverts fondamentaux V;, (K) sont aussi compacts
(puisque fermés dans un compact V5 i, (K)).

Lemme 2.2. Soit Y une partie de V(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Y est ouverte et compacte.
(2) Y est une union finie de parties de la forme V,(K) ouv € V(L) et L € &.

(3) Y est une union finie de parties de la forme V,(K) ou v € V(L) pour un élément fixé L
de &.

(4) Y = res”\(X) pour une partie finie X de V(L) avec L € &.

Démonstration. (1) = (2) : Les parties V,(K) forment une base d’ouverts de V(K).
Comme Y est ouvert, il s’écrit comme union de tels ouverts. Par compacité une union finie
suffit.

(2)=@3):SiY = J'_, V4, (K) avec v; € V(L;), on considere le compositum L des
L;et,alors,onaY = J/_, Uwer,. () Vw(K).

(3) & (4) : Reformulation évidente.

(3) = (1) : Clair car V3 (K) est ouvert et compact. ]

2.2. Mesure. Nous introduisons ensuite des mesures (boréliennes) sur les espaces V(L)
pour L € &. Puisque la topologie est discrete, il s’agit de mesures de comptage pondérées ; tout
ensemble est mesurable et la mesure d’un point est fournie par

[Ly @ Qo]
pv}) = ——=
[L: Q]
ou L, désigne le complété du corps de nombres L en la place v et Q, le complété de Q en
la place v|@. En vertu de I’isomorphisme L ®q Qp =~ @vevp () Lv, nous constatons que
n(Vp(L)) = 1.
Plus généralement, la compatibilité des mesures u sur les V(L) s’exprime par

n(Vo(L") = n({v})
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 193

siv € V(L) et L C L', comme on le voit en écrivant L' ®r, Ly >~ Dyey, (1) Lw- Par
conséquent, i ’aide de I’additivité, on a p(res™1 (X)) = wu(X) pour tout X C V(L) et toute
restriction res: V(L") — V(L).

Ces propriétés permettent de munir V(K) de la limite de ces mesures. Nous obtenons
une mesure borélienne p pour laquelle

[Ly = Qy]
[L:Q]

(siv € V(L)) eten particulier u(V,(K)) = 1si p € V(Q).
Décrivons par exemple la construction de la mesure sur V,(K). La formule

pn(Vy(K)) =

pres™H (X)) = p(X)

pour toute restriction res: V,(K) — V,(L) avec L € & définit une mesure p sur le clan
des compacts-ouverts de V,(K). En effet, si A =[],y Bn avec des compacts ouverts A
et By, alors B, = @ pour n assez grand donc, en prenant un compositum, on peut écrire
A =res 1 (Y) et B, = res”1(X,) pour Y, X, C V(L) et L € & (indépendant de n). De la
sorte, on a ¥ = [[,cn Xn et donc I'égalité n(A) = Y, cn 1(Bp) résulte du fait que p est
une mesure sur V(L) (ensemble fini).

Un théoreme classique permet donc d’étendre la mesure du clan a une tribu. On écrit
pour cela p(B) = inf{}_,cny 1(An) | B C U, en An} ol chaque A4, est de la forme V;,(K)
(v € Vp(L), L € &) pour toute partie B de V,(K). Cette formule définit une mesure sur la
tribu

T = {B CVp(K) | W(E) = uw(E N B) + pn(E N (Vp(K) \ B)) pour tout E C VP(K)}.

Cette tribu contient la tribu engendrée par le clan des compacts-ouverts, a savoir la tribu boré-
lienne. On vérifie immédiatement que 1’on a pour B € T :

(1) w(B) =inf{u(U) | B C U, U ouvert};
(2) n(B) =sup{u(C) | C C B, C compact};
(3) il existe des boréliens X, Y telsque X C B C Yetu(Y \ X) =0.

Pour montrer (1), on utilise que & est dénombrable, car K 1’est, donc
{Vo(K) |v e Vy(L), L €&}

I’est aussi et donc tout ouvert est de la forme UneN A, comme dans la définition de w ; (2) et
(3) s’ensuivent. Pour tout ceci, voir par exemple [4,12].

La tribu est complete.

On étend ensuite la mesure a 1’union dénombrable disjointe V(K') des V,(K).

L’intérét de cette mesure apparaitra clairement lors de nos définitions de hauteurs (voir
définitions 2.16 et 3.3) mais nous pouvons déja en donner ici un avant-gott dans 1’esprit de [1].
La définition classique de la hauteur de Weil d’un nombre algébrique x € K s’écrit

Ly, :Qy
h(x) = Z %logmax(lﬁxb)
veV (L)
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194 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

ou L est un corps de nombres (L € &) arbitraire contenant x. Cette somme finie est exac-
tement 1’intégrale sur V(L) pour u de la fonction a support compact v — log max(1, |x|y)
mais I'introduction de la mesure limite permet méme de s’affranchir du choix de L et d’écrire
intrinsequement sur K

h(x) = / log max(1, |x|y) du(v).
V(K)

La fonction v — logmax(1, |x|y) est effectivement intégrable sur V(K) car elle est a support
compact et localement constante : elle est constante sur les ouverts de la forme Vy,(K) avec
vo € V(L) etx € L € & et asupport dans U\XIvO#l Vo (K).

2.3. Cas galoisien. Le lecteur attentif aura noté que nombre des propriétés de la topo-
logie et de la mesure de V(K) sont partagées par les groupes profinis munis de leur topologie
profinie et de leur mesure de Haar. En fait, si K est une extension galoisienne d’un corps de
nombres Ko (c’est la situation étudiée dans [1]), I’espace mesuré V(K) est 1ié au groupe profini
Gal(K/Kp). Nous avons une action de groupe

Gal(K/Kg) x V(K) — V(K), (o,v)+ ov

ot ov est la place définie par |x|sy = |07 1(x)|y pour x € K (le 0! est mis pour avoir une
action a gauche). Si vg € V(K)), alors la partie V;,,(K) est stable par I’action de Gal(K/Ky).

Lemme 2.3. L’action induite Gal(K /Kgo) x Vy,(K) — Vy,(K) est transitive.

Démonstration. Considérons une suite de corps (Ky),en de sorte que K est une ex-
tension galoisienne finie de Ko, K, C K41 et K = UneN K, (et Ky est bien le corps ainsi
noté ci-dessus). Si maintenant v, v’ € V,,(K), pour montrer qu’il existe 0 € Gal(K/Kp) avec
ov = v’, il nous suffit de trouver une suite de 0, € Gal(K,/Ko) avec o, (v|g,) = v|/Kn et
On+1|K, = On- Comme op = id convient, supposons d, construit pour n > 0. Choisissons
T € Gal(Ky+1/Ko) tel que 71k, = oy. Les places t(vg,, ) et vl’Kn+l coincident sur K
donc il existe ¢ € Gal(Ky+1/Kp) tel que p(t(vik,,, ) = v|’Kn+1 (on utilise le résultat du
lemme pour deux corps de nombres — cas classique). Alors 0,41 = ¢ o T convient. O

Lemme 2.4. Cette action est continue.

Démonstration. 11 suffit de montrer que I'image réciproque X de V,(K) pour
v € Vyo(L) et L une extension galoisienne finie de K¢ contenue dans K est ouverte. Or
ow € Vy(K), pour 0 € Gal(K/Kp) et w € Vy,(K), s’écrit (oj1)(w|r) = v donc X est
I’image réciproque d’un ensemble a travers Gal(K/Ko) x Vy,(K) — Gal(L/Ko) x Vy,(L).
On en déduit que X est ouvert car, par définition des topologies, cette application est continue
lorsque son but (fini) est muni de la topologie discrete. O

Nota bene : dans cette démonstration, nous avons utilisé le fait que les V;,(K) pour
v € Vy(L) et L une extension galoisienne finie de K¢ contenue dans K formaient une base
de la topologie de Vy,,(K) : ceci résulte du fait que, si L’ € &, on peut considérer sa cloture
galoisienne L C K et, pour v € V,,, (L"), I'’ensemble ouvert fondamental Vi (K) est égal a
I’union (finie) des V,(K) pour v € V(L) C Vyy(L).
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Examinons a présent I’effet de cette action sur la mesure.
Fixons arbitrairement une place vy € V;,(K) et considérons I’application continue

p:Gal(K/Ko) = Vyo(K), 0o+ ovy.

Proposition 2.5. La mesure sur Vy,(K) est donnée par

o= [(KO)vo : QUO]/L
[Ko:Q] ™°
ou [Lp est la mesure image par I’application p de la mesure de Haar sur Gal(K / Ko) (de masse
totale 1).

Démonstration. Puisque p est I’'unique mesure étendant la mesure sur le clan des com-
pacts-ouverts, il suffit de vérifier la formule pour un compact ouvert ou méme pour un ensemble
Vu(K) o v € Vy,(L) et L une extension galoisienne finie de K¢ contenue dans K (voir
remarque ci-dessus). Autrement dit, il suffit de montrer que

[Ly: (KO)U()] ‘

-1 _
MHaar(lO (VU(K))) - [L . KO]

Maintenant,

p~ ' (Vo(K)) = {o | (o12)(v1)L) = v}
=res ' {r € Gal(L/Ky) | Tv1| = v}.

Comme res~! Gal(L/Ko) = Gal(K/Kjy) est de mesure 1 et Gal(L/Ky) de cardinal [L : K],
notre formule se réduit a montrer que {t € Gal(L/Kp) | Tvyz = v} a pour cardinal le
degré local [Ly : (Ko)y,). Par transitivité de I’action, il suffit de le voir pour I’ensemble
{t € Gal(L/Ky) | tv = v}. Ceci est alors classique : T € Gal(L/Kj) stabilise la place v
si et seulement s’il s’étend en un automorphisme isométrique du complété L,, fixant (Ko)y, ;
par unicité de I’extension de la valeur absolue dans les extensions algébriques de corps com-
plets, le caractere isométrique est automatique et donc notre ensemble est en bijection avec
Gal(Ly/(Ko)wvy)- o

Ainsi (toujours dans ce cas galoisien) nous aurions pu définir la mesure sur V' (K) comme
mesure image de la mesure de Haar de Gal(K / Kj). Cette approche ressemble a celle d’ Allcock
et Vaaler qui partent effectivement de cette mesure de Haar mais utilisent ensuite le théoreme
de représentation de Riesz plutot que de parler de mesure image.

Corollaire 2.6. La mesure sur V(K) est invariante par l’action de Gal(K / Ky).

Démonstration. 11 suffit de le voir pour 1, sur V3 (K). Si X C V4, (K) est mesurable
eto € Gal(K/Ky), alors p~1(6X) = op~!(X) donc 0 X est mesurable et

mp(0X) = MHaar(p_l(GX)) = /'LHaar(Up_l(X)) = //LHaaI(p_l(X)) = p(X),

puisque, par définition, la mesure de Haar est invariante par translation. ]

Ceci permet par exemple de retrouver sur 1’expression de la hauteur comme intégrale
donnée plus haut le fait classique de son invariance par I’action de Galois.
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2.4. Changement de corps. Revenons maintenant au cas général (sans hypothese ga-
loisienne). Si nous avons deux corps K et K’ tels que K C K’ C Q, alors nous avons construit
indépendamment topologie et mesure sur V(K) et V(K’). Celles-ci sont liées de la fagon
suivante.

Proposition 2.7. L’application de restrictionres: V(K') — V(K) est continue, ouverte
et surjective ; la mesure image de la mesure sur V(K') est la mesure sur V(K).

Démonstration. Pour la surjectivité, on utilise par exemple que si v € V(K), alors on
peut prolonger la valeur absolue |-|, de K & K, puis a la cloture algébrique K,. Comme K’
est une extension algébrique de K, il se plonge dans K, et donc recoit ainsi une valeur absolue
étendant v. Montrons maintenant que 1’application est ouverte car les autres propriétés résultent
simplement de res™! (V,,(K)) = Vi (K') lorsque v € V(L) avec L C K C K’ et L/Q finie.
Puisque res(|J; U;) = |, res(U;) pour tous U; C V(K'), il suffit de montrer que res(Vy,, (K'))
est ouvert avec vg € V(L) et L € Eg. Nous écrivons L. = Q(x) et P € K[X] le polyndme
minimal de x sur K. Soit ensuite Koy € &g le corps engendré par les coefficients de P. Nous
allons montrer que res(Vy,(K')) est I'image réciproque par V(K) — V(Kp) d’une partie de
V(Kp), ce qui établira bien qu’il est ouvert. Pour cela, notons que res(Vy,(K”)) est I’ensemble
des places v € V(K) pour lesquelles il existe une extension commune de v et vg en un élément
de V(K’) et montrons que cette derniere condition équivaut a I’existence d’une extension com-
mune de v|g, et de vo 2 K’. Une implication étant évidente, supposons que v|g, et vo aient
une telle extension. Ceci nous fournit en particulier un plongement Ko(x) < C, tel que les
morphismes restreints 0: Q(x) < Cp et 7: Ko — C,, induisent respectivement vg et v|g,, . Par
suite, nous avons t(P)(o(x)) = 0. Maintenant nous pouvons supposer que t est la restriction
de t": K — C, induisant v puis définir ¢: K[X] — C, par (Q(X)) = 7/(Q)(0(x)) de sorte
que P € Ker¢. Notre morphisme se factorise donc en K(x) < C, qui induit une place de
V(K (x)) étendant v et vg. On conclut alors par surjectivité de V(K') — V(K (x)). m|

Notons que ceci permet a posteriori d’écrire (1’espace topologique mesuré) V(K) comme
limite projective
lim V(L)
—
LeF
pour n’importe quelle famille ¥ de sous-corps de K avec | J; .4 L = K (sans hypothese de
finitude).
Dans le cas d’une extension finie, nous disposons encore de la propriété suivante liant les
mesures.

Lemme 2.8. Soit K'/K une extension finie de sous-corps de Q. Soient f:V(K') — R
une fonction intégrable et g: V(K) — R décrite par

(K}, : Ky]
V> Z Wf(w).
weVy(K’)

Alors g est intégrable et les intégrales de f et g coincident.
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Démonstration. Notons K" la cloture galoisienne de K’/ K. Par la propriété de mesure
image de la proposition précédente, il suffit de démontrer I’assertion pour f’, g": V(K") — R
obtenues en composant f et g avec la restriction V(K”) — V(K’) ou V(K"”) — V(K). Pour
une place x € V(K"), nous avons

K K
K K

g/(x) =g(x|K) = Z ﬁ

weVy . (K')
- K7, KL\ KD ¢ K]
- X (X ) o

WEVy  (K') ~x'€Vy (K"

(K", : Ky ]
= Z [xK// . K'l]K f(x|/K’)
X'€Vy (K" :
[K”, : Ky ]
= > /W
X'€Vx (K" :
1
= K" K] Z f(ox)
’ o€Gal(K”/K)

puisque Gal(K"”/K) agit transitivement sur Vy, . (K"), le stabilisateur de x’ étant de cardi-
nal [KY, : Ky ] = Card(Gal(K',/Ky,)). Pour conclure, il nous suffit de montrer que
si 0 € Gal(K"/K), alors la fonction " o 0:V(K”) — R est intégrable, de méme inté-
grale que f’. Par I’argument de mesure image, nous pouvons composer avec la restriction
V(Q) — V(K"). Nous avons donc une fonction f”:V(Q) — R intégrable (déduite de f)
tandis que la fonction obtenue a partir de f’ o o s’écrit f” o t pour tout v € Gal(Q/K) éten-
dant 0. Le résultat découle alors du paragraphe précédent utilisé pour I’extension galoisienne
Q/Q : I’élément 7 vu dans Gal(Q/Q) agit continiiment sur ¥(Q) donc f” o T est intégrable
et il préserve la mesure, donc les intégrales de f” et f” o t coincident. i

2.5. Cardinal, type topologique. Nous souhaitons maintenant donner quelques com-
pléments sur la structure de V(K) ainsi que divers exemples.

Comme premiere remarque, notons que le cardinal de V(K) est toujours au plus celui
de R : par exemple, une valeur absolue est un élément de RX et, puisque K est dénombrable,
IRX| = |R].

Nous utilisons ensuite le théoréme suivant.

Théoreme 2.9. Soient L un corps de nombres et p un nombre premier. Pour tout en-
semble fini X muni d’une application surjective f: X — V), (L), il existe un corps de nombres
L’ contenant L et une bijection g: V(L") — X telle que res = f o g.

Ceci s’obtient comme conséquence d’un résultat plus précis (la définition du degré rési-
duel et de I’'indice de ramification est rappelée au paragraphe suivant).
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198 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Proposition 2.10. Soient L un corps de nombres, 0 < s < t des entiers, v1,..., Vs des
places ultramétriques de L, vsy1,...,V; des places réelles de L puis g1, ..., g: des entiers
non nuls et enfin e;j, fij des entiers non nuls pour 1 < i < tetl < j < g;. On suppose
que ’entier Zj’.’izl ejj fij est indépendant de i et e;j fi; < 2sii > s + 1. Alors il existe une
extension finie L" de L telle que pour 1 < i <t la place v; a g; extensions w; 1,...,Wj g
a L', Uextension Lgu,-,,-/Lvi a pour degré e;; fij et, sii < s, pour degré résiduel f;; et pour
indice de ramification e;;.

Démonstration. Le théoreme 6.4 de [21] (en utilisant que tout corps fini a des exten-
sions de tout degré) donne le résultat si s = 7. Il montre en fait I’existence d’un ouvert de
la somme @f:o Ly;[X]<n (ol n est la valeur commune des ngi=1 eij fij et vo une place
ultramétrique de L distincte de vy, ..., vs) tel que si P est un polyndme unitaire de L[X] ap-
partenant a cet ouvert, alors il est irréductible et L' = L[X]/P convient. Ici nous utilisons
en plus que L[X]<, est dense dans @f=0 Ly; [X]<n puis que I’ensemble des polynomes de
R[X]<, ayant exactement d racines réelles contient un ouvert non vide pour tout d < n,
d =n (mod 2). Ceci permet d’assurer que le nombre de racines réelles de I’'image de P dans
Ly;[X]<n (s +1 <1 < t)vaut Card{j | e;; fij = 1} et ce nombre n’est autre que le nombre

de places réelles de L’ au-dessus de v;, ce qu’il fallait démontrer. O
Démonstration du théoreme 2.9. On note V,(L) = {vi1,...,vs} et g; le cardinal de

£~ 1(v;). On pose ensuite t = s, eij =let fij = ]_[k?él- gk On applique alors la proposition.
O

Le théoréme nous permet de donner une caractérisation des espaces topologiques V), (K).

Corollaire 2.11. Soient p un nombre premier et Y un espace topologique compact non
vide. Il y a équivalence entre :

(1) Il existe une extension algébrique K de Q et un homéomorphisme Y >~ V,(K).

(2) 1l existe un systeme projectif d’ensembles finis discrets (Xpn)neN et d’applications sur-
Jjectives Xp+1 — X, et un homéomorphisme

Y ~ lim X,,.
«—
neN

(3) 1l existe une distance ultramétrique sur 'Y .

(4) L’espace Y est métrisable et totalement discontinu.

Démonstration. (2) = (1) : Par application répétée du théoréme, on construit des corps
de nombres L, avec X,, = V,(L,) de sorte que X, 1 — X, soit la restriction. II suffit alors
de poser K = |, ey Ln-

(1) = (2) : Réciproquement, on choisit une suite croissante de corps de nombres tels que
K = U,en Ln etl’on pose X, = V,(Ly).

(2) = (3) : Lespace

lim X,
neN
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est métrisé par
d(x.y) = (sup{1} U fn € N | pu(x) = pu(y)}) "

ol p, est la projection sur X;,.

(3) = (2) : On définit X,, comme I’ensemble des boules de Y de rayon 1/(n + 1).
Cet ensemble est fini par compacité, les boules étant deux a deux disjointes. L’application
fn: Xn+1 — X est caractérisée par b C f,(b) si b € Xp,41. On définit alors ¥ — X, en
associant a y € Y 'unique boule de X, qui contient y. Ceci fournit une application

Y — lim X,,.
<«

neN

Elle est injective (si y # y’, choisir n tel que d(y, y’) > 1/(n + 1)) et surjective (car une inter-
section décroissante de boules non vides est non vide par compacité, les boules étant fermées).
Enfin, ¢’est un homéomorphisme car elle met en bijection une boule b € X, et p, 1 (b).

(3) = (4) : Evident.

(4) = (3) : Si d estladistance sur Y, on pose

d(x,y) = inf{8 > 0 | il existe x = ag,dy,...,an = y avec d(aj,aj+1) < 5}.

On a clairement d’(x,y) = d’(y,x) et d'(x,y) < max(d'(x,z),d’(z,y)). Six # y, on
choisit une partie ouverte et fermée A telle que x € A, y ¢ A. Comme A et Y \ A sont
compacts, le réel § = d(A,Y \ A) est non nul. Dans la définition de d’(x, y), il existe i avec
aij € Aetajyq ¢ Adoncd’(x,y) > 68> 0. |

Ce résultat montre que les ensembles V), (K) peuvent étre tres variés : V, (K) peut étre un
singleton, un ensemble fini de n’importe quel cardinal, un ensemble infini dénombrable (par
exemple avec la topologie de la partie compacte {0} U {% | n > 1} de R) ou un ensemble
équipotent a R (par exemple homéomorphe a Z5).

En particulier on a toujours |V, (Q)| = |R| puisqu’il existe K avec cette propriété et une
surjection V), Q) — Vp(K).

Notons aussi que, dés que [K : Q] = 0o, on a | Vo (K)| = |R]. En effet, on peut choisir
une suite de corps L, avec L, C Ly41 et K = |,y Ln de sorte que [Lyy1 @ L] > 3.
Ceci entraine que les fibres de Voo (Ly+1) = Voo(Ly) ont toutes au moins deux éléments. Par
suite, on peut choisir X, C Voo (Ly) avec | X, | = 2", res(Xn+1) C X, et de sorte que toutes
les fibres de 1’application induite soient de cardinal 2. Alors V. (K) contient I’ensemble

lim X;,
neN
qui est homéomorphe a Z, et donc équipotent a R.

Remarquons que la proposition dit plus encore que ces considérations de cardinal et
de topologie. Par exemple, on pourrait, dans le théoréme, munir X d’une mesure a valeurs
rationnelles (non nulle sur les points) avec wu(f~1(v)) = p({v}) pour tout v € V,(L) et
demander que g préserve la mesure (si I’on procede comme ci-dessus, il suffit de choisir n
tel que les f;; = nu({w;;}) soient entiers et de poser encore e;; = 1). Elle permet aussi de
construire des complétés tres variés.
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2.6. Degré local, degré résiduel, indice de ramification. Soient K une extension al-
gébrique de Q et p un nombre premier. Pour chaque place v € V,(K), on note G son groupe
de valuation c’est-a-dire ’image de la valuation, associée a v :

K* — R, x> —log,|x|y.

Puisque, par notre choix de normalisation, p est de valuation 1, nous obtenons un sous-groupe
de R contenant Z. De plus, le fait que K soit algébrique sur Q nous montre G, C Q (rappel :

on utilise que, si Zaixi = 0, alors deux mondmes distincts non nuls ont la méme valeur
—11/G =) . . L
absolue donc |x|, est de la forme |a,aj » pouri # j eta;a; # 0).

Si K’ est un sous-corps de K et v’ = v|g on appelle indice de ramification de v au-
dessus de v’ I’élément de N U {oo} donné par

e(v|v') = Card(Gy/Gy).
Dans la méme situation, on appelle degré résiduel de v/v’ 1’élément de N U {oo} donné par
f') = [ky : ky]
ol ky et ky sont les corps résiduels de v et v' (c’est-a-dire ky est le quotient de 1’anneau
{x € K| |x|y < 1} par I'idéal maximal {x € K | |x], < 1}).

Dans le cas particulier ot K = Q, on note souvent e,, = e(v|p) et f, = f(v|p).

On notera que I’on peut aussi définir les indices e et f en utilisant les complétés K,
et K7, car I’opération de complétion ne modifie ni le groupe de valuation ni le corps résiduel
(il s’agit d’une extension immédiate ; on pourrait donc méme passer a la cloture sphérique,
voir [20, p.4 et 11]). On prendra garde toutefois que la plupart des formules usuelles pour les

corps de nombres utilisant des complétés posent probleme dans le cas général. Par exemple, si
I’extension K, /Q, est finie, on a

Ky : Qp] =eyfo

mais cette formule n’a pas d’équivalent si [K, : Q] est infini (par exemple méme si e, = 1,
ona [Ky : Qp] # [ky : Fp] car le second membre est dénombrable alors que K, comme
Qp-espace vectoriel normé complet ne peut étre de dimension dénombrable par le théoréme
de Baire). En fait, pour un certain nombre de considérations, il faudrait introduire le corps K
défini comme le compositum de K et de Q, dans K. Puisque K C Kg C Ky, c’est une
extension immédiate de K mais elle a I’avantage d’étre de dimension dénombrable sur Q. En
revanche, elle n’est bien s{ir pas compléte en général. Alternativement, on a

0 _
K)=]JLy,.
Le&
De la méme maniere, nous n’avons pas d’analogue a I’isomorphisme

KeQ,~ [] kv

veVy(K)

valable lorsque K est un corps de nombres. Méme en remplacant K, par K 3 cette formule est
fausse en général (par exemple si V,(K) n’est pas dénombrable). Ceci vaut y compris lorsque
p = 00. On peut construire naturellement des injections

K®Qp — 1_[ KSL) 1_[ Ky
veV,(K) veV,(K)

mais ce ne sont pas des isomorphismes en général.
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On rappelle qu'une fonction ¢ d’un espace topologique X dans un ensemble totale-
ment ordonné Y est dite semi-continue inférieurement si, pour tout élément y € Y, I’ensemble
{x € X | ¢(x) < y} est fermé. On obtient bien entendu la définition de semi-continue supé-
rieurement en remplacant < par >. Lorsque ¥ = R chacune des deux notions implique que ¢
est borélienne et donc (si X est muni d’une mesure borélienne) mesurable.

Proposition 2.12. Si K est une extension algébrique de Q et p € V(Q), alors I’appli-
cation de degré local

d:Vp(K) > NU{oo}, v [Ky:Qp]
est semi-continue inférieurement. Si p # 00, il en va de méme des applications e et f.

Démonstration. Nous allons montrer 1’équivalence, pour n € N,
d(v) <n <= d(v1) <npourtout L € &.

Elle entraine le résultat puisqu’elle permet d’écrire {v € V,(K) | d(v) < n} comme une in-
tersection de fermés : {v € V,(K) | d(vp) < n} est fermé car il s’écrit res” 1 (X) pour un
certain ensemble X C V,(L). Maintenant le sens direct = est clair par inclusion. Récipro-
quement, on peut choisir L € & tel que d(v|z,) est maximal. De cette fagon, pour L’ € &€, en
considérant le compositum LL’, on voit d(v|pz/) = d(v|r) et donc L;,IL, C Ly, . Par suite,
ona K2 = Ly, ; comme ceci est un Q,-espace vectoriel de dimension finie il est complet et
donc K, = KQ puis d(v) = d (v;) < n.Lorsque p # oo, la méme démonstration vaut pour

e et f en remplacant complété par groupe de valuation ou corps résiduel. ]

Lorsque p = oo, nous écrivons de maniere plus parlante Voo (K) = Vr(K) U Ve (K) ou
Vr(K) =d'(1) et Vo (K) = d 1 (2). En particulier Vg (K) est fermé.

Ici encore nous pouvons mentionner que cet ensemble peut étre tres varié. Par exemple,
si K = RN Q, alors Vg (K) est un singleton. En effet, rappelons que la seule injection de K
dans R est I’inclusion : si f: K — R est un morphisme de corps eta,b € K, on a

b>a < ilexistec € K avech —a = ¢?

— ilexiste ¢ € K avec f(b) — f(a) = f(c)?
= f(b) = fl@);
ainsi f est croissante et, comme f|qg est I'inclusion Q — R, on conclut immédiatement que
f estl’inclusion K — R.
Tout a I’opposé, si K est le corps des éléments totalement réels, on a VR (K) = Voo (K)

(non dénombrable). En fait on peut montrer (a I’aide de la proposition d’extension) que, pour
tout p € [0, 1], il existe K avec u(Vr(K)) = p.

2.7. Purification. Lorsquea € Retv € V,(K), on pose
pur(a,v) = inf{|x|v |x e Keta < |x|v}.

On note aussi parfois pur, (a) = pur(a, v).
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Lemme 2.13. L’application pur:R x V,(K) — R est borélienne. Pour tout a € R,
Iapplication pur(a, -): V,(K) — R est semi-continue supérieurement.

Démonstration. Soithb € R.Poura € Retv € V,(K),ona

pur(a,v) > b < (|x|y = a = |x|y = b) pourtout x € K
< (|x|ly =a = |x|y =b)pourtous L € &, x € L
<= pur(a,v|) > b pourtout L € &.

Ceci montre que {v € V,(K) | pur(a,v) > b} est fermé par continuité de la restriction
Vp(K) — Vp(L) et donc que pur(a,-) est semi-continue supérieurement. Par ailleurs, nous
pouvons aussi écrire :

pur(a,v) > b
<= (v # woulx|y <aoulx|y, >b)pourtous L € &, x € L, w € V,(L).

Ceci montre que {(a,v) € R x V,(K) | pur(a,v) > b} est borélien comme intersection des
ouverts (]|x|w, +0o[ x Vp(K)) U (R x (V»(K) \ Vi (K))) pour tous les triplets (L, x, w) tels
que |x|y < b. O

Bien entendu, si a < 0, alors pur(a,v) = 0;sia > Oetsi p = coousi p # oo et
ey = 00, alors pur(a, v) = a; dans les autres cas on peut écrire

pur(a, v) = pev—l[ev log, al

2.8. Adeles. On rappelle en premier lieu que Ag, I’anneau des adeles de Q, est la

sous-QQ-algebre de HpEV(Q) Qp formée des €léments (xp),cy (@) pour lesquels I’ensemble

{p € V(Q) | |xplp > 1} est fini.

Définition 2.14. Si K est une extension algébrique de @, on pose Ax = Ag ®q K.

Lemme 2.15. Si K C K’ sont deux telles extensions, nous avons des injections natu-
relles compatibles :
Ag ———— > Ak

| l

HveV(K) Ky — Hv’eV(K’) Kz/ﬂ-

Démonstration. La fleche du haut découle de la définition comme produit tensoriel.
Celle du bas s’obtient comme produit des injections K, < K, chaque fois que v = vl’ K
Pour définir les fleches verticales (disons celle de gauche), on compose

Ag =Ag®q K = Qp ®p K — Ky

(o v € V,(K)) en utilisant la projection naturelle Ag — Q) et le fait que K, est un Q-
espace vectoriel puis on fait le produit. Avec ces définitions, le diagramme commute et il reste a
voir que les fleches verticales sont bien injectives. Faisons-le pour K'. Si x € Ak est d’image
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 203

nulle, nous écrivons x = Z;;l xX; ® a; ou x; € Ag eta; € K'. Considérons alors notre
diagramme pour K = Q(ay,...,ay), un corps de nombres. De cette fagcon, x provient d’un
élément x’ de Ag. Par le diagramme, nous voyons que x’ est d’image nulle dans HUEV( &) Kv:
mais nous savons, dans le cas d’un corps de nombres (comme conséquence de la formule
K®Qp >~ [[yey, (k) Kv). que Ak s’identifie aux €léments de [ ey (x) Kv de valeur absolue
presque partout < 1 (comme dans le cas de Q). Ainsi notre fleche de droite est injective, donc
x" =0 puis x = 0. O

Nous considérons en général les injections du lemme comme des inclusions. En particu-
lier, on le voit dans la démonstration ci-dessus,

Ax = |J AL
Le&

On prendra garde au fait que la description des adéles comme produit restreint pour Q
ou un corps de nombres ne s’étend pas au cas général. En effet, d’'une part les projections
Ag — Ky (v € V(K)) ne sont pas toujours surjectives puisque leurs images sont les corps K
décrits plus haut; d’autre part I’ensemble {v € V(K) | |ay|ly > 1} pour (ay)y, € Ag est
en général infini. Le mieux que ’on puisse dire est que Ag s’injecte dans I’ensemble des
(ay)y € ]_[UGV(K) K9 tels que {v € V(K) | |ay|y > 1} est compact mais méme comme cela il
n’y a pas égalité en général.

On appelle ideles de K les éléments inversibles de Ag. On note leur groupe Ay et on
remarque que, si (dy)y € Ag, alors {v € V(K) | |ay|y # 1} est un compact. Souvent, un idele
n’interviendra que par les valeurs absolues de ses composantes. Ceci justifie d’introduire les
notions suivantes.

Définition 2.16. On note |Ag| I'image de Ax dans RV par le produit des valeurs
absolues

|Ak| = {(lavlv)verx) | (@v)vev(k) € Ak}

On note |A% | I'image de A% dans [Ag|. On introduit ensuite [AZ] comme I’ensemble des
fonctions intégrables f: V(K) — Rxg telles que {v € V(K) | f(v) # 1} est contenu dans un
compact et f est bornée : il existe a,b > 0 tels que f(V(K)) C [a,b]. On définit le module
d’un élément [ € [Ag] par

/] = exp ( /V o o0 du(v)) € Ros.

On a les inclusions

|Ax| C [Ak]
N N
[A%] c RVEO,

Le module d’un élément de Ay ou de |Ax| est alors celui de son image dans [A%]. Enfin, on
note respectivement [A}{], |A}<| et A}< I’ensemble des éléments de module 1 de [AZ T, [A%|
et A%.

K
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204 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

L’inclusion |[A% | C [A¥] s’obtient en remarquant qu’une fonction localement constante
est intégrable et bornée. Par ailleurs, la formule du produit s’écrit K* C A}<.

Dans la partie suivante, nous nous référerons a une norme standard ||, sur les puissances
de Ky :siveV(K)ety = (y1,...,yn) € KJ!, on pose

12 .
ylv = (Iy1l2 + -+ [ynl?) 2 Siv e Voo (K),
max(|y1ly,....|ynlv)  sinon.

3. Espaces adéliques rigides

3.1. Hauteurs. Soient K une extension algébrique de Q et £ un espace vectoriel de
dimension finie sur K. Une structure adélique sur E est la donnée de normes ||-||,, sur chaque
E, = E® K, pour v € V(K). On note souvent simplement £ le couple (£, (||||v)v) et ’on
parle d’espace adélique. Lorsqu’il y a ambiguité, on note ||-|| g, au lieu de [|-|.

Définition 3.1. Un espace adélique £ de dimension n est dit rigide s’il existe un iso-
morphisme ¢: E — K" et une matrice A € GL, (Ag) tels que, pour tout v € V(K) et tout
x € E,, on ait

[xllv = [Avgy (x)|o-

Dans cette derniére écriture, ¢, = ¢ ® idg, désigne I’extension naturelle £, — K
de ¢ et ||y la norme standard définie a la fin de la partie précédente. Pour x € E non nul, la
collection des nombres réels (|| x||y)» que nous notons ||x|| est un élément de [A%] : elle est
localement constante car on peut trouver un corps de nombres Ko C K avec A € GL,(Ag,)
et ¢(x) € K[ ; en dehors d’un compact bien choisi, on a |p(x)|, = 1 et A, est une isométrie
(pour v & Voo (K), ceci signifie que tous les coefficients de A, et A, ! sont de valeur absolue
au plus 1) donc ||x||y = 1.

Lemme 3.2. Soient E un espace adélique rigide, (¢, A) et (¥, B) deux couples satis-
faisant la définition et P la matrice de ¢ o y~'. Alors la matrice adélique APB™' est une
isométrie et en particulier |det A| = |det B].

Démonstration. Six € E, etsil’onécritY = v,(x) € K, alors on a
|ByY [y = [|x]lv = [Avpp(X)|v = [Ay PY |y.

Pour tout Y € K7, les vecteurs ByY et (AP),Y ont ainsi la méme norme. Ceci signifie bien
que (APB™1), est une isométrie pour tout v. Maintenant une isométrie a pour déterminant un
élément de K, de valeur absolue égale 2 1 ce qui donne |det A||det P||det B|~! = 1. Comme
P € GLy(K),onadet P € K* C A} donc |det P| = 1. o

Définition 3.3. On appelle hauteur d’un espace adélique rigide E le nombre réel
H(E) = |det A| ou A est comme dans la définition 3.1.
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Dans le cas ot dim £ = 0, nous avons H(E) = 1 puisque le déterminant d’une matrice
de taille nulle vaut 1.

Ce formalisme est essentiellement celui des hauteurs tordues de Roy—Thunder [22], sans
fixer de base privilégiée. Lorsque K est un corps de nombres, la donnée d’un espace adélique
rigide coincide avec ce que I’on appelle en termes arakéloviens un fibré vectoriel hermitien sur
le spectre de 1’anneau des entiers de K.

Définition 3.4. Soit £ un espace adélique rigide. Pour tout x € E \ {0}, on appelle
hauteur de x et on note Hg (x) le module de I’élément [|x|| € [AX]. On écrit aussi conven-
tionnellement Hg (0) = 0.

Bieln entendu, on a Hg(ax) = Hg(x) poura € K \ {0} et x € E toujours d’apres
X
K* C Ag.

3.2. Extension des scalaires et bases orthonormées. De maniere un peu différente,
nous pouvons voir un espace adélique rigide comme 1’extension d’un espace adélique sur un
corps de nombres dont les normes vérifient certaines conditions en termes de bases orthonor-
mées.

Pour cela, commencons par introduire la notion d’extension des scalaires pour les espaces
rigides. Soient K C L deux extensions algébriques de Q. Si E est un espace adélique rigide
sur K, nous définissons un espace adélique rigide E ® L sur L : il suffit pour cela de considérer
un couple (¢, A) avec p: E — K" et A € GL, (Ag) comme dans la définition 3.1 et de munir
E ®g L de la structure adélique donnée par le couple (¢ ® idy,, A) ot ¢ ®idy: E ® L — L"
et A est vue dans GL, (Ar) via I’inclusion GL,, (Ag) C GL, (Ar). Cette définition ne dépend
pas du couple (¢, A) choisi par le lemme 3.2 et le fait que si U € GL,(K,) est une isométrie
de K pour v € V(K) alors son image dans GL, (L) est une isométrie de L? pour tout
w € Vy(L).

Maintenant tout espace adélique rigide E sur K est I’extension des scalaires d’un espace
adélique rigide sur un corps de nombres Ky (dépendant de E) : si (¢, A) définit la structure
adélique de E, il existe un tel Kq tel que A € GL,(Ag,) et I’on pose Eg = go_l(K(')’) avec
la structure donnée par (¢|g,, A); alors E s’identifie a I’extension Eg ® K. Nous dirons a
I’occasion que E est défini sur K.

Une base ey, ..., e, de E, est dite orthonormée si
[x1e1 + -+ xnenllo = [(X1,. ... Xn)|v
pour tous Xxi,...,Xx, € K. Il est clair sur la définition 3.1 que dans une structure adélique

rigide tous les E; admettent une base orthonormée, mais cette condition ne suffit pas a assurer
la rigidité. Lorsque K est un corps de nombres, une condition nécessaire et suffisante est la
suivante : (E, ||-||v) est rigide si et seulement si

(1) tout E, admet une base orthonormée,

(2) il existe une base de E qui est une base orthonormée de £, pour tout v € V(K) en dehors
d’un compact.

Pour K quelconque, ces conditions ne sont pas encore suffisantes : 1’existence d’une matrice
adélique donne des contraintes supplémentaires de rigidité sur les normes au-dessus du com-
pact restant.
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206 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Mentionnons encore que lorsque v € Voo (K) I’existence d’une base orthonormée de E,
équivaut au caractere hermitien de la norme ; pour v € Voo (K), elle implique la pureté de la
norme (c’est-a-dire | Ey|ly = |Ky|y) mais il n’y a équivalence que si K, est sphériquement
complet (c’est le cas si K est un corps de nombres puisqu’alors K, est localement compact).

Cette présentation des espaces adéliques rigides permet de démontrer facilement le
lemme utile suivant.

Lemme 3.5. Soient K une extension algébrique de Q, E un espace adélique rigide sur
K de dimension n et ¢p: E — K" un isomorphisme. Alors il existe une matrice A € GL, (Ag)
triangulaire supérieure telle que (¢, A) définit la structure adélique de E.

Démonstration. Par ce qui précede, nous pouvons supposer que K est un corps de
nombres. En dehors d’un compact de V(K), nous pouvons poser 4, = Id. Pour les autres
places, il s’agit, en termes de normes, de trouver une base orthonormée respectant un drapeau
complet de sous-espaces de E,. L’argument est totalement classique pour une norme hermi-
tienne tandis que I’on utilise [31, Proposition 3, p. 26] pour le cas ultramétrique. O

Citons encore une derniere propriété : si £ est un espace adélique rigide sur K et
v € V(K) \ Voo(K), alors E, admet une base orthonormée formée d’éléments de E. En
effet, si f1,..., fn est une base orthonormée de E, et eq,...,e, des éléments de E avec
lei — fillv < %, alors ces éléments forment une base orthonormée comme on le voit en
écrivant

1
max [X;ly = ||x1f1 + -+ xn fullv < max(||x161 + -+ xpen|v, - max |x,~|v>
1<i<n 2 1<i<n

pour xp,...,x, € Ky.

3.3. Opérations. Soient £ un espace adélique sur K et F un sous-espace vectoriel
de E. Les espaces F, E/F etle dual EY de E héritent naturellement d’une structure adélique :
on munit respectivement Fy = F® Ky, (E/F)y = Ey/Fy et E}) = (Ey)' des normes induite,
quotient et duale. Concrétement, on pose pour x € Fy, y € E,/Fyetl € (Ey)Y:

IxXIFo = Ixlgw.  [IVIE/Fo =inf{llz]Ew | 7(z) =y, z € Ey}

et
1l Ev, = sup{l€@)ullzlIE, | 2 € Ev \ {0}

oul’on note n: Ey, — E,/F, le quotient.

Proposition 3.6. Si E est un espace adélique rigide, alors il en va de méme des espaces
F, E/F et EV. Leurs hauteurs sont liées par H(E) = H(FYH(E/F) et H(EV) = H(E)™\.
En outre, les isomorphismes canoniques EY ~ E et E/F ~ (FL)" sont isométriques.

Démonstration. Choisissons un isomorphisme ¢: E — K" tel que ¢(F) soit engendré
par les m = dim F premiers vecteurs de la base canonique. Ainsi ¢ induit des isomor-
phismes Y: F — K™ et y: E/F — K" (par projection sur les dernieéres coordonnées).
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Soit A € GL, (Ag) une matrice adélique définissant avec ¢ les normes de E et choisie trian-
gulaire supérieure (lemme 3.5). Elle s’écrit par blocs

B D
A=
ou B € GL,;,(Ag), C € GL,—n(Ak) et D € Maty, ,—m(Ag). Nous avons pour x € Fy

B, D, v
IXIFv = Xl E.0 = |Av@p(X)]y = ‘( ) (1// (x))

= |B X)|y.
0 C, 0 | ByYry ()

v

Ceci assure que F' est rigide, de hauteur H(F') = |det B|. D autre part, si y € E,, ona
By Dy Yy (x)
0 Cy) \xu(m(y)

= |(B'UX + D, Y, CvY)lv = |CvY|v

v

= |Cyxo(m@O) v

v

T = inf + x = inf
7 = Jnf lly +xllg0 = inf

v

ol la derniere égalité résulte de la minoration

‘ By, Dy)\ (X
0 G/ \Y
pour X € KMetY € KI'"™™ avec égalité si X = —B, 1 D, Y. Ainsi le couple (y, C) établit la

rigidité de E/F avec H(E/F) = |det C|. De plus

H(E) = |det A| = |det B||detC| = H(F)H(E/F).
Pour le dual, notons d’abord que notre choix de normes standards sur K! est auto-dual :
LIy = sup{|"LX[o|X[;" | X € K} \ {0}}
pour tout L € K] (L et X sont vus comme vecteurs colonnes). En effet, I'inégalité
"LX|y < |Llv|X]

résulte soit de I’inégalité ultramétrique soit de Cauchy—Schwarz et il y a égalité dans le premier
cas pour X un vecteur de la base canonique et dans le second pour X = L. Montrons a présent
que la structure adélique de EV est décrite par I’isomorphisme ‘¢~ 1: EY — K" et la matrice
A=1 € GL,(Ak). Pour £ € EV, écrivons L = ‘o~ 1(£). Alors si v € V(K),ona

A LIy = sup{|" LA X[, | X[, | X € K\ {0}
= sup{|'LX[,|4,X];" | X € K \ {0}
= sup{[L()|ullx[I ), | x € Ey \{0}}
= 1€l £v,0-

Ceci montre que EV est rigide et H(EV) = |det’ A™!| = |det A|~! = H(E)~!. Nous consta-
tons aussi que E s’identifie isométriquement a son bidual. Ensuite, pour £ € FUJ- (c’est-a-dire
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t € Eyet{r, = 0), nous avons une factorisation { = A o avec A € (Ey/Fy)" et

IMlErpyw = sup AV IZ) £
y€E,/F,\{0}
= s sup  [A()ollzlIE,

YEEy/Fy\{0} zex—1(y)
= sup [@Dlzlzy = 1lEvw = 1€l Fr -
z€Ey\{0}

Ceci établit (indépendamment de I’hypotheése de rigidité) que 1’isomorphisme canonique
FL ~ (E/F)¥ est isométrique. Par bidualité il en va de méme de E/F ~ (F1)". m|

La hauteur d’un élément non nul x d’un espace adélique rigide £ coincide avec la hauteur
du sous-espace qu’il engendre : Hg (x) = H(Kx). D’autre part la formule

H(E) = H(F)H(E/F)
de la proposition se généralise immédiatement au cas d’un drapeau quelconque : si
{0y=EyCEiC---CEn=F

est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels d’un espace adélique rigide E,
alors

H(E) = [ H(Ei/Ei-).

i=1

Ces deux faits nous conduisent a la version suivante du théoreme d’Hadamard [22, Lemma 4.7].

Lemme 3.7. Soit E un espace adélique rigide. Pour toute base x1,...,x, de E, on a
H(E) < Hg(x1) - HE (xn).

Démonstration. Pour 1 <i < n,notons E; = Vect(xy,...,x;)etmj: E; - E;j/Ei_
la projection. Par définition de la structure quotient, 5r; fait décroitre les normes donc

H(E) = [[ H(Ei/Ei—y) = [ [ HE,/g,_,(mi(x)) < [ [ He; (xi) = [ [ HE(xi). ©

i=1 i=1 i=1 i=1

Lorsque E et F sont deux espaces adéliques rigides sur K, nous définissons leur somme
directe et leur produit tensoriel de la maniére suivante. Soient (¢, A) et (¥, B) deux couples
donnant la structure adélique sur £ et F. On munit £ @ F et E ® F des structures données
par les couples (¢ @ Y, A ® B) et (¢ ® ¥, A ® B). Concrétement, en écrivant n = dim E et
m = dim F, les isomorphismes ¢: E — K" et : F — K™ donnent bien des isomorphismes
CBV:EDF - K" Meto@y: E® F — K" ; de plus, les matrices A € GL,,(Ag) et
B € GL,,(Ag) fournissent

A 0
AEBBz(O B)eGLn+m(AK) et A® B € GLum(Ak)
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par le produit de Kronecker (sur les coefficients (A ® B)y(i,i),0(;,j) = Ai,jBir,j pour une
bijection o:{1,...,n} x {1,...,m} — {1,...,nm}). On vérifie sans peine que les normes
obtenues ne dépendent pas des choix effectués.

Nous déduisons immédiatement de ces définitions que H(E & F) = H(E)H(F) et
H(E® F) = H(E) "™ F H(F)imE,

4. Minima

4.1. Définitions. Pour définir des minima successifs de E, nous avons besoin de contrd-
ler 1a hauteur d’une famille S de vecteurs de E. Plusieurs choix se présentent a nous. Le plus
simple est de prendre !

A
Hg (S) = sup Hg (x).
xeS
Ceci revient a considérer le supremum des modules des familles (||x||y), pour x € S. Nous
obtenons une premicre variante en intervertissant module et supremum :

HE(S) = \<sug||x||v>v}.

Ici nous n’avons pas de raison d’avoir (su x|lv)y € [A%] en général; si ce n’est pas
xeS K

le cas, nous prenons H é (S) = oo par convention. La troisieme formule que nous utiliserons

dépend d’un sous-corps L de K

HES) = |(pury(sup sup [1x]1)) y epn)|
x€S veVy (K)
avec la méme convention si nous n’obtenons pas un élément de [A}]. Ensuite, toujours si
S C E, nous notons Vect(S) le sous-espace vectoriel de E engendré par S et Zar(S) 1’adhé-
rencede KS = {ax | a € K, x € S} pour la topologie de Zariski sur E. Pour x = A, A, L et
1 <i <dim E, posons

Af(E) =inf{HE(S) | S C E, dim Vect(S) > i},
¢F(E) =inf{H;(S)| S C E, dimZar(S) > i}.

Ceci définit six séries de minima (les deux dernieres dépendant de L) qui sont a priori dans
[0, 400]. Les définitions avec Vect sont classiques, celles avec Zar s’inspirent des minima
de Zhang. Dans ce second cas, la dimension utilisée est celle du schéma sur Spec K défini
par I’ensemble algébrique Zar(.S). Nous employons les simplifications d’écriture suivantes :
AN S A A 5 4, AQ o ABY, §A — Z, QA -, ;Q — §BV ; a I'inverse, pour unifier les
notations sous la forme A*, nous notons aussi A2 = Z, A = ¢ et ABVZ = (BV.

Ainsi, pour tout espace adélique rigide £ de dimensionn etpour 1 <i <n,ona

AMME) = N(E).  (ME) = Zi(E) = MA(E),
ME) = M(E),  ME) = G(E) = A4(E),
A2(E) = 2BV(E), ¢R(E) = BV(E) = ABVZ(E).

) Les notations étranges qui suivent s’expliquent par la volonté de retomber in fine sur celles de [10].
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Remarquons encore que 'on a H g =H 5 et de méme pour les minima.

Mentionnons d’ores et déja les propriétés de projectivité (restreinte) de nos hauteurs. Si
S C E, alors Hé\(aS) = HfE\(S) pour touta € K> et Hé‘(aS) = Hé(S) pour touta € L*.

Pour caractériser le comportement du corps K vis-a-vis des minima, nous introduisons
encore des nombres mesurant I’écart maximal entre minima et hauteur. Si n > 1, on écrit

* * *
cf(n,K)=sup AE) et ¢j(n,K)= sup (AI(E)“'A”(E))I/'I
dim E=n H(E)!/™ dim E=n H(E)
oux € {A,A,BV, Z,,BVZ}. Ces quantités peuvent étre vues comme diverses généralisations
de la classique constante d’Hermite (voir le paragraphe 5.1).
Un corps K, tel que cl”l‘(n, K) est fini pour tout n > 1, est dit de Siegel si * = A, de
Bombieri—Vaaler si x = BV, de Zhang si x = Z.

4.2. Premiéeres propriétés. Un certain nombre de relations entre les minima sont évi-
dentes sur les définitions. Par exemple nous avons :

(P1) Pour tout ¥, ona Ay (E) < AJ(E) <--- < A;(E). Ceci entraine ¢["(n, K) < cjj(n, K).

(P2) Pour tout * on a AJ(E) = {f(E) et AT(E) < {(E). La seconde relation découle de
Zar(S) C Vect(S) (pour S non vide), la premiere du fait que

dim Vect(S) > 1 <— S ¢ {0} < dimZar(S) > 1.

D’autres relations proviennent des propriétés des différentes hauteurs de S utilisées.

Lemme 4.1. Soient L' C L des sous-corps de K et S C S’ C E. Nous avons
HA(S) < HE(S) < HE'(S) et HE(S) < HE(S') pour x = A, L.

Démonstration. Si S C {0}, on a (par convention) H  (S) = 0 pour tout *. Sinon pour

yeSetveV(K),ona
Iylv < pury, (sup  sup |lx[ly) <pur,,, (sup  sup  [lx[l)
xeSv'eVy, (K) xeSv'eVy  , (K)
car Vy,, (K) C Vy,, (K) et s < purvlL(s) < pury,, (s) pour s € R. Si nous écrivons ceci
vl < ay < by, nous disposons d’éléments a, b € [0, +oc]V &) qui vérifient Hé(S) = |a|
et Hbé/(S) = |b| avec la convention |a| = +oo lorsque a ¢ [Ag] et de méme pour b. Pour
pouvoir conclure par simple intégration Hg (y) < |a| < |b|, qui nous donnera la premiére in-
égalité de 1’énoncé, il suffit de vérifier que b € [A% ] entraine a € [A%]. Or, dans ce cas, a est
bornée car b I’est et, de méme, {v € V(K) | ay # 1} est contenu dans un compact car la méme
propriété est vraie pour b et pour ||y|| (y € S \ {0}) qui minore a. Enfin, a est nécessairement
intégrable car 1’application
v osup lxly
v’ erl L (K)

est localement constante (en utilisant que V(K) — V(L) est ouverte, proposition 2.7), le
supremum d’une famille de fonctions continues est semi-continu inférieurement tandis que la
fonction pur est borélienne. De maniere entierement analogue,

ay=pur,, (sup  sup xlw) <pur,, (sup  sup |xl)
xeS v’erlL(K) xesS’ v’erlL(K)

fournit Hé(S) < Hé(S/) tandis que Hé\(S) < Hé\(S/) est clair. O
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La premiere inégalité du lemme nous permet d’ordonner nos minima (rappelons que
Li(E) = AK(E)).

(P3) Pour L’ C L C K, nous avons
A (E) <Ai(E) < AZL(E) < )t,-L/(E) < /\?V(E)

et de méme pour les minima ¢. En particulier, avec (P1) et (P2), nous voyons que A1 (E)
est le plus petit et {8V (E) le plus grand de tous nos minima.

Puisque de toute famille S avec dim Vect(S) > 7 on peut extraire une famille libre de i
vecteurs, la seconde relation du lemme montre

AF(E) = inf{Hp ({x1,....x;}) | x1.....x; € E libres}

pour tous i et x = A, L. Il n’y a pas d’équivalent de cette simplification pour la série {. Nous
tirons de ceci deux conséquences importantes.

(P4) OnaAy(E) = Ay(E)car H ]‘5\ et H é coincident sur les singletons S. Avec (P2), il vient
aussi A1(E) = A(E) = Z1(E) = {1(E) et donc ¢ (n, K) prend une seule et méme
valeur pour * € {A, A, Z,(}.

(P5) On a ARY(E) < oo carsi S est fini H(S) < oo (on trouve toujours un élément de
[A%T, qui est méme localement constant). Par suite, la série des minima A ne prend
jamais la valeur +oco.

Lemme 4.2. Si E et F sont deux espaces adéliques rigides de dimension n sur K,
il existe un réel ¢ > 0 tel que ¢ 'A*(E) < AX(F) < cAf(E) pour tous 1 < i < n et
x € {A,A,BV,Z,(,BVZ}.

Démonstration. En réalité, si ¢: E — F est un isomorphisme quelconque, il existe
ae |A6| tel que ay x|y < l@o(x)|lv < ay|lx|l» pour tout x € E. Avec ¢ = |a| on a alors

¢! HE(S) < Hp(9(S)) < cHE(S) pour tout *, ce qui donne immédiatement le lemme. O

Pour I’espace rigide standard K" (c’est-a-dire muni des normes standards sur K in-
troduites plus haut), nous avons facilement Hgn»(x) > 1 pour tout x € K" \ {0}. Par suite,
A1(K™) > 1. Par ailleurs, si eq, ..., e, est la base canonique de K", on constate immédiate-
ment Hgn ({e1,...,en}) = 1 donc ABV(K™) < 1. Nous pouvons conclure A7 (K™) = 1 pour
1<i<netxe{A A,BV}.

(P6) Pourtout £, ona A{(E) > 0. En effet, le lemme avec F = K” donne un réel ¢ > 0 tel
que A1(E) > ¢~ L. Par conséquent, aucun de nos minima n’est nul.

L’exemple de K" (avec H(K") = 1) nous donne aussi 1 < ¢[*(n, K) < ¢fj(n, K) pour
tout n > 1 et tout *.

La définition que nous avons adoptée pour ABY et ¢BY présente 1’avantage de s’écrire
exactement de la méme facon que celle des autres minima, en termes de hauteur. Il peut
aussi s’avérer utile de disposer de la variante suivante, plus proche de la définition originale
de Bombieri—Vaaler (pour les corps de nombres).
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Lemme 4.3. Soit E un espace adélique rigide sur K de dimension n. Pour r > 0,
notons E, 'ensemble des x € E tels que ||x||y < 1siv € V(K) \ Voo (K) et || x|y < r

siv € Voo(K). Alors, pour 1 <i < n, nous avons
APV(E) = inf{r | dim Vect(E,) > i} et (PV(E) = inf{r | dim Zar(E,) > i}.

Démonstration. 1l s’agit de voir que, dans la définition initiale, I’on peut se limiter
aux ensembles S de la forme E;, sachant que Hg (Ey) < r. Voyons donc que, si S vérifie
Hg (S) < r,alors S C KE,, ce qui donne la conclusion. Pour x € S \ {0} il existe a € Q*
tel que |al, = purp(supveyp(K)Hva) pour tout p € V(Q) \ {oo}. Alors x/a € E, : en effet,
|x|lv < lal|p pourtous v € V,(K), p € V(Q) \ {oo} et, par la formule du produit,

sup  [|x[ly = HR (x)|alos < rlaloo. D
veEVoo (K)

Mentionnons encore que les deux inégalités A;(E) < A;(E) < )L?V(E ) peuvent étre
simultanément strictes lorsque i > 2 : voir, sur un corps de nombres, [10, exemple 2.15].

4.3. Propriétés de Northcott. Contrairement aux A, il arrive que la série des ¢ prenne
des valeurs infinies. Commengons par classifier les configurations dans lesquelles cela arrive.

On rappelle que la maison [x] de x € K est le supremum des |x|, pour v € Voo (K) et
que O ={x € K | |x|y < 1pourtoutv € V(K) \ Vo (K)}.

Proposition 4.4. Tout corps K C Q vérifie I'une des propriétés suivantes.

(1) Pour tout espace adélique rigide E sur K, tout entier i avec 1 <i < dim E et tout *, on
all(E) < oo.

(2) Pour tout espace adélique rigide E sur K et tout entier i avec 2 < i < dimFE, on a
Zi(E) < o0 =G (E) = {PY(E).

(3) Pour tout espace adélique rigide E sur K, tout entier i avec 2 < i < dim E et tout *,
onal’(E) = oo.

De maniere plus précise, nous avons équivalence entre :

(A) Pour tout espace adélique rigide E sur K et tout entier i avec 2 < i < dimE, on a
Z; (E ) < Q.

(B) 1l existe un espace adélique rigide E sur K et un entier i avec 2 < i < dimE et
Z; (E ) < Q.

(C) Z>2(K?) < oo.
(D) 1l existe une partie infinie S C K et B € R tels que Hg2(1,x) < B pour tout x € S.
Ainsi qu’entre :

(a) Pour tout espace adélique rigide E sur K et tout entier i avec 2 < i < dimFE, on a
CZBV(E ) < oc.

(b) 1l existe un espace adélique rigide E sur K et un entier i avec 2 < i < dimE et
{i (E ) < oQ.
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(©) 52(K?) < 0.
() BV(K?) < .
(d) I existe une partie infinie S C Ok et B € R tels que [x] < B pour tout x € S.

Démonstration. 11 suffit de démontrer les équivalences puisqu’ensuite on a nécessaire-
ment : (1) & (C)et(c), (2) & (C)etnon (c), (3) < non (C) etnon (¢) (il n’y a pas de quatrieme
cas car (¢) = (C)). Maintenant (A) = (B) est trivial.

(B) = (C) : Par le lemme 4.2, on peut supposer £ = K" ; par croissancede i — Z;(K")
on peut supposer i = 2. La condition Z,(K") < oo donne une partie 7 de K" telle que
dimZar(T) > 2 et H é\(T) < oo. En d’autres termes : KT contient une infinité de droites
et il existe B € R tel que Hg(x) < B pour tout x € T. Il existe alors une projection stan-
dard K" — K? (c’est-a-dire donnée par oubli de coordonnées) dans laquelle I'image de K T
contient une infinité de droites. De plus, la hauteur décroit par une telle projection (quotient),
ce qui permet de supposer n = 2.

(C) = (D) : On peut, sans changer la situation, d’une part supposer (0, 1) € T et d’autre
part multiplier chaque élément de 7" par un scalaire de K> de fagon & obtenir 7 = {1} x S ou
S C K estinfinie.

(D) = (A) : Par le lemme 4.2, il suffit de montrer Z, (K™) < oo pour tout n > 2. Pour
cela, il suffit de noter Zar({1} x S*!) = K" et Hgn(x) < B" !six € {1} x §"7!, ce qui
résulte de Hgn (1, x2,...,x,) < ]_[?=2 Hg> (1, x;) pour tous x; € K. Ensuite les implications
(a) = (b) = (¢) se traitent comme ci-dessus.

(c) = (/) : Nous avons B’ € Ret T C K? avec Zar(T) = K? et HIQ(T) < B’.En
particulier la fonction

v > sup x|y
xeT

est bornée et égale a 1 en dehors d’un compact. Par suite, il en est de méme de la fonction

p > pur, (sup sup |x[ly)
x€T veV,(K)

sur V(Q). Ainsi ng (T) < B” pour un réel B”.

(c) = (d) : Par le lemme 4.3, il existe T C K2 avec Zar(T) = K? et, pour x € T,
Ixllv < 1siv e V(K)\ Voo(K), ||x|]ly < B” si v € Voo(K). En d’autres termes, si
x = (x1,x2) € T, nous avons x1, x € O et

1/2
sup(l1]. [x2]) < sup (laf? + [x2f2) "% < B
V€V (K)
Ceci entraine visiblement 1’assertion (d).
(d) = (a) : Comme ci-dessus, il nous suffit de vérifier que H gn ({1} x S~ 1) est fini. Or
pour x € {1} x S, nous avons supveVp(K)Hva = 1sip#ocoet

1/2
sup  [xfly < (14 [x21% + -+ + [x212) > < VuB. o
veEVao (K)

La propriété non (D) s’appelle la propriété de Northcott [6,32] : on la formule usuelle-
ment avec la hauteur de Weil et non avec des normes hermitiennes a I’infini comme ici, mais
cela est bien siir équivalent. Par analogie, nous donnons un nom a la propriété non (d).
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214 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Définition 4.5. Un corps K tel que
pour tout B € R I’ensemble {x € K| Hg2(1,x) < B} est fini
est dit de Northcott. Un corps K tel que
pour tout B € R I’ensemble {x €0k | [x] < B} est fini

est dit de BV-Northcott.

L’assertion (3) de la proposition décrit donc les corps de Northcott, 1’assertion (2) ceux
de BV-Northcott qui ne sont pas de Northcott et 1’assertion (1) les corps qui ne sont ni de
Northcott ni de BV-Northcott. Il est facile de donner des exemples de corps vérifiant (1) (@)
ou (3) (Q et tous les corps de nombres) mais un peu moins évident de voir que (2) peut arriver.

Exemple 4.6. Soient (p;);eN, (¢i)ien et (d;i);enN trois suites de nombres premiers vé-
rifiant p; < q; <2p;,d; <log p; < 2d; etq; < dj4+1 pourtouti € N. Alors le sous-corps K
de R engendré par les réels o; = (p;/ qi)l/ di estun corps de BV-Northcott mais non un corps
de Northcott.

Démonstration. Commencons par remarquer que la relation d; < log p; entraine d; < p;
et donc di < p; < ¢qi < di+1. En particulier tous les nombres premiers considérés sont
distincts et lim; 4o pi = +00. On en déduit que la partie S = {&; | i € N} est infinie.
D’autre part

d; d; d; d; d;
HKz(l,oei):H@z(qil/ oMy = g g pH A < pli < 962,

Ceci montre que K vérifie (D) (K n’est pas de Northcott). Montrons maintenant qu’il ne vérifie
pas (d), c’est-a-dire que pour tout B € R I’ensemble des x € Ok avec [x] < B est fini. Soit

doncuntel x € Og.llexisten € N tel que x € Q(wy, ..., a,). Nous le choisissons minimal et
nous allons montrer n < B. Ceci nous suffira puisque dans le corps de nombres Q(wy, ..., )
il n’y a qu’un nombre fini d’entiers de maison au plus B.
Ecrivons
n
= a o
jeJ =0

ova; € Qetj = (jo,..., jn) parcourt 'ensemble J = []'_,{0, ..., d; — 1}. Par minimalité
de n, il existe j' € J avec j, # Oeta;s # 0. Maintenant le corps Q(cg, . .., ay) est de degré
do---dy (p; n’est pas ramifié dans Q(«o, . .., «j—1) donc X% — p; /q; est irréductible sur ce

corps par le critere d’Eisenstein) et, si nous fixons pour chaque i une racine primitive d;-ieme
de I'unité &;, les plongements de ce corps dans Q sont en bijection avec J par la relation
oy(aj) = E;”'oz,- pour u € J. En particulier, siu € J,

n
ou(x) =Y a; [[&™ e € 0g.

jeJ i=0
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Ensuite nous considérons (pour I’indice j’ donné plus haut tel que j,a;s # 0)

v=Y oo [T
i=0

ueJ

Il s’agit encore d’un entier algébrique et nous pouvons calculer

sl S

jeJ i=0 ueJ i=0
n n di—1 G 1)U
_ ) ] Ji—J; 1
= > o([Te) T X [
jeJ i=0 i=0u;=0

=do---dpaj 1_[0‘1‘"
i=0

Le fait que cet €lément soit entier entraine pour le rationnel a;- :
* vg(ajr) > 0si £ premier ne divise pas [[/—q di pigi»
* vg,(aj’) > —lpour0 <i <n,
* vy, (aj’) > —j!/d; donc vy, (aj’) > 0pour 0 <i <n,
* vy (aj) > jl/di =0pour0 <i <n—1let
* vg,(aj’) > j,/dn > 0donc vg,(a;) > 1.

Par conséquent nous avons dg - --dna; € qnZ. Vu I’expression précédente de y, celui-ci est
donc un multiple entier non nul (a;+ # 0) de

n .,

Ji

4n | |Otl~ .
=0

Nous en déduisons que, pour toute place infinie v de Q, nous avons |y[, > gn27 "1 (car
|, > |alfli lv > 1). Par ailleurs, la définition de y montre aussi

|Otl-
[Vl < Z|Uu(x)|v <do---dylx] <do---dyB.

ueJ

Le lecteur vérifiera alors que do - - - d,2" 1y < ¢n pour tout n (on utilise seulement doy > 2
. . e 1oy ont+1 e’ 1+1/e+-+1/e" e—1

etdiy1 > q;i > df dou2""'n <2 <dpetdy---dy < dy <df 7). Onen

déduitn < B. O

4.4. L’invariant c1(K). Penchons-nous a présent sur le cas de la dimension 1. En vertu
des propriétés (P2) et (P4) données plus haut, tous les minima d’un espace £ de dimension 1
sont égaux soit & Aq(E) soit & AFV(E). De plus, on a immédiatement A(E) = H(E),
ce qui montre ¢;(1,K) = ¢fj(1,K) = 1 pour * € {A,A,Z,¢}. En revanche le nombre
cIBV(l, K) € [1,+o0] n’est pas toujours égal a 1 ; c’est un invariant important du corps K que
nous notons en abrégé ¢ (K). Nous pouvons le décrire de la maniere suivante (nous rappelons
que I’'infimum de I’ensemble vide est +00).
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Lemme 4.7. Le nombre c1(K) est Iinfimum des réels R > 0 pour lesquels on a : pour
touta € |[A¥| avec |a| = R, il existe x € K™ tel que |x|y < ay pour tout v € V(K).

Démonstration. Notons (Pg) la propriété de I’énoncé pour R > 0. Nous allons montrer
(Pr) = c1(K) < R = (PR+e) pour tout & > 0.

Ceci montrera bien ¢;(K) = inf{R > 0 | (Pr)}. Nous associons a a € |[Ag| un espace
adélique E; = (K, ||||v) ou || x|y = |x|v/ay pour v € V(K). Il est clair par définition que tout
espace adélique de dimension 1 est isométrique & I’un de ces E,. On a aussi H(Eg) = |a|™!.
De plus, sia,b € |[Ag|avec ay = by pourv € V(K) \ Voo(K) et a, = pby sinon avec p > 0,
alors H(Ep) = pH(E,) et Hgb (S) = ,nga (S) pour S C K, ce qui nous donne

MY(EQ)H(Eq)™! = 3V(Ep) H(ER) ™.

Par suite, si R > 0 est donné, on peut limiter le supremum de la définition de CPV(l, K) aux
espaces E, avec |a| = R. Supposons a présent que ($g) soit vraie. Pour a € [Ag| avec
|a] = R, nous avons donc x € E, \ {0} tel que ||x]ly < 1 pour v € V(K). En particulier
A?V(Ea) < 1 donc )Uf'V(Ea)H(Ea)_1 < R et, en prenant le supremum, ¢1(K) < R. Récipro-
quement, supposons c¢1(K) < R et fixons & > 0. Choisissons aussi a € |[Ag|avec [a| = R+e.
Puisque /\]13\/(E¢,)H(Ea)_1 < R, nous avons /\?V(Ea) < R(R + ¢)~! < 1 donc (lemme 4.3)
il existe x € K> avec ||x||y < I pour tout v € V(K). O

Le premier intérét de c¢1 (K) est de fournir une comparaison entre minima.

Proposition 4.8. Pour tout E et tout entier i, nous avons )L?V(E) < c1(K)A;(E) et
EPV(E) < c1(K)Zi(E).

Démonstration. Soient ¢ > 0 et S C E une partie telle que H }‘5\ (S) < Aj(E) +cet
dim Vect(S) > i. Choisissons arbitrairement b € |A6| avec |b| = (A;(E) + ¢)(c1(K) + ¢)
(si cette quantité est infinie, il n’y a rien a démontrer). Pour x € S \ {0}, nous définissons
a € |Ax| paray = by x|y pour v € V(K). Par hypothése, nous avons

la| = |b|HE (x)™" = c1(K) + ¢

Par le lemme, il existe y € K> avec |y|y < ay pour v € V(K). Nous fixons un tel y pour
chaque x. Posons maintenant ¥ = yx, 0 = 0et S = {¥ | x € S}. Puisque KS = K S, nous
avons encore dim Vect(S) > i. Par ailleurs, si x € S, il vient || x|, < by pour tout v € V(K)
donc Hg(S‘) < |b|. Par suite, A?V(E) < (Ai(E) + €)(c1(K) + ¢) et ceci nous donne la
premiére relation. La seconde se démontre exactement de la méme maniere en remplacant A;
par Z;, A?V par {F’V et Vect(-) par Zar(-). m]

Remarque : si E est de dimension 1 et si F = E®" alors A;(F) = H(F)Y" et
ABV(F) = H(F)V"ABV(E)H(E)™\.

En effet, nous avons H(F) = H(E)" et A{(E) = H(FE) donc il suffit de montrer
AT(F) = AJ(E) pour tous i et * € {A,BV}. On a A*(F) < AJ(E) en considérant des
vecteurs ayant une seule composante non nulle. Réciproquement, on a AJ(F) > AJ(E) en
minorant la hauteur H* d’un vecteur par la méme hauteur de I’'une de ses composantes.
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Maintenant, en prenant £ dans cette remarque tel que /\]13V(E YH(E)™! se rapproche de
c1(K), nous voyons d’une part que la majoration )L?V(F ) < c1(K)A;(F) de la proposition
estoptimale a7 et n = dim F' fixés. D’autre part, nous en déduisons aussi cIBV(n, K) > c1(K)
pour n > 1. Avec la proposition et la relation (P3), il vient pour tout n > 1

max(cl(K),cIA(n, K)) < cIBV(n, K) < cl(K)cIA(n, K)

et par suite CPV(n, K) est fini si et seulement si ¢ (K) et cIA (n, K) le sont. La méme chose est
vraie en remplagant ¢y par ¢y et pour la série des minima ¢.

Pour notre prochain résultat, nous aurons besoin de la variante suivante du lemme 4.7.
Nous y notons pg le groupe des racines de 1'unité de K (qui agit sur K par multiplication).

Lemme 4.9. Soit K un sous-corps de Q qui n’est pas un corps de nombres. Alors le
nombre c1(K) est Uinfimum des réels R > 0 pour lesquels on a : pour tout a € |A%| avec
la| = R, I’ensemble des x € K vérifiant |x|, < ay pour tout v € V(K) contient une infinité
de classes modulo nk.

Démonstration. 11 suffit de voir que tout R > c¢1(K) vérifie la propriété annoncée.
Raisonnons par I’absurde en supposant avoir a € |[Ag| tel que |a| > c¢1(K) et

{x € K | |x|y < ay pour tout v € V(K)}/[LK

fini. Notons S un systeme de représentants de ce quotient puis K¢ un corps de nombres tel que
S CKpeta € |AIX<0 |. Fixons une place archimédienne vo de Ko et notons

o= min |x|y,.
xeS\{0}

Pour tout corps de nombres K avec Ko C K1 C K, sélectionnons une place vy € Vy, (K1) et
définissons @’ € |[Ag | para, = 5 etay = ay siv # vy. Alors

{x € K* | |x]y < aj pourtout v € V(K)}

est vide donc ¢1(K) > |a’|. En outre,

a'| = |a|( o )M(vl) . |a|( o )2/[K11Q]

2ay, 2ay,

donc |a| > ¢1(K) montre |a’| > ¢1(K) pour [K; : Q] assez grand, ce qui est la contradiction
cherchée. O

Faisons maintenant le lien entre ¢ (K) et les propriétés de Northcott.

Proposition 4.10. Supposons [K : Q] = oo. Nous avons i (E) < ic1(K)A; (E) et
CIBV(E) < icl(K))\?V(E) pour tout E et tout 1 < i < dim E. Dans le cas de E = K", nous
avons i < Z;(K") < ElBV(K”) < Vic1(K) pourtout 1 <i < n. En particulier, si K est de
BV-Northcott alors ¢1(K) = oo.
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Démonstration. Soit ¢ > 0. Par le lemme précédent, ’ensemble 7" des x € K vérifiant
|x]y < 1sive V(K)\ Voo(K) et |x]y < c1(K)(1 +¢)siv e Voo(K) est infini.

Soient maintenant £ et i comme dans I’énoncé. Nous choisissons e1,...,e; € E libres
avec Hﬁ({el, ...,ei}) < Ai(E) + e. Nous posons

S ={xie1 +x2e2 + -+ xi¢; | x1,....x; € T}.

Comme T est infini, nous avons Zar(S) = Vect(eq,...,e;) donc dimZar(S) = i. Evaluons
H}(S).Six € Setv € V(K),alors

lxlly < i€ max |lej ||y max(|x1]v, ..., |xi|v)
1<j=i

ol v > €, est la fonction caractéristique de Vo (K). En intégrant, il vient
HE(S) < i(Ai(E) + e)er(K)(1 + ¢)

d’otu la premiere formule pour E quelconque. La seconde s’obtient de méme en remplacant
H é par Hg. Si E = K", on choisit les ¢; dans la base canonique de fagon & avoir

||x||1) S \/ZTGU max(|x1 |Uv cee |xi |U) S (\/I_CI(K)(I + 8))61)

ci-dessus, ce qui donne bien ensuite Hg (S) < Vic1(K)(1 + ¢) puis é‘lBV(K”) < Viei(K).
La minoration Z; (K™) > +/i découle de [11, lemme 2.2] (comme au paragraphe 3.1 de ce
texte).

Pour la derniére assertion, le cas i = n = 2 donne §]23V(K 2) < /2¢1(K) ce qui entraine
bien que, si K est de BV-Northcott (c’est-a-dire §]23V(K 2) = 00), alors ¢ (K) = oo. m]

Lorsque ux est infini, nous pouvons I’utiliser en lieu et place de I’ensemble 7" de cette dé-
monstration et donc obtenir ces estimations sans ¢1(K) : §; (E) <iA;(E), ¢ IBV(E )<i )L?V(E )
et Z;(K") = (BV(K™) = Vi

Par ailleurs, en combinant les deux dernieres propositions, il vient, sur un corps K de
degré [K : Q] = oo, pour tout E et tout i

Ai(E) < BY(E) <ici(K)APY(E) <ici(K)*A(E).

Ainsi, lorsque ¢1(K) est fini, tous les minima d’indice i/ sont comparables. Notamment, si
CIZI\ (n, K) est fini, alors ¢{j (n, K) est fini pour tout *. D’un autre cdté, bien s, si ¢1 (K) = oo,
alors cﬁv(n, K) = cﬁvz(n, K) = oo pour tout n > 1 (voir plus haut). En d’autres termes, si
c1(K) est fini et [K : Q] infini, alors les propriétés de Siegel, de Bombieri—Vaaler et de Zhang
sont équivalentes.

4.5. Variation de la dimension. Examinons maintenant la variation de cIA (n,K) en
fonction de n. L’argument ci-dessous provient de [22, p. 18] et remonte en fait a Hermite si
K = Q (la formule est alors connue sous le nom d’inégalités de Mordell).

Lemme 4.11. Pour tout n > 2, on a CIA(I’I +1,K) < cIA(n,K)”/(”_l) et par suite
et (n, K) < 2, k)"
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 219

Démonstration. Soit E un espace adélique rigide de dimension n 4 1. Choisissons
x € E\ {0} avec Hg(x) < A{(E) + &. Définissons F = {x}*+ C EY. Comme dim F = n,
nous avons

AL(EY) < A1 (F) < ¢ (n, KYH(F)'/".

Par la proposition 3.6, H(F) = H(F')™' = Hg(x)H(E)™'. En combinant et en faisant
tendre ¢ vers 0, nous arrivons a

A(EY) < ¢ (n. K)H(E)™ " Ay ().
Cette formule vaut aussi en remplacant E par EY donc, avec H(EY) = H(E)™!,
AV(E) < ef(n, KYH(E) /" A (B < o (n, K)EVMH(E) =1 A (B)Y™
Par suite, puisque

(+)0-2) =7 @ G-2)(-2) =
_ - — e - - R = s
n n2 n—1 n n2 n2 n+1

nous voyons

AL(E) < i (n, K)M =D ()Y 0+

ce qui donne le résultat en prenant le supremum sur les £ de dimension n + 1. |

En particulier
CIA(2, K) fini <— CIA(n, K) fini pour tout n > 1.

Note : dans I’autre sens, on peut montrer CIA (n, K)”CIA (m, K)™ < CIA (m4n, K)"tna
I’aide d’une somme directe ainsi que

2 VRN A
(m) CI (n, K) S CI (mn,K)
En effet, d’apres [11, propositions 4.1, 7.2], le sous-espace adélique rigide A, de I’espace
standard K™+ défini par I’hyperplan {x1+- - -+Xp11 = 0} vérifie A1 (An®E) = v2A1(E)
et H(Apm ® E)Y/™M" = (m 4+ 1)Y/2m H(E)'/"_ En reportant ces estimations dans

A1(Am ® E) < ¢f*(mn, K)H(Am @ E)Y/™"

puis en faisant varier E, on obtient I'inégalité voulue. Le choix m = 2 et une récurrence
immédiate donnent CIA (24, K) = (2/~/3)*/2 pour tout £ € N. La propriété précédente sur la
somme entraine cIA (n,K) > cIA (2, K)Y/2 avec £ = |logn/log?2] et donc

cIA(n, K) > (2/x/§)e/4 > 0,9n/20.

En particulier clA (n, K) tend vers I'infini avec n. Nous retrouverons plus loin cette propriété
a travers des minorations de CIA (n, K) de meilleure qualité en n mais nettement moins élé-
mentaires (voir la proposition 5.2 pour les corps de nombres et le lemme 4.21 pour les autres
corps).

Il nous reste a donner un lien entre les cj et les ¢y. L’argument qui suit remonte a
Minkowski [18, §51] pour K = Q; il apparait ensuite dans 1’article de Roy et Thunder [22]
dans le cas de Q ; il fait aussi I’objet de I’article postérieur de Vaaler [29] dans le cas d’un corps
de nombres (dans tous les cas pour A).
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220 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Théoreme 4.12. Pour tout n > 1, nous avons
cIA(n, K) = cljl\(n,K) et CFV(H, K) = CEV(n, K).

La démonstration utilise un lemme facile de perturbation des normes dans un drapeau
(voir [22, Lemma 3.3] et [29, Lemma 2]).

Lemme 4.13. Soient E un espace vectoriel réel (resp. complexe) muni d’une norme
euclidienne (resp. hermitienne) ||-|| puis o1 > -+ > oy, > 0 des réels et

O=FyCE,C---CE, 1CE,=F
un drapeau complet de sous-espaces de E (donc dim E; = i). Alors il existe une norme eucli-
dienne (resp. hermitienne) ||-||" sur E telle que
(1) sil<i<netx € Ej,onalx| > a|x| et
(2) pour toute mesure de Haar vol sur E, on a

n

1})=(H

i=1

-1
vol({x € E | |Ix]||’ oz,-) vol({x € E | |x|l = 1}).

A

Démonstration. Pour 1 < i < n, on choisit y; € E; N El.J-_1 avec ||yi|| = 1 puis I'on

pose
n n 1/2
2 2
Sa| = (Ll g
i=1 i=1

Démonstration du théoreme 4.12.  Soit E un espace adélique rigide de dimension 7.
Fixons ¢ > Otel que si Aj—1(E) < A;(E), alors (1 + e)A;—1(E) < A;(E) pour tout i avec
2 < i < n. Choisissons ensuite une base x1,...,x, de E telle que Hg (x;) < (1 + &)A;(E)
pour tout i, 1 < i < n.Posons E; = Vect(xy,...,x;). Remarquons que si x € E; \ E;_1,
alors Hg(x) > A;(E) : en effet, en notant j le plus grand indice tel que A;(E) < A;(E),
nos choix impliquent Hg (xx) < A;(E) = Ajy1(E) pour 1 < k < j; ainsi, si x vérifiait
HEg(x) < A;(E), la famille {x1,...,x;, x} contredirait la définition de A;;1(E). Définis-
sons maintenant o; = A;(E)~! pour 1 < i < n et appliquons le lemme avec ces valeurs
au drapeau 0 C (E1)y C -+ C (Ep—1)y C Ey pour tout v € Voo (K). Nous trouvons une
collection de normes ||-||;, modifiant celles de E qui nous donnent un espace adélique E’ en
posant |-[|, = |||l siv € V(K) \ Voo(K). Les deux conclusions du lemme donnent ici :

/

(1) sil<i<netxe€ Ej,alors Hg(x) < Aj(E)Hg/(x);
(2) H(E) = A(E) -+ An(E)H(E").

Maintenant, pour x € E \ {0}, il existe i > 1 avec x € E; \ E;_1; par la remarque
faite plus haut et par (1), il vient A;(E) < Hg(x) < A;(E)HE/(x) d’ou Hg/(x) > 1 puis
A1(E’) > 1. Ainsi

H(E) )1/n

1< A(E) <. KYH(ENY™ = ¢ (n, K)(Al(E)---An(E)
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 221

d’ou

(AI(E)"'An(E)

1/n
H(E) ) 50{\(}1,[().

Comme ceci est vrai pour tout £, on trouve bien CIII\ (n,K) < CIA (n, K) d’ou I’égalité.
La preuve pour ABV suit exactement le méme plan. Nous fixons £ et ¢ > 0 tels que
ARV (E) < ABV(E) entraine (1 + )APY, (E) < ABY(E). Nous choisissons ensuite une base
X1,...,Xp avec
sup lxilly = H (xi) < (1 + &)AfV (E)
VeV (K)
pour tout 7 : ceci est possible quitte a modifier les éléments fournis par la définition de A?V(E )

par des éléments de Q™ (comme dans le lemme 4.3) et en remarquant qu’alors
Hg({xl, oL Xip) = max{HjEQ(xl), e Hg(xn)}.

Nous avons ensuite de méme si x € E; \ E;_; la minoration Hg (x) = APY(E) (sinon, pour

un j <ietuna € Q*, lafamille xq,...,x;,ax contredirait la définition de )L}B_VH (E)).Lafin

de la démonstration est identique en remplacant partout A;, Hg, Hg-, ¢ par ABV HQ, HQ,,
q plagant p p i E E

CBV. O

En revanche nous ne savons pas si cI’1 n,K)= CI'} (n, K) en général.

Ce résultat et le précédent montrent que K est de Siegel si et seulement si CIA (2, K) est
fini. De méme, K de Bombieri—Vaaler équivaut a CPV(Z, K) fini ou encore a clA (2,K)etci(K)
finis. Nous pouvons a présent donner un analogue du lemme 4.11 pour cl% (ce qui montre en
particulier que les corps de Zhang sont caractérisés par la finitude de CI% (2, K)).

Proposition 4.14. Sin > 2, onacf (n, K) < c¢Z (2, K)*".

Démonstration. Nous notons pour alléger u, = cl% (n, K)". Soient n > 3 et E un
espace adélique rigide de dimension n. Fixons ¢ > 0 tel que, si A;—1(E) < A;(FE), alors

(1 +e)Ai—1(E) < A;j(E) pour 2 < i < n. Choisissons ensuite une base eq,...,e, de
E telle que Hg(e;) < (1 + ¢)A;(E) pour 1 < i < n. Considérons enfin deux entiers
d,m > 2avecd + m = n + 1 et posons F = Vect(eq,...,ey). Par définition, nous avons

Z1(F) - Zyu(F) < uy, H(F). Par le théoreme d’Hadamard (lemme 3.7), nous avons
H(F) < Hg(e1) - Hg(em) < (1 +&)" A1(E) -+ Am(E).

D’autre part F C E donne A;(E) < Aj(F) < Z;(F) pour 1 <i < m. Nous pouvons donc
écrire

AL(E) - A1 (E)Zm(F) S um(1 +&)"A1(E) -+ A (E)
etdonc Z,,(F) < upm(1 4+ &)™ Ay (E). Par suite, il existe une partie S C F, dense dans F,

telle que
HE(S) < tm(1+ )" A (E).

De plus, nous pouvons supposer S NVect(eq, ..., en—1) = @ sans restriction. Définissons alors
pour x € S un espace Fx = Vect(x,emu+1,-..,e,) de dimension d. Nous prétendons que
pour 1 <i < d nous avons A,,—1+; (E) < A;(Fy) : en effet, si ceci était faux, nous pourrions

Brought to you by | University of Gothenburg
Authenticated
Download Date | 10/6/17 2:21 PM



222 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

trouver une famille libre yi,...,y; de Fyx avec HE(yx) < Am—1+i(E) pour 1 < k < i;
notons ensuite j le plus grand indice tel que Aj(E) < Ay—14;(E), alors

Hp(ler.....ej.y1.....3i}) < Am—14i(E) = Aj11(E)

donc

dim Vect(er,....ej, y1,....Yi) =]
donc Vect(y1,...,y;) C Fx N Vect(ey,...,e;); par construction, cette intersection est dans
Vect(x, em+1, . ..,e;) de dimension max(0, j —m + 1) etdonc i < j —m + 1; enfin ceci

s’écrit j > m — 1 4 i et contredit Aj(E) < Ay—14i(E). Ainsi nous avons
Am—1+4i(E) < Ai(Fx) < Zi(Fx)

et donc
Am(E) - Ap1(EVZ43(Fx) < Z1(Fx)---Z4g(Fx) <ugH(Fx)

d’autre part, par Hadamard et la définition de S, il vient
H(Fx) < HE(x)HEg (em+1) -+ HE (en) < um(1 + &)" T Am(E) -+ An(E).

En combinant, nous trouvons : Zg(Fx) < ugum(1 4+ &)"T1A, (E). Il existe donc une partie
dense Sy de Fy telle que

HE(Sx) < ugum(1 +&)" 2N, (E).

Par suite, S = Uyes Sx estdensedans | ), g Fx et vérifie Hé\(b:) <ugum(14+8)"T2A,(E).
De plus, |, cg Fx est dense dans E car S est dense dans F donc

Zn(E) <ugum(l + 8)n+2An(E)-
Le calcul fait plus haut pour F' donne, en remplacant m par n — 1,
Z\E) - Zn-1(E) < un—1(1 4+ )" 'AL(E) - Ap—1(E)

(car Z;(E) < Z;(Vect(ey,...,en—1)) pour 1 <i < n — 1). En multipliant et faisant tendre ¢
vers 0, nous avons

Z\(E)---Zn(E) =ugumun—1A1(E)--- Ap(E)
puis
Z1(E)---Zn(E)
H(E)

< udumun_lcﬁ\(n, K)".
Or

A K) =t K) <t KT <@ k) = w2
Finalement en prenant le supremum sur £ rigide, nous trouvons

n(n—1)/2

En choisissant {d,m} = {2,n — 1}, nous pouvons écrire

n
1
2 u(z)+ _

Up = Uy U,
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, . n—I1 . . . , .
Montrons par récurrence avec cette relation u, < ugz : il s’agit simplement de vérifier

2n—1)2"2 + (’;) +1<n2t !

ou encore n? —n + 2 < 2%, qui est vrai de manicre élémentaire pour n > 1. Par suite, nous

avons montré u,ll/ "< (u;/ 2)2” qui est la majoration de I’énoncé. Remarquons que 1’on peut
faire un peu mieux que ceci : en choisissant |d —m| < 1, on obtient une relation de récurrence
qui permet de majorer

log cl% (n, K)

log CI% (2,K)
non par 2" mais par 2n'°2"

Bien entendu, on rappelle que, lorsque c;(K) est fini, on peut obtenir une meilleure

dépendance en n : de méme que /\?V (E) < c1(K)A;(E) donne

BV, K) < c1(K)er (n. K) < c1(K)ef* 2, K)"' < BV (2, K)",
la majoration Z; (E) < ¢PV(E) < ne1(K)?A;(E) fournit, lorsque [K : Q] = oo,
. K) < cBV(n, K) < ney(K)?c 2, K)" ! < nePV@, k)"

On consultera aussi le corollaire 4.20 ci-dessous pour une autre majoration de cl% (n, K).

4.6. Corps de Siegel et corps de Zhang. Dans ce paragraphe, nous montrons qu’en
dehors des corps de nombres, tout corps de Siegel est un corps de Zhang. Pour effectuer la
construction qui nous menera a ce résultat, nous avons besoin de la définition suivante. Pour
une place v, nous notons p, sa restriction a Q, vue comme un nombre premier ou co. Nous
écrivons aussi pour alléger u(v) = w({v}) la mesure du singleton {v} (voir paragraphe 2.2).

Définition 4.15. Soit K une extension algébrique de Q. Nous appelons indice d’impu-
reté de K et notons u(K) I’élément de [1, +o00] donné par

sup inf{pv“(”)/ev |veV(K)\ Voo(K), p{v > N}.
N>1

Dans cette écriture, pl’ W/ev qoit atre compris comme 1 si e, = oo (ou w(v) = 0) tandis
que p{” > N est vrai si f, = oo.

Lemme 4.16. Nous avons u(K) = 400 si et seulement si K est un corps de nombres.

Démonstration. Si K est un corps de nombres de degré D, alors pu(v)/ey, = fv/D
donc pour N > 1 il vient inf{p,’f(v)/e“ | p{“ > N} > NP dott u(K) = +o0. Supposons
que K ne soit pas un corps de nombres. S’il existe v € V(K) \ Voo (K) telle que f, = o0, alors
u(K) < p,’f(v)/e” < py < 400. Si, au contraire, f,, < oo pour tout v € V(K) \ Voo(K), alors
u(K) =1 car f, < oo entraine u(v)/e, = 0 (en effet, pour tout corps de nombres Kg C K
de degré Do, ona u(v) < u(vg,) = vk, fv\KO Dal < ey fv/Do donc pu(v)/ey < fu/Do
et I’on peut choisir Dy arbitrairement grand puisque K n’est pas un corps de nombres). |
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Nous voyons aussi dans cette démonstration que u(K) = 1 s’il existe une place avec
ey = fp = oo (par exemple u(Q) = 1) ou s’il existe une suite de places v avec f, < co mais
pvf Y non borné. Le cas u(K) > 1 se produit également.

Lemme 4.17. Pour tout réel B, il existe un corps K avec B < u(K) < +oc.

Démonstration. Soit (pn)n>0 Une suite strictement croissante de nombres premiers avec
po = 2et pp > B2 sin > 1. Considérons une suite de corps de nombres (K,),>0 avec
Ko = Qet[K, : Ky,—1] = 2sin > 1. Nous imposons de plus, grice a la proposition 2.10,
que, pour toute place w de K,—1 avec py < pp, il existe une unique place w’ de K, au-
dessus de w de sorte que e(w|w’) = 2 si py < py et f(ww') = 25si p1 < pw < pn.
Montrons que K = UnzO K, convient. Si v est une place finie de K, il existe n > 0 tel que
Pn = Dv < Pn+1. Par construction, v est I’'unique extension a K de la place w = v, . Si
n = 0, alors f, = 1 donc pvf” < p1 etv n’apas d’influence sur la valeur de u(K). Sin > 1,
alors f, = oo et

pllf(v)/eu — pff(w)/ew — pl{w/[Kn:Q] — pl{’w/2” > pz_" > B. 0

Nous en venons maintenant a I’argument central de la construction. Nous allons procéder
par perturbation de normes, un peu a la maniere dont le lemme 4.13 conduit au théoreme 4.12.
La difficulté réside dans le fait qu’au lieu d’un drapeau de sous-espaces, nous devons tenir
compte d’une suite de fermés algébriques. Nous résolvons ce probleme de la fagon suivante,
avec une norme ultramétrique ayant un corps résiduel assez gros.

Proposition 4.18. Soient k' / k une extension de corps, |-| une valeur absolue ultramé-
trique sur k de corps résiduel kg et E un k-espace vectoriel normé de dimension n admettant
une base orthonormée. Soient Y1 C -+ C Y, C E ® k' des fermés de Zariski définis sur k tels
que k'Y; = Y;, dimY; < i etdeg; < Cardkg pour 1 <i < n — 1. Alors il existe une base

orthonormée ey, .. ., e, de E de sorte que, pour toute extension de |-| a k’, tout 1 <i < n et
tous x1,...,xn, €K', on ait :
n
ZXjej ey, = max(|x1|,...,|xl~|) = max(|x1|,...,|xn|).
Jj=1

Démonstration. Nous notons () la boule unité de k et procédons par récurrence sur 7.
L’énoncé se réduisant a une tautologie si n = 1, nous supposons n > 2 et choisissons une base
orthonormée f1,..., fn de E. Il existe un polyndme non nul P € k'[Xy,..., X,] de degré
degY,_1 telque P(xy,...,x,) = 0sixy f1 4+ Xn fn € Yy—1. Nous pouvons le supposer
homogene (car k'Y, _; = Y,_1) et a coefficients dans k (car Y, —; est défini sur k). Nous pou-
vons méme demander que P € O[X1, ..., X,] et I'un des coefficients appartienne a @*. Dans
ces conditions, il existe aq,...,an—1 € O tels que P(ay,...,an—1,1) € O : ceci résulte de
Card kg > deg P (la réduction de P(X1y,..., Xn—1,1) ne peut pas étre identiquement nulle
sur k(’)’_l). Posons e, = ay f1 + -+ an—1 fu—1 + fu.Lafamille f1,..., fu—1, e, forme une
base orthonormée de E. Considérons a présent p: E — F = kf; & --- & kf,—1 la projection
de noyau ke, puis Y/ = (p ®1id)(¥;) pour I <i <n—1.1Iciles Y/ sont des fermés de Zariski
emboités de F ® k' avec k'Y = Y/, dimY/ < dimY; < i etdegY/ < degY; < Cardky.
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L’hypothese de récurrence s’ applique donc et produit une base orthonormée eq, ..., e,—1 de F.
Vérifions a présent la propriété de I’énoncé. Choisissons pour cela une extension de |-| & k" puis
1 <i<n-—1letxy,...,x, €k’ tels que 27=1 xje; € Y;. Alors f = Z;';i xjej € Y/ donc
max (|xi],....|x;|) = max(|xi].....[xs—1]) = max(|y1l..... |yn=1])

si nous écrivons

n—1

f=> v

Jj=1

Il reste a voir |x,| < max(|y1],...,|yn—1]). Comme f + x,e, € Y; C Y,—1, il vient

deg P
0=P(y1+ai1xn,...,Vn—1+ an-1Xn,Xn) = xneg Pay,....,an—1,1)+y

oll, en développant,

deg P—1
lyl < max(|y1l. ... [yn—1]) max(|y1]...., [yn—1l. [xa]) 5" .

On en déduit la majoration de |x,| grace a |P(ay,...,an—1,1)| = 1. |
Voici la construction annoncée.

Théoreme 4.19. Soient K une extension algébrique de Q et E un espace adélique
rigide sur K de dimension n. Pour 1 <1i < n, soit o; un nombre réel tel que 0 < a; < Z;(E).
Il existe un espace adélique E' rigide sur K de dimension n tel que

W(K)Z\(EN))" _ ar---an
H(E") T H(E)

Démonstration. Choisissons des réels f1 < --- < B, tels que o; < B; < Z;(E) pour
1 <i < n. Par définition de Z; (E), I’adhérence de {x € E | Hg(x) < B;} pour la topologie
de Zariski est un fermé de £ de dimension au plus i — 1 que nous notons Y;_;. Nous avons
{0} =Yy CYy C--- CYy_1 etposons enoutre Y, = E. Remarquons KY; = Y; pour tout i
et écrivons N = 1 4+ maxo<; <, degY;. Fixons un corps de nombres Ko C K tel que I’espace
adélique E d’une part et les fermés Y; d’autre part soient définis sur Ko. Cela signifie qu’il
existe un espace adélique rigide Eq sur Ko tel que E soit ’extension des scalaires £g ® K
tandis que, pour 1 <i < n, I’idéal de 1’algebre symétrique S(E") définissant Y; est engendré
par des éléments de S(Ey). Considérons encore une place ultramétrique vo de Ko telle que

P’ = N,

Nous pouvons alors appliquer la proposition précédente avec k = Ko, k' = K, |-| = ||v,
et le k-espace normé (E, ||| £,,v,) (voir la propriété citée a la fin du paragraphe 3.2). Nous
obtenons une base ey, ...,e, de Eg orthonormée pour |-|| g,,», qui nous permet de définir
I’espace adélique E’ sur K (défini sur K() qui partage avec E 1’espace vectoriel sous-jacent et
toutes les normes sauf celles associées aux places v € Vy,(K) pour lesquelles nous posons

n
Z Xjé€j
=1

= max (pur,, (8 /*)|x;1y)

E’,v 15]57’!

SiX1,...,Xn € Ky.
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Soit a présent x € E’ non nul. Il existe | < i < n avec x € Y; \ Yi—1. L’hypo-
these x ¢ Y;—y fournit Hg(x) > pB; tandis que x € Y; donne, griace a la proposition,
Xl E,0 = maxi<j<i|Xj|y siv € Vy(K)etx = Z;?:l xjej. Alors

x| Ep = max B;Y/HO0| x|, > g 1/nwwo)
' 1<j<i ’ i

-1
max |x;ly = 7" |xl g
1<j=<i
en utilisant pur,, (a) > a pour un réel a et la croissance des f;. En intégrant sur V(K), il vient
Hg/(x) > ,Bi_lHE (x) > 1, ce qui nous permet de conclure Z;(E’) > 1. Par ailleurs, nous

avons

N — - —1/p@olpuwe) —  H(E)  nu(wo)/ey,
H(E') = H(E) [ ] pur,, (8; ) < = p

- ﬂllgn

j=1

. 1/ey P .
en employant cette fois pur, (a) < apvée 9 pour @ > 0. Définissons maintenant ¢ > 0 par
(B1+++Bn)/ (01 -+ -atn) = (1 + £)". Nos calculs montrent

(o "1+ ©)2Z1(E)" _ o1
H(E") - H(E)

donc il reste a voir que 1’on peut choisir le couple (Ko, vg) avec pf,co(v())/e"o <u(K)(1+¢)?.Or,

par définition, il existe v € V(K) avec p{” > N et pv“(v)/e” < u(K)(1 + ¢). Nous imposons
Vo = V|, et choisissons Ko assez gros pour avoir simultanément les trois conditions :
JT . fv() . M(UO)/eUO w(v)/e
E etles Y; sont définissur Ko;  py,. = N Ppug < Dy (1 +¢).

Ceci est possible car si y (a valeurs dans [1, oo]) est I’une des trois fonctions e, f ou 1/, nous
avons

y(v) = sup{y(vik,) | K1 C K, [K; : Q] < oo}

et y(vig,) < y(vik,) si K1 C K C K. Finalement ce choix de (Ko, vo) fournit bien un
espace E’ qui répond au probleme. O

Le résultat principal de ce paragraphe découle facilement de cet énoncé.

Corollaire 4.20. Soient K une extension algébrique de Q et n > 1. Nous avons
CI% n,K) < M(K)CIA (n, K). En particulier, si K est un corps de Siegel sans étre un corps
de nombres, alors c’est un corps de Zhang.

Démonstration. Dans le théoreme, nous majorons Z1(E’) < ¢ (n, K)H(E')'/" puis
faisons tendre chaque «; vers Z; (E). Par suite, tout espace adélique rigide E sur K de dimen-

sion n vérifie
Z(E)---Zn(E)

< (u(K)ef* (n, K))".

H(E)
Nous en déduisons immédiatement 1’inégalité souhaitée en faisant varier E et la derniére as-
sertion s’ensuit grace au lemme 4.16. O
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 227

Un corps de Northcott ne pouvant pas étre de Zhang, nous en déduisons aussi que les
seuls corps a la fois de Siegel et de Northcott sont les corps de nombres (les arguments donnés
ci-dessus restent entierement valables lorsque les Z; (E) sont infinis pour i > 2).

Comme nous avons toujours CIA n,K) = cIZ n,K) < CI% (n, K), nous remarquons qu’il
y a égalité lorsque u(K) = 1. Nous trouvons donc, dans ce cas seulement, un analogue du
théoreme 4.12 pour ¢Z. Sous cette hypothése, il existe pour tout & > 0 un espace adélique
rigide E sur K tel que Z,(E) < Z1(E)(1 + ¢).

Nous terminons par deux minorations de cIA (n, K) qui améliorent (au moins asymptoti-
quement) I’estimation mentionnée apres le lemme 4.11.

Lemme 4.21. Soient K une extension algébrique de Q et n > 1. Nous avons

n!t/2n exp((H, —1)/2)
u(K)’ u(K)" )

c(n, K) > max(

o Hy =145 4+ 1.

Démonstration. Considérons d’abord I’espace adélique standard K”. Pour 1 < i < n,
nous avons Z; (K™) > /i (voir proposition 4.10). Cet exemple montre cl% (n,K) > n1t/2n
et nous obtenons la premiere minoration grace au corollaire. Pour la seconde, fixons ¢ > 0 et
choisissons un espace adélique E sur K de dimension n tel que

Z1(E) = (1 + &) ¢ n, K)H(E)'/"™.
Comme par ailleurs nous avons
ZI(E)" " Zy(E) < Z\(E) -+ Zu(E) < ¢ff (n, K)"H(E) < u(K)"¢{*(n, K)" H(E),

nous arrivons a
Zn(E) < (1 +&)" 'u(K) e (n, K)H(E)'/".

Or un théoréme de Zhang [11, théoréeme 3.1] entraine
Zn(E) = Zy(E ® Q) = exp((H, — 1)/2) H(E)'/"

pour tout E. Le résultat en découle en faisant tendre ¢ vers 0. ]

4.7. Variation du corps. Dans ce paragraphe, nous considérons deux extensions K C L
algébriques de Q et cherchons a relier les invariants de K et L. Nous constatons tout d’abord
que, si L est un corps de Northcott, respectivement de BV-Northcott, alors il en va de méme de
K. C’est évident dans toutes les formulations ; en termes de minima, nous avons par exemple
Z3(L?) < Za(K?) et &(L?) < &a(K?).

Ces majorations résultent aussi de 1’énoncé ci-dessous avec E = K?2.

Lemme 4.22. Pour tout espace adélique rigide E sur K, nous avons H(EQ L) = H(E)
ainsi que AT (E ® L) < A7 (E) pour 1 <i <dimE et x € {A,A,BV, Z,{,BVZ}.
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228 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Démonstration. La premiere assertion découle immédiatement de la définition matri-
cielle de I’extension des scalaires. En outre, pour S C E, nous avons H(S) = H}, oL (5®1)
pour * comme dans 1’énoncé. La comparaison des minima résulte maintenant des égalités
dim Vectg (S) = dim Vecty (S ® 1) et dimZarg (S) = dimZary, (S ® 1), cette derniere tra-
duisant le fait que le schéma sur Spec L défini par Zarz, (S ® 1) coincide avec I’extension des
scalaires du schéma défini par Zarg (S). O

Pour aller plus avant, supposons désormais que L est une extension finie de K. Dans ce
cas, nous disposons de la réciproque des propriétés précédentes : L est un corps de Northcott
(respectivement de BV-Northcott) si et seulement si K en est un. Cette observation est connue
(voir [32, Theorem 2]) pour la propriété de Northcott et la méme démonstration vaut pour la
propriété de BV-Northcott : I’argument consiste a associer a un élément x de L (resp. O ) son
polyndme minimal sur K puis & majorer la hauteur (resp. la maison) des coefficients en fonction
de celle de x ; si K vérifie la propriété requise, il n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour
ces coefficients, donc pour x.

Nous avons ensuite les estimations suivantes en sens inverse du lemme.

Proposition 4.23. Si L est une extension finie de K, il existe un réel k > 1 tel que,
pour tout espace adélique rigide E sur K et tout entier i avec 1 < i < dimE, on ait
ABV(E) <k ABY(E® L) et (BY(E) < kilPY(E Q L).

Démonstration. En vertu du lemme 4.22, nous pouvons remplacer L par une extension
fixée de L. Ceci permet de supposer pour la preuve que L/ K est galoisienne. Nous fixons une
base eq,...,ep de L sur K formée d’éléments de O, et notons B = maxi<;<p[e;]|. Pour
E eti comme dans I’énoncé et ¢ > 0, choisissons x1,...,X; € E ® L libres sur L tels que
Ixkllw < 1siw e V(L) \ Voo (L) et || xXp]lw < )L?V(E ® L) 4+ e si w € V(L) pour tout
1 <k <i.Notons

S ={Trp/k(ejxk) |1 <j <D, 1<k <i} CE.

Ici la trace d’un élément de £ ® L est la somme de ses conjugués pour I’action naturelle
de Gal(L/K) sur E ® L. Un calcul direct fournit ||y|, < 1 siv € V(K) \ Veo(K) et
Iyllv < DBAPY(E ® L) + ¢) si v € Voo(K) pour tout y € S. Nous aurons donc
établi la premiere inégalité avec k = DB si nous montrons que S contient i vecteurs indé-
pendants de E. Par non-dégénérescence de la forme trace, nous pouvons inverser la matrice
(Trr/k(ejeg))1<je<p et donc écrire x; comme combinaison linéaire sur L des Trz, /g (e; x)
avec 1 < j < D. Par suite, x;p € Vectz,(S ® 1) = Vectg(S) ® L d’ou I’on tire bien
dim Vectg (S) > i. La seconde partie de 1’énoncé se ramene a la premiere sii = 1 et est vide
si CIBV(E ® L) = o0. Nous supposons donc i > 2 et EZBV(E ® L) < oo. Par la proposi-
tion 4.4, ceci entraine que L n’est pas de BV-Northcott. Il en est alors de méme de K donc il
existe B’ € R et une partie infinie T C Ok avec [ f] < B’ pour tout f € T. De la sorte
S"=1{>yes /yy | fy € T} C E vérifie dim Zar(S’) > i (puisque Vect(S) C Zar(S")). De
plus, siz € S’ alors ||z||, < 1 pourv € V(K)\ Voo(K) et | z]|y <iD*BB'(ABV(E® L) +¢)
si v € Voo(K). Nous en déduisons donc ZZBV(E) < iDzBB/)L?V(E ® L) puis I’énoncé en
changeant la valeur de k (sachant que I’on a toujours )L?V(E ® L)< §l].3V(E ® L)). m|
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 229

Comme conséquence directe de cet énoncé, nous avons cf¥(n,K) < «kcfV(n, L) et
cﬁvz(n, K) <«kn cﬁvz(n, L). En particulier, si L est un corps de Bombieri—Vaaler, alors il en
va de méme de K. De plus, le cas n = 1 donne ¢1(K) < «c1(L) donc si c1(L) est fini alors
¢1(K) aussi.

Tandis que les résultats précédents étaient basés sur la notion d’extension des scalaires
d’un espace adélique rigide, nous voulons maintenant faire intervenir la restriction des sca-
laires. Cela pose un probleme de définition. Si F est un L-espace vectoriel de dimension finie,
nous notons pour clarifier Resy /x F' I’espace F vu comme K-espace vectoriel. Si F' porte
une structure d’espace adélique sur L, la question est donc de munir Res;, /g F' d’une struc-
ture d’espace adélique induite. Lorsque K et L sont des corps de nombres, nous disposons de
I’énoncé suivant qui fournit une réponse naturelle.

Lemme 4.24. Soit F un espace adélique rigide sur L. Définissons une structure adé-
lique sur E = Resy g F par, siv € V(K) et x € F Qg Ky,

1/2
S (L Ku]uxn%,w) iV € Vao(K).
x| E0 = weVy (L)

ur max || x||r sinon.
pur, (| max. [1x/r.)
Si [K : Q] < oo, alors cette structure définit un espace adélique rigide sur K.

Démonstration. Justifions en premier lieu que les expressions données définissent des
normes sur £, = E Qg K, sans hypotheése sur K. Par produit tensoriel avec le L-espace F,
I’isomorphisme d’anneaux

Lok Ky~ [] Luw
weVy, (L)

donne un isomorphisme de K,-espaces vectoriels

v~ F g Ky ~ ]_[ Fy.
weVy(L)

Ainsi, pour chaque w € V,(L), a travers la projection sur le facteur Fy,, la norme ||-|| r,,, sur
F,, fournit une application £, — R encore notée [|-|| r , (bien qu’elle ne soit pas en général
une norme sur Ey) qui coincide sur FF >~ E C E, avec la restriction de ||| pw & F C Fy.
Cette décomposition de E, en produit montre directement que ||| g, est une norme sur ce
K -espace.

Nous supposons dorénavant que K est un corps de nombres et montrons que la structure
adélique est rigide. Commengons par vérifier que la norme est donnée par une matrice place
par place. Fixons un L-isomorphisme ¢: F — L" et un K-isomorphisme y: L — KP de
sorte que ¥ = x" o ¢: E — K™P est un K-isomorphisme. Si v € Vao(K), alors la formule
définit clairement une norme hermitienne donc il existe une matrice 4, € GL,p (Ky) telle que
|X|Ev = [Av¥u(x)]y pour x € F ® Ky. Siv & Voo (K), le fait d’avoir une valuation discrete
assure pur, (R) = |Ky|, donc la norme définie est pure. Comme K, est localement compact
(sphériquement complet suffirait), il existe une base orthonormée pour ||-| £, donc une matrice
Ay € GLyp(Ky) avee || x[|Ey = [AvPp(X) |y six € F ® Ky.
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230 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Il reste simplement a voir que nous pouvons choisir ces matrices A, de sorte que leur
collection forme un élément de GL, p (A k). Puisque K est un corps de nombres, cela signifie
seulement que 1’on peut choisir A4, = Id pour tout v sauf un nombre fini. Or I’hypothese sur
F entraine qu’en dehors d’une partie finie de V(L), nous avons ||x|Fw = |@w(x)|w pour
x € Fy. En outre, en dehors d’une partie finie de V(K) \ Voo(K) convenablement choisie,
I’'image réciproque par y, de la base canonique de KvD forme une base de [, evy(L) OLy
dans L ® Ky > [[yep, (1) Lw donc [x(M)]v = [y]v = maxyey,r)|y|w pour y € L ® Ky.
Ceci s’étend aux vecteurs de L" ® K, et, en combinant, nous pouvons écrire pour x € F ® K,

X = pur max X
x| =p v(wGVU(L)H | F,w)
= pur max X
p v(wer(L)|(pw( )w)
= purv|()(n O‘P)v(x)|v = W’v(x)lv

toujours en dehors d’un ensemble fini de v. Ceci signifie bien que nous pouvons choisir ici
A, = 1d. O

Malheureusement ce lemme ne vaut pas pour K quelconque. Pour donner un contre-
exemple, notons K C R I’extension de Q engendrée par les 21/2" pourn > letL =K (21/3).
Les ensembles V>(K) et V(L) sont des singletons, notés {v} et {w}. Pour F = L et
x=2"V 3, 1a définition du lemme donne

Ixl|£,0 = pury(|x|w) = pur,(2'/3) = 2173 & |K |, = 2211/2]

donc il n’existe pas d’écriture de [|-|| g, via une matrice de GL3(Ky).

Il semble donc ne pas y avoir de définition naturelle pour la restriction des scalaires des
espaces adéliques rigides. Cela suggere peut-étre de travailler avec une définition d’espace
adélique plus souple, autorisant notamment des normes impures (voir les remarques faites a
ce sujet dans I'introduction) mais ici nous allons nous ramener au cas des corps de nombres.
Pour cela, nous choisissons deux corps de nombres Ko C K et Lo C L tels que Ko C Lo,
L ~ Lo®k, K etde facon qu’il existe un espace adélique rigide Fo sur Lo avec F >~ Fo®p,,L
(existence : si L = KJ«], on demande a K¢ de contenir les coefficients du polyn6me mi-
nimal de «, alors Ly = Kp[a] vérifie la premiere condition puis 1’on grossit Ko pour que
GL,(AL,) contienne une matrice définissant la structure adélique de F'). Nous posons alors
Eo = Resy,,/k, (Fo) (muni de la structure donnée par le lemme) puis £ = Eo®k, K. L’espace
adélique rigide E sur K (qui dépend des choix de Lg et Fy) joue le role d’ une approximation de
la restriction des scalaires cherchée puisque, comme K-espace, E >~ Fo ®p, Lo ®k, K >~ F.

Proposition 4.25. Avec ces notations, siv € V(K) et x € EQg Ky >~ F Qg Ky, nous
avons

1/2
||x||E,v=( ) [Lw:Kvlnxn%,w) > max [xlFw sive Veo(K)
weVo(L) weVy (L)

et
Ixllg,v = pury( max |Ix|lFw) > max |x||Fw sinon

v ) weVy
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Démonstration. Commencons par le cas d’une place finie v et notons vg sa restriction
a Ko. Considérons sur I’espace Eo ® (K¢)y, =~ Fo ® (Ko)y, la norme (impure) donnée par

[xl = max |x[lFwo = max [x]Fw-
wOEVvO(LO) weVy(L)

Nous choisissons une base orthogonale ey, ...,e,p de Eg ® (Ko)y, pour cette norme (D est
le degré [L : K]). Par définition de la structure sur Eo, nous avons |[x||gy,v, = pury,(||lx])).
En particulier, la base eq,...,e,p est encore orthogonale pour ||| £,,v,- Par extension des
scalaires, c’est aussi une base orthogonale de £ ® K, ~ (Eo ® (Ko)v,) ® K, muni de la
norme ||-|| g,,. Par conséquent, si x € E ® K, s’écrit Z?fl xje; pour des x; € Ky, il vient
par inégalité ultramétrique

max || x| F,w max  max _|x;|y|lei |l Fw
weVy, (L) weVy,(L) 1<i<nD

IA

= max |xjly max |le[Fw = max |xi|v|e;l
1<i<nD weVy (L) 1<i<nD

Puisque ||| < pur,, (||-|}), cette quantité est majorée par maxi<;<np|XilvlleillE,v = X E,v-

Ensuite ||x||g,, € |Ky|y donc nous obtenons I’inégalité cherchée en appliquant la fonction

pur, (-). Supposons maintenant v € Voo (K) et notons encore vg sa restriction. Nous disposons

de la norme ||| £,,v, sur

EO ®K0 (KO)U() =~ FO ®K0 (KO)U()

~ Fo ®Ly Lo ®Ky (Ko)uo =[] Fo ®Ly (Lo)uo
wo €V, (Lo)

et de son extension ||| g, &

l_[ FQ®LLy>~FQ®kKy
weVy(L)
~ Eo ®k, Ky =~ 1_[ Fo ®Lo (Lo)wy ®(Ko)y, Kv

wOEVU()(LO)

que nous cherchons a identifier a la formule de 1’énoncé. Dans les deux cas, le carré de la norme
s’écrit comme la somme des carrés de normes sur chaque facteur correspondant a wg, donc il
suffit de montrer que pour un tel wo € Vy,(Lo) les deux normes sur

Fo®Ly (Lolwy ®kory Kv=  []  FerLu
weViy (L)NVy (L)

coincident. Ces deux normes sont construites a partir de celle qui est donnée sur Fo ®p, (Lo)w,
dont nous choisissons une base orthonormée ey, . . . , e, (qui est donc une (L), -base). Voyons
ensuite cet espace comme espace sur (Ko)y,. Si (Lo)w, = (Ko)vy, nous gardons la méme
norme et la méme base orthonormée ; sinon, nous avons (Ko)y, = R et (Lo)y, =~ C, la
norme est multipliée par 2 = [(Lo)w, : (Ko0)v,] et nous choisissons comme R-base orthonor-
mée e1/x/2,ie1/~2, ..., en/N2,ien/~/2 ot i désigne 1'un des deux éléments de (Lg)uy, de
carré —1. Nous obtenons alors la norme sur Fo ®r, (Lo)w, ®( Ko)u, K, en conservant la base
orthonormée obtenue, qui devient une Ky-base. De I’autre coté, la base eq, ..., e, est aussi
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232 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

une Ly -base de F' ®, Ly, et, lorsque nous voyons ceci comme un K, -espace, elle le reste
si Ly = Ky tandis que, comme ci-dessus, e/ V2,0 en/ /2 est une base orthonormée si
Ly # K. Vuladescription de ces deux normes, il est immédiat qu’elles coincident si les éga-
lités (Lo)w, = (Ko)v, €t Ly = K, sont toutes les deux vraies ou toutes les deux fausses (on
notera que dans chacune des quatre situations, I’ensemble V3, (L) N Vi, (L) est un singleton
donc il y a une seule place w impliquée). Le seul cas restant est celui ot (Kp)y, = R,
(Lo)wy =~ Cet K, ~ C.Iciil y a deux places w au-dessus de v et wgo et nous devons
voir que dans I’isomorphisme de C-espaces

Fo ®Lo (Lo)wo ®(ko)y, Kv = (Fo ®Ly (Lo)wo) X (Fo ®Ly (Lo)wy)

labase e;/vV2 ® 1,ie1/v2® 1,....en/v/2 ® l.ie,/~/2 ® 1 a gauche et la base (e, 0),
(0,e1),...,(en,0),(0,e,) a droite définissent la méme norme. Il suffit donc de vérifier cela
pour I’isomorphisme
CRrC~CxC

avec les bases 1 ® 1/+/2, i ® 1/4/2 et (1,0), (0,1). Pour faire le calcul, nous utilisons
f:CxC — CQ®rCdonnépar f(z,z) =1Q®(z+2)/2+i®i(z—1z")/2 (aéchange des
facteurs de C x C pres, c’est le seul isomorphisme de C-espaces, la structure de C-espace de
C ®pr C étant héritée du deuxieme facteur). Alors nos bases fournissent

/

z+2z'2 ‘Z—Z
V2 V2

d’ou la conclusion souhaitée. O

2
=2P+ 127 =l 2N

1/G. 22 = |

Ces relations entrainent une comparaison entre les hauteurs associées a E et F' (que nous
identifions comme K-espaces).

Corollaire 4.26. Pour * € {A, A, Q} et toute partie S de F, on a Hi(S) = HE(S).
Dans le cas * = A, on a méme HI{}(S) <I[L: K]_l/zHé'\(S)'

Démonstration. Nous montrons plus généralement H II; '"S)<H g '(S) pour tout sous-
corps L1 de L avec K1 = K N L ce qui donnera le résultat pour * = A (L1 = L)etx = Q
(L1 = Q). Par définition, H 11;1 (S) s’écrit comme le module de la fonction sur V(L)

Wy > pur,, (sup sup ||x||F,w).
xeS wvel(L)

En appliquant le lemme 2.8 au logarithme de cette fonction, nous constatons que H 1]; L(S) est
aussi le module de la fonction sur V(Ky)

v > l_[ (Purwl (sup sup ”x”F’w))[(Ll)wl:(Kl)vl]/[LliKl]

wi€Vy, (L1) xeS weVy, (L)
que nous majorons par la fonction

vi > max  pury, (sup sup [lx[|Fw).
wi€Vy, (L1) x€S weVy, (L)
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Ici et dans la suite, le fait que certaines de ces fonctions puissent ne pas appartenir a [AZJ
(pour la premiere) ou a [AIX(J (pour les autres) n’empéche pas de déduire une inégalité entre
modules (avec un majorant infini) en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 4.1.

Ceci dit, nous pouvons majorer la derniere fonction en utilisant pur,, < pur,, . Il est
alors possible d’intervertir pur,, et le maximum (sur un ensemble fini) puis, en réarrangeant
les différents suprema, nous trouvons que H # '(S) est majoré par le module de

vi > pur,, (sup  sup  max [x[lF ).
1 xes vevy, (K) weVu(L)

La proposition précédente montre que le maximum qui apparait ici minore || x| g, et ceci nous
donne bien H ; "S)<H g 1(S). Pour traiter le cas * = A, nous pouvons supposer S = {x}
avec x # 0. Alors Hp (x) est le module de w > |[x|| F, (€lément de [A}T) qui s’écrit aussi
via le lemme 2.8 comme le module de 1’é1ément

Ly:Ky]/[L:K
e I
weVy(L)

de [A%]. Nous employons alors la proposition 4.25 pour majorer le produit directement par
maxy ey, (L) IXI Fw < [IX[|Ew siv & Voo(K) et par [L : K]_1/2||x||E’v sinon a I’aide de

I'inégalité arithmético-géométrique (et [L : K] = ),y (L)[Lw : Ky]). Le résultat voulu en
découle. O

Pour passer aux minima, nous aurons encore besoin des comparaisons de dimensions
suivantes.

Lemme 4.27. Soit S une partie d’'un L-espace vectoriel F. On a
dim Vectg (S) < [L : K]dim Vect;,(S) et dimZarg(S) <|[L : K]dimZary(S)

ou l’on calcule la dimension a droite dans le L-espace F et a gauche dans le K-espace
Res L/K F.

Démonstration. Notons D = [L : K]. La premiere inégalité cache un simple exer-
cice d’algebre linéaire : Vecty (S) est un K-espace vectoriel de dimension D fois sa dimen-
sion comme L-espace et il contient Vectg(S). La méme chose vaut dans le second cas :
Zarg (S) C Zarg, (S) et la dimension de ce dernier fermé de F est multipliée par D lorsque
I’on voit F' comme K-espace. En effet, cette opération n’est autre que la restriction de Weil
du schéma (affine) sous-jacent : a un fermé X de F correspond dans Resy g F un fermé
isomorphe a Resy /g X etl'onadimRes; /g X = D dim X (voir [30, Section 1.3, p.4]). ©

Nous en déduisons alors facilement les inégalités suivantes.
Corollaire 4.28. Pour x € {A,A,BV,Z,{,BVZ} et 1 <i < dim F, nous avons
AL(F) < A0k1i-1)+1(E)-
Lorsque % € {A, Z}, nous pouvons diviser le membre de droite par [L : K]'/2.
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234 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Démonstration. Ceci suit assez formellement du corollaire 4.26 et du lemme 4.27 : pour
* € {A,1,BV}

AF(F) =inf{HE(S) | S C F, dim Vectz(S) > i — 1}
<inf{HE(S) | S C E, dim Vectg (S) > D(i = D} = A% 1)1 (E)

ennotant D = [L : K]. Si x € {Z, {,BVZ}, la méme chose vaut en remplacant Vect par Zar.
Enfin, pour x € {A, Z}, nous utilisons simplement 1’inégalité plus précise

HE(S) < [L: K]7V2HE(S). D

Afin d’obtenir un résultat pour les quantités ¢;*(n, K) et ¢[j(n, K), il nous reste a compa-
rer la hauteur de E a celle de F'.

Lemme 4.29. Nous avons

H(E) = H(F)[L:K]NKO/Q(ALO/Ko)dimF/Z[K‘):Q].

Démonstration. Comme H(E) = H(Eo) et H(F) = H(Fy) par extension des sca-
laires (et [L : K] = [Lo : Ko], dim F = dim Fp), il s’agit purement d’un énoncé sur 1’ex-
tension Lo/ K¢ de corps de nombres. Il est classique ; on consultera par exemple [19, p. 248 et
251] ou un langage un peu différent est employé : si Fy correspond a un module métrisé M,
I’espace Eg est noté i M et Neukirch donne les formules

detixM = Np,/k,(det M)(detixO)™M et (detisO)? = Ap,/k,-

Par ailleurs, en comparant les définitions, nous constatons que la hauteur H (Fp) s’écrit alors
N, 0(det M)V/1L0:Q@ et de méme H(Eo) = N, q(detix M)/ IKo:Ql [ ¢galité de I’énoncé
découle donc d’un calcul de norme. ]

Ici, le terme provenant du discriminant de Lo/ K¢y dépend bien siir en général du choix
de cette extension de corps de nombres. Nous souhaitons écrire in fine un résultat qui n’en
dépende pas. Commengons par remarquer que, si Lo/ Ko et L1/K; sont deux extensions de
corps de nombres avec Ko C Ky, Lo C Ly et L1 >~ Lo ®k, K1, alors

Niy /@ (L1 k) = Nico/@(BLo/ ko) 10,

En effet, Ay, /k, est engendré dans Ok, par les det(Trz, /k, (e;e;)) ou (e1,. .., eq) parcourt
les bases de L sur Ky contenues dans @, . Il contient donc I'idéal Ay, x, Ok, engendré par
les éléments de la méme forme limités aux e¢; € Or,,. L'inégalité de normes traduit simplement
cette inclusion.

Définition 4.30. Lorsque L/K est une extension finie d’extensions algébriques de @,
nous appelons discriminant radical de L /K et nous notons d7,/x 'infimum des quantités

Nio/@(Bro/xy) /10

ou L parcourt les corps de nombres inclus dans L tels que L ~ Lo®g, K avec Ko = LoNK.
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 235

La propriété de décroissance précédente implique directement que, si L et K sont des
corps de nombres, alors 67/ x = Ng/o(Ar, x)ILQl Elle entraine aussi la propriété sui-
vante : pour tout € > 0 et tout sous-corps de nombres L de L, il existe un corps de nombres L1
avec Ly C Ly C LetL ~ L1 ®k, Kou Ky = L1 NK ainsique /g <6r,/kx, <0r/k+&.
En effet, il suffit de choisir un couple Lo/ Ko comme dans la définition avec 6z,,/x, < dr./x +¢
puis de poser L1 = LoL>, la propriété de décroissance s’écrivantici 8z, /x, < 8r,/K,-

Remarquons encore que, dans une tour d’extensions finies K C L C M, nous avons
dm/k = Sm/18L K (pour les corps de nombres, c’est une conséquence de la formule usuelle
pour les discriminants ; on passe au cas général avec la propriété ci-dessus).

Voici la conclusion de notre étude de la restriction des scalaires.

Proposition 4.31. Soient K une extension algébrique de Q et L une extension finie
de K. Pour tout n > 1 et tout x € {A,A,BV, Z,{,BVZ}, nous avons

cf(n,L) < ~ép/xkef (n[L: K],K) et cf(n,L) <~ép/kc(n[L : K], K).

Si % € {A, Z}, nous avons méme

« SL/k .
cp(n,L) < ﬁcn(n[L : K], K).

Démonstration. Considérons un L-espace adélique rigide F' de dimension n et ¢ > 0.
Par tout ce qui précede, nous pouvons lui associer un K-espace adélique rigide £ de dimension

n[L : K] avec
H(E)l/n[LK] < /SL/K +8H(F)1/n
et AT (F) < AE‘L:K](i—l)+1(E) pour 1 <i < n.En particulier A](F) < AJ(E) et

(AT(F)-- /\;(F))l/n = (AT(E)AE‘L:K]-H(E) : "AE(L:K](n—I)-H(E))I/n

L:K
< (M(E) - Al (E)) MK

par croissance de i > AT (E). Ainsi

ME) e M) e L KL K)
H(F)'/n — L/K H(E)/nIL:K] = L/K I K],

et la relation cherchée pour ¢ s’obtient en faisant varier F' puis tendre & vers 0. Grace a
I’inégalité entre produits de minima, nous trouvons de méme la formule pour ¢jj tandis que,
lorsque * € {A, Z}, il suffit d’utiliser la précision du corollaire 4.28 (nous avons omis CIA et

cf car ils sont tous deux égaux a ci}). O

En particulier, si K est un corps de Siegel ou de Bombieri—Vaaler ou de Zhang, alors il
en va de méme de L.

4.8. Réduction aux hyperplans de I’espace standard. Nous montrons a présent que,
pour étudier les espaces adéliques rigides sur K de dimension #, il suffit de considérer ceux
que I’on obtient comme sous-espaces de codimension 1 de K”*! avec sa structure standard.
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236 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

L’argument est d a Thunder [26, Theorem 5] pour les corps de nombres. Nous le reprenons
pour I’étendre a K quelconque.

Proposition 4.32. Soient K une extension algébrique de QQ et E un espace adélique
rigide sur K de dimension n > 1. Il existe un réel k > 0 tel que, pour tout réel y > 0, il existe
une application linéaire injective 1: E — K" de sorte que, pourv € V(K) et x € E @ K,
on ait

L) = [xEw  siv & Voo(K)
et
[eG) o = xlIxNE0| < kllxl £ siv € Voo(K).

Démonstration. Commengons par rappeler que, si Ko est un corps de nombres, il existe
un réel r(Ko) > 0 tel que Ag, = Ko + B(r(Kp)) si nous notons B(r) pour un réel r la
partie de Ag, formée des adeles (ay,)yoev(k,) Vérifiant |ay,ly, < 1 si vg & Voo(Kp) et
|avylve < 7 81 Vg € Voo(Kp). Ceci découle par exemple des arguments donnés dans [7, p. 65
a 68] (rapidement : on peut assurer la condition aux places finies par approximation forte puis
translater par un élément de Ok, pour se ramener dans un domaine fondamental borné de
Ko ® R). Par ailleurs, si C € Mat, ,(Ky) pour v € V(K), nous notons ||C |[|s,p le maximum
des valeurs absolues des coefficients de C et ||C |op la norme d’opérateur de C comme endo-
morphisme de K muni de sa norme standard. Nous avons [|C|lop = ||C ||lsup 81 v & Vo (K) et
[Cllop = nl|C [|sup sinon.

Nous associons maintenant a I’espace E de 1’énoncé un couple (A4, ¢) comme dans la
définition 3.1. II existe un corps de nombres Ky tel que A € GL,(Ag,) C GL,(Ag). Nous
pouvons supposer que Ay, = Id pour toute place vg de Ko sauf un nombre fini; pour les
places restantes, nous demandons encore que Ay, soit triangulaire supérieure (voir lemme 3.5).
Choisissons ensuite un entier ¢ > 1 tel que, pour toute place v € V(K)\ Voo (K) avec A, # Id
oulgly # 1,onait | Ay lop < |gl; ! (il suffit de prendre une puissance assez grande du produit
des nombres premiers correspondant aux places v telles que 4, 7 Id). Nous allons démontrer
I’assertion cherchée avec

Kk =qgnr+1) ma Al
q( )veVoo)((K)” v ||0p

ol r = r(Ko). Définissons une matrice A’ € GL,(Ag,) C GL,(Ag) par A}, = ¢~ 14, si
v € V(K)\ Voo K) et A, = g7 1yAy si v € Voo (K). Nous écrivons A’ = A” + A" ou
A" € Mat,, ,(Ko), A” € Mat, ,(Ag,) sont triangulaires supérieures et les coefficients de A"
appartiennent a B(r). Posons ensuite dans Mat, 1., (Ko)

a/lfl allln

1

0 .. - A 0O --- 0

A//
M = = +
Id
0 0

\() R | 1
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 237

et 1(x) = gMg(x) pour x € E. Lapplication 1: E — K"*! ainsi définie est injective
puisque M est de rang n. Vérifions I’assertion sur les normes en distinguant trois cas pour
v e V(K).Sidabord v & Vo (K), |q|y = 1 et A, = 1d, alors I’égalité A, = A;, + A} donne
| A7 lsup < 1. La forme de la matrice M montre alors que, si y € K}, alors |[Myl|, = |y|y (si
y=01,---.¥n) [Yilo = |ylvet|yjlv <|ylo pour j > i, on considere laligne i + 1 de M).
Par suite, si x € E ® Ky, il vient [t(X)]|y = [M@y(x)]v = |@u(X)]v = |[Avpu(X)|v = X[ E 0
comme prévu. Supposons dans un deuxieme temps que v soit finie mais ne vérifie pas la condi-
tion précédente. Alors || Ay lop < |¢|, ! par hypothése et nous avons pour y € K”

(A5 = ADDo < 145 = A llsupl ¥ 1o < 710 < 1145 lopl vy o < lg™ Avylo = |4y o-

Par suite, comme My s’écrit comme somme de trois vecteurs de normes respectives A} y|y,
[(A}, — A)(¥)|v et |y|y, nous avons par inégalité ultramétrique |My|, = |A} y|, puis, pour
x € E ® K,, anouveau

[t(x)]v = |glv|M@y(x)|y = |‘]|v|A:)(Pv(x)|v = [Aypp(X)|y = ||x||E,v-

Il reste a traiter le cas de v € Vs (K). Nous procédons comme dans le cas précédent : si
y € Ky

(A — Ao < |4y — Alloply v < nrlyly < ””||A;1||0p|Av)’|v’

ce qui entraine que My est la somme d’un vecteur de norme |A})y|, et d’un vecteur de norme
inférieure ou égale & (nr + 1)|| Ay loplAvy|v < ¢~ 'k|Aypy|y donc

‘|MJ’|v - |A;J’|v| = q_1K|AvJ’|v

puis
“L(X)|v —xlxllEw| = “qM‘Pv(x)|v - X|Av¢v(x)|v‘
= QHMﬁov(x)lv - |A;(pv(x)|v‘
= KlAv¢v(x)|v = K”x”E,v
pour x € £ ® K. O

Ce résultat d’approximation admet la conséquence suivante.

Corollaire 4.33. Dans les définitions de c{' (n, K) et ¢jj(n, K), nous pouvons nous limi-
ter aux sous-espaces de I’espace standard K" (pour x € {A,1,BV, Z,{,BVZ}).

Démonstration. Dans les notations de la proposition, posons F = ((E) avec sa struc-
ture induite. Pour tout * et tout S C £, nous avons directement

x—k <HFSHHES) ' < x+«

donc également
X—k < /\;-"(F))L;"(E)_l <y+«k
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238 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

pour 1 <i <n.Enoutre, (y—k)" < H(F)H(E)™! < (y+«)" lorsque y > «. En particulier

AT(E) _xtx AT (F)
H(E)Y/n = y—«x H(F)l/n’

Si e > 0 est fixé, nous pouvons pour tout E choisir y assez grand pour avoir f:g <l+e
En faisant varier E puis tendre ¢ vers 0, nous obtenons le résultat pour c;. Le cas de ¢y est

enticrement analogue. O

En particulier, pour décider si un corps K est de Siegel, de Bombieri—Vaaler ou de Zhang,
il suffit d’étudier les plans de K3, ce qui justifie la présentation adoptée dans I’introduction en
termes d’équations ax + by + cz = 0.

5. Exemples

Dans cette partie, nous présentons des corps pour lesquels on sait qu’ils ont ou non cer-
taines propriétés parmi celles de Siegel, Bombieri—Vaaler, Zhang, Northcott, BV-Northcott ou
la finitude de ¢1(-). Nous passons en revue les faits classiques et donnons de nouveaux résul-
tats. Nous terminons par une liste de questions sur les liens entre les différentes propriétés et
I’existence éventuelle de corps en possédant telle ou telle combinaison.

S.1. Le corps des nombres rationnels. Le premier théoreme de Minkowski montre
cPV(n, Q) < 277 Y20 (1 4+ n/2)Y/" < /n pour tout n > 1. En effet, 2 un espace adélique
rigide E sur QQ, nous associons le réseau

Q= {x € E | ||x||, =<1 pourtout p € V(Q) \ {oo}}.

Alors )UIW(E) coincide avec le minimum de ||x|o pour x € Q \ {0}, c’est-a-dire avec le
premier minimum de 2 relativement au corps convexe C = {x € E Q R | || x]lcoc < 1}. Le
théoreme affirme donc )LllgV(E ) < 2" vol(E ® R/ Q) vol(C)™! pour tout choix de mesure de
Haar sur £ ® R. Si nous choisissons la mesure de Lebesgue associée a une base orthonormée
pour ||-||eo, alors vol(E ® R/ Q) = H(E) tandis que vol(C) est le volume de la boule eucli-
dienne usuelle, soit 77%/2T'(1 + n /2)~!. La formule annoncée s’en déduit et la majoration par
J/n découle par exemple de

vol(C) = vol({(x1,...,xp) € R" | x] + -+ x7 < 1})
> vol({(x1,...,xn) € R" [ max(|x1],..., |[xx]) < 1//n}) = 2"n /2,

Dans le cas n = 1, la borne obtenue fournit aussi ¢;(Q) = 1. En particulier pour un
espace E sur Q, nous avons A;(E) = A;(E) = A?V(E) pour tout i et donc ¢{ (n, Q) et
cii(n, Q) pour * € {A,A,BV} sont tous égaux a cfV(n, Q). La majoration de c§V(n,Q)
correspond exactement au second théoréme de Minkowski pour les ellipsoides dont le théo-
reme 4.12 montre donc qu’il est une conséquence facile du premier théoreme (ce n’est pas le
cas pour un corps convexe quelconque). Mentionnons aussi, méme si ce n’est pas crucial ici,
que la borne 27~ Y2T(1 + n/2)/" peut étre améliorée, qu’en sens inverse on dispose de mi-
norations depuis celle de Hlawka ¢2¥(n, Q) > QM) "7 =V20 (1 +n/2)Y" pourn > 2 et
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que I’on connait la valeur exacte de cet invariant seulement pour n < 8 etn = 24 (dans I’ordre,
cf’v(n, Q)?" vaut 1,4/3,2,4,8,64/3,2°, 28 24%) Tout ceci constitue la théorie classique de
la constante d’Hermite définie comme y, = CFV (n,Q)2.

Les faits rappelés ci-dessus assurent donc que QQ est un corps de Siegel et de Bombieri—
Vaaler. Il est par ailleurs clair qu’il s’agit d’un corps de Northcott donc de BV-Northcott et, par
voie de conséquence, ce n’est pas un corps de Zhang.

5.2. Le corps des nombres algébriques. Un si¢cle apres Minkowski, Roy—Thunder
[22] et Zhang [33] montrent indépendamment que Q est un corps de Siegel. En fait, ils éta-
blissent respectivement pour tout n > 1 les inégalités

(. Q) <exp((n—1)/4) et cf(n,Q) <exp((H,—1)/2) < v/n

ou Hj est le nombre harmonique 1 + % + -4 % Le résultat de Zhang s’avere donc bien
plus fort (il montre que Q est un corps de Zhang, fait a I’origine de la terminologie) mais
on peut remarquer que les deux articles donnent en fait sensiblement la méme démonstration
de c{l\ (2,Q) < el/*: Roy et Thunder passent ensuite a n quelconque via le lemme 4.11 ci-
dessus tandis que Zhang donne un argument (plus compliqué) valable directement pour tout n
et pour cZ.

Les résultats que nous avons démontrés au paragraphe 4.6 permettent de déterminer la
valeur exacte de cIA (n,Q). En effet, le lemme 4.21 donne exp((H, — 1)/2) < CIA (n,Q) (car
u(Q) = 1) tandis que le théoréme de Zhang fournit cIA (n,Q) < CI% (n,Q) <exp((H,—1)/2).
Il y a donc égalité. Ceci démontre le théoreme 1.3 de I’introduction et améliore [11, théoreme
3.3] qui affirmait CIA (n,Q) = n!'/" (la démonstration consistait en fait 2 appliquer le théo-
réme 4.19 a ’espace standard et conduisait donc a la premieére minoration du lemme 4.21).
L’ égalité cIA n,Q) = c% (n,Q) montre aussi que, dans notre cadre, la majoration du pre-
mier minimum entraine toute la force du théoréme de Zhang (c’est clair sur I’énoncé du
théoreme 4.19) alors que, pour une variété quelconque, son théoréme des minima successifs
requiert une démonstration plus compliquée que la seule majoration du premier minimum (qui
a par exemple été réécrite de maniere plus directe par David et Philippon [8, Appendice]).

Dans le cas n = 1, nous verrons ci-dessous ¢1(Q) = 1 (lemme 5.3). Par suite, pour E
sur Q, nous avons A;(E) = A;(E) = A?V(E) et Zi(E) = §(E) = {FV(E) pour tout i et
donc

' (1.Q) = ' (1.Q) = ¢ff 1. Q) = e *(n. Q)
pour tout n > 1. De tout ceci résulte que Q est un corps de Siegel, de Bombieri—Vaaler et de
Zhang. En outre, il n’est évidemment ni de Northcott ni de BV-Northcott.

5.3. Les corps qui s’en déduisent. Soit K un sous-corps de Q tel que [Q : K] soit
fini. Les conséquences qui suivent la proposition 4.23 montrent que K hérite de Q la propriété
de Bombieri—Vaaler et donc notamment la finitude de ¢ (K). Par les relations générales, K est
aussi un corps de Siegel et de Zhang mais n’est ni de Northcott ni de BV-Northcott. L’exemple-
type de tels corps est Q NR. Il y en a une infinité d’ autres mais 1’on sait depuis Artin et Schreier
qu’ils vérifient tous [Q : K] = 2 (voir [14, Theorem 11.14, p.674]) et en fait ils sont tous
isomorphes 2 R N Q (donc, si I’on veut, via un élément de Gal(Q/Q)) par unicité de la cléture
réelle de Q (voir [14, p. 637]).
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240 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

De maniere plus fondamentale, les corps de nombres héritent par extension finie des pro-
priétés de Q. Ils sont de Siegel, de Bombieri—Vaaler, de Northcott, de BV-Northcott mais non
de Zhang et ont un ¢1 (K) fini (comme tout corps de Bombieri—Vaaler). Ces faits découlent de la
proposition 4.31 qui nous donne ¢} (n, K) < (n[K : Q](S’K/Q)l/z et cI‘I\ n,K) < (1181(/@)1/2
pour n > 1 et un corps de nombres K. Il importe toutefois de remarquer ici que 1’on peut amé-
liorer significativement la premiere majoration et montrer en fait cﬁv (n,K) < (nég /Q)l/ 2,
Pour ce faire, il convient d’utiliser la pleine force du théoréme de Minkowski pour un corps
convexe qui n’est pas forcément un ellipsoide : dans la définition de la restriction des scalaires,
cela revient a prendre non une somme quadratique comme dans le lemme 4.24 mais a choisir
aussi le maximum 2 la place infinie ; nous sortons donc du cadre des espaces adéliques rigides
(le caractere hermitien est perdu) mais la norme non euclidienne obtenue définit toujours un
corps convexe auquel on applique le théoreme de Minkowski comme ci-dessus. Cet argument
se rapproche de la démarche de Thunder dans [27] mais, comme il ne s’en déduit pas formel-

lement, nous donnons quelques détails dans 1’énoncé suivant. Retenons aussi ¢ (K) < 811<//2@.

Proposition 5.1. Pour tout corps de nombres K et tout entier n > 1, nous avons
BV 1/2
o (n, K) < (nég Q) /2,

Démonstration. Soit E un espace adélique rigide de dimension . Notons D = [K : Q].
L’ensemble
Q= {x € E||lx]ly <1pourtoutv € V(K) \ VOO(K)}

est un réseau de E ® R, espace vectoriel réel de dimension n D. Dans ce méme espace, la partie
C = {x e E®QR | |x]| <1 pourtoutv e VOO(K)}

est un corps convexe (ici £ ® R est identifié au produit des £ ®g K, (v|oo) donc C est
le produit des boules unités de ces espaces). D’apres le théoreme de Minkowski, il existe un
élément non nul de 2 N pC avec

vol(E ® R/2)\1/nD
( vol(C) )

ou vol est une mesure de Haar quelconque sur E®R. Ceci signifie exactement que )LIIW(E )<p
(voir lemme 4.3). Par un calcul classique, nous avons

o= H(E)l/n(g}(//%Qz(rl_'_rZ)/DV(I’l)_rl/nDV(zl’l)_rZ/nD

oll r1, 5 sont les nombres de places réelles et complexes et V(n) = 7/2/T'(n/2 + 1) le vo-
lume de la boule unité euclidienne (il suffit de faire I’estimation lorsque E est I’espace standard,
on utilise alors par exemple la formule donnée dans [27, p.255]). On minore V' (n) > P
pour trouver p < H(E)l/”SII(//zQﬁ donc A?V(E)H(E)_l/” < (nSK/Q)l/Z. Nous en dédui-
sons bien

CFV(H,K) ICEV(H,K) < (n8K/Q)1/2. D

Nous donnons maintenant une version du théoreme de Minkowski—Hlawka pour les corps
de nombres (c’est le résultat de Thunder [26] ot nous simplifions les termes secondaires pour
ne garder que le discriminant radical).
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Proposition 5.2. Pour tout corps de nombres K et tout entiern > 1, on a

(1-1/m)/2
NIRRT

A
ci(n,K)>— .
i )z 5 max(l,logSK/Q)l/”

Démonstration. D’apres le corollaire de [26, p. 182], on a
D/2
NP wi Ek (080
o (. K)™ = 2nr2pn A2 Y (n)" V(2n)2hg R

ol wg est le nombre de racines de I'unité dans K, r1, r» le nombre de places réelles et com-
plexes, D = [K : Q], hx le nombre de classes, Rx le régulateur, {x la fonction zéta de
Dedekind et V(n) = n™/2/T(n/2 + 1) le volume de la boule unité euclidienne. On majore
V(n) au moyen de I’inégalité classique I'(1 4+ x) > +/2mwx(x/e)* valide pour tout x > 0, ce
qui conduit a

2nr2nr| +r>—1 V(n)rl V(2I’l)r2 < (zen/n)nD/Z(nZ/n,)D/4
Le produit ig Rk est lui contrdlé par un théoréme de Louboutin [15] écrit pour D # 1

WK (z)rz(eD 10g5K/Q)D_18D/2

hgRg < — .
KRR =5\% 4D —1) K/Q

On majore log §g /@ par max(1,logdg,q) et le quotient (eD/(4D — 4))P=1 par eP/6 pour
garder
D
hx Rx < wgeP/® max(1, log SK/Q)DSK/%

valable également lorsque D = 1. On reporte les estimations obtenues dans le minorant de
cIA(n, K) et, en utilisant g (n) > 1,0n a

1-1/n)/2
o= [ ()
EAT =V 2ex \jel/3 max(1, log 8g /)"

On conclut au moyen de la minoration (2x7 1/2 / el/ 3)* > 0,85 pour tout x > 0. |

5.4. Evaluation de c1(K). Nous donnons maintenant une série de situations ou nous
pouvons calculer I’invariant ¢ (K) ou, a défaut, le minorer.

Lemme 5.3. Soit K un sous-corps de Q ayant la propriété suivante pour un entier
q > 1:pourtouty € K, il existe x € K avec x4 = y. Alors c1(K) = 1.

Démonstration. Soit a € |A| avec |a| > 1.1l existe un corps de nombres Ko C K
tel que a € |AIX(()|' Comme ¢1(Kp) est fini, il %Xiste m € N avec |a|?” > ¢1(Kp). Par suite
(lemme 4.7), il existe y € K¢ tel que |y |, < al” pourtout v € V(K). Par I’hypothése (itérée),
il existe x € K> avec x4" = y. Il vient

1 m
x|y = [y} < ay

pour tout v € V(K). En faisant varier a, nous avons bien c¢1(K) = 1. m]
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242 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

Nous en déduisons en particulier ¢;(Q) = 1 (tout ¢ > 2 convient) et c;(Q NR) = 1
(tout ¢ > 3 impair convient). Un autre exemple est celui du corps des nombres constructibles
(¢ = 2 convient). L’énoncé suivant découle immédiatement du lemme 4.9.

Lemme 5.4. Soit K C Q. On suppose que K n’est pas un corps de nombres et que,
pour un réel fixé B > 1, ’ensemble {x € Ok | [x] < B} ne comporte qu’un nombre fini de
classes modulo jug. Alors ¢c1(K) > B.

Ce résultat s’applique en particulier aux corps jouissant de la propriété de Bogomolov,
autrement dit ceux pour lesquels il existe B > 1 tel que Hweii(x) & ]1, B[ pour tout x € K.
Par exemple le résultat d’ Amoroso et Dvornicich [2] sur I’extension abélienne maximale Q2
de Q montre ¢; (Q®) > 51/12,

Donnons ensuite une minoration dans le cas des corps de nombres (nous notons Cl(Og)
le groupe des classes d’idéaux de I’anneau des entiers d’un corps K).

Proposition 5.5. Si K est un corps de nombres, nous avons

c1(K)> max minN(I)Y/IK:Ql
ceCl(Ok) I€c

ot le minimum est pris sur les idéaux I de Ok dans la classe c. De plus il y a égalité si et
seulement si Card Voo (K) = 1.

Démonstration. Posons D = [K : Q]. Notons ¢ une classe qui réalise le maximum et
I € c unidéal de Qg de norme minimale dans la classe ¢. Choisissons aussi un idéal J de Og
dans la classe inverse ¢ . Considérons a € |[A%| tel que

J = {x € K | |x|y < ayp pourtoutv € V(K) \ VOO(K)}.

Nous avons alors |a| = N(J)~1/P HveVoo(K) aff(v). Supposons qu’il existe x € K> tel que
|x|y < ay pour tout v € V(K). Dans ce cas, x € J donc xOg s’écrit I’J pour un idéal I’ de
Ok dans la classe ¢. Alors N(xOg) = N(I')N(J) > N(I)N(J). Par suite, avec la formule
du produit pour x, nous avons

1=Nxop™ P ] Ixl®
V€V (K)
<N VPN@O)TVE T ey ®
veVoo (K)

|a| | [y \ @) la|
= 1/D l_[ = /D"
NV veVOO(K)< ay ) N1/

Nous avons donc nécessairement |a| > N([) /D ce qui entraine ¢ (K) > N(I) 1/D Montrons
maintenant que 1’'inégalité est stricte si K a au moins deux places infinies. Notons vg 1’une
d’entre elles. Il existe un intervalle [u, 1] avec N(1J)YP <u <t < 2N(1J)YP ne contenant
aucun nombre réel de la forme |x|,, o x € Ok et [x| <2N(IJ) /D (ceci résulte directement
de la finitude de I’ensemble des tels x). Fixons alors a € |[A%| comme ci-dessus en précisant
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Gaudron et Rémond, Corps de Siegel 243

les valeurs a I'infini : a,, = ¢ et
a, = (N(]J)I/DM—M(UO))1/(1—M(v0))
siv € Voo (K) \ {vo}. Nous avons
la| = N(J)"V/P @0l N1 J )1/ Py=1wo) — n([)1/P (L)“(UO)
u

donc si x € K* vérifie | x|, < a, pour tout v € V(K), nous trouvons par le calcul précédent

| < (L)u«(vo) l—[ (|x|v)u(v) - (i)u«(vo)(|x|v0)u(vo) _ (|x|v0)u(vo)
u K W u u

vE€Veo oo
donc |x|y, € [u,t]. Ceciest absurde car x € J C Ok et [x] <t < 2N(1J)YP (en effet
u > N(IJ)I/D donne a, < N(IJ)I/D <t si v # vg). Nous pouvons conclure comme prévu
c1(K) = |a| > N(I)Y/P. Etablissons enfin le cas d’égalité si Veo(K) est un singleton noté
{oo}. Choisissons a1 € |[Ax| quelconque avec |a;| > N(I)Y/P . Lensemble

J1 = {x | |x]y < (a1)y pourtoutv € V(K) \ {oo}}

est un idéal fractionnaire de K. Choisissons-en un élément x; # 0 tel que N(x;Og) est
minimal. Nous écrivons x; Qg = I1Jy et, comme I; C Ok est de norme minimale dans sa
classe, nous avons N(I1) < N(I) < |a1|P = N(Jl)_l(al)go, soit N(x10k) < (al)oDo. La

formule du produit s’écrit ici N(x;0g) = |x1|£o d’oll |x1|co < (a1)co. L'existence de x;
prouve donc ¢ (K) < |ay| puis, avec I'inégalité déja obtenue, ¢, (K) = N(1)'/P. ]

La minoration obtenue est semblable a [16, Proposition 1, p. 1059]. Nous pouvons en
déduire une minoration en fonction du nombre de classes.

Corollaire 5.6. Soient K un corps de nombres, D = [K : Q] et h le cardinal de
Cl(Ok). Nous avons
hl/D
K)y>—.
(k) = 1 + logh
De plus c1(K) =1 < h =1 = Card Voo (K).

Démonstration. Sinous notons ici i = max¢ecj(@g) Minyec N (1), alors le lemme 1 de
[16] montre & < i(1 + logi)P~! d’oli I’on déduit facilement i > h/(1 + logh)P~1. Avec
ci1(K) > i /D ceci montre la minoration. Maintenant si ¢1(K) = 1, nous avons nécessai-
rement égalité dans la proposition donc i = 1 et Card Voo (K) = 1. De plus, & = 1 par la
majoration ci-dessus. Réciproquement si 7 = 1 = Card Vo (K), alors

c1(K) = max min N()VIEQ = min N(HYP = NOg)V/P =1. O
ceCl(Ok) Iec I1COk

zeN 2

Cette caractérisation des corps de nombres K tels que ¢1(K) = 1 avait déja été obtenue
par Hasse [13, p. 599]. Concrétement, il en existe donc exactement dix : le corps QQ et les neuf
corps quadratiques imaginaires avec h = 1 (Q(v/—d) avec d € {1,2,3,7,11,19,43, 67,163},
voir [7, p.295-296]).
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244 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

On sait [3] qu’il existe une infinité de corps de nombres K de degré D vérifiant
1/D 1/2—e
h >80
(pour tout D > 2 et tout ¢ > 0) et ceci entraine donc une minoration semblable pour ¢ (K).
Rappelons que dans I’autre sens nous avons vu ¢1(K) < /dk/q-
Nous terminons par un calcul a I’aide de la théorie de la capacité.

Proposition 5.7. Si K C Q est le sous-corps des nombres totalement réels, alors
c1(K) =2.

Démonstration. D’apres le lemme 4.9, il suffit de montrer que pour a € |A%| I’en-
semble S; = {x € K | |x]y < aypourtoutv € V(K)} est fini pour |a| < 2 et infini si
|a| > 2. Choisissons un corps de nombres Ko C K tel que a € |AIX<0 |. Alors S, correspond a
un ensemble adélique E sur K¢ au sens de Rumely [23] : E est le produit sur v € V(Kp) de la
boule de rayon a,, dans C,, si v est finie et de I’intervalle [—ay,ay] C R C C = C, lorsque v
est infinie (et donc réelle). Alors S, est I’ensemble des éléments de Q dont tous les conjugués
au-dessus de K¢ dans C, sont dans £, pour tout v € V(Kg) (puisque la condition aux places
infinies montre qu’un tel élément est totalement réel donc dans K). La capacité de E s’écrit

a-  I1 e [ -4

veV(Ko)\Voo (Ko) v€Voo (Ko)

avec D = [Ko : Q] puisque la capacité d’un segment réel est le quart de sa longueur [23,
p- 353] et celle d’une boule ultramétrique est son rayon [23, p. 354] lorsque la valeur absolue

sz . s NI < 1 D) . .
est normalisée comme dans cet article, ¢’est-a-dire égale a ||, avec nos notations. Ceci
dit, le théoreme 2.2 de [23] montre directement que, si y(E) > 1, alors S, est infini tandis que
le théoreme de Fekete [23, Theorem 2.6] entraine que S, est fini si y(E) < 1. O

Ceci n’est bien sir qu’une illustration de 1’utilisation de la théorie de la capacité. Les
théorémes de [23] permettent d’autres calculs. Par exemple, par une démonstration entierement
analogue, le corps K des nombres totalement p-adiques satisfait ¢ (K) = pl/ (p=1),

5.5. Propriétés de Northcott et de Siegel. Des exemples de corps de Northcott qui ne
sont pas des corps de nombres ont été donnés en premier lieu par Bombieri et Zannier [6].
Ils montrent que pour tout entier d le compositum des extensions abéliennes de degré au plus
d d’un corps de nombres fixé est de Northcott. On en déduit par exemple que c’est aussi le
cas du corps noté en abrégé Q(Q/4) engendré par toutes les racines d-iémes des rationnels
[6, Corollary 2]. Ensuite Widmer a établi une condition suffisante en termes de discriminants
de sous-extensions pour qu’un corps soit de Northcott [32, Theorem 3]. Cela lui permet de
fournir de nouveaux exemples et en particulier d’affirmer que, si (p,)n>1 est une suite de
nombres premiers et (d,),>1 une suite d’entiers naturels non nuls, alors le corps engendré
par les p,l,/ dn est de Northcc;tt si et seulement si limy,— oo p,ll/ dn _ oo (voir [32, Corollary 2]).
Par le corollaire 4.20, tous ces corps constituent des exemples de corps qui ne sont pas de
Siegel. Rappelons aussi que nous avons donné plus haut (exemple 4.6) un exemple de corps de
BV-Northcott qui n’est pas de Northcott.

Nous pouvons conclure facilement dans le cas d’une tour de corps de discriminant radical
borné.
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Lemme 5.8. Soit (K,)n>1 une suite de corps de nombres vérifiant K, C Kp41 et
Sup,>1 0k, /Q < 00. Alors la réunion K des corps Ky est un corps de Bombieri—Vaaler.

Démonstration. Pour simplifier, nous utilisons (ce n’est pas crucial) le corollaire 4.33.
Soientdonc a, b, c € K. Ilexisteunentiern > 1telquea, b, c € K, puisilexiste x, y,z € K,
avecax + by +cz =0et

1/2
H2\(x,7.2) = (28K, /0 Hyy(a. b))%,

Nous avons donc

1/2
H}%(x,y,z) <(2 ;u[l)SKl./QHKs(a,b,c)) /
1>

doucPV(2,K) < (2 Sup; > 81([/@)1/2. |

Par les résultats généraux, un tel corps est de Siegel et ¢1(K) est fini. Surtout, si ce n’est
pas un corps de nombres (suite K, non stationnaire), alors il est de Zhang et ni de Northcott ni
de BV-Northcott. Parmi les corps de cette forme, nous trouvons les tours de corps de classes de
Hilbert puisque dans ce cas 8k, ., /k, = 1 pour toutn > 1. Ceci n’est intéressant que si la tour

est infinie : c’est le cas par exemple si I’on part de K1 = Q(+/—30030) (voir [7, p.231-234]).

5.6. Problemes ouverts. Résumons dans le tableau suivant nos connaissances sur les
liens entre les différentes propriétés des extensions algébriques infinies de Q.

¢1(K) infini | c1(K) fini
[K : Q] infini K BV-Northcott | K non BV-Northcott
K Northcott K non Northcott
K non Siegel oui
K Siegel non oui
1
oui

Ici « oui » signifie qu’il existe un corps, « non » qu’il n’en existe pas et une case vide que
nous ne savons pas. Nous pouvons également formuler les propriétés en termes de finitude ou
non d’invariants numériques du corps K :

c1(K) =0 ‘ c1(K) < o0
[K:Q] = oo LK) =00 | ba(K?) <o9
Z»(K?) = o0 Z2(K?) < 00
CIA(2,K) =00 oui
cIA(Z, K) < o0 non oui
1
oui
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246 Gaudron et Rémond, Corps de Siegel

On utilise par exemple les relations Z>(K?) < &(K?) < +/2¢1(K) pour disposer
les colonnes et Z»(K?) < cl%(2, K)? < u(K)chA(Z, K)? pour le non. Le oui en haut a
gauche concerne les corps de Northcott dont nous connaissons des exemples explicites (para-
graphe 5.5). Le oui en bas a droite correspond aux exemples de Q, de R N Q et ses conjugués
et des tours de corps du lemme 5.8. Le oui de la seconde colonne provient de I’exemple 4.6.

Ensuite chacune des cinq cases vides constitue un probleme ouvert. Par exemple, existe-
t-il un corps qui n’est ni de Siegel ni de Northcott ? Alternativement, pour un corps donné,
dans quelle case le ranger ? Dans la quatrieme colonne, les corps K pour lesquels nous avons
¢1(K) < oo comme ceux des nombres totalement réels, totalement p-adiques ou constructibles
sont-ils de Siegel ? Dans la deuxieme colonne, le corps de I’exemple 4.6 est-il de Siegel ? Un
corps difficile a situer est Q® : nous savons seulement qu’il n’est pas de BV-Northcott 4 cause
des racines de I’unité (la minoration ¢; (Q*°) > 51/12 pe préjuge pas de la finitude de ¢1 (Q™));
dans laquelle des quatre cases de la droite du tableau se cache-t-il ?
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